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Аннотация. Рассматривается многофазная система массового обслуживания с входящим 
коррелированным МАР-потоком, РН-распределением времени обслуживания и ограничен-

ным размером буфера на фазах системы. Приведен краткий исторический обзор по анализу 
моделей таких систем и методов их исследования. На основании проведенного обзора 
обоснована новизна постановки задачи, рассматриваемой в статье, методов ее решения и 
результатов. Дано описание алгоритма точного расчета характеристик производительности 
многофазных систем малой размерности и оценки сложности этого алгоритма. Для 
исследования многофазных систем большой размерности предложен подход, основанный 
на комбинации методов имитационного моделирования и машинного обучения. Приве-

дены результаты численного анализа, подтвердившие эффективность применения методов 
машинного обучения для оценки характеристик производительности тандемных систем, 
адекватно описывающих функционирование широкополосных беспроводных сетей.  
 
Ключевые слова: многофазные сети, аналитическая модель, имитационное моделирование,  машин-

ное обучение.  
 

 

 

Многофазные системы массового обслужива-
ния (тандемные СМО) традиционно используются 
для моделирования и оптимизации производитель-
ности многих сложных систем, включая техниче-
ские, экономические, промышленные, транспорт-
ные, медицинские, военные и др. [1–4]. 
Значительный интерес также представляют модели 
тандемных СМО, адекватно описывающие функ-
ционирование современных широкополосных бес-
проводных сетей с линейной топологией [5, 6]. 

Исследование многофазных СМО, начатое в 
конце 1960-х гг. [7, 8], интенсивно продолжается 
до настоящего времени [9–11]. Первоначально 
аналитические результаты были получены для 
оценки характеристик производительности двух-
фазных СМО. Многочисленные статьи посвящены 
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разработке   методов   исследования   таких   систем 
с блокировками, пуассоновским и коррелирован-
ным (BMAP, Batch Markovian Arrival Process) 
входным потоком и различными функциями рас-
пределения времени обслуживания (см., например, 
работы [12–16]). Более подробно с описанием ра-
бот о двухфазных СМО можно ознакомиться в 
обзоре [17] и книге [18]. 

Однако наибольшее практическое значение 
представляют тандемные СМО большой размер-
ности (с числом узлов больше двух). Точное 
аналитическое решение для таких СМО было 
получено лишь для небольшого класса сетей, узлы 
которых удовлетворяет условиям теоремы BCMP 
(Baskett, Chandy, Muntz, Palacios) [19, 20], а сов-
местное стационарное распределение вероятностей 
состояний имеет мультипликативную форму. В 
частном случае, когда узлы (фазы) тандемной сети 
представляют собой СМО типа M /M /1, легко 
находятся характеристики производительности 
такой системы, включая важный параметр – 
межконцевую задержку (время с момента поступ-
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ления пакета на первую фазу до окончания его 
обслуживания на последней фазе). 

Для других типов тандемных сетей большой 
размерности методы отыскания точных решений 
практически отсутствуют. Поэтому для их иссле-
дования широко применяются приближенные ме-
тоды. Одним из наиболее распространенных при-
ближенных методов является декомпозиция тан-
демной сети на отдельные узлы с последующим 
изучением их взаимодействия друг с другом и 
обобщением полученных результатов для оценки 
характеристик производительности сети в целом 
(см., например, работы [21–24]). В последние годы 
для исследования тандемных СМО эффективно 
применяются методы машинного обучения [9, 25–
27]. В частности, в статье [9] исследуются 
характеристики производительности тандемных 
СМО с пуассоновским входным потоком, экспо-
ненциальным распределением времени обслужи-
вания и многолинейными узлами ( / / / )M M S   с 
использованием искусственных нейронных сетей. 

Новизна настоящей статьи состоит в разработке 
точного алгоритма расчета характеристик произво-
дительности многофазных СМО с коррелирован-
ным входным МАР-потоком и PH-распределением 
времени обслуживания на фазах системы. Приво-
дится оценка сложности алгоритма, а также описы-
ваются его достоинства и ограничения (на число 
фаз системы при численном анализе). Для иссле-
дования тандемной СМО большой размерности 
применен эффективный подход, базирующийся на 
комбинации методов машинного обучения и ими-
тационного моделирования. Указанный подход 
обеспечивает возможность быстрого расчета 
характеристик СМО большой размерности при 
проектировании сложных вычислительных систем 
и компьютерных сетей [9, 28, 29]. 

 

Рассматривается тандемная СМО с числом фаз 
(узлов) 2N   и конечной емкостью буфера на 
каждой фазе iM  ( =1,.., )i N . Заявки (пакеты) по-

ступают в систему в МАР-потоке, который задает-

ся управляющим процессом ,( 0)t t  , представля-

ющим собой цепь Маркова с пространством состо-

яний {0,1, ..., }W  и матрицами 0D  и 1D . Матрица 
1D  описывает переходы управляющей марковской 

цепи, сопровождающиеся генерацией заявки (на-

блюдаемые переходы), а матрица 0D  – переходы, 
при которых генерация новой заявки не происхо-

дит (невидимые переходы). Матрица 0 1= D D D  

является инфинитезимальным генератором мар-

ковской цепи t . Интенсивность поступления па-

кетов   определяется как 1= , πD 1  где π -вектор 
стационарного распределения процесса t , кото-

рый определяется как единственное решение сис-
темы линейных алгебраических уравнений 

= , =1πD 0 π1 . Здесь и далее 1  – вектор-столбец, 
состоящий из единиц, 0  – вектор-строка, состоя-

щая из нулей. 
Время обслуживания пакетов на i-й фазе имеет 

РН-распределение с неприводимым представлени-

ем ( , )i iS τ , = 1,..,i N . Здесь iS  – квадратная матри-

ца порядка iV  (число состояний процесса), а iτ  – 

вектор, задающий вероятности начального состоя-
ния процесса. Таким образом, процесс обслужива-
ния на i-й фазе происходит под управлением цепи 
Маркова с пространством состояний 
 1, ..., , 1i iV V  , где 1iV   – поглощающее состоя-

ние. Более подробную информацию о РН-распре-
делении и МАР-потоке можно найти, например, в 
монографии [18]. Пакет, поступивший в момент, 
когда буфер одной из фаз полностью занят, поки-
дает систему без обслуживания (считается поте-
рянным). 

В дальнейшем будет проведено исследование 
двух вариантов тандемной системы: системы с 
кросс-трафиком, когда в i-ю фазу кроме выходного 
потока iZ  c 1i  -й фазы поступает и дополнитель-

ный МАР-поток iX , и системы без кросс-трафика, 
в которой внешний трафик поступает только на 
первую фазу (рис. 1). 

Задача состоит в получении оценок стационар-
ных характеристик производительности описан-
ных тандемных систем, включая время межконце-
вой задержки (время с момента поступления паке-
та на первую фазу до завершения его обслужива-
ния на последней фазе), вероятность потери пакета 
и т. д. 

 

Рассмотрим прежде всего свойства и характе-
ристики системы массового обслуживания 
МАР/РН/1/М, которые могут быть использованы 
для построения точного алгоритма расчета тандем-
ной системы. Ключевым свойством системы 
МАР/РН/1/М является замкнутость на множестве 
МАР-потоков согласно следующим теоремам [18]. 
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Рис. 1. Потоки заявок в тандемной сети массового обслуживания с кросс-трафиком (б) и без него (а)  

 
Теорема 1.  Поток выходных (обслуженных) пакетов в системе MAP/PH/1/M, где входной MAP-поток 

задается X: MAP( 0 ,D 1D ), а время обслуживания имеет фазовое распределение Y: PH(S, τ ),  является MAP-

потоком ( , )Z MAP  
0 1D D , матрицы которого имеют вид 
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где = ( )Vt  C S1 τ , а VI , WI  – единичные матрицы порядков V  и W  соответственно.  
 

Теорема 2  Суперпозиция MAP-потоков 1X  и 

2X , ( ) ( )
0 1( , )i i

iX MAP D D , = 1,2i  – MAP-поток  

(1) (2) (1) (2)
1 2 0 0 1 1= ( , ),X X X MAP  D D D D  

где   – сумма Кронекера. Если потоки 1X  и 2X  

имеют размерности 1W  и 2W , то размерность 
суммарного потока X  равна 1 2=W WW .  

Обозначим iZ  выходящий поток с i-го узла тан-

демной системы, а ˆ iX  – общий входящий поток на 
i-й узел (см. рис. 1). Тогда согласно теоремам 1 и 2 
потоки ˆ iX  и iZ  являются МАР-потоками. Таким 
образом, i-й узел представляет собой систему 
массового обслуживания MAP / PH /1/i i iM , ин-

тенсивность поступления пакетов в которой 
i . 

Для данной системы хорошо известны формулы 

расчета основных характеристик производи-

тельности [18]: средняя длина очереди im ; веро-

ятность потери пакета ( ) ;i
LP  среднее время пребы-

вания (задержка) пакета на i-м узле iT  и др. Вы-

числение этих характеристик позволяет опреде-

лить значения искомых параметров вероятности 
потери пакетов в тандемной системе 

( )

=1

=1 (1 )
N

i
L L

i

P P   

и время межконцевой задержки 

( )
1

( )
=1 =1

= = .
(1 )

iN N

i i
i i iL

m
T T

P 
   

Далее приведен формальный алгоритм нахож-
дения стационарных характеристик производи-
тельности тандемной сети.  
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2.1. Аналитический алгоритм расчета стационарных 

характеристик производительности тандемной сети 

Шаг 1. Положим :=1i . 

Шаг 2. Если = 1i , то положим 1
ˆ =iX X . Если 

же > 1i , то вычисляем ˆ iX : 1
ˆ =i iX Z  , если в сети 

нет кросс-трафика, иначе 1
ˆ =i i iX Z X  . Обозна-

чим матрицы потока ˆ
iX  как ,0

ˆ
iD  и ,1

ˆ
iD , т. е. 

,0 ,1
ˆ ˆ ˆ= MAP( , )i i iX D D . 

Шаг 3. С помощью теоремы 1 вычисляем 
матрицы ,0 ,1,i i

 D D  MAP-потока ˆ= ( , , ).i i i iZ X Y M  

Шаг 4. Для выходящего MAP-потока iZ  

вычисляем его стационарное распределение 
( )iθ  с 

помощью системы линейных алгебраических урав-

нений 
( )

,0 ,1

( )

( ) = 0,

=1.

i

i i

i

  



θ D D

θ 1
 

Шаг 5. Рассчитываем среднее число заявок в 
очереди на i -й фазе 

ˆ1

( ) ( )
1 ˆ

=0 =1

= ,

M V W
i i i

i i

kV W j
i ik j

m k




   

где =| |i iV Y  – порядок PH-распределения iY , а 
ˆ ˆ=| |i iW X  – порядок входящего MAP-потока ˆ iX . 

Шаг 6. Определяем стационарное распределе-

ние вероятностей 
( )iπ  входящего потока ˆ iX . Если 

в сети нет кросс-трафика и > 1i , то полагаем 
( ) ( 1)i i
π θ . В противном случае находим 

( )iπ  как 
решение системы линейных алгебраических урав-

нений 
( )

,0 ,1

( )

ˆ ˆ( ) = 0,

=1.

i

i i

i

 



π D D

π 1
 

Шаг 7. С помощью найденного на предыдущем 
шаге стационарного распределения 

( )iπ  входящего 
потока ˆ iX  вычисляем интенсивность поступления 
заявок на i-й узел 

( )

,1
ˆ= .

i

i i π D 1  

Шаг 8. Рассчитываем распределение состояний 
входящего MAP-потока при наличии в системе 

1iM   заявки (т. е. при заполненной системе) 

( ) ( ) ( )

ˆ1 1 ( 1)
=1 =1

= { } , , { } .

V V
i ii i i

jM M W V ji i i i
j j

   

 
 
 
 
 ψ θ θ  

Здесь вектор 
( )

1

i

M
i
θ  – часть вектора ( )

,
iθ  

относящаяся к состояниям системы, когда в ней 
находится 1iM   заявка. 

Шаг 9. Вычисляем вероятность потери заявки 
из-за переполнения i-й очереди 

( ) ,0( )
ˆ

= .
i ii

L
i

P


D
ψ 1  

Шаг 10. Вычисляем среднюю задержку на i -м 

узле 
( )
1

( )
= .

(1 )

i

i i
iL

m
T

P 
 

Шаг 11. Если <i N , то увеличиваем := 1i i   и 
переходим на шаг 2. В противном случае перехо-

дим далее, на шаг 12. 
Шаг 12. Вычисляем вероятность потери заявки 

( )

=1

=1 (1 )
N

i
L L

i

P P  . 

Шаг 13. Вычисляем общую задержку 
=1

=
N

i

i

T T . 

 

2.2. Оценка сложности алгоритма нахождения точных 
характеристик производительности многофазной 

системы 

Предложенная схема проста в вычислении. По 
сути, на каждом шаге с помощью нескольких 
операций произведения Кронекера строятся 
блочные матрицы для выходящего MAP-потока, а 
также, если в сети есть кросс-трафик, с помощью 
суммы Кронекера строятся матрицы входящего 
MAP-потока. Далее решаются две (если в сети есть 
кросс-трафик) или одна (в противном случае) 
системы линейных алгебраических уравнений для 
определения стационарных вероятностей входяще-

го и исходящего потока. Наконец, с помощью не-

скольких операций умножения найденных распре-

делений на матрицы потоков вычисляются иско-

мые характеристики – вероятность потери пакета, 
средний размер системы и межконцевая задержка. 
Главный недостаток этой схемы расчета – чрезвы-

чайно высокая вычислительная сложность. 
Утверждение 1. Пусть входящие MAP-потоки 

имеют порядок W, PH-распределения – порядок 
,V  емкость буфера на каждой фазе равна M  и 

сеть содержит N  станций. Тогда итерационная 
схема расчета характеристик тандемной сети 
имеет сложность:   

– 
3(( ) )N

O MVW , если в сети есть кросс-

трафик;  



 

 
 

 

 

 

   ●

– 
3 3( ( ) )N

O W MV , если кросс-трафика в сети 
нет.  

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим i -ю итерацию 
алгоритма, i N , т. е. расчет характеристик на i -м 
узле сети. Отметим сперва, что при >1i  порядок выхо-

дящего потока с предыдущего 1i  -го узла есть 
ˆ( 2) iM VW , где ˆiW  – порядок входящего потока на i-й 

узел. При наличии в сети кросс-трафика 
= (( 2) )i

iU M VW , а если кросс-трафика нет, то 

= (( 2) )i
iU W M V . 

Сложность итерации определяется шагами 4 и 6 

алгоритма, на которых необходимо решать системы 
линейных алгебраических уравнений, причем порядок 
матрицы системы на шаге 4 (генератор выходящего 
потока) заведомо выше, чем системы на шаге 6 
(генератор входящего потока). Полагая, что для 
решения системы используется алгоритм наподобие 
метода Гаусса, на шаге 4 потребуется 3( )iO U  операций. 
Остальные шаги имеют более низкую сложность: шаги 
1, 10 и 11 – (1)O , шаг 2 – 

2 2
1( )iO U W , шаг 3 – 

2( )iO U , 

шаг 5 – ( )O VW M , шаги 7 и 9 – 
2( )iO U , шаг 8 – 

( ).O VM  Сложность шагов 12 и 13 есть ( )O N . ♦ 

Таким образом, если в сети есть кросс-трафик, 
сложность алгоритма составит  

3 6 3

3

(( ) ) (( ) ) (( ) )

( ) = ( ) ,

N

N

O VWM O VWM O VWM

O N O VWM

   


 

а если кросс-трафика в сети нет, то 

 

3 3 3 6 3 3

3 3

( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )

( ) = ( ( ) ).

N

N

O W VM O W VM O W VM

O N O W VM

   


  

Таким образом, искать решение с помощью опи-

санного алгоритма становится сложно даже при 
относительно небольших значениях N, V и W. В 
табл. 1 приведены примеры значений порядков 
MAP-потоков в зависимости от значений парамет-

ров системы. Из таблицы следует, что получение 
точного решения возможно лишь при числе узлов 

< 5N . Для практического применения тандемных 
систем большой размерности с узлами 
MAP/PH/1/M необходимы более эффективные 
методы расчета. 

 

Как уже упоминалось выше, расчет характери-

стик производительности тандемной сети с приме-

нением аналитического подхода неэффективен, а в  

Таблица 1  

Порядки выходящих MAP-потоков в зависимости     
от порядков PH-распределения (V), входящих       

MAP-потоков (W) и емкости буфера (M)  

Параметры 
системы 

Номер узла 

W  V  M  1 2 3 4 5 

Сети без кросс-трафика 

1 1 1 3 9 27 81 243 

1 1 3 5 25 125 625 3 125 

2 2 2 16 128 1 024 8 192 65 536 

3 1 3 15 75 375 1 875 9 375 

1 3 3 15 225 3 375 50 625 759 375 

3 3 3 45 675 10 125 151 875 2 278 125 

Сети с кросс-трафиком 

1 1 1 3 9 27 81 243 

1 1 3 5 25 125 625 3 125 

2 2 2 16 256 4 096 65 536 1 048 576 

3 1 3 15 225 3 375 50 625 759 375 

1 3 3 15 225 3 375 50 625 759 375 

3 3 3 45 2 025 91 125 4 100 625 184 528 125 

 

некоторых случаях и невозможен в силу большой 
размерности MAP-потоков. Длительное время рас-

чета стационарных состояний системы и стацио-

нарных характеристик производительности оказы-

вает существенное влияние в итеративных задачах. 
Например, при проектировании беспроводной сети 
связи на стадии выбора топологии, когда на каж-

дом новом шаге итерации необходимо произво-

дить оценку характеристик и выбирать оптималь-

ный вариант. Для решения данной задачи предло-

жен новый подход, базирующийся на комбинации 
методов имитационного моделирования и машин-

ного обучения (рис. 2). В рамках данного метода 
на разных наборах входных параметрах с помо-

щью имитационного моделирования генерируется 
набор данных, в котором рассчитаны характери-

стики производительности тандемной сети. С по-

мощью сгенерированного набора данных реализу-

ется алгоритм машинного обучения для получения 
быстрых оценок характеристик производительно-

сти. Метод эффективно применялся при решении 
задач теории очередей [28–30]. В настоящем 

разделе будет описана имитационная модель тан-

демной сети массового обслуживания, а также ме-

тодика ее валидации с помощью аналитической 
модели; представлена методология получения оце-

нок характеристик производительности тандемной 
сети с помощью комбинированного метода. 

Расчет стационарных характеристик тандемной 
сети массового обслуживания с помощью метода 
имитационного моделирования состоит в том, 
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чтобы многократно промоделировать процесс ге-

нерации новых заявок и их обслуживания вплоть 
до потери заявки или окончания ее обслуживания. 
При этом нужно сохранять данные о числе сгене-

рированных и потерянных заявок, а также вычис-

лять средние значения различных характеристик 
производительности, включая значения межконце-

вых задержек и вероятностей потерь заявок. Мо-

дель строится по дискретно-событийному принци-

пу: обрабатываются только возникающие события 
(появление новых заявок и завершение обслужива-

ния). Время между последовательными событиями 
меняется моментально, так как вне обработки со-

бытий состояние модели не меняется. При обра-

ботке событий можно рассчитывать и назначать 
моменты возникновения новых событий, которые 
произойдут при дальнейшем выполнении модели. 

 
 

 

 
Рис. 2. Методология получения быстрых оценок стационарных 
характеристик производительности сети 

 

3.1. Оценка характеристик производительности 
тандемной сети методом имитационного 

моделирования 

В рамках данного исследования авторами 

разработана имитационная модель тандемной сети 
с входными MAP-потоками на языке Python. Неко-

торые модули имитационной модели были реали-

зованы на языке C++ для улучшения производи-

тельности и эффективности расчетов. Для интегра-

ции таких модулей в модель использовался язык 
программировния Cython. В процессе реализации  
использовалась библиотека PyQumo

1, предназна-

ченная для построения и исследования стохасти-

ческих моделей, в частности многофазных сетей 

массового обслуживания.  
                                                           
1 URL: https://github.com/ipu69/pyqumo (дата обращения 
16.09.2024). 

Входными параметрами имитационной модели 
являются: размер тандемной сети (число узлов) ,N  

емкость буфера на каждом из узлов , =1,..,iM i N , 

входной MAP-поток заявок, поступающий на пер-

вый узел сети, PH-распределения времени обра-

ботки заявок на каждом узле , =1,..,iPH i N . По-

мимо трафика, потупающего на первый  узел сети, 
модель позволяет учитывать кросс-трафик, посту-

пающий на каждый узел. В имитационной модели 
учтено, что если очередь узла пустая, то заявки 
сразу поступают на сервер обслуживания. С выхо-

да каждой фазы заявки поступают на вход каждой 
последующей фазы, пока заявки не пройдут обслу-

живание на последней фазе. В случае успешной 
обработки заявки на последней фазе заявка счита-

ется успешно доставленной. В противном случае 
заявка считается потерянной. 

Главный недостаток метода имитационного 
моделирования – сильная зависимость точности 
результатов от числа промоделированных собы-

тий. Например, при моделировании сети с десятью 
узлами для получения высокой точности с погреш-

ностью в пределах 5 % необходимо сгенерировать 
порядка 100 000 заявок. Таким образом, у данного 
метода оказывается весьма ограниченный потен-

циал к ускорению вычислений. 
Для валидации разработанной имитационной 

модели на языке Python был реализован аналити-

ческий алгоритм расчета характеристик тандемной 
сети, описанный ранее в § 2. После чего было про-

изведено сравнение оценок, полученных с помо-

щью имитационного моделирования, с аналитиче-

скими расчетами. Валидация производилась на 
наборе из 430 различных случайных сетей, содер-

жащих от 1 до 10 фаз. Применимость алгоритма 
точного расчета ограничена размерностью потоков 
обслуженных заявок (служащих входящими пото-

ками на следующие фазы), которая растет для n-й 
фазы как ( 2)N N

M V W . Наборы входных данных 

для валидации были сгенерированы таким обра-

зом, чтобы порядок выходящего потока с послед-

ней фазы не превосходил 8 000. 

На рис. 3 показана зависимость относительной 
ошибки для различных характеристик сети массо-

вого обслуживания от числа заявок, поступающих 
в имитационную модель. Можно видеть, что отно-

сительная погрешность имитационной модели при 
расчете среднего числа пакетов на последней фазе 
больше, чем ошибка при вычислении межконцевой 
задержки и вероятности доставки для разного 
числа сгенерированных пакетов в процессе моде- 

https://github.com/ipu69/pyqumo


 

 

 

 

 

 

   ●

 

а 
 

  
б 

 
Рис. 3. Сходимость метода имитационного моделирования и 

скорость выполнения расчетов: а – оценка, б – длительность, с 

 
лирования. При этом погрешности в пределах 5 % 

можно добиться, моделируя всего 25 000 заявок, а 
моделирование 100 000 заявок (которое осуще-

ствлялось при подготовке набора данных для 
обучения регрессионной модели) позволяет до-

биться того, чтобы ошибка не превышала 1 %. 

 

3.2. Применение методов машинного обучения для 
получения оценок стационарных характеристик 

производительности тандемной сети 

Для ускорения получения оценок характери-

стик производительности тандемной сети в настоя-

щей работе предложено применять методы машин-

ного обучения. В § 4 статьи на различных 
численных примерах продемонстрирована эффек-

тивность использования предложенной методоло-

гии для получения времени межконцевой задерж-

ки и вероятности доставки заявки в тандемной 
сети массового обслуживания. 

С помощью имитационной модели рассчитыва-

лись следующие характеристики производительно-

сти сети:   

• время межконцевой задержки в многофазной 
сети t ;  

• вероятность доставки заявок 1 LP .  

В данной работе были построены две модели 
прогнозирования характеристик производительно-

сти сети. Первая – регрессионная модель для оцен-

ки средней межконцевой задержки, вторая – мо-

дель классификации для оценки вероятности ус-

пешной доставки заявок в сети. В рамках данной 
работы при построении моделей соблюдались 
ограничения: 

• размер буфера на каждом узле одинаковый;  
• распределение времени обслуживания заявки 

на каждом узле одинаково;  
• в качестве входного потока используется 

частный случай MAP-потока с нулевым коэффици-

ентом автокорреляции.  
Учитывая введенные ограничения, для построе-

ния моделей использовались следующие парамет-

ры: первые три момента MAP-потока, первые три 
момента PH-распределения, размер сети ,N  раз-

мер буфера M . 
В качестве признаков для характеристик вход-

ного MAP-потока и PH-распределения времени 
обслуживания были выбраны первые три момента. 
С помощью данных характеристик можно восста-

новить исходные распределения. Пусть =am X  – 

среднее время между поступлениями новых зая-

вок, a  – стандартное отклонение. Аналогично 
пусть =sm Y  – среднее время обслуживания за-

явки, а s  – его стандартное отклонение. Время 
обслуживания будем задавать средним значением 

sm , коэффициентом вариации = /s s sc m  и коэф-

фициентом асимметрии 3 3= [( ) ] /s s sY m   . Вхо-

дящий поток будем задавать аналогично с помо-

щью параметров am , ac  и a . Коэффициент авто-

корреляции для входящего MAP-потока, как было 
отмечено ранее, равен нулю. Тогда восстановление 
распределений для времени между поступлениями 
заявок и времени обслуживания можно произвести 
по первым трем моментам. 

Для восстановления распределений в работе 
применялись два метода. Сначала была предпри-

нята попытка построения ациклического PH-рас-

пределения второго порядка (ACPH(2), acyclic 

continuous phase-type) в каноническом виде (см. 
рис. 4, а) с помощью метода, описанного в работе 
[31]. В случае, когда моменты не попадали в об-

ласть существования ACPH(2), применялся более 

общий метод, предложенный в работе [32], в кото-

ром PH-распределение состоит из двух распреде-

лений  Эрланга  ME (2)n   (см.  рис.  4, б).  В  общем  
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Рис. 4. Ациклическое PH-распределение с двумя состояниями 
ACPH(2) (а) и гипер-эрланговское распределение с двумя 
распределениями Эрланга одинакового порядка (б), 
используемые при аппроксимации потоков по трем моментам  

 

случае PH-распределение можно найти для любого 
набора значений > 0m , > 0c  и > 1/c c  , кото-

рыми может обладать какое-либо непрерывное по-

ложительное распределение [32]. 
В рамках данной работы для прогнозирования 

межконцевой задержки применялись следующие 
алгоритмы и методы: метод наименьших квад-

ратов, алгоритмы на деревьях (решающее дерево 
[33–36], градиентный бустинг [37]), а также 
искусственная нейронная сеть с использованием 
оптимизационного алгоритма Адама [38]. Также в 
работе проведен эксперимент, в котором тандем-

ная сеть классифицировалась по уровню вероят-

ности успешной доставки пакета 1 LP . Для клас-

сификации задавалась некоторая величина B  из 
интервала (0, 1) . Алгоритм определял, к какому из 
классов, [0, )B  или [ , 1]B , принадлежала система. 
Для решения задачи классификации были приме-

нены следующие методы: логистическая регрес-

сия, дерево решений, градиентный бустинг, а так-

же искусственная нейронная сеть с использовани-

ем алгоритма оптимизации Адама. 

 

Для получения оценок характеристик произво-

дительности тандемной сети использовались син-

тетические данные, сгенерированные с помощью 
имитационного моделирования. На вход имитаци-

онной модели поступали данные, сгенерированные 
случайным образом в диапазонах, приведенных в 
табл. 2. На выходе были получены среднее время 
межконцевой задержки и средняя вероятность дос-

тавки заявки { , 1 }Lt P  . С помощью имитацион-

ного моделирования были получены данные объе-

мом 101 424 строк. 
Так как данные генерировались случайным об-

разом, в выборке присутствуют значения коэффи-

циента загрузки = / ,s am m  существенно выходя- 

Таблица 2 

Входные параметры имитационной модели 

Наименование параметра Диапазон значений 

Время между поступлениями заявок 

Среднее значение am  (0, 10)  

Коэффициент вариации ac  (0,5; 3)  

Коэффициент асимметрии a  1
( 10 ), 0a

a

c
c

  

Время обслуживания заявок на фазах 

Среднее значение sm  (0,10)   

Коэффициент вариации sc  (0,5; 3)   

Коэффициент асимметрии s  1
( , 100)s

s

c
c

  

Размер буфера очередей на фазах 

M  
{6,7; ..., 10}   

Число фаз в сети N   {1, 2,..., 20}   

 

щие за пределы диапазона (0, 1).  Использовать 
такие данные для дальнейшего обучения моделей 
нецелесообразно. Перед тем как начать исключать 
строки, отметим, что узлы многофазной очереди 
имеют конечный буфер и заявки при загруженном 
узле могут теряться. Таким образом, загрузка на 
первом узле может быть >>1.  Поэтому ограни-

чимся диапазоном (0, 10] . После исключения 
выбросов объем выборки составил 96 248 строк. 

 

4.1. Оценка межконцевых задержек 

Для оценки прогнозных значений будем ис-

пользовать следующие метрики: коэффициент кор-

реляции R , стандартное отклонение STD  и коэф-

фициент детерминации 2.R  

На примере размерностей сетей =1, 5, 10, 20N  

рассмотрим полученные оценки межконцевой за-

держки. На рис. 5 представлена структура ис-

кусственной нейронной сети с одним скрытым 
слоем, число нейронов в которой равно 40. Для 
нейронов в скрытом слое использовалась сиг-

моидальная функция активации. Было задано 1000 
эпох для обучения. 

Плотности распределения всех оценок межкон-

цевых задержек на тестовой выборке представ-

лены на рис. 6. Худшим прогнозом оказались ре-

зультаты, полученные с помощью МНК. На графи-

ке плотность распределения показана зеленым цве 

том. В силу линейности аппроксимации большин-

ство оценок получились отрицательными. Для 
дерева решений в качестве критерия разбиения на 
каждом узле дерева использовалась среднеквадра-

тичная ошибка. Наилучшие оценки были получе- 
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Рис. 5. Структура нейронной сети для предсказания межконцевой 

задержки 
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Рис. 6. Плотность распределения вероятности значений 
межконцевой задержки: а – длина сети 1, б – длина сети 5, в – длина 
сети 10, г – длина сети 20 

 

ны при глубине дерева, равной 36. Для метода гра-

диентного бустинга на решающем дереве практи-

ческим путем была выбрана глубина дерева, 

равная 10. Для рассматриваемого случая скорость 
обучения задавалась равной 0,1, а число деревьев – 

равным 100. На рис. 7 представлены диаграммы 
рассеяния всех обученных моделей. Как видно из 
табл. 3, наилучшими показателями качества обла-

дает прогнозная модель, построенная на нейрон-

ной сети.  
 

4.2. Оценка вероятности успешной доставки 

В отличие от оценок времени межконцевой за-

держки, для которой строились регрессионные мо-

дели, модель вероятности доставки не обязательно 
должна предсказывать конкретные значения. 

Гораздо важнее дать прогноз, является ли доставка 

заявки успешной или нет. Зададим граничное ус- 
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Рис. 7. Диаграммы рассеяния регрессионных моделей: а – МНК, 
б – дерево решений, в – градиентный бустинг, г – искусственная 
нейронная сеть 

 
Таблица 3  

Значения метрик для различных алгоритмов 
предсказания межконцевой задержки в сети 

Модель 
Метрики  

R  STD  2
R  

МНК  0,926 66,31 0,85 

Дерево решений  0,990 24,48 0,98 

Градиентный бустинг  0,990 24,71 0,98 

Нейронная сеть  0,998 12,23 0,99 

 

ловие B  для формулировки условия успешной 

доставки. Будем классифицировать вероятности 
доставки на две группы: успешная доставка

 
1 [ , 1]LP B   и потеря заявок  0,LP B . Для всех 
моделей в проводимом численном эксперименте 
зададим границу = 0,9B . Для оценки моделей 

будем использовать следующие метрики: Precision, 
Recall и 1.F  

Рассмотрим вновь многофазную сеть с длинами 
=1, 5, 10, 20N  и на примере искусственной нейрон-

ной сети оценим вероятность успешной доставки. 
Структура нейронной сети представляет собой 
многослойный персептрон с тремя скрытыми сло-

ями по 16 нейронов в каждом (рис. 8). В качестве 
функции активации выбрана сигмоида. 

Логистическая регрессия предсказывает значе-

ния успешной доставки с большой долей ошибок. 
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Дерево решений с глубиной, равной 10, показало 
несколько лучшие результаты. Наилучшие про-

гнозы для задачи классификации получены с помо-

щью метода градиентного бустинга и искусствен-

ной нейронной сети. Все рассчитанные значения 
метрик классификации представлены в табл. 4. 

На рис. 9 представлены оценки успешной 
доставки всех моделей для размера сети N  = 10. 

Трендом указаны действительные значения веро-

ятности 1 LP  для различных коэффициентов за-

грузки  . Зеленым цветом представлены прогнозы 

успешной доставки (1 LP B ), красным цветом – 

вероятности неуспешной доставки (1 < )LP B . 

Здесь можно выделить градиентный бустинг и 

нейронную сеть как модели, предоставляющие 
наилучшие прогнозы. 

 

Таблица 4 

Значени метрик для моделей классификации 
успешной доставки пакета 

Модель 
Метрики  

Precision Recall 1F  

Логистическая  
регрессия 

0,804 0,821 0,813 

Дерево решений 0,9618 0,905 0,912 

Градиентный бустинг 0,966 0,969 0,968 

Нейронная сеть 0,977 0,951 0,964 

 

 

 
 

Рис. 8. Структура нейронной сети для классификации системы по вероятности доставки пакета 
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Рис. 9. Оценки вероятности доставки, полученные с помощью искусственной нейронной сети: длина тандема 10,  а – логистическая регрессия, 
б – дерево решений, в – градиентный бустинг, г – искусственная нейронная сеть 
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4.3. Анализ времени выполнения расчетов 

Для полученных моделей в табл. 5 пред-

ставлено время расчета стационарных характе-

ристик производительности различными метода-

ми. Для сравнения представлено также время рас-

чета имитационной модели в зависимости от коэф-

фициента загрузки системы. Объем выборки со-

ставляет 360 строк. Целесообразно сравнивать 
среднее время расчета для набора данных, так как 
для единичных случаев время будет варьироваться 
в зависимости от длины тандема. Необходимо 
отметить, что рассчитанное время представлено 
как время, которое прошло от начало расчета и до 
получения конечного результата. Очевидно, что 
при каждой новой прогонке моделей время будет 
варьироваться также зависимости от занятости 
процессора рабочей машины. Кроме того, имита-

ционная модель рассчитывает сразу две характе-

ристики производительности сети. Отметим, что 
время расчета моделей машинного обучения на 
несколько порядков ниже, чем время выполнения 
имитационной модели. 

 
Таблица 5 

Время получения характеристик 
производительности  

Модель 
Время выполнения  

расчетов, с 

Оценка времени отклика 

Имитационная модель  172,2 

МНК 64  ,8 10  

Дерево решений 65  ,5 10  

Градиентный бустинг 65 10  

Нейронная сеть 65  ,7 10  

Вероятность успешной доставки 

Имитационная модель  172,2 

Логистическая регрессия 65,3 10  

Дерево решений 65 10   

Градиентный бустинг  64,8 10  

Нейронная сеть 65,3 10   

В настоящей статье разработаны новые подхо-

ды к исследованию характеристик производитель-

ности тандемных сетей. Дано описание алгоритма 
точного расчета сети малой размерности, оценки 
сложности этого алгоритма и его применения для 
валидации имитационной модели. Для исследова-

ния сетей большой размерности предложен эффек-

тивный подход, базирующийся на комбинации ме-

тодов имитационного моделирования и машинного 
обучения. Проведен сравнительный анализ приме-

нения различных методов машинного обучения, 
включая деревья решений, градиентный бустинг, 
искусственные нейронные сети и др. На чис-

ленных примерах показаны высокая эффектив-

ность применения методов машинного обучения, а 
также резкое сокращение времени расчета. 
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Abstract. This paper considers tandem queuing systems with limited buffer sizes in each phase. 

The system handles an incoming correlated MAP flow and the service time obeys a PH-

distribution. Models of such systems and methods for their investigation are briefly reviewed 

from the historical perspective. According to the review, the problem statement presented below, 

the methods proposed for solving this problem, and the corresponding results are novel. An accu-

rate algorithm for calculating the performance characteristics of low-dimensional tandem queuing 

systems is described, including an estimate of the algorithm’s complexity. An approach using 
both machine learning and simulation modeling is suggested for the investigation of high-

dimensional tandem queuing systems. Numerical analysis results are provided to show the effec-

tiveness of machine learning methods for estimating the performance of tandem queuing systems. 
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