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Аннотация. При анализе устойчивости линейных систем, зависящих от нескольких пара-

метров, часто применяется метод D-разбиения, описывающий область устойчивости харак-

теристического полинома с помощью уравнения её границы. Предлагается метод кон-

структивного D-разбиения, выделяющего отдельные части кривых и прямых линий на 

плоскости параметров, образующих границы областей D-разбиения и, в частности, области 

устойчивости. Рассмотрены характеристический полином, линейно зависящий от двух па-

раметров, и область локализации корней с кусочно-дробно-рациональной границей, задан-

ной параметрически. В этом случае граница каждой области D-разбиения представляет 

собой конечный набор участков дробно-рациональных кривых, а также отрезков, лучей 

или прямых, которые можно найти явно. При этом дробно-рациональные участки кривых 

параметризованы на интервалах, концы которых находятся вычислением вещественных 

корней вспомогательных полиномов. D-разбиение, ограниченное (локализованное) на ком-

пактном множестве, состоит из конечного числа отрезков и участков дробно-рациональ-

ных кривых, параметризованных на отрезках. 
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Синтез регуляторов для линейных систем 

управления тесно связан с анализом характеристи-

ческого полинома. Это верно как для систем, за-

данных в виде вход – выход с помощью переда-

точных функций, так и записанных пространстве 

состояний
1
. При этом устойчивость системы опре-

деляется корнями характеристического полинома. 

Рассмотрим характеристический полином степени 

n , зависящий от двух вещественных параметров  

                                                           
# 
Результаты исследований, представленные в § 3 и 4, получе-

ны за счёт средств Российского научного фонда, грант  

№ 21-71-30005-П, https://rscf.ru/project/21-71-30005/. 
1 Если система не распадается на несколько независимых си-

стем, т. е. её матрица может быть приведена к фробениусовой 

форме (канонической форме Бруновского). 

 1 2,   , .G s k k                              (1) 

Здесь 1 2,k k  – параметры, например, представля-

ющие коэффициенты регулятора или неопреде-

лённость. Все корни полинома (1) асимптотически 

устойчивых систем непрерывного времени лежат в 

левой комплексной полуплоскости (такие полино-

мы называются гурвицевыми):  

{ :Re  0}.s s  D                       (2) 

Для устойчивых дискретных систем все корни 

характеристического полинома должны лежать 

внутри единичного круга ( { : 1}s s  D ), такие 

полиномы называются шуровскими. Этот случай 

можно свести к анализу непрерывного полинома с 

помощью дробно-линейного преобразования 

Мёбиуса с аннулированием знаменателя: полином 

 0G z  шуровский тогда и только тогда, когда по-
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 
 гурвицев и 

 0 1G   0 [1]. Последняя оговорка описывает 

особый случай, при котором степень полинома 

 G s  может оказаться меньше степени  0G z , – 

это происходит, если 0G  имеет корень 1 . 

В общем случае требуемое множество локали-

зации корней полинома  D  может быть любым 

подмножеством комплексной плоскости, выбран-

ным исходя из требований к системе. Хотя пове-

дение системы определяется не только корнями её 

характеристического полинома, но и структурой 

системы и начальными условиями, ряд важных 

свойств (помимо устойчивости) можно проанали-

зировать по расположению корней. Так, можно 

ограничить степень устойчивости, показатель ко-

лебательности и другие инженерные критерии ка-

чества [2–4]. 

Если все n  корней полинома лежат во множе-

стве D , он называется D-устойчивым. Для удоб-

ства будем называть его просто устойчивым. Кор-

ни полинома, лежащие во множестве D , будем 

называть устойчивыми, а лежащие вне D  – не-

устойчивыми. Без ограничения общности проде-

монстрируем анализ устойчивости системы непре-

рывного времени, в этом случае D  – открытая ле-

вая комплексная полуплоскость, а D-устойчивость 

означает гурвицевость полинома. Общие требова-

ния к множеству D  приведены в § 1. 

Корни полинома (1) зависят от параметров 

1 2,k k , и задача состоит в том, чтобы определить, 

при каких значениях параметров полином устой-

чив, т. е. все его корни устойчивы. Результаты ис-

пользуются как для анализа устойчивости системы 

по этим параметрам (например, по физическим 

параметрам системы, входящим в характеристиче-

ский полином), так и для синтеза регуляторов низ-

кого порядка, например, ПИ-, ПД- или ПИД-

регулятора с одним зафиксированным коэффици-

ентом. Если система стабилизируема, то множе-

ство таких параметров не пусто, его называют об-

ластью устойчивости системы в пространстве 

параметров. Обозначим область устойчивости как 

nD , где индекс соответствует числу устойчивых 

корней. 

Для построения области устойчивости исполь-

зуется метод D-разбиения Ю. И. Неймарка, позво-

ляющий описать область устойчивости с помощью 

его границы [5–9]. Кратко изложим идею метода. 

Граница области локализации корней D  – мни-

мая ось для непрерывных систем, единичная 

окружность для дискретных и т. д. – неявным или 

явным образом отображается на плоскость пара-

метров. Полученная граница разделяет плоскость 

параметров на связные компоненты, которые бу-

дем называть областями D-разбиения; внутри 

каждой из них число устойчивых корней не меня-

ется. Совокупность областей D-разбиения, в кото-

рых все n  корней устойчивые, образует область 

устойчивости. Их число для гурвицевых и шуров-

ских полиномов может быть оценено [10]. Таким 

образом, граница области устойчивости nD  удо-

влетворяет следующему условию: 

    1 2 1 2,  :  ,   , 0 ,    .nD k k G s k k s   D     (3) 

Обозначение нуля 0  в формуле (3) подчёрки-

вает, что уравнение комплексное. Пусть граница 

области локализации корней параметризуется ве-

щественным параметром w :   :s w w W   D . 

Тогда D-разбиение задаётся так называемым ос-

новным уравнением 

  1 2,   , 0 ,  G s w k k w W  ,               (4) 

и условием понижения степени полинома, накла-

дываемым на коэффициент при ns : 

 1 2, 0nG k k  .                          (5) 

Уравнение (5) описывает изменение общего числа 

корней. Оно соответствует структурному измене-

нию системы, его можно интерпретировать таким 

образом, что в этом случае хотя бы один из корней 

«бесконечный» и неустойчивый (по числу после-

довательных нулевых старших членов).  

Особенности решения основного уравнения 

приведены в § 1. Достоинством D-разбиения явля-

ется его простота и наглядность. Очевидны недо-

статки метода D-разбиения: 

 зависимость от небольшого числа параметров 
(одного, двух или трёх, некоторые исключения при 

специальной структуре полинома исследованы в 

статье [11]); 

 нетривиальность применения к полиномам, 
зависящим от параметров нелинейно – уравнение 

(4) должно быть разрешимо относительно пара-

метров; 

 избыточность построения границ, в частно-
сти, области устойчивости. 

Последний пункт связан с тем, что отображе-

ние мнимой оси на плоскость параметров ограни-

чивает не только связные компоненты области 

устойчивости, но и разграничивает все остальные 

области с разным числом устойчивых корней. Бо-

лее того, образ мнимой оси может разграничивать 

области с одинаковым числом устойчивым корней. 

Из этой же проблемы следует, что представление 

границы области устойчивости чаще всего задаёт-



 

 
 

 

 
 

   ●

ся и анализируется в графическом и численном 

виде. 

В настоящей статье решается последняя из ука-

занных проблем с помощью явного, конструктив-

ного описания участков границы области устойчи-

вости и алгоритмизации её построения. Для этого 

используется комбинация алгебраических и вы-

числительных алгоритмов. Метод подходит для 

полиномов с линейной зависимостью от парамет-

ров и произвольных областей локализации корней, 

граница D  которых параметризуется кусочно-

дробно-рациональной функцией. Так как метод D-

разбиения применяется во многих практических 

задачах синтеза регуляторов, имеющих такую 

структуру (см. работу [5]), то явное выделение об-

ласти устойчивости является актуальным.  

Настоящая статья является развитием публика-

ции [12]. Полученная параметризация границы об-

ласти устойчивости может быть использована для 

последующей оптимизации внутри области устой-

чивости и для иных задач, связанных с анализом и 

синтезом регуляторов с заданными характеристи-

ками, определяемыми областью локализации кор-

ней (эти вопросы будут рассмотрены во второй 

части статьи).  
 

Альтернативные подходы 

Вкратце перечислим основные подходы к опи-

санию области устойчивости и её границы, в об-

щем случае применимые и к бо льшему числу па-

раметров. Разделим их на четыре группы. 

Самым простым и очевидным способом явля-

ется прямой перебор параметров k , например, с 

помощью регулярной сетки. В каждом из узлов 

сетки вычисляются корни полинома и подсчиты-

вается их число в области локализации корней D , 

по этому параметру определяется принадлежность 

узла соответствующей области D-разбиения. Для 

реализации этого подхода нужна хотя бы прибли-

зительная локализация области устойчивости. Как 

правило, она доступна в виде параллелепипеда 

1 2 1 1 2 2, , , ;K K K k k k k k k               K

диапазоны всех  параметров , , i i iK k k   

1, , ,i    взяты из «физических» ограничений 

анализируемой системы или исходя из иных сооб-

ражений. Однако число пробных точек – узлов 

сетки – обратно пропорционально -й степени 

мелкости сетки, при этом граница множества 

устойчивости будет описана приблизительно. 

Например, могут быть «пропущены» малые по 

сравнению с мелкостью сетки области устойчиво-

сти или неустойчивости. Метод прост и позволяет 

быстро оценить или локализовать область устой-

чивости. На рис. 1 показаны примеры применения 

прямого перебора параметров. Видно, что слева 

область устойчивости включает всего семь проб-

ных точек, и при более редкой сетке не была бы 

обнаружена. 

Второй подход состоит в разбиении плоскости 

параметров на множества, обычно на прямоуголь-

ники,  для  которых  определяется  их  принадлеж-  
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Рис. 1. Результат прямого перебора параметров: а – для примера 1, б – для примера 2, см. § 5  



 

 
 

 

 
 

 ●

ность к области устойчивости, например, с помо-

щью достаточных критериев робастной устойчи-

вости [13]. Алгоритм имеет оценку сложности от-

носительно степени полинома, гарантирует по-

строение внутренней аппроксимации множества 

устойчивости. Этот же подход применим и для 

анализа систем с неопределённостью [14]. 

В третьем подходе область устойчивости опи-

сывается неявно как система уравнений и нера-

венств, например, матричных. Это позволяет ре-

шать задачу «верхнего уровня», например, о поис-

ке оптимального в каком-то смысле регулятора, 

либо осуществлять поиск регулятора или наблю-

дателя, удовлетворяющего дополнительным огра-

ничениям типа H -нормы передаточных функций 

и пр. среди устойчивых регуляторов. Данный под-

ход удобен тем, что он органично встраивает ука-

занные ограничения D-устойчивости в задачу оп-

тимизации. Так, если ограничения на параметры 

записываются в терминах положительной (отрица-

тельной) определённости некоторых матриц, то 

они хорошо согласуются с формулировкой задачи 

управления в виде полуопределённого программи-

рования (semi-definite programming) [15]. Такие 

постановки естественны при задании системы в 

форме пространства состояний (в форме Коши) с 

помощью матриц, в которые параметры входят 

линейно, а в характеристический полином войдут 

полиномиальным образом. Однако, хотя задание 

области в виде формул удобно, фактически мно-

жество устойчивости может иметь сложную струк-

туру, быть невыпуклым, многосвязным или не-

связным. В результате задача оптимизации на этом 

множестве сложна сама по себе. Близким к этому 

подходу является описание границы области 

устойчивости или, обобщённо, области парамет-

ров, удовлетворяющих требованиям задачи (не 

обязательно формулируемым с использованием 

корней полинома), с помощью некоторого уравне-

ния границы (guardian map) [16, 17]. К этой группе 

отнесём и иные подходы, при которых граница 

области устойчивости используется неявным обра-

зом. Например, при прямом поиске оптимального 

регулятора применяется численный метод, кото-

рый «не выходит» за границы области устойчиво-

сти благодаря функции барьерного типа, стремя-

щейся к бесконечности при приближении к грани-

це области устойчивости [18]. 

Наконец, четвертая группа подходов состоит в 

алгебраическом анализе уравнения (4) как системы 

двух уравнений от набора вещественных парамет-

ров 1 2,   , ,  w k k   Как правило, основное уравнение 

полиномиальное, и его решение можно анализиро-

вать алгебраическими методами [4, 19]. В частно-

сти, можно исключить переменную w , получить 

уравнение границы D-разбиения и далее вычле-

нить её части, соответствующие границе области 

устойчивости. Попутно выделяется набор точек, 

позволяющих идентифицировать не только участ-

ки границ области устойчивости, но и саму об-

ласть. Алгоритм включает в себя построения бази-

са Грёбнера и его идеала или аналогичное исклю-

чение переменных (что, по сути, эквивалентно за-

писи решения основного уравнения (4) в аналити-

ческом виде) и цилиндрического алгебраического 

разложения (англ. cylindrical algebraic decomposi-

tion, CAD) для системы полиномиальных уравне-

ний [19, 20]. Однако применение этого метода тре-

бует специального программного обеспечения, его 

численная реализация может потребовать больших 

затрат времени и памяти; кроме того, результат 

очень чувствителен к коэффициентам полинома и 

способу их задания. 

Технически все методы сводятся к анализу не-

которой кривой (кривых, прямых) на плоскости, 

являющейся решением некоторого уравнения, за-

дающего границы областей D-разбиения. Поста-

новки соответствующих задач зависят от способа 

задания кривой. В настоящей статье предлагается 

конкретизировать процесс построения D-разби-

ения для одного и двух параметров путём комби-

нирования алгебраических и численных методов. 

Для этого используются элементарные вспомога-

тельные конструкции, сводящиеся к вычислению 

вещественных корней вспомогательных полино-

мов. В результате будет получено аналитическое 

описание границы области устойчивости в виде 

набора параметризованных кривых и прямых ли-

ний с определёнными интервалами параметриза-

ции. Для полученного описания границы в виде 

набора кривых и прямых предлагается ряд методов 

для численной аппроксимации области устойчиво-

сти и (или) её границы с любой заданной точно-

стью. Полученными методами легко решается ряд 

задач, связанных с областью устойчивости, таких 

как локализация множества устойчивости, анализ 

робастности и пр. 

 

1.1. D-разбиение для полиномов, линейно зависящих 

от параметров  

Рассмотрим характеристический полином, ли-

нейно зависящий от двух параметров 1 2, k k : 

       1 2 1 2,  , .G s k k k P s k Q s R s            (6) 
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Пусть задана регулярная открытая
2
 область ло-

кализации корней D . Далее предполагаем, что 

полиномы      , ,P s Q s R s  не имеют общих кор-

ней
3
.  

При изменении значений параметров 1 2,k k  

корни полинома меняются и могут войти в область 

D или, наоборот, выйти из неё. Пусть граница об-

ласти локализации корней D  параметризована 

вещественным параметром с помощью полиномов 

или дробно-рациональных функций либо набора 

таких полиномов и функций. 

Рассмотрим D-разбиение на примере гурвице-

вых полиномов. Для этого без ограничения общно-

сти рассмотрим границу области асимптотической 

устойчивости (2) с односвязной границей 

 Γ  :Re  0s s    и с параметризацией 

   ,   ,s w jw w    .                   (7) 

В общем случае предполагается, что граница 

описывается набором простых кривых, каждая из 

которых является кусочно-дробно-рациональной
4
 

функцией от параметра, см. § 2. Отметим, что если 

множество D  симметрично относительно веще-

ственной оси, а коэффициенты полиномов веще-

ственные, то достаточно изучать только «верх-

нюю» часть границы с Im  0s  , в частности, в слу-

чае анализа асимптотической устойчивости, 

 0,w  . При этом точки пересечения границы 

                                                           
2 Либо регулярная замкнутая, но для неё принадлежность 

каждого участка границы области устойчивости самой обла-

сти устойчивости надо проверять отдельно, в том числе от-

дельно рассматривая точки пересечения и сопряжения участ-

ков границы, при том что методология построения D-

разбиения такая же. Эта же техническая особенность имеет 

место для замкнутых, но не регулярных замкнутых областей 

локализации корней, например, с {  :Re  0,  Im  0}s s s  D , 

для анализа апериодичности. Результаты статьи верны и для 

открытых множеств, для них возможны «внутренние», «вися-

чие» части границы области локализации корней и аналогич-

ные участки границы области устойчивости.  

3 В противном случае общий корень, лежащий в области ,D  

можно выделить в качестве общего множителя и рассмотреть 

полином степени 1n  . Если общий корень не принадлежит 

области ,D  то полином неустойчив при любых значениях 

параметров. 

4 Основное уравнение (4) при подстановке дробно-рацио-

нальной функции  s w  приводится к полиномиальному урав-

нению относительно w , при этом надо отдельно рассмотреть 

случаи, при которых знаменатель  s w  обращается в нуль. 

Если множество локализаций корней многосвязно, то может 

потребоваться анализ не только области устойчивости nD , но 

и иных областей ,  1, , dD d n   [3, 21]. Предлагаемый под-

ход позволяет единообразно рассматривать такие ситуации, 
выделяя область с произвольным числом устойчивых корней. 

Γ  с вещественной осью будут считаться точками 

сопряжения участков границы. 

Параметры на границе области устойчивости 

должны удовлетворять основному уравнению (4) 

или уравнению понижения степени (5). Конкрети-

зируем их для полинома (6). Старший коэффици-

ент полинома  1 2,nG k k  линеен по параметрам 

1 2,k k , и уравнение (5) связывает коэффициенты 

полиномов      ,  , P s Q s R s  при sn , обозначим 

их как 0 0 0,  ,   n n nP a Q b R c   . Некоторые, но не 

все из них, могут быть нулевыми: 

 1 2 0 1 0 2 0, 0.nG k k a k b k c                  (8) 

Основное уравнение D-разбиения (4) для гра-

ницы (7) принимает вид  1 2,   , 0G jw k k  . Оно 

является полиномиальным относительно всех па-

раметров и эквивалентно системе двух веществен-

ных линейных уравнений 

   

   

   

   

1 2 1

2

1 2 1

2

Re  ,   , Re 

  Re  0,

Im  ,   , Im 

Im  Im  0.

G jw k k k P jw

k Re Q jw R jw

G jw k k k P jw

k Q jw R jw

  


  


 
   

         (9) 

Это линейное векторное уравнение относи-

тельно переменных 1 2,k k  с коэффициентами, по-

линомиально зависящими от w . Его решение 

можно записать в явном виде. Для этого сначала 

надо рассмотреть особые критические частоты, в 

которых обнуляется определитель матрицы 

 
   

   

Re  Re 
.

Im  Im 

P jw Q jw
T w

P jw Q jw

 
  
 

          (10) 

Критические частоты определяются полиноми-

альным уравнением, составленным по формуле 

(10):  

     

   

det Re   Im 

Re   Im  0.

T w P jw Q jw

Q jw P jw

 

 
          (11) 

Пусть оно имеет M  различных вещественных 

корней iw , их не более n  на интервале  0,   для 

случая асимптотической устойчивости с границей 

(7), включая нулевой корень (в общем случае – не 

более 2n  корней). Множество решений (9) для 

каждого из корней является либо прямой, называ-

емой особой прямой, либо пустым множеством. 

При этом строки расширенной матрицы, состав-

ленной из  iT w  и     
T

Re  ,   Im i iR jw R jw  , 

либо линейно зависимые, либо линейно независи-

мые. В последнем случае решения нет и соответ-

ствующий корень iw  игнорируется. Сама расши-

ренная матрица ненулевая по предположению об 
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отсутствии общих корней полиномов ,  , P Q R . Ес-

ли в случае существования решения обозначить 

элементы ненулевой строки матрицы  iT w  как 

,, i ia b  а свободный член как ic , то решение систе-

мы (9) при iw w  описывается уравнениями пря-

мых 

1 2 0,    1, ,  .i i ia k b k c i M                 (12) 

Линейная зависимость строк расширенной матри-

цы включает случай, когда одна строка нулевая; 

например, для границы (7) это происходит при об-

нулении мнимой части для 0w , что соответ-

ствует особой прямой. 

В остальных интервалах  1 20,   , w w

     2 3 1, , ...,  ,  ,  , M M Mw w w w w   решения урав-

нения (9) задают дробно-рациональную кривую на 

плоскости, состоящую из не более чем 1M   связ-

ных участков – по числу интервалов, на которых 

функции    1 2, k w k w  непрерывны: 

 
 

   

   

 
 

   

   

1

2

1
Im   Re 

det

Re    Im  ,

1
Re   Im 

det

Im   Re  .

k w R jw Q jw
T w

R jw Q jw

k w R jw P jw
T w

R jw P jw

 



 



    (13) 

Таким образом, D-разбиение описывается кри-

вой (13), далее будем называть её основной кри-

вой, и 1K   уравнениями прямых (8) и (12).  

В общем случае граница области локализации 

корней Γ  кусочно-непрерывная, разным её участ-

кам соответствует своя параметризация, и в ре-

зультате D-разбиение определяется несколькими 

основными кривыми и набором прямых. Более то-

го, граница локализации корней может состоять из 

нескольких связных компонент [3]. Далее приве-

дён алгоритм конструктивного построения D-

разбиения в общем случае. Он состоит в выделе-

нии границ отдельных областей D-разбиения и, в 

частности, области устойчивости с помощью од-

номерной параметризации участков границы. 

 

1.2. Конструктивное D-разбиение для двух 

вещественных параметров 

Предлагается применять численно-алгебраиче-

ский алгоритм для описания отдельных областей 

D-разбиения, вычисляя их границы. Часть преоб-

разований выполняется аналитически, а часть – 

численно. Все нетривиальные численные операции 

можно свести к вычислению вещественных корней 

некоторых полиномов. Предлагаемый подход поз-

воляет справиться со сложностями, присущими 

упомянутым во введении альтернативным мето-

дам. В частности, он не требует специального про-

граммного обеспечения и может быть эффективно 

реализован. С другой стороны, он явно описывает 

границы областей D-разбиения в виде участков 

дробно-рациональных кривых и отрезков. Числен-

но получены только интервалы параметров этих 

кривых и отрезков. 

Алгоритм 1. Конструктивное D-разбиение. 

Дано: полином степени n , линейно зависящий 

от параметров, вида (6); область локализации кор-

ней D  с параметризованной границей  

  ,   : ,

1,  , ,

s w w W

L

      

 

      (14) 

искомое число устойчивых корней 0 d n  . 

1. Для всех участков границы Γ  получить 

уравнения D-разбиения в виде системы двух урав-

нений, например, 

     

     

     

     

1 2 1

2

1 2 1

2

Re  ,   , Re 

Re  Re  0,

Im  ,   , Im 

Im  Im  0,

.

G s w k k k P s w

k Q s w R s w

G s w k k k P s w

k Q s w R s w

w W

  

   


 


  



  (15) 

2. Получить решение (15) в виде набора пара-

метрических кривых     ,1 ,2 ,,  , k w k w w W  и 

особых прямых и добавить к ним прямую из урав-

нения понижения степени (8), если множество его 

решений не пусто. При этом интервалы W  могут 

быть разбиты на интервалы, полуинтервалы или 

отрезки, соответствующие непрерывным участкам 

кривых и разделённые критическими частотами. 

3. Найти все точки пересечения кривых и пря-
мых, полученные на предыдущем шаге, и точки 

самопересечения кривых     ,1 ,2, k w k w  в пре-

делах интервалов W  на интервалах с непрерыв-

ной зависимостью от параметра w . При вычисле-

нии точек пересечений считать конечные предель-

ные точки принадлежащими соответствующим 

кривым (см. § 3). 

В результате интервалы W  будут разбиты на 

подынтервалы ,iW , соответствующие непрерыв-

ным участкам кривых от одного пересечения до 

другого (или бесконечным участкам без пересече-

ний). На прямых будут выделены отрезки, пара-

метризованные интервалами mt T  .  
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4. Определить, какие области D-разбиения ле-

жат с каждой стороны от каждого участка кривых 

и отрезков. Последовательно сгруппировать участ-

ки кривых и отрезки, ограничивающие часть обла-

сти D-разбиения с d  корнями. 

Результат алгоритма: упорядоченный набор 

кривых и отрезков (или интервалов), параметризо-

ванных интервалами ,  iW и mT , формирующий 

границы области dD . 

Учёт конечных предельных точек кривых на 

шаге 3 является существенным, так как позволяет 

вычислить разбиение особых прямых на отрезки, 

являющиеся границами разных областей D-

разбиения.  

В основном алгоритм применяется для нахож-

дения области устойчивости nD , т. е. при d n . 

Поиск других областей D-разбиения может потре-

боваться при анализе многосвязной области лока-

лизации корней или если исходное множество ло-

кализации корней описывается объединением 

множеств, как указано в сноске 4 (см. с. 43). 

Алгоритм 1 обобщается на случай нелинейной 

зависимости от параметров. В таком случае для 

его реализации необходимо получить явное реше-

ние основного уравнения D-разбиения 

  1 2,   , 0G s w k k   относительно исследуемых 

параметров в зависимости от значения параметра 

w . Возможно, это потребует перепараметризации 

или введения дополнительных параметров для 

описания ветвей кривых или дополнительных 

прямых. Кроме того, необходимо предоставить 

алгоритмы нахождения точек пересечения полу-

ченных кривых и прямых. По-видимому, получить 

такое решение даже в случае полиномиальной за-

висимости от 1 2,k k  является нетривиальной зада-

чей, а выделение разрешимых случаев является 

интересным направлением исследований. 

Далее приведена характеризация границ обла-

стей D-разбиения для кусочно-дробно-рацио-

нальных границ области локализации корней в 

ограниченном множестве. 

 

Рассмотрим особенности реализации алгорит-

ма 1 и его применимость. Сперва рассмотрим гра-

ницу множества локализации корней Γ  вида (14), 

состоящую из одной кривой:   Γ : .s w w W    

В общем случае полученные результаты верны для 

каждого участка границы Γ . Без ограничения 

общности в качестве искомой области D-

разбиения далее будем рассматривать область 

устойчивости nD . 

Прежде всего, необходимо решить уравнения 

(15) относительно w . Если функция  s w  пред-

ставима в виде дробно-рациональной комплексной 

функции 

     real imag s w s w j s w  , 

с дробно-рациональными функциями  reals w ,

 imags w , то функции      ,  ,P s w Q s w   R s w  

и, следовательно,   Re P s w  и т. д. также дробно-

рациональные. В результате умножения на 

наименьшее общее кратное знаменателей функций 

  Re  , P s w
 

  Re  ,Q s w    Re R s w  (или 

  Im  ,P s w    Im Q s w ,   Im R s w  для второго 

уравнения) систему уравнений (15) можно приве-

сти к такому же виду, как (9), с полиномами 1 ,P  

2 ,P  1 ,Q  2 1 2,  ,  , Q R R степень которых зависит как от 

степени исходного полинома G , так и от степеней 

числителя и знаменателя функции  s w : 

     

     
1 1 2 1 1

1 2 2 2 2

0,

0.

k P w k Q w R w

k P w k Q w R w

   


  
          (16) 

Преобразование уравнения (15) к полиноми-

альной системе двух уравнений не однозначно. 

Аналогично случаю с переходом от анализа шу-

ровских полиномов к гурвицевым, с подстановкой 

дробно-рациональной функции  s w  можно сна-

чала дополнительно умножить полином 

  1 2,   ,G s w k k  на знаменатель функции  s w  в 

степени n . Тем самым знаменатели из уравнений 

(15) будут исключены, так как функция  s w  опи-

сывает параметризацию кривой и её знаменатель 

не обращается в нуль на интервале W. И только 

после этого преобразования надо разделить полу-

ченное полиномиальное уравнение на веществен-

ную и мнимую части. В обоих случаях вычисление 

коэффициентов полиномов 1 2,  ,P P  и т. д. выполня-

ется аналитически, подстановкой функции  s w  с 

последующим выделением вещественной и мни-

мой частей. Этот способ выглядит предпочтитель-

ным, так как при операции выделения веществен-

ной и мнимой частей комплексного полинома, 

описанной в предыдущем способе, приходится 

умножать числитель на комплексно-сопряжённый 

знаменатель, что повышает степень полиномов 
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вдвое. В свою очередь, степень числителя и знаме-

нателя сложной функции   1 2,   ,G s w k k  кратна 

степени исходной системы и степеням числителя и 

знаменателя функции  s w . 

Основное решение системы (16), как и решение 

системы (9) в случае     s w jw , описывается од-

ной дробно-рациональной функцией (на интерва-

лах её непрерывности) и, возможно, особыми пря-

мыми. Особые прямые соответствуют параметрам 

w , по аналогии с § 1 называемым критическими 

частотами
5
, которые определяются уравнением, 

аналогичным (11): 

         1 2 1 2det     0.T w P w Q w Q w P w      (17) 

Общее решение       1 2  , k w k w k w , анало-

гично формулам (13), выражается дробно-

рациональными функциями 

 
 

   

   
 

 

 
 

   

   
 

 

1 2 1

1,num

1 2

1,den

2 1 2

2,num

2 1

2,den

1
 

det

  ,

1
 

det

  ,

.

k w R w Q w
T w

k w
R w Q w

k w

k w R w P w
T w

k w
R w P w

k w

w W

 

 

 

 



         (18) 

Здесь индексами num и den обозначены полиномы 

в числителе и знаменателе соответственно. 

В зависимости от контекста удобно рассматри-

вать  k w  вне особых частот либо как одну кри-

вую, заданную общим выражением, либо как 

набор непрерывных кривых, заданных на откры-

тых интервалах.  

 

2.1. Прямые и пересечение с ними 

Аналогично уравнению (9) для анализа асимп-

тотической устойчивости, система уравнений (16) 

полиномиальная, и её решениями могут быть осо-

бые прямые; обозначим их так же, как прямые 

(12), с коэффициентами ,  ,  ,    0,  , i i ia b c i M  . К 

ним добавлена особая прямая с индексом 0i  , 

соответствующая условию понижению степени 

(8). Общее число корней зависит от конкретных 

                                                           
5 Иногда критическими частотами называются не сами корни 

iw , а вычисленные в них функции ( )is w , также называемые 

обобщёнными критическими частотами. 

функций   G  и  s w  и от степеней полиномов, 

образующих их. Критические частоты iw  опреде-

ляются численно, из уравнения (17), при этом 

нужны только вещественные корни, принадлежа-

щие интервалу W . В список критических попада-

ют только те частоты iw , при которых множество 

решений системы (16) не пусто.  

Пересечение этих прямых с основной кривой 

D-разбиения (18) задаётся уравнением 

        

        

        

2 1 1 2

1 2 2 1

1 2 1 2

   

   

    0,  

  0, ,  .

i

i

i

a R w Q w R w Q w

b R w P w R w P w

c P w Q w Q w P w

i K

 

  

  

 

      (19) 

Полученное уравнение относительно w  поли-

номиальное, и его вещественные корни можно вы-

числить явно, обозначим их как ,  1, mw m    Эти 

корни вместе с критическими частотами iw  разби-

вают интервал W  на отрезки и интервалы, соот-

ветствующие простым, непрерывным частям гра-

ниц D-разбиения, участкам основной кривой. Эти 

участки образуют основную, нетривиальную часть 

D-разбиения. Сами точки пересечения определя-

ются из уравнения (18) как  mk w 

    1 2, m mk w k w , они не только разбивают ос-

новную кривую на участки, но и разбивают особые 

прямые на отрезки или бесконечные интервалы 

(лучи). 

 

2.2. Выделение отрезков на прямой 

На плоскости параметров точки пересечения 

особых прямых между собой и с основной кривой 

определяют отрезки и интервалы, на которые раз-

деляется каждая особая прямая. Рассмотрим пря-

мую на плоскости, заданную уравнением вида (12), 

где числа a  и b  не равны нулю одновременно:  

1 2 0.ak bk c                          (20) 

Опишем связь между алгебраическим и пара-

метрическим представлениями прямой: 

 
2

    ,    ,  

,   ,    0.

k t t d p t

p d d

     

 
            (21) 

Из уравнения (20) следует выражение (21) при вы-

боре 

2 1 1 2 2 1,   ,   .a d b d c d p d p                (22) 

Это представление однозначно с точностью до 

множителя (ненулевого). 

Обратно, из формулы (21) можно получить вид 

(20). Ему соответствует любая пара из направля-



 

 
 

 

 
 

   ●

ющей d  и точки p , удовлетворяющих независи-

мой системе уравнений  

1 2

1 2

0,

0.

ad bd

ap bp c

 


  
                      (23) 

В качестве направляющей можно взять 

 
T

  , d b a  , она определена с точностью до нену-

левого множителя. Второе уравнение в системе 

(23) совпадает с уравнением (20), и в качестве p  

выбирается любая точка на прямой, удовлетворя-

ющая уравнению (20), это условие также очевидно 

из того, что точка  0k p  принадлежит прямой. 

Например, можно взять точку пересечения прямой 

с осью абсцисс  / , 0c a , если 0a  , или с осью 

ординат  0,  /c b , если 0b  . Можно взять бли-

жайшую к началу координат точку с координатами 

1 22 2 2 2
,    .

ac bc
p p

a b a b
   

 
            (24) 

Если известна точка k  на прямой, можно сразу 

выбрать p k . Так, если известны все точки пере-

сечения прямой (20) с другими прямыми или с ос-

новной кривой (кривыми) D-разбиения, то можно 

вместо точки (24) взять точку с минимальной (или 

максимальной) абсциссой или ординатой, а 

направление d  выбрать таким образом, чтобы все 

интересующие отрезки и интервалы соответство-

вали интервалам с неотрицательным t . Можно при 

этом нормировать направляющий вектор d  так, 

чтобы параметры всех интересующих отрезков 

попадали в интервал  0; 1t . Это удобно в случае 

априорной локализации области устойчивости, 

описанной в § 3. 

Для параметризации (21) представляет интерес 

определение параметра t  по точке на прямой, так 

называемая инверсия (inversion). В частности, для 

алгоритма 1 требуется определить отрезки прямой 

между точками пересечения с другими прямыми 

или с основной кривой D-разбиения. Пусть точка 

 
T

1 2,k k k  лежит на прямой, заданной формулой 

(21). Значение параметра можно получить из урав-

нения для одной из координат:  *
1 1 1/t k p d  , 

если 1 0d  , или  *
2 2 2/t k p d  , если 2 0d  , 

либо из выражения 

     
T

1 1 1 2 2 2*

2 2 2
1 2

   .
k p d k p d k p d

t
d d d

   
 


  (25) 

Если точка k  получена численно и не лежит на 

прямой, формула (25) соответствует ближайшей к 

k  точке на прямой, которая является её евклидо-

вой проекцией: 

 

 

 

T

* *

2

T T T

T T T

T

T
,

k p d
k t d p d p

d

dd dd dd
p k p I p k

d d d d d d

dd
k I p k

d d


    

 
       

 

 
    

 

   (26) 

где   – единичная матрица размера 2x2, а 
T

T

dd

d d
 – 

проектор на прямую. 

Осталось рассмотреть точки пересечения двух 

прямых. Пусть первая из них задана алгебраиче-

ски, уравнением (20), а вторая – параметрически, 

формулой (21). Если они пересекаются и не совпа-

дают, то они не параллельны, и 

  1 2,    0a b d ad bd   . Здесь запись  , a b d  обо-

значает матричное произведение вектора-строки 

 , a b  и вектора-столбца d , т. е. стандартное ска-

лярное произведение векторов  
T

, a b  и d . Тогда 

точка пересечения *k  находится из подстановки 

формулы (21) в уравнение (20) и определяется так: 

 

 

 

 

* 1 2
2

1 2

* *
2

,  
,

,  

,  
  .

,  

c a b pc ap bp
t

ad bd a b d

c a b p
k t d p d p

a b d

 
   




    

        (27) 

Здесь *
2t  относится к параметризации второй пря-

мой. А чтобы найти значение параметра *
1t , соот-

ветствующее первой прямой, надо рассмотреть её 

параметризацию вида (21), подставленную в урав-

нение второй прямой вида (20). 

 

На практике D-разбиение осуществляется в 

ограниченной замкнутой области (компакте), 

например, в прямоугольнике 1 1 2 2, ,k k k k       K . 

Будем называть её областью локализации или об-

ластью априорной локализации, а D-разбиение в 

ней – локализованным D-разбиением. Конечно, в 

результате локализованного D-разбиения будет 

получена только та часть области устойчивости, 

которая лежит в области локализации. Однако во 

многих случаях область локализации содержит 

область устойчивости целиком, так как последняя 
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часто ограничена и мала. Иногда можно заранее 

определить, что вне области K  полином заведомо 

неустойчив, например, используя необходимые 

критерии устойчивости; к примеру, для того, что-

бы полином был гурвицевым, все его коэффициен-

ты должны быть одного знака (критерий Стодолы) 

и пр. [22]. 

Границы прямоугольника K  – вертикальные и 

горизонтальные отрезки, для них уравнение (19) 

упрощается, ср. с уравнением для одной из компо-

нент (18): 

       

        
2 1 1 2

1 2 1 2

1 1

     

   

,

  ,  

,

R w Q w R w Q w

x P w Q w Q w P w

x k k

 

 



         (28) 

       

        
1 2 2 1

1 2 1 2

2 2

     

   

.

  ,  

,

R w P w R w P w

y P w Q w Q w P w

y k k

 

 



         (29) 

Решая каждое из этих уравнений, надо прове-

рить, попадает ли вторая координата в нужный 

интервал, т. е. пересекается ли основная кривая с 

отрезком на прямой. Если корни первого уравне-

ния равны mw , то надо выбрать только те их них, 

для которых  2 2 2,mk w k k   , и наоборот. Ис-

ходно для поиска пересечений основной кривой с 

особыми прямыми подобная проверка не требова-

лась. 

Пересечение особых прямых с границами обла-

сти K  делается с учётом их параметризации 

 

1 11 1 1 1

2 2

1 1

2 2 2 2 2 2

,   , 
0 0

0 0
   ,   ,  

0, 1 .  

k kk k k k
t t

k k

k k
t t

k k k k k k

t

       
       
      

      
        

        



      (30) 

При применении формулы  (27) для расчёта пе-

ресечения отрезков (30) с особыми прямыми в 

форме (20), дополнительно проверяется, что пара-

метр  *

2 0; 1 t  , в противном случае пересечения 

особой прямой с отрезком нет. 

Локализация D-разбиения в ограниченном 

множестве удобна тем, что упрощает изучение 

предельных точек. Далее, кроме леммы 4, рас-

смотрена отдельная основная кривая 

      1 2,k w k w k w . Пусть на интервале W  об-

наружены соседние критические частоты 1, i iw w  . 

На открытом интервале 1( ,  )i iw w   между критиче-

скими частотами кривая  непрерывна. Рассмотрим 

предельные точки этой кривой на этом интервале и 

любой конец отрезка cw . Левому концу c iw w  

соответствует правосторонний предел, а правому 

1c iw w   – левосторонний. Имеют место два слу-

чая. 
Лемма 1. Если правосторонний (левосторон-

ний) предел  lim
c

c
w w

k w k


  существует, то пре-

дельная точка  ,1 ,2  ,c c ck k k  лежит на особой 

прямой, соответствующей критической частоте 

cw . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из прямой подстановки в 

систему (16) решения (18) следует, что внутри отрезка 

1( ,  )i iw w   оба уравнения принимают вид тождества 

           
 

 
1 2

det

det

T w
k w P w k w Q w R w R w

T w
   

  0 R w  , ,cw w поскольку  det 0T w  . В пределе 

при   cw w  тождество остаётся верным исходя из не-

прерывной зависимости (11) от k , в частности, все 

непрерывно зависящие от w  члены  ,1 , c ck P w

 ,2   c ck Q w и  cR w  будут удовлетворять соответству-

ющему равенству. Таким образом, точка ck  удовлетво-

ряет уравнению (11), т. е. множество решений не пусто 

при cw w  и ранг расширенной матрицы не больше 

ранга матрицы  cT w . Так как по предположению по-

линомы ,  , P Q R  не имеют общих корней, полиномы 

1 2 1 2 1 2,  ,  ,  ,  ,  P P Q Q R R  также не имеют общих корней, 

т. е. матрица  cT w  – не нулевая. При этом 

 det 0cT w  , следовательно, ранг матрицы  cT w  

равен 1, а значит, ранг расширенной матрицы тоже 

должен быть равен 1. В результате система (16) при 

cw w  имеет своим решением особую прямую, кото-

рой принадлежит ck . ♦ 

Из леммы 1 следует, что можно доопределить 

кривую в точке cw  значением ck , сохранив непре-

рывность кривой и замкнув интервал её определе-

ния на соответствующем конце. 

Далее рассмотрим для определённости левый 

конец отрезка,   iw w , и предел справа к нему, 

iw w  . Следующая лемма характеризует бес-

конечные участки кривых вне области K .  
Лемма 2. Если правосторонний предел 

 lim
iw w

k w
 

 не существует и для некоторого 

0 1( ,  )i iw w w   точка  0k w K , то существует 

 0, c iw w w  такая, что  ck w K , при этом 

  k w K  для всех  , i сw w w . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Следует из непрерывности. 

По построению внутри отрезка 1( ,  )i iw w   знак опреде-
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лителя  detT w  постоянный. Найдём все точки пересе-

чения кривой    1,  ,  ,i ik w w w w   с границами обла-

сти K , например из уравнений (28), (29), и выберем 
среди них минимальное значение параметра, обозначим 

его как cw . Существование минимума следует из ком-

пактности области K  и непрерывности функции  k w . 

Точка   ck w действительно существует, поскольку 

 0k w K , а предела  k w  при iw w   нет. Функ-

ция  k w  дробно-рациональная, из этого следует не-

ограниченное возрастание  k w  при   iw w  , и для 

достаточно близкого к iw  значения i cw w   точка 

 ik w  K . На интервале ( ,  )i cw w  функция  k w  

непрерывна и не пересекается с границей области K , 

поэтому участок кривой  k w  также лежит вне области 

K  для всех     , i сw w w . ♦  

Очевидно, что лемма 2 имеет место для обоих 

концов отрезка или интервала 1( ,  )i iw w  . Отметим, 

что в результате применения лемм 1 и 2 для D-
разбиения внутри области K  достаточно рассмат-

ривать отрезок 1[ ,  ]   ( ,  )c d i iw w w w  , при этом 

, с dw w  определяются алгоритмически. Для про-

верки пересечения участка границы с прямоуголь-
ным множеством K  достаточно найти корни че-

тырёх полиномов (28), (29). 

Для полноты надо рассмотреть бесконечные 
интервалы параметризации и их предельные точки. 

Пусть интервал W  после разбиения критическими 

частотами включает бесконечный интервал 

( ,  ).iw    

Лемма 3. Если предел  lim
w

k w


 не существу-

ет, то для дробно-рациональной функции следует, 
что порядок числителя больше порядка знамена-

теля,  
w

k w


 , и будет верно утверждение, 

аналогичное лемме 2. А именно, если для некоторо-

го 0 ( ,  )iw w   точка  0k w K , то существует 

0cw w  такое, что  ck w K , при этом 

  k w K  для всех cw w . 

Доказательство леммы 3 повторяет доказатель-

ство леммы 2.  
Наконец, случай существования предела на 

бесконечном интервале параметра характеризуется 

следующей леммой. В ней рассматривается уча-

сток кривой   Γ , i i is w w W  , на неограничен-

ном участке  ,   . 

Лемма 4. Если предел  lim i
w

k w


 для участка 

кривой Γ i  существует и равен k , то либо предел 

 lim i
w

s w


 существует и принадлежит кривой   

либо предел  lim i
w

s w


 не существует, при этом 

точка k  лежит на особой прямой, отвечающей 

условию понижения степени (8).
 Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно утверждению 

леммы, рассмотрим два случая.  

1. Если предел  0 lim i
w

s s w


  существует, то он 

принадлежит замыканию Γi , поскольку   Γi is w  . В 

свою очередь, замыкание Γi  является подмножеством 

всей границы Γ , так как граница замкнута.  

2. Если предел  lim i
w

s w


 не существует, то в по-

лярном представлении      j w
is w r w e


  функция 

 
w

r w


 . при этом  s w  является корнем полинома 

(6). Разделим полином на 
ns . Тогда коэффициенты 

функций   / nP s s  и пр. при параметрах 1 2, k k  и в сво-

бодном члене стремятся к коэффициентам полиномов 

,  , P Q R  при 
ns , а остальные коэффициенты – к нулю. 

Для каждого  i iw W s w  является корнем уравнения 

  / 0nP s s  , и для предельной точки k  выполняется 

уравнение понижения степени (8), т. е. k  лежит на 

соответствующей ему особой прямой. ♦ 

Что касается самой предельной точки 

 lim i
w

s s w


 , если она существует, то она явля-

ется точкой сопряжения участков границы локали-

зации корней, т. е. либо принадлежит кривой 

Γ , m m i , либо является другим концом того же 

участка кривой Γ i . При этом ей соответствует ко-

нечное значение параметра w  (возможно, относя-

щееся к другому участку кривой Γm  и  ),ms s w 

так как все точки границы параметризованы по 

определению. 

Леммы 1 и 4 характеризуют конечные предель-

ные точки участков кривых. Они учитываются на 

шаге 3 алгоритма 1 при поиске точек пересечения. 

Строго говоря, в таких случаях кривая доопреде-

ляется в конечной предельной точке iw  – границе 

интервала, а для бесконечных предельных точек 

при w  используется смена параметризации, 

см. доказательство теоремы 1 ниже. При проверке 

принадлежности предельной точки k  особой пря-

мой можно использовать, согласно формуле (26), 

расстояние от точки до прямой  
T

T
.

dd
I p k

d d

 
  

 
 

Если это расстояние не превышает заданную точ-

ность, то предельная точка может считаться точ-
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кой пересечения. Прямая, соответственно, разби-

вается этой точкой на две части параметром t , вы-

числяемым по формуле (25). Для проверки нахож-

дения предельной точки на другой основной кри-

вой, заданной дробно-рациональной функцией, 

используется алгебраическая форма этой кривой, и 

инверсия – восстановление параметра по точке на 

кривой, см. работу [23]. Разбиение можно сделать 

и другим способом, использовав тот факт, что кри-

вая задана системой уравнений. Для этого надо 

подставить в одно из уравнений (16) второй ос-

новной кривой значения компонент предельной 

точки k  (первой основной кривой) и разрешить 

его относительно w . Затем подставить найденные 

корни во второе уравнение второй основной кри-

вой и выбрать те из них, для которых при тех же 

компонентах k  будет выполнено равенство. Тем 

самым будет найдено и значение параметра пре-

дельной точки первой основной кривой на второй 

основной кривой. 

С помощью лемм можно полностью характери-

зовать границы областей локализованного D-

разбиения полинома (6) при кусочно-дробно-

рациональной границе области локализации кор-

ней. Предполагается, что граница области локали-

зации K  состоит из конечного числа участков 

дробно-рациональных кривых. 

Теорема 1. Границы областей D-разбиения, ло-

кализованного в компактном множестве K , со-

стоят из конечного числа отрезков, участков гра-

ницы области локализации K  и участков дробно-

рациональных кривых, определённых на конечных 

замкнутых интервалах параметров. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Для линейной зависимости 

полинома от параметров D-разбиение описывается осо-

быми прямыми и дробно-рациональными кривыми вида 

(13), определёнными на открытых (если конец интерва-

ла соответствует критической частоте или не ограни-

чен) или замкнутых (если кривая соответствует участку 

границы, определённой на замкнутом интервале) чис-

ловых интервалах. Замкнутость каждого конца интерва-

ла рассматривается независимо, поэтому интервал мо-

жет быть замкнут с одной стороны и открыт с другой. 

Из-за компактности множества K  части особых пря-

мых, принадлежащие K , являются отрезками, их число 

конечно по предположению о дробно-рациональной 

границе K . Если участок границы области локализации 

корней состоит из одной точки, то он отображается ли-

бо в особую прямую, либо в точку на плоскости пара-

метров, которая является вырожденным отрезком. Если 

односвязная компонента j  области iD  (обозначим её 

как , i jD ) исходного, не локализованного D-разбиения 

не лежит целиком внутри или вне K , то в локализован-

ное D-разбиение войдёт область , i jD K , часть грани-

цы которого в общем случае является границей K . При 

этом число участков каждой основной кривой вне и 

внутри K  конечно по предположению о дробно-

рациональной границе K . Что касается оставшихся 

частей границы, т. е. участков дробно-рациональной 

кривой, определённых на интервалах с хотя бы одним 

открытым или неограниченным концом, то для неогра-

ниченных  k w  имеют место лемма 2 или лемма 3, со-

гласно которым внутри K  соответствующий конец 

подынтервала будет замкнут. 
Рассмотрим участок дробно-рациональной кривой, 

определённый на интервале W  с конечным открытым 

концом 2w  и существующим пределом  k w . Для 

определённости рассмотрим правый конец интервала 

 0 2    , W w w  и предел  
2

2
 

lim      
w w

k w k
 

 . Имеют место два 

случая. Если 2k K , то, по лемме 1, дробно-

рациональную кривую (13) можно доопределить в точке 

2w  значением 2k . Если 2k  K , то, следуя доказатель-

ству леммы 2, из-за компактности множества K  внутри 

интервала будет выделен подынтервал  0 1, w w  с за-

мкнутым правым концом такой, что  1 ,k w K и 

  ,k w K  1 2,  .w w w  Тем самым правый конец ин-

тервала, соответствующий участку кривой – границы 

 k w ,
 
лежащему в области K , будет замкнут. Анало-

гичное верно для левого открытого конца интервала. 

Наконец, надо рассмотреть случай с неограничен-

ным интервалом, например  1, w  , и существующим 

пределом  lim    
w

k w k


 . В этом случае применимо из-

менение параметризации, см. например, работу [24]. Без 

ограничения общности левый конец замкнут, так как 

будут верны указанные выше случаи. Неограниченный 

снизу интервал рассматривается аналогично. Неограни-

ченный с обеих сторон интервал  ,    разбивается 

на три интервала, например,     ,  1 ,   1, 1 ,  1,     . 

Если k  K , то, аналогично предыдущему случаю с 

открытым концом интервала, внутри области K  лежит 

участок кривой  k w  с подынтервалом  1 2, w w , у ко-

торого правый конец замкнутый. Если k K , то вы-

берем 0 1w w , например, 0 1 1w w  . При введении 

параметра    0  1/ ,  0, 1u w w u    дробно-рациональ-

ная кривая  k w  будет иметь дробно-рациональную 

параметризацию    0    1/uk u k w u  , которую можно 

доопределить на    0u  предельным значением k . Та-

ким образом, все участки границ локализованного D-

разбиения, которые определялись кривой (13), будут 

определены на конечных замкнутых интервалах. ♦  

С учётом предположения о дробно-рациональ-

ной границе области локализации K , границы об-

ластей локализованного D-разбиения являются ли-

бо отрезками, либо участками дробно-рациональ-
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ных кривых, определённых на конечных замкну-

тых интервалах (отрезках), и их число конечно. 

 

4.1. Пересечение двух основных кривых 

Если граница локализации корней Γ  описыва-

ется несколькими функциями   :s w w W  , 

1, 2,  , то необходимо найти все точки их по-

парных пересечений. Рассмотрим две основные 

кривые и соответствующие им функции, обозна-

чим их как  , ak w w W , и  , bk u u U : 

 
 

 
 

 

 
1,num 2,num

1 2

1,den 2,den

, 

a a

a a

a a

k w k w
k w k w

k w k w
    

и                                     (31)  

 
 

 
 

 

 
1,num 2,num

1 2

1,den 2,den

, 

b b

b b

b b

k u k u
k u k u

k u k u
  . 

Их пересечение описывается системой двух 

дробно-рациональных уравнений, которые можно 

свести к системе полиномиальных уравнений: 

       

       
1,num 1,den 1,num 1,den

2,num 2,den 2,num 2,den

    ,
 

    ,

,   .

a b b a

a b b a

k w k u k u k w

k w k u k u k w

w W u U

 




 

 

Среди решений используются только те, которые 

не соответствуют особым прямым, т. е. 

 1,den 0, ak w 
 

 1,den 0bk u  . Эту систему двух поли-

номиальных уравнений можно решать численно, 

например, запуская метод Ньютона вблизи реше-

ния, или использовать разбиение плоскости пара-

метров 1 2,k k  [25], или разбивать пространство 

аргументов [24], или решать алгебраическими ме-

тодами, например, с помощью результантов. Под-

черкнём, что, как и в случае пересечения основной 

кривой и прямых численно определяются только 

значения параметров , w u , соответствующие пе-

ресечениям. 

Напомним принцип использования результан-

тов на примере решения системы из двух полино-

мов 

   , 0,   ,  0p w u q w u  ,                (32) 

зависящих от двух параметров, см. например, мо-

нографию [20]. Для этого один параметр выносит-

ся в мономы, а второй остаётся в коэффициентах 

полинома от первого параметра. Пусть максималь-

ная степень этих полиномов по u  равна m , т. е. 

хотя бы один из полиномов    , m mp w q w  не ра-

вен тождественно нулю: 

     

   

1
1

1 0

,

0,

m m
m mp w u p w u p w u

p w u p w


  

  
     (33) 

     

   

1
1

1 0

,

0.

m m
m mq w u q w u q w u

q w u q w


  

  
      (34) 

Далее из коэффициентов    , i ip w q w  состав-

ляется матрица  R w  размера n n , называемая 

результантом. Есть разные способы её составле-

ния, самые известные – это результанты Безу и 

Сильвестра. Ключевой результат состоит в том, 

что два полинома (31) имеют общие корни – по u  

– тогда и только тогда, когда вырождается опреде-

литель матрицы  R w , т. е. выполнено некоторое 

условие на коэффициенты полиномов 

   , i ip w q w . Общий корень полиномов означает, 

что существует такое значение u, для которого ра-

венства (32) и (33) выполнены. При этом коэффи-

циенты полиномов отвечают какому-то конкрет-

ному значению w , т. е. найдено решение системы 

уравнений. Таким образом, необходимо сначала 

решить уравнение 

 det 0R w  ,                           (35) 

т. е. найти корни  jw этого полинома, исключив из 

них корни полинома  1,den
ak w . Затем надо подста-

вить каждый из найденных корней в коэффициен-

ты полиномов (33), (34), вычислить уже их корни 

   , ,,  ,p i j q i ju w u w  а после выделить среди них 

совпадающие корни, которые при этом не являют-

ся корнями полинома  1,den
bk u . Полученные пары 

 , ,   p i ju w дают решение системы (32). По построе-

нию они являются решениями уравнений (31), и 

тем самым получены значения параметров кривых, 

соответствующих точкам пересечения. При ис-

пользовании альтернативных способов нахожде-

ния точек пересечений (например, на плоскости )k  

необходимо решать задачу инверсии – восстанов-

ления параметров , w u  по точке  ,p q . Это также 

можно сделать с помощью результантов, см. рабо-

ту [23].  

Указанная процедура позволяет найти все ре-

шения системы (31). У этого подхода есть две осо-

бенности: первая состоит в увеличении сложности, 

так как полином (35) имеет степень порядка 2m . 

Для вычисления его коэффициентов желательно 

использовать точные, алгебраические промежу-
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точные вычисления. Процедуру можно дополнить 

уточняющим решением системы (31) или (32) ме-

тодом Ньютона, используя полученную пару 

 , u w  как начальную точку. 

Вторая особенность состоит в том, что для 

применения результантов полиномы должны быть 

независимыми, т. е., в частности, не иметь общих 

множителей, их коэффициенты не должны быть 

линейно зависимыми и пр. Эти случаи соответ-

ствуют вырождению результанта из-за структуры 

полиномов (),  ()p q  и зависимости их коэффициен-

тов от w . В этих случаях при любых значениях w  

уравнение (35) превращается в тождество и не 

позволяет найти отдельные w . Алгебраически это 

соответствует бесконечному числу решений си-

стемы (32), т. е. наложению дробно-рациональных 

кривых  ak w ,  bk u  друг на друга, или множе-

ству решений, не зависящих от одного из парамет-

ров, например,  , 0w  для любого w . Последний 

случай соответствует общему корню числителя и 

знаменателя    1 2,  a ak w k w , который должен быть 

сокращён при записи кривых. Как правило, в ре-

зультате D-разбиения получаются основные кри-

вые общего положения, и подход с помощью ре-

зультантов успешен. Важное исключение – задача 

поиска самопересечения основной кривой, для ре-

шения которой используются разные параметриза-

ции одной и той же кривой. 

 

4.2. Самопересечение основной кривой 

Последним компонентом для описания участ-

ков границ D-разбиения являются точки самопере-

сечения основной кривой. Дробно-рациональная 

кривая (18) может пересекаться сама с собой, что 

разбивает плоскость на дополнительные области. 

Точки самопересечения удовлетворяют системе 

уравнений 

   

   
1 1

2 2

,
 

,

.

k w k u

k w k u

w u

 






 

Эта система сводится к системе полиномиаль-

ных уравнений  

       

       
1,num 1,den 1,num 1,den

2,num 2,den 2,num 2,den

      ,
 

      ,

.

k w k u k u k w

k w k u k u k w

w u

 






 

Проблему создаёт условие неравенства пара-

метров, так как система имеет тривиальное реше-

ние w u . Это делает невозможным использова-

ние результантов, описанное в п. 4.1, так как они 

вырождаются. Следуя изложенному в работе [25], 

тривиальное решение можно исключить явно, за-

писав уравнение так называемых сокращённых 

разностей (reduced differences): 

   

   

 
   

   

1,num 1,den

1,num 1,den

2,num 2,den

2,num 2,den

 
( , )

 
0,

 
,  

 
 0.

k w k u
p w u

w u

k u k w

w u

k w k u
q w u

w u

k u k w

w u


 



  
 



 





 


       (36) 

Полученная система решается теми же метода-

ми, что и в п. 4.1. В работе [25] предложен способ 

решения этой системы на плоскости параметров p, 

q. Для формирования редуцированных полиномов 

используется запись исходных полиномов в базисе 

полиномов Бернштейна, также требуется решить 

задачу восстановления параметров , w u  по точке 

пересечения. 

Иногда оказывается, что полиномы  1 , k w

 2k w  содержат только чётные или только нечёт-

ные степени w , и редуцирования системы (36) не-

достаточно. В этом случае кривая оказывается 

кратной самой себе, а система имеет дополнитель-

ное решение w u  . Его также надо исключить, 

дополнительно разделив систему (36) на член 

w   u . Это эквивалентно исключению решений 
2 2w u . 

Ситуации с чётным и нечётными функциями 

   1 2, k w k w  часто встречаются при анализе 

устойчивости полиномов с вещественными коэф-

фициентами, с симметричной относительно веще-

ственной оси областью локализации корней D . 

Это связано с тем, что при указанных условиях 

корни полинома комплексно-сопряжённые, и точ-

ке k  на границе областей D-разбиения соответ-

ствуют два корня на границе D . Этим корням 

соответствуют два значения параметров, допу-

стим, 1w  и 2w . Если функция  s w  обладает свой-

ством сопряжённости       s w s w  , как в формуле 

(7) или в примере 1 ниже, то эти параметры явно 

связаны: 2 1   w w . В таком случае функция  k w  

чётная и, так как она дробно-рациональная, её чис-

литель и знаменатель содержат члены, зависящие 

от чётных степеней w , что позволяет упростить 

вычисления, понизив степень полинома вдвое за-

меной 2v w .  
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4.3. Определение соседних областей D-разбиения 

Для построенных участков границы области 
устойчивости, определяемых частями основной 
кривой или отрезков, на шаге 4 алгоритма 1 необ-
ходимо определить области D-разбиения, разделя-
емые этим участком (отрезком). Для основной 
кривой D-разбиения можно использовать класси-
ческое правило штриховки [7]: так как известно 
направление нормали к границе Γ  внутрь области 
локализации корней, и по формуле основной кри-

вой (18), как по отображению ,w k  определять 

нормаль к кривой в сторону области с большим 
числом устойчивых корней. Для отрезков и пря-
мых, ограничивающих область устойчивости, та-
кого правила нет. 

Предлагается численно определять число 
устойчивых корней по разные стороны от отрезков 
или кривых: отступив на небольшую величину в 
обе стороны вдоль нормали от произвольной точки 

 0 0 ,, k w w W  на отрезке или кривой  0k w , 

где 0w  – внутренняя точка интервала W , напри-

мер, его середина. В качестве нормали для участка 

кривой можно взять вектор     ' '
2 1,k w k w , ор-

тогональный касательной  k w , а для отрезка 

прямой – вектор    2 1, , p p a b  , ортогональный 

направляющей. Можно использовать рандомизи-
рованные алгоритмы, в которых случайно выбира-

ется как параметр w W , так и величина отступа – 

например, по распределению Лапласа. 
Другой вариант – использовать одномерное D-

разбиение вдоль прямой нормали, причём доста-
точно проверить число корней только на участках 
прямой, прилегающих к границе. 

 

Продемонстрируем конструктивное D-разбиение и 
его приложения на примерах.  

Пример 1 [26, с. 77]. Рассмотрим систему непре-
рывного времени с передаточной функцией 

  

   2

1 2
,

1       1

s s

s s s

 

  
 замкнутую ПИ-регулятором 2

1

k
k

s
 . 

Характеристический полином замкнутой системы имеет 
вид:  

    

     
1 2 1

2
2

,   ,       1 2  

  1 2     1 1 .

G s k k k s s s

k s s s s s s

   

      
         (37) 

Потребуем, чтобы замкнутая система имела степень 

устойчивости  . Тогда граница локализации корней 

описывается функцией      s w jw  . Выберем 

   0,2 . Поскольку полином  (37) имеет вещественные 

коэффициенты, достаточно взять верхнюю часть грани-

цы,     0, W   . Схематично области D-разбиения, по-

лученные с помощью прямого перебора параметров, 

изображены на  рис. 1,  а. 

Условие понижения степени имеет вид (при 
4s ): 

1 20  0   1  0.k k      Оно не имеет решения. 

Уравнение (37) после подстановки  s w  и разделе-

ния на вещественную и мнимую части принимает вид: 

   2 2
1 2

4 2

3,6  0,528   2,64

1,04  0,1344   0,

k w k w

w w

    

   

           (38) 

   3 3
1 2  3,32  3,4  1,2  0,408     0.k w w k w w w        

Его решение определяет основную кривую 

   ,  0, k w w  , с компонентами 

 
4 2

1 4 2

4,6   7,112     0,62016
  ,

6,28  6,9696

w w
k w

w w

 


  
 

 
6 4 2

2 4 2

8,68   5,4208  0,230784
  .

6,28  6,9696

w w w
k w

w w

   


  
 

По сравнению с выражениями (13), в них сокращён 

общий множитель w  в числителе и знаменателе. Опре-

делитель (17) имеет вид  4 26,28 6,9696w w w   . Он 

имеет единственный вещественный корень 0    0w  . От-

метим, что пример удовлетворяет условиям, указанным 
в конце п. 4.2, и в результате разделения комплексного 
уравнения на два вещественных одно их них будет со-
держать только чётные степени w, а второе – только 

нечётные степени w. При этом функция  k w  содержит 

только чётные степени, и вместо неё можно было рас-
сматривать эквивалентную запись кривой с дробно-
рациональными функциями меньшего порядка: 

 

 

 

2

1 2

3 2

2 2

4,6   7,112     0,62016
  ,   

6,28  6,9696

8,68   5,4208  0,230784
  ,   

6,28  6,9696

0,   .

v v
k v

v v

v v v
k v

v v

v

 


  

   


  

 

 

Далее для простоты рассмотрим исходные парамет-

ры w . Критической частоте 0 0w   соответствует 

единственная особая прямая, отвечающая уравнению 
(38): 

1 20,528  2,64 0,1344 0k k     

с параметризацией      p t d , где     0,00979021;p 


T

0,04895105 ,  
T

    2,64; 0,528d    . D-разбиение при-

ведено на рис. 2, а. 
Основная кривая пересекается с особой прямой в 

двух точках    1 0,17279287;  0,08546766k  ,  2k   

 1,82840784;   0,31477248   , соответствующих значе-

ниям параметров 1 20,70951628,    2,70323801,w w 
 
они 

вычислены согласно п. 2.1. Самопересечений основной 

кривой нет. Точкам 1 2, w w  соответствуют значения па-

раметров 1    0,06916025t  , 2    0,68887031t   на прямой. 
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Рис. 2. а – D-разбиение для примера 1, б – область устойчивости полинома 

 

 У основной кривой есть предельная точка    0 0k k   

T
0,62016 0,230784

   0,08898072; 0,03311295
6,9696 6,9696

 
     

  

при  0w , которой соответствует точка на прямой с 

0 0,02999640t  . 

Область устойчивости ограничена одним участком 

основной кривой    1,  0, k w w w  и отрезком 

 1 0,   , p td t t t  , см. рис. 2, б.  

Пример 2 [10]. Рассмотрим характеристический по-

лином дискретной системы  0 1 2,  ,G z k k 

 1 2
1 21n n nz k z z k       , D-разбиение для которого 

в статье [10] было получено с помощью тригонометри-
ческих функций. Устойчивость дискретного полинома 
эквивалентна гурвицевости полинома 

        

    

5 2 3

1 2

4 5

1 2

,   , 1 1 1 1

1 1 ,1

G s k k s s s

k s s k s

       

    
 

полученного из  0 1 2,  , G z k k  преобразованием 

Мёбиуса. Граница области локализации корней (2) опи-

сывается функцией      ,  0, s jw w    с учётом симмет-

рии относительно вещественной оси. Выберем 5n   и 

0,1  . 

С помощью прямого перебора параметров получены 
приблизительные границы областей D-разбиения на 
рис. 1, б. 

Граница областей D-разбиения состоит из одной ос-
новной кривой 
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 
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,
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и двух особых прямых. Определитель (17) имеет вид 

 8 6 28 6  6  1w w w w   . Он имеет четыре неотрица-

тельных вещественных корня  0;  1 2; 1; 1 2   , 

определяющих интервалы, на которых основная кривая 
непрерывна. Их них только нулевой корень соответ-

ствует первой особой прямой 1 2 2,1 0k k     с пара-

метризацией      d t p , где  1,05; 1,05p  ,  1;  1d   . 

При этом существует предельная точка 

   0 2,075;  0,025  k  при 0w , лежащая, по лемме 1, 

на этой прямой при 1,025t  .  

Условию понижения степени отвечает вторая особая 

прямая 1 2 2,1 0k k   , с параметризацией      d t p , где 

 1,05;   1,05p    ,  1; 1 d   . У основной кривой есть 

вторая предельная точка    2,075;   0,025k      при 

w , лежащая, согласно лемме 4, на особой прямой 

понижения степени при 1,025t  . 

Выберем область локализации 

   2,5;  2,5 1,5; 1  ,5   K . Основная кривая находится 

в области K  при  0; 0,40398478w , 

 0,42121903;  0,98346081 ,   1,01681733;  2,37406180 , 

 2,47534075,    . Особые прямые принадлежат обла-

сти K  при    0,45; 1  ,45t  ,  0,45; 1  ,45t   соответ-

ственно (интервалы одинаковые для обеих прямых). 
Локализованное D-разбиение приведено на рис. 3, а.  

На первом интервале  0;  0,40398478  основная 

кривая начинается ( 0w ) на первой особой прямой и 

пересекает её при   0,37796447w  . На последнем ин-

тервале  2,47534075,     основная кривая пересекает 

вторую особую прямую при  2,64575131w  и заканчи-

вается на ней при w . 
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Рис. 3. а – D-разбиение для примера 2 и его локализация в прямоугольнике, б – компоненты области устойчивости 

 

На интервалах  0,42121903;  0,98346081  и 

 1,01681733;  2,37406180  кривая пересекает саму себя 

при  0,42972375w   и 0,96431209  (первое самопересе-

чение), а также при 1,03700867w   и 2,32707640  (вто-

рое самопересечение). 
Итого область устойчивости состоит из четырёх 

компонент, см. рис. 3, б:  
1) из участка первой особой прямой при 

 1,025; 1  ,45t  и участка основной кривой при 

 0;  0,37796447w , 

2) участка основной кривой при 0,42972375;w

0,96431209 , 

3) участка основной кривой при 1,03700867;w

2,32707640 , 

4) участка второй особой прямой при  1,025;1  ,45t  

и участка основной кривой при  2,64575131, w  .  

Последний участок кривой можно записать с изме-
нённой параметризацией, см. доказательство теоремы 1, 

как      1/ ,  0;  0,37796447uk u k u u  , при этом зна-

чение в 0u   определено и совпадает с  k  : 

 
 

8 6 4 2

,1 8 6 2

16,6  128,8  221,2  128,8  16,6
    ,

8 6  6  1
u

u u u u
k u

u u u

   


  
 

 
 

8 6 4 2

,2 8 6 2

0,2  0,8  1,2  0,8  0,2
  

8 6  6  1
u

u u u u
k u

u u u

   


  
. 

Отметим, что полученная параметризация совпадает 

с исходной параметризацией по w  с точностью до зна-
ка, а интервал совпадает с интервалом первого участка. 

Это связано с симметрией исходного множества лока-

лизации корней дискретной системы в виде единичного 

круга и его параметризации. ♦ 

Для полинома, линейно зависящего от двух па-

раметров, получено явное описание границ каждой 

из областей D-разбиения, в том числе области 

устойчивости, с помощью параметризации кривых 

и отрезков на плоскости параметров. Устойчивость 

полинома понимается в обобщённом смысле: все 

его корни лежат в заданном подмножестве ком-

плексной плоскости – множестве локализации 

корней, которое может отличаться от левой полу-

плоскости. Предложен метод конструктивного D-

разбиения, включающий алгоритм нахождения 

границы всех компонент области устойчивости, 

без лишних участков. Если граница множества ло-

кализации корней описывается кусочно-дробно-

рациональной кривой, то граница области устой-

чивости также является набором конечного числа 

участков дробно-рациональных кривых и отрезков. 

При этом участки дробно-рациональных кривых 

определены на замкнутых конечных интервалах 

параметров. Полученные результаты применяются 

для аппроксимации области устойчивости и её 

границы, а также для анализа робастности, см. 

вторую часть статьи. 
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Abstract. In the stability analysis of linear systems depending on several parameters, the D-

partition method is often used, also known as the D-decomposition method in the literature. This 

method describes the stability region of a characteristic polynomial via the equation of its bound-

ary. A constructive D-partition method proposed below identifies individual parts of curves and 

straight lines on the parameter plane that form the boundaries of the D-partition regions and, in 

particular, the stability region. A characteristic polynomial linearly dependent on two parameters 

and a stability region with a piecewise rational parametric boundary are considered. In this case, 

the boundary of each D-partition region is a finite set of arcs of rational curves and segments, 

rays, or straight lines that can be found explicitly. The rational curve arcs are parameterized on 

intervals whose limits are found by calculating the real roots of auxiliary polynomials. A D-

partition, bounded (localized) on a compact set, consists of a finite number of segments and arcs 

of rational curves parameterized on the segments.  
 

Keywords: constructive D-partition, D-decomposition, root localization, root clustering, rational curves, 

localized D-partition. 
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