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Труäности реøения прикëаäных заäа÷ проек-
тирования систеì управëения за÷астуþ связаны
со сëожностüþ ìатеìати÷еских ìоäеëей объектов
управëения, а также с отсутствиеì инфорìаöии о
то÷ных зна÷ениях их параìетров. Дëя упрощения
проöеäуры синтеза аëãоритìов управëения эф-
фективно приìеняþтся разëи÷ные ìетоäы äекоì-
позиöии [1], коãäа исхоäная ìатеìати÷еская ìо-
äеëü разäеëяется на боëее ìеëкие и простые, äëя
которых автоноìно реøаþтся необхоäиìые заäа-
÷и и теì саìыì в совокупности обеспе÷ивается ре-
øение исхоäной пробëеìы. Оäин из таких ìетоäов
состоит в äекоìпозиöии, основанной на разäе-
ëении разнотеìповых äвижений. В резуëüтате по-
ëу÷ается синãуëярно-возìущенная систеìа äиф-
ференöиаëüных уравнений. Заäа÷и аäаптивноãо
управëения объектаìи такоãо кëасса в усëовиях
неопреäеëенности иссëеäованы в работах [1, 2], а
оптиìаëüноãо управëения — в работе [3]. В статüе
[2] выпоëнен анаëиз свойств устой÷ивости возìу-
щенной неëинейной систеìой, коãäа в ка÷естве
паразитной äинаìики приниìаþтся быстрые со-
ставëяþщие.

Приìенение такоãо способа äекоìпозиöии тре-
бует реøения вопроса, какие составëяþщие ìож-

но с÷итатü быстрыìи, ÷тобы аëãоритì управëе-
ния, синтезированный по упрощенной ìоäеëи,
быë работоспособен äëя исхоäной систеìы.

В настоящей статüе реøается заäа÷а проектиро-
вания робастной систеìы управëения объектоì,
äëя котороãо осуществëена äекоìпозиöия ìатеìа-
ти÷еской ìоäеëи на быстрые и ìеäëенные состав-
ëяþщие. Аëãоритì управëения поëу÷ается с ис-
поëüзованиеì реäуöированной ìоäеëи, и опреäе-
ëяþтся усëовия, которыì äоëжны уäовëетворятü
уравнения быстрых составëяþщих, ÷тобы систеìа
не потеряëа работоспособности.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì объект управëения, ìатеìати÷ес-
кая ìоäеëü котороãо в резуëüтате äекоìпозиöии
описывается систеìой äифференöиаëüных урав-
нений

(t) = Ax(t) + Bσ(t) + Df(t),  y(t) = Lx(t),

θ (t) = Fz(t) + bu(t),  σ(t) = qz(t), (1)

ãäе x ∈ , z ∈  — векторы состояния ìеäëен-
ных и быстрых составëяþщих соответственно, y ∈ R
и и ∈ R — реãуëируеìая переìенная и управëяþ-
щее возäействие, σ ∈ R — выхоäной сиãнаë ìоäеëи
быстрых составëяþщих, f(t) — внеøнее возìуща-
þщее возäействие, θ > 0 — ìаëый параìетр, A, B,
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1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(проект 09-08-00237).
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D, L, F, b и q — ÷исëовые ìатриöы соответствуþ-
щих поряäков.

Требуется спроектироватü систеìу сëежения за
этаëонныì сиãнаëоì y

m
(t) в усëовиях неопреäе-

ëенности параìетров ìоäеëи (1), ÷тобы быëо вы-
поëнено öеëевое усëовие

|y(t) – y
m
(t)| < δ  при t > T, (2)

ãäе δ > 0, T — вреìя, по исте÷ении котороãо с на-
÷аëа работы систеìы äоëжно выпоëнятüся нера-
венство (2). Кроìе тоãо, буäеì с÷итатü, ÷то произ-
воäные вхоäных и выхоäных сиãнаëов, а также
возìущение не изìеряþтся, и в аëãоритìе управ-
ëения не äоëжны испоëüзоватüся переìенные
быстрых составëяþщих σ(t) и z(t). Буäеì реøатü
сфорìуëированнуþ заäа÷у при сëеäуþщих предпо-
ложениях.

� Эëеìенты ìатриö A, B, D, L, F, b и q  прина-
äëежат известноìу оãрани÷енноìу ìножеству
возìожных зна÷ений Ξ.

� Пары (AB) и (Fb) — управëяеìы, (AL) и (Fq) —
набëþäаеìы.

� Переäато÷ные функöии L(λI – A)–1
B =

kR(λ)/Q(λ), q(λI – F )–1
b = α(λ)/β(λ) ìиниìаëü-

но фазовые, поëиноì β(λ) — ãурвиöев, ãäе λ —
коìпëексная переìенная в преобразовании
Лапëаса, ìноãо÷ëены R(λ), Q(λ), β(λ) норìиро-
ваны, I — еäини÷ная ìатриöа соответствуþще-
ãо поряäка, k > 0.

� Матриöа F не вырожäена.

� Известны поряäки ìноãо÷ëенов degQ(λ) = n
1
,

degR(λ) = m
1
, γ = n

1
 – m

1
, degβ(λ) = n

2
, degα(λ) =

= m
2
.

� Внеøнее возäействие f(t) и этаëонный сиãнаë
y
m
(t) — ãëаäкие оãрани÷енные функöии. Возìу-

щение явëяется неизìеряеìой переìенной.

2. ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß

Реøение сфорìуëированной заäа÷и состоит из
äвух этапов.

1. Составëяется реäуöированная ìоäеëü объек-
та управëения, äëя ÷еãо поëаãаеì, ÷то θ = 0 в урав-
нении (1):

(t) = Ax(t) + Bχu(t) + Df(t),  y(t) = Lx(t),

F (t) + bu(t) = 0,  σ(t) = q (t),  χ = –qF
–1

b. (3)

Дëя ìоäеëи (3) проектируется аëãоритì управ-
ëения, обеспе÷иваþщий выпоëнение öеëевоãо не-
равенства (2).

Обосновывается работоспособностü поëу÷ен-
ной систеìы управëения äëя исхоäной ìоäеëи (1)
и выясняþтся оãрани÷ения, которыì äоëжна уäов-
ëетворятü веëи÷ина θ, ÷тобы äëя заìкнутой систе-
ìы быëо выпоëнено усëовие (2) äëя ëþбых зна÷е-
ний параìетров ìоäеëи из заäанноãо кëасса неоп-
реäеëенности.

Преобразуеì первое из уравнений (3) в эквива-
ëентное уравнение относитеëüно реãуëируеìой
переìенной y(t):

Q(P)y(t) = k
0
R(P)u(t) + K(P)f(t). (4)

Зäесü k
0
 = kχ, P = d/dt — оператор äифференöи-

рования, Q(P), R(P) и K(P) — ëинейные äиффе-
ренöиаëüные операторы поряäков n

1
, m

1
 и k

1

соответственно.

Испоëüзуя хороøо известнуþ проöеäуру [3],
преобразуеì уравнение (4):

Q
m
(P)y(t) = k

0
u(t) + u(t) + y(t) +

+ f(t)  + v(t). (5)

Зäесü Q
m
(λ), M(λ) и S(λ)— ãурвиöевы ìноãо÷ëены

степени γ, n
1
 – 1 и γ – 1 соответственно, degN

1
(P) =

= n
1
 – 2, degN

2
(P) = n

1
 – 1, v(t) — функöия, кото-

рая ìажорируется затухаþщей экспонентой.

Даëее воспоëüзуеìся резуëüтатаìи [4] и поëо-
жиì u(t) = α

0
ϑ(t), ãäе α

0
 > 0, ϑ(t) — управëяþщее

возäействие. Составиì уравнение äëя оøибки
e(t) = y(t) – y

m
(t), приниìая во вниìание уравне-

ние (5):

Q
m
(P)e(t) = k

0
α

0
ϑ(t) + ϕ(t), (6)

ãäе ϕ(t) = u(t) + y(t) +

+ f(t) – Q
m
(P)y

m
(t) + v(t).

Ввеäеì вспоìоãатеëüный контур, äинаìи÷ес-
кие проöессы в котороì описываþтся уравнениеì

Q
m
(P) (t) = β

0
ϑ(t). (7)

Вы÷итая уравнение (7) из уравнения (6), по-
ëу÷иì уравнение äëя сиãнаëа рассоãëасования

ς(t) = e(t) – (t):

Q
m
(P)ς(t) = ψ(t),

ψ(t) = (k
0
α

0
 – β

0
)ϑ(t) + ϕ(t). (8)
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Такиì образоì, сиãнаë ς(t) несет инфорìаöиþ
обо всех возìущениях, которые присутствуþт в
систеìе ψ(t). Назовеì эту переìеннуþ обобщен-
ныì возìущениеì. Приниìая во вниìание, ÷то
произвоäные вхоäных и выхоäных переìенных не
изìеряþтся, буäеì форìироватü сиãнаë управëе-
ния ϑ(t)  в виäе

ϑ(t) = – ξ(t), (9)

ãäе ξT(t) = [ (t), (t), ..., (t)], (t) — оöенка i-й

произвоäной сиãнаëа ς(t), g
m
 — вектор, коìпонен-

таìи котороãо явëяþтся коэффиöиенты оператора
Q

m
(P), записанные в обратноì поряäке. Вектор

ξ(t) поëу÷ается с поìощüþ набëþäатеëя произвоä-
ных [5]

(t) = Γ
0
ξ(t) + d

0
(ς(t) – (t)),

(t) = L
1
ξ(t). (10)

Зäесü ς(t) ∈ Rγ + 1, Γ
0
 = , d

0
 = ,

L
1

= [1, 0, ..., 0], ÷исëа d
1
, ..., d

γ + 1
 выбираþтся так,

÷тобы ìатриöа Γ = Γ
0
 + L

1
 быëа ãурвиöевой,

= [d
1
, ..., d

γ + 1
], μ > 0 — äостато÷но ìаëая веëи-

÷ина. Отìетиì, ÷то поряäок уравнения (10) на
еäиниöу боëüøе, ÷еì это необхоäиìо при реаëи-
заöии. Это сäеëано äëя упрощения преобразова-
ний при äоказатеëüстве работоспособности.

Усëовия работоспособности поëу÷енноãо аë-
ãоритìа управëения äëя реäуöированной ìоäеëи
объекта управëения (3) ìожно сфорìуëироватü
сëеäуþщиì образоì.

Утверждение 1 [4]. Если полином R(λ) гурвицев,

k
0

> 0, а возмущение f(t) и эталонный сигнал y
m
(t) —

гладкие ограниченные функции, то для любого числа

δ > 0 существуют числа α
0
, β

0
, μ

0
 такие, что при

μ < μ
0
 алгоритм управления, состоящий из вспомо-

гательного контура (7), наблюдателя производных

(10) и устройства, реализующего формулу (9), обес-
печивает выполнение неравенства (2) при t > T, и все

сигналы в замкнутой системе ограничены. ♦
Доказатеëüство иìеется в статüе [4], поэтоìу

зäесü не привоäится.

Дëя анаëиза работоспособности поëу÷енноãо
аëãоритìа управëения äëя исхоäной ìоäеëи объ-
екта управëения ввеäеì вектор откëонений äëя

быстрых составëяþщих Δz(t) = z(t) – (t) = z(t) +

+ F
–1

bu(t). Тоãäа из второãо из уравнений (1) бу-
äеì иìетü

Δ (t) = FΔz(t) + F –1
b (t),

σ(t) = qz(t) = qΔz(t) + χu(t). (11)

Поäставив зна÷ение σ(t) в первое уравнение (1),
поëу÷иì

(t) = Ax(t) + Bχu(t) + BqΔz(t) + Df(t),
y(t) = Lx(t).

В резуëüтате преобразований, анаëоãи÷ных осу-
ществëенныì при поëу÷ении уравнения (6), буäеì
иìетü уравнение äëя оøибки не реäуöированной
систеìы:

Q
m
(P)e(t) = β

0
ϑ(t) + (t), (12)

ãäе (t) = ψ(t) + qΔz(t). Тоãäа уравнение

äëя сиãнаëа рассоãëасования (8) буäет иìетü виä

Q
m
(P)ς(t) = (t). (13)

Вектор управëения ϑ(t) форìируется в соот-
ветствии с форìуëой (9) и в реäуöированной сис-
теìе коìпенсирует обобщенное возìущение ψ(t).
В уравнении (13) появëяется еще оäна составëяþ-

щая qΔz(t), оãрани÷енностü которой не-

ëüзя ãарантироватü. Сëеäоватеëüно, ëибо необхо-
äиìо äоказатü, ÷то эта коìпонента оãрани÷ена, и
тоãäа поëу÷енный аëãоритì управëения буäет ра-
ботоспособен äëя не реäуöированной ìоäеëи (1),
ëибо выяснитü усëовия, которые обеспе÷иваëи бы
оãрани÷енностü этой составëяþщей. Иныìи сëо-
ваìи, требуется выяснитü усëовия работоспособ-
ности аëãоритìа управëения äëя исхоäной ìоäеëи
(1), хотя он быë спроектирован äëя реäуöирован-
ной ìоäеëи (3).

Ввеäеì вектор (t) = [ς(t), ς′(t), ..., ςγ(t)] и со-

ставиì уравнение äëя норìированноãо вектора
оøибок оöенивания произвоäных, приниìая во
вниìание выражение (10):

η(t) = T –1(ξ(t) – ξ
0
(t)),  T = diag{μγ, ..., μ, 1},

(t) = Γη(t) – b
1
ςγ + 1(t),

ς(t) – (t) = μγ
L

1
η(t), (14)

1
β0

----- gm
T

ς ς' ς
γ

ς
i

ξ· ς

ς

0 I
γ

0 0
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μ
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d
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z
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ãäе  = [0, ..., 0, 1]. Поäставиì зна÷ение переìен-

ной ϑ(t) из форìуëы (9) в уравнения (11) и (12),
приниìая во вниìание выражения (10) и (14), а
посëе поäстановки преобразуеì уравнение (12) в
векторно-ìатри÷нуþ форìу

Δ (t) = FΔz(t) –

– F
–1

b (Γ
0
ξ(t) + d

0
μγ

L
1
η(t)), (15)

 = A
m
ε(t) – b

1
Tη(t),  e(t) = L

1
ε(t).

Утверждение 2. Пусть выполнены условия пред-

положений и существует число θ
0
, такое, что реше-

нием матричного уравнения

HF + FT
H + 2θ

0
HGH = I (16)

является положительно определенная матрица H,

где G = F –1
b . Тогда при θ < θ

0

система управления, состоящая из вспомогательно-

го контура (7), наблюдателя производных (10) и ус-

тройства, реализующего формулу (9), обеспечивает

выполнение целевого условия (2) для модели объекта

управления (1). ♦
Доказатеëüство привеäено в Приëожении.

Отìетиì, ÷то усëовие (16) справеäëиво тоëüко
äëя привеäенноãо аëãоритìа управëения и явëяет-
ся äовоëüно ãрубыì, но оно ãарантирует, ÷то не
реäуöированная систеìа буäет работоспособна äëя
ëþбых параìетров ìоäеëи из заäанноãо кëасса не-
опреäеëенности Ξ, ÷то буäет проиëëþстрировано в
приìере. Веëи÷ина θ

0
, уäовëетворяþщая усëовиþ

(16) явëяется оöенкой параìетра θ, при котороì
второе из уравнений (1) описывает быстрые со-
ставëяþщие äëя выбранных параìетров аëãоритìа
управëения.

3. ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÄËß ÌÍÎÃÎÑÂßÇÍÛÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ

Рассìотриì ìноãосвязный объект управëения,
ìатеìати÷еская ìоäеëü котороãо поäверãнута äе-
коìпозиöии

(t) = A
i
x
i
(t) + B

i
σ
i
(t) + D

i
f
i
(t),  y

i
(t) = L

i
x(t),

θ
i

(t) = F
i
z
i
(t) + C

ij
y
j
(t) + b

i
u
i
(t),

σ
i
(t) = q

i
z
i
(t),  i = 1, ..., π. (17)

Зäесü π — ÷исëо ëокаëüных поäсистеì, x
i
 ∈  и

z
i
 ∈  — векторы состояния ìеäëенных и быс-

трых составëяþщих ëокаëüных поäсистеì соот-

ветственно, y
i
 ∈ R, u

i
 ∈ R — реãуëируеìые пере-

ìенные и управëяþщие возäействия, σ
i
 ∈ R — вы-

хоäное сиãнаëы ìоäеëи быстрых составëяþщих,

f
i
(t) — внеøние возìущаþщие возäействия, θ

i
 > 0 —

ìаëые параìетры, A
i
, B

i
, D

i
, L

i
, F

i
, b

i
 и q

i
 — ÷исëо-

вые ìатриöы соответствуþщих поряäков, C
ij
 —

÷исëовые ìатриöы перекрестных связей.

Требуется спроектироватü äеöентраëизованнуþ

систеìу управëения, обеспе÷иваþщуþ выпоëне-

ние сëеäуþщих öеëевых усëовий:

|y
i
(t) – y

mi
(t)| < δ при t > T, (18)

ãäе y
mi

(t) — этаëонные сиãнаëы äëя ëокаëüных поä-

систеì, δ > 0, T — вреìя, по исте÷ении котороãо

с на÷аëа работы систеìы äоëжны выпоëнятüся

неравенства (18). Кроìе тоãо, буäеì с÷итатü, ÷то

произвоäные вхоäных и выхоäных сиãнаëов не из-

ìеряþтся, и в аëãоритìах управëения ëокаëüных

поäсистеì не äоëжны испоëüзоватüся переìенные

быстрых составëяþщих σ
i
(t), z

i
(t) и переìенные

äруãих поäсистеì. Буäеì реøатü сфорìуëирован-

нуþ заäа÷у при сëеäуþщих предположениях.

� Эëеìенты ìатриö A
j
, B

j
, D

j
, L

j
, F

j
, C

ij
, b

j
, q

j
,

i = 1, ..., π, j = 1, ..., π принаäëежат известноìу

оãрани÷енноìу ìножеству возìожных зна÷е-

ний Ξ.

� Пары (A
i
B
i
) и (F

i
b
i
) — управëяеìы, (A

i
L
i
) и (F

i
q
i
) —

набëþäаеìы.

� Переäато÷ные функöии L
i
(λI – A

i
)–1

B
i
 =

= k
i
R

i
(λ)/Q

i
(λ), q

i
(λI – F

i
)–1

b
i
 = α

i
(λ)/β

i
(λ) ìини-

ìаëüно фазовые, поëиноìы β
i
(λ) — ãурвиöевы,

ìноãо÷ëены R
i
(λ), Q

i
(λ) и β

i
(λ) норìированы,

k
i
 > 0.

� Матриöы F
i
 не вырожäены.

� Известны поряäки ìноãо÷ëенов degQ
i
(λ) = n

1i
,

degR
i
(λ) = m

1i
, γ

i
 = n

1i
 – m

1i
, degβ

i
(λ) = n

2i
,

degα
i
(λ) = m

2i
.

� Внеøние возäействия f
i
(t) и этаëонные сиãнаëы

y
mi

(t) — ãëаäкие оãрани÷енные функöии. Воз-

ìущения f
i
(t)  не äоступны изìерениþ.

b1

T

z·
1
θ
---

α0

β0

------ gm
T

ε·

θ0

μ
-----

α0

β0

------ gm
T

F
1–
b
α0

β0

------gm
T

⎝ ⎠
⎛ ⎞T

x· i

z· i
j 1= i, 1=

π

∑

R
n
1i

R
n
2i
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Составëяеì реäуöированнуþ ìоäеëü объекта
управëения, äëя ÷еãо поëаãаеì, ÷то θ

i
 = 0 в урав-

нении (17):

(t) = A
i
x
i
(t) + B

i
σ
i
(t) + D

i
f
i
(t),  y

i
(t) = L

i
x
i
(t),

F
i

(t) + C
ij
y
j
(t) + b

i
u
i
(t) = 0,

σ
i
(t) = q

i
(t),  i = 1, ..., π. (19)

Опреäеëяеì (t) и σ
i
(t) из второãо из уравне-

ний (19):

(t) = – C
ij
y
j
(t) – b

i
u
i
(t),

σ
i
(t) = – q

i
C

ij
y
j
(t) – q

i
b
i
u
i
(t)

и поäставëяеì их зна÷ения в первое из уравнений
(19), в резуëüтате

(t) = A
i
x
i
(t) + B

i
y
j
(t) + B

i
χ

1
u
i
(t) + D

i
f
i
(t),

y
i
(t) = L

i
x
i
(t), (20)

ãäе χ
i
 = –q

i
b
i
,  = –q

i
C

ij
.

Преобразуеì выражение (20) в равносиëüнуþ
относитеëüно переìенных y

i
(t) систеìу уравнений

Q
i
(P)y

i
(t) = k

0i
R
i
(P)u(t) + τ

ij
R
i
(P)y

j
(t) +

+ K
i
(P)f

i
(t),  i = 1, ..., π, (21)

ãäе k
0i
 = k

i
χ
i
, τ

ij
 = k

i
, K

i
(P) = L

i
(PI – A

i
)+

D
i
,

(PI – A
i
)+ — транспонированная ìатриöа аëãеб-

раи÷еских äопоëнений ìатриöы PI – A, R
i
(P) =

= L
i
(PI – A

i
)+B

i
, Q

i
(P) = det(PI – A

i
). Такиì обра-

зоì, иìееì π реäуöированных ìоäеëей, есëи рас-
сìатриватü перекрестные связи как возìущения.
Поэтоìу äаëüнейøие преобразования анаëоãи÷ны
теì, которые выпоëнены в § 2. Из систеìы урав-
нений (21) иìееì

Q
mi

(P)y
i
(t) = k

0i
u
i
(t) + u

i
(t) + y

i
(t) +

+ τ
ij

y
j
(t) + f

i
(t)  + v

i
(t).

Зäесü Q
mi

(λ), M
i
(λ) и S

i
(λ) — ãурвиöевы ìноãо-

÷ëены степени γ
i
, n

1i
 – 1 и γ

i
 – 1 соответственно,

degN
1i
(P) = n

1i
 – 2, degN

2i
(P) = n

1i
 – 1. Даëее со-

ставëяеì уравнения äëя оøибок e
i
(t) = y

i
(t) – y

mi
(t),

форìируя ui(t) в виäе u
i
(t) = α

0i
ϑ
i
(t):

Q
mi

(P)e
i
(t) = k

0i
α

0i
ϑ
i
(t) + ϕ

i
(t), (22)

ϕ
i
(t) = u

i
(t) + y

i
(t) +

+ f
i
(t) + k

0i
τ
ij

y
j
(t) –

– Q
mi

(P)y
mi

(t) + v
i
(t).

Дëя кажäой ëокаëüной поäсистеìы береì сис-
теìу управëения, состоящуþ из вспоìоãатеëüноãо
контура

Q
mi

(P) (t) = β
0i
ϑ
i
(t), (23)

и набëþäатеëя произвоäных

(t) = Γ
0i
ξ
i
(t) + d

0i
(ς

i
(t) – (t)),  (t) = L

1
ξ
i
(t),

ϑ
i
(t) = ξ

i
(t),  i = 1, ..., π. (24)

Зäесü ς
i
(t) ∈ , Γ

0i
 = , d

0i
 = ,

÷исëа d
i1
, ...,  выбираþтся так, ÷тобы ìатриöы

Γ
i
 = Γ

0i
 + L

1
 быëи ãурвиöевы,  = [d

i1
, ...,

], μ
i
 > 0 — äостато÷но ìаëые веëи÷ины.

Дëя кажäой из поäсистеì (22)—(24) справеäëи-
во утвержäение 1, а äëя не реäуöированной ìоäеëи
объекта управëения (17) справеäëиво сëеäуþщее

Утверждение 3. Пусть выполнены условия пред-
положений и существует числа θ

0i
, такие, что ре-

шением матричных уравнений

H
i
F
i
 + H

i
 + 2θ

0i
H

i
G

i
H

i
 = – I

являются положительно определенные матрицы H
i
,

где G
i
 = b

i
. Тогда при θ

i
 < θ

0i

система управления, состоящая из устройств, реа-
лизующих формулы (23) и (24), обеспечивает выпол-
нение целевых условий (18) для модели объекта уп-
равления (17). ♦

Доказатеëüство поëностüþ анаëоãи÷но äоказа-
теëüству утвержäения 2, поэтоìу зäесü не приво-
äится.

Замечание. Утвержäение 3 справеäëиво, есëи во
второì из уравнений (17) в перекрестных связях
вìесто y

j
(t) буäут присутствоватü векторы x

j
(t), а

также в сëу÷ае, коãäа в первоì уравнении буäут

x· i

z
i

j 1= i j≠,

π

∑

z
i

z
i

z
i

j 1= i j≠,

π

∑ Fi
1–

Fi
1–

j 1= i j≠,

π

∑ Fi
1–

Fi
1–

x· i
j 1= i j≠,

π

∑ Cij

Fi
1–

Cij Fi
1–

j 1= i j≠,

π

∑

Cij

⎝
⎛ N1i P( )

Mi P( )
-----------------

N2i P( )
Mi P( )
-----------------

j 1= i j≠,

π

∑
Ri P( )Si P( )

Mi P( )
-----------------------------

Si P( )Ki P( )
Mi P( )

----------------------------- ⎠
⎞

k0iN1i P( )
Mi P( )

-------------------------

k0iN2i P( )
Mi P( )

-------------------------

k0iSi P( )Ki P( )
Mi P( )

------------------------------------

j 1= i j≠,

π

∑
Ri P( )Si P( )

Mi P( )
-----------------------------

ei

ξ· i ςi ςi

1
β0i

------- gmi
T

R
γ
i

1+ 0 I
γ
i

0 0

di1

μi

------- ...
diγ

i
1+

μi

γ
i

1+
--------------, ,

diγ
i

1+

di di

diγ
i

1+

Fi
T θ0i

μi

-------

Fi
1– α0i

β0i

------- gmi
T

Fi
1–
b
α0i

β0i

-------gmi
T

⎝ ⎠
⎛ ⎞T
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присутствоватü äопоëнитеëüные составëяþщие с
запазäываниеì x

i
(t – h

i
), x

j
(t – h

j
), ãäе h

i
, h

j
 — вре-

ìена запазäывания.

4. ÏÐÈÌÅÐÛ

Пример 1. Рассìотриì объект управëения, äи-
наìи÷еские проöессы в котороì описываþтся
уравненияìи

(25)

Кëасс неопреäеëенности Ξ заäан неравенства-
ìи: –4 m a

i
 m 4, i = 1, 2, 3, 1 m l

j
 m 4, j = 1, 2, | f | m 1.

Составëяеì реäуöированнуþ ìоäеëü объекта

Опреäеëиì из второй систеìы уравнений век-

тор  = [ , , ] и переìеннуþ σ:  = [0,25;

1,5; 2]u, σ = 0,25u. Поäставив зна÷ение σ в первуþ
систеìу уравнений, поëу÷иì

(26)

Возüìеì ÷исëо β
0
 = 10, u = α

0
ϑ и, приниìая во

вниìание, ÷то n
1
 = 3, m

1
 = 1, γ = 2, возüìеì вспо-

ìоãатеëüный контур (7), который описывается
уравнениеì

 + 3  + 2  = 10ϑ,  ς = e – . (27)

Уравнения набëþäатеëя произвоäных сиãнаëа ς
(10) иìеþт виä

 = ξ
2
 + (ς – ξ

1
),  =  + (ς – ξ

1
),

μ = 0,01. (28)

Тоãäа управëяþщее возäействие ϑ (9) форìиру-
ется в соответствии с форìуëой

ϑ = –0,1(2ξ
1
 + 3ξ

2
 + ),  u = α

0
ϑ. (29)

Систеìа управëения (27)—(29) обеспе÷ивает
выпоëнение öеëевоãо усëовия (2) äëя реäуöиро-
ванной ìоäеëи (26), есëи α

0
 l 2. С увеëи÷ениеì α

0

зна÷ение ÷исëа δ в усëовии (2) уìенüøается. Опре-
äеëиì веëи÷ину θ

0
 из усëовия (16), коãäа α

0
 = 2. Ре-

øая уравнение (16), поëу÷аеì, ÷то θ
0
 ∈ (0,0476; 0,05].

Как уже ãовориëосü, это ãрубая оöенка веëи÷ины θ
0
.

Факти÷еское зна÷ение θ
0
, поëу÷енное экспери-

ìентаëüныì путеì, равно 0,0695. В этоì сëу÷ае

x·1 x2,=

x·2 x3 f,+=

x·3 a1x1 a2x2 a3x3 σ f,+ + + +=

y l1x1 l2x2,+=⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

θz·1 6z1– z2,+=

θz·2 12z1– z3 u,+ +=

θz·3 8z1– 2u,+=

σ z1.=⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

x·1 x2,=

x·2 x3 f,+=

x·3 a1x1 a2x2 a3x3 σ f,+ + + +=

y l1x1 l2x2,+=⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

6z
1

– z
2

+ 0,=

12z
1

– z
3

u+ + 0,=

8z
1

– 2u+ 0,=

σ z
1
.=⎩

⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

z
T

z
1

z
2

z
3

z
T

x·1 x2,=

x·2 x3 f,+=

x·3 a1x1 a2x2 a3x3 0,25u f,+ + + +=

y l1x1 l2x2+= e, y ym.–=⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

e'' e' e e

ξ·
1

9
μ
--- ξ·

2

16

μ2
------

ξ·
2

y
m
(t)

1

0

–1
0 5 10 15

t, c

e(t)
0,06

0

–0,06
0 5 10 15

t, c

Рис. 1. Графики изменения эталонного сигнала и ошибки

pb0210.fm  Page 7  Friday, March 26, 2010  2:55 PM



ÀÍÀËÈÇ È ÑÈÍÒÅÇ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

8 CONTROL SCIENCES ¹ 2 • 2010

при θ < 0,0695, α
0
 = 2  систеìа управëения обес-

пе÷ивает выпоëнение öеëевоãо усëовия äëя ëþбых
зна÷ений параìетров из заäанноãо кëасса неопре-
äеëенности.

Провериì работоспособностü систеìы управëе-
ния (27)—(29) äëя ìоäеëи объекта управëения (25)
при сëеäуþщих зна÷ениях параìетров: a

1
 = a

3
 = 4,

a
2
 = –4, l

1
 = 3, l

2
 = 2. Моäеëü ìеäëенных состав-

ëяþщих при этих зна÷ениях коэффиöиентов не-
устой÷ива, и поëþса переäато÷ной функöии иìе-
þт зна÷ения 3,1304 и 0,4348j. Возìущаþщее воз-
äействие форìируется в соответствии с форìуëой
f = 0,5sin2t + 0,5sin1,3t. На÷аëüные усëовия нуëе-
вые, α

0
 = 4, веëи÷ина θ

0
 = 0,0695. На рис. 1 при-

веäены ãрафики этаëонноãо сиãнаëа и оøибки сëе-
жения, коãäа θ

0
 = 0,0435, а на рис. 2 — перехоäные

проöессы по оøибке.

Пример 2. Рассìотриì äвухсвязный объект уп-
равëения, ìатеìати÷еская ìоäеëü котороãо посëе
äекоìпозиöии иìеет виä:

(t) = A
i
x
i
(t) + B

i
σ
i
(t) + D

i
f
i
(t),  y

i
(t) = L

i
x
i
(t),

θ
i

(t) = F
i
z
i
(t) + C

ij
x
j
(t) + b

i
u
i
(t),

σ
i
(t) = q

i
z
i
(t),  i = 1,2.

Зäесü A
1
 = , A

2
 = , F

1
 = ,

F
2

= , B
1
= , B

2
= , D

1
= , D

2
= ,

C
12

 = , C
21

 = , b
1
 = ,  = [1 2],

e(t)

0,03

0

–0,03
0 5 10 15

t, c

e(t)
0,05

0

–0,05
0 5 10 15

t, c

a

б

Рис. 2. Переходные процессы по ошибке:
а — α

0
 = 10, θ

0
 = 0,021, θ = 0,02; б — α

0
 = 5, θ

0
 = 0,039, θ = 0,02

Рис. 3. Графики изменения эталонных сигналов

y
m1

(t)

0,8

0,4

0
0 5 10 15

t, c

y
m2

(t)

1

0

–1
0 5 10 15

t, c

x· i

z· i
j 1= i j≠,

2

∑

a1 1 0

a2 0 1

a3 0 0

a4 1

a5 0

6– 1 0

12– 0 1

8– 0 0

3– 1 0

3– 0 1

1– 0 0

0

b1

b2

0

b3

0

1

1

1

1

c11 c12

c21 c22

c31 c32

c23 0 0

c33 0 0

0

1

2

b2

T
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L
1
 = [1 0 0], L

2
 = [1 0], θ

1
 = 0,025, θ

2
 = 0,02. Кëасс

неопреäеëенности заäан неравенстваìи: –4 m a
i
 m 4,

i = 1, ..., 5, 1 m b
1
 m 4, 1 m b

2
, 1 m b

3
 m 3,

–10 m c
ij
m 10, i = 1, 2, j = 1, 2, 3, –5 m c

23
 m 5,

–5 m c
33

 m 5, | f
1
(t)| m 1, | f

2
(t)| m 1.

Сëеäуþщая систеìа управëения обеспе÷ивает

выпоëнение öеëевых усëовий (18) со зна÷ениеì

δ = 0,04:

 + 3  + 2  = 10ϑ
1
,  ς

1
 = e

1
 – ,

e
1
 = y

1
 – y

m1
,  u

1
 = 4ϑ

1
,

ϑ
1
 = –0,1(2ξ

11
 + 3ξ

12
 + ),

 = ξ
12

 + (ς
1
 – ς

11
),   =  + (ς

1
 – ξ

11
),

μ = 0,01,

 + 3  + 2  = 10ϑ
2
,  ς

2
 = e

2
 – ,

e
2
 = y

2
 – y

m2
,  u

2
 = 0,5ϑ

2
,

ϑ
2
 = –0,1(2ξ

21
 + 3ξ

22
 + ),

 = ξ
22

 + (ς
2
 – ς

21
),   =  + (ς

2
 – ξ

21
),

μ = 0,01.

На рис. 3 и 4 преäставëены резуëüтаты ìоäеëи-
рования систеìы при сëеäуþщих исхоäных äанных:
a

1
 = a

3
 = a

4
 = 4, a

2
 = a

5
 = –4, b

1
 = 3, b

2
 = b

3
 = 2,

c
ij
 = 10, i = 1, 2, j = 1, 2, 3, c

23
 = c

33
 = 3, f

1
(t) = sint,

f
2
(t) = sin1,3t, (0) = [1 1 1], (0) = [1 1], остаëü-

ные на÷аëüные усëовия нуëевые.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Реøена заäа÷а робастноãо управëения ëиней-
ныì äинаìи÷ескиì объектоì, ìатеìати÷еская ìо-
äеëü котороãо посëе äекоìпозиöии описывается
синãуëярно возìущенной систеìой äифференöи-
аëüных уравнений. Поëу÷ены оãрани÷ения на ìа-
ëый параìетр в уравнениях äëя быстрых составëя-
þщих, при которых систеìа остается синãуëярно
возìущенной äëя всеãо кëасса неопреäеëенности
коэффиöиентов äифференöиаëüных уравнений.
Отìетиì, ÷то оöенка äовоëüно ãрубая. Показано,
÷то преäëаãаеìый аëãоритì управëения позвоëяет
÷асти÷но коìпенсироватü внеøние и параìетри-
÷еские возìущения. Поëу÷енные резуëüтаты обоб-
щены äëя ìноãосвязных объектов и поëу÷ена äе-
öентраëизованная систеìа управëения.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  у т в е р ж ä е н и я  2. Запиøеì
уравнения (14) и (15) в виäе

(t) = A
m

ε(t) + b
1
Tη(t),  e(t) = L

1
ε(t),

θ
1
Δ (t) = FΔz(t) + θ

2
F

–1
b (Γ

0
ξ(t) + d

0
μγ

L
1
η(t)), (П.1)

(t) = Γη(t) – b
1
ςγ + 1(t),

ãäе θ = θ
1
 = θ

2
. Воспоëüзуеìся сëеäуþщиì утвержäе-

ниеì.

Лемма [6]. Если динамическая система описывается
уравнением

(t) = f(x, μ
1
, μ

2
),  x(t) ∈ Rn,  μ

1
 > 0, μ

2
 > 0, (П.2)

где f(x, μ
1
, μ

2
) — непрерывная функция, липшицева по x,

и при μ
2
 = 0 система (П.2) имеет ограниченную замкну-

тую область диссипативности

D
x
 = {x:F(x) m K}, (П.3)

e
1
(t)

1

0

–1
0 5 10 15

t, c

e
2
(t)

0 5 10 15

t, c

1

0

–1

Рис. 4. Переходные процессы в децентрализованной системе по
ошибкам
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где F(x) — непрерывная, кусочно-гладкая, положительно

определенная в Rn функция, такая, что при некоторых
ε > 0 и μ

0
 > 0 выполнено неравенство

 m –ε при F(x) = C,

тогда для всех достаточно малых μ
1
, μ

2
 m μ

0
 множест-

во (П.3) остается областью диссипативности системы
(П.1). ♦

В ка÷естве функöии F(x)  ìожно взятü функöиþ
Ляпунова

V = εT(t)Wε(t) + Δz
T(t)HΔz(t) + ηT(t)Λη(t). (П.4)

В сëу÷ае, коãäа ÷исëо θ
2
 = 0, второе из уравнений

(П.1) асиìптоти÷ески устой÷иво в сиëу ãурвиöевости

ìатриöы F. В этоì сëу÷ае составëяþщая qΔz(t)

оãрани÷ена. Тоãäа, в соответствии с утвержäениеì 1,
систеìа äиссипативна, и все переìенные в ней оãра-
ни÷ены. Сëеäоватеëüно, векторы ε(t), Δz(t), η(t) и их
произвоäные оãрани÷ены. Тоãäа оãрани÷ены векторы
ξ(t), ξ

0
(t) и z(t) вìесте со своиìи произвоäныìи и су-

ществуþт ÷исëа δ
1
 > 0, δ

2
 > 0 такие, ÷то |ξ(t)| < δ

1
,

|ςγ + 1(t)| < δ
2
. Сиãнаë ςγ + 1(t) явëяется посëеäней коì-

понентой вектора (t). Усëовия ëеììы выпоëнены.

Оäнако требуется опреäеëитü то зна÷ение ÷исëа θ
0
, при

котороì исхоäная систеìа буäет äиссипативной.
Пустü θ

1
 = θ

2
 = θ

0
 в уравнениях (П.1) такое, ÷то вы-

поëнено усëовие (16). Матриöы W, H и Λ в функöии
Ляпунова (П.4) опреäеëяþтся из уравнений:

WA
m
 + W = – I,

HF + FT
H + 2θ

0
HGH = – I,

G = F –1
b , (П.5)

ΛΓ + ΓTΛ = –2I – TT
W

T
Wb

1
T.

Вы÷исëиì поëнуþ произвоäнуþ функöии (П.4),
приниìая во вниìание уравнения (П.5):

 = – |ε(t)|2 + 2εT(t)Wb
1
Tη(t) – |Δz(t)|2 +

+ 2Δz
T(t)HF

–1
b (Γ

0
ξ(t) + d

0
μγ

L
1
η(t)) –

– ηT(t)TT
W

T
Wb

1
Tη(t) + d

0
μγ

L
1
η(t) –

– |η(t)| + 2ηT(t)Λb
1
ςγ + 1(t).

Воспоëüзуеìся оöенкаìи:

2εT(t)Wb
1
Tη(t) m |ε(t)|2 + ηT(t)TT

W
T
Wb

1
Tη(t),

2Δz
T(t)HF

–1
b (Γ

0
ξ(t) + d

0
μγ

L
1
η(t)) m Δz

T(t)GΔz(t) +

+ μδ
3
|ξ(t)|2 + μ2γ + 1δ

4
|η(t)|2 m Δz

T(t)GΔz(t) + μδ
3

 +

+ μ2γ + 1δ
4
|η(t)|2 + 2ηT(t)Λb

1
ςγ + 1(t) m |η(t)|2 + μδ

5
,

δ
3
 = | Γ

0
|,  δ

4
 = |d

0
|2,  δ

5
 = | ΛΛb

1
|.

Поäставив эти оöенки в форìуëу произвоäной от
функöии Ляпунова, поëу÷иì

 m – |ε(t)|2 – |Δz(t)|2 – |η(t)|2 +

+ μ(δ
3

 + δ
5

). (П.6)

Веëи÷ина μ зна÷итеëüно ìенüøе еäиниöы, поэтоìу

выбереì ÷исëо τ из усëовия τ = min , ,

, ãäе λ
max

(•)— ìаксиìаëüное собственное

÷исëо соответствуþщей ìатриöы. Тоãäа из форìуëы
(П.6)

 m – V + μ(δ
3

 + δ
5

).

Реøив äанное неравенство, поëу÷иì V m V(0)e–τt/μ +

+ (1 – e–τt/μ) , откуäа äëя фиксированно-

ãо зна÷ения t = T сëеäует оöенка веëи÷ины δ в öеëе-
воì усëовии (2) при выбранноì зна÷ении μ, которое
поëу÷ено при проектировании аëãоритìа управëения
по реäуöированной ìоäеëи:

δ2 m V m (V(0)e–τT/μ +

+ (1 – e
–τT/μ)μ2(δ

3
 + δ

5
)/τ.

Это äостато÷но ãрубая оöенка, но из нее виäно,
÷то уìенüøая веëи÷ину μ, ìожно поëу÷итü требуеìуþ
то÷ностü.
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