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Бипоëярный рост — неотъеìëеìый признак
жизнеäеятеëüности боëüøинства растений. Еãо
сущностü состоит в тоì, ÷то стебеëü растения уä-
ëиняется вверх, а коренü — вниз, уãëубëяясü в по÷-
ву. Бипоëярный рост обусëовëен, в первуþ о÷е-
реäü, увеëи÷ениеì ÷исëа кëеток бëаãоäаря разìно-
жениþ (проëифераöии) в спеöиаëüных кëето÷ных
структурах — апикаëüных ìеристеìах, распоëо-
женных в саìой верхуøке стебëя и в кон÷ике кор-
ня. В прироäе растения преäставëены оãроìныì
ìноãообразиеì жизненных форì, сиëüно разëи÷а-
þщихся по своиì ростовыì характеристикаì [1]:
÷исëу кëеток в кëето÷ных öепо÷ках от верхуøки
побеãа äо кон÷ика корня, соотноøениþ разìеров
побеãа и корня, скорости роста.

Установëено, ÷то äëя äеëения раститеëüных
кëеток необхоäиìо наëи÷ие äвух ãорìонов — аук-
сина и öитокинина [2]. Существенно, ÷то эти ãор-
ìоны синтезируþтся в основноì на поëþсах рас-
тения: ауксин — в кëето÷ных структурах верхуøки
стебëя, а öитокинин — в кëето÷ных структурах
кон÷ика корня. По транспортныì канаëаì расте-
ния ауксины переìещаþтся вниз, тоãäа как öито-
кинины — иì навстре÷у [3, 4]. До сих пор äо конöа
не выяснена роëü ãорìонаëüноãо противотока в
орãанизаöии ростовых проöессов. Экспериìен-
таëüно выäеëитü ауксино-öитокининовый проти-
вото÷ный контур и иссëеäоватü еãо функöии äëя
роста растения не преäставëяется возìожныì. Дëя

реøения поäобных заäа÷ ÷асто эффективныì ока-
зывается приìенение ìоäеëирования, т. е. постро-
ение разноãо роäа ìоäеëей, в тоì ÷исëе и ìатеìа-
ти÷еских, и рас÷еты на них [5—8]. Цеëüþ äанной
работы быëо созäание ìоäеëи проëиферативноãо
роста кëето÷ной структуры раститеëüноãо типа.
В резуëüтате преäëожена ìоäеëü, в которой биãор-
ìонаëüный реãуëяторный контур управëяет про-
ëиферативныì ростоì кëето÷ной структуры рас-
титеëüноãо типа.

1. ÈÑÕÎÄÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÐÎÑÒÀ
ÊËÅÒÎ×ÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

Преäпосыëки из обëасти физиоëоãии растений
и прообраз настоящей ìоäеëи быëи опубëикова-
ны ранее [9, 10], а затеì преäставëены и первые
резуëüтаты ìоäеëирования [11]. Преäëоженная в
этих работах ìоäеëü кëето÷ной структуры расти-
теëüноãо типа преäставëяет собой оäноìернуþ öе-
по÷ку иäенти÷ных кëеток (рис. 1), образуþщих
систеìу транспорта äвух ãорìонов-активаторов

Преäëожена ìоäеëü проëиферативноãо роста кëето÷ной структуры раститеëüноãо типа,

в которой управëение äеëениеì кëеток осуществëяется с поìощüþ äвух ãорìонов-акти-

ваторов. Разработан проãраììный коìпëекс äëя интерактивных рас÷етов на ìоäеëи.

Привеäены резуëüтаты ìоäеëирования.

Ключевые сëова ìоäеëü, управëение, проãраììный коìпëекс, кëетка, ãорìон, проëиферативный
рост.

Рис. 1. Исходная модель клеточной структуры

ïðàâëåíèå â ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõÓ
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кëето÷ных äеëений. Факти÷ески канаëаìи транс-
порта ãорìонов в ìоäеëи сëужат саìи кëетки.
Кажäая из m кëеток структуры, как указано на ри-
сунке, характеризуется конöентраöияìи ãорìо-
нов-активаторов: H

A
(i), H

C
(i), (i = 1,..., m), ãäе i —

ноìер кëетки, а m — ÷исëо кëеток в кëето÷ной
структуре. Стреëкаìи указано направëение транс-
порта ãорìонов. Прототипаìи ãорìонов-актива-
торов ìоäеëи у живых растений явëяþтся ауксины
и öитокинины. Горìоны в ìоäеëи произвоäятся в
конöевых кëетках (1-я и m-я кëетки). Поскоëüку в
прироäе направëенностü растений вертикаëüная,
усëовно буäеì с÷итатü, ÷то 1-я кëетка соответствует
верхней конöевой кëетке структуры, m-я кëетка —
нижней конöевой кëетке структуры. По анаëоãии
с растенияìи верхняя конöевая кëетка в ìоäеëи
синтезирует ãорìон A (от ëат. auxin), а нижняя
конöевая кëетка синтезирует ãорìон C (от ëат.
cytokinin). Горìон, синтезируеìый верхней конöе-
вой кëеткой, переìещается по структуре кëеток
вниз, а ãорìон, синтезируеìый нижней конöевой
кëеткой, — в обратноì направëении, по структу-
ре кëеток вверх. Кажäая кëетка структуры спо-
собна äеëитüся. Деëение происхоäит при усëо-
вии, ÷то конöентраöии кажäоãо из ãорìонов в
ней превыøаþт заäанные веëи÷ины, называеìые
пороãаìи ÷увствитеëüности: SL

A
(0 m SL

A
 m 1) и

SL
C
(0 m SL

A
 m 1):

H
A
(i) l SL

A
,

H
C
(i) l SL

C
. (1)

В проöессе транспорта коëи÷ество äоставëяе-
ìоãо из кëетки в кëетку ãорìона уìенüøается в
резуëüтате так называеìых транспортных потерü.
В реаëüности при÷ина потерü состоит в тоì, ÷то во
вреìя транспорта происхоäят проöессы ìетабоëи-
заöии ãорìона, иììобиëизаöии еãо на реöепторах,
разруøения поä вëияниеì внеøних факторов и äр.
[9]. Транспортные потери в ìоäеëи отражаþт пос-
тоянные коэффиöиенты K переäа÷и ãорìонов из
кëетки в кëетку: K

A
 (0 m K

A
 m 1) — äëя «верхнеãо»

и K
C
 (0 m K

C
 m 1) — äëя «нижнеãо» ãорìона. О÷е-

виäно, ÷то из-за потерü конöентраöия транспор-
тируеìоãо ãорìона в кëетках буäет уìенüøатüся
по ìере уäаëения от конöевой кëетки, синтезиру-
þщей ãорìон. В конöевых кëетках äоставëенные с
противопоëожноãо конöа кëето÷ной структуры
ãорìоны аккуìуëируþтся бëаãоäаря оäнонаправ-
ëенноìу активноìу переносу и невозìожности
äаëüнейøеãо переìещения [9—11]. Дëя конöевых
кëеток ÷ерез какое-то коне÷ное вреìя оба нера-
венства сиãнаëüноãо усëовия (1) буäут выпоëнены
бëаãоäаря синтезу оäноãо ãорìона и накопëениþ
второãо. Произойäет äеëение кëетки на äве. Это
привеäет к увеëи÷ениþ общеãо ÷исëа кëеток в ка-

наëе транспорта, и, соответственно, увеëи÷ениþ
потерü ãорìонов на пути из синтезируþщих кëе-
ток в противопоëожные конöевые.

Коëи÷ество ãорìона Q
m
, äоøеäøеãо от синте-

зируþщей äо противопоëожной конöевой m-й
кëетки, ìожно преäставитü в виäе m-ãо ÷ëена убы-

ваþщей ãеоìетри÷еской проãрессии: Q
m
 = Q

1
K

m–1,

ãäе Q
1
 — коëи÷ество ãорìона, переäаваеìоãо из

первой кëетки, синтезируþщей ãорìон, во вто-
руþ; K = K

A
 иëи K = K

C
. В конöевых кëетках про-

исхоäит не тоëüко аккуìуëяöия ãорìона, но и еãо
ìетабоëи÷еская инактиваöия. Эти потери в кон-
öевых кëетках ìоäеëи характеризуþтся посто-
янныì коэффиöиентоì M (0 m M m 1), который
опреäеëяется как отноøение äоëи ìетабоëи÷ес-
ких потерü ãорìона к конöентраöии ãорìона.
Есëи H

m
 — это коëи÷ество «противопоëþсноãо»

ãорìона в конöевой кëетке, то с у÷етоì распаäа
ãорìона изìенение конöентраöии ãорìона в кон-
öевой m-й кëетке запиøется сëеäуþщиì образоì:

ΔH
m
 = Q

1
K

m–1 – MH
m
. Из посëеäнеãо выражения

виäно, ÷то в проöессе роста кëето÷ной структуры,
т. е. при возрастании ÷исëа кëеток m, наступит ìо-
ìент, коãäа ΔH

m
 m 0. В этоì сëу÷ае конöентраöия

äоставëяеìоãо ãорìона в m-й кëетке перестает
расти и усëовие (1) становится невыпоëниìыì.
Это озна÷ает прекращение äеëения конöевых кëе-
ток и заверøение роста кëето÷ной структуры.

Преäставëеннуþ ìоäеëü ãорìонаëüной реãуëя-
öии äеëения кëеток назовеì ГР-ìоäеëüþ [11]. Та-
киì образоì, ГР-ìоäеëü воспроизвоäит ãорìо-
наëüно управëяеìый рост кëето÷ной структуры
путеì äеëения кëеток, ãëавныì образоì конöевых.
Этот рост опреäеëяется параìетраìи ãорìонаëü-
ной систеìы реãуëяöии. О÷евиäное äостоинство
ìоäеëи состоит в тоì, ÷то при внеøней простоте
и ìиниìуìе эффекторов (ãорìонов) она воспро-
извоäит основные характеристики проöесса бипо-
ëярноãо роста, свойственноãо растенияì.

2. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÐÎÑÒÀ ÊËÅÒÎ×ÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ
Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÀ ÃÎÐÌÎÍÎÂ

Рост растений путеì äеëения кëеток преäстав-
ëяет собой проöесс, происхоäящий и изìеняþ-
щийся во вреìени. Поэтоìу преäставëяется естес-
твенныì с поìощüþ исхоäной ìоäеëи оöенитü äи-
наìику этоãо проöесса. Дëя этоãо требуется, хотя
бы в первоì прибëижении, в раìках исхоäной ìо-
äеëи ìатеìати÷ески описатü изìенение во вреìе-
ни проöессов, происхоäящих в кëетках, — синтеза,
транспорта, утиëизаöии ãорìонов и äеëения кëе-
ток наäвое. Отìетиì, ÷то в äанной работе не рас-
сìатривается äинаìика проöесса äеëения кëеток.
Моäеëü тоëüко опреäеëяет усëовия, коãäа äеëение



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÌÅÄÈÊÎ-ÁÈÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

37ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 6 • 2009

кëетки возìожно (1), а затеì отражает коëи÷ест-
венные изìенения в структуре, произоøеäøие в
резуëüтате äеëения кëетки (появëение новой кëет-
ки и изìенение конöентраöии ãорìонов в поäе-
ëивøейся кëетке).

Дëя построения ìоäеëи быë приìенены ìето-
äы теории управëения [12—14]. Дëя исхоäной ìо-
äеëи проöессы синтеза, транспорта и инактиваöии
ãорìонов äëя внутренней и конöевой кëеток быëи
описаны с поìощüþ систеìы ëинейных äиффе-
ренöиаëüных уравнений, в которых независиìой
переìенной явëяется вреìя (сì. приëожение). За-
теì поëу÷енные систеìы уравнений быëи преä-
ставëены в виäе некотороãо ÷исëа станäартных
ãрафи÷еских эëеìентов (äинаìи÷еских звенüев),
связанных ìежäу собой. Такиì образоì, äëя внут-
ренней и конöевой кëеток ìоäеëи быëи созäаны
схеìы ìоäеëирования, отражаþщие äинаìику из-
ìенения конöентраöии ãорìонов. Затеì эти схеìы
быëи äопоëнены бëокаìи ìеханизìа äеëения. Да-
ëее из поëу÷енных схеì быëа составëена схеìа ìо-
äеëирования кëето÷ной структуры в öеëоì, ãäе
кëетки связаны ìежäу собой канаëаìи транспорта
ãорìонов A и C. Схеìа ìоäеëирования кëето÷ной
структуры отражает äинаìику изìенения кон-
öентраöии ãорìонов и проöесс роста кëето÷ной
структуры путеì äеëения кëеток. В соответствии
со схеìой ìоäеëирования быëа составëена систе-
ìа уравнений в коне÷ных разностях. На ее основе
поëу÷ены вы÷исëитеëüные форìуëы ìоäифиöи-
рованноãо ìетоäа Эйëера äëя рас÷етов на ìоäеëи.

2.1. Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ãîðìîíîâ
â êëåòêå

Дëя описания синтеза ãорìона в конöевых
кëетках оãрани÷иìся еäинственныì усëовиеì, как
и в исхоäной ìоäеëи: в ëþбой ìоìент вреìени в
конöевой синтезируþщей кëетке конöентраöия
ãорìона явëяется постоянной веëи÷иной, которая
усëовно приниìается равной еäиниöе (эта кон-
öентраöия ãорìона завеäоìо превыøает пороã ÷ув-
ствитеëüности SL). В аспекте изìенения во вре-
ìени рассìотриì проöессы транспорта и роста
кëето÷ной структуры. В естественных усëовиях су-
ществует нескоëüко путей транспорта ãорìонов из
синтезируþщих кëеток. Поскоëüку в äанноì сëу-
÷ае рассìатривается кëето÷ная структура, в кото-
рой ãорìоны переìещаþтся из кëетки в кëетку,
буäеì с÷итатü, ÷то в ìоäеëи äействует ìеханизì
поëярноãо транспорта, анаëоãи÷ный ìеханизìу
переìещения ауксина [7, 8, 15]. В этоì сëу÷ае äëя
провоäящих ãорìон внутренних кëеток ìожно оп-
реäеëитü вреìенной интерваë T, в те÷ение которо-
ãо поступивøий внутрü кëетки ãорìон äостиãнет
ее противопоëожной стенки и на÷нет вывоäитüся
наружу, переìещаясü в сëеäуþщуþ кëетку. В со-
ответствии с этиì äинаìику транспорта ãорìона

÷ерез внутреннþþ кëетку ìоäеëи ìожно преäста-
витü ëинейныì äифференöиаëüныì уравнениеì в
операторной форìе:

H
out

 = KH
in
/(1 + T

P
). (2)

Уравнениþ (2) соответствует схеìа ìоäеëиро-
вания, преäставëенная на рис. 2, а, ãäе H

in
 и H

out
 —

коëи÷ество äоставëяеìоãо в кëетку и коëи÷ество
вывоäиìоãо из нее ãорìона соответственно, T —
постоянная вреìени прохожäения ãорìона ÷ерез
кëетку, K < 1 — коэффиöиент транспортных по-
терü. Инерöионное звено отражает вреìенные
проöессы, происхоäящие при переìещении ãорìо-
на ÷ерез внутреннþþ кëетку структуры. In planta
анаëоãи÷ные проöессы вкëþ÷аþт в себя перенос
ауксина ÷ерез кëето÷нуþ ìеìбрану внутрü кëетки,
ионизаöиþ еãо ìоëекуë, их переìещение к ниж-
неìу у÷астку кëето÷ной ìеìбраны и вывоä ãорìо-
на из öитопëазìы с поìощüþ беëков-перенос÷и-
ков [7, 8, 15].

По анаëоãии с внутренниìи кëеткаìи ìожно
преäставитü äинаìику накопëения и распаäа ãор-
ìонов в конöевых кëетках:

H
sum

 = H
in
 – MH

out
,

H
ag
 = H

sum
/p,

H
out

 = H
ag

/(1 + T
p
). (3)

Этой систеìе уравнений соответствует схеìа
ìоäеëирования, преäставëенная на рис. 2, б. Ин-
теãрируþщее звено отражает аккуìуëяöиþ ãорìо-
на в кëетке H

ag
, а отриöатеëüная обратная связü с

постоянныì коэффиöиентоì переäа÷и M — поте-
ри ãорìона из-за еãо инактиваöии.

2.2. Ìåõàíèçì çàïóñêà êëåòî÷íîãî äåëåíèÿ

Запуск äеëения кëетки в ГР-ìоäеëи происхоäит
при выпоëнении сиãнаëüноãо усëовия (1). Схеìа-
ти÷ески еãо ìожно преäставитü с поìощüþ äвух
пороãовых эëеìентов ПЭ и эëеìента ëоãи÷ескоãо И
(рис. 3). На вхоäы пороãовых эëеìентов поäаþтся
сиãнаëы, пропорöионаëüные конöентраöияì ãор-
ìонов A и C в кëетке. Есëи конöентраöия ãорìона
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Рис. 2. Схемы моделирования:
а — транспорта ãорìона ÷ерез внутреннþþ кëетку; б — накоп-
ëения и инактиваöии ãорìона в конöевой кëетке



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÌÅÄÈÊÎ-ÁÈÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

38 CONTROL SCIENCES ¹ 6 • 2009

в кëетке уäовëетворяет сиãнаëüноìу усëовиþ, то
пороãовый эëеìент выäает сиãнаë ëоãи÷еской 1,
есëи — нет, то сиãнаë ëоãи÷ескоãо 0.

Как показаëи экспериìенты с кëеткаìи в куëü-
туре [16, 17], äеëения кëеток при заäанных кон-
öентраöиях ãорìонов преäставëяþт собой статис-
ти÷ески устой÷ивые события и характеризуþтся
отноøениеì ν = μ/n, ãäе μ — ÷исëо поäеëивøихся
кëеток, а n — общее ÷исëо кëеток с такиì же
соäержаниеì ãорìонов. Дëя вы÷исëитеëüных экс-
периìентов на ìоäеëи буäеì с÷итатü, ÷то веро-
ятностü P

F
 äеëения кëетки пропорöионаëüна ν,

боëее тоãо, приìеì P
F
 = μ/n. Тоãäа экспериìен-

таëüно поëу÷енные зависиìости отноøения ν от
конöентраöии ãорìонов (при фиксированной кон-
öентраöии оäноãо из них) ìожно трактоватü как
зависиìости виäа:

P
F
(H

A
) = P

F
(H

A
, H

C
) ,

P
F
(H

C
) = P

F
(H

A
, H

C
) . (4)

Зависиìости (4) иìеþт форìу кривых, бëизких
к «перевернутой» парабоëе, при÷еì äëя зна÷ений
H m H

1
 и H l H

2
, ãäе H

1
 и H

2
 — корни уравнения

парабоëы, P
F
(H

A
, H

C
) = 0. Строиì äëя ìоäеëи иäе-

аëизированнуþ пространственнуþ характеристику

P
F
(H

A
, H

C
) в виäе поверхности в коорäинатах X = H

A
,

Y = H
C
 и Z = P

F
. Испоëüзуеì соотноøения (4) в ка-

÷естве се÷ений этой поверхности пëоскостяìи,
параëëеëüныìи пëоскостяì X0Z и Y t0Z, совìестив
верøины парабоë. Дëя се÷ений:

1 – Z = ;  1 – Z = , (5)

ãäе H
A0

 и H
C0

 — коорäинаты X и Y верøин парабоë,

p и q — параìетры парабоë. Тоãäа зависиìостü ве-
роятности äеëения кëеток от конöентраöии ãор-
ìонов ìожно преäставитü с поìощüþ эëëипти-
÷ескоãо парабоëоиäа (рис. 4), äëя котороãо пара-
боëи÷еские зависиìости (5) явëяþтся се÷енияìи,
параëëеëüныìи пëоскостяì X0Z и Y0Z и прохоäя-
щиìи ÷ерез верøину парабоëоиäа {H

A0
, H

C0
, 1}.

Уравнение поверхности парабоëоиäа, у÷итывая,
÷то коорäината верøины парабоëоиäа P

F
 = 1,

ìожно преäставитü в виäе:

1 – P
F
 =  + . (6)

Дëя произвоëüной i-й кëетки ìоäеëи (i = 1, ..., m)
вероятностü запуска äеëения в äанный äискрет-
ный ìоìент ìоäеëüноãо вреìени P

F
(i) опреäеëит-

ся как то÷ка на поверхности парабоëоиäа, соот-
ветствуþщая конöентраöияì ãорìонов в кëетке:
P
F
(i) = P

F
(H

A
(i), H

C
(i)). Сиãнаëüное усëовие (1)

ìожно интерпретироватü как усëовие ненуëевой
вероятности äеëения кëетки, и выражение (6) поз-
воëяет вы÷исëитü эту вероятностü по конöентра-
öияì ãорìонов в кëетке. В итоãе, схеìу запуска äе-
ëения кëетки c у÷етоì вероятностноãо характера
кëето÷ных äеëений ìожно преäставитü в виäе, по-
казанноì на рис. 5. Из нее виäно, ÷то по зна÷ени-
яì вхоäных сиãнаëов H

A
 и H

C
 вы÷исëяется веро-

ятностü äеëения кëетки, которая затеì уìножается
на зна÷ение выхоäноãо сиãнаëа эëеìента ëоãи÷ес-
коãо И. Поэтоìу в ситуаöии, коãäа сиãнаëüное ус-
ëовие (1) не выпоëняется, вероятностü äеëения
кëетки буäет равна нуëþ.

Рис. 3. Схема сигнального условия (1)
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2.3. Ñõåìà ìîäåëèðîâàíèÿ äåëåíèÿ êëåòêè
ñ ó÷åòîì äèíàìèêè òðàíñïîðòà ãîðìîíîâ

Дëя поëу÷ения схеìы ìоäеëирования ãорìо-
наëüно управëяеìоãо äеëения кëетки с у÷етоì äи-
наìики транспорта необхоäиìо объеäинитü схеìы
транспорта ãорìонов (сì. рис. 2) со схеìой ìеха-
низìа запуска äеëения кëетки (сì. рис. 5). Поëу-
÷енные путеì такоãо объеäинения схеìы äëя внут-
ренней и конöевой кëеток преäставëены на рис. 6.
Виäно, ÷то ÷ерез кажäуþ кëетку структуры в про-
тивопоëожных направëениях транспортируþтся

äва ãорìона: A и C, при÷еì конöентраöии ãорìо-
нов сëужат вхоäныìи сиãнаëаìи äëя схеìы ìеха-
низìа запуска äеëения кëетки.

2.4. Ñõåìà ìîäåëèðîâàíèÿ ðîñòà
êëåòî÷íîé ñòðóêòóðû

äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Схеìа ìоäеëирования роста всей кëето÷ной
структуры с у÷етоì äинаìики транспорта ãорìо-
нов-активаторов кëето÷ных äеëений преäставëена
на рис. 7. В соответствии с этой схеìой быëа со-
ставëена систеìа уравнений, которая испоëüзова-
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ëасü в проãраììноì коìпëексе äëя вы÷исëений на
ìоäеëи (сì. Приëожение).

3. ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÉ ÊÎÌÏËÅÊÑ ÄËß ÐÀÁÎÒÛ
Ñ ÌÎÄÅËÜÞ

Дëя провеäения рас÷етов на ГР-ìоäеëи быë
разработан проãраììный коìпëекс на языке про-

ãраììирования C++. В еãо состав вхоäят:
— проãраììный ìоäуëü собственно ìатеìати-

÷еской ìоäеëи роста кëето÷ной структуры с воз-
ìожностüþ изìенения параìетров транспорта ãор-
ìонов и ìеханизìа äеëения кëеток;

— проãраììный ìоäуëü экранноãо интерфейса,
обеспе÷иваþщий интерактивнуþ работу при вы-
÷исëениях на ìоäеëи и функöии по сохранениþ
резуëüтатов работы.

Экранный интерфейс позвоëяет в интерактив-
ноì режиìе изìенятü параìетры ìоäеëи и ãрафи-
÷ески отображатü зависиìости показатеëей роста
кëето÷ной структуры от вреìени (изìенение во
вреìени ÷исëа кëеток, ãистоãраììы конöентра-
öии ãорìонов в кëетках и ëокаëизаöии зон кëето÷-
ных äеëений, т. е. распоëожение äеëящихся кëеток
в структуре).

Уравнения (2) и (3), отражаþщие транспорт
ãорìонов в ìоäеëи, быëи преобразованы в урав-
нения в коне÷ных разностях, позвоëивøие поëу-
÷итü вы÷исëитеëüные форìуëы ìоäифиöирован-

ноãо ìетоäа Эйëера, которые приìеняëисü в рас-
÷етах на ГР-ìоäеëи. При рас÷етах на ìоäеëи
кëето÷ная структура в на÷аëüноì состоянии (сì.
табëиöу) соäержит ÷етыре кëетки с заäанной кон-
öентраöией ãорìонов. Как указываëосü ранее,
конöентраöии ãорìонов, синтезируеìых в конöе-
вых кëетках, иìеþт постоянное зна÷ение, равное
еäиниöе, независиìо от вреìени и оттока в сосеä-
ние кëетки.

4. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Проãраììный коìпëекс позвоëиë иссëеäоватü
характер роста структуры раститеëüных кëеток на
ГР-ìоäеëи в зависиìости от параìетров ãорìо-
нов-активаторов: SL (пороã ÷увствитеëüности кëе-
ток к ãорìону), K (коэффиöиент переäа÷и ãорìона
в сосеäнþþ кëетку), M (коэффиöиент инакти-
ваöии ãорìона в конöевой кëетке). Графи÷еские
зависиìости (рис. 8—10) иëëþстрируþт эти ис-
сëеäования. Чтобы от÷етëивее выявитü зависи-
ìости характера роста кëето÷ной структуры от
пере÷исëенных параìетров, при ìоäеëировании
вероятностный эëеìент в ìеханизìе запуска äе-
ëения кëетки быë откëþ÷ен, и испоëüзоваëасü
тоëüко схеìа сиãнаëüноãо усëовия (сì. рис. 3). На
рис. 8—10 кривые 1 отражаþт рост «нижней» ÷асти
кëето÷ной структуры, кривые 2 — «верхней» ее
÷асти, а кривые 3 — общеãо ÷исëа кëеток. В ис-
хоäноì варианте ìоäеëи параìетры äëя ãорìонов
A и C оäинаковы: K

A
 = K

C
 = 0,9; SL

A
 = SL

C
 = 0,8,

M
A
 = M

C
 = 0. Дëя ГР-ìоäеëи с такиìи параìетра-

ìи реãуëяторный контур произвоäит сиììетри÷-
ный «орãанизì», äëя котороãо вна÷аëе характерен
бипоëярный рост с квазипостоянной скоростüþ, а
посëе äостижения «верхней» и «нижней» ÷астяìи
äëин, равных приìерно 50 кëеткаì сëеäует резкое
уìенüøение скорости роста (сì. рис. 8, А). Дëя
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сравнения, есëи первые 49 кëеток «верхней» и
«нижней» ÷астей структуры «вырастаþт» за 100 ус-
ëовных вреìенных еäиниö, то к ìоìенту вреìени
300 усë. еä. структура уäëиняется на 2 кëетки с каж-
äоãо конöа. Вëияние коэффиöиента K переäа÷и
ãорìона из кëетки в кëетку иëëþстрирует рис. 8, Б.
При увеëи÷ении зна÷ения K äо 0,95 характер роста
«растения» ка÷ественно не изìенится, но еãо раз-
ìеры за вреìя 300 усë. еä. вырастут äо 90 кëеток с
кажäой стороны, т. е. по÷ти вäвое. Уìенüøение
пороãов ÷увствитеëüности SL в 10 раз по сравне-
ниþ с первона÷аëüныìи зна÷енияìи (т. е. äесяти-
кратное повыøение ÷увствитеëüности к ãорìо-
наì) привоäит к увеëи÷ениþ коне÷ных разìеров
«орãанизìа» (äо 118-кëето÷ной öепо÷ки с кажäой
стороны) (сì. рис. 9, А).

В рассìотренных сëу÷аях параìетр M = 0, т. е.
инактиваöия ãорìонов в конöевых кëетках не у÷и-
тываëасü. Есëи же параìетр M поëу÷ает небоëüøое
поëожитеëüное зна÷ение, то «рост» виртуаëüноãо
растения резко заìеäëяется. Уже при M = 0,001

(остаëüные параìетры: SL = 0,8, K = 0,95 и T = 1)
рост сиëüно заìеäëяется, а затеì резко останавëи-
вается (сì. рис. 9, Б). Разìер такоãо «растения» по
сравнениþ с еãо анаëоãоì без инактиваöии ãорìо-
нов уìенüøается в три с ëиøниì раза.

При неоäинаковых зна÷ениях параìетров äëя
ãорìонов A и C образуþтся асиììетри÷ные расте-
ния с разëи÷ныìи ростовыìи характеристикаìи
«верхней» и «нижней» ÷астей. Наприìер, боëüøее
зна÷ение K äëя «верхнеãо» ãорìона A (0,95) по
сравнениþ с «нижниì» ãорìоноì C (0,9) привоäит
к быстрой и окон÷атеëüной остановке роста вер-
ней ÷асти («стебëя») всеãо по äостижении äëины в
35 кëеток, тоãäа как нижняя ÷астü («коренü») про-
äоëжает расти с постепенныì заìеäëениеì и äо-
стиãает к ìоìенту вреìени 300 усë. еä. äëины в
95 кëеток (рис. 10, А). При таких параìетрах «ãор-
ìонаëüной систеìы» разìер «корня» превыøает
разìер «побеãа» по÷ти в 3 раза. Есëи сохранитü
равенство коэффиöиентов K, но снизитü пороã
÷увствитеëüности äëя ãорìона A в 10 раз (при ос-
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Рис. 9. Влияние порога (SL) чувствительности и коэффициента (М ) инактивации гормонов в концевых клетках на рост клеточной струк-
туры

Рис. 10. Асимметричный рост при различающихся параметрах для гормонов A и C
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таëüных исхоäных параìетрах), то это снова приве-
äет к преобëаäаниþ роста «нижней» ÷асти структу-
ры по отноøениþ к «верхней», хотя и не в такой
степени: соотноøение составит 135 : 82, т. е. в этоì
сëу÷ае нижняя ÷астü боëее ÷еì в 1,5 раза äëиннее
верхней (сì. рис. 10, Б).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотренная ГР-ìоäеëü наãëяäно äеìонс-
трирует возìожности роста кëето÷ной структуры
путеì внутренней реãуëяöии, обусëовëенной äей-
ствиеì äвух ãорìонов-активаторов кëето÷ных äе-
ëений. В ìоäеëи управëение äеëениеì кëеток осу-
ществëяется сиãнаëüныìи ìоëекуëаìи ãорìонов
всеãо äвух типов. При этоì сиãнаëаìи, опреäеëя-
þщиìи запуск äеëения кëетки, сëужат конöентра-
öии ãорìонов-активаторов. В своþ о÷ереäü, кон-
öентраöии ãорìонов-активаторов в кëетке зависят
от параìетров синтеза и транспорта ãорìонов в
öеëостной структуре кëеток. Принöипиаëüно важ-
ная характеристика поëу÷енной ìоäеëи роста кëе-
то÷ной структуры состоит в ëокаëизаöии äеëя-
щихся кëеток в конöевых обëастях. Такая ëокаëи-
заöия в ìоäеëи не заäается a priori, она явëяется
сëеäствиеì особенностей ãорìонаëüной систеìы
реãуëяöии разìножения кëеток. Это иìеет пря-
ìуþ анаëоãиþ с назеìныìи растенияìи, естест-
венныìи прототипаìи ìоäеëи, у которых основ-
ные зоны äеëения кëеток распоëожены в верхуøке
стебëя и кон÷ике корня [2—4, 9, 10], т. е. в зонах
синтеза ауксинов и öитокининов.

Моäеëü показывает, ÷то небоëüøие разëи÷ия
параìетров äëя ãорìонов A и C ìоãут привоäитü к
существенной разниöе в äинаìике роста и соотно-
øении верхней и нижней ÷астей кëето÷ной струк-
туры. Анаëоãии этоìу во ìножестве существуþт в
раститеëüноì ìире, ãäе растения ìеняþт соотно-
øение наäзеìной и поäзеìной ÷астей в зависи-
ìости от усëовий произрастания. Моäеëü аäекват-
но воспроизвоäит все основные особенности роста
öеëостноãо растения. Это позвоëяет рассìатри-
ватü ГР-ìоäеëü в ка÷естве первой, хотя и преäеëü-
но упрощенной, ìоäеëи веãетативноãо роста ìно-
ãокëето÷ноãо назеìноãо растения, управëяеìоãо
ãраäиентаìи энäоãенных фитоãорìонов. Уже сей-
÷ас на ка÷ественноì уровне коìпüþтерная ìоäеëü
способна äеëатü оöенки вëияния тоãо иëи иноãо
параìетра транспорта и (иëи) восприятия ãорìо-
нов (÷то эквиваëентно ãенной ìутаöии) на фено-
тип растения. Такие проãнозы важны äëя сеëекöи-
онеров и аãротехников, так как преäсказываþт ве-
роятные фенотипи÷еские эффекты при изìенении
конкретных характеристик систеì ãорìонаëüной
реãуëяöии растений.

В äаëüнейøеì преäставëяется öеëесообразныì
оöенитü возìожности приìенения проãраììноãо
коìпëекса äëя проãнозирования теìпов роста от-
äеëüных виäов поëезных растений на основе ре-
аëüных äанных, в ÷астности, хвойных пороä äере-
вüев [18].

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Преäставëенная в äанной работе ìоäеëü рассìатри-
вается как ëинейная стаöионарная äинаìи÷еская сис-
теìа, уравнение состояния которой иìеет виä:

(t) = Ax(t) + Bu(t), (П1)

x(t) ∈ �n;  u(t) ∈ �p;  (t) = ;

ãäе x(t) — вектор состояния; u(t) — вектор управëения;
A = ||a

ij
|| (i = 1, ..., n; j = 1, ..., n) — ìатриöа систеìы;

B = ||b
ij
|| (i = 1, ..., p; j = 1, ..., n) — ìатриöа управëения.

Внеøнее управëение u(t) на ìоäеëи не рассìатрива-
ëосü: u(t) = 0, потоìу ÷то управëятü проëиферативныì
ростоì растения ìожно ëибо путеì изìенения на-
сëеäственности, ëибо путеì возäействия ãорìонаëüны-
ìи препаратаìи. И то, и äруãое — преäìет отäеëüных
иссëеäований. Рассìатриваеìая ìоäеëü описывает ëиøü
внутренние проöессы, происхоäящие в кëетках струк-
туры и обусëовëиваþщие äеëение кëеток. В вы÷исëе-
ниях на ìоäеëи иссëеäоваëосü вëияние параìетров на
проëиферативный рост кëето÷ной структуры. В резуëü-
тате уравнение состояния систеìы записывается в ви-

äе: (t) = A(λ)x(t), ãäе вектор параìетров λ = {λ
1
, λ

2
, λ

3
,

λ
4
, λ

5
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C
, λ
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В проäоëжение развития исхоäной ìоäеëи (сì. рис. 1)
кëето÷нуþ структуру ìожно описатü с поìощüþ коì-
партìентаëüной ìоäеëи [14] (рис. П1), в которой каж-
äая из m кëеток состоит из коìпартìентов. Кажäая из
внутренних кëеток соäержит äва коìпартìента, а каж-
äая конöевая — три (сì. рис. П1). Коìпартìенты ха-
рактеризуется конöентраöияìи ãорìонов-активаторов:
H

A
(i), i = 1, ..., m + 1; и H

C
(i), i = m + 2, ..., 2m + 2; ãäе

i — ноìер коìпартìента, а m — ÷исëо кëеток в кëето÷-
ной структуре. При этоì вектор состояния систеìы
(П1) ìожно рассìатриватü как суììу äвух векторов:

x(t) = xA(t) + xC(t), ãäе xA(t) и xC(t) — векторы конöент-

раöии ãорìонов A и C в коìпартìентах xA(t) = (x
1
(t), ...,

x
m + 1

(t), 0, ..., 0) и xC(t) = (0, ..., 0, x
m + 2

(t), ..., x
n
(t)).

x
·

x
· dx t( )

dt
-------------

x
·

Рис. П1. Компартментальная модель клеточной структуры
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Разìерностü вектора состояния n = 2(m + 1), ãäе n —
÷исëо коìпартìентов ìоäеëи, m — ÷исëо кëеток струк-
туры.

Покоорäинатно ìоäеëü описывается с поìощüþ
систеìы ëинейных äифференöиаëüных уравнений с
постоянныìи коэффиöиентаìи. В ìоäеëи выäеëены
äва типа коìпартìентов: коìпартìенты внутренних
кëеток и коìпартìенты конöевых кëеток. Через коì-
партìенты внутренних кëеток происхоäит транспорт
ãорìонов. Дëя ãорìона A:

 = a
ii–1

x
i–1

 + a
ii
x
i
, ãäе i = 2, ..., m – 1. (П2)

Дëя ãорìона С:

 = a
ii
x
i
 + a

ii+1
x
i+1

, ãäе i = m + 4, ..., n – 1. (П3)

В коìпартìентах конöевых кëеток происхоäит син-
тез оäноãо ãорìона, а также накопëение и распаä äру-
ãоãо. Буäеì с÷итатü, ÷то ãорìоны синтезируþтся не-
прерывно и скоростü синтеза такова, ÷то транспорт
ãорìона из синтезируþщеãо коìпартìента кëетки не
вызывает изìенения конöентраöии ãорìона в синте-
зируþщеì коìпартìенте. Это озна÷ает, ÷то конöент-
раöия синтезируеìых ãорìонов в синтезируþщих
коìпартìентах кëеток постоянна и усëовно равна
еäиниöе: x

1
(t) = x

1
(0) = const = 1 (äëя ãорìона A) и

x
n
(t) = x

n
(0) = const = 1 (äëя ãорìона C). В нижней

конöевой кëетке происхоäит накопëение и инактива-
öия ãорìона ãорìона A:

 = a
mm–1

x
m–1

 + a
mm

x
m
 + a

mm+1
x
m+1

,

 = a
m+1m

x
m
. (П4)

В верхней конöевой кëетке происхоäит накопëение
и инактиваöия ãорìона С:

 = a
m+2 m+3

x
m+3

,

 = a
m+3 m+2

x
m+2

 + a
m+3 m+3

x
m+3

 +

+ a
m+3 m+4

x
m+4

, (П5)

При вы÷исëениях на ìоäеëи в на÷аëüноì состоя-
нии структура соäержит ÷етыре кëетки — верхнþþ
конöевуþ, äве внутренних и нижнþþ конöевуþ. Дëя
этоãо сëу÷ая на основании выражений (П2)—(П5) сис-
теìа уравнений äинаìи÷еской систеìы в форìе Коøи
иìеет сëеäуþщий виä:

 = 0,

 = a
21

x
1
 + a

22
x

2
,

 = a
32

x
2
 + a

33
x

3
,

 = a
43

x
3
 + a

44
x

4
 + a

45
x

5
,

 = a
54

x
4
,

 = a
67

x
7
,

 = a
76

x
6
 + a

77
x

7
 + a

78
x

8
,

 = a
88

x
8
 + a

89
x

9
,

 = a
99

x
9
 + a

910
x

10
,

 = 0.

На÷аëüные усëовия: x
1
 = 1; x

2
 = x

3
 = x

4
 = x

5
 = x

6
 =

= x
7
 = x

8
 = x

9
 = 0; x
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 = 1.
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