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При провеäении экспертизы, в которой у÷аст-
вуþт эксперты, заинтересованные в ее резуëüтате,
актуаëüна пробëеìа ìанипуëирования сообщае-
ìой инфорìаöией с их стороны. В этоì проявëя-
ется так называеìое «оппортунисти÷еское» пове-
äение экспертов — äействия в собственных инте-
ресах вопреки интересаì всей систеìы в öеëоì.
Механизìы экспертизы с у÷астиеì заинтересо-
ванных экспертов поëу÷иëи название ìеханизìов
активной экспертизы [1, 2], которые также ìожно
рассìатриватü как ìеханизìы коëëективноãо вы-
бора [3] с совпаäаþщиìи непрерывныìи ìножес-
тваìи äопустиìых аëüтернатив и резуëüтатов вы-
бора (поэтоìу, в раìках äанной статüи, понятия
«резуëüтат экспертизы» и «резуëüтат выбора» с÷и-
таþтся эквиваëентныìи). Механизìы активной
экспертизы (правиëа аãреãирования сообщений
экспертов о своих функöиях преäпо÷тения), в ко-
торых все эксперты преäпо÷итаþт сообщатü исти-
ну, называþтся неìанипуëируеìыìи ìеханизìа-
ìи активной экспертизы [1, 2]. В работе [4] быë
преäëожен конструктивный ìеханизì построения
ìноãокритериаëüных ìеханизìов на основе так
называеìых обобщенных медианных схем [3, 5, 6]
äëя сëу÷ая, коãäа ìножество äопустиìых резуëü-
татов экспертизы (иëи ìножество äопустиìых
аëüтернатив в терìиноëоãии теории коëëективно-
ãо выбора [3, 5, 6]) явëяется ìноãоìерныì пряìо-
уãоëüникоì — äекартовыì произвеäениеì ìно-

жеств äопустиìых зна÷ений кажäоãо из критериев.
Быëо äоказано, ÷то äëя ìножества äопустиìых
аëüтернатив, преäставиìоãо в виäе ìноãоìерноãо
коìпакта, ëþбой неìанипуëируеìый ìеханизì
коëëективноãо выбора также преäставиì в виäе
обобщенной ìеäианной схеìы, при усëовии, ÷то
äанная схеìа уäовëетворяет особоìу усëовиþ на
äанноì ìножестве — свойству пересечения [6].
Данное свойство ãарантирует, ÷то, есëи все сооб-
щения у÷астников выбора (экспертов в наøеì по-
ниìании) принаäëежат ìножеству äопустиìых
аëüтернатив, то резуëüтат выбора в соответствии
с приìеняеìыì неìанипуëируеìыì ìеханизìоì
также буäет принаäëежатü этоìу ìножеству. Оäна-
ко, как отìе÷аëосü [4], проверка äанноãо свойства
äостато÷но труäоеìка и осуществëяется äëя коì-
бинаöии «проверяеìый неìанипуëируеìый ìеха-
низì выбора — иссëеäуеìое ìножество äопусти-
ìых аëüтернатив». В раìках äанной статüи иссëе-
äуþтся свойства обобщенных ìеäианных схеì,
позвоëяþщие уìенüøитü труäоеìкостü проверки
свойства пересе÷ения. Преäëаãается аëãоритì, поз-
воëяþщий äëя произвоëüной обобщенной ìеäи-
анной схеìы опреäеëитü — äëя каких ìножеств
äопустиìых аëüтернатив эта схеìа обëаäает свойс-
твоì пересе÷ения, а äëя каких нет. Данный поäхоä
актуаëен в тоì сìысëе, ÷то позвоëяет орãанизато-
ру экспертизы зафиксироватü устраиваþщий еãо
неìанипуëируеìый ìеханизì ìноãокритериаëü-
ной активной экспертизы и проверятü, при каких
усëовиях на äопустиìые сообщения экспертов
этот ìеханизì ìожно буäет приìенятü.

Иссëеäованы свойства неìанипуëируеìых ìеханизìов ìноãокритериаëüной эксперти-
зы, преäставиìых в виäе обобщенных ìеäианных схеì, позвоëяþщих уìенüøитü труäо-
еìкостü проверки «свойства пересе÷ения» — усëовия, необхоäиìоãо и äостато÷ноãо äëя
тоãо, ÷тобы резуëüтаты экспертизы принаäëежаëи ìножеству äопустиìых резуëüтатов.
Преäëожен аëãоритì, позвоëяþщий äëя произвоëüной обобщенной ìеäианной схеìы
опреäеëитü — äëя каких ìножеств äопустиìых резуëüтатов экспертизы эта схеìа уäов-
ëетворяет свойству пересе÷ения.

Ключевые слова: активная экспертиза, коëëективный выбор, неìанипуëируеìый ìеханизì, обоб-
щенная ìеäианная схеìа.
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1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß

È ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Опреäеëиì необхоäиìые основные понятия.
В развернутой форìе все эти понятия äаны в ра-
боте [4], поэтоìу зäесü они буäут изëожены крат-
ко, без поäробных коììентариев.

Пустü заäаны ìножество критериев, по кото-
рыì произвоäится экспертиза M = {1, ..., m}, ìно-

жество äопустиìых аëüтернатив A ∈ ℜm, явëяþще-
еся коìпактныì и ìножество аãентов (избирате-
ëей иëи экспертов) N = {1, ..., n}. На основании
сообщений аãентов о наибоëее преäпо÷титеëüных
с их то÷ек зрения аëüтернативах äоëжна бытü вы-
брана оäна — как резуëüтат коëëективноãо выбора,
поëу÷аеìый с поìощüþ некоторой функöии коë-

ëективноãо выбора f(•): An → A. В раìках äанной
статüи буäет преäпоëаãатüся, ÷то ìножество A вы-
пукëо, хотя ÷астü опреäеëений и резуëüтатов буäет
обсужäатüся и äëя сëу÷ая невыпукëых ìножеств
äопустиìых аëüтернатив. Преäпо÷тения аãентов
наä ìножествоì аëüтернатив описывается ìноãо-
ìерно оäнопиковыìи функöияìи преäпо÷тения

[6] ui(•): ℜm → ℜ, i ∈ N:

— существует еäинственная аëüтернатива τi =

= arg u
i(y) — то÷ка «пика» аãента i, ∀i ∈ N τi ∈ A;

— ∀z, z' ∈ ℜm,

[z' ∈ ({z, τi}), z' ≠ z] ⇒ [ui(z' ) > u(z)],

ãäе ({z, τi}) — ìиниìаëüный m-ìерный пряìо-

уãоëüник, соäержащий аëüтернативы z и τi, опре-
äеëяеìый сëеäуþщиì образоì. Дëя произвоëüно-

ãо ìножества A ⊆ ℜmобозна÷иì ÷ерез A
k
 проекöиþ

äанноãо ìножества на коорäинатнуþ осü k ∈ M,
т. е. A

k
 = Proj

k
(A). Нижнþþ и верхнþþ ãраниöы

ìножества A
k
 обозна÷иì min A

k
 и max A

k
 соответ-

ственно. Тоãäа ìиниìаëüный m-ìерный пряìо-

уãоëüник, соäержащий ìножество A ⊆ ℜm, опреäе-
ëяется как

(A) = [minA
k
, maxA

k
].

Буäеì называтü äопустиìыìи аëüтернативы

z ∈ A, а неäопустиìыìи — z ∈ (A)\A.
Даëее ре÷ü буäет вестисü о заäа÷е построения

такой неìанипуëируеìой функöии коëëективноãо

выбора1 f(•), при которой аãенты заинтересованы

в сообщении истинноãо зна÷ения своих то÷ек пи-
ков. В работах [3, 5, 6] äоказано, ÷то такие функ-
öии неìанипуëируеìы тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа
они преäставиìы в виäе обобщенных ìеäианных

схеì2. Даëее привоäятся основные понятия, необ-
хоäиìые äëя äанноãо преäставëения.

Дëя описания ìеäианных схеì испоëüзуется
понятие систеì правых и ëевых коаëиöий, изна-
÷аëüно опреäеëяеìое на оäноìерноì пространстве
аëüтернатив.

Определение 1 [6]. Систеìа правых (ëевых)3 ко-
аëиöий W опреäеëяет äëя кажäой аëüтернативы

z ∈ [d, D] ⊂ ℜ1 набор коаëиöий аãентов W(z) в со-
ответствии со сëеäуþщиìи требованияìи:

— принöип суверенитета: ∀z ∈ (d, D] ([d, D)),

W(z) ≠ ¾, ¾ ∉ W(z) и W(d) = 2N\¾ (W(D) = 2N\¾);
— ìонотонностü коаëиöий: есëи S ∈ W(z) и

S ⊂ S', то S' ∈ W(z);
— ìонотонностü резуëüтата: есëи z' < (>)z и

S ∈ W(z), то S ∈ W(z' );
— поëунепрерывностü сверху: ∀S ⊆ N, ∀z ∈ [d, D]

и äëя ëþбой посëеäоватеëüности {z t} ⊆ [d, D] такой,

÷то z
t = z, верно [∀t, S ∈ W(z t)] ⇒ [S ∈ W(z)]. �

Иныìи сëоваìи, ввоäится функöия W(•):

[d, D] → 2N\¾, ставящая в соответствие кажäой
аëüтернативе z ∈ [d, D] некоторое поäìножество

ìножества всех непустых коаëиöий аãентов 2N\¾.
В сëу÷ае ìноãокритериаëüноãо выбора, äëя ìи-
ниìаëüноãо ìноãоìерноãо пряìоуãоëüника, со-
äержащеãо ìножество äопустиìых аëüтернатив A,

(A) = A
k
 ìожно опреäеëитü сеìейство систеì

правых коаëиöий R — набор , ãäе R
k
 яв-

ëяется систеìой правых коаëиöий. Анаëоãи÷ныì
образоì ìожно опреäеëитü сеìейство систеì ëе-

вых коаëиöий L — набор .

Испоëüзуя äанные понятия, ввоäится сëеäуþ-
щее форìаëüное опреäеëение обобщенной ìеäи-
анной схеìы.

Определение 2 [6]. Пустü заäано ìножество äо-
пустиìых резуëüтатов выбора A и сеìейство сис-
теì правых R (ëевых L) коаëиöий на ìножестве

(A). Тоãäа обобщенная ìеäианная схеìа x = h(τ)4,

1
 В раìках äанной статüи понятия «ìеханизì активной эк-

спертизы», «ìеханизì коëëективноãо выбора» «функöия коë-
ëективноãо выбора» с÷итаþтся эквиваëентныìи.

max
y A∈

B

)

B

)

B

)

k M∈

∏

B

)

2
 Поэтоìу, в раìках äанной статüи, понятия «пряìой не-

ìанипуëируеìый ìеханизì активной экспертизы» и «обоб-
щенная ìеäианная схеìа» с÷итаþтся эквиваëентныìи.

3 В äанноì опреäеëении в скобках иäет записü соответству-
þщеãо усëовия äëя ëевой систеìы коаëиöий.

4 Поäразуìевается, ÷то аãенты сообщаþт свои наиëу÷øие
аëüтернативы (то÷ки пика).

t ∞→

lim

B

)

k 1=

m

∏

Rk{ }
k 1=
m

Lk{ }
k 1=
m

B

)
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порожäенная совокупностüþ (A, R) (соответствен-
но (A, L)), опреäеëяется сëеäуþщиì образоì:

h
k
(τ

k
) = max{z

k
 ∈ A

k
|{i ∈ N |  l z

k
} ∈ R

k
(z

k
)},

(h
k
(τ

k
) = min{z

k
 ∈ A

k
|{i ∈ N |  m z

k
} ∈ L

k
(z

k
)})

äëя ∀τ ∈ An и ∀k ∈ M. �
Иныìи сëоваìи, в ка÷естве резуëüтата экспер-

тизы по кажäоìу критериþ выбирается ìакси-
ìаëüная (ìиниìаëüная) проекöия аëüтернативы
z
k
 ∈ A

k
, äëя которой ìножество экспертов, ÷üи то÷-

ки пика ëежат справа (сëева) от äанной проекöии,
уäовëетворяет требованияì выбранной систеìы
правых (ëевых) коаëиöий по äанноìу критериþ
äëя äанной проекöии аëüтернативы.

Связü ìежäу систеìаìи ëевых и правых коаëи-
öий, порожäаþщиìи оäну и ту же ìеäианнуþ схе-
ìу (äëя оäноãо критерия), опреäеëяëасü сëеäуþ-
щиì образоì [6]:

L*(z) = {S ∈ 2N|∀z' > z, ∀S' ∈ R(z' ), S ∩ S' ≠ ¾}.

Проиëëþстрируеì ввеäенные опреäеëения.
Пример 1. Рассìотриì ìеханизì активной экспер-

тизы, усреäняþщий сообщения аãентов по кажäоìу
критериþ:

x = f(s): ∀k ∈ M, x
j
 = . (1)

Данный ìеханизì ìанипуëируеì. Есëи аãенты со-
общаþт ÷естно зна÷ения своих то÷ек пика, то резуëü-
татоì выбора буäет

x(τ): ∀j ∈ M, x
j
(τ

j
) = ,

ãäе  — наиëу÷øее зна÷ение критерия k äëя аãента i
(иëи наиëу÷øая аëüтернатива по äанноìу критериþ), а

выиãрыø кажäоãо аãента буäет ui(x(τ)), i ∈ N.

Лþбоìу аãенту i ∈ N, äëя котороãо x(τi, s–i) ≠ τi при

ëþбоì наборе сообщений остаëüных аãентов s–i, буäет
выãоäно исказитü свое сообщение. Есëи резуëüтат выбо-
ра по какоìу-ëибо критериþ k ∈ M буäет ìенüøе, ÷еì
зна÷ение наиëу÷øей аëüтернативы аãента по äанноìу

критериþ, т. е. x
k
( , ) < , то сообщение искажен-

ноãо зна÷ения своей наиëу÷øей аëüтернативы > 

увеëи÷ит зна÷ение x
k
, прибëизив еãо к , теì саìыì

уëу÷øив выиãрыø аãента ui(x(si, s–i)) l ui(x(τi, s–i)). Ана-
ëоãи÷но, äëя кажäоãо критерия k ∈ M, такоãо ÷то

x
k
( , ) > , сообщение  < , уìенüøит зна÷е-

ние x
k
(τ

k
), теì саìыì увеëи÷ив выиãрыø аãента.

Оäнако, проанаëизировав поäобныì образоì пове-
äение аãента, ìожно опреäеëитü равновесные по Нэøу
сообщения s*(τ) при заäанноì профиëе (наборе) τ то-

÷ек пика аãентов. Механизì h(τ) = f(s*(τ)), ∀τ ∈ An на-
зывается соответствуþщиì f(s) пряìыì ìеханизìоì.
Есëи ìеханизì h(τ)неìанипуëируеìый, то он называ-
ется эквиваëентныì f(s) [1, 2].

В работе [4] быëо показано, ÷то сеìейства систеì
правых и ëевых коаëиöий, порожäаþщих пряìой ìеха-
низì, эквиваëентный ìеханизìу f(s) и опреäеëяеìый
выражениеì (1), иìеþт сëеäуþщий виä:

R
k
(z

k
) = S ⊂ N |#S = r l n ,

∀z
k
 ∈ (minA

k
, maxA

k
],

R
k
(minA

k
) = 2N\¾, ∀k ∈ M,

(z
k
) = S ⊂ N |#S = l m n ,

∀z
k
 ∈ [minA

k
, maxA

k
),

(maxA
k
) = 2N\¾, ∀k ∈ M.

Сиìвоë # обозна÷ает ìощностü ìножества.
На рис. 1 преäставëен äанный пряìой неìанипу-

ëируеìый ìеханизì äëя сëу÷ая äвух критериев и трех
экспертов. В ка÷естве ìножества äопустиìых резуëü-
татов выбора рассìатривается «бþäжетное оãрани÷е-

ние» A = {x ∈ ℜ2|x
1
 + x

2
 m 1, x

1
, x

2
 l 0}. Дëя äанноãо

ìножества äопустиìых аëüтернатив (A) = [0, 1]2.
Сиìвоëаìи r

k
 и l

k
, k = {1, 2} обозна÷ено ÷исëо у÷аст-

ников коаëиöии, необхоäиìое äëя уäовëетворения тре-
бований систеìы правых и ëевых коаëиöий по крите-
риþ k ∈ {1, 2}. То÷ки пиков аãентов отìе÷ены беëыìи
кружкаìи. Пунктирныìи ëинияìи обозна÷ены проек-
öии то÷ек пиков трех аãентов на кажäый из критериев.
Штриховыìи — изìенение требований к коаëиöияì
по кажäоìу из критериев. В первона÷аëüноì варианте
форìуëировки обобщенных ìеäианных схеì, преäëо-
женной Э. Муëеноì [3] — то÷ки пика «фантоìных»
аãентов äëя опреäеëения резуëüтатов выбора по кажäо-
ìу из критериев. В ка÷естве резуëüтата выбора по каж-
äоìу критериþ берется ìеäиана проекöий то÷ек пика
реаëüных и фантоìных аãентов. Резуëüтат выбора от-
ìе÷ен ÷ерныì кружкоì.

Дëя пряìоãо ìеханизìа, эквиваëентноãо ìеханиз-
ìу (1), резуëüтат выбора на ìножестве A опреäеëяется
сëеäуþщиì образоì [4]:

h
k
(τ

k
) = max{z

k
 ∈ [0, 1]|#{i ∈ N |  l z

k
} l nz

k
},

k ∈ {1, 2}. (2)

Из рис. 1 виäно, ÷то резуëüтат выбора по крите-
риþ 1 h

1
 равен 1/3, ÷то пропорöионаëüно äоëе аãен-

τk
i

τk
i

1
n
---

i 1=

n

∑ sk
i

1
n
---

i 1=

n

∑ τj
i

τk
i

τk
i

sk
i– τk

i

sk
i τk

i

τk
i

τk
i
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i– τk

i
sk
i τk
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⎩
⎨
⎧ zk minAk–
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Lk
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⎨
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⎬
⎫
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*
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Рис. 1. Обобщенная медианная схема

τk
i
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тов (оäин из трех), зна÷ение проекöий то÷ек пика ко-
торых не ìенüøе h

1
. Анаëоãи÷но по второìу критериþ

h
2
 = 2/3. �

В хоäе äаëüнейøеãо изëожения терìин «пра-
вые» иëи «ëевые коаëиöии» заìениì на выбираю-
щие коалиции, уто÷няя, ãäе необхоäиìо, о каких
иìенно коаëиöиях буäет иäти ре÷ü.

Обобщенные ìеäианные схеìы опреäеëяþтся

на ìножестве (A), т. е. на m-ìерноì пряìоуãоëü-
нике. Поэтоìу ëþбой пряìой неìанипуëируеìый
ìеханизì коëëективноãо выбора, опреäеëенный в
терìинах семейства систем выбирающих коалиций
(ССВК) äëя произвоëüноãо m-ìерноãо пряìо-
уãоëüника B, останется таковыì äëя ëþбоãо ìно-
жества äопустиìых резуëüтатов выбора A, такоãо

÷то (A) = B. Дëя проверки реаëизуеìости пряìо-
ãо неìанипуëируеìоãо ìеханизìа испоëüзуется
понятие свойства пересечения äëя порожäаþщеãо
еãо ССВК.

Дëя ëþбой пары аëüтернатив y, z ∈ (A) обоз-

на÷иì ìножества M +(y, z) = {k ∈ M |z
k
 > y

k
} и

M
–(y, z) = {k ∈ M | z

k
 < y

k
}, которые опреäеëяþт

набор критериев, äëя которых зна÷ение соответс-
твуþщей коìпоненты аëüтернативы z строãо
боëüøе y — аëüтернатива z распоëожена правее по
äанныì критерияì y, и наоборот — аëüтернатива z
распоëожена ëевее по äанныì критерияì y. Есëи

k ∉ M +(y, z) Ÿ M –(y, z), то аëüтернативы нераз-
ëи÷иìы по äанноìу критериþ. Такиì образоì,
поëожение аëüтернативы y относитеëüно аëüтер-

нативы z описывается парой ìножеств {M –(y, z),

M
+(y, z)}.
Определение 3 [6]. Сеìейство систеì правых

коаëиöий R = , опреäеëенное на ìноже-

стве (A), обëаäает свойством пересечения äëя

ìножества A, есëи äëя ∀y ∈ (A)\A и ëþбоãо ко-

не÷ноãо поäìножества {z1, ..., zT} ⊂ A верно:

l
k
(y

k
)  ∪ r

k
(y

k
)  ≠ ¾ (3)

äëя ëþбой коаëиöии r
k
(y

k
)∈R

k
(y

k
), ãäе k∈ M

–(y,zt)

и ëþбой коаëиöии l
k
(y

k
) ∈ (y

k
), ãäе k ∈

∈ M
+(y,zt). �

Ка÷ественно, наëи÷ие свойства пересе÷ения у
ССВК озна÷ает, ÷то ëþбая неäопустиìая аëüтер-

натива y ∈ (A)\A ìожет бытü выбрана в резуëü-
тате приìенения пряìоãо неìанипуëируеìоãо ìе-
ханизìа тоëüко в тоì сëу÷ае, есëи найäется хотя

бы оäин аãент, ÷üя то÷ка пика также не принаäëе-
жит ìножеству A. Есëи ССВК обëаäает свойствоì
пересе÷ения на ìножестве A, то порожäаеìая иì
обобщенная схеìа уäовëетворяет свойству пересе-
÷ения на этоì же ìножестве. Есëи ССВК уäовëет-
воряет усëовиþ (3) äëя какой-ëибо аëüтернативы

y ∈ (A)\A, то буäеì с÷итатü, ÷то äанное сеìейс-
тво обладает свойством пересечения для A в y.

Ввеäя все необхоäиìые опреäеëения, привеäеì
основной резуëüтат, поëу÷енный ãруппой С. Бар-
беры:

«Функция коллективного выбора на профиле мно-
гомерно однопиковых предпочтений над множеством

допустимых альтернатив А ⊆ ℜm
 неманипулируема

тогда и только тогда, когда она представима в ви-
де обобщенной медианной схемы, удовлетворяющей
свойству пересечения» [6].

В работах [6, 7] быëо показано, ÷то усëовие (3)
äостато÷но проверятü ëиøü äëя оäноãо решающего

ìножества (y) ⊂ A äëя кажäой неäопустиìой аëü-

тернативы y ∈ (A)\A. Дëя выпукëых коìпактных

ìножеств ∀y ∈ (A)\A реøаþщее поäìножество

(y) = {z1, ..., zm} ⊂ A опреäеëяется сëеäуþщиì
образоì — из кажäоãо се÷ения A ãиперпëоскос-
тüþ, прохоäящей ÷ерез аëüтернативу y, выбирает-

ся по оäной аëüтернативе; ∀t = 1, ..., m  = y
k
, ес-

ëи k = t, а  äëя k ≠ t ëþбые такие, ÷то zt ∈ A. Из

усëовия [7] сëеäует, ÷то äëя реøаþщих ìножеств
усëовие (3) ìожет бытü записано сëеäуþщиì об-
разоì:

l
k
(y

k
)  ∩ r

k
(y

k
)  ≠ ¾, (4)

äëя ëþбой коаëиöии r
k
(y

k
) ∈ R

k
(y

k
), ãäе k ∈ M–(y, A),

и ëþбой коаëиöии l
k
(y

k
) ∈ (y

k
), ãäе k ∈ M +(y, A).

Оäнако проверка, реаëизуеì иëи нет пряìой
неìанипуëируеìый ìеханизì выбора на заäанноì
ìножестве, остается отäеëüной сëожной заäа÷ей,
так как требуется проверятü все неäопустиìые

аëüтернативы y ∈ (A)\A и не существует конс-
труктивноãо аëãоритìа, позвоëяþщеãо уìенüøитü
сëожностü проверки. Разработке поäобноãо аëãо-
ритìа посвящено äаëüнейøее изëожение.

2. ÌÎÍÎÒÎÍÍÎÑÒÜ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß

Покажеì, ÷то проверку свойства пересе÷ения
ìожно существенно обëеã÷итü, так как äостато÷но

проверятü неäопустиìые аëüтернативы y ∈ (A)\A,
ëежащие как ìожно «бëиже» к заìыканиþ ìно-
жества A – clA.
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Дëя описания взаиìноãо поëожения äвух аëüтер-

натив y, z ∈ (A) перейäеì от ìножеств M+(y, z) =

= {k ∈ M |z
k
 > y

k
} и M –(y, z) = {k ∈ M |z

k
 < y

k
} к век-

тору направления d(y, z) = {d
1
(y, z), ..., d

m
(y, z)},

d(y, z) ∈ 3M, ãäе d
k
(y, z) = l, есëи k ∈ M +(y, z),

d
k
(y, z) = r, есëи k ∈ M –(y, z), d

k
 = 0, есëи k ∉

∉ M
+(y, z) Ÿ M –(y, z). Опреäеëиì поëожение не-

реаëизуеìой аëüтернативы y ∈ (A)\A относитеëü-
но выпукëоãо ìножества A сëеäуþщиì образоì.
Заäаäиì äëя произвоëüной неäопустиìой аëüтер-

нативы y ∈ (A)\A ìножество ближайших допусти-

мых аëüтернатив clA(y) = {z ∈ A: ({z, y}) ∩ A = z}

(сì. рис. 2 — clA(y) = [z1, z2], z' ∉ clA(y)). О÷евиäно,
÷то clA(y) ⊆ clA. Данное ìножество тесно связанно
с понятиеì реøаþщеãо ìножества, испоëüзуеìоãо
äëя проверки свойства пересе÷ения äëя A в y. На-

приìер, на рис. 2 (y) = {z1, z2}, т. е. аëüтернативы

из реøаþщеãо ìножества äëя y ∈ (A)\A явëяþтся
«верøинаìи» clA(y).

Тоãäа ìожно сфорìуëироватü

Определение 4. Аëüтернатива y ∈ (A)\A
распоëожена левее (правее) относитеëüно ìно-
жества A по критериþ k ∈ M – A >

k
 (<

k
)y, есëи

∀z ∈ clA(y), k ∉ M –(+)(y, z) и ∃z' ∈ clA(y) такое, ÷то

k ∈ M +(–)(y, z). �
Опреäеëение 4 по своей сути явëяется анаëоãоì

опреäеëения поëожения äвух аëüтернатив отно-
ситеëüно äруã äруãа по отäеëüноìу критериþ.
Иëëþстраöией этоãо опреäеëения сëужит рис. 2

äëя ℜ2 (ìножество äопустиìых аëüтернатив A

взято из приìера 1). Аëüтернатива y ∈ (A)\A
распоëожена правее относитеëüно A по обоиì

критерияì, так как äëя ∀z ∈ [z1, z2] M +(y, z) = ¾,

и ∀z ∈ (z1, z2) M –(y, z) = {1, 2}.

Обозна÷иì по анаëоãии с M +(–)(y, z) ìножество
критериев, по которыì неäопустиìая аëüтерна-

тива распоëожена ëевее ìножества — M +(y, A) =

= {k ∈ M|A >
k
y} и правее — M–(y, A) = {k ∈ M |A <

k
y}.

Может оказатüся, ÷то найäется критерий, бытü ìо-

жет, не оäин, k' ∈M такой ÷то k' ∉M
+(y,A) Ÿ M–(y,A).

О÷евиäно, ÷то есëи ìножество A выпукëо, то

M
+(y, A) ∩ M –(y, A) = ¾.

Соответственно, ìожно опреäеëитü вектор на-

правëения d(y, A) = {d
1
, ..., d

m
}, d(y, A) ∈ 3M, ãäе

d
k
(y, A) = l, есëи k ∈ M +(y, A), d

k
(y, A) = r, есëи

k ∈ M
–(y, A), d

k
 = 0, есëи k ∉ M +(y, A) Ÿ M –(y, A).

Есëи ∃k ∈ M +(y, A) Ÿ M –(y, A), то ÷исëо век-
торов направëений уäваивается — всеãо поëо-
жение неäопустиìой аëüтернативы относитеëü-

но A описывается 2g вектораìи направëений, ãäе

g = #(M +(y, A) Ÿ M –(y, A)). Есëи ìножество A вы-
пукëо, то вектор направëения оäин. Кроìе тоãо,
о÷евиäно, ÷то äëя ëþбой äопустиìой аëüтернати-
вы d

k
 = 0 äëя ∀k ∈ M, т. е. ∀z ∈ A d(z, A) = {0, ..., 0}.

На÷иная с этоãо ìоìента все изëожение буäет
осуществëятüся äëя выпукëых ìножеств äопусти-
ìых аëüтернатив, поэтоìу с÷итаеì, ÷то поëожение
неäопустиìой аëüтернативы относитеëüно ìно-
жества A опреäеëяется оäнозна÷но.

Дëя произвоëüной неäопустиìой аëüтернативы

y ∈ (A)\A опреäеëиì противоположный многомер-
ный прямоугольник относительно множества A:

({y, A}) =

=  ½ .

На рис. 3 привеäен приìер äанноãо пряìо-
уãоëüника. Опреäеëиì, ÷то все неäопустиìые

B
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Рис. 2. Определение положения недопустимой альтернативы
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Рис. 3. Противоположный многомерный прямоугольник
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аëüтернативы y' ∈ ({y, A}) расположены дальше

от A, ÷еì y. О÷евиäно, ÷то äëя всех y' ∈ ({y, A})
d(y', A) = d(y, A). Анаëоãи÷но, все неäопустиìые

аëüтернативы y'' ∈ (A)\A, такие, ÷то ∃z ∈ clA(y) и

y'' ∈ (y, z) расположены ближе к A, ÷еì y. Дëя этих
аëüтернатив также верно, ÷то d(y'', A) = d(y, A).

Можно äоказатü, ÷то есëи требования, необхо-
äиìые äëя обëаäания ССВК свойствоì пересе÷е-
ния выпоëнены äëя какой-ëибо аëüтернативы y ∈

(A)\A, то они также выпоëнены äëя всех неäо-
пустиìых аëüтернатив, распоëоженных äаëüøе от
ìножества A, ÷еì аëüтернатива y:

Лемма 1. Пусть задано ССВК W = , оп-

ределенное на множестве (A) и обладающее свойс-
твом пересечения для множества A в альтернативе

y ∈ (A)\A. Тогда данное ССВК обладает свойством
пересечения для A в любой недопустимой альтерна-

тиве y' ∈ ({y, A}). �
Доказатеëüства äанной ëеììы и всех äаëüней-

øих утвержäений вынесены в приëожение.

Следствие леммы 1. Пусть ∃y ∈ (A)\A такая,

что ССВК W = , определенное на множес-

тве (A), не обладает свойством пересечения для A
в y. Тогда это ССВК не обладает свойством пере-
сечения для множества A в любой недопустимой аль-
тернативе y', расположенной ближе к A, чем y. �

Леììа 1 и ее сëеäствие показываþт «ìонотон-
ностü» свойства пересе÷ения и позвоëяет сущест-
венно обëеã÷итü проверку наëи÷ия свойства пере-
се÷ения, так как äостато÷но проверятü неäопусти-

ìые аëüтернативы y ∈ (A)\A, ëежащие как ìожно
«бëиже» к clA. Но, в сиëу открытости ìножества

(A)\A, реøитü эту заäа÷у äостато÷но труäно. По-
кажеì, ÷то возìожно äаëüнейøее упрощение аë-
ãоритìа проверки наëи÷ия свойства пересе÷ения.

3. ÏÓÑÒÛÅ ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈß

ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÌÅÄÈÀÍÍÛÕ ÑÕÅÌ

Сëеäуþщиì этапоì в построении конструктив-
ноãо аëãоритìа проверки наëи÷ия свойства пере-

се÷ения äëя ìножества A у ССВК W = ,

опреäеëенноì на ìножестве (A), буäет форìуëи-
ровка свойств, которыì оно наäеëяет все аëüтерна-

тивы из (A). Эти свойства опреäеëяþтся на (A)
и явëяþтся крити÷ныìи äëя проверки наëи÷ия

свойства пересе÷ения у W =  äëя ëþбоãо

A', такоãо, ÷то (A' ) = (A).

Определение 5. Пустü заäано ССВК W =

= , опреäеëенное на (A). Поäìноже-

ства критериев M
r
, M

l
 ⊆ M, M

r
 ∩ M

l
 = ¾ опреäе-

ëяþт äëя аëüтернативы y ∈ (A) пустое направле-
ние {M

r
, M

l
}
y
, есëи найäется такой набор выбира-

þщих коаëиöий по всеì критерияì, ÷то их
пересе÷ение пусто — т. е. ∀k ∈ M

r
∃r

k
(y) ∈ R

k
(y) и

∀k ∈ M
l
 ∃l

k
(y) ∈ (y) такие, ÷то

l
k
(y)  ∩ r

k
(y) . �

Пустое направëение нахоäится «правее» по
всеì критерияì из ìножества M

r
 и «ëевее» по кри-

терияì из M
l
. Аëüтернативныì описаниеì пустых

направëений буäет записü d(y) = {d
1
(y), ..., d

m
(y)},

d(y) ∈ 3M/¾, ãäе d
k
(y) = r, есëи k ∈ M

r
, d

k
(y) = l, есëи

k ∈ M
l
, d

k
(y) = 0, есëи k ∉ M

l
 Ÿ M

r
.

Леãко заìетитü, ÷то пустое направëение озна-

÷ает, ÷то äëя аëüтернативы y ∈ (A) не выпоëня-
ется усëовие (4), есëи буäет проверятüся иìенно
эта коìбинаöия критериев и выбираþщих коаëи-
öий по ниì. Ка÷ественно, сìысë пустоãо направ-
ëения о÷енü простой и важный — есëи äëя ìно-
жества A существует неäопустиìая аëüтернатива

y ∈ (A)\A, ëежащая в своеì пустоì направëении
относитеëüно ìножества А: d(y) = d(y, A), то ССВК

W =  не обëаäает свойствоì пересе÷ения

äëя A в y.
Дëя ëþбой аëüтернативы ìожет существоватü

не оäно пустое направëение, поэтоìу опреäеëиì

ìножество пустых направëений D
0(y) = {d(y)}.

Справеäëива сëеäуþщая теореìа, позвоëяþщая
проверятü наëи÷ие свойства пересе÷ения ÷ерез
пустые направëения:

Теорема 1. Сеìейство систеì выбираþщих ко-

аëиöий W = , опреäеëенное на ìножеств

(A), обëаäает свойствоì пересе÷ения äëя A, тоã-

äа и тоëüко тоãäа, коãäа ∀y ∈ (A)\A верно, ÷то

d(y, A) ∉ D0(y). �
Рис. 4 иëëþстрирует проверку свойства пересе-

÷ения в терìинах пустых направëений. Есëи на-
правëение «правее» по обоиì критерияì d = (r, r)

явëяется пустыì äëя аëüтернативы y ∈ (A)\A, то
ССВК, которыì быëо опреäеëено äанное пустое
направëение, не обëаäает свойствоì пересе÷ения
äëя ìножества A. Дëя ССВК из приìера 1 (сëу÷ай
трех экспертов) ìножество аëüтернатив, äëя кото-
роãо направëение (r, r) явëяется пустыì, ìножес-

тво (A) изображено на рисунке серыì öветоì.
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Пустые направëения äëя аëüтернатив обëаäаþт
свойствоì, анаëоãи÷ныì ìонотонности свойства
пересе÷ения — есëи направëение d пустое äëя ка-

кой-ëибо аëüтернативы y ∈ (A), то оно также

пустое äëя всех äруãих аëüтернатив ∀z ∈ (A) та-
ких, ÷то аëüтернатива y ëежит в этоì направëении
относитеëüно них: d(y, z) = d.

Лемма 2. Пустü вектор d ∈ 3M\¾ заäает пустое на-

правëение äëя аëüтернативы y ∈ (A) – d ∈ D0(y).

Тоãäа äëя ∀z ∈ (A), таких ÷то d(y, z) = d äанный

вектор также заäает пустое направëение: d ∈ D0(z). �

Из ëеììы 2 сëеäует, ÷то D0(y) ⊆ D0(z).
Есëи направëение (r, r) — (сì. рис. 4) — пустое

äëя аëüтернативы y, то äëя ëþбой аëüтернативы,
распоëоженной ëевее по обоиì критерияì от y
(бëиже к A), оно также пустое.

Опираясü на этот резуëüтат, ìожно опреäеëитü
понятие критичных аëüтернатив äëя кажäоãо из
пустых направëений.

Определение 6. Аëüтернатива y ∈ (A) явëяется

крити÷ной äëя пустоãо направëения d ∈ 3M\¾, есëи

∀z ∈ (A), таких ÷то d(z, y) = d, верно d ∉ D0(z). �
Друãиìи сëоваìи, аëüтернатива y явëяется кри-

ти÷ной äëя своеãо пустоãо направëения, есëи äëя
ëþбой аëüтернативы, ëежащей в этоì направëе-
нии от y, оно не пустое. Есëи аëüтернатива y (сì.
рис. 4) явëяется крити÷ной äëя пустоãо направëе-

ния (r, r), то äëя всех аëüтернатив z ∈ ({y, A}),
распоëоженных äаëüøе от A, ÷еì y), äанное на-
правëение не пустое. Опреäеëиì ìножество кри-
ти÷ных аëüтернатив äëя произвоëüноãо пустоãо
направëения d:

Emp
d

(A) = {y ∈ (A): d ∈ D0(y), ∀z ∈ (A),

d = d(z, y) ⇒ d ∉ D0(z)}.

По сути, ìножество крити÷ных аëüтернатив

Emp
d

(A) явëяется ãрани÷ной поверхностüþ äëя

всеãо поäìножества аëüтернатив из ìножества (A),

äëя которых направëение d пустое: Emp
d

(A) =

= cl{y ∈ (A): d ∈ D0(y)}\cl (A). На рис. 5 жирной

ëинией выäеëено ìножество Emp
(r,r)

(A) крити÷-

ных аëüтернатив äëя направëения (r, r) äëя ССВК
из приìера 1.

Отìетиì сëеäуþщее äостато÷но о÷евиäное, но
важное свойство пустых направëений — их «рас-
øиряеìостü» по критерияì.

Лемма 3. Пустü существует пустое направëение

d(y) äëя аëüтернативы y ∈ (A), такое ÷то ∃M
0
 ⊂ M,

∀k ∈ M
0
 d

k
(y) = 0. Тогда, пустыми являются все на-

правления d'(y) ≠ d(y) такие что ∀k ∈ M \M
0

(y) =

= d
k
(y). �

Пустые направëения d(y), äëя которых ∀k ∈ M
d
k
(y) ≠ 0, буäеì называтü полноразмерными пустыми

направлениями и обозна÷иì ìножество поëнораз-

ìерных пустых направëений как Df
0(y) ⊆ D0(y).

Резуëüтат ëеììы 3 зна÷итеëен по сëеäуþщей при-

÷ине. В терìинах опреäеëения 5 существует 3M\¾
возìожных пустых направëений относитеëüно

практи÷ески ëþбой аëüтернативы y ∈ (A). В то
вреìя как поëноразìерных пустых направëений
относитеëüно той же аëüтернативы ìожет сущест-

воватü 2M\¾, и äëя проверки свойства пересе÷ения
äостато÷но иссëеäоватü тоëüко их.

Леììы 2 и 3, вкупе с понятиеì пустоãо направ-
ëения, позвоëяþт сфорìуëироватü основной ре-
зуëüтат äанной статüи.

Теорема 2. Сеìейство систеì выбираþщих ко-

аëиöий W = , опреäеëенное на ìножестве

(A), обëаäает свойствоì пересе÷ения äëя ìножес-
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Рис. 4. К проверке свойства пересечения пустых направлений в
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тва A тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа äëя ëþбоãо вектора

направëений d ∈ 2M\¾, такоãо ÷то ∃z ∈ (A)\A,

d(z, A) = d, верно, ÷то äëя ∀y ∈ Emp
d

(A)

d(y, A) ∉ D
0(y).

Теореìа 2 äает конструктивный способ провер-
ки наëи÷ия свойства пересе÷ения у опреäеëенной
на ìноãоìерноì пряìоуãоëüнике ССВК äëя про-
извоëüных ìножеств äопустиìых резуëüтатов вы-
бора. Отìетиì, ÷то перспективныì преäставëяет-
ся иссëеäование ìножеств крити÷ных аëüтернатив
äëя äаëüнейøеãо упрощения аëãоритìа проверки
свойства пересе÷ения.

Аëãоритì, позвоëяþщий проверитü ССВК на
обëаäание свойствоì пересе÷ения äëя некотороãо
ìножества äопустиìых аëüтернатив, выãëяäит сëе-
äуþщиì образоì.

1. Дëя ìножества äопустиìых аëüтернатив А
опреäеëяется ìиниìаëüный ìноãоìерный пряìо-

уãоëüник (A), соäержащий это ìножество.
2. Опреäеëится ìножество направëений про-

верки D(A): d ∈ 3M\¾| ∃y ∈ (A)\A: d(y, A) = d.
3. Дëя кажäоãо направëения d ∈ D(A):
а) опреäеëяется ìножество крити÷ных аëüтер-

натив Emp
d

(A);

б) проверяется, существуþт ëи неäопустиìые
аëüтернативы, в которых ССВК не обëаäает

свойствоì пересе÷ения äëя A, т. е. y ∈ (A)\A ∩

∩ Emp
d

(A): d(y, A) = d.

Есëи, в соответствии с äанныì аëãоритìоì,
найäена хотя бы оäна такая неäопустиìая аëüтер-
натива, то иссëеäуеìая ССВК не обëаäает свой-
ствоì пересе÷ения äëя ìножества A. Есëи таких
аëüтернатив не найäено, то ССВК обëаäает свойс-
твоì пересе÷ения äëя A. Сëеäоватеëüно, пряìой
неìанипуëируеìый ìеханизì, порожäаеìый ис-
сëеäуеìой ССВК реаëизуеì на äанноì ìножестве
äопустиìых аëüтернатив А.

4. ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÏÓÑÒÛÕ ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈÉ

ÄËß ÏÐÎÂÅÐÊÈ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß

Проиëëþстрируеì проверку наëи÷ия свойства
пересе÷ения у ССВК преäëоженныì аëãоритìоì.

Пример 2. Рассìотриì ССВК, порожäаþщуþ пря-
ìой неìанипуëируеìый ìеханизì (2), эквиваëентный
ìеханизìу усреäнения по кажäоìу критериþ (сì. при-
ìер 1) äëя сëу÷ая äвух критериев и трех аãентов:

h
k
(τ

k
) = max{z

k
 ∈ [0, 1]| # {i ∈ {1, 2, 3}|  l z

k
} l nz

k
},

k ∈ {1, 2}.

Провериì наëи÷ие свойства пересе÷ения у этой
ССВК äëя ìножества äопустиìых аëüтернатив A, ìо-

äеëируþщеãо бþäжетное оãрани÷ение A = {x ∈ ℜ2 |x
1
 +

+ x
2
 m 1, x

1
, x

2
 l 0|}. На рис. 5 изображены ССВК и

ìножество A. Все неäопустиìые аëüтернативы из ìно-

жества (A)\A в äанноì приìере ëежат в направëении
(r, r) относитеëüно ìножества A. Поэтоìу äостато÷но
иссëеäоватü тоëüко ìножество крити÷ных аëüтернатив

äëя äанной ССВК äëя направëения (r, r) — Emp
(r,r)

(A),

которое также изображено на рис. 5. Виäно, ÷то

Emp
(r,r)

(A) ⊆ A, сëеäоватеëüно, ëþбая аëüтернатива из

ìножества Emp
(r,r)

(A) не ëежит в направëении (r, r)

от ìножества äопустиìых аëüтернатив A. Поэтоìу по
теореìе 2 ССВК, порожäаþщая пряìой неìанипуëи-
руеìый ìеханизì, эквиваëентный ìеханизìу усреäне-
ния по äвуì критерияì äëя трех экспертов:

x = f(s): ∀j ∈ {1, 2} x
j
 = ,

обëаäает свойствоì пересе÷ения äëя ìножества A =

= {x ∈ ℜ2 |x
1
 + x

2
 m 1, x

1
, x

2
 l 0|}. �

Пример 3. Провериì, обëаäает ëи ССВК из приìе-
ра 2 свойствоì пересе÷ения äëя ìножества äопусти-
ìых аëüтернатив A, ìоäеëируþщеãо «баëансовое» оãра-

ни÷ение — A = {x ∈ ℜ2 |x
1
 + x

2
 = 1, x

1
, x

2
 l 0|}

. 
На рис. 6

изображены ССВК и ìножество A (жирная ëиния).

Все неäопустиìые аëüтернативы из ìножества

(A)\A в äанноì приìере ëежат в направëениях (r, r)
и (l, l) относитеëüно ìножества A. Поэтоìу äостато÷-
но иссëеäоватü тоëüко ìножества крити÷ных аëüтер-
натив äëя äанной ССВК äëя äанных направëений —

Emp
(r,r)

(A), которое изображено жирной пунктирной

ëинией (сì. рис. 6) и Emp
(l,l)

(A) — жирная øтрихпун-

ктирная ëиния. В äанноì приìере Emp
(r,r)

(A) ⊄ A и

Emp
(l,l)

(A) ⊄ A, но ëþбая аëüтернатива из ìножества

Emp
(r,r)

(A) не ëежит в направëении (r, r) äопустиìых

аëüтернатив A и ëþбая аëüтернатива из Emp
(l,l)

(A) не

ëежит в направëении (l, l) от ìножества äопустиìых
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Рис. 6. Множество критичных альтернатив для балансового ог-
раничения
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аëüтернатив A. Сëеäоватеëüно, по теореìе 2, ССВК,
пряìой неìанипуëируеìый ìеханизì, эквиваëентный
ìеханизìу усреäнения по äвуì критерияì äëя трех эк-
спертов:

x = f(s): ∀j ∈ {1, 2} x
j
 = ,

обëаäает свойствоì пересе÷ения äëя ìножества A =

= {x ∈ ℜ2 |x
1
 + x

2
 = 1, x

1
, x

2
 l 0|}. �

Пример 4. Покажеì, как преäëоженный аëãоритì
показывает, ÷то ССВК не обëаäает свойствоì пересе-
÷ения äëя некотороãо ìножества äопустиìых аëüтер-
натив. Дëя этоãо рассìотриì ССВК, порожäаþщуþ
пряìой неìанипуëируеìый ìеханизì, эквиваëентный
ìеханизìу усреäнения по кажäоìу критериþ (сì. при-
ìер 1) äëя сëу÷ая трех критериев и трех аãентов:

h
k
(τ

k
) = max{z

k
 ∈ [0,1]|#{i ∈ {1, 2, 3}|  l z

k
} l nz

k
},

k ∈ {1, 2, 3}. (5)

Провериì наëи÷ие свойства пересе÷ения у этой
ССВК äëя ìножества äопустиìых аëüтернатив A, ìо-
äеëируþщеãо бþäжетное оãрани÷ение

A = {x ∈ ℜ3 |x
1
 + x

2
 + x

3
 m 1, x

1
, x

2
, x

3
 l 0|}.

По анаëоãии с приìероì 2, все неäопустиìые аëü-

тернативы из ìножества (A)\A ëежат в направëении
(r, r, r) относитеëüно ìножества А. На рис. 7 изображе-
ны ССВК, ìножество A (заøтрихованная обëастü) и

Emp
(r,r,r)

(A) (затеìненная обëастü).

Неäопустиìая аëüтернатива y = (2/3, 1/3, 1/3),
изображенная беëыì кружкоì на рис. 7 принаäëежит

ìножеству Emp
(r,r,r)

(A). Сëеäоватеëüно, по теореìе 2,

ССВК, порожäаþщая пряìой неìанипуëируеìый ìе-
ханизì, эквиваëентный ìеханизìу усреäнения по треì
критерияì äëя трех экспертов:

x = f(s): ∀j ∈ {1, 2, 3} x
j
 = ,

не обëаäает свойствоì пересе÷ения äëя A = {x ∈ ℜ3 |x
1
 +

+ x
2
 + x

3
 = 1, x

1
, x

2
, x

3
 l 0|}.

Действитеëüно, возüìеì трех аãентов со сëеäуþ-

щиìи то÷каìи пиков: τ1 = (2/3, 0, 1/3), τ2 = (1, 0, 0),

τ3 = (0, 1, 0). О÷евиäно, ÷то ∀i ∈ {1, 2, 3} τi ∈ A. Из вы-
ражения (5) поëу÷аеì, ÷то резуëüтат выбора по крите-
риþ 1 h

1
(2/3, 1, 0) = 2/3, по критериþ 2 h

2
(0, 0, 1) = 1/3,

по критериþ 3 h
2
(1/3, 0, 0) = 1/3, т. е. резуëüтатоì выбо-

ра буäет неäопустиìая аëüтернатива y = (2/3, 1/3, 1/3). �

На этоì же приìере покажеì, как поëу÷енные
резуëüтаты ìоãут бытü приìенены äëя (r, r) ìно-
жества äопустиìых аëüтернатив, äëя котороãо за-
äанная ССВК обëаäает свойствоì пересе÷ения.
Опреäеëиì, äëя каких «бþäжетных» оãрани÷ений

A = {x ∈ ℜ3 |x
1
 + x

2
 + x

3
 m C, x

1
, x

2
, x

3
 ∈ [0, 1]|} пря-

ìой неìанипуëируеìый ìеханизì (5) реаëизуеì.

Леãко виäетü, ÷то при C l 1  ëþбая аëüтернатива

из ìножества Emp
(r,r,r)

(A) не ëежит в направëе-

нии (r, r) от ìножества äопустиìых аëüтернатив A —
(рис. 8); т. е. ССВК, порожäаþщая пряìой ìеха-
низì (5), обëаäает свойствоì пересе÷ения äëя
ìножества

A = {x ∈ ℜ3 |x
1
 + x

2
 + x

3
 m 1 , x

1
, x

2
, x

3
 ∈ [0, 1]|}.

Есëи рассìотретü äанный приìер как заäа÷у
распреäеëения ресурсов ìежäу треìя проектаìи
на основании сообщений трех экспертов, то это
буäет озна÷атü, ÷то при приìенении пряìоãо не-
ìанипуëируеìоãо ìеханизìа (5) из суììарноãо
бþäжета C на кажäый проект в отäеëüности ìожно

выäеëятü не боëее C среäств.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Показана возìожностü упрощения проверки
свойства пересе÷ения äëя обобщенных ìеäианных
схеì. Преäëожен аëãоритì, позвоëяþщий äëя
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Рис. 7. Пример для случая трех критериев
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Рис. 8. Определение допустимых бюджетных ограничений
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произвоëüной обобщенной ìеäианной схеìы оп-
реäеëитü — äëя каких ìножеств äопустиìых ре-
зуëüтатов выбора эта схеìа уäовëетворяет свойству
пересе÷ения, а äëя каких нет. К неäостатку аëãо-
ритìа сëеäует отнести труäоеìкостü построения
ìножеств крити÷ных аëüтернатив. В äаëüнейøеì
буäет преäëожено развитие äанноãо аëãоритìа, ос-
нованное на тоì факте, ÷то пустые направëения
äëя аëüтернатив из ìиниìаëüноãо ìноãоìерноãо
пряìоуãоëüника, в который вписывается ìножес-
тво äопустиìых резуëüтатов выбора, изìеняþтся
äискретно — сеìейство систеì выбираþщих ко-
аëиöий порожäает разбиение äанноãо пряìо-
уãоëüника на «бëоки», также преäставëяþщие со-
бой ìноãоìерные пряìоуãоëüники. Дëя проверки
свойства пересе÷ения у ìеäианной схеìы äоста-
то÷но проверятü по оäной неäопустиìой аëüтер-
нативе из кажäоãо такоãо бëока, ÷ерез которые
прохоäит ãраниöа ìножества äопустиìых резуëü-
татов выбора.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы  1. Из опреäеëения
систеì выбираþщих коаëиöий сëеäует их ìонотон-

ностü: äëя ëþбоãо вектора y', y'' ∈ (A) и произвоëüноãо

k ∈ M есëи  l , то R
k
( ) ⊆ R

k
( ), есëи  m ,

то ( ) ⊆ ( ). Также äостато÷но о÷евиäен тот

факт, ÷то ∀y' ∈ ({y, A}) верно M +( , A) = M +(y, A) и

M
–( , A) = M –(y, A).

Из «ìонотонности» сеìейств систеì выбираþщих

коаëиöий сëеäует, ÷то (4) верно также äëя ∀  ∈ (y, A),

так как ìножества M + и M – остаþтся неизìенны. �

Д о к а з а т е ë ü с т в о  т е о р е ì ы  1. Пустü ССВК

W =  обëаäает свойствоì пересе÷ения äëя A.

Тоãäа ∀y ∈ (A)\A она обëаäает свойствоì пересе÷е-
ния äëя A в y. Сëеäоватеëüно, из опреäеëения пустоãо

направëения, ∀y ∈ (A)\A d(y, A) ∉ D0(y), т. е. ëþбая
неäопустиìая аëüтернатива не ëежит в своеì пустоì
направëении относитеëüно ìножества A.

Пустü ∀y ∈ (A)\A верно, ÷то d(y, A) ∉ D0(y), но

ССВК W =  не обëаäает свойствоì пересе÷е-

ния. Это зна÷ит, ÷то ∃y ∈ (A)\A такая, ÷то äëя нее не

выпоëняется усëовие (4); т. е. d(y, A) ∈ D0(y). Поëу÷и-
ëи противоре÷ие. �

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы  2. Из опреäеëения
систеì выбираþщих коаëиöий сëеäует их ìонотон-

ностü: äëя ëþбых аëüтернатив y', y'' ∈ (A) и произ-

воëüноãо k ∈ M есëи  l , то R
k
( ) ⊆ R

k
( ),

есëи  m , то ( ) ⊆ ( ). Сëеäоватеëüно, äëя

∀k ∈ M –(y, z) R
k
(y

k
) ⊆ R

k
(z

k
) и ∀k ∈ M+(y, z) (y

k
) ⊆

⊆ (z
k
). Сëеäоватеëüно, äëя выбираþщих коаëиöий äëя

аëüтернативы z таких, ÷то ∀k ∈ M
r
 r

k
(z) = r

k
(y) ∈ R

k
(z) и

∀k ∈ M
l
 l
k
(z) = l

k
(y) ∈ (z) верно

l
k
(z)  ∩ r

k
(z) . �

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы  3. Пустü направëе-
ние d(y) описывается ìножестваìи M

r
, M

l
 ⊆ M, а направ-

ëение d'(y) – ,  ⊆ M. Тоãäа M
r
 ⊆  и M

l
 ⊆ .

Сëеäоватеëüно, äëя направëения d'(y) верно:

l
k
(y)  ∩ r

k
(y)  =

= l
k
(y)  ∩ r

k
(y) . �

Д о к а з а т е ë ü с т в о  т е о р е ì ы  2. Необхоäиìостü
сëеäует о÷евиäныì образоì из теореìы 1.

Достаточность. Пустü äëя ∀d ∈ 2M/¾ такая, ÷то

∃y ∈ (A)\A, d(y, A) = d верно, ÷то ∀y ∈ Emp
d

(A)

d(y, A) ≠ d. Преäпоëожиì, ÷то ∃  ∈ 2M/¾ и ∃  ∈ (A)\A

такая, ÷то d( , A) =  и  ∈ D0( ); т. е. ССВК не об-

ëаäает свойствоì пересе÷ения äëя A в . Из опреäе-

ëения 6 сëеäует, ÷то ∀y' ∈ (A) такая, ÷то

d( , y' ) = ; т. е. аëüтернатива  ëежит бëиже к ìно-

жеству A, ÷еì аëüтернатива y'; т. е. d(y', A) = . Поëу-
÷иëи противоре÷ие. �

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Большие систеìы: ìоäеëирование орãанизаöионных ìеха-

низìов / В.Н. Бурков, Б. Данев, А.К. Енаëеев и äр.— М.:

Наука, 1989. — 245 с.

2. Новиков Д.А., Петраков С.Н. Курс теории активных сис-

теì. — М.: СИНТЕГ, 1999. — 108 с.

3. Moulin H. On strategy-proofness and single-peakedness // Pub-

lic Choice. — 1980. — Vol. 35. — P. 437—455.

4. Бурков В.Н., Искаков М.Б., Коргин Н.А. Приìенение обоб-

щенных ìеäианных схеì äëя построения неìанипуëируе-

ìоãо ìеханизìа ìноãокритериаëüной активной эксперти-

зы // Пробëеìы управëения. — 2008. — № 4. — С. 38—47.

5. Border K., Jordan J. Straightforward elections, unanimity and

phantom voters // Review of Economic Studies. — 1983. —

Vol. 50. — P. 153 — 170.

6. Barbera S., Masso J., Serizawa S. Strategy-proof voting on

compact ranges // Games and Behavior. — 1998. — Vol. 25. —

P. 272—291.

7. Barbera S., Masso J., Neme A. Voting under Constraints // J.

Econ. Theory. — 1997. — Vol. 76. — P. 298—321.

Статья представлена к публикации членом редколлегии

Ф.Т. Алескеровым.

Коргин Николай Андреевич — канä. техн. наук,

ст. нау÷. сотруäник, Институт пробëеì управëения

иì. В.А. Трапезникова РАН,

�(495) 335-60-37, � nkorgin@ipu.ru.

B

)

yk' yk'' yk' yk'' yk' yk''

Lk
* yk' Lk

* yk''

B

)

y

)

y

)

y

)

B

)

Wk{ }
k 1=
m

B

)

B

)

B

)

Wk{ }
k 1=
m

B

)

B

)

yk' yk'' yk' yk''

yk' yk'' Lk
* yk' Lk

* yk''

Lk
*

Lk
*

Lk
*

k M
l

∈

�
k M

r
∈

�

Mr' Ml' Mr' Ml'

k M
l
'∈

�
k M

r
'∈

�

k M
l
' \M

l
∈

�
k M

r
' \M

r
∈

�

B

)

B

)

d˜ y˜ B

)

y˜ d˜ d˜ y˜

y˜

Emp
d˜

B

)

y˜ d˜ y˜

d˜


