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Стреìëение к повыøениþ эффективности äе-
ятеëüности техноëоãи÷ески бëизких преäприятий
и орãанизаöий привеëо к возникновениþ необхо-
äиìости их объеäинения. Оäной из разновиäнос-
тей таких объеäинений явëяется корпораöия —
сëожное орãанизаöионное образование, состоя-
щее из произвоäственных и функöионаëüных еäи-
ниö, связанных в раìках еäиноãо проöесса управ-
ëения произвоäствоì и капитаëоì. Вопросы орãа-
низаöионноãо управëения освещены, наприìер, в
работах [1—3].

Рассìотриì ìоäеëü отрасëевой корпораöии,
т. е. совокупностü преäприятий, взаиìоäействуþ-
щих ìежäу собой äëя произвоäства какоãо-ëибо
коне÷ноãо проäукта иëи усëуãи (виäов проäукöии
иëи усëуã ìожет бытü нескоëüко) в раìках еäиноãо
поëноãо техноëоãи÷ескоãо öикëа, и управëяþщуþ
коìпаниþ, осуществëяþщуþ функöии корпора-
тивноãо управëения преäприятияìи (сì., напри-
ìер, работу [4]). Эконоìи÷ескиì эффектоì äе-
ятеëüности отрасëевой корпораöии буäеì с÷итатü
совокупностü произвоäственных резуëüтатов,
вкëþ÷аþщуþ в себя прибыëü от реаëизаöии про-
извоäственной проäукöии, а также охрану окружа-
þщей среäы. Нанесение вреäа окружаþщей среäе
сопряжено с äопоëнитеëüныìи и возìожно боëü-
øиìи затратаìи корпораöии на ее восстановëе-
ние. Наëи÷ие посëеäней составëяþщей эконоìи-
÷ескоãо эффекта обусëовëено еще и теì, ÷то в на-
стоящее вреìя защита окружаþщей прироäной

среäы преäставëяет собой заäа÷у ãосуäарственно-
ãо ìасøтаба, требуþщуþ ее реøения на кажäоì
уровне управëения [5].

Поëожитеëüный эффект от интеãраöии — не-
обхоäиìое, но не äостато÷ное усëовие успеøности
объеäинения. Объеäинение äоëжно бытü выãоä-
ныì кажäоìу преäприятиþ, т. е. уëу÷øатü еãо по-
ëожение. Это усëовие преäъявëяет требования к
проöессаì пëанирования и управëения в корпора-
öии, которые äоëжны вкëþ÷атü в себя ìеханизìы
соãëасования интересов у÷астников (внутренние
рас÷етные öены, проöеäуры распреäеëения при-
быëи и äр.).

Корпоративное объеäинение преäприятий преä-
ставëяет собой ìноãоуровневуþ иерархи÷ескуþ
систеìу, в öентре которой управëяþщая коìпа-
ния, а её поäсистеìы — преäприятия, нахоäятся в
поä÷инении у öентра. В иерархи÷еской систеìе
основныì усëовиеì устой÷ивости (ãарантирован-
ноãо выпоëнения необхоäиìых ãëобаëüных оãра-
ни÷ений на параìетры систеìы) и эффективности
функöионирования (оптиìизаöия ãарантирован-
ноãо зна÷ения критерия эффективности öентра)
сëужит соãëасованностü интересов всех эëеìентов
[6—8]. Есëи öентр ìожет äости÷ü абсоëþтноãо ìак-
сиìуìа своеãо критерия эффективности, то инте-
ресы эëеìентов систеìы иäеаëüно соãëасуеìы.

Центр иìеет возìожностü соãëасовыватü выбо-
ры, возäействуя как на критерии эëеìентов (собс-
твенно соãëасование интересов), так и на про-
странства управëений и инфорìированностü эëе-
ìентов о параìетрах систеìы.

Преäставëена ìоäеëü управëения отрасëевой корпораöией с оãрани÷ениеì по äефиöит-
ныì и прироäныì ресурсаì, описываþщая äвухуровневуþ иерархи÷ескуþ систеìу уп-
равëения. Рассìотрены её варианты: с äопоëнитеëüныì оãрани÷ениеì по äопустиìоìу
уровнþ заãрязнения прироäной среäы, квотаìи и с систеìой øтрафов за превыøение
äопустиìоãо уровня заãрязнения.

Ключевые слова: корпораöия, иäеаëüная соãëасованностü, ìаксиìизаöия прибыëи, рас÷етные öе-
ны, тарифы на äефиöитные и прироäные ресурсы, квоты, øтраф.
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Такой поäхоä к управëениþ корпораöией, пре-
жäе всеãо, позвоëяет äиверсифиöироватü произ-
воäство, снижая риски, связанные с изìеняþщи-
ìися усëовияìи спроса на проäукöиþ, а также
обеспе÷итü требуеìый уровенü ка÷ества окружаþ-
щей прироäной среäы, снижая риски небëаãопри-
ятных событий, вызванных возäействиеì неãатив-
ных факторов произвоäства. Метоäаì управëения
рискоì в разëи÷ных сферах äеятеëüности посвя-
щены, наприìер, работы [9, 10].

1. ÌÎÄÅËÜ ÊÎÐÏÎÐÀÒÈÂÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÅÌ ÏÎ ÄÅÔÈÖÈÒÍÛÌ

È ÏÐÈÐÎÄÍÛÌ ÐÅÑÓÐÑÀÌ

Рассìотриì ìоäеëü корпораöии, состоящуþ из
m äо÷ерних преäприятий, выпускаþщих l виäов
проäукöии. Оäна из основных заäа÷ öентра состо-
ит в разработке систеìы эконоìи÷ескоãо реãуëи-
рования äеятеëüности поäразäеëений и построе-
нии произвоäственно-эконоìи÷еских взаиìоот-
ноøений в корпораöии, позвоëяþщих обеспе÷итü
техноëоãи÷еский проöесс и ìаксиìаëüнуþ заинте-
ресованностü кажäоãо преäприятия в выпуске ко-
не÷ной проäукöии.

Реøение äанной заäа÷и закëþ÷ается в разра-
ботке ìеханизìа соãëасования интересов, вкëþ÷а-

þщеãо в себя систеìу рас÷етных öен , по кото-

рыì öентр и поäразäеëения расс÷итываþтся ìеж-
äу собой за поставки коìпëектуþщих и ãотовой
проäукöии (внеøние рас÷еты произвоäятся öент-

роì по рыно÷ныì öенаì), и систеìу тарифов ,

по которыì öентр проäает преäприятияì äефи-
öитные и прироäные ресурсы.
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ентов i-ãо преäприятия (  — коëи÷ество проäук-
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проäукöии виäа r в i-ì преäприятии); D
i
 = [ ] —

ìатриöа коэффиöиентов пропорöионаëüности вы-
пуска товарной проäукöии (наприìер, усëовия
коìпëектности äëя i-ãо преäприятия).

Пару (X, Q) назовеì еäиныì пëаноì произвоäс-
твенной äеятеëüности объеäинения. Допустиìыì
пëаноì называется пара (X, Q), äëя которой вы-
поëняþтся соотноøения
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Зäесü (1) — естественное усëовие неотриöатеëü-
ности вектора ваëовой проäукöии и вектора äефи-
öитных и прироäных ресурсов, (2) — оãрани÷ения
по затратаì факторов произвоäства, (3) — проäук-
товый баëанс (товарная проäукöия равна ваëовой
проäукöии ìинус произвоäственные затраты про-
äукöии) и усëовие неотриöатеëüности коне÷ной
(товарной) проäукöии, (4) — оãрани÷ение по объ-
еìу испоëüзуеìых äефиöитных и прироäных ре-
сурсов, (5) — оãрани÷ение на произвоäство товар-
ной проäукöии в поäсистеìах (произвоäственный
баëанс).

Эффективностü äеятеëüности корпораöии ìо-
жет оöениватüся разëи÷ныìи показатеëяìи (ваëо-
вая проäукöия, произвоäитеëüностü труäа и äр.),
но наибоëее общиì показатеëеì, соизìеряþщиì
резуëüтаты произвоäства и затраты всех виäов ре-
сурсов, сëужит прибыëü. Она в наибоëüøей степе-
ни описывает и интересы öентра, так как из при-
быëи корпораöии и составëяþщих ее прибыëей
преäприятий форìируþтся фонäы развития про-
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извоäства, ìатериаëüноãо поощрения, соöиаëü-
но-куëüтурных ìероприятий и т. ä.

Прибыëü корпораöии от проäаж ìожно запи-

сатü в виäе π(X, Q) = 〈c, Y 〉 – 〈s
i
, x

i
〉 – 〈d, q

i
〉,

ãäе 〈²,²〉 — скаëярное произвеäение äвух векторов.
Преобразуеì äанное выражение:
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i
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i
x
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i
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〉 =
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i
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i
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i
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i
〉.

В резуëüтате поëу÷иì

π(X, Q) = 〈c, G
i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 – 〈d, q

i
〉, (6)

ãäе G
i
 = E – A

i
, E — еäини÷ная ìатриöа.

Оптиìаëüныì пëаноì произвоäственной äе-

ятеëüности корпораöии назовеì пару (X 0, Q0), äо-
ставëяþщуþ ìаксиìуì функöии (6) при оãрани-
÷ениях (1), (2), (4), (5).

Прибыëü i-ãо преäприятия ìожно записатü в

виäе π
i
(x
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i
) = 〈 , y

i
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i
, x

i
〉 – 〈 , q

i
〉, ãäе  —

вектор рас÷етных öен,  — вектор тарифов на ре-
сурсы äëя i-ãо преäприятия.

Прибыëü i-ãо преäприятия с у÷етоì соотноøе-
ния (3) приìет виä

π(x
i
, q

i
) = 〈 , G

i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 – 〈 , q

i
〉. (7)

При этоì i-е преäприятие буäет ìаксиìизиро-
ватü прибыëü (7) при оãрани÷ениях (1) и (2), а
рас÷етные öены и тарифы сëужат управëяþщиìи
параìетраìи эконоìи÷ескоãо ìеханизìа, выби-
раеìыìи руковоäствоì корпораöии. На эти öены
ìожет бытü наëожено усëовие финансовоãо ба-
ëанса

〈 , G
i
x
i
〉 = 〈c, G

i
x
i
〉. (8)

Иссëеäуеì вопрос: ìожно ëи выбратü рас÷ет-
ные öены и тарифы на äефиöитные и прироäные
ресурсы так, ÷тобы оптиìаëüный пëан корпора-
öии быë оптиìаëüныì äëя кажäоãо преäприятия и
выпоëняëся финансовый баëанс? Оказывается,
÷то еäиных äëя всех преäприятий рас÷етных öен,
уäовëетворяþщих первоìу усëовиþ, не существу-
ет, а тарифы на ресурсы — еäиные äëя всех преä-
приятий. Дифференöированные по преäприятияì
рас÷етные öены, стиìуëируþщие выпоëнение оп-
тиìаëüноãо пëана корпораöии и уäовëетворяþщие

усëовиþ (8), существуþт при весüìа øироких
преäпоëожениях, при÷еì выпоëнения усëовия (8)
на оптиìаëüноì пëане ìожно äости÷ü при фикси-
рованных öенах, а на ëþбоì пëане — с поìощüþ
«пëаваþщих» öен.

Теорема 1. Если (X 0, Q0) = ( , ..., , , ..., )

доставляет максимум функции (6) при ограничениях

(1), (2), (4), (5) и π(X 0, Q0) > 0 и матрицы G
i
 невы-

рождены, то существуют такие векторы  и ,

что ( , ) — решение задачи
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при ограничениях (1) и (2), причем на оптимальном
плане выполняется условие финансового баланса

〈 , G
i

〉 = 〈c, G
i

〉. (10)

Если дополнительно требуется выполнение фи-
нансового баланса для любого плана с положитель-
ной прибылью, т. е. условия (8), то расчетные цены
и тарифы определяются в параметрическом виде:
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при оãрани÷ениях (1) и (2). При÷еì на оптиìаëü-
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Заäа÷а ìаксиìизаöии функöии (11) при оãрани-
÷ениях (1) и (2) распаäается на m заäа÷ ìаксиìиза-
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Ввеäеì вспоìоãатеëüный параìетр λ ∈ (0; 1] и
поëожиì

 = λ(c + μ
0
) + (1 – λ)s

i
,

 = λ(d + μ
1
). (12)

С у÷етоì этих выражений иìееì π
i
(x
i
, q

i
) =

= λ〈c + μ
0
, G

i
x
i
〉 + (1 – λ)〈s

i
, G

i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 –

– λ〈d + μ
1
, q

i
〉 = λ〈c + μ

0
, G

i
x
i
〉 – λ〈s

i
, x

i
〉 – λ〈d +

+ μ
1
, q

i
〉 = λL

i
(x
i
, q

i
).

Сëеäоватеëüно, ( , ) — реøение заäа÷и ìак-

сиìизаöии (9) при оãрани÷ениях (1) и (2), λ > 0.

Покажеì, ÷то существует такое λ ∈ (0; 1], при

котороì äëя , опреäеëяеìых из выражений (12)

при λ = λ0, выпоëняется усëовие финансовоãо ба-

ëанса (10). Дëя λ0 иìееì

〈λ0(c + μ
0
) + (1 – λ0)s

i
, G

i
〉 =

= 〈c, G
i

〉,

λ0 〈c + μ
0
, G

i
) – λ0 〈s

i
, 〉 =

= 〈c, G
i

〉 – 〈s
i
, 〉.

Откуäа λ0 = 〈c, G
i

〉 – 〈s
i
, 〉 〈c +

+ μ
0
, G

i
〉 – 〈s

i
, 〉 .

Так как π(X 0, Q0) > 0, μ
0
 l 0, то λ ∈ (0; 1], при-

÷еì λ0 = 1 тоëüко в сëу÷ае μ
0
 = 0.

Есëи заäаватü рас÷етные öены и тарифы на ре-
сурсы в виäе (12), не фиксируя λ, то все равно

( , ) буäут оптиìаëüныìи пëанаìи äëя преä-

приятий. При этоì зна÷ение параìетра λ устанав-
ëивается по факти÷ескоìу пëану из усëовия (8):

λ = 〈c, G
i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉  Ѕ

Ѕ 〈c + 
i
μ

0
, G

i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 ,

есëи π(X, Q) > 0. Теореìа äоказана. �

Замечание. Дëя тоãо ÷тобы ìатриöы  сущес-

твоваëи и, кроìе тоãо, выпоëняëисü соотноøения

s
i

 l 0, äостато÷но, наприìер, ÷тобы все соб-

ственные ÷исëа ìатриö A
i
 быëи по ìоäуëþ ìенüøе

еäиниöы. �
Из теореìы 1 вытекает, ÷то при управëении в

корпораöии рас÷етныìи öенаìи и тарифаìи на
äефиöитные и прироäные ресурсы интересы вер-
хнеãо (öентра) и нижнеãо (преäприятий) уровней
иäеаëüно соãëасуеìы.

Рассìотриì теперü разëи÷ные варианты äан-
ной ìоäеëи с некоторыìи äопоëнитеëüныìи оãра-
ни÷енияìи.

2. ÌÎÄÅËÜ ÔÓÍÊÖÈÎÍÈÐÎÂÀÍÈß ÊÎÐÏÎÐÀÖÈÈ
Ñ ÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÌ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÅÌ

ÏÎ ÄÎÏÓÑÒÈÌÎÌÓ ÓÐÎÂÍÞ ÇÀÃÐßÇÍÅÍÈß
ÎÊÐÓÆÀÞÙÅÉ ÏÐÈÐÎÄÍÎÉ ÑÐÅÄÛ

Преäпоëожиì, ÷то иìеþтся K показатеëей, оп-
реäеëяþщих уровенü заãрязнения окружаþщей
прироäной среäы в резуëüтате произвоäственной
äеятеëüности преäприятий.

Ввеäеì äопоëнитеëüно к параìетраì рассìот-

ренной ìоäеëи сëеäуþщие веëи÷ины: H
i
 = [ ] —

ìатриöа коэффиöиентов заãрязнения i-ãо преä-

приятия (  — объеì заãрязнения по k-ìу пока-

затеëþ при произвоäстве еäиниöы проäукöии виäа
r в i-ì преäприятии); Z = (Z

1
, ..., Z

K
) — вектор пре-

äеëüно äопустиìых уровней заãрязнения окружа-
þщей среäы по кажäоìу показатеëþ.

Пëан (X, Q) называется äопустиìыì, есëи вы-
поëняþтся соотноøения (1) — (5) и äопоëнитеëü-
но оãрани÷ение по уровнþ заãрязнения:

H
i
x
i
 m Z. (13)

Пëан (X 0, Q0) назовеì оптиìаëüныì, есëи он
äоставëяет ìаксиìуì функöии (6) при оãрани÷е-
ниях (1), (2), (4), (5) и (13).

Построиì ìеханизì соãëасования интересов,
вкëþ÷аþщих в себя систеìу рас÷етных öен и та-
рифов на äефиöитные и прироäные ресурсы, ко-
торый соãëасует интересы внутри корпораöии при
äопоëнитеëüноì оãрани÷ении (13) äëя öентра.

Дëя заäа÷и (6) с усëовияìи (1), (2), (4), (5) и (13)
рассìотриì функöиþ Лаãранжа

L
1(X, Q) = 〈c, G

i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 – 〈d, q

i
〉 +

+ 〈μ
0
, D

i
y
i
〉 – 〈μ

1
, q

i
〉 – 〈μ

2
, H

i
x
i
〉, (14)
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ãäе μ
0
, μ

1
 и μ

2
 — векторные ìножитеëи Лаãранжа.

Теорема 2. Если (X 0, Q0) = ( , ..., , , ..., )

доставляет максимум функции (6) при ограничениях

(1), (2), (4), (5), (13) и π(X 0, Q0) > 0 и матрицы G
i

невырождены, то существуют такие векторы  и

, что ( , ) — решение задачи максимизации (9)

при ограничениях (1) и (2), причем на оптимальном
плане выполняется условие финансового баланса
(10). Если дополнительно требуется выполнение фи-
нансового баланса для любого плана с положитель-
ной прибылью, т. е. условия (8), то расчетные цены
и тарифы определяются в параметрическом виде

(λ), (λ) при μ
0
 – ( H

i
)Tμ

2
 l 0. �

Д о к а з а т е ë ü с т в о. По теореìе äвойствен-
ности существуþт такие μ

0
 l 0, μ

1
 l 0 и μ

2
 l 0, ÷то

(X 0, Q0) — реøение заäа÷и ìаксиìизаöии функ-
öии Лаãранжа (14) при оãрани÷ениях (1) и (2),
при÷еì на оптиìаëüноì пëане иìеþт ìесто ра-

венства 〈μ
1
, 〉 = 〈μ

1
, Q〉, 〈μ

2
, H

i
〉 = 〈μ

2
, Z 〉.

Преобразуеì функöиþ Лаãранжа (14) к виäу

L
1(X, Q) = 〈c + μ

0
 – ( H

i
)Tμ

2
, G

i
x
i
〉 –

– 〈s
i
, x

i
〉 – 〈d + μ

1
, q

i
〉.

Заäа÷а ìаксиìизаöии функöии (14) при оãра-
ни÷ениях (1) и (2) распаäается на m заäа÷ ìакси-

ìизаöии по x
i
, q

i
 функöий (x

i
, q

i
) = 〈c + μ

0
 –

– ( H
i
)Tμ

2
, G

i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 – 〈d + μ

1
, q

i
〉.

Есëи поëожитü  = c + μ
0
 – ( H

i
)Tμ

2
 > 0,

 = d + μ
1
 ∀i = 1, ..., m, то π

i
(x
i
, q

i
) = (x

i
, q

i
),

т. е. ( , ) äоставëяет ìаксиìуì (9) при оãрани-

÷ениях (1) и (2). При этоì усëовие (8) иëи (10) вы-
поëняется при μ

0
 = 0, μ

2
 = 0.

Ввеäеì вспоìоãатеëüный параìетр λ ∈ (0; 1] и
поëожиì

 = λ(c + μ
0
 – ( H

i
)Tμ

2
) + (1 – λ)s

i
,

 = λ(d + μ
1
). (15)

При усëовии (15) иìееì π
i
(x
i
, q

i
) = λ〈c + μ

0
 –

– ( H
i
)Tμ

2
, G

i
x
i
〉 + (1 – λ)〈s

i
, G

i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 –

– λ〈d + μ
1
, q

i
〉 = λ〈c + μ

0
 – ( H

i
)Tμ

2
, G

i
x
i
〉 –

λ〈s
i
, x

i
〉 – λ〈d + μ

1
, q

i
〉 = λ (x

i
, q

i
).

Сëеäоватеëüно, ( , ) — реøение заäа÷и ìак-

сиìизаöии (9) при оãрани÷ениях (1) и (2), λ > 0.

Поëаãая λ = 〈c, G
i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 〈c +

+ μ
0
 – ( H

i
)Tμ

2
, G

i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 , поëу÷а-

еì, ÷то усëовие (8) буäет выпоëнятüся ∀(X, Q). Есëи

π(X, Q) > 0 и μ
0
 – ( H

i
)Tμ

2
 l 0, то λ ∈ (0; 1].

Есëи в правой ÷асти выражения äëя λ поëожитü

x
i
= , то соответствуþщее зна÷ение λ0 обеспе÷ит

выпоëнение усëовия (10). Теореìа äоказана. �

3. ÌÎÄÅËÜ ÔÓÍÊÖÈÎÍÈÐÎÂÀÍÈß ÊÎÐÏÎÐÀÖÈÈ
Ñ ÊÂÎÒÀÌÈ ÏÎ ÓÐÎÂÍÞ ÇÀÃÐßÇÍÅÍÈß

ÎÊÐÓÆÀÞÙÅÉ ÏÐÈÐÎÄÍÎÉ ÑÐÅÄÛ

Преäпоëожиì, ÷то существуþт оãрани÷ения по
уровнþ заãрязнения окружаþщей среäы, относя-
щиеся непосреäственно к конкретноìу преäпри-
ятиþ:

∀i = 1, ..., m,  H
i
x
i
 m β

i
Z, (16)

ãäе β
i
 > 0, i = 1, ..., m, β

1
 + ... + β

i
 + ... + β

m
 = 1.

Коэффиöиенты β
i
 ìоãут бытü опреäеëены экс-

пертно, исхоäя из инфорìаöии, которой распоëа-
ãает öентр (ìощности преäприятия, опасное иëи
вреäное произвоäство и äр.). Из оãрани÷ений (16)
сëеäует выпоëнение усëовия (13).

Оптиìаëüныì произвоäственныì пëаноì кор-

пораöии назовеì пару (X 0, Q
0), äоставëяþщуþ

ìаксиìуì функöии (6) при оãрани÷ениях (1), (2),
(4) и (5). При этоì i-е преäприятие буäет ìакси-
ìизироватü прибыëü (7) при оãрани÷ениях (1), (2)
и (16), а рас÷етные öены и тарифы на äефиöитные
и прироäные ресурсы сëужат управëяþщиìи па-
раìетраìи эконоìи÷ескоãо ìеханизìа, выбирае-
ìыìи руковоäствоì корпораöии.

Построиì ìеханизì соãëасования интересов,
вкëþ÷аþщих в себя систеìу рас÷етных öен и та-
рифов на äефиöитные и прироäные ресурсы, ко-
торый соãëасует интересы внутри корпораöии
при äопоëнитеëüноì оãрани÷ении (16) äëя преä-
приятий.

Дëя заäа÷и (6) с усëовияìи (1), (2), (4) и (5) рас-
сìотриì функöиþ Лаãранжа (11), а äëя заäа÷и (9)
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с усëовияìи (1), (2) и (16) рассìотриì функöиþ
Лаãранжа

L
0i
(x
i
, q

i
) = 〈 , G

i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 – 〈 , q

i
〉 –

– 〈v, H
i
x
i

〉, (17)

ãäе v — векторный ìножитеëü Лаãранжа.

Теорема 3. Если (X 0, Q0) = ( , ..., , ,..., )

доставляет максимум функции (6) при ограничениях

(1), (2), (4), (5) и π(X 0, Q0) > 0 и матрицы G
i
 невы-

рождены, то существуют такие векторы  и ,

что ( , ) — решение задачи максимизации (9) при

ограничениях (1), (2) и (16), причем на оптимальном
плане выполняется условие финансового баланса
(10). Если дополнительно требуется выполнение фи-
нансового баланса для любого плана с положитель-
ной прибылью, т. е. условия (8), то расчетные цены
и тарифы определяются в параметрическом виде

(λ), (λ) при ( H
i
)Tv  + μ

0
 l 0. �

Д о к а з а т е ë ü с т в о. По теореìе äвойственнос-

ти существуþт такие μ
0
 l 0, μ

1
 l 0, ÷то (X 0, Q0) —

реøение заäа÷и ìаксиìизаöии функöии Лаãранжа
(11) при оãрани÷ениях (1) и (2), при÷еì на опти-

ìаëüноì пëане иìеет ìесто равенство 〈μ
1
, 〉 =

= 〈μ
1
, Q〉.

Преобразуеì функöиþ Лаãранжа (11) к виäу

L(X, Q) = 〈c + μ
0
, G

i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 –

– 〈d + μ
1
, q

i
〉. (18)

Заäа÷а ìаксиìизаöии (18) при оãрани÷ениях
(1) и (2) распаäается на m заäа÷ ìаксиìизаöии по

x
i
, q

i
 функöий L

i
(x
i
, q

i
) = 〈c + μ

0
, G

i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 –

– 〈d + μ
1
, q

i
〉.

По теореìе äвойственности существует такое

v l 0, ÷то ( , ) — реøение заäа÷и ìаксиìиза-

öии функöии Лаãранжа (17) при оãрани÷ениях (1)

и (2). При÷еì на оптиìаëüноì пëане ( , ) иìе-

ет ìесто равенство 〈v, H
i

〉 = 〈v, β
i
Z〉.

Преобразуеì функöиþ (17) к виäу L
0i
(x
i
, q

i
) =

= 〈  – ( H
i
)Tv ,G

i
x
i
〉 – 〈s

i
,x
i
〉 – 〈 ,q

i
〉.

Есëи поëожитü = c + μ
0
 + ( H

i
)Tv >0,

 = d + μ
1
 ∀i = 1, ..., m, то L

0i
(x
i
, q

i
) = L

i
(x
i
, q

i
), т. е.

( , ) äоставëяет ìаксиìуì (9) при оãрани÷ени-

ях (1) и (2). При этоì усëовие (8) иëи (10) выпоë-
няется при μ

0
 = 0, v = 0. Ввеäеì вспоìоãатеëüный

параìетр λ ∈ (0; 1] и поëожиì

 = λ(c + μ
0
) + ( H

i
)Tv  +

+ (1 – λ)s
i

,  = λ(d + μ
1
). (19)

При усëовии (19) иìееì L
0i
(x
i
, q

i
)= 〈λ(c + μ

0
) +

+ ( H
i
)Tv  – ( H

i
)Tv , G

i
x
i
〉 + (1 – λ) Ѕ

Ѕ 〈s
i

, G
i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 – λ〈d + μ

1
, q

i
〉 = λ〈c + μ

0
,

G
i
x
i
〉 – λ〈s

i
, x

i
〉 – λ〈d + μ

1
, q

i
〉 = λL

0
(x
i
, q

i
).

Сëеäоватеëüно, ( , ) — реøение заäа÷и ìак-

сиìизаöии (17) при оãрани÷ениях (1), (2) иëи, ÷то
то же, реøение заäа÷и ìаксиìизаöии (9) при оã-
рани÷ениях (1), (2) и (16), λ > 0.

Покажеì, ÷то существует такое λ ∈ (0; 1], при

котороì äëя , опреäеëяеìых из выражения (19)

при λ = λ0, выпоëняется усëовие финансовоãо ба-

ëанса (10). Дëя λ0 иìееì

〈λ0(c + μ
0
) + ( H

i
)Tv  +

+ (1 – λ0)s
i

, G
i

〉 = 〈c, G
i

〉,

λ0 〈c + μ
0
, G

i
〉 – λ0 〈s

i
, 〉 =

= 〈c, G
i

〉 – 〈s
i
, 〉 –

– 〈( H
i
)Tv , G

i
〉.

Откуäа

λ0 = 〈c, G
i

〉 – 〈s
i
, 〉 –

– 〈( H
i
)Tv , G

i
〉  Ѕ

Ѕ 〈c + μ
0
, G

i
〉 – 〈s

i
, 〉 .

Так как π(X 0, Q0) > 0, μ
0
 l 0, v l 0, то λ ∈ (0; 1],

есëи ( H
i
)Tv  + μ

0
 l 0. При÷еì λ0 = 1 тоëü-

ко в сëу÷ае μ
0
 = 0, v = 0.

ci
p

ti
p

βi
1–

x1
0

xm
0

q1
0

qm
0

ci
p

ti
p

xi
0

qi
0

ci
p

ti
p

Gi
1– βi

1–
Di
T

i 1=

m

∑ qi
0

i 1=

m

∑ Di
T

i 1=

m

∑

i 1=

m

∑

Di
T

xi
0

qi
0

xi
0

qi
0

xi
0

ci
p

Gi
1– βi

1–
ti
p

ci
p

Di
T

Gi
1– βi

1–

ti
p

xi
0

qi
0

ci
p

Di
T

Gi
1– βi

1–

Gi
1–

ti
p

Di
T

Gi
1– βi

1–
Gi

1– βi
1–

Gi
1–

Di
T

xi
0

qi
0

ci
p

i 1=

m

∑ Di
T

Gi
1– βi

1–

Gi
1–

xi
0

i 1=

m

∑ xi
0

i 1=

m

∑ Di
T

xi
0

i 1=

m

∑ xi
0

i 1=

m

∑ xi
0

i 1=

m

∑ xi
0

i 1=

m

∑ Gi
1– βi

1–
xi

0

⎝
⎜
⎛

i 1=

m

∑ xi
0

i 1=

m

∑ xi
0

i 1=

m

∑ Gi
1– βi

1–
xi

0

⎠
⎟
⎞

⎝
⎜
⎛

i 1=

m

∑ Di
T

xi
0

i 1=

m

∑ xi
0

⎠
⎟
⎞

1–

Gi
1– βi

1–
Di
T

pb409.fm  Page 29  Friday, July 10, 2009  10:18 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

30 CONTROL SCIENCES ¹ 4 • 2009

Есëи заäаватü рас÷етные öены и тарифы на ре-
сурсы в виäе (19), не фиксируя λ, то все равно

( , ) буäут оптиìаëüныìи пëанаìи äëя преä-

приятий. При этоì зна÷ение параìетра λ устанав-
ëивается по факти÷ескоìу пëану из усëовия (8):

λ = 〈c, G
i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 –

– 〈( H
i
)Tv , G

i
x
i
〉  Ѕ

Ѕ 〈c + μ
0
, G

i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 ,

есëи ( H
i
)Tv  + μ

0
 l 0. Теореìа äоказана.

�

4. ÌÎÄÅËÜ ÔÓÍÊÖÈÎÍÈÐÎÂÀÍÈß ÊÎÐÏÎÐÀÖÈÈ
Ñ ÑÈÑÒÅÌÎÉ ØÒÐÀÔÎÂ ÇÀ ÏÐÅÂÛØÅÍÈÅ

ÄÎÏÓÑÒÈÌÎÃÎ ÓÐÎÂÍß ÇÀÃÐßÇÍÅÍÈß
ÎÊÐÓÆÀÞÙÅÉ ÏÐÈÐÎÄÍÎÉ ÑÐÅÄÛ

Рассìотриì корпораöиþ, в которой öентр иìеет
право øтрафоватü преäприятия, есëи показатеëи
заãрязнения окружаþщей среäы в резуëüтате äе-
ятеëüности преäприятий оказываþтся выøе пре-
äеëüно äопустиìых. Пустü w — øтраф за еäиниöу
превыøения äопустиìоãо уровня заãрязнения.

Оптиìаëüныì произвоäственныì пëаноì кор-

пораöии назовеì пару (X 0, Q
0), äоставëяþщуþ

ìаксиìуì функöии (6) при оãрани÷ениях (1), (2),
(4) и (5).

Прибыëü i-ãо преäприятия ìожно записатü в
виäе

(x
i
, q

i
) = 〈 , G

i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 – 〈 , q

i
〉 –

– wmax{ (H
i
x
i
 – β

i
Z )

k
, 0}, (20)

ãäе (H
i
x
i
 – β

i
Z )

k
 озна÷ает k-þ коìпоненту вектора

H
i
x
i
 – β

i
Z.

При этоì i-е преäприятие буäет ìаксиìизиро-
ватü прибыëü (20) при оãрани÷ениях (1) и (2).

Построиì ìеханизì соãëасования интересов,
вкëþ÷аþщих в себя систеìу рас÷етных öен и та-
рифов на äефиöитные и прироäные ресурсы, ко-
торый соãëасует интересы внутри корпораöии при
некоторой систеìе øтрафов äëя преäприятий.

Дëя заäа÷и (6) с усëовияìи (1), (2), (4) и (5)
рассìотриì функöиþ Лаãранжа виäа (11). Коì-
поненту вектора H

i
x
i
 – β

i
Z, соответствуþщуþ

(H
i
x
i
 – β

i
Z )

k
 äëя i-ãо преäприятия, обозна-

÷иì k(i).

Теорема 4. Если (X 0, Q0) = ( , ..., , , ..., )

доставляет максимум функции (6) при ограничениях

(1), (2), (4), (5) и π(X 0, Q0) > 0 и матрицы G
i
 невы-

рождены, то существуют такие векторы  и ,

что ( , ) — решение задачи максимизации (20)

при ограничениях (1) и (2), при любом фиксированном
значении штрафа w, причем на оптимальном плане
выполняется условие финансового баланса (10). Если
дополнительно требуется выполнение финансового
баланса для любого плана с положительной прибы-
лью, т. е. условия (8), то расчетные цены и тарифы

определяются в параметрическом виде: (λ), (λ).

Если (H
i

 – β
i
Z)

k
, то (λ), (λ) опреде-

ляются при условии wβ
i
Z
k(i)

(lx
i
)–1  m μ

0
, где

Z
k(i)

 — k(i)-я компонента вектора Z, (lx
i
)–1 есть век-

тор ((lx
i1
)–1, ..., (lx

il
)–1). �

Д о к а з а т е ë ü с т в о. По теореìе äвойственнос-

ти существуþт такие μ
0
 l 0, μ

1
 l 0, ÷то (X 0, Q0) —

реøение заäа÷и ìаксиìизаöии функöии Лаãранжа
(11) при оãрани÷ениях (1) и (2). При÷еì на опти-

ìаëüноì пëане иìеет ìесто равенство 〈μ
1
, 〉 =

= 〈μ
1
, Q〉. Преобразуеì функöиþ (11) к виäу (18).

Заäа÷а ìаксиìизаöии функöии (18) при оãрани÷е-
ниях (1) и (2) распаäается на m заäа÷ ìаксиìиза-

öии по x
i
, q

i
 функöий L

i
(x
i
, q

i
) = 〈c + μ

0
, G

i
x
i
〉 –

– 〈s
i
, x

i
〉 – 〈d + μ

1
, q

i
〉.

Рассìотриì сëеäуþщие сëу÷аи реøения заäа-
÷и (20).

�  такое, ÷то (H
i

 – β
i
Z )

k
 m 0. Тоãäа, по-

ëаãая  = c + μ
0
,  = d + μ

1
 ∀i = 1, ..., m,

иìееì ( , ) = L
i
( , ), т. е. ( , ) äо-

ставëяет ìаксиìуì (20) при оãрани÷ениях (1) и

(2). При этоì ( , ) = π
i
( , ). Зна÷ит,

усëовие (8) иëи (10) выпоëняется при μ
0
 = 0. Ес-

ëи поëожитü λ0 = 〈c, G
i

〉 – 〈s
i
, 〉  Ѕ

Ѕ 〈c + μ
0
, G

i
〉 – 〈s

i
, 〉 , то ус-

ëовие (8) буäет выпоëнено ∀(X, Q). Есëи

π(X 0, Q
0) > 0, то λ ∈ (0; 1]. Есëи в правой ÷асти
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выражения äëя λ поëожитü x
i
 = , то соответс-

твуþщее зна÷ение λ0 обеспе÷ит выпоëнение ус-
ëовия (10).

�  такое, ÷то (H
i

 – β
i
Z )

k(i)
 = (H

i
 –

– β
i
Z )

k
 > 0. Прибыëü i-ãо преäприятия естü

( , ) = 〈 , G
i

〉 – 〈s
i
, 〉 – 〈 , 〉 –

– w(H
i

 – β
i
Z )

k(t)
. (21)

Преобразуеì выражение (21) к виäу ( , ) =

= 〈 , G
i

〉 – 〈s
i
, 〉 – 〈 , 〉 – w〈(H

i
)
k(i)

, 〉 +

+ wβ
i
Z
k(i)

 = 〈  – w( )T(H
i
)
k(i)

, G
i

〉 – 〈s
i
, 〉 –

– 〈 , 〉 + wβ
i
Z
k(i)

, ãäе (H
i
)
k(i)

 — k(i)-я строка ìат-

риöы H
i
.

Есëи поëожитü  = c + μ
0
 +

w( )T(H
i
)
k(i)

>0,  = d + μ
1
 ∀i = 1, ..., m, то ( ,

) äоставëяет ìаксиìуì прибыëи (21) при оãра-

ни÷ениях (1) и (2). При этоì усëовие (8) иëи (10)
выпоëняется при μ

0
= 0.

Ввеäеì вспоìоãатеëüный параìетр λ ∈ (0; 1] и
поëожиì

 = λ(c + μ
0
) + w( )T(H

i
)
k(i)

 –

– wβ
i
Z
k(i)

(lx
i
)–1  + (1 – λ)s

i
,

 = λ(d + μ
1
). (22)

Тоãäа (x
i
, q

i
) = 〈λ(c + μ

0
) + w( )T(H

i
)
k(i)

 –

– w( )T(H
i
)
k(i)

, G
i
x
i
〉 – 〈wβ

i
Z
k(i)

(lx
i
)–1 , G

i
x
i
〉 +

+ (1 – λ)〈s
i

, G
i
x
i
〉– 〈s

i
, x

i
〉–λ〈d + μ

1
, q

i
〉 + wβ

i
Z
k(i)

 =

= λ〈c + μ
0
, G

i
x
i
〉 – λ〈s

i
, x

i
〉 – λ〈d + μ

1
, q

i
〉 = λL

i
(x
i
, q

i
).

Зна÷ит, ( , ) — реøение заäа÷и ìаксиìиза-

öии (21) при оãрани÷ениях (1) и (2), λ > 0. Есëи по-

ëожитü λ = 〈c, G
i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 + wβiZ

k(i)
 Ѕ

Ѕ 〈c + μ
0
, G

i
x
i
〉 – 〈s

i
, x

i
〉 , то усëовие (8)

буäет выпоëнено ∀(X, Q). Есëи π(X, Q) > 0 и

wβ
i
Z
k(i)

(lx
i
)–1  m μ

0
, то λ ∈ (0; 1]. Есëи в пра-

вой ÷асти выражения äëя λ поëожитü x
i
 = , то со-

ответствуþщее зна÷ение λ0 обеспе÷ит выпоëнение
усëовия (10). Теореìа äоказана. �

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

«Пëаваþщие» рас÷етные öены и тарифы на äе-
фиöитные и прироäные ресурсы (с нефиксирован-
ныì параìетроì λ), вообще ãоворя, преäставëяþт
собой виä управëения с обратной связüþ, а не про-
ãраììное управëение. Еще оäин виä обратной свя-
зи появëяется в рас÷етных öенах (22), которые за-
висят от факти÷еских буäущих зна÷ений x

i
. Оäна-

ко в рассìотренных ìоäеëях назна÷ение обратной
связи состоит тоëüко в выпоëнении финансовоãо
баëанса, соãëасование интересов äостиãается и без
нее, а оптиìаëüное повеäение нижнеãо уровня оп-
реäеëяется оптиìаëüныì пëаноì систеìы в öеëоì.
На практике такой ìеханизì ìожно преäставитü
как схеìу итоãовых рас÷етов за произвоäственнуþ
äеятеëüностü, которые состоят из опëаты проäук-
öии и проäажи äефиöитных и прироäных ресурсов
в те÷ение некотороãо проìежутка вреìени по не-
которыì авансовыì öенаì и тарифаì и äопëат в
конöе проìежутка вреìени по коне÷ныì резуëüта-
таì произвоäственной äеятеëüности корпораöии.
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