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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ
È ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÈÑÒÅÌÀÕ ÈÍÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß
È ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÎÁÌÅÍÀ Â ÎÁÙÅÑÒÂÅ1

Â.Ý. Äæàøèòîâ, Â.Ì. Ïàíêðàòîâ, À.Ô. Ðåç÷èêîâ, À.Ý. Äæàøèòîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ È ÈÑÕÎÄÍÛÅ ÏÐÅÄÏÎËÎÆÅÍÈß

В совреìенноì ìире существует ìножество
систеì и структур инфорìирования и инфорìаöи-
онноãо обìена в соöиаëüных систеìах. Их ìожно
усëовно разäеëитü на сëеäуþщие основные ãруппы
(рис. 1):

— среäства ìассовой инфорìаöии, охватываþ-
щие практи÷ески все öивиëизованное ÷еëове÷ест-
во (теëевиäение, реãуëярно выхоäящие ìассовые
пе÷атные изäания и äр.) — они иãраþт роëü гло-
бальной системы;

— Интернет, охватываþщий существенно ìенü-
øие, но все же зна÷итеëüные сëои общества — он
иãрает роëü условно локальной системы;

— среäства инäивиäуаëüной инфорìаöии (об-
ìен инфорìаöией происхоäит на инäивиäуаëü-
ноì уровне по теëефонной иëи ìобиëüной связи,
вербаëüно иëи писüìенно и т. п.) — назовеì эти
среäства сугубо локальной системой.

Все эти систеìы и структуры ìоãут работатü как
с обратной связüþ, так и без неё и преäставëяþт
собой äостато÷но сëожные äинаìи÷еские систеìы
с распреäеëенныìи параìетраìи. Наприìер, с оä-

ной стороны, Интернет ìожно с÷итатü в опреäе-
ëенной ìере проìежуто÷ныì и оäновреìенно свя-
зуþщиì звеноì ìежäу глобальными и сугубо локаль-
ными систеìаìи. С äруãой стороны, Интернет —
это ÷резвы÷айно быстро развиваþщаяся систеìа,
обëаäаþщая возìожностяìи, бëизкиìи к возìож-
ностяì среäств ìассовой инфорìаöии, и важныì
свойствоì реаëизаöии обратной связи при инфор-
ìаöионноì обìене. В äаëüнейøеì буäеì рассìат-
риватü Интернет как важное среäство инфорìиро-
вания и инфорìаöионноãо обìена в обществе.

В настоящее вреìя øироко провоäятся важные
и актуаëüные фунäаìентаëüные иссëеäования по
ìатеìати÷ескиì ìоäеëяì в соöиаëüно-эконоìи-
÷еских систеìах, наприìер, [1, 2]. Вìесте с теì по-
пытки приìенения ìатеìати÷еских ìоäеëей и ìе-

Построены и иссëеäованы ìатеìати÷еские ìоäеëи, позвоëяþщие реøатü заäа÷и управ-

ëения инфорìаöионныì обìеноì в обществе. Дëя построения и анаëиза ìатеìати÷ес-

ких ìоäеëей преäëожен ìетоä инфорìаöионных эëеìентарных баëансов и приìенены

ìетоäы неëинейной äинаìики систеì. Привеäены резуëüтаты ÷исëенных рас÷етов, по-

ëу÷ены ка÷ественные и коëи÷ественные оöенки, поäтвержäаþщие работоспособностü

построенных ìоäеëей. Даны рекоìенäаöии по оптиìизаöии инфорìаöионноãо обìена

в общественных структурах.

Ключевые слова: ìатеìати÷еское ìоäеëирование, инфорìаöионный обìен, управëение в соöиаëü-
ных систеìах, неëинейные äинаìи÷еские систеìы.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(проект № 08-08-00084а).

Среäства ìассовой
инфорìаöии —

ãëобаëüная систеìа

Интернет —
усëовно ëокаëü-

ная систеìа

Среäства инäивиäуаëüной
инфорìаöии —

суãубо ëокаëüная систеìа

Общество

Базы äанных
и знаний

Систеìы управëения
базаìи äанных и знаний

Рис. 1. Структура информирования и информационного обмена
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тоäов (наприìер, ìетоäа эëеìентарных баëансов
[3] и ìетоäов неëинейной äинаìики [4, 5]) к ре-
øениþ заäа÷ управëения в соöиаëüных науках,
связанных с инфорìаöионныì обìеноì, приво-
äят ÷аще к новоìу осìысëениþ общих пробëеì
ìетоäоëоãии этих наук, ÷еì к иìеþщиì реаëüный
физи÷еский сìысë реøенияì заäа÷ [6—8]. При со-
ставëении ìатеìати÷еских ìоäеëей в этих заäа÷ах
принöипиаëüный вопрос закëþ÷ается в тоì, какие
переìенные äействитеëüно описываþт сëожнуþ
äинаìи÷ескуþ систеìу и как они связаны ìежäу
собой. Кроìе тоãо, в заäа÷ах инфорìаöионноãо
обìена в сëожных соöиаëüных систеìах ìноãие из
параìетров систеìы неизвестны и (иëи) неуправ-
ëяеìы. Поìо÷ü зäесü ìожет ëиøü ëу÷øее пониìа-
ние вëияния «ëиøних» параìетров иëи анаëиз ìо-
äеëей, у÷итываþщих боëüøее их ÷исëо иëи äопоë-
нитеëüные (возìожно, неëинейные) связи.

Авторы с÷итаþт äëя себя важныì стреìитüся к
той ситуаöии, коãäа совреìенный ìатеìати÷еский
форìаëизì не затруäняë бы, а наоборот, поìоãаë
наибоëее ясно отображатü сущностü проöессов
инфорìаöионноãо обìена, постановки заäа÷ и ìе-
тоäов их реøения.

Сфорìуëируеì некоторые принöипы, поëоже-
ния и äопущения, касаþщиеся ìетоäов и ìатеìа-
ти÷еских ìоäеëей, которые преäëаãаþтся в насто-
ящей работе äëя иссëеäования конкретных заäа÷
инфорìаöионноãо обìена в обществе с поìощüþ
иìеþщихся среäств.

Дëя построения ìатеìати÷еских ìоäеëей в ка-
÷естве оäноãо из основных преäëаãается метод ин-
формационных балансов.

Ввеäеì основные преäпоëожения.
� Основной принöип ìетоäа инфорìаöионных
баëансов: обìен инфорìаöией (в отëи÷ие от обìе-
на энерãией [3]) не приводит к уìенüøениþ ин-
форìаöии у äаþщеãо ее, а привоäит к увеëи÷ениþ
инфорìаöии у приниìаþщеãо ее, без потери (иëи
по÷ти без потери) инфорìаöии у äаþщеãо.

Коëи÷ество инфорìаöии у у÷астников инфор-
ìаöионноãо обìена все же уìенüøается, но тоëü-
ко путеì ее ÷асти÷ной «устареваеìости», «забыва-
еìости» и т. п.
� Базовая ãипотеза äëя составëения обыкновен-
ных äифференöиаëüных уравнений, опреäеëяþ-
щих основу ìетоäа инфорìаöионных баëансов:
иìеется скоëü уãоäно боëüøое, но оãрани÷енное
ìножество A ëþäей (ãражäан), разäеëенных на
ãруппы X, Y, Z и S и иìеþщих возìожностü обìена
инфорìаöией с поìощüþ Интернета, инäивиäу-
аëüных (и) иëи ìассовых среäств инфорìаöии:

в ãруппу X вхоäят ëþäи, заинтересованные (на-
зовеì их активныìи) в созäании некотороãо «со-
общества» (наприìер, структуры ìестноãо саìо-
управëения, товарищества собственников жиëüя,
сознатеëüноãо эëектората при провеäении выбо-

ров, боëеëüщиков футбоëüноãо кëуба и т. ä.) äëя
äостижения поставëенной öеëи (наприìер, опти-
ìаëüноãо функöионирования структуры, äостиже-
ния опреäеëенноãо резуëüтата выборов, ка÷ествен-
ноãо реìонта äоìа, поезäки в отäаëенный район
на ìат÷ кëуба и т. ä.), но неинфорìированные (как
созäатü «сообщество», какие правовые äокуìенты
нужны, ÷то это äает, каковы еãо эконоìи÷еская и
соöиаëüная основа и структура, поëноìо÷ия еãо
испоëнитеëüных орãанов и т. п.);

в ãруппу Y — заинтересованные (активные) и
инфорìированные;

в ãруппу Z — незаинтересованные (неактив-
ные), но инфорìированные;

в ãруппу S — незаинтересованные (неактив-
ные), и неинфорìированные.

Буäеì обозна÷атü ÷исëо ëþäей в ãруппе той же
буквой, ÷то и ãруппу.

Из основноãо принöипа ìетоäа инфорìаöион-
ных баëансов сëеäует, ÷то в такой инфорìаöион-
ной систеìе äоëжны отсутствоватü коëебатеëüные
äвижения, а зна÷ения Y(t) и Z(t) ìоãут тоëüко воз-
растатü, а X(t) и S(t) — тоëüко убыватü (инфорìи-
рованных ëþäей становится все боëüøе, а неин-
форìированных все ìенüøе в проöессе обìена
инфорìаöией). Дëя на÷аëа проöесса обìена ин-
форìаöией ÷исëенности ëþäей в ãруппах Y и Z не
äоëжно бытü нуëевыìи. Буäеì поëаãатü справеä-
ëивыìи на÷аëüные усëовия 0 < Y

0
 m Z

0
 m X

0
 m S

0
. 

Поëаãаеì также, ÷то выпоëняþтся усëовия
Y(t) > 0, Z(t) > 0, X(t) l 0 и S(t) l 0 и инфорìаöия
ìожет свобоäно переäаватüся от инфорìирован-
ных ãрупп к неинфорìированныì.

Ввеäеì и некоторые дополнительные важные
преäпоëожения.
� В реаëüной жизни позиöия «активности» иëи
«неактивности» ãражäан в ãруппах X и S ìожет из-
ìенитüся на противопоëожнуþ по ìере поступëе-
ния к ниì инфорìаöии. Друãиìи сëоваìи, ÷астü
ãражäан в этих ãруппах не впоëне опреäеëиëасü в
своей позиöии и опреäеëяется в ней по ìере пос-
тупëения инфорìаöии.

Свойство «активности» в ãруппах Y и Z инфор-
ìированных ãражäан поëаãаеì неизìеняеìыì,
поскоëüку они инфорìированы и опреäеëиëисü в
своей позиöии.

Такиì образоì, уже в упрощенной (ëинейной)
постановке у÷итывается то обстоятеëüство, ÷то
÷исëо ãражäан ãруппы Z (неактивных, но инфор-
ìированных) ìожет увеëи÷иватüся не тоëüко за
с÷ет ÷исëенности ãруппы S (неактивных и неин-
форìированных), но и за с÷ет ÷исëенности ãруп-
пы X (активных, но неинфорìированных), в кото-
рой по ìере поступëения инфорìаöии ìеняþтся
сразу äва свойства на противопоëожные.

Анаëоãи÷но, ÷исëо ãражäан ãруппы Y (актив-
ных и инфорìированных) ìожет увеëи÷иватüся не
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тоëüко за с÷ет ÷исëенности ãруппы X при поступ-
ëении к ниì необхоäиìой инфорìаöии, но и за
с÷ет ÷исëенности ãруппы S, в которой, по ìере
поступëения инфорìаöии, ìеняþтся на противо-
поëожные сразу äва свойства, и попоëняется, теì
саìыì, ãруппа Y.
� Инфорìаöия в ту иëи инуþ ãруппу поступает
как от сосеäних ãрупп, так и от посторонних (не
вхоäящих ни в оäну из ãрупп) исто÷ников инфор-
ìаöии.
� Характер поступаþщей инфорìаöии от посто-
ронних исто÷ников носит, вообще ãоворя, сëу÷ай-
ный характер, ÷то обусëовëивает сëу÷айные изìе-
нения ÷исëенности ãрупп.
� Суììарное ÷исëо A ãражäан изìеняется (как и
в реаëüной жизни) сëу÷айныì образоì окоëо не-
котороãо среäнеãо зна÷ения с некоторыì среäне-
кваäрати÷ескиì откëонениеì.
� Матеìати÷ескуþ ìоäеëü сëу÷айных проöес-
сов, испоëüзуеìуþ в рассìатриваеìоì инфорìа-
öионноì обìене, приìеì в виäе [5, 7] стаöионар-
ноãо иìпуëüсноãо сëу÷айноãо проöесса Пуассона
(рис. 2).

Аìпëитуäа Am сëу÷айной функöии f(t) и øири-
на иìпуëüсов τ изìеняþтся сëу÷айно с заäанны-
ìи ìатеìати÷ескиìи ожиäанияìи M(A) и M(τ) и
среäнекваäрати÷ескиìи откëоненияìи σ(A) и σ(τ).
Межäу ìоìентаìи изìенений функöия f(t) поëа-
ãается постоянной. Этот проöесс стаöионарный и
эрãоäи÷еский.
� Рассìатриваþтся äве постановки заäа÷и — ëи-
нейная (коãäа не у÷итываþтся неëинейные эф-
фекты взаиìоäействий ìежäу ãруппаìи в проöес-
се инфорìаöионноãо обìена) и неëинейная (коãäа

эти эффекты у÷итываþтся). В проöессе инфорìа-
öионноãо обìена ÷исëенности ãрупп изìеняþтся
в соответствии с показанныìи на рис. 3 связяìи.
Связи ìежäу ãруппаìи отражены ÷ерныìи стреë-
каìи. Допоëнитеëüные и неëинейные связи и эëе-
ìенты Q

x
 и Q

z
, у÷итываþщие поступëение инфор-

ìаöии со стороны, выäеëены серыì.

Ставится задача: путеì управëяеìоãо оптиìизи-
рованноãо инфорìаöионноãо обìена ìежäу ãруппа-
ìи максимально увеличить ÷исëенностü ãруппы Y
(ëþäей активных и инфорìированных) Y → Y

max
.

1. ËÈÍÅÉÍÀß ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

При ввеäенных преäпоëожениях систеìа ëи-
нейных обыкновенных äифференöиаëüных урав-
нений инфорìаöионных баëансов ìожет бытü
преäставëена в виäе:

 = –q
yx

X + Q
x
 + Q

xc
(t), (1)

 = –q
yx
Y + q

yx
(Y

0
 + X

0
) – (Q

x
 + Q

xc
(t)) +

+ q
ys
(Y – S), (2)

 = –q
zs
Z + q

zs
(Z

0
 + S

0
) – (Q

z
 + Q

zc
(t)) +

+ q
zx
(Z – X), (3)

S = A + A
c
(t) – X – Y – Z, (4)

ãäе q
yx
 — коэффиöиент, характеризуþщий интен-

сивностü убывания ÷исëа ãражäан в ãруппе X при
поступëении в нее инфорìаöии иëи интенсив-
ностü возрастания ÷исëа ãражäан в ãруппе Y и за-
висящий от ìноãих факторов; q

zs
 — коэффиöиент,

характеризуþщий интенсивностü убывания ÷исëа
ãражäан в ãруппе S при поступëении в неãо ин-
форìаöии иëи интенсивностü возрастания ÷исëа
ãражäан в ãруппе Z и также зависящий от ìноãих
факторов; q

ys
 — коэффиöиент, характеризуþщий

интенсивностü возрастания ÷исëа ãражäан в ãруп-
пе Y бëаãоäаря изìенениþ свойств неактивности
и неинфорìированности ãражäан в ãруппе S на
противопоëожные; q

zx
 — коэффиöиент, характери-

зуþщий интенсивностü возрастания ÷исëа ãражäан
в ãруппе Z из-за изìенения свойств активности и
неинфорìированности ãражäан в ãруппе X на
противопоëожные; Q

x
 и Q

z
 — ìатеìати÷еское

ожиäание скорости изìенения ÷исëа ãражäан в
ãруппах X и Y и ãруппах S и Z, соответственно, бëа-
ãоäаря поступëениþ посторонней инфорìаöии;
A — суììарное ÷исëо ëþäей в ãруппах в äетер-
ìинированной постановке иëи ìатеìати÷еское
ожиäание этой веëи÷ины, коãäа у÷итывается сëу-
÷айный характер проöессов; Q

xc
(t), Q

zc
(t) и A

c
(t) —

0 t

f(t)

τ

Am

Рис. 2. Математическая модель стационарного импульсного слу-
чайного процесса Пуассона в информационном обмене
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Рис. 3. Схемы изменения численности граждан в группах в про-
цессе информационного обмена:
а — ëинейная постановка; б — неëинейная постановка
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сëу÷айные составëяþщие соответствуþщих пара-
ìетров.

Знак ìинус переä ÷ëеноì, характеризуþщиì
исто÷ник посторонней инфорìаöии в уравнении
(2) озна÷ает, ÷то с увеëи÷ениеì скорости изìене-
ния ÷исëа ãражäан в ãруппе X оäновреìенно
уìенüøается скоростü изìенения ÷исëа ãражäан в
ãруппе Y. Анаëоãи÷ные рассужäения справеäëивы
и äëя уравнения (3).

Поëаãаеì, ÷то q
ys
 < q

yx
 и q

zx
 < q

xs
.

Управëяþщие параìетры ìоãут бытü выбраны
из коэффиöиентов q

ys
, q

yx
, q

zx
, q

zs
, ... по ìере выяс-

нения зна÷иìости их вëияния на äостижение за-
явëенной öеëи Y → Y

max
 и возìожности их прак-

ти÷еской реаëизаöии.
Разìерностü веëи÷ин Q

x
, Q

z
, Q

xc
(t) и Q

zc
(t) [÷ис-

ëо ãражäан/еä. вреìени], разìерностü коэффиöи-
ентов q

ys
, q

yx
, q

zx
 и q

zs
 [1/еä. вреìени].

Дëя поëу÷ения ка÷ественных оöенок анаëити-
÷ески поëу÷иì стаöионарное реøение ëинейной

систеìы (1)—(4). Дëя этоãо поëожиì  =  =

= = 0. Пренебреãая сëу÷айныìи составëяþщи-
ìи, поëу÷аеì систеìу аëãебраи÷еских уравнений:

–q
yx
X + Q

x
 = 0,

–q
yx
Y + q

yx
(Y

0
 + X

0
) – Q

x
 + q

ys
(Y – S) = 0,

–q
zs
Z + q

zs
(Z

0
 + S

0
) – Q

z
 + q

zx
(Z – X ) = 0,

S = A – X – Y – Z.

Отсþäа нахоäиì стаöионарное реøение систе-
ìы (1)—(4):

X = Q
x
/q

yx
, (5)

Z = , (6)

Y = , (7)

S = A – X – Y – Z. (8)

Поëожиì в ÷астноì сëу÷ае, ÷то инфорìаöия со
стороны в ãруппы не поступает, т. е. Q

x
 = Q

z
= 0,

и свойства активности и неактивности в ãруппах X
и S не изìеняþтся, т. е. q

ys
 = q

zx
 = 0.

Тоãäа поставëенная заäа÷а äостижения ìак-
сиìуìа функöии Y в ëинейной постановке иìеет
в установивøеìся режиìе тривиаëüное реøение
X = 0, Z = Z

0
 + S

0
, Y = Y

0
 + X

0
, S = 0.

Анаëиз поëу÷енных соотноøений (5)—(8) по-
казывает, ÷то у÷ет, äаже в ëинейной постановке,
поступëения в ãруппы инфорìаöии со стороны
(Q

x
, Q

z
 ≠ 0), а также у÷ет возìожноãо изìенения

свойств активности и неактивности на противопо-
ëожные в ãруппах X и S (q

ys
, q

zx
 ≠ 0) «ухуäøает» ре-

øение поставëенной заäа÷и äостижения ìаксиìу-
ìа функöии Y.

Чисëенностü ãрупп X и S уìенüøается уже не äо
нуëя, а äо некоторых постоянных зна÷ений, опре-
äеëяеìых интенсивностüþ поступëения посторон-
ней инфорìаöии и изìенениеì у ÷асти ãражäан в
этих ãруппах свойств активности и неактивности
на противопоëожные. Соответственно уìенüøает-
ся ÷исëо ëþäей в ãруппе Z и, ÷то особенно важно,
в ãруппе Y.

Наприìер, поëаãая в выражениях (5)—(8)
q
ys
n q

yx
, q

zx
 = 0, Q

x
 = Q

z
 = 0, поëу÷иì X = 0,

Z = Z
0

+ S
0
, Y ≈ Y

0
 + X

0
 – (A – Z

0
 – S

0
). Как ви-

äиì, Y < Y
0 
+ X

0
, т. е. äействитеëüно у÷ет в ëиней-

ной постановке возìожноãо изìенения свойств
неактивности (иëи активности) на противопоëож-
ные в ãруппах X и S (q

ys
 ≠ 0) «ухуäøает» реøение

заäа÷и äостижения ìаксиìуìа Y.

2. ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

У÷теì взаиìное вëияние изìенения ÷исëа
ãражäан в ãруппах на скоростü изìенения ÷исëа
ãражäан в кажäой ãруппе. Буäеì также у÷итыватü
вëияние взаиìоäействия ìежäу äвуìя разëи÷ныìи
ãруппаìи на скоростü изìенения ÷исëа ãражäан в
äанной ãруппе.

Метоäика постановки и реøения такоãо роäа
неëинейных заäа÷, составëения и иссëеäования не-
ëинейных обыкновенных äифференöиаëüных урав-
нений поäробно рассìотрена в работах [3, 4, 7, 8].

В коне÷ноì итоãе систеìа неëинейных обык-
новенных äифференöиаëüных уравнений инфор-
ìаöионных баëансов приìет сëеäуþщий виä:

 = –q
yx
X + Q

x
 + Q

xc
(t) + b

yz
YZ +

+ b
ys
YS + b

zs
ZS, (9)

 = –q
yx
Y + q

yx
(Y

0
 + X

0
) – (Q

x
 + Q

xc
(t)) +

+ q
ys
(Y – S) + b

zx
ZX + b

xs
XS + b

zs
ZS, (10)

 = –q
zs
Z + q

zs
(Z

0
 + S

0
) – (Q

z
 + Q

zc
(t)) +

+ q
zx
(Z – X ) + b

yx
YX + b

ys
YS + b

xs
XS, (11)

S = A + A
c
(t) – X – Y – Z. (12)

Присутствие ÷ëена YZ в уравнении (9) озна÷ает,
÷то состав ãруппы X изìеняется (уìенüøается) как
за с÷ет изìенения (увеëи÷ения) ÷исëа ãражäан в
ãруппе Y, так и в ãруппе Z. Коэффиöиент b

yz
 ха-

рактеризует интенсивностü этоãо вëияния. Анаëо-
ãи÷ен сìысë и äруãих неëинейных ÷ëенов.

X
·

Y
·

Z
·
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Провеäенный ка÷ественный анаëиз систеìы
(9)—(12) апробированныìи ìетоäаìи неëинейной
äинаìики [3—5] (оöенка зна÷иìости коэффиöи-
ентов, нахожäение стаöионарных то÷ек, ëинеари-
заöия систеìы окоëо этих то÷ек, построение ìат-
риöы устой÷ивости, поëу÷ение и иссëеäование ха-
рактеристи÷ескоãо уравнения, поëу÷ение усëовий
äëя устой÷ивых стаöионарных то÷ек как функöий
параìетров систеìы и äр.) показаë, ÷то сущест-
вуþт зна÷ения ÷исëенностей ãрупп Y, X, Z и S,
уäовëетворяþщие требованияì поставëенной за-
äа÷и Y → Y

max
.

Дëя коëи÷ественноãо реøения этой заäа÷и и
поëу÷ения конкретных практи÷еских резуëüтатов
с у÷етоì разëи÷ных факторов испоëüзоваëисü
построенные ëинейная (1)—(4) и неëинейная
(9)—(12) ìатеìати÷еские ìоäеëи инфорìаöион-
ной систеìы.

Систеìы уравнений интеãрироваëисü ÷исëен-
ныìи ìетоäаìи с поìощüþ станäартноãо и спеöи-
аëüно разработанноãо проãраììноãо обеспе÷ения.

3. ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÅ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÛ
È ÀÍÀËÈÇ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Рассìотриì систеìу ëинейных уравнений
(1)—(4) с äетерìинированныìи зна÷енияìи пара-
ìетров, т. е. Q

xc
 = Q

zc
 = 0, A

c
 = 0.

Все äанные по ÷исëу ãражäан в ãруппах буäеì
рассìатриватü в проöентах по отноøениþ к суì-
ìарноìу ÷исëу A ëþäей в ãруппах, которое приня-
то за 100 %. Вреìя перехоäных проöессов берется
в усëовных еäиниöах, отнесенных к некотороìу
ноìинаëüноìу зна÷ениþ, которое äоëжно бытü
опреäеëено экспериìентаëüно.

Основные исхоäные äанные: на÷аëüные усëо-
вия X

0
 = 0,3•А; Y

0
 = Z

0
 = 0,02•A; S

0
 = 0,66•A; ко-

эффиöиенты интенсивности обìена ãражäанаìи
ìежäу ãруппаìи q

yx
 = q

zs
 = 0,02.

На рис. 4 преäставëены резуëüтаты ÷исëенно-
ãо интеãрирования систеìы ëинейных уравнений
(1)—(4).

Как виäиì, у÷ет исто÷ников посторонней ин-
форìаöии и возìожноãо изìенения свойств ак-
тивности и неактивности ãражäан ãруппы X и S
привоäит к существенноìу ухуäøениþ ка÷ества
перехоäных проöессов.

Зна÷итеëüно (в 1,5ò2 раза) возрастает вреìя пе-
рехоäных проöессов. Не все ãражäане перехоäят из
ãрупп X и S в ãруппы Y и Z и хуже выпоëняется äо-
стижение поставëенной öеëи — обеспе÷ение ìак-
сиìаëüноãо ÷исëа ãражäан в ãруппе Y. Без у÷ета
исто÷ников посторонней инфорìаöии и возìож-
ноãо изìенения свойств активности и неактивно-

сти ãражäан ãрупп X и S посëе окон÷ания перехоä-
ных проöессов ÷исëо ãражäан в ãруппе Y составиëо
Y = 0,32•A. С у÷етоì названных факторов это ÷ис-
ëо составиëо Y = 0,22•A. Поëу÷енные коëи÷ест-
венные оöенки поëностüþ поäтвержäаþт äанные
ка÷ественноãо анаëиза.

На рис. 5 преäставëены резуëüтаты ÷исëенноãо
интеãрирования ëинейной ìоäеëи (1)—(4) с у÷е-
тоì сëу÷айных составëяþщих параìетров систе-
ìы — среäнекваäрати÷еских откëонений σ(Q

xc
) =

= 0,15; σ(Q
zc
) = 0,6; σ(A

c
) = 5; τ = 10; σ(τ) = 1.

Как виäиì, перехоäные проöессы еще боëее
ухуäøиëисü. Появиëисü сëу÷айные фëуктуаöии
окоëо среäних зна÷ений. «Аìпëитуäы» и «÷асто-
ты» этих фëуктуаöий опреäеëяþтся «аìпëитуäа-
ìи» и «÷астотаìи» сëу÷айных внеøних возäейс-
твий — исто÷ников посторонней инфорìаöии и
фëуктуаöияìи суììарноãо ÷исëа ãражäан в ãруп-
пах. Среäнекваäрати÷еские откëонения по ãруп-
паì ãражäан посëе окон÷ания перехоäных проöес-
сов приняëи сëеäуþщие зна÷ения: σ(X ) = 0,02•A,
σ(Y ) = 0,02•A, σ(Z ) = 0,04•A, σ(S) = 0,05•A.
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Рис. 4. Переходные процессы в линейной детерминированной
системе (1)—(4) информационного обмена:
а — не у÷итывается поступëение инфорìаöии в ãруппы со сто-
роны (Q

x
 = Q

z
= 0) и свойства активности и неактивности в ãруп-

пах X и S не изìеняþтся (q
ys
 = q

zx
 = 0); б — у÷итываþтся пос-

тупëение инфорìаöии со стороны (Q
x
 = 0,2; Q

z
 = 0,7) и изìе-

нения свойств активности и неактивности на противопоëож-
ные в ãруппах X и S (q

ys
 = 0,001; q

zx
 = 0,01)
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В öеëоì ìатеìати÷еское ìоäеëирование ëиней-
ной систеìы с у÷етоì рассìотренных äетерìини-
рованных и сëу÷айных возìущений (наëи÷ие ис-
то÷ников посторонней инфорìаöии и сëу÷айные
коëебания суììарноãо ÷исëа ëþäей в ãруппах)
позвоëиëо поëу÷итü сëеäуþщие осреäненные äан-
ные по реøениþ поставëенной заäа÷и.

На÷аëüные ÷исëенности ãрупп: X
0
 = 0,3•A;

Y
0

= Z
0
 = 0,02•A; S

0
 = 0,66•A, коне÷ные — X =

= (0,1 ± 0,02)A; Y = (0,22 ± 0,02)A; Z = (0,52 ± 0,04)A;
S = (0,16 ± 0,05)A.

Рассìотриì систеìу неëинейных уравнений
(9)—(12).

Исхоäные äанные: q
yx
 = q

zs
 = 0,02; b

zs
 = b

xs
 = 0;

b
yx
 = 0; b

yz
 = 0,002; b

ys
 = 0,5; b

zx
 = 0,5; q

ys
 = 0,001;

q
zx
 = 0,01; Q

x
 = 0,2; Q

z
 = 0,7; σ(Q

xc
) = 0ò0,15;

σ(Q
zc
) = 0ò0,6; σ(A

c
) = 0ò5; τ = 10; σ(τ) = 1.

На рис. 6 преäставëены резуëüтаты ÷исëенноãо
интеãрирования систеìы уравнений (9)—(12).

Матеìати÷еское ìоäеëирование систеìы урав-
нений (9)—(12) позвоëиëо поëу÷итü сëеäуþщие
осреäненные äанные по реøениþ поставëенной
заäа÷и: X

0
 = 0,3•A; Y

0
 = Z

0
 = 0,2•A; S

0
 = 0,66•A;

X = (0,3 ± 0,03)A, Y = (0,97 ± 0,02)A; Z = (0,3 ±
± 0,03)A; S = (0 ± 0)A.

У÷ет неëинейных взаиìоäействий ìежäу ãруп-
паìи ãражäан в проöессе инфорìаöионноãо обìе-
на позвоëиë существенно (приìерно в 10 раз) со-
кратитü вреìя перехоäных проöессов и зна÷итеëü-
но то÷нее (в 4,4 раза) реøитü поставëеннуþ заäа÷у
по сравнениþ с ëинейной постановкой.

Вìесте с теì в резуëüтате провеäенных коì-
пüþтерных экспериìентов на неëинейной ìатеìа-
ти÷еской ìоäеëи выявиëся сëеäуþщий важный
факт. У÷ет сëу÷айной составëяþщей в суììарноì
÷исëе ãражäан A позвоëиë установитü, ÷то, при оп-
реäеëенных параìетрах неëинейной систеìы и

некотороì крити÷ескоì зна÷ении среäнекваäра-
ти÷ескоãо откëонения σ(A

c
) от ìатеìати÷ескоãо

ожиäания суììарноãо ÷исëа ãражäан, перехоäные
проöессы теряþт устой÷ивостü (систеìа «разваëи-
вается») и поставëенная öеëü Y → Y

max
 не äостиãа-

ется. Это откëонение составиëо веëи÷ину σ(A
c
) = 5

äëя рассìатриваеìой систеìы с выбранныìи па-
раìетраìи. Друãиìи сëоваìи, äанная инфорìа-
öионная систеìа с у÷тенныìи неëинейныìи вза-
иìоäействияìи ìожет бытü неработоспособна
при опреäеëенных параìетрах систеìы и есëи
фëуктуаöии суììарноãо ÷исëа ãражäан в ãруппах
буäут боëüøе 3σ(A

c
) ≈ ±0,15•A.

ÐÅÊÎÌÅÍÄÀÖÈÈ È ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Сфорìуëируеì ряä рекоìенäаöий по стратеãии
созäания систеìы инфорìаöионноãо обìена ìеж-
äу ãруппаìи насеëения в öеëях äостижения ìак-
сиìаëüноãо увеëи÷ения ÷исëа активных и инфор-
ìированных ãражäан Y → Y

max
.

1. Прежäе всеãо, необхоäиìо орãанизоватü ин-
тенсивное реãуëярное инфорìаöионное взаиìо-
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Рис. 5. Переходные процессы в детерминированной системе
(1)—(4) информационного обмена с учетом случайных составля-
ющих факторов посторонней информации и суммарного числа
граждан
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Рис. 6. Переходные процессы в детерминированной системе
(9)—(12) информационного обмена:
а — с у÷етоì тоëüко äетерìинированных факторов; б — с у÷етоì
äетерìинированных и сëу÷айных факторов (σ(Q

xc
) = 0,15;

σ(Q
zc
) = 0,6; σ(A

c
) = 5)
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äействие ãруппы инфорìированных и неактивных
ãражäан с ãруппой неинфорìированных и актив-
ных ãражäан Z → X, а также ãруппы инфорìи-
рованных и активных с ãруппой неинфорìиро-
ванных и неактивных ãражäан Y → S. Это ìожно
сäеëатü, наприìер, ÷ерез Интернет, ìетоäоì кус-
товых собраний, путеì созäания инфорìаöион-
но-консуëüтативных пунктов, коãäа инфорìаöия
за еäиниöу вреìени переäается и становится äо-
ступной сразу нескоëüкиì ãражäанаì и ãруппаì
ãражäан.

2. Инфорìаöионное взаиìоäействие ìежäу
ãруппой активных и инфорìированных ãражäан и
ãруппой активных и неинфорìированных ãражäан
Y → X ìожет бытü обы÷ныì пряìыì, а не ÷ерез
посреäство ãражäан из äруãих ãрупп, еãо не наäо
форсироватü (нет боëüøой необхоäиìости прово-
äитü äëя них кустовые собрания), но оно обяза-
теëüно äоëжно бытü.

3. На инфорìаöионное взаиìоäействие ìежäу
ãруппой неактивных и инфорìированных ãражäан
и ãруппой неактивных и неинфорìированных
ãражäан Z → S ìожно не обращатü серüезноãо вни-
ìания, оно сëабо вëияет на äостижение жеëаеìоãо
резуëüтата Y → Y

max
.

4. Общее ÷исëо A ãражäан, у÷аствуþщих в ин-
форìаöионноì обìене äоëжно бытü äостато÷но
веëико (1000 ÷еë. и боëее). Тоãäа боëее ощутиìо
äостиãается öеëü Y → Y

max
 и, в зависиìости от на-

÷аëüных усëовий, возìожно, кроìе тоãо, сокра-
щение вреìени äостижения этоãо резуëüтата. Это
ìожет оказатüся о÷енü важныì обстоятеëüствоì,
коãäа необхоäиìо орãанизоватü инфорìаöионный
обìен в äостато÷но сжатые сроки.

5. Сëеäует принятü возìожные ìеры, направ-
ëенные на преäотвращение боëüøих изìенений
(äо 15 % по äанныì ìоäеëирования) суììарноãо
÷исëа A ãражäан, у÷аствуþщих в инфорìаöионноì
обìене; в противноì сëу÷ае возìожно разруøение
систеìы.

6. При выпоëнении рекоìенäаöий 1—5 äейст-
вие äопоëнитеëüных возìущаþщих факторов, свя-
занных с наëи÷иеì исто÷ников посторонней ин-
форìаöии, коëебаний суììарноãо ÷исëа A и их
сëу÷айноãо характера, и возìожноãо изìенения
свойств активности и неактивности в ãруппах X и
S не привеäет к существенноìу ухуäøениþ карти-
ны инфорìаöионноãо обìена и поставëенная за-
äа÷а буäет реøена.

В закëþ÷ение отìетиì, ÷то построенные ìате-
ìати÷еские ìоäеëи — это первые прибëижения в
ìоäеëировании таких сëожных соöиоëоãи÷еских
проöессов, как взаиìоäействие инфорìаöионных
потоков ìежäу ãруппаìи насеëения разной актив-
ности и степени инфорìированности, в öеëях äо-

стижения в те÷ение реаëüноãо срока жеëаеìоãо ре-
зуëüтата.

В äаëüнейøеì сëеäует у÷естü еще ìноãие факто-
ры, иìеþщие ìесто в реаëüной жизни. Это сущес-
твование äруãих виäов ãрупп насеëения, разëи÷ия
их по составу и пëотности, сëожные зависиìости
параìетров систеìы от разëи÷ных факторов и äр.
Необхоäиìо у÷естü также äозировку инфорìаöии,
ее объеì, посëеäоватеëüностü, повторяеìостü, ин-
тенсивностü распространения и ìноãое äруãое.

Оäнако уже иìеþщаяся ìатеìати÷еская ìоäеëü
не тоëüко äостато÷но аäекватно объясняет сущ-
ностü проöессов инфорìирования насеëения и еãо
вëияния на активностü ãражäан, но и позвоëяет
преäприниìатü реаëüные øаãи äëя äостижения
жеëаеìых резуëüтатов.
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ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÎÄÍÎÑÅÊÒÎÐÍÎÉ ÝÊÎÍÎÌÈÊÎÉ
ÏÐÈ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÕ ÍÀ ÍÀÊÎÏËÅÍÈÅ

È ÏÎÒÐÅÁËÅÍÈÅ

Í.Ñ. Ä¸ìèí, Å.Â. Êóëåøîâà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

При анаëизе äинаìи÷еских ìоäеëей ìакроэко-
ноìики эконоìи÷еское развитие рассìатривается
как нау÷но-техни÷еский проãресс [1—6], коãäа
нахоäится произвоäственная функöия, соответ-
ствуþщая какоìу-ëибо типу нау÷но-техни÷ескоãо
проãресса (нейтраëüностü по Хиксу, Харроäу, Со-
ëоу и боëее сëожноãо виäа Φ-нейтраëüности). Рас-
преäеëение произвеäенноãо эконоìикой проäукта
рассìатривается как некоторая заäа÷а оптиìиза-
öии [7—10] — на заäанноì кëассе произвоäствен-
ных функöий реøается некоторая заäа÷а опти-
ìаëüноãо управëения.

Основной заäа÷ей управëения оäносекторной
(аãреãированной, оäнопроäуктовой) эконоìикой
на коне÷ноì интерваëе вреìени явëяется заäа÷а
ìаксиìизаöии потребëения за весü пëановый пе-
риоä при выпоëнении усëовия эконоìи÷ескоãо
ãоризонта в коне÷ный ìоìент вреìени. При этоì
реøение ищется в преäпоëожении, ÷то на отäе-
ëüных вреìенных интерваëах пëановоãо периоäа
на накопëение ìожет направëятüся весü произве-
äенный эконоìикой проäукт ëибо не направëятü-
ся вообще, коãäа весü проäукт направëяется на
потребëение. Реøение поëу÷ается в форìе «ìаãи-
страëüной теореìы» [7, 8, 10], сутü которой состо-
ит в тоì, ÷то выхоä эконоìики на ìаãистраëü и
схоä эконоìики с ìаãистраëи äëя уäовëетворения

усëовия эконоìи÷ескоãо ãоризонта происхоäит
ìаксиìаëüно быстро за с÷ет направëения всеãо
проäукта öеëикоì ëибо тоëüко на потребëение,
ëибо тоëüко на накопëение, а нахожäениþ эконо-
ìики на ìаãистраëи соответствует распреäеëение
ваëовоãо проäукта на накопëение и потребëение
соãëасно принöипу «зоëотоãо правиëа накопëе-
ния» [4, 6].

В äанной работе рассìатривается заäа÷а ìакси-
ìизаöии интеãраëüноãо (т. е. за весü пëановый пе-
риоä) потребëения с äисконтированиеì при преä-
поëожениях, в боëüøей ìере соответствуþщих су-
ти ìакроэконоìи÷ескоãо проöесса, а иìенно:

— накопëение и потребëение оãрани÷ены свер-
ху и снизу, т. е. äаже на отäеëüных интерваëах пëа-
новоãо периоäа öеëикоì весü произвеäенный про-
äукт не ìожет направëятüся тоëüко на накопëение
ëибо тоëüко на потребëение;

— суììарно на накопëение и потребëение иäет
тоëüко ÷астü произвеäенноãо эконоìикой проäук-
та посëе изъятия из неãо некоторой ÷асти на на-
ëоãи и произвоäственные затраты.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Пустü на интерваëе вреìени t ∈ [0, T ], состав-
ëяþщеì пëановый периоä, заäано соотноøение
Y(t) = F(K(t), L(t)), ãäе Y(t) — произвеäенный эко-
ноìикой проäукт, K(t) — основные фонäы (капи-
таë), L(t) — труäовые ресурсы, F(K, L) — ëинейно-

На кëассе ëинейно-оäнороäных произвоäственных функöий иссëеäована заäа÷а опти-
ìаëüноãо управëения оäносекторной эконоìикой на коне÷ноì интерваëе вреìени при
наëи÷ии оãрани÷ений на накопëение и потребëение с у÷етоì произвоäственных затрат
и наëоãовых от÷исëений. Основной резуëüтат сфорìуëирован в виäе ìаãистраëüной те-
ореìы. Поëу÷ено зоëотое правиëо накопëения, опреäеëяþщее распреäеëение произве-
äенноãо эконоìикой проäукта на ìаãистраëи. Резуëüтаты конкретизируþтся äëя сëу÷ая
произвоäственной функöии Кобба — Дуãëаса.

Ключевые слова: управëение, оäносекторная эконоìика, произвоäственная функöия, ìаãистраëü-
ная теореìа, зоëотое правиëо накопëения.
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оäнороäная произвоäственная функöия [5, 7, 10],

при÷еì L(t) = L
0
exp{λt}, L

0
 > 0, λ > 0. Весü проäукт

äеëится на ÷етыре ÷асти в виäе

Y(t) = Ψ(t) + I(t) + C(t) + N(t), (1.1)

ãäе I(t) — накопëение, C(t) — потребëение, N(t) —

наëоãовые от÷исëения, Ψ(t) — произвоäственные

затраты с норìой ìатериаëоеìкости γ, т. е.

Ψ(t) = γY(t), 0 m γ m 1. Пустü D(t) — прибыëü, об-

ëаãаеìая наëоãоì со ставкой u, такой, ÷то 0 m u < 1.

Тоãäа D(t) = Y(t) — Ψ(t) = (1 – γ)Y(t), N(t) = uD(t) =

= (1 – γ)uY(t), а G(t) = D(t) – N(t) = (1 – γ)(1 – u)Y(t)

явëяется прибыëüþ, которая остаëасü посëе вы-

пëаты наëоãов и которая направëяется на накоп-

ëение и потребëение, т. е.

G(t) = I(t) + C(t) = (1 – γ)(1 – u)Y(t). (1.2)

Пустü s(t) — норìа накопëения, 0 m s
0
 m s(t) m

m s
1
 m 1, а (t) = (1 – s(t)) — норìа потребëения, т. е.

I(t) = s(t)G(t) = (1 – γ)(1 – u)s(t)Y(t),

C(t) = (1 – s(t))G(t) =

= (1 – γ)(1 – u)(1 – s(t))Y(t). (1.3)

Есëи μ > 0 естü коэффиöиент аìортизаöии ос-

новных фонäов, то äëя K(t) справеäëиво äиффе-

ренöиаëüное уравнение (t) = I(t) – μK(t) [5, 7, 8],

которое с у÷етоì выражений (1.3) приниìает виä

(t) = (1 – γ)(1 – u)s(t)F(K(t), L(t)) – μK(t). (1.4)

Перейäя к норìированныì (уäеëüныì) отно-

ситеëüно труäовых ресурсов веëи÷инаì, поëу÷аеì

с у÷етоì ëинейной оäнороäности F(K(t), L(t))

[5, 7, 10]:

y(t) =  = f(k(t)),  k(t) = ,  i(t) = ,

c(t) = ,  n(t) = . (1.5)

Тоãäа баëансовое соотноøение (1.1) с у÷етоì

выражений (1.3) и (1.5) преобразуется к виäу

y(t) = γy(t) + i(t) + c(t) + n(t), (1.6)

i(t) = (1 – γ)(1 – u)s(t)y(t), c(t) =

= (1 – γ)(1 – u)(1 – s(t))y(t), n(t) =

= (1 – γ)uy(t). (1.7)

Приняв в ка÷естве критерия оптиìаëüности

уäеëüное потребëение с äисконтированиеì за весü

пëановый периоä, прихоäиì к сëеäуþщей заäа÷е
оптиìаëüноãо управëения [11]:

(t) = (1 – γ)(1 – u)s(t)f(k(t)) – vk(t);  t ∈ [0, T ],
k(0) = k

0
,  k(T ) l k

T
 > 0;  ν = μ + λ; (1.8)

J = (1 – γ)(1 – u)(1 – s(t))f(k(t))exp{–δt}dt →

→ . (1.9)

Уравнение (1.8) сëеäует из уравнения (1.4) с у÷е-
тоì соотноøений (1.5) и тоãо, ÷то L(t) = L

0
exp{λt}.

Критерий (1.9), ãäе δ > 0 — коэффиöиент äискон-
тирования, сëеäует из соотноøений (1.5) и (1.7).
Усëовие k(T ) l k

T
 > 0 в выражении (1.8) преäстав-

ëяет собой усëовие эконоìи÷ескоãо ãоризонта, ко-
торое опреäеëяет, ÷то к ìоìенту окон÷ания пëа-
новоãо периоäа T уровенü фонäовооруженности
k(T ) не ìожет опуститüся ниже веëи÷ины k

T
.

Замечание. С÷итаеì, ÷то äëя функöии f(k) вы-
поëняþтся неокëасси÷еские усëовия [5, 7, 8, 10]:

1) f(k) > 0,  k > 0;  f(k) = 0,  k = 0;
2) f '(k) > 0,  f ''(k) < 0;
3) f '(0) = ×, f '(×) = 0. (1.10)

Кроìе тоãо, потребуеì выпоëнения äопоëни-
теëüно усëовий

0 m s
0
 < ν(ν + δ)–1

α(k) < ν(ν + δ)–1 < s
1
 m 1, (1.11)

ãäе α(k) = kf'(k)/f(k) явëяется коэффиöиентоì
эëасти÷ности по основныì фонäаì. Так как äëя
ëинейно-оäнороäных произвоäственных функöий
α(k) обëаäает свойствоì 0 < α(k) < 1, то усëовия
(1.11) явëяþтся корректныìи.

2. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Лемма 1. Если s(t) оптимальное управление, то:

s(t) = s
1
,  q(t) > 1;  s(t) = s

0
,  q(t) < 1;

s(t) ∈ [s
0
; s

1
],  q(t) = 1. (2.1)

Функция q(t) определяется дифференциальным
уравнением

(t) = [(ν + δ) – (1 – γ)(1 – u)s(t)f '(k(t))]q(t) –
– (1 – γ)(1 – u)(1 – s(t))f '(k(t)), (2.2)

где f '(k(t)) = df(k)/dk|
k= k(t)

, решения которого удов-

летворяют условиям

q(T ) l 0,  q(T )[k(T ) – k
T
] = 0. � (2.3)

Доказатеëüства ëеììы 1 и äруãих утвержäений
привеäены в Приëожении.

s̃

K
·

K
·

Y t( )

L t( )
-----------

K t( )

L t( )
-----------

I t( )

L t( )
-----------

C t( )

L t( )
-----------

N t( )

L t( )
-----------

k
·

0

T

∫

max
s
0

s t( ){ } s
1

≤ ≤

q·
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Лемма 2. Функция q(t) неотрицательная, т. е.
q(t) l 0, t ∈ [0, T ]. �

Лемма 3. Если q(t) > 1, чему соответствует зна-
чение s(t) = s

1
, то области знакопостоянства про-

изводных (t) и (t) имеют вид:

 = 0,  k = k
1
;   > 0,  k < k

1
;

 < 0,  k > k
1
; (2.4)

 = 0,  q = Φ
1
(k);   < 0,  q < Φ

1
(k),  k < k*;

 > 0,  q > Φ
1
(k),  k < k*;   > 0,  k > k*. (2.5)

Значения k = k
1
 и k = k* такие, что k* < k

1
, яв-

ляются единственными корнями уравнений

k
1
: f(k) = ν[(1 – γ)(1 – u)s

1
]–1k;

k*: f '(k) = (ν + δ)[(1 – γ)(1 – u)]–1. (2.6)

Для k m k* функция

Φ
1
(k) = [(1 – γ)(1 – u)(1 – s

1
)f '(k)] Ѕ

Ѕ [(ν + δ) – (1 – γ)(1 – u)s
1
f '(k)]–1 (2.7)

убывающая, и при этом Φ
1
(k) > 1 для k ∈ [0; k*),

Φ
1
(k*) = 1. �

Лемма 4. Если q(t) < 1, чему соответствует зна-

чение s(t) = s
0
, то области знакопостоянства (t) и

(t) имеют вид:

 = 0, k = k
2
;  < 0, k > k

2
;  > 0, k < k

2
; (2.8)

 = 0,  q = Φ
0
(k);   > 0,  q > Φ

0
(k),  k > k*;

 < 0,  q < Φ
0
(k),  k > k*;   < 0,  k < k*. (2.9)

Значение k = k
2
 такое, что k* > k

2
 и является

единственным корнем уравнения

k
2
: f(k) = [ν/(1 – γ)(1 – u)s

0
]k. (2.10)

Для k l k* функция

F
0
(k) = [(1 – γ)(1 – u)(1 – s

0
)f '(k)] Ѕ

Ѕ [(ν + δ) – (1 – γ)(1 – u)s
0
f '(k)]

–1
(2.11)

убывающая и при этом Φ
0
(k) < 1 для k > k*,

Φ
0
(k*) = 1. �

Лемма 5. На плоскости (k, q) особая точка
X * = (k*; 1) является стационарным решением сис-
темы (1.8), (2.2). При этом s(t) ≡ s* = const опреде-
ляется двумя эквивалентными формулами

s* = νk*[(1 – γ)(1 – u)f(k*)]
–1

,
s* = [k*f '(k*)/f(k*)] –

– δk*[(1 – γ)(1 – u)f(k*)]
–1

(2.12)

и удовлетворяет условию s
0
 < s* < s

1
, которое рас-

крывает неопределенность третьего из соотноше-
ний (2.1). �

Следствие 1. Пустü α(k) и β(k) явëяþтся коэф-
фиöиентаìи эëасти÷ности соответственно по ос-
новныì фонäаì и труäовыì ресурсаì. Тоãäа s*

иìеет сëеäуþщие эквиваëентные форìуëаì (2.12)
преäставëения:

s* = α(k*) – δk*[(1 – γ)(1 – u)f(k*)]
–1

,

s* = ν(ν + δ)–1
α(k*). (2.13)

Так как äëя ëинейно-оäнороäных произвоä-
ственных функöий [5] α(k) = kf '(k)/f(k), β(k) =
= 1 – α(k), то форìуëы (2.13) сëеäуþт непосреä-
ственно из выражений (2.6) и (2.12). �

Следствие 2. Норìа потребëения (t) = 1 – s(t),

äëя которой выпоëняþтся усëовия 0 m  m (t) m

m  m 1,  = 1 – s
1
,  = 1 – s

0
, в особой то÷ке

опреäеëяется сëеäуþщиìи эквиваëентныìи фор-
ìуëаìи

 = 1 – νk*[(1 – γ)(1 – u)f(k*)]
–1

,

 = [1 – (k*f '(k*)/f(k*))] +

+ δk*[(1 – γ)(1 – u)f(k*)]
–1

, (2.14)

 = β(k*) + δk*[(1 – γ)(1 – u)f(k*)]
–1

,

 = [δ/(ν + δ)] + [ν/(ν + δ)]β(k*) (2.15)

и уäовëетворяет усëовиþ  m  m .

Соотноøения (2.14) и (2.15) о÷евиäныì обра-
зоì сëеäуþт из соотноøений (2.12) и (2.13). �

3. ÌÀÃÈÑÒÐÀËÜÍÀß ÒÅÎÐÅÌÀ

Исхоäя из äоказанных резуëüтатов, сфорìуëи-
руеì äëя рассìатриваеìой заäа÷и ìаãистраëüнуþ
теореìу, преäпоëаãая äостато÷но общие усëовия:
вреìя управëения T äостато÷но боëüøое (сì. § 5);
интерваë принаäëежности фонäовооруженности
k ∈ [0, k

1
]; веëи÷ины k

0
, k* и k

T
 нахоäятся ìежäу

собой в произвоëüных соотноøениях с äопоëни-
теëüныì усëовиеì k

T
 > k

2
.

На рис. 1 в соответствии с провеäенныìи ис-
сëеäованияìи жирныìи ëинияìи выäеëены об-

ëасти знакопостоянства  и  (обëасти I—V ), а

также изображены типовые фазовые траектории
(экстреìаëи) X(t) = {k(t); q(t)} поä ноìераìи 1—7.

Траектории, вхоäящие в особуþ то÷ку X * = (k*; 1)
и выхоäящие из нее, обозна÷ены соответственно

Γ
0
и Γ

T
 и при этоì Γ

0
 =  Ÿ , Γ

T
 =  Ÿ .

k
·

q·

k
·

k
·

k
·

q· q·

q· q·

k
·

q·

k
·

k
·

k
·

q· q·

q· q·

s̃

s̃0 s̃

s̃1 s̃0 s̃1

s̃*

s̃*

s̃*
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Ввеäеì äëя k < k, τ
1
 < τ

2
 по обозна÷ениþ веëи-

÷ины, сìысë которых сëеäуþщий: T
1
(k', k'' ) — вре-

ìя возрастания фонäовооруженности k(t) от зна-
÷ения k' äо зна÷ения k'', коãäа s(t) = s

1
; T

0
(k', k'' ) —

вреìя убывания фонäовооруженности k(t) от зна-

÷ения k'' äо зна÷ения k', коãäа s(t) = s
0
; J1

(τ
1
, τ

2
),

J 0
(τ

1
, τ

2
) и J *(t

1
, t

2
) — зна÷ения критерия ка÷ества

на интерваëе t ∈ [τ
1
, τ

2
], коãäа соответственно

s(t) = s
1
, s(t) = s

0
 и s(t) = s*. Тоãäа непосреäственно

из выражений (1.8) и (1.9) с у÷етоì ëеìì 3—5 сëе-
äует:

T
1
(k', k'' ) = ,

T
0
(k', k'' ) = , (3.1)

J1(τ
1
, τ

2
) = (1 – γ)(1 – u)(1 – s

1
) Ѕ

Ѕ f(k(t); s
1
)exp{–δt}dt, (3.2)

J 0
(τ

1
, τ

2
) = (1 – γ)(1 – u)(1 – s

0
) Ѕ

Ѕ f(k(t); s
0
)exp{–δt}dt, (3.3)

J *(τ
1
, τ

2
) = [(1 – γ)(1 – u)(1 – s*)f(k*)] Ѕ

Ѕ δ
–1

[exp{–δτ
1
} – exp{–δτ

2
}]. (3.4)

Такиì образоì, основной резуëüтат в форìе
ìаãистраëüной теореìы форìуëируется в виäе сëе-
äуþщеãо утвержäения (рис. 1).

Теорема 1. При достаточно большом плановом
периоде [0, T ] решение задачи имеет следующий вид:

1) интервал времени [0, T ] разбивается на три
интервала [0, T ] = [0, T *] Ÿ [T *, T **] Ÿ [T **, T ];

2) управление s(t) ∈ {s
1
; s

0
; s*}, т. е. является ку-

сочно-постоянным;

3) на магистральном интервале времени
t ∈ [T *, T **] s(t) = s*, которое определяется форму-
лами (2.12) и (2.13), а фондовооруженность k(t) со-
храняет постоянное значение k*, являющееся един-
ственным корнем уравнения (2.6);

4) на начальном интервале времени t ∈ [0, T *),
когда происходит выход экономики на магистраль,
s(t) = s

1
, если k

0
 < k*, и s(t) = s

0
, если k

0
 > k*, и про-

исходит соответственно возрастание либо убыва-
ние k(t) от k

0
 до k*;

5) на конечном интервале времени t ∈ (T **, T ],
когда происходит сход экономики с магистрали для
удовлетворения условия экономического горизонта
k(T ) = k

T
, s(t) = s

1
, если k

T
 > k*, и s(t) = s

0
, если

k
T

< k*, и происходит соответственно возрастание

либо убывание k(t) от k* до k
T
;

6) значения T *, T ** и J определяются следующими
формулами:

а) если k
0
 < k*, k

T
 < k*, то

T * = T
1
(k

0
, k*),  T ** = T – T

0
(k

T
, k*),

J = J1(0, T *) + J *(T *, T **) + J 0(T **, T ); (3.5)

б) если k
0
 < k*, k

T
 > k*, то

T * = T
1
(k

0
, k*),  T ** = T – T

1
(k*, k

T
),

J = J1
(0, T *) + J *(T *, T **) + J1

(T **, T ); (3.6)

в) если k
0
 > k*, k

T
 < k*, то

T * = T
0
(k*, k

0
),  T ** = T – T

0
(k

T
, k*),

J = J 0(0, T *) + J *(T *, T **) + J 0(T **, T ); (3.7)

ã) если k
0
 > k*, k

T
 > k*, то

T * = T
0
(k*, k

0
),  T ** = T – T

1
(k*, k

T
),

J = J 0
(0, T *) + J *(T *, T **) + J1

(T **, T ). � (3.8)

Сëеäуþщее утвержäение опреäеëяет зоëотое
правиëо накопëения [4, 5, 7, 8, 10] в рассìатрива-
еìой заäа÷е, а иìенно, какиì образоì произве-

äенный эконоìикой проäукт Y *(t) = F(K *(t), L(t)),
ãäе K *(t) = k*L(t), как суììа äохоäов с основных

фонäов (t) и труäовых ресурсов (t), распре-

äеëяется на ìаãистраëи ìежäу накопëениеì I *(t),
потребëениеì C *(t), наëоãовыìи от÷исëенияìи

N *(t) и ìатериаëüныìи затратаìи Ψ*(t).

Рис. 1. Типовые фазовые траектории
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∫
dk
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∫
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Теорема 2. На интервале времени t ∈ [T *, T **],

когда экономика находится на магистрали и s(t) = s*,
k(t) = k*:

1) на накопление используется (1 – γ)(1 – u)-я

часть дохода с основных фондов (t) минус величи-

на δK *(t), т. е.

I *(t) = (1 – γ)(1 – u) (t) – δK *(t),

(t) = [∂F(K *(t), L(t))/∂K *(t)]K *(t); (3.9)

2) на потребление используется (1 – γ)(1 – u)-я

часть дохода с трудовых ресурсов (t) плюс вели-

чина δK *(t), т. е.

C *(t) = (1 – γ)(1 – u) (t) + δK *(t),

(t) = [∂F(K *(t), L(t))/∂L(t)]L(t); (3.10)

3) на налоговые отчисления используется сумма
[(1 – γ)u]-х частей доходов с основных фондов и тру-
довых ресурсов, т. е.

N *(t) = (1 – γ)u[ (t) + (T )] =

= (1 – γ)uF(K *(t), L(t)); (3.11)

4) материальные затраты равны сумме остав-
шихся [1 – (1 – γ)(1 – u) – (1 – γ)u]-х частей до-
ходов с основных фондов и трудовых ресурсов, т. е.

Ψ*(t) = [1 – (1 – γ)(1 – u) – (1 – γ)u] Ѕ

Ѕ [ (t) + (t)] = γF(K *(t), L(t)). � (3.12)

4. ÑËÓ×ÀÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ
ÊÎÁÁÀ—ÄÓÃËÀÑÀ

Широко испоëüзуеìой в иссëеäованиях ëиней-

но-оäнороäной произвоäственной функöией сëу-

жит функöия Кобба — Дуãëаса [5, 7, 8]

F(K, L) = AK αLβ
,  f(k) = Akα

,

A > 0,  α > 0,  β > 0,  α + β = 1, (4.1)

ãäе α — коэффиöиент эëасти÷ности по основныì

фонäаì, β — коэффиöиент эëасти÷ности по труäо-

выì ресурсаì. Конкретизируеì äëя нее теореìу 1.

Теорема 3. В случае производственной функции
Кобба—Дугласа решение задачи в форме магист-
ральной теоремы имеет следующий вид:

1) имеют место формулы:

s* = ν(ν + δ)
–1

α,   = δ(ν + δ)
–1

 + ν(ν + δ)
–1

β,

k* = [(1 – γ)(1 – u)αA/(ν + δ)] , (4.2)

k
1
 = [ν

–1
(1 – γ)(1 – u)s

1
A] ,

k
2
 = [ν

–1
(1 – γ)(1 – u)s

0
A] ; (4.3)

2) для T * и T ** имеют место формулы (3.5)—(3.8),
где

T
1
(k', k'' ) = [ν(1 – α)]

–1
ln{[(1 – γ)(1 – u)s

1
A –

– ν(k')1–α][(1 – γ)(1 – u)s
1
A – ν(k'' )1–α]–1},

T
2
(k', k'' ) = [ν(1 – α)]–1ln{[ν(k'' )1–α – (1 – γ) Ѕ

Ѕ (1 – u)s
0
A][ν(k')1–α

 – (1 – γ)(1 – u)s
0
A]

–1
}; (4.4)

3) на интервале t ∈ [0, T *):

k(t) = [ν
–1

((1 – γ)(1 – u)s
1
A – [(1 – γ)(1 – u)s

1
A –

– ν ]exp{–ν(1 – α)t})] ,  k
0
 < k*, (4.5)

k(t) = [ν
–1

((1 – γ)(1 – u)s
0
A + [ν  – (1 – γ) Ѕ

Ѕ (1 – u)s
0
A]exp{–ν(1 – α)t})] ,  k

0
 > k*; (4.6)

4) на интервале t ∈ (T **, T ]:

k(t) = [ν–1((1 – γ)(1 – u)s
1
A – [(1 – γ)(1 – u)s

1
A –

– ν ]exp{ν(1 – α)(T – t)})] ,  k
T
 > k*, (4.7)

k(t) = [ν–1((1 – γ)(1 – u)s
0
A + [ν  – (1 – γ) Ѕ

Ѕ (1 – u)s
0
A]exp{ν(1 – α)(T – t)})] , k

T
 < k*; (4.8)

5) для J имеют место формулы (3.5)—(3.8), а

для J *(T *, T **), J1
(0, T *), J1

(T **, T ), J 0
(0, T *) и

J 0
(T **, T ) — формулы (3.2)—(3.4), в которых

f(k) = Akα

, а τ
1
 и τ

2
 присваиваются соответственно

значения: τ
1
 = T *, τ

2
 = T **; τ

1
 = 0, τ

2
 = T *; τ

1
 = T **,

τ
2
 = T; τ

1
 = 0, τ

2
 = T *; τ

1
 = T **, τ

2
 = T. �

5. ÀÍÀËÈÇ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

1. Как и в кëасси÷еской заäа÷е при отсутствии
оãрани÷ений на накопëение и потребëение (s

0
 = 0,

s
1
 = 1), а также наëоãовых от÷исëений (u = 0) и

произвоäственных затрат (γ = 0) [2, 4], в рассìот-
ренной заäа÷е при наëи÷ии пере÷исëенных фак-
торов сутü реøения в форìе ìаãистраëüной тео-
реìы (теореìа 1) закëþ÷ается в наискорейøеì
вывоäе эконоìики на ìаãистраëü, ãäе осуществëя-
ется сбаëансированный рост и распреäеëение про-

YK
*

YK
*

YK
*

YL
*

YL
*

YL
*

YK
* YL

*

YK
* YL

*

s̃*

1

1 α–
------------

1

1 α–
------------

1

1 α–
------------

k0
1 α–

1

1 α–
------------

k0
1 α–

1

1 α–
------------

kT
1 α–

1

1 α–
------------

kT
1 α–

1

1 α–
------------
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äукта происхоäит в соответствии с зоëотыì прави-
ëоì накопëения (теореìа 2), и наискорейøеì схо-
äе эконоìики с ìаãистраëи äëя уäовëетворения
усëовия эконоìи÷ескоãо ãоризонта в ìоìент T
окон÷ания пëановоãо периоäа. Теì саìыì обеспе-
÷ивается ìаксиìаëüно возìожное вреìя нахожäе-
ния эконоìики на ìаãистраëи.

2. Усëовиеì существования реøения в форìе
ìаãистраëüной теореìы явëяется усëовие ΔT* =

T ** – T * > 0. Так как T ** = T – , ãäе  равно
вреìени äостижения траекторией k(t) зна÷ения k

T

на интерваëе вреìени t ∈ (T **, T ], то äанное ус-

ëовие приниìает виä T > T * + , а иìенно (сì.
п. 6 теореìы 1): T > T

1
(k

0
, k*) + T

0
(k

T
, k*), k

0
 < k*,

k
T
 < k*; T > T

1
(k

0
, k*) + T

1
(k*, k

T
), k

0
 < k*, k

T
 > k*;

T > T
0
(k*, k

0
) + T

0
(k

T
, k*), k

0
 > k*, k

T
 < k*;

T > T
0
(k*, k

0
) + T

1
(k*, k

T
), k

0
 > k*, k

T
 > k*.

3. Форìуëы (2.13) и (2.15) опреäеëяþт вкëаä
коэффиöиентов эëасти÷ности по основныì фон-
äаì α(k*) и труäовыì ресурсаì β(k*) в структуру
накопëения и потребëения на ìаãистраëи, т. е.
опреäеëяþт, в какой степени накопëение и пот-
ребëение зависят от эффективности факторов про-

извоäства. Из этих форìуë сëеäует, ÷то s* и 
явëяþтся возрастаþщиìи функöияìи соответ-
ственно α и β. Поскоëüку с ростоì коэффиöиента
эëасти÷ности увеëи÷ивается эффективностü соот-
ветствуþщеãо фактора произвоäства, то это озна-
÷ает, ÷то накопëение возрастает с ростоì эффек-
тивности основных фонäов, а потребëение возрас-
тает с ростоì эффективности труäовых ресурсов,
÷то соãëасуется с зоëотыì правиëоì накопëения

(теореìа 2), соãëасно котороìу накопëение I *(t)
форìируется на основе äохоäа с основных фонäов,

а потребëение C*(t) — на основе äохоäа с труäовых
ресурсов.

4. Устой÷ивый эконоìи÷еский рост, коãäа за
весü пëановый периоä вреìени t ∈ [0, T ] не про-
исхоäит уìенüøения фонäовооруженности k(t),
осуществëяется, соãëасно теореìе 1, в ситуаöии,
коãäа k

0
 < k*, k

T
 > k*. В этоì сëу÷ае на интерваëах

t ∈ [0, T *) и t ∈ (T **, T ) испоëüзуется ìаксиìаëüная
норìа накопëения s(t) = s

1
, а усëовие существова-

ния реøения в форìе ìаãистраëüной теореìы
иìеет виä T > T

1
(k

0
, k*) + T

1
(k*, k

T
) в общеì сëу÷ае

(сì. п. 2) и виä

T > [ν(1 – α)]
–1ln{[(1 – γ)(1 – u)s

1
A – ν ] Ѕ

Ѕ [(1 – γ)(1 – u)s
1
A – ν ]

–1
} (5.1)

в сëу÷ае произвоäственной функöии Кобба—Дуã-
ëаса, ÷то сëеäует из соотноøения (4.4). Усëовиеì
эконоìи÷ескоãо роста явëяþтся äва эквиваëент-

ных усëовия dY(t)/dt > 0 и (t) > 0, ãäе (t) =
= [1/Y(t)][dY(t)/dt] — относитеëüная скоростü рос-
та ваëовоãо проäукта. Так как Y(t) = F(K(t), L(t)),

L(t) = L
0
eλt и K(t) = k(t)L(t), на интерваëах t ∈ [0, T *)

и t ∈ (T **, T] в сëу÷ае k
0
 < k*, k

T
 > k*, коãäа (t) > 0,

с у÷етоì неокëасси÷еских усëовий ∂F(•)/∂K > 0 и
∂F(•)/∂L > 0 сëеäует выпоëнение усëовий эко-
ноìи÷ескоãо роста. На ìаãистраëи, ãäе k*(t) ≡ k* =
= const и K*(t) = k*L(t), усëовия эконоìи÷ескоãо
роста также выпоëняþтся. Так как α = [∂F/∂K][K/F],
β = [∂F/∂L][L/F ], при÷еì α + β = 1 äëя ëиней-
но-оäнороäных функöий F(K, L) [5], то непосреä-

ственно поëу÷аеì, ÷то (t) ≡  = λ, т. е. на ìа-
ãистраëи относитеëüная скоростü роста ваëовоãо
проäукта равна коэффиöиенту экспоненöиаëüно-
ãо роста труäовых ресурсов. Из провеäенноãо ана-
ëиза сëеäует, ÷то в сëу÷ае k

0
 < k*, k

T
 > k* на всеì

интерваëе вреìени t ∈ [0, T ] обеспе÷ивается эко-
ноìи÷еский рост. При этоì на ìаãистраëи — сба-

ëансированный рост ( (t) = 0, k(t) ≡ k*, а на ин-

терваëах t ∈ [0, T *) и t ∈ (T **, T ] — расøиренный

рост ( (t) > 0).

5. При отсутствии оãрани÷ений на накопëение
(s

0
 = 0, s

1
 = 1), а также произвоäственных затрат

(γ = 0) и наëоãовых от÷исëений (u = 0) резуëüтаты
ìаãистраëüной теореìы (теореìа 1) и зоëотоãо
правиëа накопëения (теореìа 2) перехоäят в кëас-
си÷еские варианты этих теореì [5, 7, 8], коãäа вы-
хоä эконоìики на ìаãистраëü и схоä эконоìики с
неё осуществëяется направëениеì ваëовоãо про-
äукта öеëикоì тоëüко на накопëение ëибо тоëüко
на потребëение, а распреäеëение проäукта на ìа-
ãистраëи осуществëяется тоëüко ìежäу накопëе-
ниеì и потребëениеì с у÷етоì äисконтирования.
Есëи äопоëнитеëüно отсутствует и äисконтирова-
ние (δ = 0), коãäа текущеìу потребëениþ не отäа-
ется преäпо÷тение переä буäущиì потребëениеì,
то зоëотое правиëо накопëения поëу÷ается в еãо
первона÷аëüноì виäе [4], сфорìуëированноì ëау-
реатоì Нобеëевской преìии по эконоìике 2006 ã.
Э. Феëпсоì.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Провеäено поëное иссëеäование заäа÷и управ-
ëения оäносекторной эконоìикой при наëи÷ии
оãрани÷ений на норìы накопëения и потребëения
и при у÷ете ненуëевой ìатериаëоеìкости и наëо-
ãовых от÷исëений. Доказано существование ìа-
ãистраëüноãо принöипа управëения эконоìикой
при сäеëанных преäпоëожениях. Поëу÷ено зоëо-
тое правиëо накопëения, опреäеëяþщее еäинст-
венный способ распреäеëения ваëовоãо проäукта

T˜ T˜

T˜

s̃*

k0
1 α–

kT
1 α–

Yˆ Yˆ

k
·
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*
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k
·

k
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на ìаãистраëи. Выäеëен сëу÷ай, äëя котороãо на
всеì вреìенноì интерваëе пëановоãо периоäа
осуществëяется эконоìи÷еский рост, а иìенно на
ìаãистраëи — сбаëансированный рост, а на на-
÷аëüноì и коне÷ноì интерваëах вреìени — рас-
øиренный рост. Все резуëüтаты конкретизируþт-
ся äëя произвоäственной функöии Кобба—Дуã-
ëаса. Совìестно с работаìи [12—14] провеäенное
иссëеäование утвержäает универсаëüностü при-
нöипа ìаãистраëи независиìо от критерия опти-
ìаëüности и äопоëнитеëüных усëовий функöио-
нирования эконоìики и, вìесте с теì, зависи-
ìостü зоëотоãо правиëа накопëения, как способа
распреäеëения произвеäенноãо проäукта на ìа-
ãистраëи, от указанных факторов.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы  1. Соãëасно принöи-
пу ìаксиìуìа Понтряãина из выражений (1.8) и (1.9)
сëеäует [11]

H(k, s, ψ) = ψ[(1 – γ)(1 – u)sf(k) – νk] +

+ (1 – γ)(1 – u)(1 – s)f(k)e–δt, (П.1)

s(t) = arg H(k(t), s, ψ(t)), (П.2)

(t) = –∂H(k(t), s(t), ψ(t))/∂k(t),
ψ(T ) l 0, ψ(T )[k(T ) – k

T
] = 0. (П.3)

Так как (1 – γ) >0, (1 – u) > 0, f (k) > 0, то из фор-
ìуë (П.1) и (П2) сëеäует:

s(t) = s
1
,  ψ(t) – e–δt > 0;  s(t) = s

0
,  ψ(t) – e–δt < 0;

s(t) ∈ [s
0
; s

1
],  ψ(t) – e–δt = 0. (П.4)

Из выражений (П.1) и (П.3) äëя сопряженной пере-
ìенной ψ(t) сëеäует уравнение

(t) = –[(1 – γ)(1 – u)s(t)f '(k(t)) – ν]ψ(t) –

– (1 – γ)(1 – u)(1 – s(t))f '(k(t))e–δt. (П.5)

Ввеäеì новуþ сопряженнуþ переìеннуþ q(t) = eδtψ(t).
Тоãäа форìуëы (2.1)—(2.3) сëеäуþт соответственно из
выражений (П.3)—(П.5).

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы  2. Соãëасно форìу-
ëаì (2.1) свойство q(t) < 0 ìожет реаëизоватüся тоëü-
ко при s(t) = s

0
, коãäа уравнение (2.2) приниìает виä

(t) = a(t)q(t) – b(t), (П.6)

ãäе a(t) = (ν + δ) – (1 – γ)(1 – u)s
0
f'(k(t)), b(t) = (1 – γ) Ѕ

Ѕ (1 – u)(1 – s
0
)f '(k(t)). Реøение этоãо уравнения при

усëовии q(T ) = q
T
 иìеет виä [15]

q(t) = exp  Ѕ

Ѕ . (П.7)

Так как, у÷итывая усëовия (1.10) и (2.3), b(t) > 0,
q
T
l 0, то из реøения (П.7) сëеäует, ÷то q(t) l 0.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы  3. При s(t) = s
1
 урав-

нения (1.8) и (2.2) приниìаþт виä

(t) = (1 – γ)(1 – u)s
1
f(k(t)) – νk(t), (П.8)

(t) = [(ν + δ) – (1 – γ)(1 – u)s
1
f '(k(t))]q(t) –

– (1 – γ)(1 – u)(1 – s
1
)f '(k(t)). (П.9)

Свойства (2.4) äëя  и еäинственностü реøения k
1

уравнения (2.6) сëеäуþт с у÷етоì усëовий (1.10) из

уравнения (П.8) (рис. 2). Свойство  = 0 äëя q = Φ
1
(k)

сëеäует из выражений (2.7) и (П.9). Усëовие Φ
1
(k) > 1

соответствует, соãëасно форìуëе (2.7), усëовиþ (1 – γ) Ѕ
Ѕ (1 – u)(1 – s

1
)f '(k) > (ν + δ) – (1 – γ)(1 – u)s

1
f '(k), из

котороãо сëеäует

f '(k) > (ν + δ)[(1 – γ)(1 – u)]–1. (П.10)

Еäинственностü реøения k* уравнения (2.6) сëеäу-
ет с у÷етоì усëовий (1.10). Так как, соãëасно второìу
из уравнений (2.6), f(k) > (ν + δ)/[(1 – γ)(1 – u)] äëя
k < k*, то из выражения (П.10) сëеäует, ÷то Φ

1
(k) > 1

äëя k ∈ (0; k*). Свойство Φ
1
(k*) = 1 сëеäует в резуëüтате

испоëüзования поäстановки второãо из выражений (2.6)
в форìуëу (2.7). Дëя äоказатеëüства свойства k* < k

1

нужно äоказатü, ÷то (сì. рис. 2)

f(k*) > ν[(1 – γ)(1 – u)s
1
]–1

k* = y
1
(k*). (П.11)

Так как, соãëасно усëовияì (1.10), f '(k) — ìонотон-
но убываþщая функöия, то у÷итывая форìуëу (П.10),
иìееì

f(k*) = f '(k)dk > (ν + δ)[(1 – γ)(1 – u)]–1
k*. (П.12)

Из правой ÷асти неравенств (1.11) сëеäует (ν + δ) >
> ν/s

1
. У÷ет этоãо неравенства в выражении (П.12)

max
s
0

s s
1

≤ ≤

ψ·

ψ·

q·

a τ( ) τd
0

t

∫
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

b ξ( ) a τ( ) τd
0

ξ

∫–
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫
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t

T

∫ qT a τ( ) τd
0

T
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⎩ ⎭
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⎧ ⎫
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1
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k
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привоäит к форìуëе (П.11), ÷то äоказывает требуеìое
свойство. Соãëасно выражениþ (2.7)

(k) = (ν + δ)(1 – γ)(1 – u)(1 – s
1
)f ''(k) (k),

Ψ
1
(k) = (ν + δ) – (1 – γ)(1 – u)s

1
f '(k). (П.13)

Отсþäа с у÷етоì усëовий (1.10) сëеäует (k) < 0,

т.е. функöия Φ
1
(k) убываþщая. Свойства  < 0 и  > 0

в выражении (2.5) äëя k < k* сëеäуþт из äоказанных
свойств функöии Φ

1
(k). Пустü теперü k > k* (сì. рис. 1).

Так как q > 1, то из уравнения (П.9) сëеäует

 > (ν + δ) – (1 – γ)(1 – u)s
1
f '(k) – (1 – γ)(1 – u) Ѕ

Ѕ (1 – s
1
)f '(k) = (ν + δ) – (1 – γ)(1 – u)f '(k). (П.14)

Так как, соãëасно уравнениþ (2.6) и усëовияì (1.10),
0 < f '(k) < [(ν + δ)/(1 – γ)(1 – u)] äëя k > k*, то из не-

равенства (П.14) сëеäует требуеìое свойство  > 0 äëя
k > k* в выражении (2.5).

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы  4. При s(t) = s
0
 урав-

нения (1.8) и (2.2) приниìаþт виä

(t) = (1 – γ)(1 – u)s
0
f(k(t)) – νk(t), (П.15)

(t) = [(ν + δ) – (1 – γ)(1 – u)s
0
f '(k(t))]q(t) –

– (1 – γ)(1 – u)(1 – s
0
)f '(k(t)). (П.16)

Свойства (2.8) äëя  и еäинственностü реøения k
2

уравнения (2.10) сëеäуþт с у÷етоì усëовий (1.10) из

уравнения (П.15) (сì. рис. 2). Свойство  = 0 äëя
q = Φ

0
(k) сëеäует из выражений (2.11) и (П.16). Усëо-

вие Φ
0
(k) < 1 соответствует, соãëасно форìуëе (2.11),

усëовиþ (1 – γ)(1 – u)(1 – s
0
)f '(k) < (ν + δ) – (1 – γ) Ѕ

Ѕ (1 – u)s
0
f '(k), из котороãо сëеäует

f '(k) < (ν + δ)[(1 – γ)(1 – u)]–1 (П. 17)

Так как, соãëасно второìу из уравнений (2.6), f'(k) <
< (ν + δ)/[(1 – γ)(1 – u)] äëя k > k*, то из неравенства
(П.17) сëеäует, ÷то Φ

0
(k) < 1 äëя k > k*. Свойство

Φ
0
(k*) = 1 сëеäует в резуëüтате у÷ета второãо из урав-

нений (2.6) в форìуëе (2.11). Дëя äоказатеëüства свой-
ства k* > k

2
 нужно äоказатü, ÷то (сì. рис. 2)

f(k*) < ν[(1 – γ)(1 – u)s
0
]–1k* = y

2
(k*). (П. 18)

Из ëевой ÷асти неравенств (1.11) сëеäует s
0

<

< νk*f '(k*)/(ν + δ)f(k*). Тоãäа

ν[(1 – γ)(1 – u)s
0
]–1

k* > (ν + δ) Ѕ

Ѕ [(1 – γ)(1 – u)f '(k*)]–1
f(k*). (П.19)

Так как, соãëасно выражениþ (2.6), (ν + δ) =
= (1 – γ)(1 – u)f '(k*), то неравенство (П.18) сëеäует из
неравенства (П.19). Анаëоãи÷но форìуëе (П.13)

(k) = (ν + δ)(1 – γ)(1 – u)(1 – s
0
)f ''(k) (k),

Ψ
0
(k) = (ν + δ) – (1 – γ)(1 – u)s

0
f '(k). (П. 20)

Тоãäа из форìуëы (П.20) и усëовий (1.10) сëеäует

(k) < 0, т. е. функöия Φ
0
(k) убываþщая. Свойства

> 0 и  < 0 в выражении (2.9) äëя k > k* сëеäуþт из

äоказанных свойств функöии Φ
0
(k). Пустü теперü k < k*

(сì. рис. 1). Так как q < 1, то из уравнения (П.16)
сëеäует

 < (ν + δ) – (1 – γ)(1 – u)s
0
f '(k) – (1 – γ)(1 – u) Ѕ

Ѕ (1 – s
0
)f '(k) = (ν + δ) – (1 – γ)(1 – u)f '(k). (П.21)

Так как соãëасно уравненияì (2.6) и усëовияì (1.10)
f '(k) > [(ν + δ)/(1 – γ)(1 – u)] äëя k < k*, то из нера-

венства (П.21) сëеäует требуеìое свойство  < 0 äëя

k < k* в выражении (2.9).

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы  5. Усëовияìи суще-
ствования стаöионарных реøений уравнений (1.8) и

(2.2) явëяþтся усëовия  = 0,  = 0. Пустü эти усëовия

реаëизуþтся при управëении s(t) ≡ s* = const, котороìу
соответствует стаöионарное реøение k(t) ≡ k* = const,
при которых соãëасно уравненияì (1.8) и (2.2)

(1 – γ)(1 – u)s*f(k*) – νk* = 0, (П. 22)

[(ν + δ) – (1 – γ)(1 – u)s*f '(k*)]q –
– (1 – γ)(1 – u)(1 – s*)f '(k*) = 0. (П. 23)

Из выражений (2.6) и (П.23) сëеäует, ÷то q = 1, а
форìуëы (2.12) сëеäуþт из выражений (2.6) и (П.22).

Пустü g(k) = f(k)/k. С у÷етоì усëовий (1.10):

g(k) = f '(k) = ×; g(k) = f '(k) = 0. Так как

g'(k) = [kf'(k) – f(k)]/k2, то äоказатü свойство g'(k) < 0
озна÷ает äоказатü, ÷то kf'(k) – f(k) < 0. С у÷етоì усëо-

вий (1.10) поëу÷аеì f(k) = f '(y)dy > f '(k)dy = kf'(k),

÷то äоказывает требуеìое свойство. Такиì образоì

g(k)  при k . Так как k* < k
1
, то g(k*) > g(k

1
), т. е.

[k*/f(k*)] < [k
1
/f(k

1
)]. Тоãäа из форìуë (2.12) с у÷етоì

посëеäнеãо неравенства и выражения (2.6) сëеäует

s* < νk
1
[(1 – γ)(1 – u)f(k

1
)]–1 = s

1
, ÷то äоказывает

свойство s* < s
1
. Так как k* > k

2
, то анаëоãи÷но преäы-

äущеìу поëу÷аеì, ÷то [k*/f(k*)] > [k
2
/f(k

2
)]. Тоãäа из

форìуë (2.12) с у÷етоì посëеäнеãо неравенства и урав-

нения (2.10) сëеäует s* > νk
2
[(1 – γ)(1 – u)f(k

2
)]–1 = s

0
,

÷то äоказывает свойство s* > s
0
.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  т е о р е ì ы  2. Форìуëа Эйëе-
ра äëя ëинейно-оäнороäных произвоäственных функ-
öий äает преäставëение äëя ваëовоãо проäукта Y(t) =
= F(K(t),L(t)), как суììы äохоäов с основных фонäов
Y
K
(t) и труäовых ресурсов Y

L
(t), в виäе [5]

F(K(t), L(t)) = [∂F(K(t), L(t))/∂K(t)]K(t) +
+ [∂F(K(t), L(t))/∂L(t)]L(t) = Y

K
(t) + Y

L
(t). (П.24)

Из форìуë (2.12) сëеäует (1 – γ)(1 – u)s*f(k*) =
= (1 – γ)(1 – u)k*f '(k*) – δk*. Тоãäа, у÷итывая форìу-
ëы (1.5) и (П. 24), поëу÷аеì, ÷то

(1 – γ)(1 – u)s*F(K *(t), L(t)) =

= (1 – γ)(1 – u) (t) – δK *(t). (П. 25)

Φ
1
' Ψ

1

2–

Φ
1
'

q· q·

q·

q·

k
·

q·

k
·

q·

Φ
0
' Ψ

0

2–

Φ
0
'

q· q·

q·

q·

k
·

q·

k 0

lim
↓ k 0

lim
↓ k ∞

lim
↑ k ∞

lim
↑

0

k

∫
0

k

∫

0
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↓ 0

∞
↑
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Соãëасно форìуëе (1.3) I *(t) = (1 – γ)(1 – u)s* Ѕ

Ѕ F(K *(t),L(t)). Тоãäа выражение (3.9) сëеäует из равенс-

тва (П.25). Соãëасно форìуëе (П.24) (t) = F(K *(t),

L(t)) – (t). Тоãäа из равенства (П.25) сëеäует

(1 – γ)(1 – u)s*F(K *(t), L(t)) = (1 – γ)(1 – u) Ѕ

Ѕ F(K *(t), L(t)) – (1 – γ)(1 – u) (t) – δK *(t). (П.26)

Соãëасно форìуëе (1.3) C*(t) = (1 – γ)(1 – u)(1 – s*) Ѕ

Ѕ F(K *(t),L(t)). Тоãäа выражение (3.10) сëеäует из ра-

венства (П. 26). Так как N*(t) = (1 – γ)uF(K *(t),L(t)), то

выражение (3.11) сëеäует из форìуëы (П. 24). Из вы-
ражений (3.9)—(3.11) сëеäует, ÷то остаþтся неиспоëü-

зованныìи на I*(t), C*(t) и N*(t) суììарно [1 – ((1 – γ) Ѕ

Ѕ (1 – u) + (1 – γ)u)]-е ÷асти (t) и (t), которые ос-

таþтся на возìещение ìатериаëüных затрат Ψ*. Такиì

образоì [1 – ((1 – γ)(1 – u) + (1 – γ)u)][ (t) + (t)] =

= Ψ*(t). Тоãäа выражение (3.12) сëеäует из посëеäнеãо
выражения с у÷етоì записи (П.24) о÷евиäныì образоì.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  т е о р е ì ы  3. Форìуëы (4.2)

и (4.3) äëя s* и  сëеäуþт из выражений (2.13), (2.15) и
(4.1), а äëя k*, k

1
, и k

2
 поëу÷аþтся в резуëüтате у÷ета

форìуëы (4.1) в уравнениях (2.6) и (2.10). У÷ет форìу-
ëы (4.1) в выражениях (3.1) äает, ÷то

T
1
(k', k'' ) = ,

T
2
(k', k'' ) = .

Интеãрирование привоäит к форìуëаì (4.4). При
s(t) ≡ s = const общее реøение уравнения (1.8) в сëу÷ае
функöии f(k) виäа (4.1) иìеет виä

k(t) = (ν–1[(1 – γ)(1 – u)sA – Cexp{–ν(1 – α)t}]) ,

ãäе C — константа интеãрирования. Выражения (4.5) и
(4.6) сëеäуþт отсþäа соответственно äëя s = s

1
 и s = s

0

при усëовии k(0) = k
0
. Выражения (4.7) и (4.8) сëеäу-

þт соответственно äëя s = s
1
 и s = s

0
 при усëовии

k(T ) = k
T
. Посëеäнее утвержäение теореìы о÷евиäно.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ «ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß»

Í.À. Êîðãèí

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

При провеäении экспертизы, в которой у÷аст-
вуþт эксперты, заинтересованные в ее резуëüтате,
актуаëüна пробëеìа ìанипуëирования сообщае-
ìой инфорìаöией с их стороны. В этоì проявëя-
ется так называеìое «оппортунисти÷еское» пове-
äение экспертов — äействия в собственных инте-
ресах вопреки интересаì всей систеìы в öеëоì.
Механизìы экспертизы с у÷астиеì заинтересо-
ванных экспертов поëу÷иëи название ìеханизìов
активной экспертизы [1, 2], которые также ìожно
рассìатриватü как ìеханизìы коëëективноãо вы-
бора [3] с совпаäаþщиìи непрерывныìи ìножес-
тваìи äопустиìых аëüтернатив и резуëüтатов вы-
бора (поэтоìу, в раìках äанной статüи, понятия
«резуëüтат экспертизы» и «резуëüтат выбора» с÷и-
таþтся эквиваëентныìи). Механизìы активной
экспертизы (правиëа аãреãирования сообщений
экспертов о своих функöиях преäпо÷тения), в ко-
торых все эксперты преäпо÷итаþт сообщатü исти-
ну, называþтся неìанипуëируеìыìи ìеханизìа-
ìи активной экспертизы [1, 2]. В работе [4] быë
преäëожен конструктивный ìеханизì построения
ìноãокритериаëüных ìеханизìов на основе так
называеìых обобщенных медианных схем [3, 5, 6]
äëя сëу÷ая, коãäа ìножество äопустиìых резуëü-
татов экспертизы (иëи ìножество äопустиìых
аëüтернатив в терìиноëоãии теории коëëективно-
ãо выбора [3, 5, 6]) явëяется ìноãоìерныì пряìо-
уãоëüникоì — äекартовыì произвеäениеì ìно-

жеств äопустиìых зна÷ений кажäоãо из критериев.
Быëо äоказано, ÷то äëя ìножества äопустиìых
аëüтернатив, преäставиìоãо в виäе ìноãоìерноãо
коìпакта, ëþбой неìанипуëируеìый ìеханизì
коëëективноãо выбора также преäставиì в виäе
обобщенной ìеäианной схеìы, при усëовии, ÷то
äанная схеìа уäовëетворяет особоìу усëовиþ на
äанноì ìножестве — свойству пересечения [6].
Данное свойство ãарантирует, ÷то, есëи все сооб-
щения у÷астников выбора (экспертов в наøеì по-
ниìании) принаäëежат ìножеству äопустиìых
аëüтернатив, то резуëüтат выбора в соответствии
с приìеняеìыì неìанипуëируеìыì ìеханизìоì
также буäет принаäëежатü этоìу ìножеству. Оäна-
ко, как отìе÷аëосü [4], проверка äанноãо свойства
äостато÷но труäоеìка и осуществëяется äëя коì-
бинаöии «проверяеìый неìанипуëируеìый ìеха-
низì выбора — иссëеäуеìое ìножество äопусти-
ìых аëüтернатив». В раìках äанной статüи иссëе-
äуþтся свойства обобщенных ìеäианных схеì,
позвоëяþщие уìенüøитü труäоеìкостü проверки
свойства пересе÷ения. Преäëаãается аëãоритì, поз-
воëяþщий äëя произвоëüной обобщенной ìеäи-
анной схеìы опреäеëитü — äëя каких ìножеств
äопустиìых аëüтернатив эта схеìа обëаäает свойс-
твоì пересе÷ения, а äëя каких нет. Данный поäхоä
актуаëен в тоì сìысëе, ÷то позвоëяет орãанизато-
ру экспертизы зафиксироватü устраиваþщий еãо
неìанипуëируеìый ìеханизì ìноãокритериаëü-
ной активной экспертизы и проверятü, при каких
усëовиях на äопустиìые сообщения экспертов
этот ìеханизì ìожно буäет приìенятü.

Иссëеäованы свойства неìанипуëируеìых ìеханизìов ìноãокритериаëüной эксперти-
зы, преäставиìых в виäе обобщенных ìеäианных схеì, позвоëяþщих уìенüøитü труäо-
еìкостü проверки «свойства пересе÷ения» — усëовия, необхоäиìоãо и äостато÷ноãо äëя
тоãо, ÷тобы резуëüтаты экспертизы принаäëежаëи ìножеству äопустиìых резуëüтатов.
Преäëожен аëãоритì, позвоëяþщий äëя произвоëüной обобщенной ìеäианной схеìы
опреäеëитü — äëя каких ìножеств äопустиìых резуëüтатов экспертизы эта схеìа уäов-
ëетворяет свойству пересе÷ения.

Ключевые слова: активная экспертиза, коëëективный выбор, неìанипуëируеìый ìеханизì, обоб-
щенная ìеäианная схеìа.
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1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß

È ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Опреäеëиì необхоäиìые основные понятия.
В развернутой форìе все эти понятия äаны в ра-
боте [4], поэтоìу зäесü они буäут изëожены крат-
ко, без поäробных коììентариев.

Пустü заäаны ìножество критериев, по кото-
рыì произвоäится экспертиза M = {1, ..., m}, ìно-

жество äопустиìых аëüтернатив A ∈ ℜm, явëяþще-
еся коìпактныì и ìножество аãентов (избирате-
ëей иëи экспертов) N = {1, ..., n}. На основании
сообщений аãентов о наибоëее преäпо÷титеëüных
с их то÷ек зрения аëüтернативах äоëжна бытü вы-
брана оäна — как резуëüтат коëëективноãо выбора,
поëу÷аеìый с поìощüþ некоторой функöии коë-

ëективноãо выбора f(•): An → A. В раìках äанной
статüи буäет преäпоëаãатüся, ÷то ìножество A вы-
пукëо, хотя ÷астü опреäеëений и резуëüтатов буäет
обсужäатüся и äëя сëу÷ая невыпукëых ìножеств
äопустиìых аëüтернатив. Преäпо÷тения аãентов
наä ìножествоì аëüтернатив описывается ìноãо-
ìерно оäнопиковыìи функöияìи преäпо÷тения

[6] ui(•): ℜm → ℜ, i ∈ N:

— существует еäинственная аëüтернатива τi =

= arg u
i(y) — то÷ка «пика» аãента i, ∀i ∈ N τi ∈ A;

— ∀z, z' ∈ ℜm,

[z' ∈ ({z, τi}), z' ≠ z] ⇒ [ui(z' ) > u(z)],

ãäе ({z, τi}) — ìиниìаëüный m-ìерный пряìо-

уãоëüник, соäержащий аëüтернативы z и τi, опре-
äеëяеìый сëеäуþщиì образоì. Дëя произвоëüно-

ãо ìножества A ⊆ ℜmобозна÷иì ÷ерез A
k
 проекöиþ

äанноãо ìножества на коорäинатнуþ осü k ∈ M,
т. е. A

k
 = Proj

k
(A). Нижнþþ и верхнþþ ãраниöы

ìножества A
k
 обозна÷иì min A

k
 и max A

k
 соответ-

ственно. Тоãäа ìиниìаëüный m-ìерный пряìо-

уãоëüник, соäержащий ìножество A ⊆ ℜm, опреäе-
ëяется как

(A) = [minA
k
, maxA

k
].

Буäеì называтü äопустиìыìи аëüтернативы

z ∈ A, а неäопустиìыìи — z ∈ (A)\A.
Даëее ре÷ü буäет вестисü о заäа÷е построения

такой неìанипуëируеìой функöии коëëективноãо

выбора1 f(•), при которой аãенты заинтересованы

в сообщении истинноãо зна÷ения своих то÷ек пи-
ков. В работах [3, 5, 6] äоказано, ÷то такие функ-
öии неìанипуëируеìы тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа
они преäставиìы в виäе обобщенных ìеäианных

схеì2. Даëее привоäятся основные понятия, необ-
хоäиìые äëя äанноãо преäставëения.

Дëя описания ìеäианных схеì испоëüзуется
понятие систеì правых и ëевых коаëиöий, изна-
÷аëüно опреäеëяеìое на оäноìерноì пространстве
аëüтернатив.

Определение 1 [6]. Систеìа правых (ëевых)3 ко-
аëиöий W опреäеëяет äëя кажäой аëüтернативы

z ∈ [d, D] ⊂ ℜ1 набор коаëиöий аãентов W(z) в со-
ответствии со сëеäуþщиìи требованияìи:

— принöип суверенитета: ∀z ∈ (d, D] ([d, D)),

W(z) ≠ ¾, ¾ ∉ W(z) и W(d) = 2N\¾ (W(D) = 2N\¾);
— ìонотонностü коаëиöий: есëи S ∈ W(z) и

S ⊂ S', то S' ∈ W(z);
— ìонотонностü резуëüтата: есëи z' < (>)z и

S ∈ W(z), то S ∈ W(z' );
— поëунепрерывностü сверху: ∀S ⊆ N, ∀z ∈ [d, D]

и äëя ëþбой посëеäоватеëüности {z t} ⊆ [d, D] такой,

÷то z
t = z, верно [∀t, S ∈ W(z t)] ⇒ [S ∈ W(z)]. �

Иныìи сëоваìи, ввоäится функöия W(•):

[d, D] → 2N\¾, ставящая в соответствие кажäой
аëüтернативе z ∈ [d, D] некоторое поäìножество

ìножества всех непустых коаëиöий аãентов 2N\¾.
В сëу÷ае ìноãокритериаëüноãо выбора, äëя ìи-
ниìаëüноãо ìноãоìерноãо пряìоуãоëüника, со-
äержащеãо ìножество äопустиìых аëüтернатив A,

(A) = A
k
 ìожно опреäеëитü сеìейство систеì

правых коаëиöий R — набор , ãäе R
k
 яв-

ëяется систеìой правых коаëиöий. Анаëоãи÷ныì
образоì ìожно опреäеëитü сеìейство систеì ëе-

вых коаëиöий L — набор .

Испоëüзуя äанные понятия, ввоäится сëеäуþ-
щее форìаëüное опреäеëение обобщенной ìеäи-
анной схеìы.

Определение 2 [6]. Пустü заäано ìножество äо-
пустиìых резуëüтатов выбора A и сеìейство сис-
теì правых R (ëевых L) коаëиöий на ìножестве

(A). Тоãäа обобщенная ìеäианная схеìа x = h(τ)4,

1
 В раìках äанной статüи понятия «ìеханизì активной эк-

спертизы», «ìеханизì коëëективноãо выбора» «функöия коë-
ëективноãо выбора» с÷итаþтся эквиваëентныìи.

max
y A∈

B

)

B

)

B

)

k M∈

∏

B

)

2
 Поэтоìу, в раìках äанной статüи, понятия «пряìой не-

ìанипуëируеìый ìеханизì активной экспертизы» и «обоб-
щенная ìеäианная схеìа» с÷итаþтся эквиваëентныìи.

3 В äанноì опреäеëении в скобках иäет записü соответству-
þщеãо усëовия äëя ëевой систеìы коаëиöий.

4 Поäразуìевается, ÷то аãенты сообщаþт свои наиëу÷øие
аëüтернативы (то÷ки пика).

t ∞→

lim

B

)

k 1=

m

∏

Rk{ }
k 1=
m

Lk{ }
k 1=
m

B

)
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порожäенная совокупностüþ (A, R) (соответствен-
но (A, L)), опреäеëяется сëеäуþщиì образоì:

h
k
(τ

k
) = max{z

k
 ∈ A

k
|{i ∈ N |  l z

k
} ∈ R

k
(z

k
)},

(h
k
(τ

k
) = min{z

k
 ∈ A

k
|{i ∈ N |  m z

k
} ∈ L

k
(z

k
)})

äëя ∀τ ∈ An и ∀k ∈ M. �
Иныìи сëоваìи, в ка÷естве резуëüтата экспер-

тизы по кажäоìу критериþ выбирается ìакси-
ìаëüная (ìиниìаëüная) проекöия аëüтернативы
z
k
 ∈ A

k
, äëя которой ìножество экспертов, ÷üи то÷-

ки пика ëежат справа (сëева) от äанной проекöии,
уäовëетворяет требованияì выбранной систеìы
правых (ëевых) коаëиöий по äанноìу критериþ
äëя äанной проекöии аëüтернативы.

Связü ìежäу систеìаìи ëевых и правых коаëи-
öий, порожäаþщиìи оäну и ту же ìеäианнуþ схе-
ìу (äëя оäноãо критерия), опреäеëяëасü сëеäуþ-
щиì образоì [6]:

L*(z) = {S ∈ 2N|∀z' > z, ∀S' ∈ R(z' ), S ∩ S' ≠ ¾}.

Проиëëþстрируеì ввеäенные опреäеëения.
Пример 1. Рассìотриì ìеханизì активной экспер-

тизы, усреäняþщий сообщения аãентов по кажäоìу
критериþ:

x = f(s): ∀k ∈ M, x
j
 = . (1)

Данный ìеханизì ìанипуëируеì. Есëи аãенты со-
общаþт ÷естно зна÷ения своих то÷ек пика, то резуëü-
татоì выбора буäет

x(τ): ∀j ∈ M, x
j
(τ

j
) = ,

ãäе  — наиëу÷øее зна÷ение критерия k äëя аãента i
(иëи наиëу÷øая аëüтернатива по äанноìу критериþ), а

выиãрыø кажäоãо аãента буäет ui(x(τ)), i ∈ N.

Лþбоìу аãенту i ∈ N, äëя котороãо x(τi, s–i) ≠ τi при

ëþбоì наборе сообщений остаëüных аãентов s–i, буäет
выãоäно исказитü свое сообщение. Есëи резуëüтат выбо-
ра по какоìу-ëибо критериþ k ∈ M буäет ìенüøе, ÷еì
зна÷ение наиëу÷øей аëüтернативы аãента по äанноìу

критериþ, т. е. x
k
( , ) < , то сообщение искажен-

ноãо зна÷ения своей наиëу÷øей аëüтернативы > 

увеëи÷ит зна÷ение x
k
, прибëизив еãо к , теì саìыì

уëу÷øив выиãрыø аãента ui(x(si, s–i)) l ui(x(τi, s–i)). Ана-
ëоãи÷но, äëя кажäоãо критерия k ∈ M, такоãо ÷то

x
k
( , ) > , сообщение  < , уìенüøит зна÷е-

ние x
k
(τ

k
), теì саìыì увеëи÷ив выиãрыø аãента.

Оäнако, проанаëизировав поäобныì образоì пове-
äение аãента, ìожно опреäеëитü равновесные по Нэøу
сообщения s*(τ) при заäанноì профиëе (наборе) τ то-

÷ек пика аãентов. Механизì h(τ) = f(s*(τ)), ∀τ ∈ An на-
зывается соответствуþщиì f(s) пряìыì ìеханизìоì.
Есëи ìеханизì h(τ)неìанипуëируеìый, то он называ-
ется эквиваëентныì f(s) [1, 2].

В работе [4] быëо показано, ÷то сеìейства систеì
правых и ëевых коаëиöий, порожäаþщих пряìой ìеха-
низì, эквиваëентный ìеханизìу f(s) и опреäеëяеìый
выражениеì (1), иìеþт сëеäуþщий виä:

R
k
(z

k
) = S ⊂ N |#S = r l n ,

∀z
k
 ∈ (minA

k
, maxA

k
],

R
k
(minA

k
) = 2N\¾, ∀k ∈ M,

(z
k
) = S ⊂ N |#S = l m n ,

∀z
k
 ∈ [minA

k
, maxA

k
),

(maxA
k
) = 2N\¾, ∀k ∈ M.

Сиìвоë # обозна÷ает ìощностü ìножества.
На рис. 1 преäставëен äанный пряìой неìанипу-

ëируеìый ìеханизì äëя сëу÷ая äвух критериев и трех
экспертов. В ка÷естве ìножества äопустиìых резуëü-
татов выбора рассìатривается «бþäжетное оãрани÷е-

ние» A = {x ∈ ℜ2|x
1
 + x

2
 m 1, x

1
, x

2
 l 0}. Дëя äанноãо

ìножества äопустиìых аëüтернатив (A) = [0, 1]2.
Сиìвоëаìи r

k
 и l

k
, k = {1, 2} обозна÷ено ÷исëо у÷аст-

ников коаëиöии, необхоäиìое äëя уäовëетворения тре-
бований систеìы правых и ëевых коаëиöий по крите-
риþ k ∈ {1, 2}. То÷ки пиков аãентов отìе÷ены беëыìи
кружкаìи. Пунктирныìи ëинияìи обозна÷ены проек-
öии то÷ек пиков трех аãентов на кажäый из критериев.
Штриховыìи — изìенение требований к коаëиöияì
по кажäоìу из критериев. В первона÷аëüноì варианте
форìуëировки обобщенных ìеäианных схеì, преäëо-
женной Э. Муëеноì [3] — то÷ки пика «фантоìных»
аãентов äëя опреäеëения резуëüтатов выбора по кажäо-
ìу из критериев. В ка÷естве резуëüтата выбора по каж-
äоìу критериþ берется ìеäиана проекöий то÷ек пика
реаëüных и фантоìных аãентов. Резуëüтат выбора от-
ìе÷ен ÷ерныì кружкоì.

Дëя пряìоãо ìеханизìа, эквиваëентноãо ìеханиз-
ìу (1), резуëüтат выбора на ìножестве A опреäеëяется
сëеäуþщиì образоì [4]:

h
k
(τ

k
) = max{z

k
 ∈ [0, 1]|#{i ∈ N |  l z

k
} l nz

k
},

k ∈ {1, 2}. (2)

Из рис. 1 виäно, ÷то резуëüтат выбора по крите-
риþ 1 h

1
 равен 1/3, ÷то пропорöионаëüно äоëе аãен-

τk
i

τk
i

1
n
---

i 1=

n

∑ sk
i

1
n
---

i 1=

n

∑ τj
i

τk
i

τk
i

sk
i– τk

i

sk
i τk

i

τk
i

τk
i

sk
i– τk

i
sk
i τk

i

⎩
⎨
⎧ zk minAk–

maxAk minAk–
-----------------------------------------

⎭
⎬
⎫

Lk
*

⎩
⎨
⎧ minAk zk–

maxAk minAk–
-----------------------------------------

⎭
⎬
⎫

Lk
*

B

)

Рис. 1. Обобщенная медианная схема

τk
i
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тов (оäин из трех), зна÷ение проекöий то÷ек пика ко-
торых не ìенüøе h

1
. Анаëоãи÷но по второìу критериþ

h
2
 = 2/3. �

В хоäе äаëüнейøеãо изëожения терìин «пра-
вые» иëи «ëевые коаëиöии» заìениì на выбираю-
щие коалиции, уто÷няя, ãäе необхоäиìо, о каких
иìенно коаëиöиях буäет иäти ре÷ü.

Обобщенные ìеäианные схеìы опреäеëяþтся

на ìножестве (A), т. е. на m-ìерноì пряìоуãоëü-
нике. Поэтоìу ëþбой пряìой неìанипуëируеìый
ìеханизì коëëективноãо выбора, опреäеëенный в
терìинах семейства систем выбирающих коалиций
(ССВК) äëя произвоëüноãо m-ìерноãо пряìо-
уãоëüника B, останется таковыì äëя ëþбоãо ìно-
жества äопустиìых резуëüтатов выбора A, такоãо

÷то (A) = B. Дëя проверки реаëизуеìости пряìо-
ãо неìанипуëируеìоãо ìеханизìа испоëüзуется
понятие свойства пересечения äëя порожäаþщеãо
еãо ССВК.

Дëя ëþбой пары аëüтернатив y, z ∈ (A) обоз-

на÷иì ìножества M +(y, z) = {k ∈ M |z
k
 > y

k
} и

M
–(y, z) = {k ∈ M | z

k
 < y

k
}, которые опреäеëяþт

набор критериев, äëя которых зна÷ение соответс-
твуþщей коìпоненты аëüтернативы z строãо
боëüøе y — аëüтернатива z распоëожена правее по
äанныì критерияì y, и наоборот — аëüтернатива z
распоëожена ëевее по äанныì критерияì y. Есëи

k ∉ M +(y, z) Ÿ M –(y, z), то аëüтернативы нераз-
ëи÷иìы по äанноìу критериþ. Такиì образоì,
поëожение аëüтернативы y относитеëüно аëüтер-

нативы z описывается парой ìножеств {M –(y, z),

M
+(y, z)}.
Определение 3 [6]. Сеìейство систеì правых

коаëиöий R = , опреäеëенное на ìноже-

стве (A), обëаäает свойством пересечения äëя

ìножества A, есëи äëя ∀y ∈ (A)\A и ëþбоãо ко-

не÷ноãо поäìножества {z1, ..., zT} ⊂ A верно:

l
k
(y

k
)  ∪ r

k
(y

k
)  ≠ ¾ (3)

äëя ëþбой коаëиöии r
k
(y

k
)∈R

k
(y

k
), ãäе k∈ M

–(y,zt)

и ëþбой коаëиöии l
k
(y

k
) ∈ (y

k
), ãäе k ∈

∈ M
+(y,zt). �

Ка÷ественно, наëи÷ие свойства пересе÷ения у
ССВК озна÷ает, ÷то ëþбая неäопустиìая аëüтер-

натива y ∈ (A)\A ìожет бытü выбрана в резуëü-
тате приìенения пряìоãо неìанипуëируеìоãо ìе-
ханизìа тоëüко в тоì сëу÷ае, есëи найäется хотя

бы оäин аãент, ÷üя то÷ка пика также не принаäëе-
жит ìножеству A. Есëи ССВК обëаäает свойствоì
пересе÷ения на ìножестве A, то порожäаеìая иì
обобщенная схеìа уäовëетворяет свойству пересе-
÷ения на этоì же ìножестве. Есëи ССВК уäовëет-
воряет усëовиþ (3) äëя какой-ëибо аëüтернативы

y ∈ (A)\A, то буäеì с÷итатü, ÷то äанное сеìейс-
тво обладает свойством пересечения для A в y.

Ввеäя все необхоäиìые опреäеëения, привеäеì
основной резуëüтат, поëу÷енный ãруппой С. Бар-
беры:

«Функция коллективного выбора на профиле мно-
гомерно однопиковых предпочтений над множеством

допустимых альтернатив А ⊆ ℜm
 неманипулируема

тогда и только тогда, когда она представима в ви-
де обобщенной медианной схемы, удовлетворяющей
свойству пересечения» [6].

В работах [6, 7] быëо показано, ÷то усëовие (3)
äостато÷но проверятü ëиøü äëя оäноãо решающего

ìножества (y) ⊂ A äëя кажäой неäопустиìой аëü-

тернативы y ∈ (A)\A. Дëя выпукëых коìпактных

ìножеств ∀y ∈ (A)\A реøаþщее поäìножество

(y) = {z1, ..., zm} ⊂ A опреäеëяется сëеäуþщиì
образоì — из кажäоãо се÷ения A ãиперпëоскос-
тüþ, прохоäящей ÷ерез аëüтернативу y, выбирает-

ся по оäной аëüтернативе; ∀t = 1, ..., m  = y
k
, ес-

ëи k = t, а  äëя k ≠ t ëþбые такие, ÷то zt ∈ A. Из

усëовия [7] сëеäует, ÷то äëя реøаþщих ìножеств
усëовие (3) ìожет бытü записано сëеäуþщиì об-
разоì:

l
k
(y

k
)  ∩ r

k
(y

k
)  ≠ ¾, (4)

äëя ëþбой коаëиöии r
k
(y

k
) ∈ R

k
(y

k
), ãäе k ∈ M–(y, A),

и ëþбой коаëиöии l
k
(y

k
) ∈ (y

k
), ãäе k ∈ M +(y, A).

Оäнако проверка, реаëизуеì иëи нет пряìой
неìанипуëируеìый ìеханизì выбора на заäанноì
ìножестве, остается отäеëüной сëожной заäа÷ей,
так как требуется проверятü все неäопустиìые

аëüтернативы y ∈ (A)\A и не существует конс-
труктивноãо аëãоритìа, позвоëяþщеãо уìенüøитü
сëожностü проверки. Разработке поäобноãо аëãо-
ритìа посвящено äаëüнейøее изëожение.

2. ÌÎÍÎÒÎÍÍÎÑÒÜ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß

Покажеì, ÷то проверку свойства пересе÷ения
ìожно существенно обëеã÷итü, так как äостато÷но

проверятü неäопустиìые аëüтернативы y ∈ (A)\A,
ëежащие как ìожно «бëиже» к заìыканиþ ìно-
жества A – clA.
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Дëя описания взаиìноãо поëожения äвух аëüтер-

натив y, z ∈ (A) перейäеì от ìножеств M+(y, z) =

= {k ∈ M |z
k
 > y

k
} и M –(y, z) = {k ∈ M |z

k
 < y

k
} к век-

тору направления d(y, z) = {d
1
(y, z), ..., d

m
(y, z)},

d(y, z) ∈ 3M, ãäе d
k
(y, z) = l, есëи k ∈ M +(y, z),

d
k
(y, z) = r, есëи k ∈ M –(y, z), d

k
 = 0, есëи k ∉

∉ M
+(y, z) Ÿ M –(y, z). Опреäеëиì поëожение не-

реаëизуеìой аëüтернативы y ∈ (A)\A относитеëü-
но выпукëоãо ìножества A сëеäуþщиì образоì.
Заäаäиì äëя произвоëüной неäопустиìой аëüтер-

нативы y ∈ (A)\A ìножество ближайших допусти-

мых аëüтернатив clA(y) = {z ∈ A: ({z, y}) ∩ A = z}

(сì. рис. 2 — clA(y) = [z1, z2], z' ∉ clA(y)). О÷евиäно,
÷то clA(y) ⊆ clA. Данное ìножество тесно связанно
с понятиеì реøаþщеãо ìножества, испоëüзуеìоãо
äëя проверки свойства пересе÷ения äëя A в y. На-

приìер, на рис. 2 (y) = {z1, z2}, т. е. аëüтернативы

из реøаþщеãо ìножества äëя y ∈ (A)\A явëяþтся
«верøинаìи» clA(y).

Тоãäа ìожно сфорìуëироватü

Определение 4. Аëüтернатива y ∈ (A)\A
распоëожена левее (правее) относитеëüно ìно-
жества A по критериþ k ∈ M – A >

k
 (<

k
)y, есëи

∀z ∈ clA(y), k ∉ M –(+)(y, z) и ∃z' ∈ clA(y) такое, ÷то

k ∈ M +(–)(y, z). �
Опреäеëение 4 по своей сути явëяется анаëоãоì

опреäеëения поëожения äвух аëüтернатив отно-
ситеëüно äруã äруãа по отäеëüноìу критериþ.
Иëëþстраöией этоãо опреäеëения сëужит рис. 2

äëя ℜ2 (ìножество äопустиìых аëüтернатив A

взято из приìера 1). Аëüтернатива y ∈ (A)\A
распоëожена правее относитеëüно A по обоиì

критерияì, так как äëя ∀z ∈ [z1, z2] M +(y, z) = ¾,

и ∀z ∈ (z1, z2) M –(y, z) = {1, 2}.

Обозна÷иì по анаëоãии с M +(–)(y, z) ìножество
критериев, по которыì неäопустиìая аëüтерна-

тива распоëожена ëевее ìножества — M +(y, A) =

= {k ∈ M|A >
k
y} и правее — M–(y, A) = {k ∈ M |A <

k
y}.

Может оказатüся, ÷то найäется критерий, бытü ìо-

жет, не оäин, k' ∈M такой ÷то k' ∉M
+(y,A) Ÿ M–(y,A).

О÷евиäно, ÷то есëи ìножество A выпукëо, то

M
+(y, A) ∩ M –(y, A) = ¾.

Соответственно, ìожно опреäеëитü вектор на-

правëения d(y, A) = {d
1
, ..., d

m
}, d(y, A) ∈ 3M, ãäе

d
k
(y, A) = l, есëи k ∈ M +(y, A), d

k
(y, A) = r, есëи

k ∈ M
–(y, A), d

k
 = 0, есëи k ∉ M +(y, A) Ÿ M –(y, A).

Есëи ∃k ∈ M +(y, A) Ÿ M –(y, A), то ÷исëо век-
торов направëений уäваивается — всеãо поëо-
жение неäопустиìой аëüтернативы относитеëü-

но A описывается 2g вектораìи направëений, ãäе

g = #(M +(y, A) Ÿ M –(y, A)). Есëи ìножество A вы-
пукëо, то вектор направëения оäин. Кроìе тоãо,
о÷евиäно, ÷то äëя ëþбой äопустиìой аëüтернати-
вы d

k
 = 0 äëя ∀k ∈ M, т. е. ∀z ∈ A d(z, A) = {0, ..., 0}.

На÷иная с этоãо ìоìента все изëожение буäет
осуществëятüся äëя выпукëых ìножеств äопусти-
ìых аëüтернатив, поэтоìу с÷итаеì, ÷то поëожение
неäопустиìой аëüтернативы относитеëüно ìно-
жества A опреäеëяется оäнозна÷но.

Дëя произвоëüной неäопустиìой аëüтернативы

y ∈ (A)\A опреäеëиì противоположный многомер-
ный прямоугольник относительно множества A:

({y, A}) =

=  ½ .

На рис. 3 привеäен приìер äанноãо пряìо-
уãоëüника. Опреäеëиì, ÷то все неäопустиìые
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Рис. 2. Определение положения недопустимой альтернативы
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Рис. 3. Противоположный многомерный прямоугольник
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аëüтернативы y' ∈ ({y, A}) расположены дальше

от A, ÷еì y. О÷евиäно, ÷то äëя всех y' ∈ ({y, A})
d(y', A) = d(y, A). Анаëоãи÷но, все неäопустиìые

аëüтернативы y'' ∈ (A)\A, такие, ÷то ∃z ∈ clA(y) и

y'' ∈ (y, z) расположены ближе к A, ÷еì y. Дëя этих
аëüтернатив также верно, ÷то d(y'', A) = d(y, A).

Можно äоказатü, ÷то есëи требования, необхо-
äиìые äëя обëаäания ССВК свойствоì пересе÷е-
ния выпоëнены äëя какой-ëибо аëüтернативы y ∈

(A)\A, то они также выпоëнены äëя всех неäо-
пустиìых аëüтернатив, распоëоженных äаëüøе от
ìножества A, ÷еì аëüтернатива y:

Лемма 1. Пусть задано ССВК W = , оп-

ределенное на множестве (A) и обладающее свойс-
твом пересечения для множества A в альтернативе

y ∈ (A)\A. Тогда данное ССВК обладает свойством
пересечения для A в любой недопустимой альтерна-

тиве y' ∈ ({y, A}). �
Доказатеëüства äанной ëеììы и всех äаëüней-

øих утвержäений вынесены в приëожение.

Следствие леммы 1. Пусть ∃y ∈ (A)\A такая,

что ССВК W = , определенное на множес-

тве (A), не обладает свойством пересечения для A
в y. Тогда это ССВК не обладает свойством пере-
сечения для множества A в любой недопустимой аль-
тернативе y', расположенной ближе к A, чем y. �

Леììа 1 и ее сëеäствие показываþт «ìонотон-
ностü» свойства пересе÷ения и позвоëяет сущест-
венно обëеã÷итü проверку наëи÷ия свойства пере-
се÷ения, так как äостато÷но проверятü неäопусти-

ìые аëüтернативы y ∈ (A)\A, ëежащие как ìожно
«бëиже» к clA. Но, в сиëу открытости ìножества

(A)\A, реøитü эту заäа÷у äостато÷но труäно. По-
кажеì, ÷то возìожно äаëüнейøее упрощение аë-
ãоритìа проверки наëи÷ия свойства пересе÷ения.

3. ÏÓÑÒÛÅ ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈß

ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÌÅÄÈÀÍÍÛÕ ÑÕÅÌ

Сëеäуþщиì этапоì в построении конструктив-
ноãо аëãоритìа проверки наëи÷ия свойства пере-

се÷ения äëя ìножества A у ССВК W = ,

опреäеëенноì на ìножестве (A), буäет форìуëи-
ровка свойств, которыì оно наäеëяет все аëüтерна-

тивы из (A). Эти свойства опреäеëяþтся на (A)
и явëяþтся крити÷ныìи äëя проверки наëи÷ия

свойства пересе÷ения у W =  äëя ëþбоãо

A', такоãо, ÷то (A' ) = (A).

Определение 5. Пустü заäано ССВК W =

= , опреäеëенное на (A). Поäìноже-

ства критериев M
r
, M

l
 ⊆ M, M

r
 ∩ M

l
 = ¾ опреäе-

ëяþт äëя аëüтернативы y ∈ (A) пустое направле-
ние {M

r
, M

l
}
y
, есëи найäется такой набор выбира-

þщих коаëиöий по всеì критерияì, ÷то их
пересе÷ение пусто — т. е. ∀k ∈ M

r
∃r

k
(y) ∈ R

k
(y) и

∀k ∈ M
l
 ∃l

k
(y) ∈ (y) такие, ÷то

l
k
(y)  ∩ r

k
(y) . �

Пустое направëение нахоäится «правее» по
всеì критерияì из ìножества M

r
 и «ëевее» по кри-

терияì из M
l
. Аëüтернативныì описаниеì пустых

направëений буäет записü d(y) = {d
1
(y), ..., d

m
(y)},

d(y) ∈ 3M/¾, ãäе d
k
(y) = r, есëи k ∈ M

r
, d

k
(y) = l, есëи

k ∈ M
l
, d

k
(y) = 0, есëи k ∉ M

l
 Ÿ M

r
.

Леãко заìетитü, ÷то пустое направëение озна-

÷ает, ÷то äëя аëüтернативы y ∈ (A) не выпоëня-
ется усëовие (4), есëи буäет проверятüся иìенно
эта коìбинаöия критериев и выбираþщих коаëи-
öий по ниì. Ка÷ественно, сìысë пустоãо направ-
ëения о÷енü простой и важный — есëи äëя ìно-
жества A существует неäопустиìая аëüтернатива

y ∈ (A)\A, ëежащая в своеì пустоì направëении
относитеëüно ìножества А: d(y) = d(y, A), то ССВК

W =  не обëаäает свойствоì пересе÷ения

äëя A в y.
Дëя ëþбой аëüтернативы ìожет существоватü

не оäно пустое направëение, поэтоìу опреäеëиì

ìножество пустых направëений D
0(y) = {d(y)}.

Справеäëива сëеäуþщая теореìа, позвоëяþщая
проверятü наëи÷ие свойства пересе÷ения ÷ерез
пустые направëения:

Теорема 1. Сеìейство систеì выбираþщих ко-

аëиöий W = , опреäеëенное на ìножеств

(A), обëаäает свойствоì пересе÷ения äëя A, тоã-

äа и тоëüко тоãäа, коãäа ∀y ∈ (A)\A верно, ÷то

d(y, A) ∉ D0(y). �
Рис. 4 иëëþстрирует проверку свойства пересе-

÷ения в терìинах пустых направëений. Есëи на-
правëение «правее» по обоиì критерияì d = (r, r)

явëяется пустыì äëя аëüтернативы y ∈ (A)\A, то
ССВК, которыì быëо опреäеëено äанное пустое
направëение, не обëаäает свойствоì пересе÷ения
äëя ìножества A. Дëя ССВК из приìера 1 (сëу÷ай
трех экспертов) ìножество аëüтернатив, äëя кото-
роãо направëение (r, r) явëяется пустыì, ìножес-

тво (A) изображено на рисунке серыì öветоì.
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Пустые направëения äëя аëüтернатив обëаäаþт
свойствоì, анаëоãи÷ныì ìонотонности свойства
пересе÷ения — есëи направëение d пустое äëя ка-

кой-ëибо аëüтернативы y ∈ (A), то оно также

пустое äëя всех äруãих аëüтернатив ∀z ∈ (A) та-
ких, ÷то аëüтернатива y ëежит в этоì направëении
относитеëüно них: d(y, z) = d.

Лемма 2. Пустü вектор d ∈ 3M\¾ заäает пустое на-

правëение äëя аëüтернативы y ∈ (A) – d ∈ D0(y).

Тоãäа äëя ∀z ∈ (A), таких ÷то d(y, z) = d äанный

вектор также заäает пустое направëение: d ∈ D0(z). �

Из ëеììы 2 сëеäует, ÷то D0(y) ⊆ D0(z).
Есëи направëение (r, r) — (сì. рис. 4) — пустое

äëя аëüтернативы y, то äëя ëþбой аëüтернативы,
распоëоженной ëевее по обоиì критерияì от y
(бëиже к A), оно также пустое.

Опираясü на этот резуëüтат, ìожно опреäеëитü
понятие критичных аëüтернатив äëя кажäоãо из
пустых направëений.

Определение 6. Аëüтернатива y ∈ (A) явëяется

крити÷ной äëя пустоãо направëения d ∈ 3M\¾, есëи

∀z ∈ (A), таких ÷то d(z, y) = d, верно d ∉ D0(z). �
Друãиìи сëоваìи, аëüтернатива y явëяется кри-

ти÷ной äëя своеãо пустоãо направëения, есëи äëя
ëþбой аëüтернативы, ëежащей в этоì направëе-
нии от y, оно не пустое. Есëи аëüтернатива y (сì.
рис. 4) явëяется крити÷ной äëя пустоãо направëе-

ния (r, r), то äëя всех аëüтернатив z ∈ ({y, A}),
распоëоженных äаëüøе от A, ÷еì y), äанное на-
правëение не пустое. Опреäеëиì ìножество кри-
ти÷ных аëüтернатив äëя произвоëüноãо пустоãо
направëения d:

Emp
d

(A) = {y ∈ (A): d ∈ D0(y), ∀z ∈ (A),

d = d(z, y) ⇒ d ∉ D0(z)}.

По сути, ìножество крити÷ных аëüтернатив

Emp
d

(A) явëяется ãрани÷ной поверхностüþ äëя

всеãо поäìножества аëüтернатив из ìножества (A),

äëя которых направëение d пустое: Emp
d

(A) =

= cl{y ∈ (A): d ∈ D0(y)}\cl (A). На рис. 5 жирной

ëинией выäеëено ìножество Emp
(r,r)

(A) крити÷-

ных аëüтернатив äëя направëения (r, r) äëя ССВК
из приìера 1.

Отìетиì сëеäуþщее äостато÷но о÷евиäное, но
важное свойство пустых направëений — их «рас-
øиряеìостü» по критерияì.

Лемма 3. Пустü существует пустое направëение

d(y) äëя аëüтернативы y ∈ (A), такое ÷то ∃M
0
 ⊂ M,

∀k ∈ M
0
 d

k
(y) = 0. Тогда, пустыми являются все на-

правления d'(y) ≠ d(y) такие что ∀k ∈ M \M
0

(y) =

= d
k
(y). �

Пустые направëения d(y), äëя которых ∀k ∈ M
d
k
(y) ≠ 0, буäеì называтü полноразмерными пустыми

направлениями и обозна÷иì ìножество поëнораз-

ìерных пустых направëений как Df
0(y) ⊆ D0(y).

Резуëüтат ëеììы 3 зна÷итеëен по сëеäуþщей при-

÷ине. В терìинах опреäеëения 5 существует 3M\¾
возìожных пустых направëений относитеëüно

практи÷ески ëþбой аëüтернативы y ∈ (A). В то
вреìя как поëноразìерных пустых направëений
относитеëüно той же аëüтернативы ìожет сущест-

воватü 2M\¾, и äëя проверки свойства пересе÷ения
äостато÷но иссëеäоватü тоëüко их.

Леììы 2 и 3, вкупе с понятиеì пустоãо направ-
ëения, позвоëяþт сфорìуëироватü основной ре-
зуëüтат äанной статüи.

Теорема 2. Сеìейство систеì выбираþщих ко-

аëиöий W = , опреäеëенное на ìножестве

(A), обëаäает свойствоì пересе÷ения äëя ìножес-

B

)

B

)

Рис. 4. К проверке свойства пересечения пустых направлений в
терминах
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Рис. 5. Множество критичных альтернатив
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тва A тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа äëя ëþбоãо вектора

направëений d ∈ 2M\¾, такоãо ÷то ∃z ∈ (A)\A,

d(z, A) = d, верно, ÷то äëя ∀y ∈ Emp
d

(A)

d(y, A) ∉ D
0(y).

Теореìа 2 äает конструктивный способ провер-
ки наëи÷ия свойства пересе÷ения у опреäеëенной
на ìноãоìерноì пряìоуãоëüнике ССВК äëя про-
извоëüных ìножеств äопустиìых резуëüтатов вы-
бора. Отìетиì, ÷то перспективныì преäставëяет-
ся иссëеäование ìножеств крити÷ных аëüтернатив
äëя äаëüнейøеãо упрощения аëãоритìа проверки
свойства пересе÷ения.

Аëãоритì, позвоëяþщий проверитü ССВК на
обëаäание свойствоì пересе÷ения äëя некотороãо
ìножества äопустиìых аëüтернатив, выãëяäит сëе-
äуþщиì образоì.

1. Дëя ìножества äопустиìых аëüтернатив А
опреäеëяется ìиниìаëüный ìноãоìерный пряìо-

уãоëüник (A), соäержащий это ìножество.
2. Опреäеëится ìножество направëений про-

верки D(A): d ∈ 3M\¾| ∃y ∈ (A)\A: d(y, A) = d.
3. Дëя кажäоãо направëения d ∈ D(A):
а) опреäеëяется ìножество крити÷ных аëüтер-

натив Emp
d

(A);

б) проверяется, существуþт ëи неäопустиìые
аëüтернативы, в которых ССВК не обëаäает

свойствоì пересе÷ения äëя A, т. е. y ∈ (A)\A ∩

∩ Emp
d

(A): d(y, A) = d.

Есëи, в соответствии с äанныì аëãоритìоì,
найäена хотя бы оäна такая неäопустиìая аëüтер-
натива, то иссëеäуеìая ССВК не обëаäает свой-
ствоì пересе÷ения äëя ìножества A. Есëи таких
аëüтернатив не найäено, то ССВК обëаäает свойс-
твоì пересе÷ения äëя A. Сëеäоватеëüно, пряìой
неìанипуëируеìый ìеханизì, порожäаеìый ис-
сëеäуеìой ССВК реаëизуеì на äанноì ìножестве
äопустиìых аëüтернатив А.

4. ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÏÓÑÒÛÕ ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈÉ

ÄËß ÏÐÎÂÅÐÊÈ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÏÅÐÅÑÅ×ÅÍÈß

Проиëëþстрируеì проверку наëи÷ия свойства
пересе÷ения у ССВК преäëоженныì аëãоритìоì.

Пример 2. Рассìотриì ССВК, порожäаþщуþ пря-
ìой неìанипуëируеìый ìеханизì (2), эквиваëентный
ìеханизìу усреäнения по кажäоìу критериþ (сì. при-
ìер 1) äëя сëу÷ая äвух критериев и трех аãентов:

h
k
(τ

k
) = max{z

k
 ∈ [0, 1]| # {i ∈ {1, 2, 3}|  l z

k
} l nz

k
},

k ∈ {1, 2}.

Провериì наëи÷ие свойства пересе÷ения у этой
ССВК äëя ìножества äопустиìых аëüтернатив A, ìо-

äеëируþщеãо бþäжетное оãрани÷ение A = {x ∈ ℜ2 |x
1
 +

+ x
2
 m 1, x

1
, x

2
 l 0|}. На рис. 5 изображены ССВК и

ìножество A. Все неäопустиìые аëüтернативы из ìно-

жества (A)\A в äанноì приìере ëежат в направëении
(r, r) относитеëüно ìножества A. Поэтоìу äостато÷но
иссëеäоватü тоëüко ìножество крити÷ных аëüтернатив

äëя äанной ССВК äëя направëения (r, r) — Emp
(r,r)

(A),

которое также изображено на рис. 5. Виäно, ÷то

Emp
(r,r)

(A) ⊆ A, сëеäоватеëüно, ëþбая аëüтернатива из

ìножества Emp
(r,r)

(A) не ëежит в направëении (r, r)

от ìножества äопустиìых аëüтернатив A. Поэтоìу по
теореìе 2 ССВК, порожäаþщая пряìой неìанипуëи-
руеìый ìеханизì, эквиваëентный ìеханизìу усреäне-
ния по äвуì критерияì äëя трех экспертов:

x = f(s): ∀j ∈ {1, 2} x
j
 = ,

обëаäает свойствоì пересе÷ения äëя ìножества A =

= {x ∈ ℜ2 |x
1
 + x

2
 m 1, x

1
, x

2
 l 0|}. �

Пример 3. Провериì, обëаäает ëи ССВК из приìе-
ра 2 свойствоì пересе÷ения äëя ìножества äопусти-
ìых аëüтернатив A, ìоäеëируþщеãо «баëансовое» оãра-

ни÷ение — A = {x ∈ ℜ2 |x
1
 + x

2
 = 1, x

1
, x

2
 l 0|}

. 
На рис. 6

изображены ССВК и ìножество A (жирная ëиния).

Все неäопустиìые аëüтернативы из ìножества

(A)\A в äанноì приìере ëежат в направëениях (r, r)
и (l, l) относитеëüно ìножества A. Поэтоìу äостато÷-
но иссëеäоватü тоëüко ìножества крити÷ных аëüтер-
натив äëя äанной ССВК äëя äанных направëений —

Emp
(r,r)

(A), которое изображено жирной пунктирной

ëинией (сì. рис. 6) и Emp
(l,l)

(A) — жирная øтрихпун-

ктирная ëиния. В äанноì приìере Emp
(r,r)

(A) ⊄ A и

Emp
(l,l)

(A) ⊄ A, но ëþбая аëüтернатива из ìножества

Emp
(r,r)

(A) не ëежит в направëении (r, r) äопустиìых

аëüтернатив A и ëþбая аëüтернатива из Emp
(l,l)

(A) не

ëежит в направëении (l, l) от ìножества äопустиìых

B

)

B

)

B

)

B

)

B

)

B

)

B

)

τk
i

B

)
B

)

B

)

B
)

1
3
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i 1=

3

∑ sj
i

Рис. 6. Множество критичных альтернатив для балансового ог-
раничения
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аëüтернатив A. Сëеäоватеëüно, по теореìе 2, ССВК,
пряìой неìанипуëируеìый ìеханизì, эквиваëентный
ìеханизìу усреäнения по äвуì критерияì äëя трех эк-
спертов:

x = f(s): ∀j ∈ {1, 2} x
j
 = ,

обëаäает свойствоì пересе÷ения äëя ìножества A =

= {x ∈ ℜ2 |x
1
 + x

2
 = 1, x

1
, x

2
 l 0|}. �

Пример 4. Покажеì, как преäëоженный аëãоритì
показывает, ÷то ССВК не обëаäает свойствоì пересе-
÷ения äëя некотороãо ìножества äопустиìых аëüтер-
натив. Дëя этоãо рассìотриì ССВК, порожäаþщуþ
пряìой неìанипуëируеìый ìеханизì, эквиваëентный
ìеханизìу усреäнения по кажäоìу критериþ (сì. при-
ìер 1) äëя сëу÷ая трех критериев и трех аãентов:

h
k
(τ

k
) = max{z

k
 ∈ [0,1]|#{i ∈ {1, 2, 3}|  l z

k
} l nz

k
},

k ∈ {1, 2, 3}. (5)

Провериì наëи÷ие свойства пересе÷ения у этой
ССВК äëя ìножества äопустиìых аëüтернатив A, ìо-
äеëируþщеãо бþäжетное оãрани÷ение

A = {x ∈ ℜ3 |x
1
 + x

2
 + x

3
 m 1, x

1
, x

2
, x

3
 l 0|}.

По анаëоãии с приìероì 2, все неäопустиìые аëü-

тернативы из ìножества (A)\A ëежат в направëении
(r, r, r) относитеëüно ìножества А. На рис. 7 изображе-
ны ССВК, ìножество A (заøтрихованная обëастü) и

Emp
(r,r,r)

(A) (затеìненная обëастü).

Неäопустиìая аëüтернатива y = (2/3, 1/3, 1/3),
изображенная беëыì кружкоì на рис. 7 принаäëежит

ìножеству Emp
(r,r,r)

(A). Сëеäоватеëüно, по теореìе 2,

ССВК, порожäаþщая пряìой неìанипуëируеìый ìе-
ханизì, эквиваëентный ìеханизìу усреäнения по треì
критерияì äëя трех экспертов:

x = f(s): ∀j ∈ {1, 2, 3} x
j
 = ,

не обëаäает свойствоì пересе÷ения äëя A = {x ∈ ℜ3 |x
1
 +

+ x
2
 + x

3
 = 1, x

1
, x

2
, x

3
 l 0|}.

Действитеëüно, возüìеì трех аãентов со сëеäуþ-

щиìи то÷каìи пиков: τ1 = (2/3, 0, 1/3), τ2 = (1, 0, 0),

τ3 = (0, 1, 0). О÷евиäно, ÷то ∀i ∈ {1, 2, 3} τi ∈ A. Из вы-
ражения (5) поëу÷аеì, ÷то резуëüтат выбора по крите-
риþ 1 h

1
(2/3, 1, 0) = 2/3, по критериþ 2 h

2
(0, 0, 1) = 1/3,

по критериþ 3 h
2
(1/3, 0, 0) = 1/3, т. е. резуëüтатоì выбо-

ра буäет неäопустиìая аëüтернатива y = (2/3, 1/3, 1/3). �

На этоì же приìере покажеì, как поëу÷енные
резуëüтаты ìоãут бытü приìенены äëя (r, r) ìно-
жества äопустиìых аëüтернатив, äëя котороãо за-
äанная ССВК обëаäает свойствоì пересе÷ения.
Опреäеëиì, äëя каких «бþäжетных» оãрани÷ений

A = {x ∈ ℜ3 |x
1
 + x

2
 + x

3
 m C, x

1
, x

2
, x

3
 ∈ [0, 1]|} пря-

ìой неìанипуëируеìый ìеханизì (5) реаëизуеì.

Леãко виäетü, ÷то при C l 1  ëþбая аëüтернатива

из ìножества Emp
(r,r,r)

(A) не ëежит в направëе-

нии (r, r) от ìножества äопустиìых аëüтернатив A —
(рис. 8); т. е. ССВК, порожäаþщая пряìой ìеха-
низì (5), обëаäает свойствоì пересе÷ения äëя
ìножества

A = {x ∈ ℜ3 |x
1
 + x

2
 + x

3
 m 1 , x

1
, x

2
, x

3
 ∈ [0, 1]|}.

Есëи рассìотретü äанный приìер как заäа÷у
распреäеëения ресурсов ìежäу треìя проектаìи
на основании сообщений трех экспертов, то это
буäет озна÷атü, ÷то при приìенении пряìоãо не-
ìанипуëируеìоãо ìеханизìа (5) из суììарноãо
бþäжета C на кажäый проект в отäеëüности ìожно

выäеëятü не боëее C среäств.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Показана возìожностü упрощения проверки
свойства пересе÷ения äëя обобщенных ìеäианных
схеì. Преäëожен аëãоритì, позвоëяþщий äëя

1
3
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i 1=

3

∑ sj
i

τk
i

Рис. 7. Пример для случая трех критериев
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Рис. 8. Определение допустимых бюджетных ограничений
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произвоëüной обобщенной ìеäианной схеìы оп-
реäеëитü — äëя каких ìножеств äопустиìых ре-
зуëüтатов выбора эта схеìа уäовëетворяет свойству
пересе÷ения, а äëя каких нет. К неäостатку аëãо-
ритìа сëеäует отнести труäоеìкостü построения
ìножеств крити÷ных аëüтернатив. В äаëüнейøеì
буäет преäëожено развитие äанноãо аëãоритìа, ос-
нованное на тоì факте, ÷то пустые направëения
äëя аëüтернатив из ìиниìаëüноãо ìноãоìерноãо
пряìоуãоëüника, в который вписывается ìножес-
тво äопустиìых резуëüтатов выбора, изìеняþтся
äискретно — сеìейство систеì выбираþщих ко-
аëиöий порожäает разбиение äанноãо пряìо-
уãоëüника на «бëоки», также преäставëяþщие со-
бой ìноãоìерные пряìоуãоëüники. Дëя проверки
свойства пересе÷ения у ìеäианной схеìы äоста-
то÷но проверятü по оäной неäопустиìой аëüтер-
нативе из кажäоãо такоãо бëока, ÷ерез которые
прохоäит ãраниöа ìножества äопустиìых резуëü-
татов выбора.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы  1. Из опреäеëения
систеì выбираþщих коаëиöий сëеäует их ìонотон-

ностü: äëя ëþбоãо вектора y', y'' ∈ (A) и произвоëüноãо

k ∈ M есëи  l , то R
k
( ) ⊆ R

k
( ), есëи  m ,

то ( ) ⊆ ( ). Также äостато÷но о÷евиäен тот

факт, ÷то ∀y' ∈ ({y, A}) верно M +( , A) = M +(y, A) и

M
–( , A) = M –(y, A).

Из «ìонотонности» сеìейств систеì выбираþщих

коаëиöий сëеäует, ÷то (4) верно также äëя ∀  ∈ (y, A),

так как ìножества M + и M – остаþтся неизìенны. �

Д о к а з а т е ë ü с т в о  т е о р е ì ы  1. Пустü ССВК

W =  обëаäает свойствоì пересе÷ения äëя A.

Тоãäа ∀y ∈ (A)\A она обëаäает свойствоì пересе÷е-
ния äëя A в y. Сëеäоватеëüно, из опреäеëения пустоãо

направëения, ∀y ∈ (A)\A d(y, A) ∉ D0(y), т. е. ëþбая
неäопустиìая аëüтернатива не ëежит в своеì пустоì
направëении относитеëüно ìножества A.

Пустü ∀y ∈ (A)\A верно, ÷то d(y, A) ∉ D0(y), но

ССВК W =  не обëаäает свойствоì пересе÷е-

ния. Это зна÷ит, ÷то ∃y ∈ (A)\A такая, ÷то äëя нее не

выпоëняется усëовие (4); т. е. d(y, A) ∈ D0(y). Поëу÷и-
ëи противоре÷ие. �

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы  2. Из опреäеëения
систеì выбираþщих коаëиöий сëеäует их ìонотон-

ностü: äëя ëþбых аëüтернатив y', y'' ∈ (A) и произ-

воëüноãо k ∈ M есëи  l , то R
k
( ) ⊆ R

k
( ),

есëи  m , то ( ) ⊆ ( ). Сëеäоватеëüно, äëя

∀k ∈ M –(y, z) R
k
(y

k
) ⊆ R

k
(z

k
) и ∀k ∈ M+(y, z) (y

k
) ⊆

⊆ (z
k
). Сëеäоватеëüно, äëя выбираþщих коаëиöий äëя

аëüтернативы z таких, ÷то ∀k ∈ M
r
 r

k
(z) = r

k
(y) ∈ R

k
(z) и

∀k ∈ M
l
 l
k
(z) = l

k
(y) ∈ (z) верно

l
k
(z)  ∩ r

k
(z) . �

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы  3. Пустü направëе-
ние d(y) описывается ìножестваìи M

r
, M

l
 ⊆ M, а направ-

ëение d'(y) – ,  ⊆ M. Тоãäа M
r
 ⊆  и M

l
 ⊆ .

Сëеäоватеëüно, äëя направëения d'(y) верно:

l
k
(y)  ∩ r

k
(y)  =

= l
k
(y)  ∩ r

k
(y) . �

Д о к а з а т е ë ü с т в о  т е о р е ì ы  2. Необхоäиìостü
сëеäует о÷евиäныì образоì из теореìы 1.

Достаточность. Пустü äëя ∀d ∈ 2M/¾ такая, ÷то

∃y ∈ (A)\A, d(y, A) = d верно, ÷то ∀y ∈ Emp
d

(A)

d(y, A) ≠ d. Преäпоëожиì, ÷то ∃  ∈ 2M/¾ и ∃  ∈ (A)\A

такая, ÷то d( , A) =  и  ∈ D0( ); т. е. ССВК не об-

ëаäает свойствоì пересе÷ения äëя A в . Из опреäе-

ëения 6 сëеäует, ÷то ∀y' ∈ (A) такая, ÷то

d( , y' ) = ; т. е. аëüтернатива  ëежит бëиже к ìно-

жеству A, ÷еì аëüтернатива y'; т. е. d(y', A) = . Поëу-
÷иëи противоре÷ие. �
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Ê ÏÐÎÁËÅÌÅ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÐÅÃÓËÈÐÎÂÀÍÈß 
ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÈÇÂËÅ×ÅÍÈß ÍÅÔÒÈ Ñ Ó×ÅÒÎÌ 
ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÎÃÎ ÇÀÊÎÍÀ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß 

ÍÅÊÎÒÎÐÎÃÎ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ ÑËÎÈÑÒÎÃÎ ÏËÀÑÒÀ1

Ð.À. Ñóëòàíîâ, Â.Ä. Ñëàáíîâ, È.À. Ôóêèí, Â.Â. Ñêâîðöîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Необхоäиìостü повыøения объеìов нефти, из-
вëекаеìой из пëастов сëожноãо ãеоëоãи÷ескоãо
строения, характеристики которых изìеняþтся по
тоëщине и простираниþ пëаста, äеëает актуаëüной
пробëеìу оптиìаëüноãо реãуëирования проöесса
её извëе÷ения. Дëя её реøения испоëüзуþтся ус-
реäненные ìатеìати÷еские ìоäеëи. Преиìуще-
ство äвухìерных ìоäеëей по сравнениþ с трех-
ìерныìи связано с неäостаткоì ãеоëоãи÷еской
инфорìаöии о строении пëаста и зна÷итеëüныì
сокращениеì вреìени ÷исëенных рас÷етов бëаãо-
äаря уìенüøениþ ÷исëа я÷еек коне÷но-разно-
стной сетки [1].

В äанной работе испоëüзуется ìоäеëü Бакëея —
Леверетта проöесса вытеснения нефти воäой из
сëоистых пëастов, не у÷итываþщей ãравитаöион-
ные и капиëëярные сиëы [2]. Приниìаþтся во
вниìание ÷етыре ãипотезы о вытеснении нефти

воäой из эëеìентарноãо объеìа сëоистоãо пëаста.
Преäпоëаãается, ÷то абсоëþтная прониöаеìостü
сëоистоãо пëаста ìожет изìенятüся по тоëщине и
простираниþ. Вероятностный закон ее распреäе-
ëения в сëоистоì пëасте опреäеëяется на основе
заäанных параìетров распреäеëения: ìатеìати-
÷ескоãо ожиäания, äисперсии и некотороãо äо-
поëнитеëüноãо усëовия. Поëу÷енный вероятно-
стный закон испоëüзуется äëя построения «фик-
тивных» (ìоäифиöированных) относитеëüных
фазовых прониöаеìостей в сëоистоì пëасте [2].
Усреäнение трехìерной ìоäеëи по тоëщине пëа-
ста позвоëяет уìенüøитü разìерностü исхоäной
ìоäеëи на еäиниöу.

Чисëенное реøение заäа÷и управëения äëя
построенной усреäненной ìатеìати÷еской ìоäеëи
позвоëяет опреäеëитü сиìпëекс-ìетоäоì опти-
ìаëüные äебиты и забойные äавëения исто÷ников
и стоков при заäании äëя них äвусторонних оãра-
ни÷ений и некоторых вариантов ãрани÷ных усëо-
вий в эëеìенте завоäнения. Критериеì оптиìиза-
öии сëужит ìаксиìизаöия öеëевой функöии —
суììарноãо отбора нефти [3, 4, 6, 7].

Цеëü äанной работы — построение ìатеìати-
÷еской ìоäеëи äвухфазной фиëüтраöии в сëоистоì

Преäëожена ìатеìати÷еская ìоäеëü проöесса äвухфазной фиëüтраöии в сëоистых пëас-
тах, параìетры которых ìоãут изìенятüся по тоëщине и простираниþ. Вероятностный
закон распреäеëения абсоëþтной прониöаеìости по тоëщине пëаста описан äискретныì
анаëоãоì распреäеëения сëу÷айной веëи÷ины. Сфорìуëированы ÷етыре ãипотезы о вы-
теснении нефти воäой из эëеìентарноãо объеìа сëоистоãо пëаста. Выпоëнено сравнение
основных техноëоãи÷еских показатеëей извëе÷ения нефти, поëу÷енных без у÷ета и с у÷е-
тоì оптиìаëüноãо реãуëирования.

Ключевые слова: ìатеìати÷еская ìоäеëü, äвухфазная фиëüтраöия, вероятностный закон распреäе-
ëения, сëу÷айная веëи÷ина, сëоистый пëаст, оптиìаëüное реãуëирование.

1 Основное соäержание статüи äоëожено на IV Межäунароä-
ной конференöии по пробëеìаì управëения, Москва, Институт
пробëеì управëения иì. В.А. Трапезникова РАН, 26—30 января
2009 ã.

ïðàâëåíèå òåõíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìèÓ
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пëасте с у÷етоì ÷етырех ãипотез о вытеснении не-
фти воäой из эëеìентарноãо объеìа; постановка
заäа÷и оптиìаëüноãо управëения; разработка ÷ис-
ëенноãо аëãоритìа ее реøения; анаëиз резуëüта-
тов реøения заäа÷и оптиìаëüноãо реãуëирования
извëе÷ения нефти из сëоистоãо пëаста при варü-
ировании параìетров распреäеëения äëя äиск-
ретных анаëоãов равноìерноãо и ëоãарифìи÷ески-
норìаëüноãо законов распреäеëения абсоëþтной
прониöаеìости; сравнение резуëüтатов ÷исëенно-
ãо реøения заäа÷и без у÷ета и с у÷етоì реãуëиро-
вания.

1. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÏÐÎÖÅÑÑÀ 2D 

ÄÂÓÕÔÀÇÍÎÉ ÔÈËÜÒÐÀÖÈÈ Â ÑËÎÈÑÒÛÕ ÏËÀÑÒÀÕ, 

ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÏÎ ÒÎËÙÈÍÅ È ÏÐÎÑÒÈÐÀÍÈÞ

Рассìотриì нефтяной пëаст, в котороì проис-
хоäит проöесс вытеснения нефти воäой. Кровëþ и
поäоøву пëаста буäеì с÷итатü непрониöаеìыìи.
Ввеäеì пряìоуãоëüнуþ äекартову систеìу коорäи-
нат x, y, z. Выäеëиì эëеìентарный объеì в виäе
стоëбöа, оãрани÷енноãо сверху кровëей, а снизу —
поäоøвой. Еãо основаниеì буäет сëужитü эëе-
ìентарная пëощаäка dx, dy, а высотой — тоëщина
пëаста H.

Буäеì с÷итатü, ÷то пëаст неоäнороäен по абсо-
ëþтной прониöаеìости, при÷еì прониöаеìостü
изìеняется по тоëщине (вертикаëи) и простира-
ниþ (ãоризонтаëи) пëаста. Это изìенение хао-
ти÷но, и ìожно с÷итатü, ÷то пëаст преäставëяет
собой n

k
 среä с разëи÷ныìи зна÷енияìи абсо-

ëþтной прониöаеìости. Поэтоìу j-й среäой на
произвоëüно выбранной вертикаëи пëаста буäеì
называтü среäу, соäержащуþ все те пропëастки
этой вертикаëи, которые иìеþт абсоëþтнуþ про-
ниöаеìостü k

a(j)
. Буäеì поëаãатü, ÷то произвоäные

 и , ãäе p — пëастовое äавëение, постоянны

по вертикаëи и, в ÷астности, не зависят от j [2].
Распреäеëение абсоëþтной прониöаеìости в

сëоистоì пëасте с у÷етоì äискретноãо анаëоãа ве-
роятностноãо закона распреäеëения сëу÷айной ве-
ëи÷ины ìожно заäаватü с поìощüþ ãистоãраììы
иëи ряäа распреäеëения, привеäенноãо в табë. 1,
ãäе β

j
 — вероятностü тоãо, ÷то абсоëþтная прони-

öаеìостü приìет зна÷ение k
a( j)

.

Сäеëаеì еще ряä преäпоëожений относитеëüно
ìеханизìа вытеснения нефти воäой. Пустü кажäая
j-я среäа с абсоëþтной прониöаеìостüþ k

a( j)
 иìеет

своþ остато÷нуþ нефтенасыщенностü s
*н( j)

 и äоëþ

связанной воäы s
*в(j)

, которые с÷итаþтся извест-

ныìи. В этоì сëу÷ае ìаксиìаëüные зна÷ения объ-
еìов воäы и нефти в кажäоì эëеìентарноì стоë-
бöе иìеþт сëеäуþщий виä

 = 1 – s
*н(j)

,   = 1 – s
*в( j)

,

ãäе буквенный инäекс «в» относится к воäной фа-
зе, «н» — к нефтяной фазе.

В общеì сëу÷ае j-я среäа ìожет состоятü из от-
äеëüных ÷астей, которые ìоãут бытü распоëожены
в разных ìестах эëеìентарноãо стоëбöа.

Пустü s
в( j)

 и s
н( j)

 — воäо- и нефтенасыщенностü

j-й среäы соответственно.

Опреäеëиì активные нефте- и воäонасыщен-
ностü j-й среäы как

θ
j
 = ,  1 – θ

j
 = .

Отсþäа нефте- и воäонасыщенностü j-й среäы
ìожно преäставитü в виäе

s
н( j)

 = s
*н( j)

(1 – θ
j
) + ,

s
в( j)

 = s
*в( j)

θ
j
 + (1 – θ

j
).

Тоãäа нефте- и воäонасыщенностü в эëеìентар-
ноì объеìе иìеþт сëеäуþщий виä:

s
н
 = s

*н( j)
(1 – θ

j
)β

j
 + θ

j
β

j
,

s
в
 = s

*в(j)
θ

j
β

j
 + (1 – θ

j
)β

j
. (1)

О÷евиäно, ÷то

θ
j
β

j
 + (1 – θ

j
)β

j
 = 1.

Обозна÷иì ÷ерез k
в( j)

(s
в
) и k

н( j)
(s

н
) относитеëü-

ные фазовые прониöаеìости воäы и нефти в j-й
среäе соответственно. Как виäно из форìуëы (1),
они буäут зависетü от веëи÷ины θ

j
.

Составиì уравнение ìатериаëüноãо баëанса
äëя i-й жиäкости:

 +  = –mH , (2)

Таблица 1

Ðàñïðåäåëåíèå àáñîëþòíîé ïðîíèöàåìîñòè

k
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k
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ãäе i = в, н,  — осреäненная абсоëþтная прони-

öаеìостü, m — пористостü пëаста; μ
в
 и μ

н
 — вяз-

кости воäы и нефти.

В äанной ìатеìати÷еской ìоäеëи «фиктивные»

относитеëüные фазовые прониöаеìости (s
i
),

i = в, н, построены на основе известных ìакси-

ìаëüных зна÷ений относитеëüных фазовых про-

ниöаеìостей, активных насыщенностей среä и

вероятностноãо закона распреäеëения абсоëþтной

прониöаеìости по тоëщине пëаста.

Такиì образоì, ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü вытес-

нения нефти из пëаста тоëщиной H, в котороì аб-

соëþтная прониöаеìостü ìеняется по вертикаëи и

ãоризонтаëи, при некоторых äопущениях уäается

свести к ìатеìати÷еской ìоäеëи проöесса фиëü-

траöии в некотороì пëасте с усреäненной абсо-

ëþтной прониöаеìостüþ по тоëщине пëаста с у÷е-

тоì «фиктивных» (ìоäифиöированных) относи-

теëüных фазовых прониöаеìостей.

Систеìу уравнений (2) посëе несëожных пре-

образований и у÷ета закона Дарси ìожно привести

к систеìе уравнений относитеëüно усреäненной

скорости фиëüтраöии  и нефтенасыщенности s:

div( H) = , div( H (s)) = mH , (3)

ãäе  = – (s)gradp — суììарная усреäненная ско-

ростü фиëüтраöии нефти и воäы,  — усреäнен-

ный äебит скважины, (s) =  —

суììарная усреäненная провоäиìостü в сëоистоì

пëасте, (s) = / (s) — усреäненная äоëя

нефти в потоке жиäкости;

(s
н
) = β

j
k

а( j)
k

н( j)
(s

н
),

(s
в
) = β

j
k

а( j)
k

в( j)
(s

в
).

Дëя реøения систеìы уравнений (3) требуется

знатü виä «фиктивных» относитеëüных фазовых

прониöаеìостей (4) по некотороìу вероятностно-

ìу закону распреäеëения сëу÷айной веëи÷ины иëи

виä ряäа распреäеëения абсоëþтной прониöаеìос-

ти в кажäой то÷ке усреäненноãо сëоистоãо пëаста.

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÐÅÃÓËÈÐÎÂÀÍÈß

ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÈÇÂËÅ×ÅÍÈß ÍÅÔÒÈ

Постановка заäа÷и реãуëирования при äвух-
фазной фиëüтраöии с у÷етоì ввоäа скважин в экс-
пëуатаöиþ на основе ìатеìати÷еской ìоäеëи Бак-
ëея — Леверетта (3) с на÷аëüныì и ãрани÷ныìи ус-
ëовияìи и аëãоритì ее реøения быëа äана в
работе [5]. Поставиì в соответствие разìещениþ
k-й скважины в обëасти фиëüтраöии D ее ноìер.
Ноìера äобываþщих скважин отнесеì к ìножес-
тву J *, наãнетатеëüных — к ìножеству J \J *, ãäе
J — ìножество ноìеров всех скважин. Преäпоëа-
ãается, ÷то срок T разработки заëежи опреäеëяется
вреìенеì откëþ÷ения посëеäней äействуþщей
äобываþщей скважины. Откëþ÷ение k-й äобыва-
þщей скважины происхоäит при T

k
 m t m T, ãäе

T
k

— вреìя äостижения k-й скважиной заäанноãо

преäеëüно-äопустиìоãо зна÷ения текущей обвоä-

ненности ее проäукöии 1 – F(T
k
) = . Буäеì рас-

сìатриватü реãуëирование проöесса нефтеäобы÷и
из неоäнороäной заëежи в усëовиях принятой ìо-
äеëи по критериþ ìаксиìизаöии текущей нефтеот-
äа÷и на заäанные ìоìенты вреìени t

r 
r = 0, 1, 2,...

Матеìати÷еская заäа÷а форìуëируется сëеäуþ-
щиì образоì: найти ìаксиìаëüный суììарный
отбор нефти

q
k
(t

r
)F

нk
(t

r
)dt

r
 → max,  t

r
 ∈ [t

n
, t

n + 1
],

äëя заäанноãо пëановоãо периоäа [t
n
, t

n + 1
] и оãра-

ни÷ений на режиìы äействуþщеãо фонäа скважин

p
*
 m p

зk
 m p*,  q

*
 m |q

k
| m q*,  ∀k ∈ J *(t

r
),

с у÷етоì ìоìента вреìени t
r
 на÷аëа заäа÷и проãно-

зирования, который опреäеëяется из усëовия

t
r
 = t(F

вk
(t

r
)) l t( (t

r
)),  ∀k ∈ J *(t

r
),

ãäе ноìера äобываþщих и наãнетатеëüных сква-
жин соответствуþт оптиìаëüноìу поäìножеству
J *(t

r
) Ÿ J(t

r
)\J *(t

r
).

Зäесü q
k
(t

r
) — äебит k-й скважины на t

r
-þ äату

реãуëирования, F
вk

(t
r
) — äоëя воäы в потоке жиä-

кости äëя k-й скважины на t
r
-þ äату реãуëирова-

ния, p
зk
(t

r
) — забойное äавëение k-й скважины на

t
r
-þ äату реãуëирования.

При ÷исëенноì реøении заäа÷и управëения
нефтеизвëе÷ениеì на кажäуþ контроëüнуþ äату t

r

восстанавëивается оптиìаëüное поëе äавëения в
обëасти фиëüтраöии D в резуëüтате ÷исëенноãо

k˜ a

ki
ф

V˜
:

V˜
:

q̃ V˜
:

F˜
s∂
t∂

-----

V˜
:

σ̃

q̃

σ̃ k˜ a

kн
ф

s( )
μн

--------------

kв
ф

s( )
μв

--------------+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

F˜ k˜ a

kн
ф

s( )
μн

-------------- σ̃

kн
ф 1

k˜ а

-----

j 1=

n
k

∑

kв
ф 1

k˜ а

-----

j 1=

n
k

∑

Fвk
*

k J* t
r

( )∈

∑
t
n

t
n 1+

∫

Fвk
*

(4)
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реøения заäа÷и ëинейноãо проãраììирования
(5)—(7) [3, 5, 7, 8]:

ασk(s(t
r
))( (t

r
) – p

зk
(t

r
))F

нk
(t

r
)dt

r
 → max,

t
r
 ∈ [t

n
, t

n + 1
], (5)

при оãрани÷ениях

σ
i – 1j

p
i – 1j

 + σ
i + 1j

p
i + 1j

 + σ
ij – 1

p
ij – 1

 + σ
ij + 1

p
ij + 1

 +

+ (σ
ij
 + αδ

ij
)p

ij
 + αδ

ij
p

зk
 =0 (6)

p
*
 m p

зk
 m p*,  q

*
 m |ασk(s(t

r
))( (t

r
) – p

зk
(t

r
))| m q*,

∀k ∈ J *(t
r
), (7)

ãäе i = , j = , M
x
 и M

y
 — ÷исëо узëов по

оси OX и OY соответственно, p
зk
 — забойное äав-

ëение скважин с коорäинатаìи (x
k
, y

k
), p

ij
 — сето÷-

ное äавëение по обëасти фиëüтраöии D, δ
ij
 — се-

то÷ный анаëоã функöии Дирака, p
∗
 и p* — нижнее

и верхнее оãрани÷ения на забойные äавëения сква-
жин соответственно, q

∗
 и q* — нижнее и верхнее

оãрани÷ения на äебиты скважин соответственно.
Найäенное поëе äавëения вìесте со зна÷ения-

ìи оптиìаëüных забойных äавëений и äебитов
äействуþщих скважин обеспе÷иваþт при реøении
заäа÷и управëения ìаксиìаëüный суììарный от-
бор нефти из неоäнороäноãо пëаста на t

r
-þ конт-

роëüнуþ äату. Зäесü ëинейное проãраììирование
испоëüзуется оäновреìенно в ка÷естве ìетоäа ре-
øения систеìы аëãебраи÷еских уравнений, поëу-
÷енных из разностноãо анаëоãа (6) äëя первоãо
уравнения систеìы (3).

3. ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÅ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÛ

Рассìотрена ìоäеëü неоäнороäноãо пëаста
пряìоуãоëüной конфиãураöии D = {0 m x m a,
0 m y m b}, вскрытоãо äевятито÷е÷ныì эëеìентоì
завоäнения (рис. 1), äëя a = b = 850 ì, H = 5 ì,
m = 0,2, μ

н
 = 3 ìПа•с, μ

в
 = 1 ìПа•с, s

*
 = 0,26,

s* = 0,8, p
k
 = 22 МПа, p

∗
 = 12,5 МПа, p* = 22 МПа,

q
∗
 = 1 ì3/сут, q* = 500 ì3/сут, h

x
 = h

y
 = 25 ì. Зäесü

h
х
, h

y
 — øаãи разностной сетки по осяì коорäинат.

Относитеëüные фазовые прониöаеìости k
н
(s) и

k
в
(s) — ëинейные поëиноìы [5]. Провеäена серия

вы÷исëитеëüных экспериìентов äëя эëеìента за-
воäнения в соответствии со сëеäуþщиìи ãипоте-
заìи о характере вытеснения нефти воäой.

1. Воäа вытесняет нефтü из у÷астков (зон) пëаста
в первуþ о÷ереäü с наиëу÷øей абсоëþтной про-
ниöаеìостüþ, т. е. кажäый эëеìентарный объеì
разбивается на äве зоны: воäнуþ и нефтянуþ

(в воäной зоне нефтенасыщенностü преäпоëаãает-
ся остато÷ной, в нефтяной зоне — ìаксиìаëüной).
Разäеëение на äве зоны опреäеëяется найäенныì
зна÷ениеì абсоëþтной прониöаеìости, которое
буäеì называтü пороãовыì зна÷ениеì.

2. Воäа вытесняет нефтü из у÷астков (зон) пëас-
та в первуþ о÷ереäü с наихуäøей абсоëþтной про-
ниöаеìостüþ, т. е. кажäый эëеìентарный объеì
разбивается пороãовыì зна÷ениеì на äве зоны:
воäнуþ и нефтянуþ (в воäной зоне нефтенасы-
щенностü преäпоëаãается остато÷ной, в нефтяной
зоне — ìаксиìаëüной).

3. Воäа вытесняет нефтü пропорöионаëüно най-
äенноìу переìенноìу коэффиöиенту.

4. Обобщение ãипотез 1 и 3. Кажäый эëеìен-
тарный объеì разбивается пороãовыì зна÷ениеì
на äве зоны: воäнуþ и нефтянуþ. При÷еì в зоне
с наихуäøей абсоëþтной прониöаеìостüþ нефте-
насыщенностü ìаксиìаëüна, а в зоне с наиëу÷øей
абсоëþтной прониöаеìостüþ — происхоäит не-
поëное вытеснение нефти воäой пропорöионаëü-
но найäенноìу переìенноìу коэффиöиенту.

Оптиìаëüные показатеëи извëе÷ения нефти из
сëоистоãо пëаста äëя этих ãипотез опреäеëяëисü на
основе ÷исëенноãо реøения заäа÷и управëения,
ãäе пëастовое и забойные äавëения äействуþщих
скважин опреäеëяëисü по преäëоженноìу аëãо-
ритìу. Они сравниваëисü с неоптиìаëüныìи по-
казатеëяìи, поëу÷енныìи на основе ÷исëенноãо
реøения заäа÷и проãнозирования, ãäе пëастовое
äавëение опреäеëяëосü по ìетоäу переìенных на-
правëений, а забойные äавëения скважин быëи
заäаны.

На рис. 1 показано разìещение 9 скважин в
эëеìенте завоäнения äëя сëеäуþщеãо варианта за-
äания ãрани÷ных усëовий: на оäной стороне заäа-
но ãрани÷ное усëовие I роäа, контур питания КП,
на трех остаëüных сторонах — ãрани÷ное усëовие
II роäа, непрониöаеìая ãраниöа НГ. Матеìати÷ес-
кое ожиäание абсоëþтной прониöаеìости k

a
(x, y)

в обëасти äвухфазной фиëüтраöии D эëеìента за-

k J* t
r

( )∈

∑ pij
k

pij
k

1 Mx, 1 My,

НГ

КП

НГ НГ

b

a0

Рис. 1. Элемент заводнения слоистого пласта
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воäнения приниìает сëеäуþщие зна÷ения:  = 0,1;

0,3 ìкì2, äисперсия — σ2 = 0,001; 0,01.
Вы÷исëитеëüные экспериìенты провоäиëисü

äëя äискретных анаëоãов äвух законов распреäе-
ëения:

— ряä распреäеëения с оäинаковыìи вероят-
ностяìи тоãо, ÷то сëу÷айная веëи÷ина k

a
 по тоë-

щине пëаста приìет äанное зна÷ение (äискретный
анаëоã равноìерноãо закона распреäеëения сëу-
÷айной веëи÷ины, табë. 2);

— ряä распреäеëения с разëи÷ныìи вероятнос-
тяìи тоãо, ÷то сëу÷айная веëи÷ина k

a
 по тоëщине

пëаста приìет äанное зна÷ение (äискретный ана-
ëоã ëоãарифìи÷ески-норìаëüноãо закона распре-
äеëения сëу÷айной веëи÷ины, табë. 3).

В табë. 4 привеäены зна÷ения коэффиöиента
прока÷ки в поровых объеìах и соответствуþщие
иì зна÷ения коэффиöиента коне÷ной нефтеотäа-
÷и äëя äвух законов распреäеëения сëу÷айной ве-
ëи÷ины с у÷етоì заäаний ìатеìати÷ескоãо ожи-
äания, äисперсии и ãипотез 1, 2 и 4 о вытеснении
нефти воäой из эëеìентарноãо объеìа сëоистоãо
пëаста. Анаëизируя äанные табë. 4 и ãрафики,
преäставëенные на рис. 2, ìожно сäеëатü вывоä,
÷то ãипотезы 1 и 2 соответствуþт нижнеìу и вер-
хнеìу ãрафикаì зна÷ений коэффиöиента неф-
теотäа÷и η от коэффиöиента прока÷ки поровых
объеìов τ.

k˜ a

0,9

К
о
э
ф

ф
и
ö
и
е
н
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н
е
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о
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а
÷
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Коэффиöиент прока÷ки
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Рис. 2. Графики 1—4 коэффициента нефтеотдачи h(t) для гипо-
тез 1—4 соответственно. Дискретный аналог логарифмичес-

ки-нормального закона,  = 0,1 мкм
2
; s

2
 = 0,001k˜

a

Таблица 2

Ðàâíîìåðíûé çàêîí

 = 0,1 ìкì
2
 

σ
2
 = 0,001

k
a(j)

0,051 0,063 0,075 0,087 0,100 0,112 0,124 0,136 0,149

β
j

0,111 0,111 0,111 0,111 0,111 0,111 0,111 0,111 0,111

k
а

~

Таблица 3

Ëîãàðèôìè÷åñêè-íîðìàëüíûé çàêîí

 = 0,1 ìкì
2 

σ
2
 = 0,001

k
a(j)

0,058 0,078 0,098 0,118 0,137 0,157 0,177 0,196 0,216

β
j

0,050 0,400 0,300 0,100 0,050 0,040 0,030 0,020 0,010

k
а

~

Таблица 4

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðîêà÷êè è íåôòåîòäà÷è

Виä закона распреäеëения Дискретный анаëоã равноìерноãо закона
Дискретный анаëоã 

ëоãарифìи÷ески-норìаëüноãо закона

Ноìер ãипотезы 1 2 4 1 2 4

 = 0,1 ìкì
2 

σ
2
 = 0,001

τ 3,744 3,624 3,697 3,737 3,635 3,675

η 0,791 0,847 0,831 0,807 0,853 0,837

 = 0,3 ìкì
2
 

σ
2
 = 0,001

τ 3,719 3,702 3,719 3,725 3,72 3,719

η 0,819 0,836 0,829 0,823 0,839 0,829

 = 0,3 ìкì
2
 

σ
2
 = 0,01

τ 3,747 3,617 3,719 3,738 3,625 3,677

η 0,788 0,848 0,829 0,806 0,854 0,836

k
а

~

k
а

~

k
а

~
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Характер распоëожения ãрафиков сохраняется

как äëя оäинаковых , но разных σ2, так и äëя

оäинаковых σ2, но разных . Графики коэффиöи-

ента нефтеотäа÷и η от коэффиöиента прока÷ки
поровых объеìов τ äëя ãипотез 3 и 4 распоëожены
ìежäу ãрафикаìи äëя ãипотез 1 и 2. Показатеëи
извëе÷ения нефти из сëоистоãо пëаста äëя ãипо-
тезы 4 ëу÷øе, ÷еì äëя ãипотезы 3 в сëу÷ае äискрет-
ноãо анаëоãа равноìерноãо и ëоãарифìи÷ески-
норìаëüноãо законов.

На рис. 3 привеäены кривые зависиìости ко-
эффиöиента нефтеотäа÷и от коэффиöиента про-
ка÷ки поровых объеìов без у÷ета и с у÷етоì опти-
ìаëüноãо реãуëирования äëя äискретноãо анаëоãа
ëоãарифìи÷ески-норìаëüноãо закона в сëу÷ае
принятия ãипотез 1 и 4. Анаëиз ãрафиков показы-
вает зна÷итеëüное превыøение коэффиöиента те-
кущей нефтеотäа÷и с у÷етоì оптиìаëüноãо реãу-
ëирования наä анаëоãи÷ныì показатеëеì без еãо
у÷ета.

В табë. 5 äëя ãипотез 1—4 и äискретноãо анаëо-
ãа равноìерноãо закона привеäены зна÷ения τ ко-
эффиöиента прока÷ки поровых объеìов и соот-
ветствуþщие иì зна÷ения абсоëþтных разностей
äëя коэффиöиентов коне÷ной нефтеотäа÷и Δη и
воäо-нефтяноãо фактора ΔВНФ = ΣΔQ

в
/ΣΔQ

н

(ΣΔQ
в
, ΣΔQ

н
 — суììарная äобы÷а воäы и нефти) с

у÷етоì оптиìаëüноãо реãуëирования и без еãо у÷е-
та, соответственно.

На рис. 4 привеäены ãрафики зависиìости ко-
эффиöиента нефтеотäа÷и η от коэффиöиента про-
ка÷ки поровых объеìов τ с у÷етоì äискретноãо
анаëоãа равноìерноãо закона и ãипотез 1—4 äëя
оптиìаëüноãо реãуëирования. Анаëизируя кривые,
ìожно сäеëатü вывоä о тоì, ÷то наиëу÷øие пока-
затеëи поëу÷ены äëя ãипотезы 4, наихуäøие — äëя
ãипотезы 1. Дëя ãипотез 2 и 3 äанные показатеëи
распоëожены ìежäу äвуìя ãрафикаìи, соответс-
твуþщиìи ãипотезаì 1 и 4. Это объясняется виäоì
относитеëüных фазовых прониöаеìостей äëя ãи-
потез 1—4 и äинаìикой изìенения поëя скоростей
нефти в обëасти äвухфазной фиëüтраöии эëеìента
завоäнения сëоистоãо пëаста.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожена ìатеìати÷еская ìоäеëü проöесса
äвухфазной фиëüтраöии в нефтяных пëастах, па-
раìетры которых ìоãут изìенятüся по тоëщине и
простираниþ. Вероятностные законы — равно-
ìерный иëи ëоãарифìи÷ески норìаëüный. Сфор-
ìуëированы ÷етыре ãипотезы о вытеснении нефти
воäой из эëеìентарноãо объеìа сëоистоãо пëаста.
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Рис. 3. Графики 1, 4 и 1_opt, 4_opt коэффициента нефтеотдачи
h(t) для гипотез 1 и 4 без учета и с учетом оптимального регу-
лирования соответственно. Дискретный аналог равномерного за-

кона,  = 0,1 мкм
2
; s

2
 = 0,001k˜

a

Рис. 4. Графики 1_opt — 4_opt коэффициента нефтеотдачи h(t)
с учетом оптимального регулирования для гипотез 1—4 соответ-

ственно. Дискретный аналог равномерного закона,  = 0,1 мкм
2
;

s
2
 = 0,001

k˜
a

Таблица 5

Äèñêðåòíûé àíàëîã ðàâíîìåðíîãî çàêîíà 
ñ ó÷åòîì îïòèìàëüíîãî ðåãóëèðîâàíèÿ

Ноìер ãипотезы 1 2 3 4

 = 0,1 ìкì
2
 

σ
2
 = 0,001

τ 2,907 2,48 2,659 2,405

Δη 0,01 0,015 0,011 0,084

ΔВНФ 2,046 2,593 2,449 3,367

k
а

~
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Разработан вы÷исëитеëüный аëãоритì äëя оп-
реäеëения ìоäифиöированных относитеëüных фа-
зовых прониöаеìостей на основе этих ãипотез äëя
произвоëüноãо äискретноãо анаëоãа вероятност-
ноãо закона распреäеëения абсоëþтной прониöа-
еìости.

Преäëожена постановка äвуìерной нестаöио-
нарной заäа÷и оптиìаëüноãо реãуëирования из-
вëе÷ения нефти из сëоистоãо пëаста. Привеäен аë-
ãоритì ее реøения. Критерий ка÷ества реøения —
ìаксиìаëüный суììарный отбор нефти. Испоëü-
зование оптиìаëüноãо реãуëирования уëу÷øиëо
показатеëи извëе÷ения нефти и воäонефтяноãо
фактора по сравнениþ с показатеëяìи проãнози-
рования.

Описанный поäхоä позвоëяет реøатü заäа÷и
оптиìаëüноãо управëения в эëеìенте завоäнения с
нереãуëярной сеткой скважин и заäаниеì ãрани÷-
ных усëовий I-ãо иëи II-ãо роäа и их коìбинаöии.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÃÎÐÌÎÍÀËÜÍÎ ÓÏÐÀÂËßÅÌÎÃÎ 
ÁÈÏÎËßÐÍÎÃÎ ÐÎÑÒÀ ÊËÅÒÎ×ÍÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ 

ÐÀÑÒÈÒÅËÜÍÎÃÎ ÒÈÏÀ

Â.Ñ. Ñóõîâåðîâ, Ã.À. Ðîìàíîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Бипоëярный рост — неотъеìëеìый признак
жизнеäеятеëüности боëüøинства растений. Еãо
сущностü состоит в тоì, ÷то стебеëü растения уä-
ëиняется вверх, а коренü — вниз, уãëубëяясü в по÷-
ву. Бипоëярный рост обусëовëен, в первуþ о÷е-
реäü, увеëи÷ениеì ÷исëа кëеток бëаãоäаря разìно-
жениþ (проëифераöии) в спеöиаëüных кëето÷ных
структурах — апикаëüных ìеристеìах, распоëо-
женных в саìой верхуøке стебëя и в кон÷ике кор-
ня. В прироäе растения преäставëены оãроìныì
ìноãообразиеì жизненных форì, сиëüно разëи÷а-
þщихся по своиì ростовыì характеристикаì [1]:
÷исëу кëеток в кëето÷ных öепо÷ках от верхуøки
побеãа äо кон÷ика корня, соотноøениþ разìеров
побеãа и корня, скорости роста.

Установëено, ÷то äëя äеëения раститеëüных
кëеток необхоäиìо наëи÷ие äвух ãорìонов — аук-
сина и öитокинина [2]. Существенно, ÷то эти ãор-
ìоны синтезируþтся в основноì на поëþсах рас-
тения: ауксин — в кëето÷ных структурах верхуøки
стебëя, а öитокинин — в кëето÷ных структурах
кон÷ика корня. По транспортныì канаëаì расте-
ния ауксины переìещаþтся вниз, тоãäа как öито-
кинины — иì навстре÷у [3, 4]. До сих пор äо конöа
не выяснена роëü ãорìонаëüноãо противотока в
орãанизаöии ростовых проöессов. Экспериìен-
таëüно выäеëитü ауксино-öитокининовый проти-
вото÷ный контур и иссëеäоватü еãо функöии äëя
роста растения не преäставëяется возìожныì. Дëя

реøения поäобных заäа÷ ÷асто эффективныì ока-
зывается приìенение ìоäеëирования, т. е. постро-
ение разноãо роäа ìоäеëей, в тоì ÷исëе и ìатеìа-
ти÷еских, и рас÷еты на них [5—8]. Цеëüþ äанной
работы быëо созäание ìоäеëи проëиферативноãо
роста кëето÷ной структуры раститеëüноãо типа.
В резуëüтате преäëожена ìоäеëü, в которой биãор-
ìонаëüный реãуëяторный контур управëяет про-
ëиферативныì ростоì кëето÷ной структуры рас-
титеëüноãо типа.

1. ÈÑÕÎÄÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÐÎÑÒÀ
ÊËÅÒÎ×ÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

Преäпосыëки из обëасти физиоëоãии растений
и прообраз настоящей ìоäеëи быëи опубëикова-
ны ранее [9, 10], а затеì преäставëены и первые
резуëüтаты ìоäеëирования [11]. Преäëоженная в
этих работах ìоäеëü кëето÷ной структуры расти-
теëüноãо типа преäставëяет собой оäноìернуþ öе-
по÷ку иäенти÷ных кëеток (рис. 1), образуþщих
систеìу транспорта äвух ãорìонов-активаторов

Преäëожена ìоäеëü проëиферативноãо роста кëето÷ной структуры раститеëüноãо типа,

в которой управëение äеëениеì кëеток осуществëяется с поìощüþ äвух ãорìонов-акти-

ваторов. Разработан проãраììный коìпëекс äëя интерактивных рас÷етов на ìоäеëи.

Привеäены резуëüтаты ìоäеëирования.

Ключевые сëова ìоäеëü, управëение, проãраììный коìпëекс, кëетка, ãорìон, проëиферативный
рост.

Рис. 1. Исходная модель клеточной структуры

ïðàâëåíèå â ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõÓ
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кëето÷ных äеëений. Факти÷ески канаëаìи транс-
порта ãорìонов в ìоäеëи сëужат саìи кëетки.
Кажäая из m кëеток структуры, как указано на ри-
сунке, характеризуется конöентраöияìи ãорìо-
нов-активаторов: H

A
(i), H

C
(i), (i = 1,..., m), ãäе i —

ноìер кëетки, а m — ÷исëо кëеток в кëето÷ной
структуре. Стреëкаìи указано направëение транс-
порта ãорìонов. Прототипаìи ãорìонов-актива-
торов ìоäеëи у живых растений явëяþтся ауксины
и öитокинины. Горìоны в ìоäеëи произвоäятся в
конöевых кëетках (1-я и m-я кëетки). Поскоëüку в
прироäе направëенностü растений вертикаëüная,
усëовно буäеì с÷итатü, ÷то 1-я кëетка соответствует
верхней конöевой кëетке структуры, m-я кëетка —
нижней конöевой кëетке структуры. По анаëоãии
с растенияìи верхняя конöевая кëетка в ìоäеëи
синтезирует ãорìон A (от ëат. auxin), а нижняя
конöевая кëетка синтезирует ãорìон C (от ëат.
cytokinin). Горìон, синтезируеìый верхней конöе-
вой кëеткой, переìещается по структуре кëеток
вниз, а ãорìон, синтезируеìый нижней конöевой
кëеткой, — в обратноì направëении, по структу-
ре кëеток вверх. Кажäая кëетка структуры спо-
собна äеëитüся. Деëение происхоäит при усëо-
вии, ÷то конöентраöии кажäоãо из ãорìонов в
ней превыøаþт заäанные веëи÷ины, называеìые
пороãаìи ÷увствитеëüности: SL

A
(0 m SL

A
 m 1) и

SL
C
(0 m SL

A
 m 1):

H
A
(i) l SL

A
,

H
C
(i) l SL

C
. (1)

В проöессе транспорта коëи÷ество äоставëяе-
ìоãо из кëетки в кëетку ãорìона уìенüøается в
резуëüтате так называеìых транспортных потерü.
В реаëüности при÷ина потерü состоит в тоì, ÷то во
вреìя транспорта происхоäят проöессы ìетабоëи-
заöии ãорìона, иììобиëизаöии еãо на реöепторах,
разруøения поä вëияниеì внеøних факторов и äр.
[9]. Транспортные потери в ìоäеëи отражаþт пос-
тоянные коэффиöиенты K переäа÷и ãорìонов из
кëетки в кëетку: K

A
 (0 m K

A
 m 1) — äëя «верхнеãо»

и K
C
 (0 m K

C
 m 1) — äëя «нижнеãо» ãорìона. О÷е-

виäно, ÷то из-за потерü конöентраöия транспор-
тируеìоãо ãорìона в кëетках буäет уìенüøатüся
по ìере уäаëения от конöевой кëетки, синтезиру-
þщей ãорìон. В конöевых кëетках äоставëенные с
противопоëожноãо конöа кëето÷ной структуры
ãорìоны аккуìуëируþтся бëаãоäаря оäнонаправ-
ëенноìу активноìу переносу и невозìожности
äаëüнейøеãо переìещения [9—11]. Дëя конöевых
кëеток ÷ерез какое-то коне÷ное вреìя оба нера-
венства сиãнаëüноãо усëовия (1) буäут выпоëнены
бëаãоäаря синтезу оäноãо ãорìона и накопëениþ
второãо. Произойäет äеëение кëетки на äве. Это
привеäет к увеëи÷ениþ общеãо ÷исëа кëеток в ка-

наëе транспорта, и, соответственно, увеëи÷ениþ
потерü ãорìонов на пути из синтезируþщих кëе-
ток в противопоëожные конöевые.

Коëи÷ество ãорìона Q
m
, äоøеäøеãо от синте-

зируþщей äо противопоëожной конöевой m-й
кëетки, ìожно преäставитü в виäе m-ãо ÷ëена убы-

ваþщей ãеоìетри÷еской проãрессии: Q
m
 = Q

1
K

m–1,

ãäе Q
1
 — коëи÷ество ãорìона, переäаваеìоãо из

первой кëетки, синтезируþщей ãорìон, во вто-
руþ; K = K

A
 иëи K = K

C
. В конöевых кëетках про-

исхоäит не тоëüко аккуìуëяöия ãорìона, но и еãо
ìетабоëи÷еская инактиваöия. Эти потери в кон-
öевых кëетках ìоäеëи характеризуþтся посто-
янныì коэффиöиентоì M (0 m M m 1), который
опреäеëяется как отноøение äоëи ìетабоëи÷ес-
ких потерü ãорìона к конöентраöии ãорìона.
Есëи H

m
 — это коëи÷ество «противопоëþсноãо»

ãорìона в конöевой кëетке, то с у÷етоì распаäа
ãорìона изìенение конöентраöии ãорìона в кон-
öевой m-й кëетке запиøется сëеäуþщиì образоì:

ΔH
m
 = Q

1
K

m–1 – MH
m
. Из посëеäнеãо выражения

виäно, ÷то в проöессе роста кëето÷ной структуры,
т. е. при возрастании ÷исëа кëеток m, наступит ìо-
ìент, коãäа ΔH

m
 m 0. В этоì сëу÷ае конöентраöия

äоставëяеìоãо ãорìона в m-й кëетке перестает
расти и усëовие (1) становится невыпоëниìыì.
Это озна÷ает прекращение äеëения конöевых кëе-
ток и заверøение роста кëето÷ной структуры.

Преäставëеннуþ ìоäеëü ãорìонаëüной реãуëя-
öии äеëения кëеток назовеì ГР-ìоäеëüþ [11]. Та-
киì образоì, ГР-ìоäеëü воспроизвоäит ãорìо-
наëüно управëяеìый рост кëето÷ной структуры
путеì äеëения кëеток, ãëавныì образоì конöевых.
Этот рост опреäеëяется параìетраìи ãорìонаëü-
ной систеìы реãуëяöии. О÷евиäное äостоинство
ìоäеëи состоит в тоì, ÷то при внеøней простоте
и ìиниìуìе эффекторов (ãорìонов) она воспро-
извоäит основные характеристики проöесса бипо-
ëярноãо роста, свойственноãо растенияì.

2. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÐÎÑÒÀ ÊËÅÒÎ×ÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ
Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÀ ÃÎÐÌÎÍÎÂ

Рост растений путеì äеëения кëеток преäстав-
ëяет собой проöесс, происхоäящий и изìеняþ-
щийся во вреìени. Поэтоìу преäставëяется естес-
твенныì с поìощüþ исхоäной ìоäеëи оöенитü äи-
наìику этоãо проöесса. Дëя этоãо требуется, хотя
бы в первоì прибëижении, в раìках исхоäной ìо-
äеëи ìатеìати÷ески описатü изìенение во вреìе-
ни проöессов, происхоäящих в кëетках, — синтеза,
транспорта, утиëизаöии ãорìонов и äеëения кëе-
ток наäвое. Отìетиì, ÷то в äанной работе не рас-
сìатривается äинаìика проöесса äеëения кëеток.
Моäеëü тоëüко опреäеëяет усëовия, коãäа äеëение
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кëетки возìожно (1), а затеì отражает коëи÷ест-
венные изìенения в структуре, произоøеäøие в
резуëüтате äеëения кëетки (появëение новой кëет-
ки и изìенение конöентраöии ãорìонов в поäе-
ëивøейся кëетке).

Дëя построения ìоäеëи быë приìенены ìето-
äы теории управëения [12—14]. Дëя исхоäной ìо-
äеëи проöессы синтеза, транспорта и инактиваöии
ãорìонов äëя внутренней и конöевой кëеток быëи
описаны с поìощüþ систеìы ëинейных äиффе-
ренöиаëüных уравнений, в которых независиìой
переìенной явëяется вреìя (сì. приëожение). За-
теì поëу÷енные систеìы уравнений быëи преä-
ставëены в виäе некотороãо ÷исëа станäартных
ãрафи÷еских эëеìентов (äинаìи÷еских звенüев),
связанных ìежäу собой. Такиì образоì, äëя внут-
ренней и конöевой кëеток ìоäеëи быëи созäаны
схеìы ìоäеëирования, отражаþщие äинаìику из-
ìенения конöентраöии ãорìонов. Затеì эти схеìы
быëи äопоëнены бëокаìи ìеханизìа äеëения. Да-
ëее из поëу÷енных схеì быëа составëена схеìа ìо-
äеëирования кëето÷ной структуры в öеëоì, ãäе
кëетки связаны ìежäу собой канаëаìи транспорта
ãорìонов A и C. Схеìа ìоäеëирования кëето÷ной
структуры отражает äинаìику изìенения кон-
öентраöии ãорìонов и проöесс роста кëето÷ной
структуры путеì äеëения кëеток. В соответствии
со схеìой ìоäеëирования быëа составëена систе-
ìа уравнений в коне÷ных разностях. На ее основе
поëу÷ены вы÷исëитеëüные форìуëы ìоäифиöи-
рованноãо ìетоäа Эйëера äëя рас÷етов на ìоäеëи.

2.1. Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè ãîðìîíîâ
â êëåòêå

Дëя описания синтеза ãорìона в конöевых
кëетках оãрани÷иìся еäинственныì усëовиеì, как
и в исхоäной ìоäеëи: в ëþбой ìоìент вреìени в
конöевой синтезируþщей кëетке конöентраöия
ãорìона явëяется постоянной веëи÷иной, которая
усëовно приниìается равной еäиниöе (эта кон-
öентраöия ãорìона завеäоìо превыøает пороã ÷ув-
ствитеëüности SL). В аспекте изìенения во вре-
ìени рассìотриì проöессы транспорта и роста
кëето÷ной структуры. В естественных усëовиях су-
ществует нескоëüко путей транспорта ãорìонов из
синтезируþщих кëеток. Поскоëüку в äанноì сëу-
÷ае рассìатривается кëето÷ная структура, в кото-
рой ãорìоны переìещаþтся из кëетки в кëетку,
буäеì с÷итатü, ÷то в ìоäеëи äействует ìеханизì
поëярноãо транспорта, анаëоãи÷ный ìеханизìу
переìещения ауксина [7, 8, 15]. В этоì сëу÷ае äëя
провоäящих ãорìон внутренних кëеток ìожно оп-
реäеëитü вреìенной интерваë T, в те÷ение которо-
ãо поступивøий внутрü кëетки ãорìон äостиãнет
ее противопоëожной стенки и на÷нет вывоäитüся
наружу, переìещаясü в сëеäуþщуþ кëетку. В со-
ответствии с этиì äинаìику транспорта ãорìона

÷ерез внутреннþþ кëетку ìоäеëи ìожно преäста-
витü ëинейныì äифференöиаëüныì уравнениеì в
операторной форìе:

H
out

 = KH
in
/(1 + T

P
). (2)

Уравнениþ (2) соответствует схеìа ìоäеëиро-
вания, преäставëенная на рис. 2, а, ãäе H

in
 и H

out
 —

коëи÷ество äоставëяеìоãо в кëетку и коëи÷ество
вывоäиìоãо из нее ãорìона соответственно, T —
постоянная вреìени прохожäения ãорìона ÷ерез
кëетку, K < 1 — коэффиöиент транспортных по-
терü. Инерöионное звено отражает вреìенные
проöессы, происхоäящие при переìещении ãорìо-
на ÷ерез внутреннþþ кëетку структуры. In planta
анаëоãи÷ные проöессы вкëþ÷аþт в себя перенос
ауксина ÷ерез кëето÷нуþ ìеìбрану внутрü кëетки,
ионизаöиþ еãо ìоëекуë, их переìещение к ниж-
неìу у÷астку кëето÷ной ìеìбраны и вывоä ãорìо-
на из öитопëазìы с поìощüþ беëков-перенос÷и-
ков [7, 8, 15].

По анаëоãии с внутренниìи кëеткаìи ìожно
преäставитü äинаìику накопëения и распаäа ãор-
ìонов в конöевых кëетках:

H
sum

 = H
in
 – MH

out
,

H
ag
 = H

sum
/p,

H
out

 = H
ag

/(1 + T
p
). (3)

Этой систеìе уравнений соответствует схеìа
ìоäеëирования, преäставëенная на рис. 2, б. Ин-
теãрируþщее звено отражает аккуìуëяöиþ ãорìо-
на в кëетке H

ag
, а отриöатеëüная обратная связü с

постоянныì коэффиöиентоì переäа÷и M — поте-
ри ãорìона из-за еãо инактиваöии.

2.2. Ìåõàíèçì çàïóñêà êëåòî÷íîãî äåëåíèÿ

Запуск äеëения кëетки в ГР-ìоäеëи происхоäит
при выпоëнении сиãнаëüноãо усëовия (1). Схеìа-
ти÷ески еãо ìожно преäставитü с поìощüþ äвух
пороãовых эëеìентов ПЭ и эëеìента ëоãи÷ескоãо И
(рис. 3). На вхоäы пороãовых эëеìентов поäаþтся
сиãнаëы, пропорöионаëüные конöентраöияì ãор-
ìонов A и C в кëетке. Есëи конöентраöия ãорìона

Внутренняя кëетка

а

Конöевая кëетка

б

H
in

H
out

H
in

H
out

H
sum

H
agK

–M

1 + Tp 1 + Tp

1 1
p

Рис. 2. Схемы моделирования:
а — транспорта ãорìона ÷ерез внутреннþþ кëетку; б — накоп-
ëения и инактиваöии ãорìона в конöевой кëетке
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в кëетке уäовëетворяет сиãнаëüноìу усëовиþ, то
пороãовый эëеìент выäает сиãнаë ëоãи÷еской 1,
есëи — нет, то сиãнаë ëоãи÷ескоãо 0.

Как показаëи экспериìенты с кëеткаìи в куëü-
туре [16, 17], äеëения кëеток при заäанных кон-
öентраöиях ãорìонов преäставëяþт собой статис-
ти÷ески устой÷ивые события и характеризуþтся
отноøениеì ν = μ/n, ãäе μ — ÷исëо поäеëивøихся
кëеток, а n — общее ÷исëо кëеток с такиì же
соäержаниеì ãорìонов. Дëя вы÷исëитеëüных экс-
периìентов на ìоäеëи буäеì с÷итатü, ÷то веро-
ятностü P

F
 äеëения кëетки пропорöионаëüна ν,

боëее тоãо, приìеì P
F
 = μ/n. Тоãäа экспериìен-

таëüно поëу÷енные зависиìости отноøения ν от
конöентраöии ãорìонов (при фиксированной кон-
öентраöии оäноãо из них) ìожно трактоватü как
зависиìости виäа:

P
F
(H

A
) = P

F
(H

A
, H

C
) ,

P
F
(H

C
) = P

F
(H

A
, H

C
) . (4)

Зависиìости (4) иìеþт форìу кривых, бëизких
к «перевернутой» парабоëе, при÷еì äëя зна÷ений
H m H

1
 и H l H

2
, ãäе H

1
 и H

2
 — корни уравнения

парабоëы, P
F
(H

A
, H

C
) = 0. Строиì äëя ìоäеëи иäе-

аëизированнуþ пространственнуþ характеристику

P
F
(H

A
, H

C
) в виäе поверхности в коорäинатах X = H

A
,

Y = H
C
 и Z = P

F
. Испоëüзуеì соотноøения (4) в ка-

÷естве се÷ений этой поверхности пëоскостяìи,
параëëеëüныìи пëоскостяì X0Z и Y t0Z, совìестив
верøины парабоë. Дëя се÷ений:

1 – Z = ;  1 – Z = , (5)

ãäе H
A0

 и H
C0

 — коорäинаты X и Y верøин парабоë,

p и q — параìетры парабоë. Тоãäа зависиìостü ве-
роятности äеëения кëеток от конöентраöии ãор-
ìонов ìожно преäставитü с поìощüþ эëëипти-
÷ескоãо парабоëоиäа (рис. 4), äëя котороãо пара-
боëи÷еские зависиìости (5) явëяþтся се÷енияìи,
параëëеëüныìи пëоскостяì X0Z и Y0Z и прохоäя-
щиìи ÷ерез верøину парабоëоиäа {H

A0
, H

C0
, 1}.

Уравнение поверхности парабоëоиäа, у÷итывая,
÷то коорäината верøины парабоëоиäа P

F
 = 1,

ìожно преäставитü в виäе:

1 – P
F
 =  + . (6)

Дëя произвоëüной i-й кëетки ìоäеëи (i = 1, ..., m)
вероятностü запуска äеëения в äанный äискрет-
ный ìоìент ìоäеëüноãо вреìени P

F
(i) опреäеëит-

ся как то÷ка на поверхности парабоëоиäа, соот-
ветствуþщая конöентраöияì ãорìонов в кëетке:
P
F
(i) = P

F
(H

A
(i), H

C
(i)). Сиãнаëüное усëовие (1)

ìожно интерпретироватü как усëовие ненуëевой
вероятности äеëения кëетки, и выражение (6) поз-
воëяет вы÷исëитü эту вероятностü по конöентра-
öияì ãорìонов в кëетке. В итоãе, схеìу запуска äе-
ëения кëетки c у÷етоì вероятностноãо характера
кëето÷ных äеëений ìожно преäставитü в виäе, по-
казанноì на рис. 5. Из нее виäно, ÷то по зна÷ени-
яì вхоäных сиãнаëов H

A
 и H

C
 вы÷исëяется веро-

ятностü äеëения кëетки, которая затеì уìножается
на зна÷ение выхоäноãо сиãнаëа эëеìента ëоãи÷ес-
коãо И. Поэтоìу в ситуаöии, коãäа сиãнаëüное ус-
ëовие (1) не выпоëняется, вероятностü äеëения
кëетки буäет равна нуëþ.

Рис. 3. Схема сигнального условия (1)
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Рис. 5. Схема запуска деления клетки
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2.3. Ñõåìà ìîäåëèðîâàíèÿ äåëåíèÿ êëåòêè
ñ ó÷åòîì äèíàìèêè òðàíñïîðòà ãîðìîíîâ

Дëя поëу÷ения схеìы ìоäеëирования ãорìо-
наëüно управëяеìоãо äеëения кëетки с у÷етоì äи-
наìики транспорта необхоäиìо объеäинитü схеìы
транспорта ãорìонов (сì. рис. 2) со схеìой ìеха-
низìа запуска äеëения кëетки (сì. рис. 5). Поëу-
÷енные путеì такоãо объеäинения схеìы äëя внут-
ренней и конöевой кëеток преäставëены на рис. 6.
Виäно, ÷то ÷ерез кажäуþ кëетку структуры в про-
тивопоëожных направëениях транспортируþтся

äва ãорìона: A и C, при÷еì конöентраöии ãорìо-
нов сëужат вхоäныìи сиãнаëаìи äëя схеìы ìеха-
низìа запуска äеëения кëетки.

2.4. Ñõåìà ìîäåëèðîâàíèÿ ðîñòà
êëåòî÷íîé ñòðóêòóðû

äëÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Схеìа ìоäеëирования роста всей кëето÷ной
структуры с у÷етоì äинаìики транспорта ãорìо-
нов-активаторов кëето÷ных äеëений преäставëена
на рис. 7. В соответствии с этой схеìой быëа со-
ставëена систеìа уравнений, которая испоëüзова-
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Рис. 6. Структурные схемы гормонально управляемого деления клеток:
а — внутренняя кëетка; б — конöевая кëетка; 1 — канаë транспорта ãорìона А; 2 — канаë транспорта ãорìона С; 3 — сиãнаë запуска
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ëасü в проãраììноì коìпëексе äëя вы÷исëений на
ìоäеëи (сì. Приëожение).

3. ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÉ ÊÎÌÏËÅÊÑ ÄËß ÐÀÁÎÒÛ
Ñ ÌÎÄÅËÜÞ

Дëя провеäения рас÷етов на ГР-ìоäеëи быë
разработан проãраììный коìпëекс на языке про-

ãраììирования C++. В еãо состав вхоäят:
— проãраììный ìоäуëü собственно ìатеìати-

÷еской ìоäеëи роста кëето÷ной структуры с воз-
ìожностüþ изìенения параìетров транспорта ãор-
ìонов и ìеханизìа äеëения кëеток;

— проãраììный ìоäуëü экранноãо интерфейса,
обеспе÷иваþщий интерактивнуþ работу при вы-
÷исëениях на ìоäеëи и функöии по сохранениþ
резуëüтатов работы.

Экранный интерфейс позвоëяет в интерактив-
ноì режиìе изìенятü параìетры ìоäеëи и ãрафи-
÷ески отображатü зависиìости показатеëей роста
кëето÷ной структуры от вреìени (изìенение во
вреìени ÷исëа кëеток, ãистоãраììы конöентра-
öии ãорìонов в кëетках и ëокаëизаöии зон кëето÷-
ных äеëений, т. е. распоëожение äеëящихся кëеток
в структуре).

Уравнения (2) и (3), отражаþщие транспорт
ãорìонов в ìоäеëи, быëи преобразованы в урав-
нения в коне÷ных разностях, позвоëивøие поëу-
÷итü вы÷исëитеëüные форìуëы ìоäифиöирован-

ноãо ìетоäа Эйëера, которые приìеняëисü в рас-
÷етах на ГР-ìоäеëи. При рас÷етах на ìоäеëи
кëето÷ная структура в на÷аëüноì состоянии (сì.
табëиöу) соäержит ÷етыре кëетки с заäанной кон-
öентраöией ãорìонов. Как указываëосü ранее,
конöентраöии ãорìонов, синтезируеìых в конöе-
вых кëетках, иìеþт постоянное зна÷ение, равное
еäиниöе, независиìо от вреìени и оттока в сосеä-
ние кëетки.

4. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Проãраììный коìпëекс позвоëиë иссëеäоватü
характер роста структуры раститеëüных кëеток на
ГР-ìоäеëи в зависиìости от параìетров ãорìо-
нов-активаторов: SL (пороã ÷увствитеëüности кëе-
ток к ãорìону), K (коэффиöиент переäа÷и ãорìона
в сосеäнþþ кëетку), M (коэффиöиент инакти-
ваöии ãорìона в конöевой кëетке). Графи÷еские
зависиìости (рис. 8—10) иëëþстрируþт эти ис-
сëеäования. Чтобы от÷етëивее выявитü зависи-
ìости характера роста кëето÷ной структуры от
пере÷исëенных параìетров, при ìоäеëировании
вероятностный эëеìент в ìеханизìе запуска äе-
ëения кëетки быë откëþ÷ен, и испоëüзоваëасü
тоëüко схеìа сиãнаëüноãо усëовия (сì. рис. 3). На
рис. 8—10 кривые 1 отражаþт рост «нижней» ÷асти
кëето÷ной структуры, кривые 2 — «верхней» ее
÷асти, а кривые 3 — общеãо ÷исëа кëеток. В ис-
хоäноì варианте ìоäеëи параìетры äëя ãорìонов
A и C оäинаковы: K

A
 = K

C
 = 0,9; SL

A
 = SL

C
 = 0,8,

M
A
 = M

C
 = 0. Дëя ГР-ìоäеëи с такиìи параìетра-

ìи реãуëяторный контур произвоäит сиììетри÷-
ный «орãанизì», äëя котороãо вна÷аëе характерен
бипоëярный рост с квазипостоянной скоростüþ, а
посëе äостижения «верхней» и «нижней» ÷астяìи
äëин, равных приìерно 50 кëеткаì сëеäует резкое
уìенüøение скорости роста (сì. рис. 8, А). Дëя
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сравнения, есëи первые 49 кëеток «верхней» и
«нижней» ÷астей структуры «вырастаþт» за 100 ус-
ëовных вреìенных еäиниö, то к ìоìенту вреìени
300 усë. еä. структура уäëиняется на 2 кëетки с каж-
äоãо конöа. Вëияние коэффиöиента K переäа÷и
ãорìона из кëетки в кëетку иëëþстрирует рис. 8, Б.
При увеëи÷ении зна÷ения K äо 0,95 характер роста
«растения» ка÷ественно не изìенится, но еãо раз-
ìеры за вреìя 300 усë. еä. вырастут äо 90 кëеток с
кажäой стороны, т. е. по÷ти вäвое. Уìенüøение
пороãов ÷увствитеëüности SL в 10 раз по сравне-
ниþ с первона÷аëüныìи зна÷енияìи (т. е. äесяти-
кратное повыøение ÷увствитеëüности к ãорìо-
наì) привоäит к увеëи÷ениþ коне÷ных разìеров
«орãанизìа» (äо 118-кëето÷ной öепо÷ки с кажäой
стороны) (сì. рис. 9, А).

В рассìотренных сëу÷аях параìетр M = 0, т. е.
инактиваöия ãорìонов в конöевых кëетках не у÷и-
тываëасü. Есëи же параìетр M поëу÷ает небоëüøое
поëожитеëüное зна÷ение, то «рост» виртуаëüноãо
растения резко заìеäëяется. Уже при M = 0,001

(остаëüные параìетры: SL = 0,8, K = 0,95 и T = 1)
рост сиëüно заìеäëяется, а затеì резко останавëи-
вается (сì. рис. 9, Б). Разìер такоãо «растения» по
сравнениþ с еãо анаëоãоì без инактиваöии ãорìо-
нов уìенüøается в три с ëиøниì раза.

При неоäинаковых зна÷ениях параìетров äëя
ãорìонов A и C образуþтся асиììетри÷ные расте-
ния с разëи÷ныìи ростовыìи характеристикаìи
«верхней» и «нижней» ÷астей. Наприìер, боëüøее
зна÷ение K äëя «верхнеãо» ãорìона A (0,95) по
сравнениþ с «нижниì» ãорìоноì C (0,9) привоäит
к быстрой и окон÷атеëüной остановке роста вер-
ней ÷асти («стебëя») всеãо по äостижении äëины в
35 кëеток, тоãäа как нижняя ÷астü («коренü») про-
äоëжает расти с постепенныì заìеäëениеì и äо-
стиãает к ìоìенту вреìени 300 усë. еä. äëины в
95 кëеток (рис. 10, А). При таких параìетрах «ãор-
ìонаëüной систеìы» разìер «корня» превыøает
разìер «побеãа» по÷ти в 3 раза. Есëи сохранитü
равенство коэффиöиентов K, но снизитü пороã
÷увствитеëüности äëя ãорìона A в 10 раз (при ос-
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Рис. 9. Влияние порога (SL) чувствительности и коэффициента (М ) инактивации гормонов в концевых клетках на рост клеточной струк-
туры

Рис. 10. Асимметричный рост при различающихся параметрах для гормонов A и C
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таëüных исхоäных параìетрах), то это снова приве-
äет к преобëаäаниþ роста «нижней» ÷асти структу-
ры по отноøениþ к «верхней», хотя и не в такой
степени: соотноøение составит 135 : 82, т. е. в этоì
сëу÷ае нижняя ÷астü боëее ÷еì в 1,5 раза äëиннее
верхней (сì. рис. 10, Б).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотренная ГР-ìоäеëü наãëяäно äеìонс-
трирует возìожности роста кëето÷ной структуры
путеì внутренней реãуëяöии, обусëовëенной äей-
ствиеì äвух ãорìонов-активаторов кëето÷ных äе-
ëений. В ìоäеëи управëение äеëениеì кëеток осу-
ществëяется сиãнаëüныìи ìоëекуëаìи ãорìонов
всеãо äвух типов. При этоì сиãнаëаìи, опреäеëя-
þщиìи запуск äеëения кëетки, сëужат конöентра-
öии ãорìонов-активаторов. В своþ о÷ереäü, кон-
öентраöии ãорìонов-активаторов в кëетке зависят
от параìетров синтеза и транспорта ãорìонов в
öеëостной структуре кëеток. Принöипиаëüно важ-
ная характеристика поëу÷енной ìоäеëи роста кëе-
то÷ной структуры состоит в ëокаëизаöии äеëя-
щихся кëеток в конöевых обëастях. Такая ëокаëи-
заöия в ìоäеëи не заäается a priori, она явëяется
сëеäствиеì особенностей ãорìонаëüной систеìы
реãуëяöии разìножения кëеток. Это иìеет пря-
ìуþ анаëоãиþ с назеìныìи растенияìи, естест-
венныìи прототипаìи ìоäеëи, у которых основ-
ные зоны äеëения кëеток распоëожены в верхуøке
стебëя и кон÷ике корня [2—4, 9, 10], т. е. в зонах
синтеза ауксинов и öитокининов.

Моäеëü показывает, ÷то небоëüøие разëи÷ия
параìетров äëя ãорìонов A и C ìоãут привоäитü к
существенной разниöе в äинаìике роста и соотно-
øении верхней и нижней ÷астей кëето÷ной струк-
туры. Анаëоãии этоìу во ìножестве существуþт в
раститеëüноì ìире, ãäе растения ìеняþт соотно-
øение наäзеìной и поäзеìной ÷астей в зависи-
ìости от усëовий произрастания. Моäеëü аäекват-
но воспроизвоäит все основные особенности роста
öеëостноãо растения. Это позвоëяет рассìатри-
ватü ГР-ìоäеëü в ка÷естве первой, хотя и преäеëü-
но упрощенной, ìоäеëи веãетативноãо роста ìно-
ãокëето÷ноãо назеìноãо растения, управëяеìоãо
ãраäиентаìи энäоãенных фитоãорìонов. Уже сей-
÷ас на ка÷ественноì уровне коìпüþтерная ìоäеëü
способна äеëатü оöенки вëияния тоãо иëи иноãо
параìетра транспорта и (иëи) восприятия ãорìо-
нов (÷то эквиваëентно ãенной ìутаöии) на фено-
тип растения. Такие проãнозы важны äëя сеëекöи-
онеров и аãротехников, так как преäсказываþт ве-
роятные фенотипи÷еские эффекты при изìенении
конкретных характеристик систеì ãорìонаëüной
реãуëяöии растений.

В äаëüнейøеì преäставëяется öеëесообразныì
оöенитü возìожности приìенения проãраììноãо
коìпëекса äëя проãнозирования теìпов роста от-
äеëüных виäов поëезных растений на основе ре-
аëüных äанных, в ÷астности, хвойных пороä äере-
вüев [18].

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Преäставëенная в äанной работе ìоäеëü рассìатри-
вается как ëинейная стаöионарная äинаìи÷еская сис-
теìа, уравнение состояния которой иìеет виä:

(t) = Ax(t) + Bu(t), (П1)

x(t) ∈ �n;  u(t) ∈ �p;  (t) = ;

ãäе x(t) — вектор состояния; u(t) — вектор управëения;
A = ||a

ij
|| (i = 1, ..., n; j = 1, ..., n) — ìатриöа систеìы;

B = ||b
ij
|| (i = 1, ..., p; j = 1, ..., n) — ìатриöа управëения.

Внеøнее управëение u(t) на ìоäеëи не рассìатрива-
ëосü: u(t) = 0, потоìу ÷то управëятü проëиферативныì
ростоì растения ìожно ëибо путеì изìенения на-
сëеäственности, ëибо путеì возäействия ãорìонаëüны-
ìи препаратаìи. И то, и äруãое — преäìет отäеëüных
иссëеäований. Рассìатриваеìая ìоäеëü описывает ëиøü
внутренние проöессы, происхоäящие в кëетках струк-
туры и обусëовëиваþщие äеëение кëеток. В вы÷исëе-
ниях на ìоäеëи иссëеäоваëосü вëияние параìетров на
проëиферативный рост кëето÷ной структуры. В резуëü-
тате уравнение состояния систеìы записывается в ви-

äе: (t) = A(λ)x(t), ãäе вектор параìетров λ = {λ
1
, λ

2
, λ

3
,

λ
4
, λ

5
, λ

6
}, λ

1
 = K

A
, λ

2
 = K

C
, λ

3
 = SL

A
, λ

4
 = SL

C
, λ

5
 = M

A
,

λ
6
 = M

C
.

В проäоëжение развития исхоäной ìоäеëи (сì. рис. 1)
кëето÷нуþ структуру ìожно описатü с поìощüþ коì-
партìентаëüной ìоäеëи [14] (рис. П1), в которой каж-
äая из m кëеток состоит из коìпартìентов. Кажäая из
внутренних кëеток соäержит äва коìпартìента, а каж-
äая конöевая — три (сì. рис. П1). Коìпартìенты ха-
рактеризуется конöентраöияìи ãорìонов-активаторов:
H

A
(i), i = 1, ..., m + 1; и H

C
(i), i = m + 2, ..., 2m + 2; ãäе

i — ноìер коìпартìента, а m — ÷исëо кëеток в кëето÷-
ной структуре. При этоì вектор состояния систеìы
(П1) ìожно рассìатриватü как суììу äвух векторов:

x(t) = xA(t) + xC(t), ãäе xA(t) и xC(t) — векторы конöент-

раöии ãорìонов A и C в коìпартìентах xA(t) = (x
1
(t), ...,

x
m + 1

(t), 0, ..., 0) и xC(t) = (0, ..., 0, x
m + 2

(t), ..., x
n
(t)).

x
·

x
· dx t( )

dt
-------------

x
·

Рис. П1. Компартментальная модель клеточной структуры
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Разìерностü вектора состояния n = 2(m + 1), ãäе n —
÷исëо коìпартìентов ìоäеëи, m — ÷исëо кëеток струк-
туры.

Покоорäинатно ìоäеëü описывается с поìощüþ
систеìы ëинейных äифференöиаëüных уравнений с
постоянныìи коэффиöиентаìи. В ìоäеëи выäеëены
äва типа коìпартìентов: коìпартìенты внутренних
кëеток и коìпартìенты конöевых кëеток. Через коì-
партìенты внутренних кëеток происхоäит транспорт
ãорìонов. Дëя ãорìона A:

 = a
ii–1

x
i–1

 + a
ii
x
i
, ãäе i = 2, ..., m – 1. (П2)

Дëя ãорìона С:

 = a
ii
x
i
 + a

ii+1
x
i+1

, ãäе i = m + 4, ..., n – 1. (П3)

В коìпартìентах конöевых кëеток происхоäит син-
тез оäноãо ãорìона, а также накопëение и распаä äру-
ãоãо. Буäеì с÷итатü, ÷то ãорìоны синтезируþтся не-
прерывно и скоростü синтеза такова, ÷то транспорт
ãорìона из синтезируþщеãо коìпартìента кëетки не
вызывает изìенения конöентраöии ãорìона в синте-
зируþщеì коìпартìенте. Это озна÷ает, ÷то конöент-
раöия синтезируеìых ãорìонов в синтезируþщих
коìпартìентах кëеток постоянна и усëовно равна
еäиниöе: x

1
(t) = x

1
(0) = const = 1 (äëя ãорìона A) и

x
n
(t) = x

n
(0) = const = 1 (äëя ãорìона C). В нижней

конöевой кëетке происхоäит накопëение и инактива-
öия ãорìона ãорìона A:

 = a
mm–1

x
m–1

 + a
mm

x
m
 + a

mm+1
x
m+1

,

 = a
m+1m

x
m
. (П4)

В верхней конöевой кëетке происхоäит накопëение
и инактиваöия ãорìона С:

 = a
m+2 m+3

x
m+3

,

 = a
m+3 m+2

x
m+2

 + a
m+3 m+3

x
m+3

 +

+ a
m+3 m+4

x
m+4

, (П5)

При вы÷исëениях на ìоäеëи в на÷аëüноì состоя-
нии структура соäержит ÷етыре кëетки — верхнþþ
конöевуþ, äве внутренних и нижнþþ конöевуþ. Дëя
этоãо сëу÷ая на основании выражений (П2)—(П5) сис-
теìа уравнений äинаìи÷еской систеìы в форìе Коøи
иìеет сëеäуþщий виä:
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На÷аëüные усëовия: x
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 = 1; x
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 = x
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 =
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 = 0; x
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ÏÎÈÑÊ ÏÎÄÂÈÆÍÎÃÎ ÎÁÚÅÊÒÀ
ÏÎ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÌÓ ÏÐÈÇÍÀÊÓ «ÑËÅÄ».
×. 2. Îïòèìèçàöèÿ ïîèñêîâûõ òðàåêòîðèé1

Ò.Ã. Àáðàìÿíö, Þ.À. Áåëàíîâ, Å.Ï. Ìàñëîâ, Â.Ï. ßõíî

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Постановка заäа÷и об оптиìизаöии проãраì-
ìной поисковой траектории пресëеäоватеëя, осу-
ществëяþщеãо обнаружение поäвижноãо объекта
(öеëи) и сбëижение с ниì по инфорìаöионноìу
признаку «сëеä», изëожена в первой ÷асти ста-
тüи [1].

Заäа÷а реøается при сëеäуþщих преäпоëоже-
ниях:

— в на÷аëüный ìоìент вреìени öеëü выбирает
направëение пряìоëинейной траектории, по кото-
рой äвижется с постоянной скоростüþ v

E
; за öеëüþ

тянется сëеä постоянной äëины R;
— обнаружение сëеäа поисковой систеìой

(пресëеäоватеëеì) происхоäит в ìоìент t
п
 пересе-

÷ения сëеäа траекторией пресëеäоватеëя; в сëу÷ае
обнаружения сëеäа пресëеäоватеëü äвижется äаëее
вäоëü сëеäа äо ìоìента встре÷и с öеëüþ.

Критериеì сëужит ìаксиìаëüная äëитеëüностü
интерваëа вреìени äо ìоìента то÷е÷ной встре÷и
объектов.

В первой ÷асти статüи [1] быëа установëена об-
щая структура оптиìаëüноãо управëения пресëе-
äоватеëя — показано, ÷то по траектории пресëе-
äоватеëü äвижется с постоянной скоростüþ ν

P
, а

оптиìаëüная траектория поиска вкëþ÷ает в себя

пряìоëинейные у÷астки и ìожет вкëþ÷атü у÷ас-
ток ëоãарифìи÷еской спираëи. Конкретный виä
поисковой траектории зависит от соотноøений
ìежäу вхоäныìи параìетраìи заäа÷и, к которыì
относятся: на÷аëüное расстояние D0; äëина сëеäа R;

скорости объектов v
E
 и v

P
; распоëожение на÷аëü-

ной ψ
н
 и коне÷ной ψ

к
 ãраниö äиапазона возìож-

ных направëений äвижения öеëи ΔΨ = [ψн, ψк].

В настоящей, второй, ÷асти статüи опреäеëяет-
ся конкретный виä оптиìаëüных поисковых тра-
екторий äëя произвоëüных со÷етаний указанных
веëи÷ин.

Ввоäится непоäвижная пряìоуãоëüная систе-
ìа коорäинат X0Y, на÷аëо которой совìещено с
на÷аëüныì поëожениеì пресëеäоватеëя P

0
, а осü

0Y прохоäит ÷ерез на÷аëüное поëожение öеëи E0

(рис. 1); зäесü и äаëее верхний инäекс при обоз-
на÷ении позиöий объектов указывает ìоìент вре-
ìени. Уãëы отс÷итываþтся от оси 0Y; поëожитеëü-
ныì с÷итается отс÷ет по ÷асовой стреëке.

В ìоìент t = 0 öеëü выбирает направëение äви-
жения ψ (уãоë ìежäу траекторией и осüþ 0Y ) из
äиапазона уãëов ΔΨ = [ψ

н
, ψ

к
]. Даëее сиìвоëоì (ψ)

обозна÷ается ëу÷, исхоäящий из то÷ки E0 поä уã-
ëоì ψ к оси 0Y; сиìвоëоì E(ψ) — öеëü, äвижуща-

яся вäоëü ëу÷а (ψ); сиìвоëоì E t(ψ) — поëожение
öеëи, äвижущейся вäоëü ëу÷а (ψ), в ìоìент t; сиì-

воëоì P t = E t(ψ)— событие, состоящее в совпаäе-
нии в ìоìент t позиöий пресëеäоватеëя и öеëи,
äвижущейся вäоëü ëу÷а (ψ) (то÷е÷ная встре÷а).

В заäа÷е об оптиìизаöии поисковой траектории пресëеäоватеëя, осуществëяþщеãо обна-
ружение поäвижноãо объекта и сбëижение с ниì по инфорìаöионноìу признаку «сëеä»,
в явноì виäе найäены оптиìаëüные траектории äëя разëи÷ных на÷аëüных усëовий.

Ключевые слова: поиск поäвижноãо объекта, поисковая ситуаöия, «сëеä» объекта, оптиìаëüная тра-
ектория поиска.

1
 Работа выпоëнена при финансовой поääержке Проãраì-

ìы № 29 Презиäиуìа РАН «Матеìати÷еская теория управëе-
ния».

ïðàâëåíèå ïîäâèæíûìè îáúåêòàìèÓ



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÎÄÂÈÆÍÛÌÈ ÎÁÚÅÊÒÀÌÈ

45ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 6 • 2009

Пресëеäоватеëü управëяет направëениеì своеãо
äвижения.

Реøение заäа÷и нахоäится äëя сëу÷ая, коãäа
öеëü äвижется в поëупëоскости x l 0; 0 m ψ m π.

При äвижении по проãраììной поисковой тра-
ектории äëя ëþбоãо ψ ∈ ΔΨ = [ψн, ψк] äоëжны вы-

поëнятüся сëеäуþщие усëовия:

<e
z
, e

v
>  = 1, (1)

||z(tп)|| m R, (2)

ãäе z(t) — вектор, направëенный от P к E в ìоìент
вреìени t; e

z
 — еäини÷ный вектор, коëëинеарный

вектору z(tп), соеäиняþщеìу позиöии пресëеäова-

теëя и öеëи в ìоìент t
п
 пересе÷ения ëу÷а траекто-

рией пресëеäоватеëя; e
ν
 — еäини÷ный вектор, коë-

ëинеарный вектору скорости öеëи в этот ìоìент;
<•, •> — скаëярное произвеäение.

1. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È

В первой ÷асти статüи [1] быëо установëено, ÷то
первыì у÷асткоì оптиìаëüной поисковой траек-
тории всеãäа явëяется пряìоëинейный отрезок.
В работе [2] быëо показано, ÷то при опреäеëен-
ных соотноøениях ìежäу вхоäныìи параìетраìи
(D

0
; R; v

E
, v

P
; ψ

н
; ψ

к
) существует пряìоëинейная

оптиìаëüная поисковая траектория, обеспе÷иваþ-
щая ìиниìаëüно возìожное вреìя äвижения пре-
сëеäоватеëя äо ìоìента реаëизаöии терìинаëüно-

ãо усëовия PT = ET(ψн). Соответствуþщее проãраì-

ìное управëение пресëеäоватеëя иìеет виä:

ϕ
н
 = arcsin(βsinψ

н
);  β = v

E
/v

P
, (3)

Оптиìаëüная пряìоëинейная поисковая траек-
тория существует, есëи справеäëива систеìа нера-
венств:

ψк m π – ψн, (4)

D(t
п
, ϕ

н
, ψ) = D

0
cosψ*(ϕ

н
) m R, (5)

ãäе (ϕ, ψ) — направëения äвижения пресëеäовате-
ëя и öеëи, соответственно; сиìвоëоì D(t

п
, ϕ, ϕ)

обозна÷ено расстояние ìежäу пресëеäоватеëеì и
öеëüþ в ìоìент пересе÷ения траекторией пресëе-
äоватеëя ëу÷а (ψ);

ψ*(ϕ
н
) = ϕ

н
 + γ (6)

— то направëение äвижения öеëи, на котороì äо-
стиãается ìаксиìаëüное расстояние ìежäу объек-
таìи в ìоìент пересе÷ения ëу÷а пряìоëинейной
траекторией пресëеäоватеëя, отве÷аþщей форìу-
ëе (3); γ = arccosβ.

В терìинах параìетров заäа÷и неравенство (5)
переписывается в виäе:

arccos(R/D
0
) – arccosβ m arcsin(βsinψ

н
).

Реøение оптиìизаöионной заäа÷и äëя указанно-
ãо сëу÷ая иëëþстрируется рис. 1, построенноì äëя

преäеëüноãо сëу÷ая ψк = π – ψн. Зäесü  и  —

поëожения пресëеäоватеëя и öеëи в ìоìент R-встре-

÷и с то÷кой E(ψ*(ϕн));  — поëожение пресëеäова-

теëя в ìоìент то÷е÷ной встре÷и  = (ϕ
к
). Все

остаëüные обозна÷ения на рис. 1 совпаäаþт с при-
веäенныìи в тексте. Дëитеëüностü интерваëа вре-
ìени äвижения на пряìоëинейной поисковой оп-
тиìаëüной траектории

T = .

t
п

max
ψ
н

ψ ψ
к

≤ ≤

Y

P
T = ET

н

R

v
E

E
t

*

п

P
t

*

п

P
t

к

п

v
E

v
E

v
P

P
0

D
0

X

E
0

ϕ
н

ψ
к

ψ
н

ψ *

Рис. 1. Оптимальная прямолинейная траектория
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Пустü

D(tп, ϕн, ψ) = D0cosψ*(ϕн) > R.

В этоì сëу÷ае оптиìаëüной пряìоëинейной по-
исковой траектории не существует. В фазовоì
пространстве первый пряìоëинейный у÷асток по-
исковой траектории закан÷ивается выхоäоì теку-
щеãо поëожения öеëи на оãрани÷ения (1) и (2).
Реøение заäа÷и об оптиìизаöии своäится к пост-
роениþ траектории, которая уäовëетворяëа бы оã-
рани÷енияì (1) и (2), и äëина которой наиìенее
отëи÷аëасü бы от äëины пряìоëинейной поиско-
вой траектории.

Структура оптиìаëüных траекторий зависит от
соотноøений ìежäу уãëаìи (направëенияìи äви-
жения) ψн, ψ*(ϕн), ψк.

Возìожны три сëу÷ая:
� ψк m π – ψн, ψ*(ϕн) m ψк; сектор направëений

äвижения öеëи ψ ∈ ΔΨ = [ψ
н
, ψ

к
], уäовëетворя-

þщий этой систеìе, äаëее называется сектороì
типа 1;

� ψ
к
 m π – ψ

н
, ψ

к
 m ψ*(ϕ

н
); соответствуþщий сек-

тор называется сектороì типа 2;
� ψ

к
 > π – ψ

н
; соответствуþщий сектор называет-

ся сектороì типа 3.

1.1. Ïîèñê â ñåêòîðå òèïà 1

Справеäëива систеìа неравенств

ψ*(ϕ
н
) m ψ

к
 m π – ψ

н

При фиксированных управëениях (ϕ, ψ) ìо-
ìент пересе÷ения ëу÷а (ψ), уäовëетворяþщий ус-
ëовиþ (1), опреäеëяется по форìуëе [1]

tп = , (7)

а расстояние, разäеëяþщее объекты в этот ìо-
ìент — по форìуëе

D(tп, ϕ, ψ) = D0 . (8)

Отìе÷аëосü [1], ÷то реøаеìая в настоящей ста-
тüе заäа÷а преäставëяет собой заäа÷у ãеоäези÷ес-
коãо пресëеäования на пëоскости с выпукëыì
поäвижныì препятствиеì, ãäе в ка÷естве препятс-
твия выступает ëоãарифìи÷еская спираëü — оãи-
баþщая сеìейства расøиряþщихся окружностей —
ãеоìетри÷еских ìест конöов сëеäов, а терìинаëü-
ная то÷ка принаäëежит оãибаþщей ãеоìетри÷ес-
ких ìест позиöий öеëи. Из резуëüтатов работ
[3—5] сëеäует, ÷то в тоì сëу÷ае, коãäа экстреìаëü,
ëежащая внутри обëасти возìожных позиöий öе-
ëи, вкëþ÷ает в себя у÷асток спираëи — ãраниöы

поäвижноãо препятствия, пряìоëинейные отрезки
экстреìаëи явëяþтся касатеëüныìи к этой ãраниöе.

В то÷ке касания оäновреìенно выпоëняþтся
равенства

D0  = R,  ψ – ϕ = γ,

ãäе ϕ — направëение äвижения пресëеäоватеëя,

ψ  ψ(ϕ) — направëение ëу÷а, на котороì проис-
хоäит касание спираëи траекторией пресëеäовате-
ëя. Отсþäа нахоäиì:

D0cos(ϕ + γ) = D0cosψ(ϕ) = R.

Так как с ростоì ϕ веëи÷ина D
0
cos(ϕ + γ) уìенü-

øается, а, по преäпоëожениþ,

D(τ
п
, ϕ

н
, ψ) = D

0
cosψ*(ϕ

н
) > R,

то найäется управëение  > ϕн, äëя котороãо

справеäëиво равенство

D
0
cos(  + γ) = D

0
cosψ*( ) = R. (9)

В сиëу равенства (9) это управëение иìеет виä

 = arccos(R/D0) – arccos(v
E
/v

P
) (10)

и зависит тоëüко от безразìерных веëи÷ин; ниж-
ний инäекс указывает ноìер у÷астка проãраììной
поисковой траектории.

Из равенств (6) и (9) сëеäует важный вывоä:
при фиксированноì управëении ϕ в то÷ке касания
спираëи траекторией пресëеäоватеëя äостиãается
ìаксиìуì расстояния ìежäу объектаìи.

Из форìуëы (8) сëеäует, ÷то с ростоì ϕ увеëи-
÷ивается уãоë ψ

m
(ϕ), соответствуþщий тоìу на-

правëениþ äвижения öеëи, при котороì реаëизует-
ся то÷е÷ная встре÷а ее с пресëеäоватеëеì, äвижу-
щиìся по направëениþ ϕ. В ÷астности, то÷е÷ной
встре÷е пресëеäоватеëя с öеëüþ, äвижущейся вäоëü
ãрани÷ноãо ëу÷а (ψ

к
) äиапазона ΔΨ = [ψ

н
, ψ

к
], со-

ответствует управëение ϕк = arcsin(βsinψк).

Возìожны äва сëу÷ая:

�  m ϕк — траектория пресëеäоватеëя, соот-

ветствуþщая управëениþ , пересекает сëеä,

распоëоженный на ëу÷е (ϕк);

�  > ϕ
к
 — траектория пресëеäоватеëя, соот-

ветствуþщая управëениþ , пересекает ëу÷

(ψк) в обëасти, ãäе сëеä существоватü не ìожет;

в ìоìент пересе÷ения ëу÷а (ψ
к
) указанной тра-

екторией <e
z
, e

v
>  = –1.

max
ψ
н

ψ ψ
к

≤ ≤

D0 ψsin

vP ψ ϕ–( )sin
---------------------------------

β ψsin ϕsin–
ψ ϕ–( )sin

-------------------------------------

β ψsin ϕsin–
ψ ϕ–( )sin

-------------------------------------

=
Δ

max
ψ
н

ψ ψ
к

≤ ≤

ϕ1
R

ϕ1
R ϕ1

R

ϕ1
R

ϕ1
R

ϕ1
R

ϕ1
R

ϕ1
R

t
п
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Пустü  m ϕк.

В этоì сëу÷ае первый пряìоëинейный у÷асток
закан÷ивается R-встре÷ей с некоторой то÷кой

(ϕ), т. е. реаëизаöией равенства ||z(tп, ψ)|| – R = 0.

Направëение äвижения пресëеäоватеëя на первоì
пряìоëинейноì отрезке опреäеëяется форìуëой
(10). Даëее текущее поëожение öеëи переìещается
в фазовоì пространстве по окружности (÷то соот-
ветствует äвижениþ пресëеäоватеëя по спираëи в
непоäвижной систеìе коорäинат) äо ìоìента схо-
äа на закëþ÷итеëüный пряìоëинейный у÷асток,
касаþщийся спираëи в то÷ке схоäа и прохоäящий

÷ерез терìинаëüнуþ то÷ку PT = ET(ψ
н
). Сëеäова-

теëüно, в рассìатриваеìоì сëу÷ае поисковая тра-
ектория соäержит три у÷астка, отëи÷аþщихся ха-
рактероì äвижения — первый пряìоëинейный
у÷асток, спираëüный у÷асток, закëþ÷итеëüный
пряìоëинейный у÷асток. Первый и закëþ÷итеëü-
ный пряìоëинейные у÷астки явëяþтся касатеëü-
ныìи к ëоãарифìи÷еской спираëи.

Дëитеëüностü интерваëа вреìени äвижения на
первоì пряìоëинейноì у÷астке поисковой траек-
тории, вы÷исëенная по форìуëе (7) с у÷етоì вы-
ражений (9) и (10),

T = . (11)

Дëитеëüности интерваëов вреìени äвижения на
äвух äруãих интерваëах опреäеëяþтся форìуëаìи
(17) и (19) первой ÷асти [1] статüи.

Пустü теперü  > ϕ
к
.

В этоì сëу÷ае направëение äвижения пресëеäо-
ватеëя на первоì пряìоëинейноì у÷астке выбира-

ется из усëовия то÷е÷ной встре÷и P t = E t(ϕ
к
) пре-

сëеäоватеëя с öеëüþ, äвижущейся вäоëü ëу÷а (ϕк):

ϕ1 = ϕк = arcsin(βsinϕк).

Обозна÷иì сиìвоëоì θ ìоìент то÷е÷ной встре-

÷и Pθ = Eθ(ϕк). Дëитеëüностü первоãо пряìоëиней-

ноãо у÷астка

θ = . (12)

В ìоìент θ пресëеäоватеëü изìеняет направëе-
ние äвижения и äаëее äвижется по направëениþ ϕ

2

äо ìоìента tп пересе÷ения некотороãо ëу÷а (ϕ):

ϕ < ϕ
к
. Соответствуþщий фраãìент поисковой тра-

ектории изображен на рис. 2. Зäесü: Pθ = Eθ(ϕк) —

позиöия объектов в ìоìент изëоìа поисковой тра-

ектории; , (ψ) — позиöии объектов в ìоìент
пересе÷ения ëу÷а (ψ). Остаëüные обозна÷ения на
рис. 2 совпаäаþт с обозна÷енияìи, привеäенныìи
в тексте.

Так как ëу÷и (ψ
к
) и (ψ) исхоäят из оäной то÷ки

E
0, то усëовие пересе÷ения произвоëüноãо ëу÷а (ψ)

в ìоìент t
п
 > θ записывается в виäе:

tgψ =  = ,

ãäе ω — äëитеëüностü интерваëа вреìени от ìоìен-
та θ изëоìа поисковой траектории äо ìоìента t

п
.

Отсþäа нахоäится äëитеëüностü второãо пряìоëи-
нейноãо у÷астка:

ω = βθ . (13)

Расстояние ìежäу то÷каìи  и (ψ) в ìо-
ìент t

п
 = θ + ω

Δ(tп, ψ, ϕ2) =  =

= ν
E

θ . (14)

При этоì

D(tп, ψ, ϕ2) = ν
E

θ[1 + cos(ϕК – ψ*)],

ãäе еäинственный ìаксиìуì äостиãается в то÷ке

ψ* = ψ*(ϕ
2
) = ϕ

2
 + γ,  cosγ = β. (15)

ϕ1
R

E
t
п

D0
2

R
2–

vP
2
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P
t
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E
t
п

D
0

E
0

P
0

Y
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ψ
к

ψ

ϕ
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ϕ
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v
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P

P
θ
 = E

θ
(ψ

к
)
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E
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Рис. 2. Фрагмент кусочно-прямолинейной поисковой траектории
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-----------------------------------------------------------------------------------------
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Управëение ϕ
2
, реаëизуþщее R-встре÷у с ëу÷оì

ψ*(ϕ
2
), нахоäится как коренü уравнения

ν
E

θ[1 + cos(ψ
К
 – ψ*)] = R.

Третüиì у÷асткоì оптиìаëüной поисковой тра-
ектории явëяется у÷асток ëоãарифìи÷еской спи-
раëи, на÷инаþщийся на ëу÷е (ψ*), опреäеëяеìоì
форìуëой (15). Траектория на второì пряìоëи-
нейноì у÷астке явëяется касатеëüной к спираëи.
Такиì образоì, в рассìатриваеìоì сëу÷ае опти-
ìаëüная поисковая траектория соäержит ÷етыре
у÷астка — äвухзвеннуþ ëоìануþ (первый пряìо-
ëинейный у÷асток — äо ìоìента то÷е÷ной встре÷и

P
t = E

t(ψ
к
), второй пряìоëинейный у÷асток —

äо ìоìента пересе÷ения ëу÷а (ψ*( ))), спираëü-

ный у÷асток и закëþ÷итеëüный пряìоëинейный
у÷асток.

1.2. Ïîèñê â ñåêòîðå òèïà 2

Справеäëивы неравенства

ψ
к
 m π – ψ

н
,  ψ

к
 m ψ*(ϕ

н
).

Так как, по опреäеëениþ, в интерваëе [ψ: ψ > ψк]

траектории öеëи отсутствуþт, то при ψк < ψ*(ϕн)

ìаксиìаëüное расстояние ìежäу объектаìи на
пряìоëинейной поисковой траектории, соответс-
твуþщей равенству ϕ

н
 = arcsin(βsinψ

н
), äостиãается

в ìоìент пересе÷ения ëу÷а ψ
к
. Функöия D(t

п
, ψ, ϕ

н
)

явëяется убываþщей функöией арãуìента ψ на ин-
терваëе [ψ

н
, ψ

к
]. Поэтоìу

D(tп, ψ, ϕн) = D(tп, ψк, ϕн) =

= D0 .

Дëя существования оптиìаëüной пряìоëиней-
ной поисковой траектории äостато÷но выпоëне-
ние неравенства

D(t
п
, ψ

к
, ϕ

н
) m R. (16)

Дëитеëüностü интерваëа вреìени äвижения по
оптиìаëüной пряìоëинейной траектории опреäе-
ëяется по форìуëе (7).

Пустü неравенство (16) не выпоëняется. Тоãäа
управëение ϕ1 на первоì пряìоëинейноì у÷астке

нахоäится из усëовия R-встре÷и пресëеäоватеëя с
ëу÷оì (ψк):

D(t
1
, ϕ

1
, ψ

к
) = D

0
 = R, (17)

ãäе t
1
 — äëитеëüностü первоãо у÷астка. Реøение

уравнения (17) иìеет виä:

sinϕ1 =

= sinψк ,

ãäе δ = R/D0. Дëитеëüностü первоãо у÷астка нахо-

äится по форìуëе

t
1
 = . (18)

В ìоìент t1 происхоäит перехоä к сëеäуþщеìу

у÷астку поисковой траектории.
Возìожны äва сëу÷ая:
— существует пряìоëинейная траектория, про-

хоäящая ÷ерез то÷ки (ψ
к
) и PT = ET(ψ

н
); тоãäа

оптиìаëüная поисковая траектория состоит из
äвух пряìоëинейных отрезков;

— не существует пряìоëинейной траектории,

прохоäящей ÷ерез то÷ки (ψ
к
) и PT = ET(ψ

н
); тоã-

äа оптиìаëüная поисковая траектория соäержит
у÷асток ëоãарифìи÷еской спираëи.

Рассìотриì первый сëу÷ай. Пустü ϕ2 — направ-

ëение äвижения пресëеäоватеëя на второì пряìо-
ëинейноì у÷астке.

Усëовие пересе÷ения траекторией пресëеäова-
теëя ëу÷а (ψ

н
) в некоторый ìоìент T > t

1
 опреäе-

ëяется по форìуëе

tgψн = , (19)

ãäе сиìвоëоì ω обозна÷ена äëитеëüностü второãо
пряìоëинейноãо у÷астка. Из форìуëы (19) на-
хоäиì:

ω = . (20)

Направëение äвижения пресëеäоватеëя ϕ2, реа-

ëизуþщее то÷е÷нуþ встре÷у PT = ET(ψ
н
), нахоäит-

ся из уравнения

D(T, ϕ2, ψн) = ν
E
t1 +

+ (ν
E
t
1
 – R)  = 0,

ãäе t1 опреäеëяется форìуëой (18). Есëи на интер-

ваëе [ψн, ψк] справеäëиво неравенство

D(tп, ϕ2, ψ) m R, (21)

ϕ2
R

max
ψ
н

ψ ψ
к

≤ ≤

β ψкsin ϕнsin–

ψк ϕн–( )sin
-------------------------------------------

β ψкsin ϕ1sin–

ψк ϕ1–( )sin
------------------------------------------

β δ ψ
к

cos 1–( )– δ 1 δ
2

2δ ψ
к

cos– β
2

ψ
2

к
sin–+–

1 δ
2

2δ ψ
к

cos–+
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

D0 ψкsin

vP ψк ϕ1–( )sin
--------------------------------------

P
t
1

P
t
1

vET ψнsin vEt1 R–( ) ψкsin– vPω ϕ2sin–

vET ψкcos vEt1 R–( ) ψкcos– vPω ϕ2cos–
-----------------------------------------------------------------------------------------------------------

vEt1 R–( ) ψк ψн–( )sin

vP ψн ϕ2–( )sin
-----------------------------------------------------------

β ψк ψн–( )sin ψк ϕ2–( )sin–

ψн ϕ2–( )sin
---------------------------------------------------------------------------

max
ψ
н

ψ ψ
к

≤ ≤
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то кусо÷но-пряìоëинейная траектория, второй
у÷асток которой соответствует управëениþ ϕ2, яв-

ëяется оптиìаëüной поисковой траекторией.

Поëное вреìя äвижения по оптиìаëüной äвух-
звенной поисковой траектории T = t

1
 + ω, ãäе сëа-

ãаеìые опреäеëяþтся форìуëаìи (18) и (20).

Пустü неравенство (21) несправеäëиво. Так как
в ìоìент t

1
 реаëизуется R-встре÷а пресëеäоватеëя

с ëу÷оì (ψк), т. е. текущее поëожение öеëи уже на-

хоäится на ãраниöе äопустиìоãо ìножества, то
вторыì у÷асткоì оптиìаëüной поисковой траек-
тории явëяется спираëüный у÷асток, на÷инаþ-
щийся на ëу÷е (ψк); третüиì у÷асткоì — пряìоëи-

нейный отрезок, касаþщийся спираëи и прохоäя-

щий ÷ерез то÷ку PT = ET(ψн).

1.3. Ïîèñê â ñåêòîðå òèïà 3

Справеäëиво неравенство

ψк > π – ψн.

Этот сëу÷ай анаëизируется с поìощüþ ряäа
форìуë, поëу÷енных ранее в п. 1.2.

Пряìоëинейной поисковой траектории не су-
ществует. Направëение äвижения пресëеäоватеëя
на первоì пряìоëинейноì у÷астке выбирается из

усëовия то÷е÷ной встре÷и P t = E t(ψ
к
) пресëеäова-

теëя с öеëüþ, äвижущейся вäоëü ëу÷а (ψ
к
):

ϕ
1
 = ϕ

к
 = arcsin(βsinψ

к
)

Обозна÷иì сиìвоëоì θ ìоìент то÷е÷ной встре-

÷и Pθ = Eθ(ψ
к
). Дëитеëüностü первоãо пряìоëи-

нейноãо у÷астка опреäеëяется форìуëой (12).

В ìоìент θ пресëеäоватеëü изìеняет направëе-
ние äвижения и äаëее äвижется по направëениþ ϕ

2

äо ìоìента t
п
 пересе÷ения траекторией пресëеäо-

ватеëя некотороãо ëу÷а (ψ): ψ < ψк.

В зависиìости от соотноøений ìежäу параìет-
раìи заäа÷и возìожны äва сëу÷ая:

— на управëении ϕ
2
 реаëизуется то÷е÷ная встре-

÷а PT = ET(ψн);

— на управëении ϕ
2
 реаëизуется R-встре÷а с ëу-

÷оì ψ*(ϕ2).

Обозна÷иì сиìвоëоì ϕ
2
   управëение, ре-

аëизуþщее то÷е÷нуþ встре÷у с ëу÷оì (ψ
н
). Дëи-

теëüностü второãо пряìоëинейноãо у÷астка опре-
äеëяется по форìуëе (13), а расстояние ìежäу

то÷каìи  и (ψ) в ìоìент tп = θ + ω — по фор-

ìуëе (14).

Управëение  уäовëетворяет равенству D(tп, ψн,

ϕ
2
) = 0. Отсþäа поëу÷ается уравнение äëя нахож-

äения :

cos  = βcos . (22)

Управëение  реаëизует пряìоëинейнуþ по-

исковуþ траекториþ, прохоäящуþ ÷ерез то÷ки

P
θ = Eθ(ϕ

к
) и PT = ET(ψ

н
).

=
Δ
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t
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Рис. 3. Оптимальные траектории поиска в секторе типа 1:
а — пряìоëинейная поисковая траектория, δ = 0,36, ψ

Н
 = 30°,

ψ
К

= 150°; б — трехзвенная поисковая траектория, δ = 0,14,

ψ
Н

= 20°, ψ
К
 = 120°; в — ÷етырехзвенная поисковая траектория,

δ = 0,14, ψ
Н
 = 20°, ψ

К
= 150°
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Обозна÷иì сиìвоëоì ϕ2   управëение, на

котороì реаëизуется R-встре÷а с ëу÷оì ψ*(ϕ
2
). На-

правëение этоãо ëу÷а опреäеëяется уравнениеì

(tп, ψ, ϕ2) = ν
E

θ[1 + cos(ψк – ψ*)] = R.

Есëи  m , то оптиìаëüной поисковой тра-

екторией явëяется äвухзвенная кусо÷но-пряìоëи-

нейная ëоìаная P0
P

θ
P

T.
Вреìя äвижения по оптиìаëüной äвухзвенной

траектории вы÷исëяется по форìуëе

T = θ + ω = θ ,

ãäе äëитеëüностü θ опреäеëяется форìуëой (12), а

уãоë  — уравнениеì (22).

Есëи  < , то оптиìаëüная поисковая тра-

ектория состоит из ÷етырех у÷астков, вкëþ÷ая
спираëüный у÷асток. Анаëиз этоãо сëу÷ая анаëо-
ãи÷ен изëоженноìу в п. 1.2.

Резуëüтаты провеäенноãо анаëиза иëëþстри-
руþтся рис. 3—5. На этих рисунках изображены
типовые оптиìаëüные поисковые траектории, со-
ответствуþщие разëи÷ныì соотноøенияì ìежäу
параìетраìи заäа÷и. Траектории на рис. 3 соот-
ветствуþт поиску в секторе типа 1; траектории на
рис. 4 — поиску в секторе типа 2; траектории на
рис. 5 — поиску в секторе типа 3.

На кажäоì из рисунков изображены на÷аëüное

и коне÷ное поëожения объектов P0 и E0 и опти-
ìаëüные поисковые траектории. Дуãи окружно-
стей естü ãеоìетри÷еские ìеста поëожений öеëи
(на всех рисунках обозна÷ены буквой «ö» и изоб-
ражены поëужирныìи ëинияìи) и конöа сëеäа
(обозна÷ены буквой «с» и изображены тонкиìи
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Н
 = 20°,

ψ
К
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ëинияìи); ноìера при обозна÷ениях соответст-
вуþт ноìеру у÷астка поисковой траектории. То÷-
каìи обозна÷ены позиöии пресëеäоватеëя в ìо-
ìент перехоäа от оäноãо у÷астка поисковой тра-
ектории к äруãоìу. Все рисунки построены äëя
сëу÷ая β = v

E
/v

P
 = 0,5. Зна÷ения остаëüных безраз-

ìерных параìетров δ = R/D
0
, ψ

н
 и ψ

к
 указаны на

рисунках.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В настоящей статüе (÷асти 1 и 2) äаны поста-
новка и реøение заäа÷и об оптиìизаöии проãраì-
ìной поисковой траектории пресëеäоватеëя, осу-
ществëяþщеãо обнаружение поäвижноãо объекта
и сбëижение с ниì по инфорìаöионноìу призна-
ку «сëеä». Установëена общая структура оптиìаëü-
ной поисковой траектории. Показано, ÷то опти-
ìаëüная поисковая траектория состоит из оäноãо
иëи нескоëüких пряìоëинейных у÷астков и не бо-
ëее, ÷еì оäноãо спираëüноãо у÷астка. При этоì
спираëüный у÷асток ìожет отсутствоватü, а в тоì
сëу÷ае, коãäа спираëüный у÷асток естü, он нахо-
äится ìежäу пряìоëинейныìи у÷асткаìи траекто-
рии. В зависиìости от соотноøений ìежäу пара-
ìетраìи заäа÷и возìожны восеìü сöенариев раз-
вития поисковых ситуаöий, реаëизуþщихся на
÷етырех типах оптиìаëüных поисковых траекто-
рий, соäержащих оäин, äва, три и ÷етыре у÷астка.

Авторы выражаþт признатеëüностü реöензенту
за сäеëанные заìе÷ания, у÷ет которых позвоëиë су-
щественно уëу÷øитü изëожение ìатериаëа статüи.
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ÍÎÂÛÅ ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÛÅ ÁÀÉÅÑÎÂÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ 
ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÎÃÎ ÎÁÅÑÏÅ×ÅÍÈß

ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ ÏÓÀÑÑÎÍÀ

Ë.Â. Óòêèí, Ñ.È. Çàòåíêî, Ô. Êîîëåí

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Проявëение оøибок в проãраììноì обеспе÷е-
нии (ПО) интенсивно изу÷аëосü в öеëях уëу÷øе-
ния характеристик проãраìì [1]. Боëüøое ÷исëо
ìоäеëей наäежности проãраììноãо обеспе÷ения
(МНПО) быëо разработано в посëеäние äесяти-
ëетия, но неëüзя выбратü оäну МНПО, которуþ
ìожно быëо бы испоëüзоватü äëя саìых разëи÷-
ных проãраìì. При÷ина состоит в тоì, ÷то äëя
ìноãих проãраìì ряä преäпоëожений, принятых в
МНПО, нереаëисти÷ные. Детаëüный крити÷еский
обзор известных вероятностных МНПО привеäен
в работах [2, 3].

Основная иäея ìоäеëирования наäежности ПО
состоит в попытке статисти÷ески описатü проöесс
отëаäки проãраììноãо обеспе÷ения (исправëения
оøибок и тестовоãо äиаãностирования äо ìоìента
проявëения о÷ереäной оøибки). Обы÷но преäпо-
ëаãается, ÷то посëе исправëения о÷ереäной оøиб-
ки их общее ÷исëо по÷ти всеãäа уìенüøается иëи
проãраììа становится ëу÷øе в сìысëе наäежно-
сти. В äанноì сëу÷ае ãоворят о росте наäежности
проãраììы. Такиì образоì, äëя анаëиза наäеж-
ности ПО с испоëüзованиеì статисти÷еских ìоäе-
ëей их параìетры оöениваþтся на основе иìеþ-
щихся отëаäо÷ных äанных и äанных об отказах.
Оäна ÷астü параìетров ìоäеëи характеризует рост
наäежности в резуëüтате исправëения оøибок, а

äруãая — сëу÷айные изìенения вреìен äо отказов
иëи ÷исëа отказов в раìках заäанноãо роста на-
äежности.

В работе преäëаãается новый кëасс МНПО, в
основу которых поëожены ìоäеëи, испоëüзуþщие
неоäнороäные проöессы Пуассона (МНПП) [4—7]
äëя описания роста наäежности и особенностей
ПО. Преäëаãаеìые ìоäеëи буäут называтüся ин-
терваëüныìи ìоäеëяìи, так как основные показа-
теëи наäежности ПО, вы÷исëяеìые с их поìощüþ,
интерваëüные. Основная иäея построения кëасса
МНПО закëþ÷ается в коìбинированноì приìе-
нении обобщенноãо байесовскоãо вывоäа [8], ãäе
вìесто оäноãо априорноãо распреäеëения вероят-
ностей рассìатривается ìножество распреäеëений,
и ìетоäа ìаксиìуìа правäопоäобия. При этоì
кажäый из ìетоäов ориентирован на опреäеëен-
ный набор исхоäных параìетров ìоäеëи. В раз-
рабатываеìых МНПО преäпоëаãается: статисти-
÷еская независиìостü отказов; равноìерностü тес-
товых наборов на ìножестве всех испоëüзуеìых
исхоäных äанных; тесты отражаþт режиì экспëу-
атаöии ПО.

Чисëенный анаëиз преäëаãаеìых МНПО с ис-
поëüзованиеì реаëüных статисти÷еских äанных,
опубëикованных в ëитературе, наãëяäно äеìонс-
трирует ситуаöии, коãäа ìоäеëи äаþт боëее высо-
кое ка÷ество проãноза наäежности по сравнениþ с
известныìи ìоäеëяìи наäежности.

Преäëожен новый кëасс ìоäеëей наäежности проãраììноãо обеспе÷ения, в основу кото-

рых поëожены известные ìоäеëи, испоëüзуþщие неоäнороäные проöессы Пуассона, на-

приìер, ìоäеëи Мусса — Окоìото и Джоэë — Окоìото. Показано, ÷то основная иäея пос-

троения ìоäеëей закëþ÷ается в коìбинированноì приìенении обобщенноãо байсовскоãо

вывоäа и ìетоäа ìаксиìуìа правäопоäобия. Привеäены приìеры, коãäа преäëоженные

ìоäеëи äаþт боëее высокое ка÷ество проãноза наäежности по сравнениþ с известныìи.

Ключевые слова: наäежностü, проãраììное обеспе÷ение, байесовский вывоä, распреäеëение веро-
ятностей, неоäнороäные проöессы Пуассона, ìетоä ìаксиìуìа функöии правäопоäобия, ìоäеëü.

íôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â óïðàâëåíèèÈ
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1. ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÛÅ ÌÍÏÏ

Оäниì из инструìентов äëя созäания кëасса
МНПО, исхоäныìи äанныìи äëя которых явëя-
þтся зна÷ения ÷исëа отказов ПО, обозна÷аеìые
N(t), за опреäеëенный периоä вреìени t, сëужат
неоäнороäные проöессы Пуассона. Дëя ëþбых
вреìенных то÷ек 0 < t1 < t2 < ... вероятностü тоãо,

÷то ÷исëо отказов ìежäу ìоìентаìи вреìен t
i – 1

 и

t
i
 равно k, ìожет бытü записана в виäе

Pr{N(t
i
) – N(t

i – 1
) = k} =

= exp{–(m(t
i
) – m(t

i – 1)},

k = 0, 1, 2, ...

Зäесü m(t) — среäнее зна÷ение ÷исëа отказов äо
ìоìента вреìени t. Моäеëи, основанные на неоä-
нороäных проöессах Пуассона, разëи÷аþтся фун-

кöией m(t). Приìеры этих функöий: m(t) = at
b (ìо-

äеëü Дуэйна [6]), m(t) = a(1 – exp(–bt)) (ìоäеëü
Джоэë — Окоìото (Д-О) [5]), m(t) = aln(1 + bt)
(ìоäеëü Муса — Окоìото (М-О) [7]). Привеäен-
ные приìеры ëиøü ìаëая ÷астü возìожных функ-
öий m(t). Их расøиренный список ìожно найти в
работе [4], ãäе кажäая из функöий m(t) наиëу÷øиì
образоì отражает повеäение статисти÷еских äан-
ных об отказах конкретных проãраìì.

Параìетры a и b äëя боëüøинства МНПО иìе-
þт схожий сìысë. В ìоäеëи Д-О, наприìер, пара-
ìетр a интерпретируется, как неизвестное ÷исëо
оставøихся оøибок в ПО, а параìетр b — неиз-
вестная интенсивностü обнаружения оøибок, ко-
торая характеризует рост наäежности проãраììы в
проöессе отëаäки. Оäнако не äëя всех МНПП иìе-
ется физи÷еская интерпретаöия параìетров.

Параìетры МНПО оöениваþтся с поìощüþ
ìетоäа ìаксиìуìа функöии правäопоäобия, в ка-
÷естве исхоäных äанных испоëüзуþтся зна÷ения
÷исëа отказов в заäанные интерваëы тестовоãо äиа-
ãностирования и отëаäки. Оäнако ка÷ество проãно-
за ìожет бытü низкиì всëеäствие отсутствия äо-
стато÷ноãо объеìа статисти÷еских äанных иëи их
неоäнороäности. Это ìожно у÷итыватü в МНПО,
рассìатривая осторожные иëи интерваëüные ìо-
äеëи наäежности ПО.

2. ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÛÅ ÌÍÏÎ

Пустü X
i
 = N(t

i
) – N(t

i – 1) — сëу÷айное ÷исëо от-

казов в интерваëе ìежäу t
i – 1

 и t
i
. Преäпоëаãается,

÷то существует функöия распреäеëения вероят-
ностей веëи÷ины X

i
, но она неизвестна. Известно

тоëüко, ÷то она принаäëежит ìножеству M
i
(d), за-

висящеìу от ìножества параìетров ìоäеëи d.

Множество M
i
(d) взаиìно оäнозна÷но опреäеëя-

ется ãраниöаìи, т. е. нижней F
i
 и верхней  фун-

кöияìи распреäеëения вероятностей

F
i
(k|d) = F(k),  (k|d) = F(k).

Отìетиì, ÷то M
i
(d) — это ìножество всех фун-

кöий распреäеëения, оãрани÷енное функöияìи

F
i
(k|d) и (k|d), а не ìножество параìетри÷еских

распреäеëений, иìеþщих ту же форìу, ÷то и ãра-
ни÷ные распреäеëения. Это о÷енü важная особен-
ностü преäëаãаеìоãо в äанной работе поäхоäа äëя
коìбинирования байесовскоãо ìетоäа и ìетоäа
ìаксиìуìа функöии правäопоäобия.

Обозна÷иì K = (k
1
, ..., k

r
). Функöия правäопо-

äобия записывается в виäе:

L(K|d) = Pr{X
1
 = k

1
, ..., X

n
 = k

n
}.

Утвержäение 1 объясняет, как функöия правäо-
поäобия ìаксиìизируется по всеì распреäеëени-
яì вероятностей, принаäëежащиì ìножестваì
M

i
(d), ..., M

n
(d).

Утверждение 1. Если случайные величины X
1
, ..., X

n

являются независимыми и дискретными, то

Pr{X1 = k1, ..., Xr
 = k

n
} =

= { (k
i
) – F

i
(k

i
 – 1)}, (1)

где F
i
 и  — границы множества M

i
, i = 1, ..., n. �

Док а з а т е ë ü с т в о. Обозна÷иì M = (m1, ..., mn
).

Пустü (m) — инäикаторная функöия, при-

ниìаþщая зна÷ение 1, есëи m m k
i
. Верхняя ãра-

ниöа совìестной вероятности Pr{X1 = k1, ..., Xn
 = k

n
}

ìожет бытü найäена как реøение сëеäуþщей за-
äа÷и оптиìизаöии:

max ... (M) p
i
(m

i
)

при оãрани÷ениях p
i
(m) = 1, F

i
( j) m

m (m)p
i
(m) m ( j), i = 1, ..., n, j = 1, 2, ...

Цеëевуþ функöиþ ìожно переписатü как

( (m
i
) – (m

i
)p

i
(m

i
)). Ввеäеì

m ti( ) m ti 1–( )–{ }
k!

---------------------------------------------

Fi

inf
M

i
d( )

Fi sup
M

i
d( )

Fi

max
M

1
... M

n
, ,

i 1=

n

∏ Fi

Fi

I 1 ... k
i

, ,{ }

m
1

1=

∞

∑
m
n

1=

∞

∑ I 1 ... k
n

, ,{ }

i 1=

n

∏

m 1=

∞

∑

m 1=

∞

∑ I 1 ... k
i

, ,{ } Fi

i 1=

n

∏
m
i

1=

∞

∑ I 1 ... k
i

, ,{ } I 1 ... k
i

1–, ,{ }
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новые переìенные F
i
(k

i
) = (m

i
)p

i
(m

i
).

Тоãäа заäа÷а оптиìизаöии приобретает виä

max {F
i
(k

i
) – F

i
(k

i
 – 1)},

при оãрани÷ениях F
i
(k

i
) m F

i
(k

i
) m (k

i
), F

i
(k

i
 – 1) m

m F
i
(k

i
 – 1) m (k

i
 – 1), i = 1, ..., n.

Испоëüзуя известные правиëа станäартноãо ин-
терваëüноãо анаëиза, поëу÷аеì (1). �

3. ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ ÁÀÉÅÑÎÂÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ
ÄËß ÏÎËÓ×ÅÍÈß ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ M

Оäин из возìожных путей поëу÷ения ìножес-
тва M(d) — это испоëüзование иäеи обобщенноãо
байесовскоãо поäхоäа Уоëëи [8].

3.1. Ñòàíäàðòíûé áàéåñîâñêèé ïîäõîä

Есëи сëу÷айная веëи÷ина иìеет распреäеëение
вероятностей с вектороì неизвестных параìетров
b ∈ Ω, то в соответствии с байесовскиì поäхоäоì
[10] эти параìетры рассìатриваþтся как сëу÷ай-
ные веëи÷ины с априорной пëотностüþ вероятнос-
тей π(b|c) с параìетраìи c. Центраëüный эëеìент
байесовскоãо поäхоäа состоит в вывоäе апостери-
орноãо распреäеëения неизвестных параìетров
при поëу÷ении статисти÷еских äанных на основе
теореìы Байеса. Пустü статисти÷еская инфорìа-
öия собрана в виäе вектора K = (k1, ..., kn

) набëþ-

äаеìых зна÷ений сëу÷айных веëи÷ин X1, ..., X
n
.

Пустü p(k) — вероятностü тоãо, ÷то набëþäаеìое
зна÷ение ÷исëа отказов равно k. Тоãäа апосте-
риорная пëотностü π(b|K, c) вы÷исëяется как
π(b|K, c) ∝ p(k

1
) ... p(k

n
)•π(b|c).

Априорное распреäеëение за÷астуþ выбирается
такиì образоì, ÷тобы упроститü вы÷исëения. На-
ибоëее эффективный путü в этоì направëении —
это выбор согласованных априорных распределений
[10]. Есëи апостериорное распреäеëение π(b|K, c) и
априорное распреäеëение π(b|c) принаäëежат оä-
ноìу сеìейству распреäеëений, то π и p называþт-
ся соãëасованныìи распреäеëенияìи.

3.2. Èíòåðâàëüíûå àïðèîðíûå ìîäåëè

Есëи отброситü требование простоты вы÷исëе-
ний, то преäпо÷титеëüное априорное распреäеëе-
ние äоëжно ìиниìаëüно вëиятü на апостериорное
распреäеëение, а также у÷итыватü отсутствие ап-
риорной инфорìаöии о параìетрах. Априорные
распреäеëения, ìоäеëируþщие отсутствие апри-
орной инфорìаöии, называþтся неинформативны-
ми. Существует неìаëо поäхоäов äëя выбора не-
инфорìативноãо априорноãо распреäеëения [10],

иìеþщих свои äостоинства и неäостатки. Оäнако
опреäеëиì не оäно априорное распреäеëение, а
öеëый кëасс P распреäеëений π, äëя котороãо
ìожно найти нижнþþ и верхнþþ вероятности со-
бытия A как

P(A) = inf{P
π
(A): π ∈ P},

(A) = sup{P
π
(A): π ∈ P}.

Коãäа априорной инфорìаöии по÷ти нет, äëя

этоãо кëасса P(A) → 0, а (A) → 1. Это озна÷ает,
÷то априори событие A ìожет иìетü ëþбуþ веро-
ятностü. К наибоëее известныì кëассаì априор-
ных распреäеëений сëеäует отнести обобщеннуþ
ìоäеëü Дирихëе [8], обобщенные ìоäеëи экспонен-
öиаëüноãо сеìейства распреäеëений [9, 11]. В на-
øеì поäхоäе к построениþ МНПП ìножество P
испоëüзуется äëя тоãо, ÷тобы сãенерироватü ìно-
жество M проãнозируеìых распреäеëений с ниж-
ней и верхней ãраниöаìи, которые позвоëят при-
ìенитü утвержäение 1.

3.3. Îáîáùåííàÿ ìîäåëü îòðèöàòåëüíîãî 
áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Есëи ÷исëо отказов иìеет распреäеëение Пуас-
сона, то априорное соãëасованное распреäеëение
явëяется ãаììа-распреäеëениеì, обозна÷аеìыì
G(α, β) с параìетраìи α > 0, β > 0. Преäпоëожиì,
÷то уже быëо зафиксировано K отказов, набëþ-
äаеìых за периоä вреìени T. Тоãäа апостериор-
ныì распреäеëениеì явëяется G(α + K, β + T ).
Отсþäа проãнозируеìое распреäеëение k отказов
за вреìя t при усëовии, ÷то K отказов быëи зафик-
сированы за вреìя T, иìеет виä

P(k, t) = •G(α + K, β + T )dλ =

= . (2)

Это выражение äëя отриöатеëüноãо биноìиаëü-
ноãо распреäеëения. Есëи взятü вектор (α, β) в тре-
уãоëüнике (0, 0), (s, 0), (0, s), то все возìожные ап-
риорные ожиäаеìые интенсивности отказов попа-
äаþт в интерваë (0, ×), так как ìатеìати÷еское
ожиäание сëу÷айной веëи÷ины λ, иìеþщей ãаì-
ìа-распреäеëение, равно α/β. Множество всех
параìетров в треуãоëüнике образует обобщеннуþ
ìоäеëü отриöатеëüноãо биноìиаëüноãо распреäе-
ëения [9]. Параìетр s > 0 опреäеëяет вëияние ап-
риорноãо распреäеëения на апостериорное. Он
также опреäеëяет, как быстро нижняя и верхняя
ãраниöы вероятностей событий схоäятся по ìере
накопëения статисти÷еских äанных. Менüøие
зна÷ения s привоäят к быстрой схоäиìости и боëее
строãиì закëþ÷енияì. Боëüøие зна÷ения s äаþт
боëее осторожный статисти÷еский вывоä. При-
ниìая ìножество распреäеëений вìесто оäноãо

m
i

1=

∞

∑ I 1 ... k
i

, ,{ }

i 1=

n

∏

Fi

Fi

P

P

0

∞

∫
λt( )k λt–( )exp

k!
------------------------------------

Γ α K k+ +( )
Γ α K+( )k!
--------------------------------

β T+
β T t+ +
---------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ α K+ t

β T t+ +
---------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ k
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распреäеëения вероятностей, ìы ìожеì искатü
тоëüко нижнþþ и верхнþþ ãраниöы вероятно-
стей событий вìесто то÷ных зна÷ений äëя оäноãо
распреäеëения. Эти ãраниöы ìоãут бытü поëу÷е-
ны ìиниìизаöией и ìаксиìизаöией этих вероят-
ностей по всеìу ìножеству зна÷ений (α, β) в тре-
уãоëüнике.

4. ÎÁÙÀß ÑÕÅÌÀ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß
ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÎÉ ÌÍÏÏ

С оäной стороны, боëüøая ÷астü возìожных
функöий среäнеãо зна÷ения ÷исëа отказов m(t)
преäставëяется как m(t; a, b) = a•τ(t, b). С äруãой
стороны, параìетр λ распреäеëения Пуассона в вы-
ражении (2) и еãо арãуìент t ìожно заìенитü пара-
ìетроì a и äискретныì вреìенеì τ(t

i
, b) – τ(t

i – 1
, b)

соответственно. Факти÷ески, заìеняя λ на a, по-
ëу÷аеì проöесс Пуассона с ìасøтабированныì
вреìенеì тестовоãо äиаãностирования ПО, т. е.
кажäый интерваë вреìени [t

i – 1
, t

i
] заìеняется ин-

терваëоì [τ(t
i – 1

, b), τ(t
i
, b)]. Испоëüзуя резуëüтаты

преäыäущих разäеëов, ìожно записатü функöиþ
распреäеëения вероятностей ÷исëа отказов в äис-
кретные интерваëы вреìени ìежäу t и t

j
 (t > t

j
) пос-

ëе r периоäов отëаäки:

P
j
(k, t |α, β, b) =

=  Ѕ

Ѕ .

Зäесü T
r
 — поëное ìасøтабированное вреìя äëя

r-ãо периоäа, опреäеëяеìое как

T
r
 = [τ(t

i
, b) – τ(t

i – 1
, b)] = τ(t

r
, b),

t
0
 = 0,  k

0
 = 0,

K
r
 поëное ÷исëо отказов äо ìоìента вреìени за r

периоäов отëаäки, опреäеëяеìое как K
r
 = k

i
.

Функöия распреäеëения вероятностей äëя ìо-
ìента вреìени t ∈ [t

j – 1
, t

j
] посëе r периоäов отëа-

äо÷ноãо проöесса иìеет виä

F
j
(k, t |α, β, b) =

=  Ѕ

Ѕ .

Зäесü T
j
(t, b) = τ(t, b) – τ(t

j – 1
, b).

Из привеäенных выражений виäно, ÷то ìоäи-

фиöированная ìоäеëü не зависит от параìетра a,

но зависит от новых параìетров априорноãо ãаì-

ìа-распреäеëения α и β. Кроìе тоãо, ìоäеëü зави-

сит от параìетра роста b. Заìетиì, ÷то аëüтерна-

тивная форìа функöии распреäеëения вероятнос-

тей иìеет виä:

F
j
(k, t |α, β, b) = 1 – I(q(j, t, b), k + 1, α + K

r
).

Зäесü

q( j, t, b) = ,

B
a
(b, c) — непоëная бета-функöия; B(b, c) — бета-

функöия; I(a, b, c) = B
a
(b, c)/B(b, c).

Преäëаãается сëеäуþщая схеìа äëя построения

МНПП и äëя вы÷исëения функöии распреäеëения

вероятностей F
r + 1 посëе r периоäов отëаäо÷ноãо

проöесса. Построив обобщеннуþ байесовскуþ ìо-

äеëü и испоëüзуя ее, поëу÷иì ìножество распре-

äеëений вероятностей M
j
 с некоторыìи ãраниöа-

ìи F
j
 и . Даëее буäет показано, ÷то эти ãраниöы

не зависят от параìетров α и β и опреäеëяþтся

тоëüко параìетроì b (параìетр s фиксирован).

Отсþäа сëеäует, ÷то поëу÷аеì оäнопараìетри÷ес-

куþ ìоäеëü. Тоãäа из утвержäения 1 сëеäует, ÷то

ìаксиìуì функöии правäопоäобия по ìножеству

M
j
(b) записывается на основе выражения (1).

Максиìизируя эту функöиþ по параìетру b при

фиксированноì s, нахоäиì оптиìаëüное зна÷ение

этоãо параìетра. Даëее, поëу÷ив параìетр b, фун-

кöия распреäеëения вероятностей F
r + 1 посëе r пе-

риоäов отëаäки вы÷исëяется посреäствоì постро-

енной обобщенной байесовской ìоäеëи, но теперü

с поëу÷енныì оптиìаëüныì зна÷ениеì b.

Сëеäуя преäставëенной выøе схеìе, построиì

сна÷аëа обобщеннуþ байесовскуþ ìоäеëü. Доста-

то÷но просто äоказатü, ÷то ìиниìуì функöии

F
j
(k, t |α, β, b) по всеì (α, β) в треуãоëüнике (0, 0),

(s, 0), (0, s) äостиãается при (α, β) = (s, 0) и ее ниж-

няя ãраниöа опреäеëяется как

F
j
(k, t |s, b) = 1 – I .

Максиìуì функöии F
j
(k, t |α, β, b) äостиãается

при (α, β) = (0, s), и ее верхняя ãраниöа

(k, t| s, b) = 1 – I .

Γ α K k+ +( )
Γ α K+( )k!
--------------------------------

β Tr+

β Tr τ t b,( ) τ tj b,( )–+ +
------------------------------------------------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞
α K

r
+

τ t b,( ) τ tj b,( )–

β Tr τ t b,( ) τ tj b,( )–+ +
------------------------------------------------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ k

i 1=

r

∑

i 1=

r

∑

l 0=

j

∑
Γ α Kr l+ +( )
Γ α Kr+( )l!
---------------------------------

β τ tr b,( )+

β Tj t b,( ) τ tr b,( )+ +
----------------------------------------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞
α K

r
+

Tj t b,( )
β Tj t b,( ) τ tr b,( )+ +
----------------------------------------------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ l

Tj t b,( )
β τ tr b,( ) Tj t b,( )+ +
----------------------------------------------------

Fj

Tj t b,( )
τ tr b,( ) Tj t b,( )+
------------------------------------------ k 1+ s Kr+, ,⎝ ⎠

⎛ ⎞

Fj

Tj t b,( )
s τ tr b,( ) Tj t b,( )+ +
-------------------------------------------------- k 1+ Kr, ,⎝ ⎠

⎛ ⎞
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Сëеäуþщий øаã — испоëüзование утвержäения 1
и ìаксиìизаöия функöии правäопоäобия (1) по b.

В резуëüтате поëу÷аеì оптиìаëüное зна÷ение b0:

b
0 = arg lnL(K |s, b) =

= arg ln I  –

–I .

Заверøаþщий øаã — записü ãраниö функöий
распреäеëения вероятностей ÷исëа отказов в ин-
терваëе вреìени [t

r
, t] посëе r периоäов отëаäо÷-

ноãо проöесса

F
r + 1(k, t |s, b0) =

= 1 – I ,

(k, t |s, b0) =

= 1 – I .

Нижняя Ɛ(s)
X

r +1
 и верхняя X

r + 1
 ãраниöы

ожиäаеìоãо ÷исëа отказов в интерваëе [t
r
, t] посëе

r периоäов отëаäо÷ноãо проöесса опреäеëяþтся
÷ерез известные выражения äëя ìатеìати÷ескоãо
ожиäания сëу÷айной веëи÷ины, иìеþщей отриöа-
теëüное биноìиаëüное распреäеëение, как

Ɛ
(s)

X
r + 1 = ,

X
r + 1

 = (s + K
r
) .

5. ×ÀÑÒÍÛÅ ÑËÓ×ÀÈ ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÛÕ ÌÍÏÏ

Из привеäенных выражений äëя обобщенных
байесовских ìоäеëей виäно, ÷то они отëи÷аþтся
тоëüко функöией m(t; b). Сëеäоватеëüно, испоëü-
зуя функöии известных МНПП, ìожно построитü
интерваëüные ìоäификаöии МНПО в раìках преä-
ëоженноãо поäхоäа.

Моäифиöируеì ìоäеëü М-О [7], как оäну из
наибоëее распространенных МНПО. Испоëüзуя
ввеäенные обозна÷ения, ìожно записатü äëя ìо-
äеëи τ(t, b) = ln(1 + bt). Отсþäа функöия правäо-
поäобия

L
(s)(K |s, b) = I  –

– I .

Зäесü W = (1 + bt
r
)(1 + bt)/(1 + bt

j – 1
).

Друãой МНПО, основанной на неоäнороäных
проöессах Пуассона, явëяется ìоäеëü Д-О [5]. Дëя
нее ìожно записатü τ(t, b) = 1 – exp(–bt). Функöия
правäопоäобия тоãäа иìеет виä

L
(s)(K|s, b) = I  –

– I .

Зäесü V = 1 – exp(–bt
r
) – exp(–bt) + exp(–bt

j–1).

6. ÀÍÀËÈÇ ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ

Проанаëизируеì преäëаãаеìые интерваëüные
МНПП, испоëüзуя реаëüные статисти÷еские äан-
ные по наäежности ПО, опубëикованные в работе
[7]. Эти äанные поëу÷ены при отëаäке ПО äëя уп-
равëения контроëëераìи в систеìе управëения.
Статисти÷еские äанные преäставëены в виäе 20-ти
тестов и показаны в табëиöе.

Сна÷аëа анаëизируется преäëоженная интер-
ваëüная ìоäификаöия ìоäеëи Д-О. Дëя ее оöенки
äеëается проãноз (i + 1)-ãо среäнеãо (ожиäаеìоãо)
÷исëа отказов ПО, на÷иная с i = 3. Иìея среäнее
÷исëо отказов, ìожно сравнитü этот резуëüтат с
реаëüныì зна÷ениеì ÷исëа отказов в (i + 1)-ì тес-
те, которое äано в табëиöе. Кроìе тоãо, сравнива-
þтся резуëüтаты ìоäеëирования также со станäарт-
ной ìоäеëüþ Д-О. Кривая без ìаркеров на рис. 1 —
ìножество зна÷ений ÷исëа отказов из табëиöы.

max
b

max
b

j 1=

r

∑
⎝
⎜
⎜
⎛

Tj tj b,( )
τ tr b,( ) Tj tj b,( )+
------------------------------------------- kj 1+ s Kr+, ,⎝ ⎠

⎛ ⎞

Tj tj b,( )
s τ tr b,( ) Tj tj b,( )+ +
---------------------------------------------------- kj 1+ Kr, ,⎝ ⎠

⎛ ⎞

⎠
⎟
⎟
⎞

Tr 1+ t b
0,( )

τ tr b
0,( ) Tr 1+ t b

0,( )+
------------------------------------------------------ k 1+ s Kr+, ,

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Fr 1+

Tr 1+ t b
0,( )

s τ tr b
0,( ) Tr 1+ t b

0,( )+ +
--------------------------------------------------------------- k 1+ Kr, ,

⎝ ⎠
⎜ ⎟
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s( )

Ɛ

KrTr 1+ t b
0,( )

s τ tr b
0,( )+

----------------------------------

 
s( )

Ɛ
Tr 1+ t b

0,( )

τ tr b
0,( )

----------------------------

j 1=

r

∏ ⎝
⎛ 1 bt+( )ln

Wln
------------------------- kj 1+ s Kj+, ,⎝ ⎠

⎛ ⎞

1 bt+( )ln
s Wln+
------------------------- kj 1+ Kj, ,⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎠
⎞

j 1=

r

∏ ⎝
⎛ 1 bt–( )exp–

V
-------------------------------- kj 1+ s Kj+, ,⎝ ⎠

⎛ ⎞

1 bt–( )exp–
s V+

-------------------------------- kj 1+ Kj, ,⎝ ⎠
⎛ ⎞

⎠
⎞

Ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå ïî îòêàçàì ÏÎ

Ноìер теста Вреìя теста, ÷ Чисëо отказов

i t
i
 – t

i – 1

k
i

1 62,5 9
2 44 4
3 40 7
4 68 6
5 62 5
6 66 3
7 73 2
8 73,5 5
9 92 4
10 71,4 2
11 64,5 4
12 64,7 7
13 36 0
14 54 5
15 39,5 3
16 68 3
17 61 3
18 62,6 4
19 98,7 10
20 25 3
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Жирная кривая с круãëыìи ìаркераìи — ìноже-
ство проãнозируеìых ожиäаеìых зна÷ений ÷исëа

отказов Ɛ(s)
X

i + 1, i = 3, ..., 20, при s = 1. Зäесü зна-

÷ение Ɛ(s)
X

i + 1
 вы÷исëяется с у÷етоì нижней и вер-

хней ãраниö ìатеìати÷еских ожиäаний [8] как

Ɛ
(s)

X
i + 1 = ηƐ(s)

X
i + 1 + (1 – η) X

i + 1, η = 0,5. Тон-

кая кривая с треуãоëüныìи ìаркераìи изображает
ìножество то÷ных проãнозируеìых зна÷ений ìа-
теìати÷ескоãо ожиäания ƐX

i + 1
, вы÷исëенных с

испоëüзованиеì ìоäеëи Д-О. Можно увиäетü из
привеäенных ãрафиков, ÷то интерваëüная ìоäи-
фикаöия ìоäеëи Д-О обеспе÷ивает ëу÷øий про-
ãноз по сравнениþ с обы÷ной ìоäеëüþ Д-О.

Ввеäеì сëеäуþщие показатеëи ка÷ества ìоäеëей:
ìаксиìаëüное откëонение R1, среäнее зна÷ение от-

кëонения R2, среäнекваäрати÷еское откëонение R3.

Испоëüзуя статисти÷еские äанные, вы÷исëиì
соответствуþщие показатеëи при s = 1 посëе про-
ãнозирования 17-ти зна÷ений ÷исëа отказов (от
3-ãо теста äо 19-ãо теста) äëя преäëаãаеìой ìоäеëи
R

1
 = 7,491, R

2
 = 2,054, R

3
 = 1,786 и äëя ìоäеëи Д-О

 = 8,311,  = 2,312,  = 1,959. Из резуëüтатов
рас÷ета сëеäует, ÷то ка÷ество преäëаãаеìой ìо-
äификаöии выøе по сравнениþ с обы÷ной ìоäе-
ëüþ Д-О.

Интересно также иссëеäоватü, как ÷исëо тестов
вëияет на зна÷ения тех же саìых показатеëей ка-
÷ества. Вы÷исëиì эти показатеëи посëе проãнози-
рования 6-ти зна÷ений ÷исëа отказов (от 3-ãо äо
8-ãо теста). В этоì сëу÷ае поëу÷аеì äëя новой ìо-
äеëи R1 = 1,827, R2 = 1,133, R3 = 0,568 и äëя ìоäеëи

Д-О  = 2,854,  = 1,373,  = 1,007. Из резуëü-
татов рас÷ета сëеäует, ÷то ка÷ество преäëаãаеìой
интерваëüной ìоäификаöии повыøается по срав-
нениþ с обы÷ной ìоäеëüþ Д-О, коãäа ÷исëо тес-
тов небоëüøое. Это виäно из рис. 2, ãäе изображе-
ны откëонения проãнозируеìых ожиäаеìых зна-

÷ений ÷исëа отказов от реаëüных äанных. Жирная
кривая с круãëыìи ìаркераìи — откëонения, со-
ответствуþщие преäëаãаеìой ìоäеëи. Тонкая кри-
вая с треуãоëüныìи ìаркераìи — откëонения, со-
ответствуþщие ìоäеëи Д-О. О÷евиäно, ÷то новая
ìоäеëü веäет себя ëу÷øе при ìаëоì ÷исëе тестов.

Сëеäуþщая заäа÷а анаëиза ìоäеëи закëþ÷ается
в иссëеäовании вëияния параìетра s на ка÷ество
проãноза ìоäеëи. Испоëüзуя те же саìые статис-
ти÷еские äанные об отказах, вы÷исëиì показатеëи
ка÷ества при s = 0,5 посëе 17 тестов R

1
 = 7,198,

R
2

= 1,952, R
3
 = 1,719. Те же саìые показатеëи

при s = 0,5 посëе 6 тестов приобретаþт зна÷ения:
R1 = 2,049, R2 = 1,074, R3 = 0,657. Можно увиäетü,

÷то ìенüøие зна÷ения s привоäят к боëее высоко-
ìу ка÷еству проãноза, коãäа иìеется боëüøой объ-
еì äанных. Оäнако ка÷ество проãноза паäает при
ìаëоì ÷исëе статисти÷еских äанных. Противопо-
ëожное закëþ÷ение ìожно сäеëатü при анаëизе
сëу÷ая, коãäа параìетр s возрастает. В ÷астности,
при s = 2 и посëе 17-ти тестов поëу÷аеì R1 = 7,734,

R2 = 2,134, R3 = 1,852. Те же саìые показатеëи при

s = 2 посëе 6-ти тестов иìеþт зна÷ения R1 = 2,026,

R2 = 1,172, R3 = 0,547.

Проанаëизируеì интерваëüнуþ ìоäификаöиþ
ìоäеëи М-О и сравниì ее со станäартной ìоäеëüþ
М-О. Соответствуþщие кривые проãноза äëя ìо-
äеëей показаны на рис. 3. Откëонения проãнози-
руеìых ожиäаеìых зна÷ений ÷исëа отказов от ре-
аëüных статисти÷еских äанных изображены на
рис. 4. Испоëüзуя статисти÷еские äанные, вы÷ис-
ëяеì показатеëи ка÷ества при s = 1 посëе проãно-
зирования 17 зна÷ений ÷исëа отказов (от 3-ãо äо
19-ãо теста) äëя преäëаãаеìой интерваëüной ìо-
äификаöии ìоäеëи М-О R

1
 = 7,817, R

2
 = 2,134,

R3 = 1,852, и äëя обы÷ной ìоäеëи М-О  = 7,445,

 = 2,222,  = 1,800. Те же саìые показатеëи
посëе 6-ти тестов (от 3-ãо äо 8-ãо теста): R1 = 1,932,
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Рис. 1. Прогнозируемые ожидаемые значения числа ошибок для
различных моделей, построенных на основе модели Д-О
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Рис. 2. Отклонения прогнозируемых ожидаемых значений числа
ошибок от реальных данных для моделей Д-О
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R
2
 = 0,990, R

3
 = 0,620,  = 3,060,  = 2,005,

= 1,020.

Моäеëü М-О и ее ìоäификаöии äеìонстрируþт
практи÷ески те же зависиìости показатеëей ка-
÷ества проãноза от объеìа выборки и параìетра s,
÷то и ìоäеëü Д-О.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожен поäхоä, направëенный на развитие
новоãо кëасса ìоäеëей наäежности проãраììноãо
обеспе÷ения. Еãо основная иäея состоит в коìби-
нированноì приìенении обобщенноãо байесовс-
коãо поäхоäа и ìетоäа ìаксиìуìа функöии прав-
äопоäобия. Кëþ÷евыìи эëеìентаìи поäхоäа явëя-
þтся äоказанное утвержäение и разäеëение всех
параìетров ìоäеëи на äва поäìножества, ÷то поз-
воëяет уìенüøитü разìерностü заäа÷и. Друãая важ-
ная особенностü поäхоäа состоит в возìожности
поëу÷атü интерваëüные оöенки наäежности про-
ãраììноãо обеспе÷ения. То÷ные характеристики
наäежности, которые обы÷но стреìятся иìетü спе-
öиаëисты, äаëеко не всеãäа засëуживаþт äоверия,

наприìер, коãäа статисти÷еские äанные оãрани-
÷енны и исхоäная инфорìаöия беäна. В преäëо-
женных ìоäеëях резуëüтат ìоäеëирования преä-
ставëяет собой интерваë показатеëя наäежности.
Даëüнейøее реøение приниìается исхоäя из тоãо,
наскоëüко высоки требования к наäежности ана-
ëизируеìоãо проãраììноãо обеспе÷ения.

Преäëоженный поäхоä носит общий характер.
Несìотря на то, ÷то рассìотрены тоëüко äве ÷ас-
тные ìоäеëи, анаëоãи÷ныì образоì ìожно рас-
сìотретü и äруãие ìоäификаöии известных ìоäе-
ëей наäежности проãраììноãо обеспе÷ения.

Резуëüтаты ÷исëенноãо анаëиза рассìотренных
ìоäеëей и их сравнение с известныìи ìоäеëяìи
ãоворят в поëüзу новоãо поäхоäа. В то же вреìя, из
этих резуëüтатов виäно, ÷то неëüзя выбратü иäе-
аëüнуþ ìоäеëü äëя всех ситуаöий. Необхоäиìо
поëüзоватüся разëи÷ныìи ìоäеëяìи и коìбини-
роватü резуëüтаты их приìенения.
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Рис. 3. Прогнозируемые ожидаемые значения числа ошибок для
различных моделей, построенных на основе модели М-О

Рис. 4. Отклонения прогнозируемых ожидаемых значений числа
ошибок от реальных данных для моделей М-О
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ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈß ÄÈÀÃÍÎÑÒÈÐÎÂÀÍÈß
ÖÈÔÐÎÂÛÕ ÑÈÑÒÅÌ ÑÎ ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÉ 

ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÄÂÓÄÎËÜÍÎÃÎ ÃÐÀÔÀ

Â.À. Âåäåøåíêîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Поиск иссëеäоватеëяìи новых, боëее эффек-
тивных, ÷еì известные, структур связей сëожных
инфорìаöионных систеì показаë, ÷то по ряäу па-
раìетров структуры в виäе сиììетри÷ных äву-
äоëüных ãрафов преäпо÷титеëüнее структур в виäе
поëных ãрафов и поëноäоступных äвуäоëüных ãра-
фов [1]. Сиììетри÷ныì äвуäоëüныì ãрафоì назы-
вается ãраф, состоящий из äвух поäìножеств вер-
øин X и Y равной ìощности и ребер, у которых
оäна из конöевых верøин принаäëежит поäìно-
жеству X(Y ), а äруãая — поäìножеству Y (X ). При-
ìер такоãо ãрафа показан на рисунке, ãäе верøины
поäìножества Х обозна÷ены кружкаìи, а поäìно-
жества Y — пряìоуãоëüникаìи. В ÷исëе возìож-
ных обëастей приìенения ãрафов указанноãо се-
ìейства называþт структуры ìноãопроöессорных
вы÷исëитеëüных систеì (МВС), ãäе, наприìер,
поäìножество верøин Х преäставëяет совокуп-
ностü проöессорных эëеìентов иëи вы÷исëитеëü-
ных ìаøин, а поäìножество верøин Y — бëоки
иëи банки паìяти.

Лþбой ìетоä систеìноãо äиаãностирования
техни÷ескоãо состояния коìпонентов в öифровых
систеìах (ЦС) преäпоëаãает, ÷то ìоäуëи, на ко-
торые разбивается исхоäная МВС, оäнороäны и
обëаäаþт функöионаëüныìи возìожностяìи, äо-
стато÷ныìи äëя реаëизаöии необхоäиìых äиаãно-
сти÷еских аëãоритìов. Испоëüзование устройств

разных типов при построении систеì со структу-
рой в виäе сиììетри÷ноãо äвуäоëüноãо ãрафа при-
воäит к неоäнороäныì систеìаì, ÷то не позвоëя-
ет непосреäственно приìенитü систеìные ìетоäы
äиаãностирования. Оäнако автоìати÷еское äиа-
ãностирование состояния коìпонентов поäобных
систеì преäставëяется необхоäиìыì, так как поз-
воëяет ускоритü вреìя восстановëения работо-
способности систеì посëе обнаружения факта их
неправиëüноãо функöионирования. Кроìе тоãо,
разëи÷ие структур систеìы, преäставëенной на
рисунке, и неоäнороäной систеìы обработки ра-
äиоëокаöионной инфорìаöии не позвоëяет впря-
ìуþ испоëüзоватü ìетоä саìоäиаãностирования,
преäëоженный в работе [2].

Даëее преäставëен способ орãанизаöии äиа-
ãностирования состояния коìпонентов ЦС со
структурой в виäе сиììетри÷ноãо äвуäоëüноãо
ãрафа. Он основан на поäхоäе, описанноì в работе
[2]: на этапах контроëя и äиаãностирования свя-
занные разнотипные устройства объеäиняþтся в
проверяеìые поäсистеìы, обëаäаþщие необхоäи-
ìыìи функöионаëüныìи возìожностяìи äëя ре-
аëизаöии äиаãности÷еских аëãоритìов.

Напоìниì, ÷то в оäнороäных ЦС при выпоë-
нении проöессов контроëя и äиаãностирования
проверяþщий ìоäуëü поäает на вхоäы проверяе-
ìоãо ìоäуëя посëеäоватеëüностü проверок (тест),
поëу÷ает ответные реакöии проверяеìоãо ìоäуëя
на этот тест, сравнивает их с этаëонныìи, а ре-
зуëüтат сравнения оöенивает в äвои÷ной форìе:

Отìе÷ено, ÷то особенностü öифровых систеì со структурой в виäе сиììетри÷ноãо äву-

äоëüноãо ãрафа состоит в испоëüзовании равноãо ÷исëа коìпонентов äвух типов: про-

öессоров и бëоков паìяти. Разработана орãанизаöия äиаãностирования систеì с такой

структурой с то÷ностüþ äо отäеëüноãо коìпонента (проöессора, паìяти, ëинии связи).

На вреìя äиаãностирования разнотипные устройства объеäиняþтся в проверяеìые поä-

систеìы оäинаковоãо состава. Рассìотрен приìер орãанизаöии äиаãностирования сис-

теìы, состоящей из сеìи проöессоров и сеìи бëоков паìяти.

Ключевые слова: öифровые систеìы, сиììетри÷ный äвуäоëüный ãраф, коìпонент, äиаãностирова-
ние, проверяеìые поäсистеìы.
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0 — резуëüтаты правиëüные, 1 — неправиëüные.
В ìоäеëи Барси — Гранäони — Маестрини (БГМ)
[3], испоëüзуеìой в äанной работе, преäпоëаãает-
ся, ÷то нуëевая оöенка, выäаваеìая проверяþщиì
ìоäуëеì, с боëüøой вероятностüþ поäтвержäает
исправностü проверенноãо иì ìоäуëя. Такая преä-
посыëка ìоäеëи БГМ существенно упрощает про-
öеäуру äиаãностирования, так как äëя иäентифи-
каöии исправных ìоäуëей äостато÷но 0-путей
еäини÷ной äëины (в терìиноëоãии работы [4]).

Как и в боëüøинстве аëãоритìов систеìноãо
äиаãностирования, буäеì преäпоëаãатü, ÷то ре-
зуëüтаты проверок собираþтся и обрабатываþтся
(äеøифрируþтся) внеøниì устройствоì — äиа-
ãности÷ескиì ìонитороì (ДМ). По резуëüтатаì äе-
øифраöии собранных резуëüтатов проверок обсëу-
живаþщий персонаë заìеняет отказавøие коìпо-
ненты и восстанавëивает работоспособностü МВС.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Исхоäная МВС со структурой в виäе сиììет-
ри÷ноãо äвуäоëüноãо ãрафа Q

n,s
 преäставëена äиа-

ãности÷ескиì ãрафоì, у котороãо n верøин поä-
ìножества X преäставëяþт проöессоры систеìы,
n верøин поäìножества Y — бëоки паìяти, s —
степенü верøин äвуäоëüноãо ãрафа; т. е. кажäая
верøина поäìножества X(Y ) связана äуãаìи с s
верøинаìи поäìножества Y(X ). (Дëя ãрафа на ри-
сунке s = 3.)

Буäеì с÷итатü, ÷то äопускаþтся устой÷ивые от-
казы оãрани÷енноãо ÷исëа верøин и äуã, при÷еì
их неисправности таковы, ÷то не вëияþт на рабо-
тоспособностü сìежных ìоäуëей. Преäпоëаãается
также, ÷то в проöессе äиаãностирования новые
отказы не возникаþт. Дëя описания резуëüтатов
тестирования коìпонентов испоëüзуется ìоäеëü
БГМ. Запускоì проöессов äиаãностирования в раз-
ëи÷ных поäсистеìах ЦС и обработкой поëу÷енных
резуëüтатов заниìается исправный ДМ, который
нахоäится в ìоäуëе, внеøнеì по отноøениþ к
äиаãностируеìой ЦС.

Требуется разработатü такой ìетоä орãанизаöии
äиаãностирования ЦС со структурой в виäе сиì-
ìетри÷ноãо äвуäоëüноãо ãрафа, который обеспе-
÷ивает ДМ äостоверной инфорìаöией äëя äиа-
ãностирования состояния коìпонентов (проöес-
соров, паìятей, ëиний связи) систеìы.

2. ÑÏÎÑÎÁ ÄÈÀÃÍÎÑÒÈÐÎÂÀÍÈß ÖÈÔÐÎÂÛÕ ÑÈÑÒÅÌ
ÑÎ ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÉ Â ÂÈÄÅ ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ

ÄÂÓÄÎËÜÍÎÃÎ ÃÐÀÔÀ

Проöесс äиаãностирования коìпонентов оä-
нороäных систеì вкëþ÷ает в себя такие проöеäу-
ры [5]:

— испоëнение исправныì ìоäуëеì функöий
проверяþщеãо ìоäуëя;

— нахожäение пути от оäноãо исправноãо ìо-
äуëя к äруãоìу исправноìу äëя переäа÷и еìу фун-
кöий проверяþщеãо ìоäуëя;

— äеøифраöия резуëüтатов выпоëненных про-
верок.

Дëя реаëизаöии поäобных проöеäур в неоäно-
роäных систеìах со структурой в виäе сиììетри÷-
ноãо äвуäоëüноãо ãрафа поступиì сëеäуþщиì об-
разоì.

Проверяþщиì ìоäуëеì m
j
 назна÷иì устройс-

тво активноãо типа (оäин из проöессоров m
1
, ..., m

7

в систеìе, преäставëенной на рисунке), а в прове-
ряеìуþ поäсистеìу U

j,i,k
 вкëþ÷иì сëеäуþщие коì-

поненты: паìятü p
i
, проöессор m

k
, ëиниþ связи l

i—k

ìежäу ниìи и ëиниþ связи l
j—i

, соеäиняþщуþ m
j

с p
i
. (Такиì образоì, инäекс (j, i, k) поäсистеìы

U
j,i,k состоит из ноìера j проверяþщеãо проöессо-

ра, ноìера i проверяеìой паìяти и ноìера k про-
веряеìоãо проöессора.) Наприìер, äëя систеìы
на Рисунке в оäну из проверяеìых поäсистеì ìо-
ãут вхоäитü проöессор m1 в функöии проверяþ-

щеãо ìоäуëя, паìятü p8, проöессор m2 и ëинии свя-

зи l8-2 и l1-8.

Наëи÷ие s устройств паìяти, связанных с оä-
ниì проöессороì öифровой систеìы со структу-
рой сиììетри÷ноãо äвуäоëüноãо ãрафа (s = 3 äëя
ãрафа на рисунке), äеëает объеäинение разëи÷ных
устройств äëя форìирования проверяеìых поä-
систеì неоäнозна÷ныì. Выбор äостато÷но эконо-
ìи÷ноãо поäìножества из ÷исëа всевозìожных
проверяеìых поäсистеì явëяется нетривиаëüной
заäа÷ей, но зäесü не рассìатривается.

Тоãäа отäеëüная проверка (тест t
j,i,k) буäет вы-

поëнятüся сëеäуþщиì образоì. Поëу÷ив управ-
ëение в проöессе äиаãностирования, проверяþ-
щий ìоäуëü (проöессор) m

j
 переäает по ëинии l

j-i

в паìятü p
i
 проверяеìой поäсистеìы коìанäы, не-

обхоäиìые äëя орãанизаöии тестов саìоконтроëя
в поäсистеìе U

j,i,k. Проöессор m
k
, поëу÷ив и рас-

øифровав эти коìанäы, осуществëяет контроëü
проöессора m

k
, ëинии l

i-k
 и паìяти p

i
 с поìощüþ

тестовых проãраìì, хранящихся в паìяти p
i
. Ре-

зуëüтаты выпоëненноãо теста t
j,i,k

 проöессор m
k
 за-

писывает в я÷ейки паìяти p
i
, откуäа их посëе о÷е-

реäноãо опроса паìяти с÷итывает проöессор m
j
,

сравнивает с этаëонаìи из собственной сверхопе-
ративной паìяти и форìирует оöенку r

j,i,k: = 0, ес-

ëи резуëüтаты совпаëи с этаëонаìи, 1 — в против-
ноì сëу÷ае.
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На основании поëу÷енных оöенок проöессор m
j

выбирает исправнуþ поäсистеìу U
j,i*,k*

, проöессо-

ру m
k* из состава которой переäает управëение и

необхоäиìуþ инфорìаöиþ äëя проäоëжения про-
öесса äиаãностирования. Все исправные проöес-
соры нахоäятся в жäущеì режиìе и периоäи÷ески
опраøиваþт заранее опреäеëенные я÷ейки паìя-
ти. Проöессор m

k*, обнаружив в паìяти p
i* коìанäу

на выпоëнение проöесса äиаãностирования, вы-
поëнит необхоäиìые проöеäуры, а посëе их завер-
øения переäаст управëение сëеäуþщеìу проöес-
сору с поìощüþ тоãо же ìеханизìа (÷ерез паìятü
оäной из проверенной иì поäсистеì).

Такиì образоì, в преäëаãаеìоì способе äиа-
ãностирования неоäнороäных ЦС со структурой
сиììетри÷ноãо äвуäоëüноãо ãрафа преäпоëаãается
объеäинение разнотипных устройств исхоäной
систеìы в проверяеìые поäсистеìы оäинаковоãо
состава с функöионаëüныìи возìожностяìи, äо-
стато÷ныìи äëя выпоëнения äиаãности÷еских
проöеäур.

3. ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈß ÄÈÀÃÍÎÑÒÈÐÎÂÀÍÈß ÊÎÌÏÎÍÅÍÒÎÂ 
ÖÈÔÐÎÂÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÑÎ ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÉ

ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÄÂÓÄÎËÜÍÎÃÎ ÃÐÀÔÀ

Контроëü работоспособности оäнороäной öиф-
ровой систеìы закëþ÷ается в тоì, ÷то кажäый
проверяþщий ìоäуëü äоëжен проверитü техни÷ес-
кое состояние своих прееìников и соответствуþ-
щих ëиний связи. Простейøий способ выпоëне-
ния проверок оäноãо ìоäуëя разныìи проверяþ-
щиìи ìоäуëяìи — посëеäоватеëüный. Дëя еãо
оптиìаëüной реаëизаöии на äиаãности÷ескоì ãра-
фе оäнороäной систеìы нужно построитü ãаìиëü-
тонов öикë, который обеспе÷ит оäнократный об-

хоä всех ìоäуëей исправной систеìы. В неоäно-
роäных систеìах функöии проверяþщих ìоäуëей
испоëняþт активные ìоäуëи (проöессоры m

j
). По-

этоìу в неоäнороäных систеìах нужно построитü
öикë, прохоäящий ÷ерез все активные ìоäуëи
(проöессоры).

Но в систеìе со структурой в виäе сиììетри÷-
ноãо äвуäоëüноãо ãрафа (Q

7,3
 на рисунке) неëüзя

построитü öикë, прохоäящий тоëüко ÷ерез проöес-
соры, так как ìежäу ниìи нет непосреäственных
связей. В öикëе, выбранноì äëя посëеäуþщеãо
приìера, проöессоры, ноìера которых выäеëены
жирныì øрифтоì, ÷ереäуþтся с бëокаìи паìяти:
5 → 12 → 7 → 10 → 6 → 14 → 3 → 13 → 4 → 11 →
→ 2 → 8 → 1 → 9 → 5.

В табëиöе T
S
 (табë. 1) показана инфорìаöия о

составе проверяеìых поäсистеì U
j,i,k

 и ноìерах

Таблица 1

Òàáëèöà T
S
 ñîñòàâà ïðîâåðÿåìûõ ïîäñèñòåì

Строка T
j

Проверяþщий ìоäуëü Проверяеìые поäсистеìы U
j,i,k

, оöенки резуëüтатов их проверок

m
j

U
j,i1,k1

r
j,i1,k1

U
j,i2,k2

r
j,i2,k2

U
j,i3,k3

r
j,i3,k3

T
5

5 (5-12), 12, 
(12-7), 7

(5-9), 9, 
(9-4), 4

(5-14), 14, 
(14-6), 6

T
7

7 (7-10), 10, 
(10-6), 6

(7-12), 12, 
(12-2), 2

(7-13), 13, 
(13-3), 3

T
6

6 (6-14), 14, 
(14-3), 3

(6-11), 11, 
(11-2), 2

(6-10), 10, 
(10-1), 1

T
3

3 (3-13), 13, 
(13-4), 4

(3-14), 14, 
(14-5), 5

(3-8), 8, 
(8-2), 2

T
4

4 (4-11), 11, 
(11-2), 2

(4-13), 13, 
(13-3), 3

(4-9), 9, 
(9-1), 1

T
2

2 (2-8), 8, 
(8-1), 1

(2-11), 11, 
(11-4), 4

(2-12), 12, 
(12-5), 5

T
1

1 (1-9), 9, 
(9-5), 5

(1-8), 8, 
(8-2), 2

(1-10), 10, 
(10-7), 7

Схема цифровой системы со структурой в виде симметричного
двудольного графа Q

7,3
:

1—7 — проöессоры; 8—14 — бëоки паìяти; ДМ — äиаãности-
÷еский ìонитор



ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ Â ÓÏÐÀÂËÅÍÈÈ

62 CONTROL SCIENCES ¹ 6 • 2009

проверяþщих их ìоäуëей m
j
, выбранных äëя пос-

ëеäуþщеãо приìера äиаãностирования коìпонен-
тов систеìы Q

7,3
 (сì. рисунок). В табëиöе сеìü

строк T
j
, в кажäой из которых äëя проверяþщеãо

ìоäуëя m
j
 ( j = 1, 2, ...,7) записаны ноìера коìпо-

нентов, вхоäящих в состав поäсистеì U
j,i1,k1

, U
j,i2,k2

и U
j,i3,k3, проверяеìых ìоäуëеì m

j
, в ней также

естü поëя äëя записи оöенок резуëüтатов провер-
ки r

j,i1,k1, rj,i2,k2 и r
j,i3,k3 этих поäсистеì ìоäуëеì m

j
.

(Отìетиì, ÷то в кëетках строк T
5
, ..., T

3
 табë. 1 по-

казаны боëее коìпактные ноìера инäексов прове-
ряþщеãо ìоäуëя и проверяеìых поäсистеì.)

Дëя отображения ìестонахожäения проöессо-
ров в öикëе контроëя в строке T

j
 табë. 1 проверя-

еìые поäсистеìы записаны в такоì поряäке, ÷то
иìенно проöессор m

k1
, вхоäящий в проверяеìуþ

поäсистеìу U
j,i1,k1, явëяется в построенноì öикëе

сосеäниì справа äëя проверяþщеãо проöессора m
j

(посëе паìяти p
i1
). Наприìер, в строке T

5
 проöес-

сор m5 явëяется проверяþщиì äëя поäсистеì

U
5,12,7

, U
5,9,4

 и U
5,14,6

, и в сëеäуþщей строке T
7
 в ка-

÷естве проверяþщеãо ìоäуëя записан проöессор
m

7
, явëяþщийся в öикëе контроëя сосеäоì справа

äëя проöессора m5 (посëе паìяти p12).

Поскоëüку заäа÷и, возëаãаеìые на систеìы
äиаãностирования рассìатриваеìых ЦС и неоäно-
роäных ЦС, рассìотренных в статüе [2], во ìноãоì
схоäны, то в орãанизаöии систеìы äиаãностиро-
вания рассìатриваеìых зäесü ЦС ìожно испоëü-
зоватü боëüøинство äиаãности÷еских проöеäур,
описанных в статüе [2]. Поэтоìу в посëеäуþщеì
тексте буäеì опускатü некоторые поäробности, за-
ìеняя их необхоäиìыìи ссыëкаìи.

Траäиöионно проöесс контроëя запускается
äиаãности÷ескиì ìонитороì ÷ерез сравнитеëüно
небоëüøие интерваëы вреìени, ÷то препятствует
накапëиваниþ отказавøих коìпонентов в систеìе.

Назна÷иì в ка÷естве на÷аëüноãо ìоäуëя про-
öесса контроëя оäин из проöессоров, обозна÷иì
еãо m

n
.

По сиãнаëу ДМ о на÷аëе контроëя ìоäуëü m
n

выпоëняет сëеäуþщие äействия:
— из табëиöы T

S
 выäеëяет строку T

n
, нахоäит в

ней инäексы (n, i1, k1), (n, i2, k2), ... проверяеìых
поäсистеì U

n,i1,k1
, U

n,i2,k2
, ...;

— переäает проöессору m
k1 

(m
k2

, ...) коìанäу

«Выпоëнитü саìоконтроëü поäсистеìы U
n,i1,k1

(U
n,i2,k2

, ...) и переäатü резуëüтаты проверок в ìо-

äуëü m
n
».

Поëу÷ив эту коìанäу, ìоäуëü m
k1 (mk2,...) выпоë-

няет саìоконтроëü поäсистеìы U
n,i1,k1

 (U
n,i2,k2

, ...)

и переäает поëу÷енные резуëüтаты проверок в ìо-
äуëü m

n
.

Моäуëü m
n 
форìирует оöенку r

n,i1,k1
 (r

n,i2,k2
, ...),

равнуþ 0, есëи резуëüтаты тестов совпаëи с этаëо-
наìи, и равнуþ 1 при несовпаäении; записывает ее
в соответствуþщие кëетки строки T

n
, затеì анаëи-

зирует поëу÷енные оöенки:
— есëи среäи поëу÷енных оöенок естü как еäи-

ни÷ные, так и нуëевые, то переäает проöессору оä-
ной из поäсистеì с нуëевой оöенкой управëение
äëя проäоëжения проöесса контроëя;

— есëи тесты саìоконтроëя всех проверявøих-
ся поäсистеì äаëи еäини÷ные оöенки, то ДМ äоë-
жен запуститü проöесс контроëя с äруãоãо прове-
ряþщеãо ìоäуëя.

Моäуëü m
k1 

(m
k2,...) и кажäый из посëеäуþщих

«сосеäей» по öикëу контроëя выпоëняþт анаëо-
ãи÷ные äействия в сëу÷ае поëу÷ения нуëевых оöе-
нок. Этот проöесс проверок и «хожäения» по вер-
øинаì выбранноãо öикëа закан÷ивается, коãäа уп-
равëение возвращается к на÷аëüноìу ìоäуëþ m

n
.

Есëи же на оäноì из этапов контроëя (кроìе на-
÷аëüноãо) поëу÷ена хотя бы оäна еäини÷ная оöен-
ка, свиäетеëüствуþщая об обнаружении оäноãо
иëи нескоëüких отказавøих коìпонентов, то про-
öесс контроëя прерывается, и систеìа приступает
к проöессу äиаãностирования отказавøих коìпо-
нентов.

На основе инфорìаöии, поëу÷енной в проöессе
контроëя, ДМ запускает проöесс äиаãностирова-
ния с тоãо ìоäуëя m

j
, который первыì поëу÷иë хо-

тя бы оäну еäини÷нуþ оöенку при проверке состо-
яний связанных с ниì поäсистеì U

j,i1,k1, Uj,i2,k2, ...;

естественно, ìоäуëü m
j
 äоëжен бытü исправныì и

проверенныì в äанноì «сеансе» контроëя, в ÷ас-
тности, он не ìожет бытü на÷аëüныì ìоäуëеì
проöесса контроëя m

n
.

На÷аëüный ìоäуëü проöесса äиаãностирования
m

j
 выпоëняет сëеäуþщие äействия:

— форìирует проìежуто÷нуþ табëиöу PT
j
, пе-

реписывая в нее строку T
j
 с оöенкаìи, поëу÷енны-

ìи в проöессе контроëя (в инäексе сиìвоëа äанной
табëиöы указан инäекс проверяþщеãо ìоäуëя m

j
);

— по нуëевыì оöенкаì в строке T
j 
выäеëяет

поäìножество инäексов исправных ìоäуëей {q
j
} и

оäноìу из этих ìоäуëей (наприìер, первоìу в
строке T

j
, есëи он исправен) переäает табëиöу PT

j

и управëение проöессоì äиаãностирования.
Есëи среäи ìоäуëей, проверенных ìоäуëеì m

j
,

нет ни оäноãо исправноãо, то äëя поëу÷ения äиа-
ãности÷еских резуëüтатов ДМ äоëжен повторитü
запуск проöесса контроëя с äруãоãо на÷аëüноãо
ìоäуëя.
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О÷ереäной исправный ìоäуëü m
v
, поëу÷ив уп-

равëение проöессоì äиаãностирования, выпоëня-
ет сëеäуþщие äействия:

1) из табëиöы состава T
S
 выäеëяет строку T

v
, пе-

реписывает ее в табëиöу PT
j
, поëу÷еннуþ от преä-

øественника — ìоäуëя m
j
 (m

v–1
);

2) в строке T
v
 выäеëяет инäексы (v, i1, k1),

(v, i2, k2)... проверяеìых поäсистеì U
v,i1,k1, Uv,i2,k2, ...,

выäает коìанäы на саìоконтроëü этих поäсистеì,
поëу÷ает резуëüтаты этих проверок и в кëетки
r
v,i1,k1

, (r
v,i2,k2

, ...), ... строки T
v
 записывает оöенки

резуëüтатов выпоëненных тестов;

3) по нуëевыì оöенкаì проверок в строке T
v

выäеëяет поäìножество {q
v
} инäексов исправных

«прееìников» — проверенных ìоäуëей, сравни-
вает инäексы из поäìножества {q

v
} с инäексаìи

строк в табëиöе PT
j
:

— есëи оäин инäекс (иëи боëüøе) из поäìно-
жества {q

v
} отсутствует в списке инäексов строк в

табëиöе PT
j
, то переäает ìоäуëþ с этиì инäексоì

табëиöу PT
j
 и управëение проöессоì äиаãности-

рования;

— есëи список {q
v
} пуст иëи все инäексы {q

v
} —

в списке инäексов строк в табëиöе PT
j
, то перехоä

к п. 4;

4) нахоäит оäин из исправных ìоäуëей, еще не
испоëнявøих функöии проверяþщеãо, и переäает
еìу табëиöу PT

j
 и управëение äиаãностированиеì.

Дëя нахожäения оäноãо из исправных ìоäуëей,
еще не испоëнявøих функöий проверяþщеãо ìо-
äуëя, ìоäуëü m

v
 нахоäит инäексы {q

v*
} исправных

ìоäуëей строки T
v*
 и сравнивает их с инäексаìи

строк в табëиöе PT
j
. Есëи при сравнении списков

инäексов окажется, ÷то

— оäин инäекс (иëи боëüøе) из поäìножества
{q

v*
} отсутствует в списке инäексов строк в табëиöе

PT
j
, то ìоäуëü m

v
 переäает ìоäуëþ с этиì инäек-

соì (v + 1) табëиöу PT
j
 и управëение äиаãности-

рованиеì;

— список {q
v*
} пуст иëи все инäексы {q

v*
} — в

списке инäексов строк в табëиöе PT
j
, то ìоäуëü m

v

перехоäит к анаëизу преäыäущей строки T
v*–1.

Эти äействия выпоëняþтся поо÷ереäно снизу
вверх, на÷иная с нижней строки T

v
. При нахожäе-

нии исправноãо ìоäуëя m
v + 1

 в строке T
v*
 управ-

ëение äиаãностированиеì и табëиöа PT
j
 переäаþт-

ся этоìу ìоäуëþ снизу вверх ÷ерез проверяþщие
ìоäуëи m

v
,..., m

v*. Есëи при äостижении верхней

строки T
j
 окажется, ÷то и в этой строке нет исправ-

ноãо ìоäуëя, не испоëнявøеãо функöий проверя-
þщеãо ìоäуëя, то поиск прекращается, и ìоäуëü
m

v 
пересыëает в ДМ табëиöу PT

j 
äëя обработки по-

ëу÷енных резуëüтатов проверок.

Проöеäура обработки поëу÷енных резуëüтатов
проверок äостато÷но поëно изëожена в работе [2].
Поэтоìу в äанноì тексте эта проöеäура буäет по-
казана на приìере.

4. ÏÐÈÌÅÐ

Особенности разработанной орãанизаöии äиаãнос-
тирования покажеì на приìере ЦС со структурой сиì-
ìетри÷ноãо äвуäоëüноãо ãрафа отказов (систеìа Q

7,3
 на

рисунке).

В öикëе, выбранноì äëя äанноãо приìера, проöес-
соры, ноìера которых выäеëены жирныì øрифтоì,
÷ереäуþтся с бëокаìи паìяти: 5 → 12 → 7 → 10 → 6 →

→ 14 → 3 → 13 → 4 → 11 → 2 → 8 → 1 → 9 → 5. Таб-
ëиöа состава T

S
, преäназна÷енная äëя орãанизаöии

тестирования в систеìе Q
7,3

, привеäена в табë. 1.

Преäпоëожиì, ÷то из-за боëüøоãо интерваëа ìеж-
äу öикëаìи контроëя в рассìатриваеìой ЦС накопи-
ëисü отказы äвух ìоäуëей 6 и 8 и äвух ëиний связи
(4—13) и (5—12).

По сиãнаëу ДМ о на÷аëе контроëя на÷аëüный ìо-
äуëü 5 выпоëнит сëеäуþщие äействия: из табëиöы T

S

(сì. табë. 1) выäеëит строку T
5
, найäет в ней инäексы

(5, 12, 7) (5, 9, 4), (5, 14, 6) проверяеìых поäсистеì
U

5,12,7
, U

5,9,4
, U

5,14,6
, переäаст ìоäуëþ 7 (4, 6) коìанäу

«Выпоëнитü саìоконтроëü поäсистеìы U
5,12,7

 (U
5,9,4

,

U
5,14,6

) и вернутü резуëüтаты проверок в ìоäуëü 5».

Поëу÷ив эту коìанäу, ìоäуëü 7 (4, 6) выпоëнит са-
ìоконтроëü поäсистеìы U

5,12,7
 (U

5,9,4
, U

5,14,6
) и переäаст

поëу÷енные резуëüтаты проверок ìоäуëþ 5.

Моäуëü 5 форìирует оöенки r
5,12,7

 = 1, r
5,9,4

 = 0,

r
5,14,6

 = 1, записывает их в соответствуþщие кëетки

строки T
5
 (äëя сокращения ÷исëа табëиö буäеì запи-

сыватü резуëüтаты проверок, нахоäящиеся в разных ìо-
äуëях, в общуþ табë. 2), анаëизирует поëу÷енные оöен-
ки: так как среäи поëу÷енных оöенок естü äве еäини÷-
ные и оäна нуëевая, то переäает ìоäуëþ 4 поäсистеìы
U

5,9,4
 управëение äëя проäоëжения проöесса контроëя.

(В строке T
1
 и в посëеäуþщих поëужирныì øрифтоì в

резуëüтатах проверки выäеëен 0 тоãо исправноãо ìоäу-
ëя, котороìу переäается управëение äëя проäоëжения
проöесса контроëя иëи äиаãностирования.)

Моäуëü 4 выпоëнит анаëоãи÷ные äействия:

— переäаст в поäсистеìы U
4,13,3

, U
4,11,6

, U
4,9,1

 коìан-

äу «Выпоëнитü саìоконтроëü и вернутü резуëüтаты
проверок в ìоäуëü 4»;.

— поëу÷ит оöенки резуëüтатов контроëя r
4,13,3

 = 1,

r
4,11,6

 = 1, r
4,9,1

 = 0, проанаëизирует их: так как среäи по-

ëу÷енных оöенок естü еäини÷ные (r
4,13,3

 = 1, r
4,11,6

 = 1),

то завеäоìо исправный ìоäуëü 4 перейäет к проöессу
äиаãностирования отказавøих коìпонентов и выпоë-
нит сëеäуþщие äействия:
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— образует проìежуто÷нуþ табëиöу PT
4
 и перепи-

øет в нее строку T
4
 с поëу÷енныìи оöенкаìи резуëü-

татов проверок;
— по нуëевыì оöенкаì в строке T

4
 выäеëит инäекс

исправной поäсистеìы U
4,9,1

, в котороì найäет ноìер

исправноãо ìоäуëя {q
4
 = 1}, котороìу переäаст табëиöу

PT
4
 и управëение проöессоì äиаãностирования.

В своþ о÷ереäü, ìоäуëü 1 выпоëнит сëеäуþщие
äействия:

— из табëиöы T
S
 (табë. 1) выäеëит строку T

1
, пере-

пиøет ее в табëиöу PT
4
, в строке T

1
 найäет инäексы

проверяеìых поäсистеì U
1,8,2,

 U
1,9,5

 и U
1,10,7

, в которые

переäаст коìанäу «Выпоëнитü саìоконтроëü и вернутü
резуëüтаты проверок в ìоäуëü 1»;

— поëу÷ит оöенки резуëüтатов контроëя r
1,8,2

 = 1,

r
1,9,5

 = 0, r
1,10,7

 = 0;

— по нуëевыì оöенкаì в строке T
1
 выäеëит инäек-

сы исправных поäсистеì U
1,9,5

 и U
1,10,7

, в которых най-

äет ноìера исправных ìоäуëей {q
1
 = 5, 7} и первоìу из

них (ìоäуëþ 5) переäаст табëиöу PT
4
 и управëение

проöессоì äиаãностирования.
Моäуëü 5 вìесто проверки поäсистеì U

5,12,7
, U

5,9,4
 и

U
5,14,6 

выберет из строки T
5 
резуëüтаты их проверок (на

этапе контроëя) r
5,12,7

 = 1, r
5,9,4

 = 0, r
5,14,6

 = 1 и опреäе-

ëит, ÷то исправен ìоäуëü 4. Но так как ìоäуëü 4 уже
естü в ÷исëе проверяþщих ìоäуëей на этапе äиаãно-
стирования, то ìоäуëü 5 äоëжен искатü исправный ìо-
äуëü äëя испоëнения функöий проверяþщеãо ìоäуëя
среäи ранее проверенных. В äанноì сëу÷ае в преäыäу-
щей строке T

1 
естü нуëевые оöенки проверок ìоäуëей 5

и 7. Такиì образоì, ìоäуëü 5 ÷ерез ìоäуëи 9, 1 и 10

äоëжен переäатü ìоäуëþ 7 табëиöу PT
4
 и управëение

äаëüнейøиì проöессоì äиаãностирования.
Моäуëü 7 выпоëнит необхоäиìые проверки поäсис-

теì U
7,10,6

, U
7,12,2

 и U
7,13,3

, опреäеëит, ÷то среäи еãо «пре-

еìников» естü äва исправных ìоäуëя: 2 и 3, и первоìу
из них (ìоäуëþ 2) переäаст табëиöу PT

4
 и управëение

äаëüнейøиì проöессоì äиаãностирования. В своþ о÷е-
реäü, ìоäуëü 2 посëе проверок своих «прееìников» —
поäсистеì U

2,11,4
, U

2,8,1 
и

 
U

2,12,5
 выяснит, ÷то в этих

поäсистеìах оäин исправный ìоäуëü 4, который уже
естü в ÷исëе проверяþщих ìоäуëей на этапе äиаãнос-
тирования. Поэтоìу, как и ìоäуëü 5, ìоäуëü 2 äоëжен
искатü исправный ìоäуëü äëя испоëнения функöий
проверяþщеãо ìоäуëя среäи ранее проверенных. В äан-
ноì сëу÷ае в преäыäущей строке T

7 
естü нуëевые оöен-

ки проверок ìоäуëей 2 и 3. Такиì образоì, ìоäуëü 2
÷ерез ìоäуëи 12, 7 и 13 äоëжен переäатü ìоäуëþ 3 таб-
ëиöу PT

4
 и управëение äаëüнейøиì проöессоì äиа-

ãностирования.
В своþ о÷ереäü, ìоäуëü 3 посëе проверок своих

«прееìников» — поäсистеì U
3,14,5

, U
3,13,4

 и U
3,8,2

 выяс-

нит, ÷то исправный ìоäуëü 5 уже естü в ÷исëе прове-
ряþщих ìоäуëей на этапе äиаãностирования. Поэто-
ìу, как и ìоäуëи 5 и 2, ìоäуëü 3 буäет искатü исправ-
ный ìоäуëü äëя испоëнения функöий проверяþщеãо
ìоäуëя. Не обнаружив такоãо ìоäуëя в распоëоженных
выøе строках табëиöы PT

4
, так как все исправные ìо-

äуëи уже испоëняëи поäобные функöии, ìоäуëü 3 за-
кон÷ит проöесс äиаãностирования и переøëет в ДМ
табëиöу PT

4 
äëя обработки поëу÷енных резуëüтатов

проверок.
Дëя обработки и äеøифраöии резуëüтатов ДМ пе-

реписывает их из табëиöы PT
4
 в заранее заãотовëеннуþ

Таблица 2

Èíôîðìàöèÿ ê Ïðèìåðó

Строка T
j

Проверяþщий ìоäуëü Проверяеìые поäсистеìы U
j,i,k

, оöенки их проверок

m
j

U
j,i1,k1

r
j,i1,k1

U
j,i2,k2

r
j,i2,k2

U
j,i3,k3

r
j,i3,k3

Строки с резуëüтатаìи контроëя 

T
5

5 (5-12), 12, 
(12-7), 7

1 (5-9), 9, 
(9-4), 4

0 (5-14), 14, 
(14-6), 6

1

T
4

4 (4-13), 13, 
(13-3), 3

1 (4-11), 11, 
(11-6), 6

1 (4-9), 9, 
(9-1), 1

0

Табëиöа PT
4

T
4

4 (4-13), 13, 
(13-3), 3

1 (4-11), 11, 
(11-6), 6

1 (4-9), 9, 
(9-1), 1

0

T
1

1 (1-8), 8, 
(8-2), 2

1 (1-9), 9, 
(9-5), 5

0 (1-10), 10, 
(10-7), 7

0

T
5

5 (5-12), 12, 
(12-7), 7

1 (5-9), 9, 
(9-4), 4

0 (5-14), 14, 
(14-6), 6

1

T
7

7 (7-10), 10, 
(10-6), 6

1 (7-12), 12, 
(12-2), 2

0 (7-13), 13, 
(13-3), 3

0

T
2

2 (2-11), 11, 
(11-4), 4

0 (2-8), 8, 
(8-1), 1

1 (2-12), 12, 
(12-5), 5

1

T
3

3 (3-14), 14, 
(14-5), 5

0 (3-13), 13, 
(13-4), 4

1 (3-8), 8, 
(8-2), 2

1
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äиаãности÷ескуþ табëиöу T
D
 [2]. В табë. 3, а и 3, б

преäставëены äве ÷асти табëиöы T
D
 посëе обработки

резуëüтатов из табëиöы PT
4
 (сì. табë. 2). Поясниì

структуру этих табëиö. В кëетках ëевоãо стоëбöа пере-
÷исëены коìпоненты проверяеìых поäсистеì U

j,i,k
,

взятые из соответствуþщих кëеток табëиöы состава T
S

(сì. табë. 1), а кëетки сëеäуþщеãо стоëбöа преäназна-

÷ены äëя записи оöенок r
j,i,k

 проверок этих поäсистеì,

поëу÷енных в проöессе äиаãностирования. Посëеäуþ-
щие стоëбöы T

D
 обозна÷ены сиìвоëаìи оäино÷ных

коìпонентов систеìы Q
7,3

: проöессоры — сиìвоëаìи u

с ноìераìи 1 — 7, бëоки паìяти — сиìвоëаìи u с но-
ìераìи 8 — 14, ëинии связи — сиìвоëаìи l с ноìера-
ìи на÷аëüной и коне÷ной верøин. Нетруäно заìетитü,

Таблица 3а

Äèàãíîñòè÷åñêàÿ òàáëèöà T
D

Проверяеìые 

поäсистеìы 
U

j,i,k

r
j,i,k

Коìпоненты систеìы

u5
l5-

12
u12

l12-

7
u7

l7-

10
u10

l10-

6
u6 u8

l1-

10

l1-

8
u2

l2-

8
u11

l11-

2

l11-

4
u4

(5-12), 12, 
(12-7), 7

1 1 1 1 1

(5-9), 9,
(9-4), 4

0 0

(5-14), 14, 
(14-6), 6

1 1

(7-10), 10, 
(10-6), 6

1 1 1 1 1

(7-12), 12, 
(12-2), 2

0 0 0 0

(7-13), 13, 
(13-3), 3

0

(6-14), 14, 
(14-3), 3

—

(6-11), 11, 
(11-2), 2

— * * *

(6-10), 10, 
(10-1), 1

— * * *

(3-13), 13, 
(13-4), 4

1 1

(3-14), 14, 
(14-5), 5

0 0

(3-8), 8, 
(8-2), 2

1 1 1 1

(4-11), 11, 
(11-2), 2

0 0 0 0 0

(4-13), 13, 
(13-3), 3

1

(4-9), 9, 
(9-1), 1

0

(2-8), 8, 
(8-1), 1

1 1 1 1

(2-11), 11, 
(11-4), 4

0 0 0 0 0

(2-12), 12, 
(12-5), 5

1 1 1 1

(1-9), 9, 
(9-5), 5

0 0

(1-8), 8, 
(8-2), 2

1 1 1 1 1

(1-10), 10, 
(10-7), 7

0 0 0 0 0

A
0

0 — 0 0 0 0 0 — — — 0 — 0 — 0 0 0 0

A
1

— 1 — — — — — — 1 1 — — — — — — — —

A
Z

— — — — — — — Z — — — Z — Z — — — —
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÷то в стоëбöе U
j,i,k

 проверяеìых поäсистеì кажäая ëи-

ния показана äважäы: в пряìоì и инверсноì направ-
ëении, наприìер (5—12) и (12—5), (12—7) и (7—12) и
т. ä. Оäнако в списке отäеëüных коìпонентов кажäая
из ëиний записана оäин раз äëя сокращения øирины
табë. 3, а и 3, б.

Вхожäение коìпонента u
k
 (l

j-i
) в состав поäсистеìы

U
j,i,k

, привеäенной в ëевоì стоëбöе табëиöы T
D
, отìе-

÷ается знакоì «*», поставëенныì в кëетку на пересе÷е-
нии стоëбöа u

k
, (l

j—i
) и строки U

j,i,k
. (Так как в табë. 3, а

и 3, б показаны резуëüтаты обработки инфорìаöии из
PT

4
, то знаки «*» остаëисü тоëüко в тех трех строках,

äëя которых нет оöенок проверок этих поäсистеì.)
В нижней ÷асти табëиöы T

D
 нахоäятся три строки

A
0
, A

1
 и A

Z
, преäназна÷енные äëя записи резуëüтатов

обработки поëу÷енной инфорìаöии.

Таблица 3б

Äèàãíîñòè÷åñêàÿ òàáëèöà T
D

Проверяе-
ìые поä-
систеìы 

U
j,i,k

r
j,i,k

Коìпоненты систеìы

u13
l4-

13
u3

l6-

11

l3-

14
u14

l14-

5
l3-8 u9 l9-1

l3-

13
u1 l4-9 l5-9

l6-

14

l2-

12

l7-

13

(5-12), 12, 
(12-7), 7

1

(5-9), 9,
(9-4), 4

0 0 0 0

(5-14), 14, 
(14-6), 6

1 1 1 1

(7-10), 10, 
(10-6), 6

1

(7-12), 12, 
(12-2), 2

0 0

(7-13), 13, 
(13-3), 3

0 0 0 0 0

(6-14), 14, 
(14-3), 3

— * * * *

(6-11), 11, 
(11-2), 2

— *

(6-10), 10, 
(10-1), 1

— *

(3-13), 13, 
(13-4), 4

1 1 1 1

(3-14), 14, 
(14-5), 5

0 0 0 0

(3-8), 8, 
(8-2), 2

1 1

(4-11), 11, 
(11-2), 2

0

(4-13), 13, 
(13-3), 3

1 1 1 1 1

(4-9), 9, 
(9-1), 1

0 0 0 0 0

(2-8), 8, 
(8-1), 1

1 1

(2-11), 11, 
(11-4), 4

0

(2-12), 12,
(12-5), 5 1 1

(1-9), 9, 
(9-5), 5

0 0 0 0

(1-8), 8, 
(8-2), 2

1 1

(1-10), 10, 
(10-7), 7

0

A
0

0 — 0 — 0 0 0 — 0 0 0 0 0 0 — 0 0

A
1

— 1 — — — — — — — — — — — — — — —

A
Z

— — — Z — — — Z — — — — — — Z — —
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Обработка записей из табëиöы PT
4
 закëþ÷ается в

сëеäуþщеì:

� из строк T
4
, T

1
 и T

3
 табëиöы PT

4
 выäеëены оöенки

резуëüтатов проверок r
4,13,3

 = 1, r
4,11,6

 = 1, r
4,9,1

 = 0, ...,

r
3,14,5

 = 0, r
3,13,4

 = 1, r
3,8,2

 = 1 и записаны в соответс-

твуþщие кëетки стоëбöа r
j,i,k

 табë. 3, а и 3, б, три

кëетки этоãо стоëбöа запоëнены про÷еркаìи «—»; в
этих строках и сохраниëисü знаки «*»;

� зна÷ения 0 и 1, записанные в стоëбöе r
j,i,k

, переписаны

в кëетки той же строки U
j,i,k

, отìе÷енные знакоì «*»;

� запоëнены про÷еркаìи «—» кëетки строк A
0
, A

1
, A

Z
;

� посëе этоãо в кëетки этих строк записаны резуëüтаты
äиаãностирования в соответствии со сëеäуþщиìи
правиëаìи:

— в k-þ кëетку строки A
0
 записан нуëü, есëи в вы-

øеëежащих кëетках этоãо стоëбöа естü хотя бы
оäин нуëü;

— в кëетки на пересе÷ении строки A
1
 и стоëбöов,

озаãëавëенных сиìвоëаìи верøин u6 и u8, запи-
саны еäиниöы, так как в выøеëежащих кëетках
этих стоëбöов естü хотя бы оäна еäиниöа и нет
ни оäноãо нуëя;

— в кëетки на пересе÷ении строки A
1
 и стоëбöов,

озаãëавëенных сиìвоëаìи äуã l(5—12), l(4—13)
записаны еäиниöы, так как в этих стоëбöах нет
ни оäноãо нуëя и кажäая из верøин, которые
связываþт эти ëинии, исправна (в соответствуþ-
щих кëетках строки A

0
 записан нуëü),

— в øести кëетках строки A
Z
, озаãëавëенных сиì-

воëаìи äуã l(j—i), записан сиìвоë Z, так как хо-
тя бы оäна из верøин ( j иëи i), которые связы-
вает кажäая из этих ëиний, поäозревается в от-
казе (в соответствуþщей кëетке строки A

1
 запи-

сана еäиниöа);

� расøифровка поëу÷енных записей в строках A
0
, A

1
 и

A
Z
 äает сëеäуþщие äиаãности÷еские закëþ÷ения:

— исправны 25 коìпонентов, ноìера которых оп-
реäеëяþтся ìестопоëожениеì нуëевых записей в
строке A

0
;

— в соответствии с ìестопоëожениеì еäиниö в
строке A

1
 поäозреваþтся в отказе проöессор 6,

бëок паìяти 8, ëинии связи (5—12) и (4—13),
÷то совпаäает с ноìераìи коìпонентов в исхоä-
ной отказовой ситуаöии;

— в соответствии с ìестопоëожениеì сиìвоëов Z в
строке A

Z
 остаëисü неопреäеëенныìи состояния

ëиний (10—6), (1—8), (2—8), (6—11), (3—8),
(6—14), так как их проявëения «ìаскируþтся»
неисправныì состояниеì оäной из верøин
(6 иëи 8), которые они соеäиняþт.

Такиì образоì, иäентифиöированы состояния 29-ти
из 35-ти коìпонентов систеìы Q

7,3
.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Особенностü öифровых систеì (ЦС) со струк-
турой в виäе сиììетри÷ноãо äвуäоëüноãо ãрафа
состоит в наëи÷ии коìпонентов разных типов, на-

приìер, проöессоров и бëоков паìяти. Неоäно-
роäностü коìпонентов ЦС поäобной структуры не
позвоëяет впряìуþ приìенятü ìетоäы систеìноãо
äиаãностирования, разработанные äëя оäнороä-
ных ЦС.

Преäëожен способ äиаãностирования коìпо-
нентов ЦС со структурой в виäе сиììетри÷ноãо
äвуäоëüноãо ãрафа, в основе котороãо ëежит объ-
еäинение связанных разнотипных устройств на
этапах контроëя и äиаãностирования в проверяе-
ìые поäсистеìы оäинаковоãо состава. С у÷етоì
поëу÷енной такиì образоì оäинаковости состава
проверяеìых поäсистеì разработана орãанизаöия
äиаãностирования отказавøих коìпонентов в ЦС
поäобной структуры.

Показан приìер орãанизаöии äиаãностирова-
ния отказавøих коìпонентов в систеìе, состоя-
щей из сеìи проöессоров и сеìи бëоков паìяти;
требуеìая то÷ностü äиаãностирования — äо отäе-
ëüноãо коìпонента ЦС: проöессор, паìятü и ëи-
ния связи ìежäу ниìи. В äанноì приìере поëу÷ен
правиëüный резуëüтат: äиаãноз совпаäает с исхоä-
ной отказовой коìбинаöией из ÷етырех коìпо-
нентов. Но ìожно поäобратü такие со÷етания не-
исправных коìпонентов, äиаãноз которых äаст не-
то÷ный иëи неправиëüный резуëüтат. Работы по
опреäеëениþ ìеры äиаãностируеìости (÷исëа пра-
виëüно äиаãностируеìых отказавøих коìпонен-
тов, распоëоженных произвоëüныì образоì) äëя
ЦС поäобной структуры неизвестны.
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ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÍÅÌÀÐÊÎÂÑÊÈÕ 
ÑÅÒÅÉ ÌÀÑÑÎÂÎÃÎ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß

Â.Í. Çàäîðîæíûé

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Произвоäитеëüностü орãанизаöионно-техни÷ес-
ких систеì, преäназна÷енных äëя обработки иëи
обсëуживания äискретных потоков каких-ëибо
оäнотипных еäиниö (заявок), ÷асто оöенивается
по вреìени прохожäения заявок ÷ерез эти систе-
ìы. Унифиöированныì форìаëизованныì преä-
ставëениеì поäобных систеì выступает сетü ìас-
совоãо обсëуживания (CeMO) со статисти÷ески
оäнороäныìи заявкаìи — оäнороäная сетü [1].

В виäе CeMO траäиöионно преäставëяþтся, на-
приìер, инфорìаöионно-вы÷исëитеëüные систеìы
[1—5]. Заявки рассìатриваþтся как переäаваеìые
сообщения иëи как поëüзоватеëüские запросы, об-
рабатываеìые ресурсаìи систеìы. Вреìя прохож-
äения заявки ÷ерез CeMO буäеì называтü вреìенеì
ответа. Среäнее вреìя ответа E зависит от распре-
äеëения иìеþщихся ресурсов сети ìежäу ее узëаìи.

В посëеäние ãоäы успеøно развиваþтся ìетоäы
оптиìизаöии ìарковских [1, 2] CeMO — сетей с
экспоненöиаëüныìи распреäеëенияìи вреìени об-
сëуживания заявок и (есëи сетü не заìкнута) с пу-
ассоновскиìи вхоäныìи потокаìи. Заäа÷а опти-
ìаëüноãо распреäеëения ресурса заìкнутой ìар-
ковской сети своäится к систеìе неëинейных
уравнений, эффективно реøаеìой ÷исëенныìи ìе-
тоäаìи [1]. Реøается заäа÷а оптиìизаöии заìкну-
тых ìарковских сетей с нескоëüкиìи кëассаìи
сообщений [6]. В работах [1, 7] äëя неìарковских
сетей рассìатриваþтся ìетоäы прибëиженноãо
рас÷ета, основанные на аппроксиìаöии произ-
воëüных распреäеëений распреäеëенияìи, äопус-
каþщиìи раöионаëüное преобразование Лапëаса.
Оäнако этот путü сопряжен со зна÷итеëüныìи вы-
÷исëитеëüныìи труäностяìи äаже äëя оäновари-
антноãо рас÷ета сетей с небоëüøиì ÷исëоì узëов
(особенно есëи прихоäится аппроксиìироватü

распреäеëения сëу÷айных веëи÷ин, оãрани÷енных
узкиìи äиапазонаìи возìожных зна÷ений [8]).
В работе [9] преäпринята попытка реøения заäа÷
оптиìизаöии неìарковских CeMO путеì аппрок-
сиìаöии их узëов анаëити÷ескиìи выраженияìи,
у÷итываþщиìи первые äва ìоìента вреìени об-
сëуживания и интерваëов поступëения заявок в уз-
ëы, с у÷етоì ìежузëовых взаиìоäействий. Оäнако
äо реøения оптиìизаöионных заäа÷ эта работа не
äовоäится.

Такиì образоì, в общеì сëу÷ае äëя оптиìиза-
öии неìарковских сетей прихоäится испоëüзоватü
иìитаöионное ìоäеëирование (ИМ). При этоì ес-
ëи заäа÷а оптиìизаöии соäержит боëее äвух-трех
независиìых переìенных, то ее реøение стано-
вится практи÷ески невозìожныì без привëе÷ения
ãраäиентных ìетоäов. Но рас÷ет ãраäиентов в ИМ
существенно затруäняется стохасти÷еской поã-

реøностüþ вы÷исëяеìых оöенок  откëика E
[7, 10]. Известные ìетоäы [7, 11—13] реøения
этой пробëеìы ëибо приãоäны тоëüко при ИМ
изоëированных систеì ìассовоãо обсëуживания
[7, 12, 13] и не распространяþтся на CeMO, ëибо
их теорети÷ески возìожное приìенение к СеМО
на практике привоäит к зна÷итеëüныì труäно-
стяì. Наприìер, приìенениþ ìетоäов, опираþ-
щихся на иìитаöиþ боëüøоãо ÷исëа периоäов ре-
ãенераöии [11—14] препятствует то обстоятеëü-
ство, ÷то в СеМО, как правиëо, эти периоäы
бываþт практи÷ески бесконе÷ныìи. Успеøные
приìенения поäобных ìетоäов оãрани÷иваþтся
кëассаìи СеМО, у÷итываþщиìи спеöифику кон-
кретных сетевых объектов при конкретных äиапа-
зонах их параìетров [3].

Дëя заäа÷и оптиìаëüноãо распреäеëения ресур-
са по узëаì оäнороäной неìарковской СеМО в
статüе преäëаãается ìетоä, позвоëяþщий эффек-
тивно реøатü пробëеìу ãраäиентов путеì приìе-

Преäëожен новый эффективный анаëитико-иìитаöионный ìетоä оптиìизаöии неìар-

ковских сетей ìассовоãо обсëуживания. Экспериìентаëüно оöенена скоростü схоäиìос-

ти и то÷ностü ìетоäа. Даны практи÷еские рекоìенäаöии по еãо приìенениþ.

Ключевые слова: сетü ìассовоãо обсëуживания, оптиìизаöия, анаëитико-иìитаöионное ìоäеëиро-
вание.
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нения простой сепарабеëüной аппроксиìаöии öе-
ëевой функöии.

Даëее форìуëируется реøаеìая заäа÷а.

1. ÇÀÄÀ×À ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÍÅÌÀÐÊÎÂÑÊÎÉ ÑÅÒÈ

Рассìотриì сна÷аëа открытую сетü, в которуþ
поступает рекуррентный поток заявок с интенсив-
ностüþ Λ. Интерваëы поступëения заявок — неза-
висиìые сëу÷айные веëи÷ины (сë. в.) с функöией
распреäеëения вероятностей (ф. р. в.) A(t). Заявка
из вхоäноãо потока сети с вероятностüþ p0i попа-

äает в i-й узеë, i = . В ëþбоì из K
i
 канаëов i-ãо

узëа вреìя обсëуживания заявки (независиìая
сë. в.) иìеет ф. р. в. B

i
(t). Посëе обсëуживания в

i-ì узëе заявка сëу÷айно и независиìо, в соответ-
ствии с заäанныìи перехоäныìи вероятностяìи
p

ij
, выбирает оäин из узëов j äëя проäоëжения

своеãо ìарøрута иëи, с вероятностüþ p
i0
, ухоäит из

сети. Вероятности p
ij
 (i, j = ) заäаþтся нераз-

ëожиìой стохасти÷еской ìатриöей P = ||p
ij
||.

Стаöионарное среäнее вреìя E прохожäения
заявки ÷ерез сетü (среäнее вреìя ответа) ìожно
преäставитü в виäе:

E = α
i
u

i
 = α

i
(w

i
 + b

i
) = α

i
, (1)

ãäе α
i
 — среäнее ÷исëо посещений i-ãо узëа заяв-

кой за вреìя ее прохожäения ÷ерез сетü, u
i
 — среä-

нее вреìя пребывания заявки в i-ì узëе, w
i
 — среä-

нее вреìя ожиäания заявки в о÷ереäи i-ãо узëа,
b

i
— среäнее вреìя обсëуживания заявки в i-ì уз-

ëе, μ
i
 =  — интенсивностü обсëуживания заявки

канаëоì i-ãо узëа.
Коэффиöиенты α

i
 оäнозна÷но опреäеëяþтся из

систеìы уравнений баëанса:

α
i
 = α

j
p

ji
,  i = ,  α0 ≡ 1.

Через коэффиöиенты α
i
 посëеäоватеëüно опре-

äеëяþтся интенсивности λ
i
 = Λ•α

i
 вхоäных пото-

ков узëов, их коэффиöиенты заãрузки ρ
i
 = λ

i
/(μ

i
K

i
),

и проверяþтся усëовия стаöионарности ρ
i
 m 1 (иëи

μ
i
 l λ

i
/K

i
), i = . Зна÷ения w

i
 в форìуëе (1) оп-

реäеëяþтся посреäствоì ИМ.
Есëи сетü замкнута, то вхоäной поток заявок

отсутствует (параìетр Λ не заäается), и в сети öир-
куëирует заäанное постоянное ÷исëо заявок R. За-
верøениеì öикëа обсëуживания заявки с÷итается

ее перехоä по некоторой «терìинаëüной» äуãе с
«выхоäа» на «вхоä» сети. Среäнее вреìя ответа E
заìкнутой сети (среäнее вреìя öикëа обсëужива-
ния) также опреäеëяется форìуëой (1) и ìожет
вы÷исëятüся посреäствоì ИМ.

Теперü рассìотриì сëеäуþщуþ обобщеннуþ
версиþ сфорìуëированной в работе [1] заäа÷и оп-
тиìизаöии оäнороäной заìкнутой экспоненöи-
аëüной (ìарковской) сети.

Стоиìостü (ресурс) M оäнороäной сети как
функöия вектора µ = (μ

1
, ..., μ

n
) интенсивностей

обсëуживания в узëах i =  заäается в виäе

M(µ) = c
i

, ãäе c
i
 — стоиìостные коэффиöи-

енты, β
i
 > 0 — коэффиöиенты неëинейности. Тре-

буется найти вектор µ = µ
opt

, äоставëяþщий ìини-

ìуì функöии E = E(µ):

E(µ) = α
i

 → , (2)

и принаäëежащий сëеäуþщей обëасти äопустиìых
реøений (ОДР):

M(µ) = c
i

 = M *,  μ
i
 l μ

imin,  i = , (3)

ãäе äëя открытой сети μ
imin

 = λ
i
/K

i
 (ãраниöа обëас-

ти стаöионарности), а äëя заìкнутой μ
imin = 0. Дëя

ресурса M * в выражении (3) äоëжно выпоëнятüся
усëовие M * l M

min
, ãäе äëя открытой сети M

min
 =

= c
i

 = c
i
(λ

i
/K

i
)βi, а äëя заìкнутой M

min
 = 0.

В заäа÷е (2), (3) иìеется в виäу, ÷то изìенение ëþ-
бой интенсивности μ

i
 привоäит к изìенениþ среä-

неãо b
i
 =  и к соответствуþщеìу ìасøтабноìу

изìенениþ ф. р. в. B
i
(t). Виä ф. р. в. B

i
(t) не изìе-

няется, поскоëüку ассоöиируется со сëу÷айной
труäоеìкостüþ заявок, тоãäа как варüируеìый па-
раìетр μ

i
 опреäеëяется произвоäитеëüностüþ ка-

наëов i-ãо узëа.

2. ÎÁÙÀß ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ È ÎÏÎÐÍÛÅ ÝËÅÌÅÍÒÛ
ÌÅÒÎÄÀ «ÍÀÏÐÀÂËßÞÙÈÕ ÃÈÏÅÐÁÎË»

Преäëаãаеìый ìетоä реøения заäа÷и (2), (3)
состоит из äвух этапов.

Этап I: ускоренный ãраäиентный поиск то÷ки
µopt методом «направляющих гипербол» (НГ), ис-

поëüзуþщиì ИМ сети и сепарабеëüнуþ аппрокси-
ìаöиþ öеëевой функöии (название ìетоäа отра-
жает роëü и виä функöий оäноãо переìенноãо —
сëаãаеìых этой аппроксиìаöии).

1 n,

0 n,

i 1=

n

∑
i 1=

n

∑
i 1=

n

∑ wi
1
μi

-----+⎝ ⎠
⎛ ⎞

bi
1–

j 0=

n

∑ 0 n,

1 n,

1 n,

i 1=

n

∑ μi

βi

i 1=

n

∑ wi μ( ) 1
μi

-----+⎝ ⎠
⎛ ⎞

: min
μ:

i 1=

n

∑ μi

βi 1 n,

i 1=

n

∑ μimin

β
i

i 1=

n

∑

μi
1–
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Этап II (не обязатеëüный): уто÷нение найäен-
ноãо реøения ìетоäоì öикëи÷ескоãо покоорäи-
натноãо спуска [15] (ìоäифиöированныì), не ис-
поëüзуþщиì аппроксиìаöий.

Преäëаãаеìый в настоящей статüе ìетоä реøе-
ния заäа÷и (2), (3) испоëüзует уто÷неннуþ версиþ
преäëоженной в работе [16] аппроксиìаöии фун-

кöии E(µ). Аппроксиìаöия E ap(µ) среäнеãо вреìе-
ни ответа E(µ) на кажäой итераöии k l 2 поиска
оптиìаëüноãо реøения µ

opt
 форìируется по ре-

зуëüтатаì ИМ сети в то÷ках µ = µk – 1 и µ = µk и
приìеняется äëя опреäеëения сëеäуþщей то÷ки

µ = µk + 1.
Опреäеëиì опорные эëеìенты ìетоäа НГ.
Центр µ

c
 ОДР (3) при ресурсе M * > Mmin опре-

äеëяется усëовиеì равной заãрузки узëов: ρ
i
 =

= λ
i
/(μ

i
K

i
) = α

i
λ0/(μi

K
i
) = ρ

c
, i = , ãäе λ0 — ин-

тенсивностü на терìинаëüной äуãе (äëя открытой
сети λ0 = Λ). Отсþäа μ

i
 = (α

i
λ0)/(Ki

ρ
c
), μ

i
/μ1 =

= (α
i
/K

i
)(K1/α1) и μ

i
 = (α

i
/K

i
)(K1/α1)μ1. Поäставëяя

посëеäнее выражение μ
i
 в форìуëу (3), иìееì:

c
i

 = M *,  μ
i
 = (α

i
/K

i
)(K

1
/α

1
)μ

1
,

i = . (4)

Отсþäа ÷исëенныìи ìетоäаìи ëеãко нахоäится
еäинственный поëожитеëüный коренü μ

1
, опреäе-

ëяþщий все остаëüные коорäинаты μ
i
 öентра µ

c

ОДР. Есëи сетü открытая, то в öентре µ
c
 сразу оп-

реäеëяþтся все ρ
i
 = ρ

c
 m 1, i = .

Есëи все β
i
 = 1, то из форìуëы (4) коорäинаты

öентра ОДР ìожно выразитü явно:

μ
i
 = M *(α

i
/K

i
) ,  i = .

Открытая сетü иìеет в öентре µ
c
 ìаксиìуì про-

пускной способности V(µ), опреäеëяеìой äëя нее

как V(µ) = max{Λ: ρ
i
 = α

i
Λ/(μ

i
K

i
) m 1, i = }.

Диаметр D ОДР опреäеëиì как äëину ìакси-
ìаëüноãо из äиапазонов варüирования переìен-
ных μ

i
: D = max{l

i
}, ãäе l

i
 = μ

imax
 – μ

imin
 и, соãëасно

форìуëе (3), μ
imax

 = M * – c
j

,

i = .

Малый шаг разìероì, наприìер, D•10–4, буäеì
приìенятü при построении и сканировании траек-
торий на поверхности оãрани÷ений, опреäеëяеìой
уравнениеì (3). Шаã выбирается с у÷етоì требо-
ваний к то÷ности оптиìизаöии.

Аппроксимация E
ap(µ) öеëевой функöии E(µ),

испоëüзуеìая äëя прибëиженноãо вы÷исëения ãра-
äиента, преäставëяет собой сепарабеëüнуþ функ-
öиþ варüируеìых переìенных μ

i
:

E
ap(µ) = α

i
,

ãäе W
i
(μ

i
) = (5)

и на кажäоì øаãе k оптиìизаöии заново настраи-
вается (посреäствоì коэффиöиентов R

i
 и S

i
) по

оöенкаì  и  среäнеãо вреìени ожиäания,

найäенныì äëя узëов i =  с поìощüþ ИМ сети

в то÷ках µ = µk – 1 и µ = µk. При  ≠  выра-

жение R
i
/(μ

i
 – S

i
) в форìуëе (5) аппроксиìирует

соответствуþщуþ функöиþ w
i
(µ)в выражении (2)

так, ÷то еãо зна÷ение в то÷ках µ = µk – 1 и µ = µk сов-

паäает с оöенкаìи  ≈ w
i
(µk – 1) и  ≈ w

i
(µk).

Такиì образоì, иìееì R
i
/(  – S

i
) =  и

R
i
/(  – S

i
) = , откуäа

S
i
 = ,  R

i
 = (  – S

i
),

i = , (6)

(верхний инäекс зäесü везäе соответствует øаãу
оптиìизаöии).

При  =  рас÷ет зна÷ений R
i
 и S

i
 в фор-

ìуëе (5) не нужен, но äëя опреäеëения валидной
части [L] (сì. äаëее) поëаãаеì S

i
 → ×. Такая на-

стройка функöии Eap(µ) обеспе÷ивает ее совпаäе-

ние с öеëевой функöией E(µ) в то÷ках µk – 1 и µk

(с то÷ностüþ äо стохасти÷еской поãреøности оöе-
нок ИМ). В äруãих то÷ках µ то÷ностü аппроксиìа-

öии Eap(µ) теì хуже, ÷еì они äаëüøе от то÷ек µk – 1

и µk, и ÷еì «ìенее сепарабеëüна» E(µ), т. е. ÷еì
сиëüнее изìенение интенсивностей μ

i
 в оäних уз-

ëах вëияет на среäнее вреìя w
j
 в äруãих (i ≠ j).

Градиент ∇E
ap(µ) в то÷ке µ = µk естü аппрокси-

ìаöия ãраäиента ∇E(µ) в этой то÷ке, и вы÷исëяет-
ся с поìощüþ выражения, поëу÷енноãо äиффе-
ренöированиеì выражения (5):

∇E
ap(µk) = , (7)

1 n,

i 1=

n

∑
αi

Ki

-----

K1

α1

------ μ1⋅ ⋅⎝ ⎠
⎛ ⎞ βi

2 n,

1 n,

cjαj/Kj
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n

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
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⎝
⎛

j i≠
∑ μjmin
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⎠
⎞ ci
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n

∑ Wi μi( ) 1
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⎛ ⎞
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μi Si–
--------------- есëи wˆ i

k
wˆ i

k 1–
,≠,

wˆ i
k
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ãäе  =  i = .

Валидная часть [L] исхоäящей из то÷ки µk тра-

ектории L поиска то÷ки µk + 1 ëежит ìежäу µk и
первой на L то÷кой µ, у которой какая-ëибо коор-
äината μ

i
 äостиãает ãраниöы ОДР μ

i
 = μ

imin
 иëи по-

ëþса μ
i
 = S

i
 аппроксиìаöии (5).

Привеäеì поøаãовое описание ìетоäа НГ с
рас÷етныìи форìуëаìи.

3. ÌÅÒÎÄ «ÍÀÏÐÀÂËßÞÙÈÕ ÃÈÏÅÐÁÎË»

Начальная фаза оптимизации. Заäаеì ÷исëо ите-
раöий N > 2 (выбирается с у÷етоì äопустиìых за-

трат ìаøинноãо вреìени) и äве то÷ки µ1 = µ
c
 и

µ
2 ≠ µ

1, принаäëежащие ОДР (3). С поìощüþ ИМ
вы÷исëяеì в этих то÷ках оöенки среäнеãо вреìени

ответа  и , и, соответственно, оöенки среä-

неãо вреìени ожиäания ( , ..., ), ( , ..., )

в узëах 1, ..., n. Поëаãаеì k = 2.

Основной цикл. Известны то÷ки µk – 1 и µk с оöен-

каìи ( , ..., ),  и ( , ..., ),  от-

кëиков ( , ..., ), Ek – 1 и ( , ..., ), Ek.

1. Испоëüзуя оöенки ( , ..., ) и ( , ...,

), нахоäиì по форìуëаì (6) коэффиöиенты R
i
 и

S
i
, i = , аппроксиìаöии Eap(µ).

Вы÷исëяеì ãраäиент (7) функöии Eap. Направ-

ëение –∇E
ap(µk) наискорейøеãо убывания функ-

öии Eap(µ) проеöируеì на поверхностü оãрани÷е-

ний (3). Есëи β
i
 = 1 äëя всех i = , то поверхностü

(3) явëяется ãиперпëоскостüþ, и проекöия L на нее

направëения вектора –∇E
ap(µk) естü направëение

вектора –∇ (µk) = –∇E
ap(µk) + n(n∇E

ap(µk)) = e,

ãäе n = c/|c | — норìаëü к ãиперпëоскости оãрани-
÷ений, c = (c

1
, ..., c

n
) — вектор стоиìостных ко-

эффиöиентов, |x | — äëина вектора x. Ваëиäная

÷астü [L] проекöии L оãрани÷ена то÷каìи µk и

µ = µ
k + he, ãäе h = min{h

1
, h

2
},

h1 = min{h1i: h1i > 0; i = },

h2 = min{h2i: h2i
 > 0; i = },

h1i = –(  – μ
imin)/ei

,  h2i = –(  – S
i
)/e

i
,

i = .

Есëи не все β
i
 равны 1, то проекöиþ L направ-

ëения антиãраäиента строиì поøаãово, как исхо-

äящуþ из то÷ки µk ëоìануþ, узëы µ которой сутü
проекöии на поверхностü (3) равноотстоящих с

ìаëыì øаãоì то÷ек направëения –∇E
ap(µk). Дëя

кажäоãо о÷ереäноãо узëа µ проверяþтся усëовия

еãо ваëиäности μ
i
 > μ

imin
 и (μ

i
 – S

i
)(  – S

i
) > 0,

i = . Равенство знаков разностей (μ
i
 – S

i
) и

( – S
i
) озна÷ает, ÷то коорäината μ

i
 текущеãо узëа

µ траектории L и коорäината  на÷аëüной ее то÷-

ки µk нахоäятся по оäну сторону от поëþса S
i
 ап-

проксиìаöии. Построение [L] заверøается поëу-
÷ениеì и отбрасываниеì первоãо неваëиäноãо
узëа ëибо выяснениеì, ÷то о÷ереäная то÷ка в на-

правëении антиãраäиента –∇E
ap(µk) уже не иìеет

проекöии на поверхностü оãрани÷ений.

2. В ка÷естве сëеäуþщей то÷ки µk + 1 выбираеì
реøение (поëу÷аеìое ìетоäоì сканирования) заäа-

÷и оäноìерной оптиìизаöии Eap(µ) → min, µ ∈ [L].
3. Поëаãаеì k = k + 1. С поìощüþ ИМ вы÷ис-

ëяеì оöенки ( , ..., ) и . Есëи k < N, то пе-

рехоäиì к øаãу 1, ина÷е — к øаãу 4.

4. То÷ку µ* ∈ {µ1, ..., µN} с оöенкой (µ*) =

= min{ , ..., } приниìаеì в ка÷естве прибëи-
женноãо реøения заäа÷и. Конец алгоритма.

4. ÓÑÊÎÐÅÍÍÛÉ ÏÎÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÛÉ ÑÏÓÑÊ
(ÂÒÎÐÎÉ ÝÒÀÏ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ)

Поãреøностü первоãо этапа (ìетоäа НГ) вкëþ-
÷ает в себя äве составëяþщие: стохастическую и
детерминированную. Стохасти÷еская составëяþ-
щая контроëируется рас÷етоì äоверитеëüных ин-

терваëов äëя оöенок ( , ..., ) и , и ее ìожно

снижатü путеì уäëинения проãонов ìоäеëи. Де-
терìинированная составëяþщая обусëовëена при-

ìенениеì сепарабеëüной аппроксиìаöии E
ap(µ)

äëя несепарабеëüной (в общеì сëу÷ае) функöии
E(µ). Это привоäит к тоìу, ÷то реøение µ*, най-
äенное ìетоäоì НГ, отëи÷ается от искоìоãо µ

opt

äаже при усëовии поëноãо устранения стохасти-
÷еских поãреøностей оöенок ИМ. Поэтоìу реøе-
ние µ* в общеì сëу÷ае öеëесообразно уто÷нятü
(иëи проверятü) ìетоäоì, не испоëüзуþщиì ап-

проксиìаöиþ Eap(µ).
Дëя этоãо на второì этапе оптиìизаöии в ок-

рестности реøения µ* опреäеëяется 2(n – 1) про-
бных то÷ек, кажäая из которых отëи÷ается от µ*

ëиøü оäной из (n – 1) «свобоäных» коорäинат μ
i

Wi∂
μi∂
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(наприìер, оäной из коорäинат μ
1
, ..., μ

n – 1
) на ве-

ëи÷ину ±Δμ. «Связанная» коорäината пробной
то÷ки (наприìер, μ

n
) опреäеëяется ÷ерез извест-

ные «свобоäные» ее коорäинаты путеì реøения
уравнения (3), ÷тобы обеспе÷итü принаäëежностü
всех пробных то÷ек ОДР. Откëонение Δμ выбира-
ется с у÷етоì äопустиìой поãреøности реøения и
с у÷етоì возìожности наäежноãо сравнения от-
кëиков E(µ) в соответствуþщих то÷ках по их оöен-

каì (µ). Даëее реøение µ* уто÷няется путеì ИМ
сети в пробных то÷ках и заìены µ* теì пробныì
реøениеì µ, äëя котороãо E(µ) < E(µ*). Есëи такое
не нахоäится, проöесс заверøается, ина÷е äëя но-
воãо реøения öикë уто÷нения повторяется. Дëя
искëþ÷ения заöикëивания возврат к пройäенныì
реøенияì запрещается. Дëя ускоренноãо сравне-
ния откëиков E(µ) и E(µ*) с заäанной наäежностüþ

по их оöенкаì (µ) и (µ*) приìеняется ìетоä
«общих сëу÷айных ÷исеë» [10].

5. ÈÑÏÛÒÀÍÈß ÌÅÒÎÄÀ «ÍÀÏÐÀÂËßÞÙÈÕ ÃÈÏÅÐÁÎË»
ÍÀ ÎÒÊÐÛÒÛÕ ÑÅÒßÕ

Поäробно охарактеризоватü возìожности ìе-
тоäа НГ ìожно на приìере оптиìизаöии откры-
той версии тестовой СеМО-1 (рис. 1). Суììар-
ный ресурс M = 30 распреäеëяется зäесü при
c = (c

1
, ..., c

n
) = (K

1
, ..., K

9
) = (1, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 3, 1),

т. е. äëя кажäой систеìы ìассовоãо обсëуживания
стоиìостный коэффиöиент равен ÷исëу ее кана-
ëов. Типы распреäеëений B

i
(t) äëя узëов i = 1, ..., 9

опреäеëены как R, R, R, M, M, E2, E2, E2, R соот-
ветственно, ãäе M — экспоненöиаëüное распреäе-
ëение, R — равноìерное (на отрезке от 0 äо äвух

среäних), Em — эрëанãовское распреäеëение m-ãо
поряäка. Вхоäной поток СеМО-1 пуассоновский и
иìеет интенсивностü Λ = 1. Перехоäные вероят-
ности указаны на рис. 1.

Тестовая сетü СеМО-1 приìеняëасü äëя срав-
нения ìетоäа НГ с базовыì аëãоритìоì оптиìи-
заöии, в котороì ãраäиент расс÷итываëся ìето-
äоì ìаëых приращений. В кажäоì проãоне ìоäеëи
СеМО-1 иìитироваëосü прохожäение ÷ерез сетü
окоëо 1 ìëн. заявок. На рис. 2 привеäена типи÷-
ная траектория изìенений öеëевой функöии в
проöессе оптиìизаöии, выпоëняеìой ìетоäоì
НГ. Прибëижение к то÷ке оптиìуìа происхоäит
за 7—11 øаãов, т. е. ÷исëо эффективных итераöий
бëизко к разìерности n факторноãо пространства.
Вбëизи то÷ки оптиìуìа растут стохасти÷еские
оøибки аппроксиìаöии, перенастраиваеìой по
äвуì сбëижаþщиìся то÷каì факторноãо про-
странства, и происхоäит «отбрасывание» о÷ереä-

ноãо прибëижения µk + 1 от искоìой то÷ки опти-

ìуìа, всëеäствие ÷еãо зна÷ение öеëевой функöии
резко возрастает. Затеì проöесс вновü возвра-
щается к то÷ке оптиìуìа. На рис. 3 показана ти-
пи÷ная траектория зна÷ений öеëевой функöии,
поëу÷аеìая при испоëüзовании базовоãо ìетоäа.
Заìетно выиãрывая у этоãо ìетоäа в ãëубине оп-
тиìизаöии, ìетоä НГ превосхоäит еãо и в быстро-
äействии. Это äостиãается как бëаãоäаря резкоìу
снижениþ ÷исëа итераöий, так и потоìу, ÷то äëя
вы÷исëения ãраäиента на кажäой итераöии в ìе-
тоäе НГ испоëüзуется ëиøü оäин проãон иìитаöи-
онной ìоäеëи, а не (n + 1) проãонов, как в базовоì
ìетоäе. Реøение, опреäеëяеìое äëя СеМО-1 ìе-
тоäоì НГ за 7—11 итераöий, обеспе÷ивает среäнее
вреìя ответа E ≈ 7,49...7,51. Базовый ìетоä за
100...140 итераöий (т. е. за 1000...1400 проãонов ìо-
äеëи) äает боëее сëабый резуëüтат E ≈ 9,3...9,5.

Тестовая заäа÷а реøаëасü также с поìощüþ оп-
тиìизатора OptQuest [17]. Проãраììой OptQuest за

E
ˆ

E
ˆ

E
ˆ

Рис. 1. Тестовый пример СеМО-1. Штриховая дуга соответ-
ствует замкнутой версии сети

Рис. 2. Изменения отклика E в ходе поиска оптимума методом
«направляющих гипербол»
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750...1000 проãонов ìоäеëи, т. е. при стократной
«форе» по вреìени, äостиãается среäнее вреìя от-
вета E ≈ 7,91, также проиãрываþщее резуëüтату ìе-
тоäа НГ.

В боëее поëный набор тестов вкëþ÷ены откры-
тые сети СеМО-2, ..., СеМО-5.

Сетü СеМО-2 отëи÷ается от СеМО-1 ëиøü рав-
ноìерныì на отрезке [0,5; 1,5] распреäеëениеì ин-
терваëов поступëения заявок в сетü. Сетü СеМО-3
состоит из 30-ти узëов и преäставëяет собой кас-
каäное (посëеäоватеëüное) соеäинение трех сетей,
поäобных СеМО-1, усëожненное возвратаìи за-
явок с выхоäов всех каскаäов на их вхоäы и на вхо-
äы преäøествуþщих каскаäов. Сетü СеМО-4 со-
äержит 20 узëов, ее ìарøрутная ìатриöа сфорìи-
рована с поìощüþ äат÷ика сëу÷айных ÷исеë при
собëþäении требования связности сети. Чисëо ка-
наëов в кажäоì узëе также разыãрываëосü как сëу-
÷айное и не превыøаëо øести. Сетü СеМО-5 со-
äержит 100 узëов и иìеет структуру перехоäов,
преäставëеннуþ на рис. 4. Соответствуþщие пере-
хоäные вероятности, ÷исëо канаëов в узëах и виä
законов распреäеëения B

i
(t) опреäеëяëисü äат÷и-

коì сëу÷айных ÷исеë. Кроìе распреäеëений, ис-
поëüзованных в СеМО-2, в СеМО-5 приìеняëисü

сëеäуþщие распреäеëения: эрëанãовское 3-ãо по-
ряäка; треуãоëüное; ãаììа-распреäеëение с пара-
ìетроì форìы α = 2,5; ãиперэкспоненöиаëüные
распреäеëения с коэффиöиентаìи вариаöии (к. в.)
C = 2 и C = 3 и распреäеëения Вейбуëëа с к. в.

C = 2, C = 3 и C = . Посëеäнеìу распреäеëениþ
принаäëежат и интерваëы поступëения заявок в
СеМО-4 и СеМО-5.

В табë. 1 привеäены резуëüтаты оптиìизаöии
этих ÷етырех тестовых сетей с поìощüþ ìетоäа НГ.
Кажäая сетü оптиìизироваëасü äважäы: при рас-
преäеëяеìоì ресурсе M ≈ 1,5M

min
 и при M ≈ 2M

min
.

Вреìя T
M
 итераöии (практи÷ески совпаäаþщее со

вреìенеì проãона ìоäеëи) указано в ìинутах äëя
äвухяäерной ПЭВМ с тактовой ÷астотой проöес-
сора 2 ГГö и объеìоì оперативной паìяти 0,97 ГБ.

Как виäно из табë. 1, при ÷исëе узëов и кана-
ëов, äостиãаþщеì сотен (СеМО-5), коãäа высокие
затраты вреìени на иìитаöиþ существенно оãра-
ни÷иваþт возìожностü увеëи÷ения ÷исëа итера-
öий, ìетоä НГ позвоëяет äостиãатü зна÷итеëüноãо
сокращения вреìени E при ÷исëе итераöий N,
ìенüøеì разìерности n факторноãо пространства.

6. ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ ÈÑÏÛÒÀÍÈß ÌÅÒÎÄÀ
«ÍÀÏÐÀÂËßÞÙÈÕ ÃÈÏÅÐÁÎË»

Дëя оöенки ка÷ества прибëиженноãо реøения
µ* ввеäеì три показатеëя: эффект оптиìизаöии
Q = (E

c
 – E *)/E

c
, фазовуþ поãреøностü δ = |µ

opt
 –

– µ*|/|µ
opt

| и упущенный эффект ε = (E * – E
opt

)/E
opt

,

ãäе E
c
 = E(µ

c
), E * = E(µ*), Eopt = E(µopt).

Сравнивая выражения (2) и (5), ìожно виäетü,
÷то äетерìинированная составëяþщая поãреøнос-
ти, обусëовëенная испоëüзованиеì сепарабеëüной
аппроксиìаöии (5) äëя несепарабеëüной функöии
(2), äоëжна бытü боëее заìетной при оптиìизаöии
тех сетей, в которых изìенение интенсивностей
обсëуживания μ

i
 в оäних узëах сиëüнее вëияет на

среäнее вреìя ожиäания w
j
 в äруãих. Но боëüøое

вëияние μ
i
 на w

j
 возникает тоãäа, коãäа заявки пе-

рехоäят из узëа i непосреäственно в узеë j, и при
этоì к. в. распреäеëения B

j
(t) зна÷итеëüно отëи÷а-

ется от к. в. распреäеëения B
i
(t) и (иëи) от к. в. ин-

терваëов поступëения заявок в i-й узеë [1, 9].
С у÷етоì этих факторов äëя спеöиаëüных ис-

пытаний то÷ности ìетоäа НГ сконструирована

Рис. 3. Изменения отклика E при применении базового метода
малых приращений

Рис. 4. Структура переходов в СеМО-5

5

Рис. 5. Тестовая двухлинейная система
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«неуäобная» äëя неãо äвухëинейная систеìа (ДС)
(рис. 5). Интерваëы поступëения заявок в ДС рас-
преäеëены равноìерно на отрезке [0, 2]. Вреìя
обсëуживания в узëах 1 и 4 äетерìинированное
(к. в. C1 = C4 = 0). В узëах 2 и 3 вреìя обсëуживания

разыãрывается как функöия x станäартной сë. в. η:

x = d[(η + ε)–1 – (1 + ε)–1]. Зäесü сë. в. η распре-
äеëена равноìерно на отрезке [0, 1], ìасøтабный
коэффиöиент d опреäеëяет требуеìое среäнее
M(x) = b, а параìетр ε > 0 позвоëяет форìироватü
требуеìый к. в. C

x
 = C (C → × при ε → 0). Есëи

äëя узëов 2 и 3 взятü ε = 0,216, d = 1,106, то поëу-
÷иì в них b = 1 и C = 1 (вариант ДС1 — ординарный
тест). При ε = 0,019, d = 0,332 иìееì b = 1, C = 2
(вариант ДС2 — усложненный тест), а при ε = 0,001,
d = 0,169 поëу÷аеì b = 1, C = 5,22 (вариант ДС3 —
жесткий тест). Все коэффиöиенты c

i
 и β

i
 взяты

равныìи еäиниöе.

В табë. 2 преäставëены реøения, поëу÷енные
ìетоäоì НГ (этап I) и посëеäуþщиì покоорäи-
натныì спускоì (этап II) äëя тестов ДС1, ДС2 и
ДС3. На этапе II резуëüтат, поëу÷енный ìетоäоì

НГ, преäваритеëüно окруãëяëся äо сотых äоëей
(с у÷етоì равенства μ

1
 + μ

2
 + μ

3
 + μ

4
 = M ) и затеì

уто÷няëся ускоренныì ìетоäоì покоорäинатно-
ãо спуска при откëонениях свобоäных коорäинат
Δμ

i
 = ±0,01 (N' — ÷исëо поëу÷ивøихся øаãов).

Среäние зна÷ения вреìени ответа EI и EII, поëу-

÷енные на этапах I и II, привеäены со всеìи то÷но
установëенныìи зна÷ащиìи öифраìи. Известные
интерваëы ìежäу сравниваеìыìи пробныìи то÷ка-
ìи позвоëиëи оöенитü фазовуþ поãреøностü δ свер-
ху. Как виäно из табë. 2, поãреøностü δ ìетоäа НГ
выхоäит за преäеëы 1 % ëиøü при весüìа боëüøих
перепаäах к. в. C

i
. При C

2
 = C

3
 ≈ 5 (C

1
 = C

4
 = 0)

она ìожет äостиãатü 3 %. При этоì упущенный
эффект оптиìизаöии ε не превыøает поëовины
проöента. Зна÷ение ε < 0 в табë. 2 поëу÷ено äëя
сëу÷ая, коãäа реøение µ* на этапе II ухуäøиëосü
из-за окруãëения.

Можно преäпоëожитü, ÷то в сетях с ветвящи-
ìися и сëиваþщиìися ìарøрутаìи то÷ностü ìе-
тоäа НГ буäет не хуже, поскоëüку рассеивание и
сìеøивание потоков обусëовëивает тенäенöиþ их

Таблица 1

Ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé àëãîðèòìà íà òåñòîâûõ ñåòÿõ ÑåÌÎ-2, ..., ÑåÌÎ-5

Чисëо узëов n, общее ÷исëо канаëов K
СеМО-2

n = 9, K = 12
СеМО-3

n = 30, K = 134
СеМО-4

n = 20, K = 52
СеМО-5

n = 100, K = 260

Чисëо итераöий N ½ вреìя итераöии T
M

20 ½ 2 60 ½ 10 40 ½ 5 50 ½ 94 75 ½ 94
Распреäеëяеìый ресурс M 24 32 96 128 39 52 437 582

Откëик в öентре ОДР 13,98 8,043 49,92 27,88 78,08 38,19 278,1 163,3

Откëик  = ( ) 10,83 6,225 41,53 22,97 55,12 29,94 249,6 143,8

Эффект оптиìизаöии (  – )/ ·100 % 22,5 22,6 17 18 29 22 10 12

E
c

^

E
*^ Ê µ*

→

E
c

^ E
*^ E

c

^

Таблица 2

Ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè òåñòîâûõ ÄÑ

Вариант теста M ρ
с Этап N; N'

Найäенное прибëижение 
к то÷ке оптиìуìа

E
I
; E

II

δ•100 
%

ε•100 
%

μ
1

μ
2

μ
3

μ
4

Орäинарный 
C

2
 = C

3
 = 1

4 0,5

I 48 1,105 0,946 0,890 1,059
2,925 0,6 0,00

II 0 1,11 0,95 0,88 1,06

Усëожненный 
C

2
 = C

3
 = 2

I 62 1,198 0,913 0,772 1,117 4,320
0,8 0,02

II 0 1,20 0,90 0,78 1,12 4,319

Жесткий 
C

2
 = C

3
 = 5,22

I 122 1,282 0,837 0,646 1,235 12,921
3,0 0,4

II 5 1,33 0,84 0,63 1,20 12,871

Орäинарный 
C

2
 = C

3
 = 1

2,5 0,8

I 4 0,654 0,603 0,599 0,644 9,790
1,0 0,2

II 0 0,66 0,60 0,59 0,65 9,766

Усëожненный 
C

2
 = C

3
 = 2

I 29 0,692 0,596 0,557 0,655 19,972
0,6 –0,1

II 0 0,69 0,60 0,56 0,65 19,987

Жесткий 
C

2
 = C

3
 = 5,22

I 8 0,687 0,604 0,533 0,676 90,16 1,2 0,4
II 1 0,70 0,60 0,53 0,67 89,76
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прибëижения к экспоненöиаëüныì, и, соответст-
венно, форìа E(µ)äоëжна в таких открытых сетях
прибëижатüся к сепарабеëüной. Это поäтвержäа-
ется äанныìи о то÷ности ìетоäа НГ в табë. 3, по-
ëу÷енной при äвухэтапной оптиìизаöии СеМО-1.

7. ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÇÀÌÊÍÓÒÛÕ ÑÅÒÅÉ

Оптиìизаöия заìкнутой сети ìетоäоì НГ ха-
рактеризуется боëее высокой äетерìинированной
составëяþщей поãреøности, так как функöия E(µ)
зäесü «сиëüно» несепарабеëüна. Изìенение интен-
сивности μ

i
 в ëþбоì узëе заìкнутой сети привоäит

к изìенениþ интенсивностей λ
j
 вхоäных потоков

всех узëов j, j = , и, теì саìыì, непосреäствен-
но изìеняет вреìя w

j
 во всех узëах. Испытания ìе-

тоäа НГ äëя заìкнутой версии СеМО-1 показыва-
þт, ÷то при ëинейноì оãрани÷ении (3) зна÷ение δ
ìожет äостиãатü 0,03 (в открытой версии СеМО-1
δ = 0,004). При неëинейноì оãрани÷ении (3)
(с разбросоì коэффиöиентов β

i
 в преäеëах от 0,5

äо 1,5) δ равно 0,06...0,08. Но упущенный эффект
при этоì остается небоëüøиì (ε < 0,01). В этих ис-
пытаниях äëина проãонов составëяëа окоëо 1 ìëн.
заявок, а ÷исëо N итераöий ëежаëо в преäеëах не-
скоëüких äесятков. Такиì образоì, и при оптиìи-
заöии заìкнутых сетей на практике ÷асто ìожно
оãрани÷иватüся приìенениеì тоëüко первоãо эта-
па оптиìизаöии — ìетоäа НГ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Дëя оптиìизаöии неìарковских СеМО в об-
щеì сëу÷ае прихоäится приìенятü ИМ, которое
характеризуется высокой сëожностüþ вы÷исëения
ãраäиентов, обусëовëенной стохасти÷ескиì харак-
тероì поëу÷аеìых путеì ИМ оöенок. При реøе-
нии заäа÷и оптиìаëüноãо распреäеëения ресурса
пробëеìа ãраäиентов эффективно реøается преä-
ëаãаеìыì äвухэтапныì ìетоäоì оптиìизаöии, яä-
ро котороãо составëяет ìетоä «направëяþщих ãи-
пербоë». Он характеризуется относитеëüно хоро-
øей то÷ностüþ и приеìëеìой вы÷исëитеëüной
труäоеìкостüþ, позвоëяþщей рекоìенäоватü еãо
äëя практи÷ескоãо приìенения при проектирова-
нии иëи ìоäернизаöии сетей ìассовоãо обсëужи-
вания, соäержащих äесятки и сотни узëов.
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Таблица 3

Îöåíêà òî÷íîñòè ìåòîäà ÍÃ äëÿ ÑåÌÎ-1

Этап N; N'

Найäенное прибëижение к то÷ке оптиìуìа
E
I
; E

II δ•100 % ε•100 %
μ
1

μ
2

μ
3

μ
4

μ
5

μ
6

μ
7

μ
8

μ
9

I 33 0,818 0,597 1,405 3,025 9,490 1,272 1,682 2,965 2,219 7,514
0,4 0,01

II 5 0,79 0,60 1,43 3,02 9,49 1,28 1,69 2,96 2,22 7,513

1 n,
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ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÌ ÎÁÚÅÊÒÎÌ1

Â.Í. Ôåòèñîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Траäиöионно сëовосо÷етание «параëëеëüные
вы÷исëения и заäа÷и управëения» ассоöиируется с
пробëеìаìи, которые реøаþтся с приìенениеì
суперкоìпüþтеров иëи хотя бы с коìпüþтераìи,
оснащенныìи äесяткаìи ìикропроöессоров. Ко-
не÷но, ìетоäы и среäства äанноãо øирокоãо нау÷-
ноãо направëения не преäназна÷ены äëя управëе-
ния объектаìи в реаëüноì вреìени, но эффектив-
ны äëя испоëüзования на стаäии проектирования.
Данная работа наруøает установивøуþся траäи-
öиþ. В статüе преäëожено испоëüзоватü параë-
ëеëüные вы÷исëения непосреäственно в аëãоритìе
управëения на стаäии реаëизаöии. Сравнитеëüно
неäороãие техни÷еские среäства äëя этоãо уже
иìеþтся [1]. (Пока приìитивные — на базе ìик-
ропроöессоров всеãо с äвуìя яäраìи). Но корпо-
раöия «Intel» обещает в скороì вреìени разрабо-

татü ìикропроöессоры с яäраìи боëее ÷етырех äëя
приìенения в проìыøëенности.

Цеëü äанной работы — преäставëение простоãо
и наäежноãо ìетоäа испоëüзования параëëеëüных
вы÷исëений при реаëизаöии аëãоритìов управëе-
ния стохасти÷ескиì объектоì.

Описание преäëаãаеìоãо ìетоäа äано на при-
ìере аëãоритìа управëения с проãнозируþщей ìо-
äеëüþ äëя ìарковскоãо объекта.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Гëавное äостоинство аëãоритìов управëения с
проãнозируþщей ìоäеëüþ — ãибкостü перена-
стройки контроëëера к изìененияì ìатеìати÷ес-
кой ìоäеëи объекта, а также простота реаëизаöии
аëãоритìа при наëи÷ии оãрани÷ений на управëе-
ние и выхоäнуþ коорäинату [2—6]. Неäостаток
этих аëãоритìов в сëу÷ае стохасти÷ескоãо объекта
закëþ÷ается в ãроìозäкости вы÷исëений на каж-
äоì øаãе управëения, ÷то ìожет привести к не-
возìожности практи÷еской реаëизаöии. Поэтоìу
заäа÷а испоëüзования параëëеëüных вы÷исëений
äëя аëãоритìа управëения ìарковскиì объектоì
äовоëüно актуаëüна [7, 8].

Рассìотрена пробëеìа приìенения ìноãояäерных ìикропроöессоров äëя реаëизаöии

аëãоритìа управëения с проãнозируþщей ìоäеëüþ ìарковскиì объектоì. Показано, ÷то

äëя разëи÷ных операöионных систеì реаëизоватü параëëеëüные вы÷исëения ìожно äо-

воëüно просто, есëи испоëüзоватü соответствуþщие систеìные функöии. Рассìотрены

особенности приìенения преäëоженноãо поäхоäа. В ÷астности, указана обëастü исхоä-

ных äанных, коãäа орãанизаöия параëëеëüных вы÷исëений ìожет оказатüся неэффек-

тивной. Показана боëее высокая эффективностü преäëаãаеìоãо способа вы÷исëений по

сравнениþ с приìенениеì языка проãраììирования OpenMP.

Ключевые слова: ìарковский объект, управëение с проãнозируþщей ìоäеëüþ, параëëеëüные вы-
÷исëения, ìноãояäерный ìикропроöессор.

1 Соäержание статüи (в краткоì изëожении) быëо преäстав-
ëено на ìежäунар. конф. «Параëëеëüные вы÷исëения и заäа÷и
управëения» PACO'2008, ã. Москва, ИПУ РАН.
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Сфорìуëируеì заäа÷у управëения. Пустü тре-
буется ìиниìизироватü критерий ка÷ества

I(u) = M{Q(u
1
, ..., u

N
, ...)} =

= M ,

ãäе M{} — сиìвоë ìатеìати÷ескоãо ожиäания, x
n
 и

u
n
 уäовëетворяþт уравнениþ

x
n
 = φ(x

n–1
, u

n
) + σε

n
,  x

0
 = c,

ãäе σ — поëожитеëüное ÷исëо, ε
n
 — независиìые

сëу÷айные веëи÷ины с нуëевыì ìатеìати÷ескиì
ожиäаниеì и еäини÷ной äисперсией, функöии g
и φ äифференöируеìы по своиì арãуìентаì. Вы-
хоäная коорäината объекта управëения x

n
 набëþ-

äается, u
1
, ..., u

N
 — управëения.

В äаëüнейøеì ìатеìати÷еское ожиäание кри-
терия ка÷ества буäеì аппроксиìироватü с по-
ìощüþ ìетоäа Монте-Карëо. Тоãäа аëãоритì уп-
равëения с проãнозируþщей ìоäеëüþ опреäеëя-
ется ìиниìизаöией на кажäоì øаãе управëения
вспоìоãатеëüноãо (скоëüзящеãо) критерия ка÷ест-
ва виäа

(v) = g( , v
t
) (1)

по переìенныì v
t
. Веëи÷ины y

t
 и v

t
 связаны ìежäу

собой с поìощüþ уравнения, которое буäеì назы-
ватü проãнозируþщей ìоäеëüþ

 = φ( , v
t
) + σ ,   = x

n – 1
.

Чисëа T и R в форìуëе (1) явëяþтся наиìенü-
øиìи, äëя которых выпоëняется неравенство

P  m δ,

ãäе веëи÷ины α и δ заäаны.

Обозна÷иì , ...,  управëение, äаþщее ìи-

ниìуì критерия (1). В ка÷естве управëяþщеãо

возäействия на n-ì øаãе поëожиì  = (x
n – 1

).

На øаãе n + 1 посëе ìиниìизаöии вспоìоãатеëü-

ноãо критерия поëожиì  = (x
n
) и на сëеäу-

þщих øаãах буäеì äействоватü по анаëоãи÷ноìу

правиëу. Посëеäоватеëüностü { } и опреäеëяет

аëãоритì управëения с проãнозируþщей ìоäеëüþ.
Проöеäура ìиниìизаöии сеìейства функöио-

наëов I
x – 1

(v), n = 1, 2, ..., äоëжна осуществëятüся

в реаëüноì вреìени непосреäственно в проöессе
управëения объектоì. В отëи÷ие от синтеза систе-

ìы управëения, коãäа ìножество управëений при-
наäëежит функöионаëüноìу пространству, в сис-
теìах управëения с проãнозируþщей ìоäеëüþ ìно-
жество управëений опреäеëено в коне÷ноìерноì
ëинейноì пространстве, ÷то существенно упроща-
ет реøение заäа÷и управëения.

Гëавная пробëеìа ìиниìизаöии функöионаëа
(1) связана с вы÷исëитеëüныì аспектоì заäа÷и,
поскоëüку теперü все вы÷исëения äоëжны уëо-
житüся во вреìенной интерваë äопустиìоãо по
требованияì то÷ности øаãа управëения.

Реøение заäа÷и управëения (1) обы÷но невоз-
ìожно поëу÷итü в анаëити÷ескоì виäе. Поэтоìу
приìеняþтся рекуррентные ìетоäы оптиìизаöии.
Без наруøения общности äаëее буäет рассìотрен
ìетоä ãраäиента [8].

Дëя упрощения ìатеìати÷еских выражений и
без наруøения общности рассìотриì оптиìиза-
öиþ критерия (1) на оäноì вреìенноì интерваëе.
Тоãäа поëу÷иì

I(ν) = g( , v
t
), (2)

 = φ( , v
t
) + σ ,   = c.

Даëее инäекс n буäет обозна÷атü ноìер øаãа ре-
куррентной оптиìизаöии. Иìееì

V
n
 = V

n – 1
 – μgrad

n
,  V

0
 ≡ 0,

ãäе μ — поëожитеëüное ÷исëо, V
n
 — вектор управ-

ëений разìерности T, а коìпоненты вектора

, k = 1, ... T, опреäеëяþтся форìуëой

 ≈ [I( , ...,  + Δ, ..., ) –

– I( , ..., , ..., )]/Δ, (3)

ãäе Δ — поëожитеëüное ÷исëо.
Известно [8], ÷то иìеет ìесто равенство

V
n
 = V.

Заäа÷а рекуррентной ìиниìизаöии критерия
ка÷ества (2) äовоëüно ãроìозäка в вы÷исëитеëü-
ноì аспекте.

Иäеи испоëüзования реøения ãроìозäких в
вы÷исëитеëüноì аспекте заäа÷ на коìпüþтерах с
нескоëüкиìи проöессораìи появиëисü äавно [9].
В работе [10] быëа преäëожена архитектура ìик-
ропроöессора с нескоëüкиìи ìоäуëяìи операöий
с пëаваþщей запятой (FPU), позвоëяþщая осу-
ществëятü параëëеëüные вы÷исëения äëя øироко-
ãо кëасса заäа÷ управëения. Корпораöия «Intel»
äëя реаëизаöии параëëеëüных вы÷исëений выбра-
ëа äруãой (боëее общий) путü и в 2006 ã. объявиëа
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о созäании ìикропроöессора с äвуìя «яäраìи»
(а нескоëüко позже с ÷етырüìя), в составе которых
оказаëисü по÷ти все составëяþщие обы÷ноãо ìик-
ропроöессора. В настоящее вреìя корпораöия
«Intel» приступиëа к разработке ìикропроöессо-
ров с ÷исëоì яäер ис÷исëяеìыì äесяткаìи. Мно-
ãояäерная архитектура совìестно с некоторыìи
изìененияìи систеìных функöий ряäа операöи-
онных систеì привеëа к возìожности испоëüзо-
ватü станäартные языки проãраììирования äëя
реаëизаöии параëëеëüных вы÷исëений. Коррект-
ное написание проãраììы позвоëяет по÷ти в äва
раза äëя äвух яäер и по÷ти в ÷етыре раза äëя ÷еты-
рех яäер увеëи÷итü скоростü вы÷исëений.

Даëее буäет преäëожен простой способ про-
ãраììной реаëизаöии аëãоритìа управëения с
ìарковской проãнозируþщей ìоäеëüþ äëя ìикро-
проöессора с нескоëüкиìи яäраìи. Рассìотрен
приìер реøения такой заäа÷и с поìощüþ ÷еты-
рехъяäерноãо проöессора и показана степенü эф-
фективности параëëеëüноãо проãраììирования в
зависиìости от разìерности вектора ãраäиента.

2. ÐÅÀËÈÇÀÖÈß ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
ÄËß ÌÍÎÃÎßÄÅÐÍÛÕ ÌÈÊÐÎÏÐÎÖÅÑÑÎÐÎÂ

Вы÷исëение вектора ãраäиента в аëãоритìе уп-
равëения заниìает боëее 99 % от всеãо рас÷етноãо
вреìени. Испоëüзуя закон Аìäаëа [9] äëя рас÷ета
коэффиöиента увеëи÷ения произвоäитеëüности β:

β m ,

ãäе ω — äоëя проãраììноãо коäа без параëëеëüных
рас÷етов и n — ÷исëо яäер, поëу÷иì äëя ÷етырехъ-
яäерноãо проöессора преäеëüное увеëи÷ение про-
извоäитеëüности в 3,9 раза. Как буäет показано äа-
ëее, увеëи÷ение произвоäитеëüности ÷асто ìожет
бытü боëее низкиì.

Перепиøеì вектор (3) в äетаëизированноì ви-
äе (назовеì такое преäставëение факторизаöией
вектора ãраäиента)

 ≈ g( ,  + Δ, ..., ) –

– g( , v
tn
) /Δ, (4)

ãäе переìенные  и  связаны уравнениеì

 = φ( , v
tn
 + ξ) + σ ,   = c.

Зäесü вектор ξ разìерности T иìеет виä

ξ
t
 = 

Как виäно из форìуëы (4), сëаãаеìые суììы по
инäексу r (выражения в кваäратных скобках) не
связаны ìежäу собой и ìоãут бытü расс÷итаны па-
раëëеëüно при наëи÷ии ìноãояäерноãо ìикропро-
öессора (иëи нескоëüких обы÷ных ìикропроöес-
соров).

Пустü M (M m R) обозна÷ает ÷исëо яäер ìикро-
проöессора. Разобüеì суììу по r на ÷асти. Всеãо
таких ÷астей буäет R/M, есëи R äеëится на M без
остатка, и [R/(M – 1)] = 1 в противноì сëу÷ае. Та-
киì образоì, распреäеëив вы÷исëения поëу÷ен-
ных ÷асти÷ных суìì по яäраì, теорети÷ески ìож-
но в M раз увеëи÷итü рас÷етнуþ скоростü.

Существует ряä языков параëëеëüноãо про-
ãраììирования высокоãо уровня [11—14], кото-
рые разработаны äëя разëи÷ных операöионных
систеì — ОС (Windows, LUNIX и äр.) Оäин из та-
ких языков, OpenMP, наибоëее распространен.
(Офиöиаëüно он называется «станäартоì проãраì-
ìирования» и первона÷аëüно преäназна÷аëся äëя
проãраììирования на суперкоìпüþтерах.)

На рис. 1 [14] показан ãрафик увеëи÷ения про-
извоäитеëüности äвухяäерноãо проöессора бëаãо-
äаря испоëüзованиþ параëëеëüных вы÷исëитеëü-
ных потоков с приìенениеì языка OpenMP при
вы÷исëении суììы виäа

x = (y
i – 1

 + y
i + 1

)/2,

ãäе посëеäоватеëüностü {y
i
} независиìа. По оси аб-

сöисс отëожена веëи÷ина R, по оси орäинат — от-
носитеëüное увеëи÷ение произвоäитеëüности.
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Рис. 1. Улучшение производительности с использованием языка
OpenMP
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Теперü покажеì, как ìожно орãанизоватü па-
раëëеëüные вы÷исëения, испоëüзуя язык проãраì-
ìирования Си и систеìные функöии совреìенных
операöионных систеì (функöии API в сëу÷ае ОС
«Windows»).

Даëее преäставëен фраãìент проãраììы реаëи-
заöии параëëеëüных потоков, который быë ис-
поëüзован при реøении заäа÷и оптиìизаöии с
приìенениеì ÷етырехъяäерноãо ìикропроöессора
(операöионные систеìы x64 «Microsoft»):

HANDLE hThread[MAX_THREADS];

LPVOID npTTYInfo = NULL;

DWORD dwThreadID[MAX_THREADS];

//MAX_THREADS обозначает число ядер//

//Инициализируем параллельные потоки: //

hThread[0]=CreateThread(

(LPSECURITY_ATTRIBUTES) NULL,

0,

(LPTHREAD_START_ROUTINE)M0,

(LPVOID) npTTYInfo,

0, &dwThreadID[0]);

hThread[0]=CreateThread(

(LPSECURITY_ATTRIBUTES) NULL,

0,

(LPTHREAD_START_ROUTINE)MAX,

(LPVOID) npTTYInfo,

0, &dwThreadID[0]);

//Ждем окончания вычисления в потоках://

WaitForMultipleObjects(MAX_THREADS-1,

hThread, TRUE, INFINITE);

//Далее реализация вычислений в

//параллельных потоках//

DWORD WINAPI M0(LPVOID npTTYInfo)

{

//Вычисление градиента для условия 0//

return 0;

}

DWORD WINAPI MAX(LPVOID npTTYInfo)

{

//Вычисление градиента для условия MAX//

return MAX_THREADS-1;

}.

В сëу÷ае операöионной систеìы UNIX вìесто
систеìной функöии WaitForMultipleObjects ис-
поëüзуется сëеäуþщий фраãìент проãраììы:
for(k = 0; k < MAX_THREADS; k++)
pthread_join(dwThreadID[k], NULL).

Такиì образоì, в сëу÷ае приìенения преäëо-
женноãо ìетоäа, äëя орãанизаöии параëëеëüных
вы÷исëений независиìо от приìеняеìой ОС ис-
поëüзуþтся всеãо äве спеöиаëüные систеìные
функöии.

При проãраììировании нескоëüких параëëеëü-
ных вы÷исëитеëüных потоков жеëатеëüно собëþ-
äатü сëеäуþщие правиëа:

— ãëобаëüные переìенные äëя разëи÷ных пото-
ков äоëжны иìетü уникаëüные иäентификаторы;

— по возìожности не поëüзоватüся станäарт-
ныìи ìатеìати÷ескиìи бибëиотекаìи;

— прототипы ìатеìати÷еских функöий опреäе-
ëятü со спеöификатороì «inline».

Рассìотренный в äанной работе поäхоä к орãа-
низаöии параëëеëüных вы÷исëений быë реаëизо-
ван на приìере заäа÷и управëения неëинейныì
ìарковскиì объектоì второãо поряäка виäа

y
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На рис. 2 преäставëен ãрафик, показываþщий
увеëи÷ение относитеëüной произвоäитеëüности
вы÷исëения вектора ãраäиента в зависиìости от еãо
разìерности при испоëüзовании преäëоженноãо
поäхоäа реаëизаöии параëëеëüных вы÷исëений.

Зäесü отноøение ÷исеë, указанное äëя кажäой
кривой, озна÷ает отноøение ÷исëа параëëеëüных
вы÷исëитеëüных потоков к ÷исëу яäер. Дëя ìаëых
зна÷ений разìерности вектора ãраäиента низкая
произвоäитеëüностü параëëеëüных вы÷исëений
объясняется ãроìозäкостüþ выпоëнения систеìных
функöий, орãанизуþщих параëëеëüные потоки.

Добавиì, ÷то иìеет сìысë повыøатü произво-
äитеëüностü иìенно в ситуаöии, коãäа произво-
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Рис. 2. Результаты моделирования для исследования относитель-
ной производительности
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äятся ãроìозäкие вы÷исëения. При ìаëоì объеìе
вы÷исëений пробëеìа повыøения произвоäитеëü-
ности вы÷исëитеëя обы÷но не стоëü важна. Из
сравнения рис. 1 и 2 ìожно сäеëатü вывоä, ÷то ìе-
тоä систеìных функöий боëее эффективен, ÷еì
испоëüзование языка OpenMP.

Дëя ОС Vista, Red Hat Enterprise 5 и Solaris 10
резуëüтаты ìоäеëирования практи÷ески совпаëи.
Все экспериìенты провоäиëисü на 64-разряäноì
ìикропроöессоре «Intel Core 2 Quad» с ÷етырüìя
яäраìи.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Реøение заäа÷и управëения с проãнозируþщей
ìоäеëüþ ìарковскиì объектоì весüìа ãроìозäкое
в вы÷исëитеëüноì аспекте. Показано, ÷то аëãо-
ритì оптиìизаöии на кажäоì øаãе управëения
ìожет бытü реаëизован с поìощüþ параëëеëüных
вы÷исëитеëüных потоков. Параëëеëüные вы÷ис-
ëитеëüные потоки ìожно реаëизоватü разëи÷ныìи
способаìи. Оäин из аëüтернативных способов ор-
ãанизаöии параëëеëüных вы÷исëений преäëожен в
работе [10].

Преäставëен способ реаëизаöии аëãоритìа оп-
тиìизаöии на коìпüþтере с ìноãояäерныì ìик-
ропроöессороì. Рассìотрен простой и наибоëее
естественный способ орãанизаöии параëëеëüных
вы÷исëений äëя разëи÷ных операöионных систеì.

Анаëизируется, в каких сëу÷аях орãанизаöия
параëëеëüных вы÷исëений привоäит к эффектив-
ноìу реøениþ äëя ìноãояäерноãо ìикропроöес-
сора, и в каких сëу÷аях параëëеëüные вы÷исëения
перестаþт бытü эффективныìи. Показана боëее
высокая эффективностü преäëаãаеìоãо способа
вы÷исëений по сравнениþ с приìенениеì языка
проãраììирования OpenMP.
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ности управления. — М.: СИНТЕГ, 2009. — 400 с.

Проблемы медико-социального благополучия населения, здоровья и качества жизни рассмотрены с позиций классической теории

автоматического управления. Обоснована ключевая роль индивида в сохранении здоровья. Показано, что непрерывное обучение здо-

ровью и эпизодическое лечение являются основой «воздействия на объект» в цепи прямой связи, а перманентное выявление факторов

риска заболеваний — основой для коррекции как управляющих воздействий, так и образа жизни индивида в этико-правовых рамках

нового общественного договора о социальном партнерстве. Сделан вывод, что ответственность за конечный результат (индивидуаль-

ное и популяционное здоровье и качество жизни) должна быть поделена между всеми субъектами управления и основана на межсек-

торальном сотрудничестве, которое обеспечивается администрацией в местах проживания, работы или учебы. На основе анализа до-

кументов Всемирной организации здравоохранения, касающихся современного состояния здоровья населения развитых стран, пред-

ложен возможный вариант реализации ее рекомендаций в России.

Руководителям структур государственного, территориального и муниципального управления, организаторам здравоохранения и

образования, а также широкому кругу читателей, заинтересованных в информации о современных возможностях и ограничениях в уп-

равлении здоровьем и качеством жизни.
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Âëàäèìèð Íèêîëàåâè÷ ÁÓÐÊÎÂ
(ê 70-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ)

17 ноября 2009 ãоäа испоëниëосü
70 ëет известноìу у÷еноìу в обëасти
управëения боëüøиìи систеìаìи,
созäатеëþ теории активных систеì,
ëауреату Госуäарственной преìии
СССР, преìии Совета Министров
СССР, преìии Дж. фон Нейìана,
засëуженноìу äеятеëþ науки Рос-
сийской Феäераöии, акаäеìику Рос-
сийской акаäеìии естественных на-
ук, äоктору техни÷еских наук, ÷ëену
реäкоëëеãии журнаëа «Пробëеìы
управëения», профессору Вëаäиìи-
ру Никоëаеви÷у Буркову.

В 1967 ãоäу В.Н. Бурков окон÷иë
аспирантуру Московскоãо физи-
ко-техни÷ескоãо института поä ру-
ковоäствоì А.Я. Лернера и остаëся
работатü в еãо ëаборатории в Институте автоìати-
ки и теëеìеханики (ныне Институт пробëеì уп-
равëения иì. В.А. Трапезникова РАН), ãäе и сей-
÷ас работает в ка÷естве завеäуþщеãо ëабораторией
активных систеì. Ровно 40 ëет назаä — в 1969 ãоäу,
во вреìя стажировки в Париже (в Обществе эко-
ноìики и прикëаäной ìатеìатики) у Вëаäиìира
Никоëаеви÷а возникëа иäея теории активных
систеì, основопоëожникоì которой он явëяется.
В раìках этой теории еще в Советскоì Соþзе бы-
ëи разработаны и приìенены на практике уни-
каëüные ìеханизìы соãëасованноãо управëения,
распреäеëения ресурсов, противозатратноãо на-
ëоãообëожения и ìноãие äруãие. И сей÷ас теория
äает интересные и зна÷иìые резуëüтаты. Изìе-
нение эконоìи÷ескоãо курса России с пëановой
эконоìики на конкурентнуþ привеëо к созäаниþ
техноëоãий рефорìирования и реструктуризаöии
преäприятий, ãороäов и öеëых обëастей, ìеха-
низìов обеспе÷ения экоëоãи÷еской безопасности
реãионов.

Теория активных систеì с саìоãо своеãо зарож-
äения на÷аëа и проäоëжает накапëиватü фунäа-
ìентаëüные теорети÷еские резуëüтаты. Шкоëы,
провоäиìые ранüøе, нау÷ные конференöии по ак-
тивныì систеìаì и управëениþ боëüøиìи систе-
ìаìи, которые провоäятся и сей÷ас, собираëи и

проäоëжаþт собиратü у÷еных из
разных ãороäов и стран, оставаясü
базой äëя обìена новыìи резуëüта-
таìи и äостиженияìи.

Боëее 15 у÷еников В.Н. Буркова
защитиëи äокторские äиссертаöии,
боëее 70 стаëи канäиäатаìи наук.
Оäин из еãо у÷еников — Д.А. Нови-
ков, саìый ìоëоäой äоктор в Ин-
ституте, избран ÷ëеноì-корреспон-
äентоì РАН.

На÷аëо новоãо века привеëо к
новоìу повороту в нау÷ной биоãра-
фии В.Н. Буркова. Совìестно с äо-
÷ерüþ, Ириной Бурковой, иì быë
разработан новый ìетоä реøения
заäа÷ неëинейной оптиìизаöии —
ìетоä сетевоãо проãраììирования,

который позвоëиë на еäиной основе поëу÷итü но-
вые аëãоритìы реøения öеëоãо ряäа заäа÷ неëи-
нейной и äискретной оптиìизаöии. На основе это-
ãо ìетоäа проäоëжаþт ставитüся и реøатüся новые
заäа÷и — как саìиì Бурковыì, так и еãо у÷ени-
каìи, неäостатка которых у Вëаäиìира Никоëае-
ви÷а никоãäа не быëо и, äай Боã, не буäет. Веäü
ìноãие из них остаþтся не тоëüко коëëеãаìи, но
и äрузüяìи, которые проäоëжаþт с÷итатü В.Н.
Буркова своиì у÷итеëеì во всех отноøениях — и
в беззаветной преäанности науке, и в необыкно-
венной поряäо÷ности по отноøениþ к ëþäяì, и в
ëþбви к своей сеìüе и Роäине, и в хранении тра-
äиöий и уважении к ниì, и в уìении бытü увëе-
÷енныì ÷еëовекоì, восприниìаþщиì жизнü во
всеì ìноãообразии ее проявëений.

В.Н. Бурков известен и уважаеì во ìноãих на-
у÷ных коëëективах наøей страны и ìноãих стран
ìира — Австрии, Веëикобритании, США, Герìа-
нии, Японии, Турöии, Франöии, Поëüøе, Боëãа-
рии, Венãрии... Впро÷еì, все пере÷исëитü сëожно.

Беззаветно преäанный ëу÷øиì траäиöияì Ин-
ститута пробëеì управëения (ИАТа), Вëаäиìир
Никоëаеви÷ проäоëжает активно у÷аствоватü в их
сохранении и развитии и в нынеøнее непростое
вреìя, отäавая накопëенный опыт и знания новыì
орãанизатораì науки управëения.

Дорогой Владимир Николаевич! Поздравляем Вас с юбилеем и желаем здоровья на многие годы!
Творческих Вам успехов!

Сотрудники Института проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН
Редакционная коллегия

Редакция

ðîíèêàÕ
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