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ÓÄÊ 681.511

ÂÛÐÎÆÄÅÍÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÑÈÍÒÅÇÀ ÑÈÑÒÅÌ 
ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ËÈÍÅÉÍÛÌÈ ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÌÈ 

ÎÁÚÅÊÒÀÌÈ

À.Ë. Áóíè÷

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Построение высокото÷ных систеì относится к
öентраëüныì пробëеìаì теории автоìати÷ескоãо
управëения. Кëасси÷еская заäа÷а об абсоëþтной
инвариантности ëинейных систеì с неизìеряеìы-
ìи возìущенияìи в кëассе äетектируþщих звенü-
ев неразреøиìа, и усиëия спеöиаëистов сосреäо-
то÷иëисü на опреäеëении усëовий прибëиженной
инвариантности по äвуì направëенияì — при оã-
рани÷ениях на кëасс объектов ëибо на кëасс воз-
ìущений.

К первоìу направëениþ относятся «ìееровские
структуры», в которых норìа реакöии на возìуще-
ние неоãрани÷енно уìенüøается с ростоì коэф-
фиöиента усиëения [1]. Прибëиженно инвариант-
ные ìноãоìерные систеìы äëя ìиниìаëüно-фа-
зовых объектов с оãрани÷енныìи возìущенияìи
построены в работе [2], ãäе показано, ÷то усëовие
ìиниìаëüно-фазовости бëизко к необхоäиìоìу
äëя разреøиìости заäа÷и о прибëиженной инва-
риантности. Как и в ìееровских структурах, неäо-
статок реãуëятора, непреоäоëиìый в раìках ëиней-
ных систеì, состоит в боëüøоì усиëении поìех
при высоких требованиях к то÷ности стабиëиза-
öии [2, 3].

На÷аëо второìу направëениþ быëо поëожено
иäеей В.С. Куëебакина об аннуëируþщеì возìу-
щение K(D)-операторе [4], анаëоã котороãо («по-
ëиноì поãëощения») впосëеäствии испоëüзоваëся
при синтезе систеì с äискретныì вреìенеì [5].
Даëüнейøее проäвижение в этоì направëении бы-

ëо обусëовëено непоëнотой априорной инфорìа-
öии о спектраëüноì составе возìущений, харак-
терной äëя боëüøинства приëожений.

Простой приìер звена заäержки с аääитивныì
стаöионарныì возìущениеì äеìонстрирует связü
ìежäу разреøиìостüþ заäа÷и синтеза высокото÷-
ной систеìы и свойствоì ëинейной синãуëярности
возìущения, поëностüþ опреäеëяеìыì еãо спект-
раëüной функöией. Дëя ëинейных стохасти÷еских
систеì со стаöионарныìи возìущенияìи заäа÷а
построения универсаëüноãо реãуëятора реøена в
работе [6]. В статüях [7, 8] рассìотрена заäа÷а
синтеза äискретных и непрерывных систеì с син-
ãуëярныìи возìущенияìи спеöиаëüноãо кëасса.
Метоäика синтеза основана на аппроксиìаöии
физи÷ески нереаëизуеìых звенüев реаëизуеìыìи
фиëüтраìи, возìожностü которой вытекает из ус-
ëовия синãуëярности. Синãуëярностü возìущения
ìожет бытü обусëовëена наëи÷иеì ëакун, «ис÷ез-
новениеì» спектра в некотороì äиапазоне ÷астот,
несовìестиìыì с усëовияìи приìениìости ìето-
äа факторизаöии [9]. Интересно, ÷то приìер ëаку-
ны привеäен автороì ìетоäа факторизаöии (при
иссëеäовании энöефаëоãраìì быëо обнаружено
«ис÷езновение спектра» проöесса вбëизи ÷астоты
9,05 Гö [10]). Синãуëярные возìущения преäстав-
ëяþт также саìостоятеëüный интерес в связи с ря-
äоì сìежных к теории реãуëирования пробëеì
безоøибо÷ной неëинейной [11] и ëинейной фиëü-
траöии [12].

Такиì образоì, синтез высокото÷ных ëиней-
ных систеì естественно связатü с априорной ин-

Рассìатриваþтся заäа÷и управëения ìноãоìерныìи äискретныìи объектаìи со стаöи-
онарныìи синãуëярныìи возìущенияìи. Показано, ÷то такие заäа÷и вырожäены и при-
веäен ìетоä построения реãуëятора.

Ключевые слова: вырожäенные заäа÷и синтеза, ëинейные äискретные объекты, нуëевая öена уп-
равëения.
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форìаöией о возìущении и испоëüзоватü эту ин-
форìаöиþ при построении реãуëятора, ãаран-
тируþщеãо требуеìуþ стоиìостü управëения в
установивøеìся режиìе. С äруãой стороны, в за-
äа÷е оптиìаëüной стабиëизаöии ëинейноãо объек-
та с несинãуëярныìи возìущенияìи требование
ëинейности äопустиìых стратеãий, вообще ãово-
ря, необоснованно и оптиìаëüная стратеãия ìожет
порожäатüся неëинейныì реãуëятороì [13, 14].
Сëожности реøения заäа÷ неëинейной оптиìиза-
öии äостато÷но о÷евиäны, не ãоворя уже об эф-
фективной реаëизаöии оптиìаëüной стратеãии.
И, напротив, äëя объектов с ëакунарныìи возìу-
щенияìи заäа÷а синтеза эффективно разреøиìа и
аëãоритì построения реãуëятора äопускает про-
стуþ интерпретаöиþ в ÷астотной обëасти [7, 8].

В настоящей статüе резуëüтаты работы [7] обоб-
щены на боëее øирокий кëасс объектов и возìу-
щений, коìпоненты которых ìоãут иìетü разëи÷-
ные ëокаëизаöии спектров, а стабиëизируеìые
переìенные необязатеëüно совпаäаþт с изìеряе-
ìыìи выхоäаìи. В раìках такой постановки заäа-
÷и ìожет рассìатриватüся и заäа÷а стабиëизаöии
неустой÷ивоãо по выхоäу объекта с преäписанныì
уровнеì расхоäов на управëение. Показана воз-
ìожностü синтеза высокото÷ных систеì с (необя-
затеëüно ëинейно) преäсказуеìыìи возìущенияìи
во вреìенной обëасти. Дëя неãауссовских возìу-
щений обратные связи, вообще ãоворя, неëиней-
ны, и испоëüзуþтся оöенки возìущений по на-
бëþäенияì на соответствуþщих тактах.

1. ÒÈÏÈ×ÍÎÑÒÜ ÏÐÅÄÑÊÀÇÓÅÌÛÕ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ
È ÖÅÍÀ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

К синãуëярныì относятся, наприìер, все про-
öессы с äискретныì спектроì, а также проöессы,
спектр которых иìеет ëакуны (интерваëы нуëевой
спектраëüной ìеры). Сëеäуþщий простой приìер
äеìонстрирует связü ìежäу наëи÷иеì ëакун и раз-
реøиìостüþ заäа÷и синтеза систеìы с преäписан-
ной стоиìостüþ управëения — äисперсией оøиб-
ки установивøейся реакöии.

Ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ è ñîêðàùåíèÿ:

ä. р. ф. — äробно-раöионаëüная функöия; п. ф. — пе-
реäато÷ная функöия; с. в. — сëу÷айная веëи÷ина;
с. к. о. — среäняя кваäрати÷еская оøибка; ∇ — опера-
тор сäвиãа на оäин такт назаä; ℜ — кëасс п. ф. äопус-
тиìых реãуëяторов; ℑ

n
 — коëüöо n ½ n ìатри÷ных ус-

той÷ивых ä. р. ф.; I(K ) — стоиìостü управëения в сис-
теìе с реãуëятороì K ∈ ℜ; E — ìатеìати÷еское ожиäа-
ние; adj(A) — ìатриöа, присоеäиненная к кваäратной
ìатриöе A; W

y
, W

u
 и W

w
 — п. ф. заìкнутой систеìы от

v к y, u и w; ,  и  — п. ф. систеìы с опор-

ныì реãуëятороì.

Пример 1. Объект — звено оäнотактовой заäержки
y
t
 = u

t – 1
 + v

t
, ãäе спектр стаöионарноãо ëинейно син-

ãуëярноãо возìущения v = {v
t
}
t ∈ Z

 с äискретныì вре-

ìенеì t ∈ Z = {0, ±1, ...} сосреäото÷ен на ìножестве
Δ = {ω ∈ [–π, π]:|sinω/2| m 1/2}, u — управëение, y —
стабиëизируеìый выхоä. Допустиìы стабиëизируþ-
щие обратные связи по выхоäу, а стоиìостü управëе-
ния — äисперсия установивøейся реакöии заìкнутой

систеìы E . Реãуëятор с п. ф. K(z) = p
N
(zp

N
 – 1)–1, ãäе

p
N
(z) = (1 – z)k, äопустиì, и обеспе÷ивает экспонен-

öиаëüное по поряäку при N ↑ × уìенüøение стоиìости

управëения E  = |1 – e–jωp
N
(e–jω)|2dS, ãäе S — спект-

раëüная функöия v, при равноìерно по N оãрани÷ен-

ных расхоäах на управëение E  = |p
N
(e–jω)|2dS. �

Приìер 1 отражает общуþ ситуаöиþ: вырож-
äенностü заäа÷и синтеза (нуëевая öена — нижняя
ãраниöа стоиìости) äëя синãуëярных возìущений
не зависит от п. ф. объекта по управëениþ и спек-
траëüноãо состава возìущения с фиксированной
äисперсией и ëокаëизаöией спектра. Дëя реøения
заäа÷и синтеза существенно указатü ëиøü ëакуну
спектра (äопоëнения [–π, π]\Δ), при÷еì в сиëу эк-
споненöиаëüной схоäиìости преäписанная стои-
ìостü обеспе÷ивается реãуëятораìи поряäков теì
ìенüøих, ÷еì øире ëакуна спектра.

О÷евиäно, синãуëярностü возìущения несов-
ìестиìа со станäартной ìетоäикой построения
реãуëяторов ìетоäоì факторизаöии. Естественно
возникает вопрос об универсаëüности такой стан-
äартной проöеäуры иëи, в эквиваëентной форìе,
о преäставитеëüности, «ìассивности» кëасса спек-
траëüных пëотностей ëинейно реãуëярных возìу-
щений. При поëожитеëüноì ответе ìожно быëо
бы обоснованно с÷итатü вырожäенностü заäа÷и
синтеза искëþ÷итеëüныì, «нетипи÷ныì» свойст-
воì. Оäнако боëее поäробный анаëиз опроверãает
такое преäпоëожение.

Типи÷ностü опреäеëиì в катеãорноì сìысëе

Бэра по отноøениþ к естественной L1-ìетриза-
öии сеìейства спектраëüных пëотностей из кëасса

M = {s ∈ L1: 0 m s m 1}. Ввеäеì пространство 

функöий с кваäрати÷но интеãрируеìыì ìоäуëеì
по весу s ∈ M и норìой ||*||

s
. Как установëено в

работе [12], äëя некотороãо поëожитеëüноãо веса

s ∈ M кажäая функöия f ∈  преäставиìа схоäя-

щиìся по норìе ||*||
s
 ряäоì c

n
z
n, и совокупностü

M * таких весов преäставëяет ìножество M * ⊂ M
второй катеãории Бэра. Есëи s ∈ M *, то ряä схо-

Wy
0

Wu
0

Ww
0

yt
2

k 0=

N

∑

yt
2

Δ

∫

ut
2

Δ

∫

Ls
2

Ls
2

n 0>

∑
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äится и äëя функöии f(z) = 1, поэтоìу возìуще-
ния со спектраëüной пëотностüþ s синãуëярны и
свойство вырожäенности заäа÷и синтеза типи÷но.
Испоëüзуя анонсированный резуëüтат, построиì
реãуëятор, обеспе÷иваþщий преäписаннуþ стои-
ìостü управëения. Привеäеì это построение äëя
скаëярноãо объекта a(∇)y

t
 = b(∇)u

t
 + v

t
 с выхоäоì

y, управëениеì u и стаöионарныì öентрирован-
ныì возìущениеì v со спектраëüной пëотностüþ
s ∈ M *, взаиìно простые поëиноìы a, b (a(0) = 1,
b(0) = 0, b(z) ≠ 0) при |z | = 1) известны. Фиксируеì

некоторый опорный реãуëятор и п. ф. , 

систеìы управëения с опорныì реãуëятороì. Ре-
ãуëятор с п. ф. K

n
 опреäеëиì соотноøенияìи

K
n

= ( )–1,  = (1 – bf
n
) ,  =  –

– af
n

, ãäе  — п. ф. заìкнутой систеìы, а

f
n
 — n-я ÷асти÷ная суììа разëожения ä. р. ф.

b
–1 ∈ , s ∈ M*. Реãуëятор K

n
 äопустиì (стабиëи-

зирует объект), а вырожäенностü заäа÷и синтеза (ну-
ëевая öена управëения) вытекает из соотноøений

|| ||
s
 m |(b )(z)| ||b–1 – f

n
||
s
 = 0, спра-

веäëивых äëя ëþбых пëотностей s ∈ M *.

Рассìотриì вопрос об опреäеëении нижней
ãраниöы стоиìости (öены) управëения, коãäа про-
ектировщик вìесто то÷но известной спектраëüной
функöии возìущения S распоëаãает ее äостато÷но
то÷ной оöенкой S*. Заìена J(S) → J(S*) (ìетоä
поäстановки) обоснован в преäпоëожении непре-
рывности функöионаëа J(S). В противноì сëу÷ае
ìетоä поäстановки искажает öену управëения, а
реаëüно äостижиìая стоиìостü управëения выяв-
ëяется ëиøü на этапе натурных испытаний.

Опреäеëиì то÷ностü оöенки в сìысëе ìетрики
топоëоãии схоäиìости по вариаöии на конусе
спектраëüных функöий Q. Испоëüзуя аффиннуþ
параìетризаöиþ п. ф. систеìы управëения [14],
преäставиì öену управëения в форìе

J(S) = |  – bf |2dS,  S ∈ Q. (1)

Выражение (1) опреäеëяет поëунепрерывное
сверху отображение J: Q → [0, ×). Оäнако, как
виäно из сëеäуþщеãо приìера, свойство поëу-
непрерывности снизу наруøается и приìенение
ìетоäа поäстановки необоснованно.

Пример 2. Пустü S иìеет факторизуеìуþ пëотностü
s ∈ M, а в остаëüноì выпоëнены усëовия приìера 1.
Цена управëения J(S) > 0 совпаäает с с. к. о. опти-
ìаëüноãо ëинейноãо проãноза на такт и опреäеëяется
форìуëой Сеãе [15]. Так как ìножество M* пëотно в

M, то спектраëüная пëотностü s ∈ M\M* аппроксиìи-

руется по L
1-норìе пëотностüþ s* ∈ M* некоторой

бëизкой к S спектраëüной функöии S* (S* ≈ S), äëя ко-
торой J(S*) = 0, т. е. ìетоä поäстановки занижает öену
управëения (по сравнениþ с истинной при то÷но из-
вестной функöии S). �

Высокая ÷увствитеëüностü öены управëения
соãëасуется с хороøо известныì фактоì неãрубо-
сти винеровских реãуëяторов к вариаöияì спект-
раëüноãо состава возìущения [16]. На практике
пробëеìа ÷увствитеëüности реøается äопоëни-
теëüныìи оãрани÷енияìи на кëасс äопустиìых
реãуëяторов, ÷то поäтвержäается высокой äоëей
проìыøëенных реãуëяторов ìаëых поряäков, пос-
троенных эìпири÷ески без у÷ета рекоìенäаöий
совреìенной теории [17, 18].

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Постановка заäа÷и синтеза вкëþ÷ает в себя
описание кëасса объектов, äопустиìых возìуще-
ний, äопустиìых обратных связей и критерия ка-
÷ества.

Линейный объект с äискретныì вреìенеì t
описывается уравнениеì

a(∇)y
t
 = b(∇)u

t
 + v

t
, (2)

ãäе стабиëизируеìый выхоä y
t
, управëение u

t
 и не-

изìеряеìое возìущение v
t
 иìеþт оäинаковуþ раз-

ìерностü n, n ½ n-взаиìно простые справа ìатри÷-
ные поëиноìы a и b заäаны и уäовëетворяþт ус-
ëовияì a(0) = I

n
, b(0) = 0, detb(z) ≠ 0 при |z | = 1.

На÷аëüные усëовия при t < 0 преäставëяþт собой
с. в. с коне÷ныìи ìоìентаìи второãо поряäка.

Возìущение v =  — стаöионарный

öентрированный проöесс с n ½ n-ìатри÷ной спек-
траëüной функöией S спеöиаëüной структуры,

спектр кажäой коìпоненты котороãо  сосреäо-

то÷ен на заäанноì собственноì заìкнутоì поä-
ìножестве Δ

k
 = –Δ

k
 отрезка [–π, π] k = 1, ..., n.

Кëасс всех таких возìущений v уäовëетворяþщих

äопоëнитеëüноìу усëовиþ E ||v
t
||2 m σ2 с фиксиро-

ванной константой σ > 0, обозна÷иì L. Зäесü и äа-
ëее äëя краткости стаöионарные в øирокоì сìыс-
ëе проöессы называþтся стаöионарныìи, а ëиней-
но реãуëярные (ëинейно синãуëярные) проöессы —
реãуëярныìи (синãуëярныìи).

Допустиìы ëþбые стабиëизируþщие объект ëи-
нейные обратные связи по выхоäу α(∇)u

t
 = β(∇)y

t
,

α(0) = I
n
 с n ½ n-ìатри÷ныìи поëиноìаìи α и β

(обратная связü стабиëизируþщая, есëи характе-
ристи÷еский поëиноì заìкнутой систеìы g(z) øу-

Wy
0

Wu
0

Wu
n

Wy
n

Wy
n

Wy
0

Wu
n

Wu
0

Wy
0

Wy u,
n

Ls
2

n ∞→
lim Wy

n
sup
z 1=

Wy
0

n ∞→
lim

inf
f ℑ∈

π–

π

∫ Wy
0

vt
k{ }t Z∈

k = 1 ... n, ,

vt
k
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ровский). Кëасс äопустиìых реãуëяторов обозна-
÷иì ℜ.

Стоиìостü управëения в систеìе с реãуëятороì

K ∈ ℜ опреäеëяется веëи÷иной I(K ) = , ãäе

||*||
v
 — норìа в ãиëüбертовоì пространстве L2(S) со

скаëярныì произвеäениеì (ϕ, ψ) = tr

(функöии, разëи÷аþщиеся на ìножествах нуëевой
S-ìеры, отожäествëяþтся, tr — сëеä кваäратной
n ½ n-ìатриöы, * — знак эрìитова сопряжения).

Дëя заäанноãо уровня стоиìости управëения
d > 0 необхоäиìо построитü реãуëятор K = K

d
 ∈ ℜ,

äëя котороãо I(K ) m d. Есëи посëеäнее нера-

венство разреøиìо относитеëüно K ∈ ℜ äëя ëþбо-
ãо уровня d > 0, то заäа÷а синтеза называется вы-
рожäенной.

Прокоììентируеì постановку заäа÷и. Требова-
ние оäинаковой разìерности управëения и стаби-
ëизируеìой переìенной естественно: «äефиöит
разìерности управëения» (dimu < dimy) препятс-
твует вырожäенности заäа÷и синтеза äëя объекта
общеãо поëожения. О÷евиäно, возìущения v ∈ L
синãуëярны и заäа÷а ëинейноãо проãноза таких
возìущений äопускает скаëяризаöиþ, т. е. ìожет
бытü реøена покоìпонентно. В ÷астноì сëу÷ае
Δ
1

= Δ
2
 = ... = Δ

n
 вырожäенностü поставëенной за-

äа÷и синтеза установëена в работе [7]. Есëи L = {v}
(синтез в «усëовиях поëной опреäеëенности»), то
опреäеëение вырожäенности соãëасуется с анаëо-
ãи÷ныì из § 1. Кëасс L опреäеëяется априорной
инфорìаöией о внеøней среäе, при÷еì то÷ностü
ëокаëизаöии спектров возìущений вëияет на по-
ряäок реãуëятора, ãарантируþщеãо преäписаннуþ

стоиìостü управëения. Требование I(K ) < d

ãарантирует робастностü реãуëятора по отноøе-
ниþ к вариаöияì возìущений внутри кëасса äо-
пустиìых.

Дëя возìущений с коне÷ныì спектроì ÷астот
заäа÷а синтеза разреøиìа и в преäеëüноì сëу÷ае
d = 0 на основе ìноãоìерной версии принöипа
поãëощения [5]. Свойство вырожäенности ìожно
интерпретироватü как прибëиженнуþ инвариант-
ностü систеìы по отноøениþ к кëассу возìуще-
ний с априорной инфорìаöией о ëокаëизаöии их
спектров.

3. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÑÈÍÒÅÇÀ ÐÅÃÓËßÒÎÐÀ

Дëя äопустиìоãо возìущения v ∈ L заìкнутые
ìножества Г

k
 = exp( jΔ

k
) ⊂ Г, k = 1, ..., n, не раз-

биваþт пëоскостü, поэтоìу в сиëу теореìы Лав-

рентüева [19] ëþбая непрерывная на ìножестве Г
k

функöия äопускает равноìернуþ поëиноìиаëü-
нуþ аппроксиìаöиþ. Это утвержäение совìестно
с параìетри÷ескиì преäставëениеì некотороãо
спеöиаëüноãо кëасса систеì управëения позвоëяет
обосноватü вырожäенностü заäа÷и синтеза ìето-
äоì прибëиженной äинаìи÷еской коìпенсаöии.
Сутü этоãо ìетоäа своäится к сëеäуþщеìу.

Пустü  и  — пара п. ф. систеìы с реãу-

ëятороì K
0
 ∈ ℜ от v к u и от v к y соответственно.

Заäа÷а синтеза реãуëятора äëя объекта (2) реøает-
ся в кëассе систеì управëения, п. ф. которых W

y
 и

W
u
 заäаны в параìетри÷еской форìе

W
y
 = (I

n
 – bf ),  W

u
 =  – (I

n
 + b)f,

f ∈ ℑ
n
.

Кажäая такая пара ä. р. ф. W
y
, W

u
 ∈ ℑ

n
 уäовëет-

воряет ëинейноìу уравнениþ aW
y
 – bW

u
 = I

n
 и

преäставëяет собой п. ф. систеìы управëения с
некоторыì реãуëятороì K ∈ ℜ, опреäеëяеìыì
станäартно [14]. В сиëу запазäывания в объекте
по управëениþ усëовие коìпенсаöии W

y
 ≡ 0 не-

совìестиìо с усëовиеì f ∈ ℑ
n
 и äëя построения äо-

пустиìоãо реãуëятора естественно вìесто то÷ной
äинаìи÷еской коìпенсаöии испоëüзоватü при-
бëиженнуþ.

Поëожиì р = diag(p
1
,..., p

n
), q = detb, f = adj(b)p,

ãäе p
k
 — равноìерная поëиноìиаëüная аппрок-

сиìаöия на ìножества Г
k
 = exp( jΔ

k
) скаëярной

ä. р. ф. q–1, k = 1,..., n. (существование которой

сëеäует из теореìы Лаврентüева). Так как  m

m || (z)||2E ||(I
n
 – qp)(∇)v

t
||2, то в сиëу ап-

проксиìаöии p ≈ q–1
I
n
 веëи÷ина в правой ÷асти

неравенства не превыøает преäписанноãо зна÷е-
ния d > 0 äëя поäхоäящеãо поëиноìа p = p

d
. В сис-

теìе управëения с реãуëятороì K = K
d
 ∈ ℜ нера-

венство  < d выпоëняется равноìерно по v ∈

L, т. е. заäа÷а синтеза вырожäенна, ÷то и требова-
ëосü äоказатü.

При оäинаковой ëокаëизаöии спектров коì-
понент возìущения на Δ = Δ

1
 = Δ

2
 = ... = Δ

n
 воз-

ìожна боëее простая схеìа синтеза с испоëüзова-
ниеì правой взаиìно простой факторизаöии [20]

п. ф. объекта по управëениþ (BA
–1 = a–1

b). Пустü

n ½ n поëиноì B (–1) уäовëетворяет неравенству

||I
n

– B(z)B (–1)(z)|| < 1 при z ∈ exp( jΔ). Тоãäа реãу-

Wy v

2

ϕ Sψ*d

π–

π

∫
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

sup
v L∈

sup
v L∈

Wy
0

Wu
0

Wy
0

Wu
0

Wu
0

Wy v

2

sup
z 1=

Wy
0

Wy v

2
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ëятор K ∈ ℜ опреäеëяется без вы÷исëения п. ф. за-
ìкнутой систеìы [7]:

K = (K
0
 – AB

(–1))(I
n
 – BB

(–1))–1. (3)

Деëитеëü (I
n
 – BB

(–1)) в правой ÷асти выраже-

ния (3) анаëоãи÷ен поëиноìу поãëощения äëя
сëу÷ая возìущений с коне÷ныìи спектраìи [5].
Посëеäоватеëüная заìена K

0
 ⇒ K позвоëяет реаëи-

зоватü реãуëятор как звено, итеративное по струк-
туре и требуеìое äëя äостижения преäписанноãо
уровня стоиìости d, ÷исëо итераöий N иìеет ëо-

ãарифìи÷еский поряäок роста: N(d) = O(lnd
–1)

при d → 0 [7]. Опреäеëяþщий теìп снижения сто-
иìости управëения при N ↑ × показатеëü экспо-
ненты äопускает оöенку снизу ÷ерез трансфинит-
ный äиаìетр коìпакта exp( jΔ) [21]. Теìп сниже-
ния öены управëения при росте N теì ниже, ÷еì
бëиже к окружности Г распоëожены корни поëи-
ноìа detb(z). 

4. ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÎ ÍÅÏÎËÍÛÌ ÄÀÍÍÛÌ

Техника поëиноìиаëüной аппроксиìаöии не-
устой÷ивых ä. р. ф. приìениìа и при реøении бо-
ëее общей заäа÷и стабиëизаöии, вкëþ÷ая стабиëи-
заöиþ с преäписанныì уровнеì расхоäов на уп-
равëение.

Объект описывается уравненияìи

a
1
(∇)

wt
 = b

1
(∇)v

t
 + c

1
(∇)u

t
 + d(∇)y

t
,

a
2
(∇)y

t
 = b

2
(∇)v

t
 + c

2
(∇)u

t
, 

ãäе все переìенные (возìущение v ∈ L, стабиëи-
зируеìая переìенная w изìеряеìый без поìех вы-
хоä y и управëение u иìеþт оäинаковуþ разìер-
ностü n, все ìатри÷ные поëиноìы заäаны и иìеþт
разìерностü n ½ n. По преäпоëожениþ поëиноìы
deta

1
 и detb

2
 устой÷ивы, поëиноìы a

2
, c

2
 (a

2
(0) = L

n
)

взаиìно просты справа и выпоëняется усëовие
det(c

1
A + dB)(z) ≈ 0 при z ∈ Г, ãäе поëиноìы A и B

опреäеëяþтся правой взаиìно простой факториза-

öией AB
–1 = c

2
. Кëасс ℜ äопустиìых реãуëято-

ров образован стабиëизируþщиìи объект обрат-
ныìи связяìи по выхоäу u = Ky, стоиìостü управ-

ëения I(K) = . Требуется äëя произвоëüно

заäанноãо уровня стоиìости d > 0 построитü реãу-
ëятор K ∈ ℜ, уäовëетворяþщий öеëевоìу усëовиþ

I(K ) m d. 

При иссëеäовании разреøиìости заäа÷и преä-
поëожиì без оãрани÷ения общности изëожения
a
1

= I
n
. Фиксируеì некоторый опорный реãуëятор

K
0
 ∈ ℜ и тройку п. ф. заìкнутой систеìы { ,

, }. Реøение опреäеëиì в кëассе систеì с

параìетри÷ескиì преäставëениеì п. ф.

W
w
 =  – (c

1
A + dB)f,  W

u
 =  – Af,

W
y
 =  – Bf,  f ∈ ℑ

n
. (4)

При b
1
 = c

1
 = 0, d = b

2
 = I

n
 заäа÷а рассìатри-

ваëасü в § 3, а при b
1
 = d = 0, c

1
 = I

n
 поëу÷аеì прак-

ти÷ески важнуþ заäа÷у стабиëизаöии при ìаëых
расхоäах на управëение (такая заäа÷а соäержатеëü-
на при неустой÷ивоì поëиноìе deta

2
). 

Есëи отказатüся от требования äопустиìости
реãуëятора, то реøение поëу÷ается непосреä-
ственно из усëовия коìпенсаöии W

w
 ≡ 0, экви-

ваëентноãо в сиëу первоãо из уравнений (4) урав-

нениþ (c
1
A + dB)f =  относитеëüно ä. р. ф. f.

Поëожиì p = diag(p
1
, ..., p

n
), q = det(c

1
A + dB),

f = [adj(c
1
A + dB)] p, ãäе p

k
 — равноìерная на

Г
k

= exp( jΔ
k
) поëиноìиаëüная аппроксиìаöия

ä. р. ф. q–1, k = 1, ..., n. Искоìый реãуëятор K ∈ ℜ

поëу÷аеì ëевой факторизаöией ä. р. ф. W
u

,

ãäе W
y,u

 опреäеëяþтся из соотноøений (4). В сиëу

выбора f ∈ ℑ
n
 поëу÷иì: W

w
 = (I

n
 – qp) ≈ 0, ãäе

прибëиженное равенство пониìается в сìысëе

L
2(S)-норìы. Такиì образоì, äëя заäанноãо

уровня d > 0 выпоëняется öеëевое неравенство

I(K ) m d, ÷то и требоваëосü äоказатü.

5. ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ ÐÅÃÓËßÒÎÐÛ

Естественно преäпоëожитü, ÷то возìожностü
синтеза высокото÷ной систеìы управëения объек-
тоì (2) обусëовëена иìенно преäсказуеìостüþ
(синãуëярностüþ) возìущения и требование ëи-
нейности проãноза (ëинейной синãуëярности воз-
ìущения) несущественно. Метоäика построения
реãуëятора, обеспе÷иваþщеãо преäписаннуþ сто-
иìостü управëения, своäится к сëеäуþщеìу. Рас-
øириì кëасс äопустиìых стратеãий управëения в
преäпоëожении набëþäаеìости возìущения в
проøëоì, настоящеì и буäущеì. Такой ìетоäи-
÷еский приеì расøирения приìеняëся äëя реøе-
ния ëинейно-кваäрати÷ной заäа÷и синтеза и воз-
ìущений автореãрессия — скоëüзящее среäнее,
коãäа закон реãуëирования поëу÷аþт из коìбини-
рованноãо заìеной возìущений их оптиìаëüныìи
оöенкаìи по набëþäенияì на соответствуþщих

a2
1–

Ww v

2

sup
v L∈

Ww
0

Wy
0

Wu
0

Ww
0

Ww
0

Wy
0

Ww
0

Ww
0

Wy
1–

Ww
0

sup
v L∈
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тактах [14]. Есëи же проöесс v преäсказуеì, то су-
жение кëасса стратеãий при перехоäе от коìбини-
рованноãо закона с упрежäениеì по возìущениþ
к обратной связи по выхоäу не снижает стоиìости
управëения. Дëя неãауссовских возìущений та-
кой приеì заìены возìущений их оптиìаëüныìи
оöенкаìи привоäит, вообще ãоворя, к некоторой
неëинейной стратеãии. Перейäеì к описаниþ аë-
ãоритìа синтеза.

По преäпоëожениþ возìущение v в объекте (2)
преäставëяет собой öентрированный стаöионар-
ный в узкоì сìысëе синãуëярный проöесс с ко-
не÷ныìи ìоìентаìи второãо поряäка. На÷аëüные
äанные нуëевые (y

t
 = u

t
 = 0 при t < 0). Объект (2)

стабиëизируется некоторыì опорныì реãуëятороì
α
0
(∇)u

t
 = β

0
(∇)y

t
, α(0) = I

n
 (характеристи÷еский по-

ëиноì заìкнутой систеìы g = det  устой-

÷ив), и выпоëняется ÷астотное усëовие detb(z) ≠ 0
при z ∈ Г. Ввеäеì стаöионарный проöесс ξ — ре-
акöиþ (некаузаëüноãо) фиëüтра с ÷астотной харак-

теристикой b–1(e–jω) на стаöионарный проöесс v и
построиì коìбинированнуþ систеìу с законоì
управëения α

0
(∇)u

t
 = β

0
(∇)y

t
 – α

0
(∇)ξ

t
. Заìкнутая

систеìа иìеет стаöионарное реøение (y
t
 = 0,

u
t
= –ξ

t
) и в сиëу устой÷ивости поëиноìа g неза-

висиìо от на÷аëüных äанных äëя ëþбоãо реøения
этой систеìы (y

t
, u

t
) справеäëиво равенство

E ||y
t
||2 = 0. (5)

Заìениì с. в. ξ
t
 ее оöенкой  = E(ξ

t
| ,

|) при t > N + n,  = 0 при t m N + n, ãäе

 = (y
t
, ..., y

t–N–n
),  = (u

t–1
, ..., u

t–N–n
),

N . 1. Закон управëения опреäеëиì неëинейной
обратной связüþ по выхоäу

α
0
(∇)u

t
 = β

0
(∇)y

t
 –α

0
(∇) . (6)

Заìена ξ
t
 ⇒  обосновывается сëеäуþщей

ëеììой, äоказанной в Приëожении.
Лемма. Если возмущение v сингулярно, то

E ||ξ
t
 – ||2 = 0. �

В сиëу устой÷ивости поëиноìа g из привеäен-

ной ëеììы вытекаþт соотноøения E Ѕ

Ѕ ||y
t
 – ||2 = 0, sup E ||u

t
 – ||2 < ×

äëя реøения ( , ) заìкнутой систеìы (2), (6),

и с у÷етоì равенства (5) поëу÷иì J
N
 = 0, ãäе

J
N
 = E || ||2. 

Дëя заäанноãо уровня стоиìости управëения
d > 0 реãуëятор (5) äостато÷но боëüøой ãëубины па-
ìяти T = T(N) (при N > N

d
 . 1) ãарантирует выпоë-

нение öеëевоãо неравенства J
N
 < d при оãрани÷ен-

ных расхоäах на управëение E || ||2 < ×.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожен ìетоä прибëиженной äинаìи÷ес-
кой коìпенсаöии äëя ëинейных äискретных объ-
ектов с преäсказуеìыìи (синãуëярныìи) возìу-
щенияìи. Возìожностü синтеза высокото÷ной
систеìы обусëовëена эквиваëентностüþ канаëа
изìерения синãуëярных возìущений их проãнозу
относитеëüно проøëых набëþäений «вхоä — вы-
хоä» на соответствуþщих тактах. Преäписанная
стоиìостü управëения (в сìысëе среäнекваäрати-
÷еской норìы установивøейся реакöии) ãаранти-
руется в кëассе äопустиìых реãуëяторов, ãëубина
паìяти которых растет с ужесто÷ениеì требова-
ний к то÷ности стабиëизаöии.

Резуëüтаты работы äопускаþт обобщение на
заäа÷и с боëее сëожныìи öеëяìи, наприìер, ста-
биëизаöии ÷асти реãуëируеìых переìенных при
оãрани÷ениях на расхоäы по некоторыì канаëаì
управëения. Аëãоритìоì синтеза ìожно воспоëü-
зоватüся, наприìер, äëя коìпенсаöии ãарìони-
÷ескоãо возìущения, ÷астота котороãо ëокаëизо-
вана в априорно заäанноì äиапазоне.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы. Пустü F
Nt

 = σ-аëãеб-

ра, порожäенная систеìой с. в. ( , ), и

γ
k
v
t + k

 — преäставëение проöесса ξ схоäящиìся

п. н. (по÷ти наверное) и в среäнеì кваäрати÷ескоì ря-
äоì, ãäе {γ

k
}
k∈Z

 — n ½ n ìатри÷ные коэффиöиенты ря-

äа Фурüе äëя ä. р. ф. b–1(z). Утвержäение ëеììы ìожно

преäставитü в виäе E ||ξ
t
 – E(ξ

t
|F

Nt
)||2 = 0.

С у÷етоì экспоненöиаëüной схоäиìости ||γ
k
||  0 при

k → × äостато÷но äоказатü сëеäуþщее преäеëüное ра-
венство:

τ
Ntk

 = 0,  τ
Ntk

 = E ||v
t + k

 – E(v
t + k

|F
Nt

)||2. (П1)

a b–

β0– α0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

t ∞→
lim

ξt
N

yt N– n–
t

ut N– n–
t 1– ξt

N

yt N– n–
t

ut N– n–
t 1–

ξt
N

ξt
N

N ∞→

lim lim sup
t ∞→

ξt
N

N ∞→
lim lim sup

t ∞→

yt
N

N ∞→
lim lim sup

t ∞→

ut
N

yt
N

ut
N

N ∞→
lim

lim sup
t ∞→

yt
N

sup
N

lim sup
t ∞→

ut
N

yt N– n–
t

ut N– n–
t 1–

k ∞–=

∞

∑

N ∞→

lim lim sup
t ∞→

k→×

→

N ∞→

lim lim sup
t ∞→
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Посëеäоватеëüностü , Z
+ = {1, 2, ...}

ìонотонно не возрастает при N ↑ ×, поэтоìу

τ
Ntk

 m τ
Mtk

 äëя ëþбых M ∈ Z
+, и

при наруøении равенства (П1) иìееì: τ
Mtk

 l c
k

с некоторой константой c
k
 >0. В сиëу уравнения объ-

екта (2) при t > M + n справеäëивы вкëþ÷ения G
Mt

 =

= σ{ } ⊂ F
Mt

, поэтоìу E ||v
t + k

 – E(v
t + k

|G
Mt

)||2 l

l τ
Mtk

 l c
k
. Проöесс v стаöионарен, поэтоìу ве-

ëи÷ины поä знакоì преäеëа в ëевой ÷асти посëеäнеãо

неравенства не зависят от t, и E ||v
t + k

 – μ
tkM

||2 l c
k
, ãäе

μ
tkM

 = E(v
t + k

|G
Mt

), M ∈ Z +. Посëе перехоäа к преäеëу

при M ↑ × поëу÷иì неравенство

E ||v
t + k

 – μ
tkM

||2 > 0. (П2)

Проöесс μ =  — ìартинãаë Леви,

уäовëетворяþщий неравенству

E ||μ
tkM

||2 m E ||v
t
||2, (П3)

поэтоìу μ
tkM

  μ
tk×

 = E(v
t + k

|G
×t

) при M → × п. н.,

ãäе G
×t

 = σ( G
Mt

). Но v
t + k

 = E(v
t + k

|G
×t

) п. н. в си-

ëу синãуëярности проöесса v, поэтоìу μ
tkM

  v
t + k

при M → × п. н. Субìартинãаë 

уäовëетворяет неравенству (П3), поэтоìу [22] ||μ
tlM

||

существует в L2, откуäа E ||v
t + k

 – μ
tkM

||2 = 0 вопре-

ки неравенству (П2), т. е. преäпоëожение c
k
 > 0 приво-

äит к противоре÷иþ, и равенство (П1), а вìесте с ниì
и утвержäение ëеììы äоказаны.
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τNtk{ }
N Z

+
∈

lim sup
N ∞→

lim sup
t ∞→

lim sup
t ∞→

lim sup
t ∞→

vt M–
t

lim sup
t ∞→

lim sup
t ∞→

lim sup
M ∞→

μtkM GMt,{ }
M Z

+
∈

sup
M Z

+
∈

M→×

→

M Z
+

∈

∪

M→×

→

μtkM GMt,{ }
M Z

+
∈

M ∞→

lim

M ∞→

lim
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ÓÄÊ 62-55

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÐÅÃÓËßÒÎÐÎÂ ÇÀÄÀÍÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ 
ÏÐÈ ÑÎÁËÞÄÅÍÈÈ ÈÍÆÅÍÅÐÍÛÕ ÒÐÅÁÎÂÀÍÈÉ

Ï.Ñ. Ùåðáàêîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

При стабиëизаöии систеì на практике повсе-
ìестно испоëüзуþтся коìбинаöии простых типо-
вых реãуëяторов, ÷то, прежäе всеãо, объясняется
простотой их настройки. Этоìу посвящена об-
øирная ëитература, наприìер, [1, 2]. В общеì
сëу÷ае, как известно [3, 4], заäа÷а построения ста-
биëизируþщеãо реãуëятора заäанной структуры
сëожна, поскоëüку своäится к отысканиþ устой-
÷ивоãо поëиноìа в äанноì сеìействе поëиноìов.

Обеспе÷ение äëя заìкнутой систеìы заäанных
свойств (поìиìо устой÷ивости) ÷асто натаëкива-
ется на äопоëнитеëüные труäности, связанные с
теì, ÷то в техни÷еских систеìах эти свойства
обы÷но преäставëены в инженерных терìинах и
поэтоìу труäно форìаëизуеìы. Еще сëожнее вы-
братü оптиìаëüный реãуëятор в этих усëовиях,
поскоëüку, как правиëо, не уäается сфорìироватü
еäиный функöионаë ка÷ества. Не буäет преувеëи-
÷ениеì сказатü, ÷то к реøениþ заäа÷ такоãо роäа
в общеì виäе не существует универсаëüноãо поäхо-
äа; иìеþтся ëиøü реöепты äëя разëи÷ных ÷астных
сëу÷аев, испоëüзуþщие спеöифику конкретной за-
äа÷и (сì., наприìер, работы [5—7]. Иìеþщиеся в
ëитературе «реãуëярные» ìетоäики построения ре-
ãуëяторов, оптиìаëüных по тоìу иëи иноìу крите-
риþ, иìеþт ряä неäостатков: они сëожны в реаëи-
заöии, привоäят к реãуëятораì высоких поряäков,
поëу÷аþщиеся реãуëяторы ÷асто теряþт свойство

стабиëизируеìости при ìаëых изìенениях своих
параìетров и т. ä., [8, 9].

В работе [10] быëа преäëожена сëеäуþщая по-
ëуэвристи÷еская схеìа построения простых реãу-
ëяторов. Оãрани÷ивøисü переäато÷ной функöией
реãуëятора виäа (τs + 1)/(νs + 1), соäержащей äва
настраиваеìых вещественных параìетра τ и ν, ви-
äиì, ÷то характеристи÷еский поëиноì заìкнутой
систеìы зависит от них ëинейно. С поìощüþ тех-
ники D-разбиения ([11, 12]) на пëоскости {τ, ν}
ìожно построитü обëастü, отве÷аþщуþ устой÷и-
вости. Даëее, выбирая с поìощüþ «ìыøи» на эк-
ране коìпüþтера ту иëи инуþ то÷ку в этой обëасти
äопустиìых реãуëяторов, вы÷исëяеì зна÷ение оп-
тиìизируеìоãо критерия. Проöесс заверøается по
нахожäении приеìëеìоãо реãуëятора. Такая ин-
терактивная проöеäура проста с вы÷исëитеëüной
то÷ки зрения, äает все ìножество äопустиìых ре-
ãуëяторов и, кроìе тоãо, ÷асто привоäит к ëу÷øиì
зна÷енияì критерия.

В настоящей статüе этот поäхоä развивается в
нескоëüких направëениях (преäваритеëüный вари-
ант äанной работы сì. в пубëикаöии [13]). Прежäе
всеãо, при построении äопустиìой обëасти у÷и-
тывается ряä äопоëнитеëüных — поìиìо устой-
÷ивости — требований к реãуëятору и заìкнутой
систеìе, таких как устой÷ивостü и ìиниìаëüно-
фазовостü реãуëятора, оãрани÷ение сверху на еãо
коэффиöиент усиëения, оãрани÷ения снизу на
степенü устой÷ивости и коэффиöиент затухания
заìкнутой систеìы. Это äостиãается путеì эëе-
ìентарной ìоäификаöии проöеäуры D-разбиения.

Работа посвящена развитиþ простоãо и эффективноãо поäхоäа к синтезу реãуëяторов,
преäëоженноãо в 1999 ã. О.Н. Кисеëевыì и Б.Т. Поëякоì, и еãо иссëеäованиþ приìе-
нитеëüно к реøениþ заäа÷и стабиëизаöии режиìа эëектроэнерãети÷еской систеìы. Поä-
хоä закëþ÷ается в построении ìножества всех äопустиìых реãуëяторов заäанной струк-
туры (ëибо ãенерировании их сëу÷айныì образоì) с посëеäуþщей возìожностüþ выбора
среäи них наиëу÷øеãо по тоìу иëи иноìу инженерноìу критериþ. Иссëеäован также ро-
бастный вариант ìетоäа при наëи÷ии параìетри÷еской неопреäеëенности в систеìе и
äано обобщение на реãуëяторы боëее сëожной структуры.

Ключевые слова: реãуëяторы фиксированной структуры, D-разбиение, робастностü, ранäоìизаöия.

pb509.fm  Page 9  Wednesday, September 23, 2009  2:37 PM



ÀÍÀËÈÇ È ÑÈÍÒÅÇ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

10 CONTROL SCIENCES ¹ 5 • 2009

Даëее, за критерий оптиìаëüности приняты ти-
пи÷ные инженерные показатеëи — вреìя успоко-
ения и зна÷ение перереãуëирования. Кроìе тоãо,
все построения обобщаþтся на робастнуþ поста-
новку заäа÷и, коãäа в коэффиöиентах переäато÷-
ной функöии объекта присутствует интерваëüная
неопреäеëенностü; это äостиãается путеì робаст-
ной ìоäификаöии проöеäуры D-разбиения. Нако-
неö, поскоëüку в «беäноì» сеìействе äвухпараìет-
ри÷еских реãуëяторов, возìожно, не уäастся найти
приеìëеìый (иëи äаже стабиëизируþщий), то
рассìатривается обобщение поäхоäа на реãуëято-
ры, соäержащие боëее äвух параìетров. В этоì
сëу÷ае наãëяäная визуаëизаöия äопустиìой об-
ëасти затруäнена, оäнако уäается описыватü ее
неявно, путеì сëу÷айноãо ãенерирования то÷ек в
ней на основе ìетоäа сëу÷айных бëужäаний типа
Hit-and-Run [14, 15].

Рассìатриваеìая ìетоäика преäоставëяет про-
ектировщику öеëый спектр реãуëяторов, отве÷аþ-
щих заäанныì спеöификаöияì; из них ëеãко вы-
братü наибоëее приеìëеìый, руковоäствуясü ука-
занныìи инженерныìи требованияìи.

Рассìатриваеìый поäхоä приìенен к øироко
распространенной ìоäеëи Хеффрона—Фиëипса
[16], описываþщей проöессы перетока ìощностей
в реаëüных эëектроэнерãети÷еских систеìах. Заäа-
÷а закëþ÷ается в построении такоãо реãуëятора за-
äанной структуры (типовоãо), который бы сохра-
няë устой÷ивостü систеìы и некоторыì опти-
ìаëüныì образоì перевоäиë ее в установивøийся
посëеаварийный режиì работы. Резуëüтаты ìоäе-
ëирования показываþт, ÷то, приìеняя указаннуþ
ìетоäику, уäается ëеãко построитü реãуëятор, за-
висящий всеãо от äвух параìетров, который по
всеì показатеëяì зна÷итеëüно превосхоäит ãораз-
äо боëее сëожный реãуëятор третüеãо поряäка (со-
äержащий øестü параìетров), известный из ëи-
тературы [17, 18]. Боëее тоãо, и äëя робастной
постановки заäа÷и уäается построитü простой ре-
ãуëятор, который стабиëизирует интерваëüное се-
ìейство объектов при боëее высокоì уровне не-
опреäеëенности, ÷еì реãуëятор из работ [17, 18], и
обëаäает боëее высокиì ка÷ествоì äëя сëу÷айно
выбираеìоãо эëеìента сеìейства.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÅÅ ÀÍÀËÈÇ

1.1. Çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ýíåðãîñèñòåì

Совреìенные эëектроэнерãети÷еские сети преä-
ставëяþт собой сëожные ìноãосвязные äинаìи-
÷еские систеìы, поäверженные разëи÷ноãо роäа
возìущенияì. Так, в норìаëüноì режиìе работы
постоянно иìеþт ìесто изìенения наãрузки, ко-

торые сопровожäаþтся перетокаìи ìощности по
ëинияì эëектропереäа÷ и äоëжны покрыватüся ãе-
нератораìи. При некоторых конфиãураöиях сети
небоëüøие изìенения наãрузки иëи ãенераöии
привоäят к существенныì коëебанияì ìощности
ìежäу поäсистеìаìи. С äруãой стороны, короткие
заìыкания, откëþ÷ения öепей ëиний эëектропе-
реäа÷, отказы оборуäования и äруãие непоëаäки
требуþт в некотороì сìысëе оптиìаëüноãо пере-
воäа систеìы в установивøийся (посëеаварий-
ный) режиì. Основная öеëü при управëении пере-
хоäныìи проöессаìи в энерãосистеìе состоит в
сохранении еþ устой÷ивости иëи перевоäе ее в та-
кой новый режиì с ìиниìаëüно возìожныì ÷ис-
ëоì ка÷аний роторов ãенераторов [6].

Дëя описания эëеìентов энерãосистеì с боëü-
øиì ÷исëоì ãенераторов, ëиний переäа÷ и наãру-
зок, äействуþщих в усëовиях возìущений и реаëи-
зуþщих некоторые простейøие схеìы, траäиöион-
но приìеняþтся ëинейные äифференöиаëüные
уравнения. Оäной из таких наибоëее распростра-
ненных ìоäеëей явëяется ìоäеëü Хеффрона—Фиë-
ëипса [16], которая и буäет рассìатриватüся äаëее.

Дëя обеспе÷ения устой÷ивости энерãосистеìы
необхоäиìо наäëежащиì образоì изìенятü ìощ-
ностü ãенераторов путеì поäа÷и äопоëнитеëüных
сиãнаëов от управëяþщеãо орãана — так называе-
ìоãо систеìноãо стабиëизатора. По совреìенныì
преäставëенияì систеìный стабиëизатор сëеäует
выбиратü в виäе äинаìи÷ескоãо реãуëятора (по воз-
ìожности ìиниìаëüноãо поряäка), реаëизуþщеãо
ту иëи инуþ форìу закона ПИД-управëения [6].

1.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà
è òðåáîâàíèÿ ê ñèñòåìå

Исхоäя из сказанноãо, рассìатриваеì сëеäуþ-
щуþ ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü. Иìеется скаëярный
объект с переäато÷ной функöией

G(s) = , (1)

ãäе поëиноìы n
G
(s), d

G
(s) известны, и реãуëятор

C(s) =  заäанной структуры:

C(s) = • ... , (2)

ãäе τ
i
, ν

i
 ∈ � — параìетры, поäëежащие выбору, а

m — ÷исëо звенüев, которое по возìожности сëе-
äует ìиниìизироватü.

Цеëü состоит в отыскании зна÷ений параìет-
ров (есëи таковые иìеþтся), которые бы обеспе-

nG s( )
dG s( )
--------------

nC s( )
dC s( )
--------------

τ1s

ν1s 1+
-----------------

τ2s 1+

ν2s 1+
-----------------

τms 1+

νms 1+
------------------

pb509.fm  Page 10  Wednesday, September 23, 2009  2:37 PM



ÀÍÀËÈÇ È ÑÈÍÒÅÇ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

11ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 5 • 2009

÷иваëи заìкнутой систеìе заäанные свойства. Поä
свойстваìи пониìаеì сëеäуþщее.

P1. Устой÷ивостü и степенü устой÷ивости

σ = – Res
i
, ãäе s

i
 — корни характеристи÷ескоãо

поëиноìа заìкнутой систеìы.
P2. Степенü коëебатеëüности χ = 1/ξ, ξ =

= |Res
i
/Ims

i
|.

P3. Вреìя успокоения t
s
 = min{T: |π(t)| < ε ∀t l T }

äëя некотороãо заäанноãо ε > 0 (вреìя попаäания
в ε-трубку).

P4. Перереãуëирование h = |π(t)| (ìакси-

ìаëüное по абсоëþтной веëи÷ине зна÷ение пере-
хоäной функöии).

Дëя уäовëетворитеëüноãо функöионирования
систеìы требуется так выбиратü коэффиöиенты
реãуëятора, ÷тобы веëи÷ины σ и ξ приниìаëи
боëüøие зна÷ения, а t

s
 и h быëи бы по возìожнос-

ти ìаëы. Исхоäя из техноëоãи÷еских требований,
преäъявëяеìых к совреìенныì энерãосистеìаì [6],
за жеëаеìые показатеëи ка÷ества систеìы прини-
ìаþтся сëеäуþщие:

σ l 0,4;  ξ l 0,15;  t
s
 m 2 при ε = 0,005;

h m 0,015. (3)

Особенностü ìоäеëи (1) Хеффрона—Фиëëипса
состоит в ее асиìптоти÷еской устой÷ивости и
наëи÷ии äëиннопериоäи÷еских сëабозатухаþщих
коëебаний. Поэтоìу обы÷но синтез реãуëяторов
äëя этой ìоäеëи осуществëяется прежäе всеãо в
öеëях ãаøения таких коëебаний, при÷еì за воз-
ìожно боëее короткое вреìя. Такиì образоì, ос-
новные оптиìизируеìые показатеëи в äанной ìо-
äеëи — вреìя успокоения t

s
, перереãуëирование h

и степенü коëебатеëüности χ.
Кроìе тоãо, саì реãуëятор äоëжен обëаäатü сëе-

äуþщиìи свойстваìи.
C1. Бытü устой÷ивыì и ìиниìаëüно-фазовыì:

τ
i
, ν

i 
> 0.

C2. Иìетü невысокий коэффиöиент усиëения,

т. е. веëи÷ина g = τ
i
/ v

i
 не äоëжна бытü о÷енü

боëüøой.
C3. Иìетü поряäок m не выøе заäанноãо.
Выбор структуры реãуëятора в виäе (2) объяс-

няется теì, ÷то при реаëизаöии реãуëяторов на
практике ÷асто приìеняþтся типовые звенüя виäа
(τs + 1)/(νs + 1), и при этоì иìеется возìожностü
наращиватü такуþ структуру, повыøая при необ-
хоäиìости поряäок реãуëятора.

С техни÷еской то÷ки зрения, инженерный ха-
рактер преäъявëяеìых к систеìе требований опре-

äеëяется сëожностüþ форìаëизаöии норìативных
оãрани÷ений, ÷то привоäит, в ÷астности, к ìноãо-
критериаëüности общей заäа÷и управëения энер-
ãосистеìой и, как сëеäствие, невозìожности поë-
ностüþ уäовëетворитü всеì требованияì, в тоì
÷исëе и в раìках рассìатриваеìоãо поäхоäа. Преä-
ëаãаеìая ìетоäика ставит своей öеëüþ преäëожитü
проектировщику набор субоптиìаëüных реøений;
окон÷атеëüный выбор осуществëяется иì на осно-
ве опыта и иных нефорìаëüных соображений.

1.3. Ìîäåëü îáúåêòà è àíàëèç ñâîéñòâ
èçâåñòíîãî ðåãóëÿòîðà

Моäеëüþ конкретноãо объекта, изу÷аеìоãо в
работе, сëужит скаëярная переäато÷ная функöия

G(s) = –(73,321s
3 + 153,74s

2 + 146,419s)/(s7 +

+ 42,373s6 + 549,823s
5 + 2349,217s

4 + 8667,712s
3 +

+ 20561,931s
2 + 27641,875s + 21389,004), (4)

которая описывает изìенения скоëüжения ãенера-
тора при изìенении управëяþщеãо сиãнаëа, пос-
тупаþщеãо от систеìноãо стабиëизатора. В уста-
новивøеìся режиìе скоëüжение равно нуëþ, ÷то
соответствует успокоениþ ка÷аний ротора ãене-
ратора.

Дëя этоãо объекта в работе [17] со ссыëкой на
статüþ [18] привеäен реãуëятор третüеãо поряäка

C(s) = , (5)

поäкëþ÷аеìый с поëожитеëüной обратной связüþ
и преäназна÷енный äëя äеìпфирования эëектро-
ìехани÷еских коëебаний в эëектроэнерãети÷еской
систеìе.

Отìетиì, ÷то реãуëятор (5) иìеет коэффиöиент

усиëения  ≈ 22,8733; äаëее при построении про-

стых реãуëяторов в § 2 буäеì оãрани÷иватü их ко-

эффиöиент усиëения g этой веëи÷иной: g m .

Вы÷исëяя зна÷ения показатеëей ка÷ества (сì.
табëиöу), виäиì, ÷то реãуëятор (5) не уäовëетво-
ряет требованияì (3) и äаже ухуäøает степенü ус-
той÷ивости заìкнутой систеìы.

max
i

min
i

max
t 0≥

i 1=

m

∏
i 1=

m

∏

10s

10s 1+
------------------

0,44s 1+
0,092s 1+
--------------------------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 2

g

g

Показатеëü σ ξ t
s

h

Жеëаеìое зна÷ение 0,4 0,15 2,0 0,015

Разоìкнутая систеìа 0,2114 0,0663 5,9700 0,0171

Заìкнутая систеìа 0,1001 0,0920 4,0600 0,0166
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Боëее тоãо, оказывается, ÷то боëее простой ре-
ãуëятор второãо поряäка

C(s) = • , (6)

который поëу÷ается из реãуëятора (5) искëþ÷ени-
еì оäноãо звена и выравниваниеì коэффиöиента

усиëения äо g = , привоäит к ëу÷øиì показате-

ëяì äëя заìкнутой систеìы.
Это набëþäение ãоворит в поëüзу тоãо, ÷то в

кëассе боëее простых реãуëяторов, возìожно,
уäастся найти приеìëеìый. Такиì образоì, öеëü
посëеäуþщеãо изëожения состоит в нахожäении
такоãо реãуëятора äëя объекта (4), который бы, пре-
жäе всеãо, уäовëетворяë указанныì выøе требова-
нияì, а также быë бы как ìожно боëее простыì.

2. ÏÐßÌÎÉ ÏÎÈÑÊ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ

2.1. Ìåòîä D-ðàçáèåíèÿ

Обратиìся к преäëаãаеìоìу способу построе-
ния простых реãуëяторов. Прежäе всеãо, в сеìей-
стве (2) оãрани÷иìся реãуëятораìи первоãо поряä-
ка виäа

C
2
(s, k

1
, k

2
) = , (7)

которые зависят ëиøü от äвух параìетров k
1
 и k

2
.

Тоãäа характеристи÷еский поëиноì систеìы, за-
ìкнутой реãуëятороì (7) в öепи поëожитеëüной
обратной связи, иìеет виä

p
c
(s, k) = p

0
(s) + k

1
p

1
(s) + k

2
p

2
(s),

degp
c
(s, k) = n, (8)

ãäе обозна÷ено p
0
(s) = d

G
(s), p

1
(s) = –sn

G
(s),

p
2
(s) = sd

G
(s), а n

G
(s) и d

G
(s) — поëиноìы в ÷ис-

ëитеëе и знаìенатеëе переäато÷ной функöии объ-
екта (1). Этот поëиноì ëинейно зависит от äвух
параìетров, поэтоìу, поëüзуясü ìетоäоì D-разби-
ения пëоскости {k

1
, k

2
}, ìожеì построитü обëастü

D
st
 = {(k

1
, k

2
): p

c
(s, k) устой÷ив} всех реãуëяторов

виäа (7), стабиëизируþщих объект (1).
Дëя тоãо ÷тобы поä÷еркнутü вы÷исëитеëüнуþ

простоту ìетоäа, преäëаãаеìоãо ниже äëя постро-
ения стабиëизируþщих реãуëяторов, кратко на-
поìниì иäеþ ìетоäа D-разбиения.

Есëи при какоì-то зна÷ении параìетров k
1
 и k

2

поëиноì p
c 
(s, k) (8) иìеет ровно m ≤ n устой÷ивых

корней Res
i
 < 0, то при варüировании k

1
 и k

2
 их

÷исëо ìожет изìенитüся, ëиøü есëи изìенится

степенü поëиноìа иëи некоторые из корней пере-
секут ìниìуþ осü. Второй сëу÷ай соответствует су-
ществованиþ реøения уравнения p

c
( jω, k

1
, k

2
) = 0

при некотороì ω l 0. При фиксированноì ω это
уравнение преäставëяет собой систеìу äвух линей-
ных относитеëüно k

1
 и k

2
 уравнений, соответству-

þщих вещественной и ìниìой ÷астяì поëиноìа
p
c
( jω, k

1
, k

2
), и их реøение не преäставëяет труäа.

Эти реøения, такиì образоì, äаþт параìетри÷ес-
кие уравнения ãраниöы обëасти D

m
 на пëоскости

{k
1
, k

2
}, внутри которой ÷исëо устой÷ивых корней

неизìенно, и нас интересует ëиøü обëастü устой-
÷ивости D

n
 = D

st
. Мы не привоäиì аккуратноãо

описания ìетоäики построения D-разбиения и
выäеëения обëасти D

st
; эта техника поäробно раз-

работана, äетаëи и обобщения ìожно найти, на-
приìер, в работах [11, 12].

Теперü остаëосü у÷естü äопоëнитеëüные оãра-
ни÷ения; иìенно, в обëасти D

st
 выбираеì ëиøü

то÷ки, уäовëетворяþщие усëовияì k
2
 > 0 (требо-

вание устой÷ивости реãуëятора) и k
1
/k

2
 m  (оãра-

ни÷ение на коэффиöиент усиëения). Все такие ре-
ãуëяторы называеì допустимыми, а соответствуþ-
щуþ обëастü на пëоскости обозна÷аеì ÷ерез D

feas
.

В резуëüтате такой простой вы÷исëитеëüной
проöеäуры поëу÷аеì явное описание всех реãуëя-
торов виäа (7), которые стабиëизируþт объект и
уäовëетворяþт требованияì C1 — C3. Даëее, вы-
бираеì с поìощüþ «ìыøи» на экране коìпüþтера
ту иëи инуþ то÷ку в äвуìерной обëасти D

feas
, стро-

иì перехоäнуþ функöиþ заìкнутой систеìы, на-
приìер, с поìощüþ станäартной проöеäуры step в
систеìе Matlab, и вы÷исëяеì зна÷ения показатеëей
ка÷ества. Работа прекращается по нахожäении ре-
ãуëятора, уäовëетворяþщеãо проектировщика.

Впервые общая иäея такоãо поäхоäа быëа сфор-
ìуëирована в работе [10]; таì же еãо работоспо-
собностü быëа проäеìонстрирована на ряäе про-
стых тестовых заäа÷, известных из ëитературы, но
не иìеþщих реаëüноãо физи÷ескоãо происхожäе-
ния. В настоящей работе ставится öеëü проäе-
ìонстрироватü эффективностü этоãо поäхоäа к ре-
øениþ важной практи÷еской заäа÷и — стабиëиза-
öии режиìов эëектроэнерãети÷еской систеìы.
При этоì вìесто H

×

-критерия оптиìаëüности ре-

ãуëяторов, который в основноì испоëüзоваëся в
работе [10], ìы рассìатриваеì инженерные кри-
терии п. 1.2. Наконеö, в работе [10] äопустиìая об-
ëастü преäставëяëа собой ëиøü ìножество стаби-
ëизируþщих реãуëяторов, при÷еì первоãо поряäка
(т. е. зависящих от äвух параìетров). В настоящей
работе при построении äопустиìой обëасти поìи-

47,826s

10s 1+
--------------------

0,44s 1+
0,092s 1+
--------------------------

g

k1s

k2s 1+
-----------------

g
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ìо устой÷ивости у÷итываþтся и некоторые иные
требования; кроìе тоãо, обсужäается оäин из пу-
тей построения реãуëяторов боëее высокоãо по-
ряäка, зависящих от боëüøеãо ÷исëа параìетров.

Преäëаãаеìый поäхоä не ãарантирует отыска-
ния жеëаеìоãо реãуëятора. Боëее тоãо, обëастü
D

feas
 ìожет оказатüся пустой, ÷то озна÷ает невоз-

ìожностü äаже стабиëизироватü иìеþщийся объ-
ект простыìи реãуëятораìи виäа (7) при преäъяв-
ëяеìых к ниì требованиях. Оäнако такой пряìой
поиск äает уäобное среäство отыскания инженер-
ноãо реøения, усëовия саìоãо существования ко-
тороãо труäно форìаëизуеìы.

2.2. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

Перейäеì к реøениþ поставëенной заäа÷и äëя
объекта (4). На рис. 1 в пëоскости параìетров
{k

1
, k

2
} изображена обëастü D

st
 всех реãуëяторов

виäа (7), стабиëизируþщих объект (4) (оãрани÷е-
на жирныìи кривыìи), построенная с поìощüþ

D-разбиения. Пряìая k
1
 = k

2
 у÷итывает оãрани-

÷ение на коэффиöиент усиëения. Есëи по прироäе
заäа÷и иìеþтся äопоëнитеëüные оãрани÷ения на

параìетры типа k
i
 m k

i
 m , то у÷естü их также не

составëяет труäа.

Виäиì, ÷то обëастü D
st
 не оãрани÷ена, ÷то ìо-

жет затруäнитü поиск. Оäнако виäоизìенив про-
öеäуру D-разбиения, ìожно вìесто обëасти D

st

строитü оãрани÷еннуþ обëастü D
σ
, внутри кото-

рой поëиноì (8) иìеет степень устойчивости не

ìенüøе некоторой σ (теì саìыì выпоëняя тре-
бование P1 с заäанной степенüþ устой÷ивости σ).
Дëя этоãо при изìенении параìетров k

1
 и k

2
 наäо

у÷итыватü пересе÷ение корняìи не ìниìой оси
{ jω}, а пряìой {–σ + jω}. На рис. 1 ãраниöа соот-
ветствуþщей обëасти при σ = 0,4 изображена
øтрих-пунктирной ëинией, а ее пересе÷ение с по-

ëупëоскостüþ k
1
 m k

2
 выäеëяет ту ÷астü обëасти

D
feas

, в которой и наäо произвоäитü поиск.

Боëее тоãо, испоëüзуя анаëоãи÷нуþ ìоäифика-
öиþD-разбиения, ìожно с ее поìощüþ строитü
обëастü D

ξ
, внутри которой зна÷ение показателя

колебательности заìкнутой систеìы не ìенüøе
заäанноãо ξ (теì саìыì выпоëняя требование P2).
Дëя этоãо при изìенении параìетров k

1
 и k

2
 наäо

у÷итыватü пересе÷ение корняìи ãраниöы сектора
{–ξω ± jω, ω l 0}. На рис. 2 обëастü D

ξ
 изображена

øтриховой ëинией. Теперü в ка÷естве обëасти D
feas

нужно принятü пересе÷ение всех поëу÷енных об-
ëастей.

В резуëüтате поиска в поëу÷енной обëасти не-
сëожно поëу÷итü оäин из реãуëяторов

C
2
(s, k

1
, k

2
) = (9)

(изображен кружкоì на рис. 2), который äает ëу÷-
øий, ÷еì реãуëятор (5), перехоäный проöесс
(рис. 3) с показатеëяìи σ ≈ 0,5633, ξ ≈ 0,1511,
t
s
≈ 2,04, h ≈ 0,0153. 

Такиì образоì, среäи о÷енü простых реãуëято-
ров (зависящих всеãо от äвух параìетров) ëеãко

1,2
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D
feas

D
st
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0

Рис. 1. Область стабилизирующих и допустимых регуляторов 
вида (7)

g

ki

g

1,2

–0,2

1

0 50 100 150 200

D
feas

0,8

0,6

0,4

0,2

0

D
ξ
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D
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Рис. 2. Область D
x
 заданной степени колебательности x l 0,15 

для объекта, замкнутого регулятором вида (7)

11s
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наøëи тот, который по всеì показатеëяì сущест-
венно ëу÷øе ãоразäо боëее сëожноãо исхоäноãо
реãуëятора (5) и в öеëоì уäовëетворяет оãрани÷е-
нияì C1—C3 и требованияì (3).

3. ÐÎÁÀÑÒÍÀß ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈß ÌÅÒÎÄÈÊÈ

3.1. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü
â îáúåêòå

На практике ìатеìати÷еская ìоäеëü объекта
управëения, как правиëо, не бывает известна то÷-
но. В настоящеì иссëеäовании ìы приäерживаеì-
ся конöепöии параìетри÷еской неопреäеëеннос-
ти, поëаãая, ÷то степени поëиноìов в ÷исëитеëе и
знаìенатеëе переäато÷ной функöии объекта из-
вестны (и неизìенны), а их коэффиöиенты p

i
 со-

äержат неопреäеëенностü интерваëüноãо характе-
ра, при÷еì откëонения от ноìинаëов составëяет
не боëее 100γ проöентов:

 =  – γ| | m p
i
 m  + γ| | = ,

γ l 0, (10)

ãäе  — ноìинаëüные зна÷ения, равные заäан-

ныì в переäато÷ной функöии (4). Такая ìоäеëü
соответствует ситуаöии, коãäа зна÷ения параìет-
ров объекта известны с то÷ностüþ äо некоторых
техноëоãи÷еских äопусков, поëу÷ены в резуëüтате
иäентификаöии по набëþäенияì, заøуìëенныì
сëу÷айныìи поìехаìи и т. ä. Эта ситуаöия харак-
терна и äëя эëектроэнерãетики: на практике ìа-
теìати÷еские ìоäеëи энерãосистеì строятся на
основе инфорìаöии, поëу÷аеìой от разëи÷ных

систеì ìониторинãа, иìеþщих разëи÷нуþ äосто-
верностü и то÷ностü. В рассìатриваеìых заäа÷ах
эта неопреäеëенностü составëяет еäиниöы про-
öентов, т. е. γ = 0,03ò0,07.

В такой боëее реаëисти÷ной постановке иìееì
интерваëüное сеìейство переäато÷ных функöий, и
заäа÷а теперü закëþ÷ается в построении реãуëято-
ра, который бы робастно стабиëизироваë сеìейс-
тво и обëаäаë приеìëеìыì ка÷ествоì äëя всех
объектов сеìейства. При синтезе реãуëятора (5) в
работах [17, 18] возìожная неопреäеëенностü в
объекте не у÷итываëасü и робастные ка÷ества по-
ëу÷енноãо реãуëятора не иссëеäоваëисü.

3.2. Ðîáàñòíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ

Как и ранее, обратиìся к простыì реãуëято-
раì, иìеþщиì виä (7). Известно [3], ÷то реãуëя-
тор первоãо поряäка стабиëизирует интерваëü-
ный объект тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа он стаби-
ëизирует 16 объектов, отве÷аþщих харитоновскиì
поëиноìаì. Иìенно, äëя интерваëüных ÷исëитеëя
и знаìенатеëя строиì по ÷етыре харитоновских
поëиноìа и ãовориì, ÷то 16 переäато÷ных функ-
öий, соответствуþщих всеì поëу÷енныì коìбина-
öияì, отве÷аþт харитоновским объектам. Дëя ро-
бастной стабиëизаöии сеìейства необхоäиìо и äо-
стато÷но стабиëизироватü все эти объекты (äетаëи
сì. в работе [19]).

Как и при отсутствии неопреäеëенности, харак-
теристи÷еский поëиноì заìкнутой систеìы с ре-
ãуëятороì (7) ëинейно зависит от äвух параìет-
ров k

1
 и k

2
. Воспоëüзуеìся теì же поäхоäоì на

основе D-разбиения: построиì с еãо поìощüþ об-

ëасти устой÷ивости  äëя кажäоãо из 16-ти ха-

ритоновских объектов и возüìеì их пересе÷ение

. Поëу÷енная обëастü отве÷ает всеì реãуëято-

раì, робастно стабиëизируþщиì интерваëüный
объект (как и в ситуаöии без неопреäеëенности,

несëожно построитü обëастü  ⊂ , внутри

которой робастностü ãарантируется со степенüþ
устой÷ивости не ниже σ). Возìожны и иные спо-

собы построения обëасти ; поäробно техника

робастноãо D-разбиения описана в работах [3, 20].
Даëüнейøие äействия анаëоãи÷ны преäëаãав-

øиìся в § 2. Неравенство g m  выäеëяет внутри

 обëастü äопустиìых робастно стабиëизируþ-

щих реãуëяторов . Выбирая «ìыøüþ» ту иëи

инуþ то÷ку в этой обëасти, приниìаеì реøение о
приãоäности соответствуþщеãо робастно стабиëи-
зируþщеãо реãуëятора.
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Рис. 3. Переходные функции для системы с исходным 
регулятором (5) и регулятором (9) (жирная линия)
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В соответствии с инженерныì характероì
преäëаãаеìой ìетоäики это реøение ìожет при-
ниìатüся на основе анаëиза построенных пере-
хоäных характеристик äëя нескоëüких сëу÷айно
выбранных преäставитеëей интерваëüноãо сеìейс-
тва: реãуëятор признается приãоäныì, есëи äëя
«боëüøинства» объектов он äеìонстрирует приеì-
ëеìое ка÷ество. Аëüтернативно, ìожно анаëизи-
роватü перехоäные проöессы иëи вы÷исëенные
зна÷ения показатеëей σ, ξ, t

s
 и h äëя 16-ти харито-

новских объектов. Оäнако сëеäует признатü, ÷то
ãарантированное ка÷ество перехоäноãо проöесса
äëя интерваëüноãо сеìейства не опреäеëяется на-
ихуäøиì из харитоновских объектов, хотя и äает
преäставëение о повеäении сеìейства в öеëоì.

Обëастü на рис. 4, оãрани÷енная пряìой k
2
 = 0

и «внеøней» кривой, отве÷ает реãуëятораì виäа (7),
робастно стабиëизируþщиì объект (4), (10) при
уровне неопреäеëенности γ = 0,05.

Левый ëу÷ заäает оãрани÷ение на коэффиöиент

усиëения; неравенство g m  выäеëяет обëастü äо-

пустиìых робастно стабиëизируþщих реãуëяторов

. Эта обëастü ìаëа, т. е. γ = 0,05 бëизко́ к ìак-

сиìаëüноìу уровнþ неопреäеëенности, при кото-
роì интерваëüное сеìейство робастно стабиëизи-
руется реãуëятораìи виäа (7). С ростоì γ обëастü

 уìенüøается; ìаксиìаëüное зна÷ение, при

котороì стабиëизаöия объекта (4), (10) возìожна
(раäиус стабиëизируеìости), оказывается равныì

γ ≈ 0,063 («внутренняя» кривая на рис. 5), еìу со-
ответствует реãуëятор

C
2
(s, k

1
, k

2
) = , (11)

который отìе÷ен «звезäо÷кой» на рис. 4. Дëя срав-
нения, исхоäный реãуëятор (5) иìеет ãоразäо
ìенüøий раäиус стабиëизируеìости, γ ≈ 0,033.

Ранее преäпоëаãаëосü, ÷то коэффиöиент усиëе-
ния äопустиìых реãуëяторов оãрани÷ен сверху ве-

ëи÷иной , соответствуþщей исхоäноìу реãуëято-

ру (5), оäнако в ряäе сëу÷аев расхоäы энерãии на
управëение ìоãут бытü увеëи÷ены [6]. Так, есëи
разреøитü в 5 раз боëüøие коэффиöиенты усиëе-

ния g = 5  (правый ëу÷ на рисунке), то поëу÷аеì

ãоразäо боëее øирокуþ обëастü äопустиìых реãу-
ëяторов, и с их поìощüþ робастная стабиëизаöия
возìожна äо уровня неопреäеëенности γ ≈ 0,135.

Дëя N = 1000 сëу÷айно выбранных объектов из
интерваëüноãо сеìейства с уровнеì неопреäеëен-
ности γ = 0,03 реãуëятор (11) äеìонстрирует зна-
÷итеëüно боëее высокие показатеëи ка÷ества, ÷еì
реãуëятор (5). Так, среäние зна÷ения степени коëе-

батеëüности составëяþт ξ(11) = 0,1988 и ξ(5) = 0,0940,

а вреìени установëения  = 2,14 и  = 4,4217.

Такиì образоì, ìетоäика § 2 успеøно распро-
страняется и на наëи÷ие неопреäеëенности в объ-
екте: преäëожен боëее простой реãуëятор, робаст-
но стабиëизируþщий интерваëüное сеìейство при
боëее высокоì уровне неопреäеëенности и обëа-
äаþщий боëее высокиì ка÷ествоì äëя «сëу÷айно
выбираеìоãо» эëеìента сеìейства.

4. ÐÅÃÓËßÒÎÐÛ ÂÛÑÎÊÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ранее ìы оãрани÷иваëисü реãуëятораìи, зави-
сящиìи от äвух параìетров. Кратко опиøеì иäеþ
поäхоäа к синтезу реãуëяторов боëее высоких по-
ряäков и привеäеì резуëüтат еãо реаëизаöии.

Прежäе всеãо, обëастü D
feas

, построенная в § 2,

ìоãëа бы оказатüся пустой. Это озна÷ает, ÷то äвух-
параìетри÷ескиìи реãуëятораìи виäа (7) при на-
ëоженных на них требованиях объект невозìожно
äаже стабиëизироватü, не ãоворя уже об уäовëет-
ворении требований P2—P4. Даëее, реãуëятор (5)
взят из боëее øирокоãо кëасса, ÷еì реãуëятор (7);
в этоì кëассе, возìожно, найäутся реãуëяторы, ãо-
разäо боëее успеøные, ÷еì реãуëятор (9).

Обозна÷иì все параìетры τ
i
, ν

i
 реãуëятора (2)

÷ерез k
1
, ..., k

l
, тоãäа характеристи÷еский поëиноì

заìкнутой систеìы p
c
(s, k) = d

G
(s)d

C
(s, k) –

–20 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

0,5

1,5

1

0

γ = 0,063

g = 5 × 22,8733

g = 22,8733

D
feas

rob

γ = 0,05

Рис. 4. Области робастно стабилизирующих регуляторов вида (7) 
при разных уровнях неопределенности

g

Dfeas
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Dst
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– n
G
(s)n

C
(s, k). В этой ситуаöии (при наëи÷ии m > 1

звенüев реãуëятора) приìенение техники D-разби-
ения затруäнено как в сиëу тоãо, ÷то коэффиöи-
енты поëиноìа p

c
(s, k) теперü неëинейно зависят

от параìетров k
i
, так и всëеäствие боëüøоãо их

÷исëа; в резуëüтате, визуаëизаöия обëасти D
feas

невозìожна. Заìетиì, ÷то в ряäе сëу÷аев, коãäа
реãуëяторы иìеþт инуþ структуру (наприìер,

ПИД-реãуëяторы виäа (τs2 + νs + μ)/s) и ëиней-
ностü по параìетраì сохранена, ìожно провоäитü
D-разбиение и по треì параìетраì.

Воспоëüзуеìся той же иäеей, ÷то и ранее: «опи-
øеì» всþ обëастü D

feas
, но теперü осуществиì это

путеì сëу÷айноãо ãенерирования в ней то÷ек.
Рассìотриì, наприìер, кëасс всех äопустиìых

реãуëяторов второãо поряäка виäа

C(s) = • .

Поä äопустиìостüþ, как и ранüøе, пониìаеì
устой÷ивостü заìкнутой систеìы и оãрани÷ения
k
i
 > 0 (ìиниìаëüно-фазовостü и устой÷ивостü ре-

ãуëятора) и k
1
k

3
 m k

2
k

4
 (оãрани÷ение на коэффи-

öиент усиëения реãуëятора). При жеëании ìожеì
наëожитü оãрани÷ения сверху на параìетры, ÷тобы

ãарантироватü оãрани÷енностü обëасти D
feas

 ⊂ �4.

Опиøеì кратко, как ìожет осуществëятüся
сëу÷айное ãенерирование то÷ек в D

feas
. Пустü

(k
1
, k

2
, k

3
, k

4
) = k0 ∈ D

feas
 ⊂ �4 отве÷ает некотороìу

äопустиìоìу реãуëятору, наприìер, (6), а d ∈ �4 —
сëу÷айное направление (ãенерируеìое равноìерно

на еäини÷ной сфере в �4). Рассìотриì оäнопара-

ìетри÷еское сеìейство поëиноìов p
c
(s, k0 + λd), и

пустü λ
min

 и λ
max

 — ìиниìаëüное и ìаксиìаëüное

зна÷ения параìетра λ, при которых (i) поëиноì

p
c
(s, k0 + λd) устой÷ив при всех λ ∈ (λ

min
, λ

max
), и (ii)

реãуëятор, соответствуþщий зна÷енияì коэффи-

öиентов k0 + λd, λ ∈ (λ
min

, λ
max

), явëяется äопусти-

ìыì. Дëя сëу÷айно выбранноãо λ1 ∈ [λ
min

, λ
max

] по-

ëожиì k1 = k0 + λ1
d, рассìотриì поëиноì p

c
(s, k1),

выбереì сëу÷айное направëение äвижения из то÷-

ки k
1 и т. ä. Такая проöеäура носит название

Hit-and-Run ([14]); она преäставëяет собой оäин
из ìетоäов сëу÷айных бëужäаний на оãрани÷ен-
ных ìноãоìерных обëастях.

Кëþ÷евыì ìестоì при реаëизаöии этой проöе-
äуры явëяется нахожäение веëи÷ин λ

min
 и λ

max
, т. е.

то÷ек пересе÷ения произвоëüноãо оäноìерноãо

ëу÷а с ãраниöей обëасти D
feas

. В работе [15] пока-

зано, ÷то в сëу÷ае, коãäа D
feas

 — обëастü ãурвиöе-

вости поëиноìа, техни÷ески äеëо своäится к ре-
øениþ некотороãо поëиноìиаëüноãо уравнения
относитеëüно λ, ÷то ìожет бытü осуществëено,
наприìер, с поìощüþ проöеäуры fsolve в систеìе

Matlab. Остаëüные оãрани÷ения (k
i
 > 0, k

1
k

3
 m k

2
k

4
)

у÷итываþтся анаëоãи÷но.
Генерируя такиì сëу÷айныì образоì äопусти-

ìые реãуëяторы (то÷ки в обëасти D
feas

), вы÷исëяеì

показатеëи соответствуþщей заìкнутой систеìы
иëи строиì ее перехоäнуþ функöиþ и приниìаеì
реøение о приãоäности этоãо реãуëятора.

Оäин из приеìëеìых реãуëяторов, поëу÷енных
в резуëüтате реаëизаöии описанноãо поäхоäа, иìе-
ет виä

C
4
(s) = •

и äает ощутиìо ëу÷øие показатеëи, ÷еì реãуëятор
(9): σ = 0,5022, ξ = 0,3273; t

s
 = 1,2800; h = 0,0119,

еãо перехоäная функöия äана на рис. 5.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрен возìожный поäхоä к реøениþ ре-
аëüной труäно форìаëизуеìой заäа÷и стабиëи-
заöии энерãети÷еской систеìы реãуëятораìи за-
äанной структуры при оãрани÷ениях на ка÷ество
перехоäноãо проöесса. Проäеìонстрировано пре-
иìущество преäëоженноãо поäхоäа по сравнениþ

k1s

k2s 1+
-----------------

k3s 1+

k4s 1+
-----------------

g

g

0,015

0,01

А
ì
п
ë
и
ту
ä
а
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–0,015

–0,02
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Рис. 5. Переходные функции для объекта, замкнутого исходным 
регулятором (5) (штриховая линия), регулятором C

2
 (9) 

(сплошная) и регулятором C
4
 (жирная)

20,1241s

0,0088s 1+
------------------------------

0,0012s 1+
0,1200s 1+
------------------------------
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с рассìотренныì в работах [17, 18]. Основное вни-
ìание уäеëяется простоте проöеäуры синтеза ре-
ãуëятора низкоãо поряäка, а äëя ÷исëенноãо ре-
øения приìеняþтся станäартные вы÷исëитеëü-
ные среäства систеìы Matlab. Отëи÷итеëüная ÷ерта
рассìотренной техники состоит в преäоставëении
проектировщику öеëоãо набора äопустиìых реãу-
ëяторов и возìожности у÷ета неопреäеëенности в
ìоäеëи объекта.

Даëüнейøее развитие äанноãо поäхоäа преäпо-
ëаãает разработку ÷исëенно устой÷ивых робастных
вариантов аëãоритìа Hit-and-Run äëя ãенериро-
вания робастно стабиëизируþщих реãуëяторов,
описанных в § 4, иссëеäование ÷увствитеëüности
синтезированных реãуëяторов по отноøениþ к
возìожныì неопреäеëенностяì (нето÷ности ÷ис-
ëенной реаëизаöии) в их коэффиöиентах (так на-
зываеìой пробëеìе «хрупкости») и äр.

Автор ãëубоко признатеëен М.Ш. Мисриханову
и В.Н. Ряб÷енко за преäоставëение ìоäеëи (4)—(5),
обсужäения постановки заäа÷и и указания на ëи-
тературу.
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Представлены основные положения, определяющие новый способ задания дискретных детерминированных динамических систем

(автоматов с конечным или бесконечным множеством состояний) геометрическими образами законов функционирования, описаны мо-

дели и методы анализа и синтеза этих геометрических образов. Отмечено, что главным является совмещение дискретных символьных

автоматных структур с числовыми структурами непрерывной математики, в частности, геометрическими кривыми и числовыми пос-

ледовательностями. Изложены методы построения законов функционирования автоматов по произвольным последовательностям и

по произвольным геометрическим кривым. Приведены методы определения эквивалентных состояний автоматов по геометрическим

образам и методы интерполяции геометрических образов. Для классификации и оценки сложности законов функционирования авто-

матов разработан спектр числовых показателей и показано применение спектра для оценки сложности маршрутов движения.

Для специалистов, занимающихся применением и развитием теории автоматов.

Íîâàÿ êíèãà
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Î ÏÐÈ×ÈÍÀÕ ÝÊÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ
ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÕ ÂÎÉÍ Â ÐÅÃÈÎÍÅ

Ñ.Í. Áóõàðèí

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Опыт работы в обëасти прикëаäной экоëоãии
по заказаì Минобороны России, ряäа феäераëü-
ных ìинистерств и веäоìств, а также у÷астие в
те÷ение ряäа ëет в сеìинаре НАТО по пробëеìаì
экоëоãи÷еской безопасности бывøих военных
объектов позвоëяþт сäеëатü сëеäуþщий вывоä:
пробëеìы экоëоãии сëужат ëиøü повоäоì äëя ре-
øения корыстных заäа÷, которые ставят переä со-
бой иниöиаторы конфëикта.

К такиì заäа÷аì относятся, в ÷астности попыт-
ки Поëüøи и стран Баëтии поä виäоì заботы о фа-
уне и фëоре Баëтийскоãо ìоря сорватü реаëизаöиþ
проекта «Северный поток», поскоëüку в сëу÷ае
ввоäа в строй ãазопровоäа эти страны ëиøаþтся не
тоëüко соëиäных финансовых вëиваний, но и воз-
ìожности øантажа России. Финëянäия не соãëа-
совывает ìатериаëы экоëоãи÷еской экспертизы
тоãо же проекта и теì саìыì пытается оказыватü
äавëение на Россиþ в öеëях сìяã÷ения ее тариф-
ной поëитики в обëасти экспорта российской не-
обработанной äревесины.

В саìой России реаëизаöия ëþбоãо скоëü зна-
÷итеëüноãо инвестиöионноãо проекта сопровож-
äается инфорìаöионной экоëоãи÷еской войной, в
хоäе которой реãионаëüные вëасти пытаþтся взятü

поä свой контроëü как ìожно боëüøе финансовых
ресурсов, направëенных феäераëüныì веäоìствоì
на реаëизаöиþ проекта [1]. Боëее тоãо, ëþбое
преäприятие феäераëüноãо поä÷инения оказыва-
ется постоянныì объектоì напаäок со стороны
ìестных прироäоохранных орãанов, экоëоãи÷ес-
ких и правозащитных неправитеëüственных орãа-
низаöий. В резуëüтате поäобных войн все без ис-
кëþ÷ения стороны терпят убытки, тоãäа как естü
реøение пробëеìы.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Посìотриì, как ìожно избежатü реãионаëüной
экоëоãи÷еской инфорìаöионной войны за инвес-
тиöии. Руковоäство реãиона äоëжно сäеëатü выбор
ìежäу экоëоãи÷ескиì бëаãопоëу÷иеì и эконоìи-
÷ескиì развитиеì. Рассìотриì реøение заäа÷и
такоãо выбора, поëüзуясü ìоäеëüþ акаäеìика
Н.Н. Моисеева [2]. Руковоäство реãиона выбирает
параìетр øтрафа за заãрязнение окружаþщей
среäы. Посëе этоãо преäприятия выбираþт опти-
ìаëüный äëя себя уровенü произвоäства, который
привоäит к некотороìу уровнþ заãрязнения. Та-
киì образоì, аäìинистраöия поëу÷ает откëик в
произвоäстве и заãрязнении, зависящий от пара-
ìетра øтрафа. Цеëи аäìинистраöии — рост эко-

Отìе÷ено, ÷то пробëеìы экоëоãи÷еской безопасности становятся, как правиëо, повоäоì

äëя инфорìаöионных войн, öеëü которых — овëаäение вëастüþ и ресурсаìи. Яркиì при-

ìероì поäобных войн сëужит борüба за контроëü наä финансовыìи потокаìи, направ-

ëяеìыìи в реãионы на реаëизаöиþ крупных инвестиöионных проектов. В äанной работе

реøается связанная с настоящей пробëеìой заäа÷а акаäеìика Н.Н. Моисеева äëя сов-

реìенных усëовий, коãäа, кроìе интересов феäераëüноãо öентра, у÷итываþтся интересы

реãионов.

Ключевые слова: заãрязнение окружаþщей среäы, объеì произвоäства, øтраф, развитие реãиона,

ìестная аäìинистраöия, феäераëüный öентр, коìпроìисс.
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ноìи÷ескоãо потенöиаëа реãиона и снижение за-
ãрязнения окружаþщей среäы. Вообще ãоворя,
оптиìуìы по этиì äвуì öеëяì не ìоãут бытü äо-
стиãнуты оäновреìенно. Поэтоìу они противоре-
÷ивы. На÷иная с некотороãо уровня, уëу÷øение
оäноãо критерия веäет к ухуäøениþ äруãоãо. Ру-
ковоäство реøает заäа÷у äвухкритериаëüной опти-
ìизаöии по параìетру øтрафа.

2. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È Â ÓÑËÎÂÈßÕ
ÎÄÍÎÃÎ ÖÅÍÒÐÀ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Обозна÷иì ÷ерез с параìетр, равный øтрафу за
еäиниöу заãрязнения окружаþщей среäы. Этот па-
раìетр преäставëяет собой управëяþщее возäейс-
твие Центра на преäприятие. Обозна÷иì ÷ерез

(c) критерий заãрязнения окружаþщей среäы,

как функöиþ c. Тоãäа заäа÷а выбора параìетра с,
обеспе÷иваþщеãо ìиниìуì заãрязнения, иìеет
виä [2]:

(c) = A(1/  – μ ) → min, (1)

ãäе A = (l
i
S
i
Φ

i
)1/2, l

i
 — параìетр, характеризуþ-

щий выброс заãрязнитеëей i-ì преäприятиеì, S
i
 —

параìетр, характеризуþщий эффективностü ис-
поëüзования i-ì преäприятиеì своих произвоä-
ственных ìощностей, Φ

i
 — разìер основных про-

извоäственных фонäов i-ãо преäприятия, i = ,

n — общее ÷исëо преäприятий в реãионе. Пара-
ìетр μ характеризует ìаксиìаëüное зна÷ение па-
раìетра c, при äостижении котороãо заãрязнение

окружаþщей среäы отсутствует ( (c) = 0).

Обозна÷иì ÷ерез (c) критерий объеìа произ-

воäства как функöиþ c. Тоãäа заäа÷а выбора пара-
ìетра с, обеспе÷иваþщеãо ìаксиìуì объеìа про-
извоäства, иìеет виä [2]:

(c) = B – 2A  → max,

B = (k
i
Φ

i
 + a

i
), k

i
 = S

i
 – k

i
, (2), 

ãäе a
i
 — параìетр, характеризуþщий выброс за-

ãрязнитеëей i-ì преäприятиеì, k
i
 — коэффиöиент

выбытия произвоäственных фонäов, i = . Ре-

øая заäа÷у ìноãокритериаëüной оптиìизаöии (1),
(2), аäìинистраöия ìожет обеспе÷итü сбаëансиро-
ванное развитие реãиона, рост еãо эконоìики и
экоëоãи÷еское бëаãопоëу÷ие.

3. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È Â ÓÑËÎÂÈßÕ
ÔÅÄÅÐÀËÜÍÎÃÎ È ÐÅÃÈÎÍÀËÜÍÎÃÎ

ÖÅÍÒÐÎÂ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Преäпоëожиì теперü, ÷то в реãионе работаþт
преäприятия феäераëüноãо поä÷инения. Руко-
воäство реãиона äоëжно защищатü окружаþщуþ
среäу и созäатü усëовия äëя эконоìи÷ескоãо роста.
Коìпëексное испоëüзование потенöиаëа ìестных
и феäераëüных преäприятий äоëжно обеспе÷итü
рост наëоãовых поступëений. Оäнако в некоторых
реãионах принято с÷итатü, ÷то феäераëüные преä-
приятия пëатят ìенüøе наëоãов, ÷еì ìестные.
Чтобы попоëнитü бþäжет, аäìинистраöия ввоäит
разные øтрафы за заãрязнение äëя ìестных и фе-
äераëüных преäприятий. Хотя законоäатеëüно ìо-
жет бытü установëена оäна ставка øтрафа за за-
ãрязнение äëя всех, ìестные вëасти äе-факто со-
зäаþт разные усëовия äëя «своих» и «÷ужих». Дëя
этоãо испоëüзуþтся неофиöиаëüные ìетоäы воз-
äействия — завыøение требований экоëоãи÷еской
безопасности и øтрафов äëя феäераëüных объек-
тов, при оäновреìенноì осëабëении требований к
ìестныì преäприятияì. Наприìер, не известны
сëу÷аи преäставëения исков ãражäанскиì аэроäро-
ìаì, нахоäящиìся в веäении ìестной аäìинист-
раöии. Оäновреìенно, практи÷ески нет ни оäноãо
военноãо аэроäроìа, котороìу бы не преäъявëя-
ëисü претензии. А веäü ãражäанские и военные аэ-
роäроìы строиëисü по оäниì и теì же проектаì.

Моäифиöируеì постановку заäа÷и автоноìно-
ãо развития реãиона äëя рассìатриваеìоãо сëу÷ая.
Преäпоëожиì, ÷то наряäу с ìестныìи преäпри-
ятияìи в реãионе работаþт преäприятия феäе-
раëüноãо поä÷инения. Тоãäа ìожно поставитü от-
äеëüно äве заäа÷и оптиìизаöии развития реãиона —
äëя ìестных и феäераëüных преäприятий. Снаб-
äиì все ввеäенные ранее сиìвоëы äëя ìестных
преäприятий äопоëнитеëüныì инäексоì 1, а äëя
феäераëüных — инäексоì 2.

Заäа÷а выбора параìетра c
1
, обеспе÷иваþщеãо

ìиниìуì заãрязнения окружаþщей среäы ìест-
ныìи преäприятияìи и ìаксиìуì их произвоäс-
тва, иìеет виä

(c
1
) = A

1
(1/  – μ ) → min, (3)

(c
1
) = B

1
 – 2A

1
 → max. (4)

Заäа÷а выбора параìетра c
2
, обеспе÷иваþщеãо

ìиниìуì заãрязнения окружаþщей среäы феäе-

J0
1

J0
1

c c

i 1=

n

∑

1 n,

J0
1

J0
2

J0
2

c

i 1=

n

∑

1 n,

J0
1

c1 c1

J0
2

c1
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раëüныìи преäприятияìи и ìаксиìуì их произ-
воäства, иìеет виä

(c
2
) = A

2
(1/  – μ ) → min, (5)

(c
2
) = B

2
 – 2A

2
 → max. (6)

Заäа÷а экоëоãи÷ескоãо управëения развитиеì
реãиона закëþ÷ается в выборе параìетров c

1
 и c

2
,

обеспе÷иваþщих ìиниìуì заãрязнения окружаþ-
щей среäы преäприятияìи реãиона и ìаксиìуì их

произвоäства. Обозна÷иì ÷ерез (c
1
, c

2
) крите-

рий заãрязнения окружаþщей среäы как функ-

öиþ c
1
 и c

2
. Обозна÷иì ÷ерез (c

1
, c

2
) критерий

объеìа произвоäства как функöиþ c
1
 и c

2
. Тоãäа

постановка заäа÷и экоëоãи÷ескоãо управëения
развитиеì реãиона поëу÷ается путеì объеäинения
постановок (3), (4) и (5), (6) и иìеет виä:

(c
1
, c

2
) = A

1
(1/  – μ ) +

+ A
2
(1/  – μ ) → min, (7)

(c
1
, c

2
) = B

1
 – 2A

1
 +

+ B
2
 – 2A

2
 → max. (8)

Обозна÷иì ÷ерез t
1
 и t

2
 ставки реãионаëüноãо

наëоãа с прибыëи, соответственно, äëя ìестных и
феäераëüных преäприятий. Поскоëüку наëоãи с
феäераëüных преäприятий поëу÷ает в основноì
феäераëüный бþäжет, то преäпоëаãается, ÷то t

1
 > t

2
.

Соãëасно выражениþ (8), наëоãовые поступëения
от ìестных и феäераëüных преäприятий в ìестный
бþäжет равны

(c
1
, c

2
) = t

1
(B

1
 – 2A

1
) + t

2
(B

2
 – 2A

2
). (9)

Заäа÷а оптиìизаöии наëоãообëожения состоит
в выборе оптиìаëüных ставок реãионаëüноãо на-
ëоãа с прибыëи t

1
 и t

2
, при которых äостиãается

ìаксиìуì поступëений в ìестный бþäжет (9):

(c
1
, c

2
) = t

1
(B

1
 – A

1
) +

+ t
2
(B

2
 – 2A

2
) → max. (10)

Заäа÷а оптиìаëüноãо управëения развитиеì ре-
ãиона закëþ÷ается в выборе оптиìаëüных ставок
øтрафов за заãрязнение (c

1
 и c

2
) и оптиìаëüных

ставок реãионаëüноãо наëоãа с прибыëи (t
1
 и t

2
),

обеспе÷иваþщих ìиниìуì заãрязнения окружаþ-
щей среäы (7), ìаксиìуì объеìов произвоäства
(8) и поступëений в ìестный бþäжет (10).

Теорема. При оптимальном управлении комплек-
сным развитием региона ставки штрафа за загряз-
нения (с

1
 и с

2
) и налога с прибыли (t

1
 и t

2
) удовлет-

воряют неравенствам

c
1
 l c

2
/[c

2
μ(r – 1) + r], (11)

r > 1/[1 + (c
2
μ)–1], (12)

ãäе r — отноøение ставок наëоãовых от÷исëений
ìестных и феäераëüных преäприятий в реãионаëü-
ный бþäжет: r = t

1
/t

2
. ♦

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Пустü выбраны оптиìаëüные
ставки øтрафа за заãрязнение c

1
 и c

2
 и наëоãа с прибы-

ëи (t
1
 и t

2
). Рассìотриì теперü их ìаëые изìенения,

при которых  →  + δA
2
t
2
,  →  – δA

1
t
1
,

δ → 0. Тоãäа, соãëасно выражениþ (9), веëи÷ина

(c
1
, c

2
) не изìенится. Даëее, изìененное зна÷ение

критерия (8)

( , ) = B
1
 – 2A

1
(  + δA

2
t
2
) + B

2
 –

– 2A
2
(  – δA

1
t
1
) = (c

1
, c

2
) + 2A

1
A
2
δ(t

1
 – t

2
).

Поскоëüку, соãëасно выражениþ (8), t
1
 > t

2
, то

(c
1
, c

2
) + 2A

1
A
2
δ(t

1
 – t

2
) > (c

1
, c

2
),

т. е. критерий (8) увеëи÷ится. Поскоëüку ставки c
1
, c

2
,

t
1
 и t

2
 оптиìаëüны, то это озна÷ает, ÷то рост критерия

(c
1
, c

2
), при неизìенноì зна÷ении (c

1
, c

2
), äоëжен

сопровожäатüся ростоì критерия (c
1
, c

2
). С äруãой

стороны, поëный äифференöиаë d (c
1
, c

2
) иìеет виä:

d (c
1
, c

2
) = d  + d  =

= A
1
(–1/c

1
 – μ)(δA

2
t
2
) + A

2
(–1/c

2
 – μ)(–δA

1
t
1
) =

= δA
1
A
2
(t
1
/c

2
 – t

2
/c

1
 + μ(t

1
 – t

2
)). (13)

Усëовие роста критерия (c
1
, c

2
) озна÷ает, ÷то

d (c
1
, c

2
) l 0. (14)

Обозна÷иì r = t
1
/t

2
. Тоãäа, у÷итывая форìуëу (13),

усëовие (14) ìожно переписатü в виäе:

c
1
[c

2
μ(r – 1) + r] l с

2
. (15)

Поскоëüку c
1
 l 0, c

2
 l 0, то из усëовия (15) сëеäует,

÷то

c
2
μ(r – 1) + r > 0. (16)

Неравенство (16) выпоëняется, есëи

r > 1/[1 + (c
2
μ)

–1
]. (17)
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Тоãäа из усëовия (15) поëу÷аеì

c
1
 l c

2
/[c

2
μ(r – 1) + r]. (18)

Из неравенств (17) и (18) сëеäуþт неравенства (11)
и (12), ÷то и требоваëосü äоказатü. �

Рассìотриì теперü реøение заäа÷и оптиìаëü-
ноãо управëения развитиеì реãиона на основе те-
ореìы и усëовий (11) и (12). Неравенство (12) оз-
на÷ает, ÷то отноøение ставок наëоãовых от÷ис-
ëений ìестных и феäераëüных преäприятий в
реãионаëüный бþäжет äоëжно бытü боëüøе неко-
торой веëи÷ины r

0
. Оäнако, поскоëüку саìа эта ве-

ëи÷ина ìенüøе еäиниöы, то ставки наëоãовых от-
÷исëений феäераëüных преäприятий в реãионаëü-
ный бþäжет ìоãут бытü ìенüøе, ÷еì ìестных.

Преäпоëожиì, ÷то ставки наëоãовых от÷исëе-
ний ìестных и феäераëüных преäприятий в реãи-
онаëüный бþäжет оäинаковы: r = 1. Тоãäа непос-
реäственно из äоказатеëüства теореìы сëеäует, ÷то
c
1
 = c

2
.

Обозна÷иì ÷ерез s отноøение ставок øтрафов
за заãрязнения ìестныìи и феäераëüныìи преä-
приятияìи: s = c

1
/c

2
. Иссëеäуеì взаиìосвязü отно-

øений ставок наëоãов (r) и отноøений øтрафов
(s) äëя ìестных и феäераëüных преäприятий. Поä-
ставëяя s = c

1
/c

2
 в неравенство (11), поëу÷аеì

s l s
0
 = 1/[c

2
μ(r – 1) + r]. (19)

Преäпоëожиì, ÷то ставки наëоãовых от÷исëе-
ний феäераëüных преäприятий в реãионаëüный
бþäжет ìенüøе, ÷еì ìестных. Тоãäа r < 1 и, со-
ãëасно выражениþ (19),

s
0
 = 1/[c

2
μ(r – 1) + r] > 1/r > 1. (20)

По теореìе иìееì s m s
0
, отсþäа поëу÷аеì, ÷то

возìожно s > 1, и ставки øтрафов äëя феäераëü-
ных преäприятий ìоãут бытü как боëüøе, так и
ìенüøе, ÷еì äëя ìестных. При этоì в выражении
(20) выпоëняется усëовие [c

2
μ(r – 1) + r] > 0.

Преäпоëожиì, ÷то ставки наëоãовых от÷исëе-
ний феäераëüных преäприятий в реãионаëüный

бþäжет боëüøе, ÷еì ìестных. Тоãäа r > 1 и, со-
ãëасно выражениþ (19),

s
0 
= 1/[с

2
μ(r — 1) + r] < 1/r < 1.

У÷итывая, ÷то, соãëасно выражениþ (19), s l s
0
,

отсþäа поëу÷аеì, ÷то оптиìаëüное управëение
коìпëексныì развитиеì реãиона возìожно и при
s < 1. Сëеäоватеëüно, ставки øтрафов за заãряз-
нения äëя феäераëüных преäприятий в реãио-
наëüный бþäжет ìоãут бытü äаже ìенüøе, ÷еì
äëя ìестных.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Дëя оптиìаëüноãо управëения развитиеì реãи-
она соверøенно не обязатеëüно поäверãатü феäе-
раëüные преäприятия äискриìинаöии путеì уве-
ëи÷ения øтрафов за выбросы. Достато÷но ãибко
реãуëироватü отноøения ставок наëоãов и øтра-
фов äëя ìестных и феäераëüных преäприятий. За-
ботясü о проöветании своей обëасти, аäìинистра-
öия ìожет преäоставëятü оäинаковый режиì и
«своиì» преäприятияì, и «÷ужиì» (c

1
 = c

2
, t

1
 = t

2
).

Эта систеìа оптиìаëüноãо управëения реãионоì
прозра÷на äëя всех иãроков на рынке. В работе [1]
быëо теорети÷ески äоказано, ÷то поäобные про-
зра÷ные систеìы управëения искëþ÷аþт возìож-
ностü веäения инфорìаöионных войн.
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ÒÅÎÐÈß ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÎÕÂÀÒÀ ÑÌÈ

Å.Â. Ïîïîâ, Ã.À. Øìàòîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Заäа÷и пëанирования рекëаìы прихоäится ре-
øатü кажäоìу спеöиаëисту, занятоìу ее разìеще-
ниеì в СМИ. Как сказано в кëасси÷еской книãе
по ìеäиапëанированиþ Дж. Сиссорса и Р. Бэрона,
«...спеöиаëист в обëасти ìеäиапëанирования ис-
поëüзует статисти÷еские äанные с öеëüþ äоказа-
теëüства тоãо, ÷то в пëан вкëþ÷ены ëу÷øие среäс-
тва распространения рекëаìы, позвоëяþщие охва-
титü всех потенöиаëüных покупатеëей» [1].

Теория ìеäиапëанирования и заниìается раз-
работкой таких äоказатеëüств, а также ìетоäов их
практи÷ескоãо приìенения. Путеì оптиìаëüноãо
разìещения äостиãается ìиниìизаöия рекëаìно-
ãо бþäжета и ìаксиìизаöия эффекта рекëаìноãо
возäействия. Поскоëüку ìеäиапëанирование от-
носится к коëи÷ественныì наукаì, еãо основные
понятия и параìетры форìуëируþтся на ìатеìа-
ти÷ескоì языке. Оäин из кëассиков рекëаìы,
К. Хопкинс, поä÷еркиваë: «наибоëее убеäитеëü-
ные арãуìенты при рассìотрении рекëаìных пëа-
нов — это öифры» [2].

При пëанировании рекëаìы неизбежно возни-
каþт вопросы:

— какая ÷астü ауäитории буäет охва÷ена рек-
ëаìой?

— какая ее ÷астü буäет охва÷ена теì иëи иныì
СМИ?

— скоëüко контактов с рекëаìой в среäнеì бу-
äет иìетü преäставитеëü ауäитории?

— какое ÷исëо СМИ нужно выбратü äëя рек-
ëаìы?

— скоëüко нужно сäеëатü выхоäов рекëаìы в
кажäоì из выбранных СМИ?

— с какой периоäи÷ностüþ нужно провоäитü
рекëаìные каìпании и äр.?

Все эти вопросы ìоãут бытü реøены тоëüко на
основе аäекватной количественной теории. При
этоì теория äоëжна бытü разработана не тоëüко на
уровне абстрактной ìатеìати÷еской теории, со-
äержащей опреäеëения понятий и äоказатеëüства
некоторых теореì, но и на прикëаäноì уровне.
Посëеäнее обстоятеëüство поä÷еркнеì особо, пос-
коëüку иìенно разработка теории на прикëаäноì
уровне позвоëяет приìенятü ее спеöиаëистаì, за-
ниìаþщиìся разìещениеì рекëаìы в СМИ — со-
труäникаì рекëаìных аãентств и ìенеäжераì по
рекëаìе ëþбых фирì.

Сказанное поäтвержäает актуаëüностü разра-
ботки вопросов ìеäиапëанирования с практи÷ес-
кой то÷ки зрения. Анаëиз ëитературы по коëи÷ес-
твенныì аспектаì ìеäиапëанирования привоäит
к весüìа неутеøитеëüныì вывоäаì. Несìотря на
обиëие ëитературы по рекëаìе в öеëоì, пубëика-
öий, в которых быëи бы поäробно изëожены ко-
ëи÷ественные основы пëанирования и оптиìиза-
öии разìещения рекëаìы, практи÷ески не сущес-
твует. В у÷ебниках и ìоноãрафиях по рекëаìе
поäробно описываþтся ìетоäы, приìеняеìые на
этапах стратеãи÷ескоãо и такти÷ескоãо пëанирова-
ния рекëаìы [1—9]. Оäнако коëи÷ественныì ìе-
тоäаì оптиìизаöии рекëаìноãо бþäжета и разìе-
щения рекëаìы уäеëяется соверøенно неäоста-
то÷ное вниìание. Наприìер, описаниþ проãраìì
по ìеäиапëанированиþ в книãе [5], соäержащей
780 страниö текста, уäеëено тоëüко äве страниöы.
В спеöиаëüных пубëикаöиях реøены отäеëüные
÷астные заäа÷и, которыìи невозìожно воспоëüзо-
ватüся в конкретной практи÷еской работе боëü-
øинства оте÷ественных ìенеäжеров по рекëаìе.

Развита теория вы÷исëения охвата öеëевой ауäитории в зависиìости от ÷исëа выхоäов

СМИ. Теория позвоëяет опреäеëитü зна÷ения поëноãо и эффективноãо охватов ауäито-

рии, найти распреäеëение охвата по ÷исëу контактов. Изëоженная теория преäставëяет

собой ÷астü анаëити÷ескоãо аппарата, на основе котороãо реøаþтся заäа÷и управëения

рекëаìныì бþäжетоì и оптиìизаöии разìещения рекëаìы в СМИ.

Ключевые слова: рекëаìное ìеäиапëанирование, оптиìизаöия, охват, разìещение рекëаìы.
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Это связано, в основноì, с непоëнотой и фраãìен-
тарностüþ преäставëенных в пубëикаöиях ìето-
äов. Эти работы основаны на поäхоäах, требуþ-
щих äанных, техноëоãий и ресурсов, неäоступных
боëüøинству оте÷ественных поëüзоватеëей.

В оте÷ественной ëитературе по ìеäиапëаниро-
ваниþ привоäятся, как правиëо, опреäеëения тер-
ìинов, испоëüзуеìых в ìеäиапëанировании, и äа-
ется описание общих принöипов пëанирования
рекëаìы [10—13]. В ÷асти этих пубëикаöий опи-
сываþтся некоторые проãраììные проäукты по
ìеäиапëанированиþ, но тоëüко на уровне поëüзо-
ватеëя, без описания аëãоритìов, на которых они
основаны [12]. В тех книãах, ãäе иìеþтся эëеìенты
коëи÷ественной теории, как правиëо, привоäятся
ëиøü äве—три форìуëы, к тоìу же без обоснова-
ния и ÷асто с оøибкаìи, сì., наприìер, работы
[10, с. 44; 13, с. 80]. Отìетиì в этой связи, ÷то во
ìноãих обëастях ìаркетинãа и ìаркетинãовых ис-
сëеäованиях ìатеìати÷еские ìетоäы анаëиза при-
ìеняþтся весüìа øироко, сì. наприìер, работы
[14—18].

Основная öеëü äанной пубëикаöии состоит в
разработке основ аналитического аппарата ìеäи-
апëанирования, с поìощüþ котороãо ìожно про-
воäитü оптиìизаöиþ рекëаìных каìпаний и уп-
равëятü рекëаìныì бþäжетоì. Ре÷ü иäет, прежäе
всеãо, о разработке анаëити÷еских ìетоäов вы-
÷исëения ìеäиапараìетров, которые ìожно при-
ìенятü в проöессе практи÷еской оптиìизаöии
разìещения рекëаìы, а не тоëüко о разработке
абстрактноãо ìатеìати÷ескоãо форìаëизìа. Ос-
новной неäостаток ÷исто абстрактных теорий, не
иìеþщих развитоãо вы÷исëитеëüноãо аппарата,
состоит в невозìожности испоëüзования их ре-
зуëüтатов äëя реаëüной практи÷еской работы. Ес-
ëи ãоворитü еще боëее конкретно, основное со-
äержание äанной статüи — это вывоä форìуë
(11)—(14), которые явëяþтся составной ÷астüþ
разработанноãо анаëити÷ескоãо аппарата теории
ìеäиапëанирования. Обобщение поëу÷енных фор-
ìуë, а также äаëüнейøее развитие ìатеìати÷еской
теории ìеäиапëанирования буäет изëожено в от-
äеëüных пубëикаöиях. В ÷астности, это касается
теории вы÷исëения охватов ãрупп СМИ

1. ÐÅÉÒÈÍÃ È ÏÐÅÄÅËÜÍÛÉ ÎÕÂÀÒ ÑÌÈ

Теория ìеäиапëанирования основывается на
äвух базовых понятиях — понятиях рейтинãа и
преäеëüноãо охвата СМИ. Сфорìуëируеì опреäе-
ëения этих понятий.

Определение 1. Рейтинг (R) изäания иëи опре-
äеëенноãо вреìенно́ãо интерваëа в сетке вещания

эëектронных СМИ — это äоëя öеëевой ауäитории,
состоящая из ëþäей, иìевøих контакт с оäниì
выхоäоì изäания иëи с этиì вреìенныì интерва-
ëоì. �

Определение 2. Предельный охват (G×) изäания
иëи вреìенноãо интерваëа — это äоëя öеëевой
ауäитории, состоящая из ëþäей, иìевøих хотя бы
оäин контакт со СМИ при скоëü уãоäно боëüøоì
÷исëе выхоäов изäания иëи оäнотипных вреìен-
ных интерваëов äëя эëектронных СМИ. �

Преäеëüный охват явëяется такой же фунäа-
ìентаëüной характеристикой СМИ, как и рейтинã.
Еãо зна÷ение äоëжно бытü опреäеëено в резуëüтате
ìеäиаиссëеäований.

Такиì образоì, в изëаãаеìой ниже теории иìе-
þтся всеãо два изìеряеìых параìетра (рейтинã и
преäеëüный охват), которыì отвоäится роëü пер-
вичных äанных, необхоäиìых и äостато÷ных äëя
построения то÷ной теории ìеäиапëанирования,
позвоëяþщей вы÷исëятü все необхоäиìые охват-
но-÷астотные характеристики ìеäиа. Отìетиì, ÷то
÷исëо параìетров теории ìожет бытü увеëи÷ено,
есëи это практи÷ески необхоäиìо.

2. ÎÕÂÀÒ È ÅÃÎ ×ÀÑÒÎÒÍÎÅ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ
(ÑÏÅÊÒÐ)

Сфорìуëируеì опреäеëения охвата и еãо час-
тотного распределения по ÷исëу контактов, ис-
поëüзуя сëеäуþщие обозна÷ения: m — ÷исëо вы-
хоäов СМИ, ÷исëо разìещений рекëаìы в СМИ;
G(m) — охват öеëевой ауäитории за m выхоäов оä-
ноãо СМИ.

Вìесто испоëüзуеìоãо в анãëоязы÷ной ëитера-
туре обозна÷ения охвата (Reach, Cover) äëя упро-
щения записи форìуë ввеäеì обозна÷ение G. Вы-
хоäоì СМИ буäеì называтü выхоä изäания иëи
оäин и тот же вреìенной интерваë в сетке вещания
эëектронных СМИ, поäробнее сì. работы [21—23].

Определение 3. Охват G(m) — это äоëя öеëевой
ауäитории, состоящая из ëþäей, иìевøих хотя бы
оäин контакт за m выхоäов оäноãо СМИ. �

Усëовиìся äаëее ÷исëо контактов f с÷итатü си-
нониìоì ÷астоты контакта. Преäставиì поëный
охват G(m) в виäе суììы охватов со всеìи возìож-
ныìи ÷исëаìи (÷астотаìи) контактов:

G(m) = g
m
( f ). (1)

Функöия g
m
( f ) преäставëяет собой разëожение

поëноãо охвата на отäеëüные охваты, соответству-
þщие конкретныì ÷исëаì контактов. Эту функ-
öиþ буäеì называтü спектроì охвата, наряäу с

f 1=

m

∑
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эквиваëентныìи названияìи — «÷астотное рас-
преäеëение» иëи «распреäеëение охвата по ÷исëу
контактов».

Определение 4. Частотным распределением
(спектроì) охвата буäеì называтü функöиþ g

m
( f ),

с поìощüþ которой поëный охват G(m) преäстав-
ëяется в виäе суììы охватов с ÷астотаìи контак-
тов, изìеняþщиìися в преäеëах 1 m f m m. �

Разëожение охвата в спектр (1) позвоëяет раз-
äеëятü всех охва÷енных ëþäей на ãруппы, кажäая
из которых вкëþ÷ает в себя ëþäей, иìевøих ка-
кое-то конкретное ÷исëо контактов (ãруппы с оä-
ниì, äвуìя, ..., m контактаìи).

Конкретная öеëü äанной статüи состоит в из-
ëожении вывоäа форìуë äëя спектра охвата и за-
висиìости поëноãо охвата от ÷исëа выхоäов. Из
ìетоäи÷еских соображений вывоä öеëесообразно
провести в äва этапа. На первоì этапе вывоäится

форìуëа поëноãо охвата äëя ÷астноãо сëу÷ая G× = 1.

На второì — äëя всех возìожных зна÷ений G×.

Дëя вывоäа форìуë нужно перефорìуëироватü
привеäенные выøе опреäеëения рейтинãа и охвата
на языке теории вероятностей. Дëя этоãо нужно
перейти от усреäнения по ансаìбëþ к усреäнениþ
по вреìени, испоëüзуя эрãоäи÷ескуþ ãипотезу,
соãëасно которой среäнее по ансаìбëþ равно
среäнеìу по вреìени (сì., наприìер, справо÷ник
[24, с. 592]).

Определение 5. Рейтинг R — это вероятностü то-
ãо, ÷то сëу÷айно выбранный из целевой аудитории
÷еëовек иìеë контакт с оäниì выхоäоì СМИ. �

Определение 6. Полный охват G(m) — это веро-
ятностü тоãо, ÷то сëу÷айно выбранный из целевой
аудитории ÷еëовек иìеë хотя бы оäин контакт за
m выхоäов СМИ. �

Определение 7. Спектр охвата, иëи охват с
фиксированныì ÷исëоì контактов, g

m
( f ) — это

вероятностü тоãо, ÷то сëу÷айно выбранный из це-
левой аудитории ÷еëовек иìеë ровно f контактов со
СМИ при усëовии, ÷то иìеëосü m выхоäов этоãо
СМИ. �

2.1. Îõâàò è åãî ÷àñòîòíîå ðàñïðåäåëåíèå

ïðè G× = 1

Дëя вывоäа форìуë вы÷исëения охвата G(m) и

еãо спектра g
m
( f ) при G× = 1 сфорìуëируеì сëе-

äуþщуþ вероятностнуþ схеìу, которая соответс-
твует опреäеëениþ 7. Буäеì поëаãатü, ÷то выпоë-
няþтся сëеäуþщие усëовия.

1) Произвоäится m посëеäоватеëüных выходов
СМИ (m испытаний), в кажäоì из которых веро-
ятностü наступления контакта с выхоäоì СМИ

(событие A) одинакова и равна R : P(A) = R, ãäе
сиìвоë P(A) озна÷ает вероятностü события A.

2) Испытания преäпоëаãаþтся независимыми.
Независиìостü испытаний озна÷ает, ÷то вероят-
ностü осуществëения события A (вероятностü кон-
такта с выхоäоì СМИ) в кажäоì из испытаний
не зависит от тоãо, осуществиëосü иëи не осущес-
твиëосü это событие в äруãих испытаниях.

3) В кажäоì испытании возìожны тоëüко два
исхоäа. Наступëение события A (контакт с выхо-
äоì СМИ) обы÷но называþт успехоì, а ненаступ-
ëение события A (отсутствие контакта с выхоäоì
СМИ) — неуäа÷ей. Вероятностü неуäа÷и в сиëу
постуëата о поëной вероятности äается, о÷евиäно,
соотноøениеì: q = 1 – P(A) = 1 – R.

Сфорìуëированные выøе усëовия преäставëя-
þт собой не ÷то иное, как схеìу Бернуëëи äëя рас-
сìатриваеìой посëеäоватеëüности испытаний —
выхоäов СМИ. При этих усëовиях вероятностü то-
ãо, ÷то в m независимых испытаниях успех (кон-
такт с выхоäоì СМИ) наступит ровно f раз, вы-
ражается форìуëой Бернуëëи (сì., наприìер, [25,
с. 154; 26, 27]):

g
m
( f ) = R

f(1 – R)m – f, (2)

ãäе  = m!/f !/(m – f )! — биноìиаëüные коэффи-

öиенты, R — рейтинã СМИ, вероятностü тоãо, ÷то
выбранный из öеëевой ауäитории ÷еëовек иìеë
контакт со СМИ, f — ÷исëо контактов.

Теперü найäеì охват G(m), суììируя выраже-
ния (2) по f соãëасно форìуëе (1), испоëüзуя при
этоì форìуëу биноìа Нüþтона:

G(m) = g
m
( f ) = 1 – (1 – R)m. (3)

Из форìуëы (3) сëеäует, ÷то при m → × пре-

äеëüный охват G× ≡ G(m) = 1.

Такиì образоì, из условия независимости собы-
тий и форìуëы (3), поëу÷енной при этоì усëовии,

следует, ÷то преäеëüный охват G× равен 100 %.

2.2. Îõâàò è åãî ÷àñòîòíîå ðàñïðåäåëåíèå

ïðè G× < 1

Прежäе, ÷еì приступитü к обобщениþ форìуë
äëя охвата СМИ, необхоäиìо сäеëатü сëеäуþщее
заìе÷ание. Поскоëüку разрабатываеìая теория
иìеет практи÷ескуþ направëенностü, при вывоäе
обобщенных форìуë буäеì рассìатриватü ëиøü
один из возìожных типов зависиìости событий,
которая преäпо÷титеëüна с то÷ки зрения ее ис-
поëüзования на практике. Друãие типы зависи-

Cm
f

Cm
f

f 1=

m

∑

m ∞→

lim
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ìости öеëесообразно рассìотретü в отäеëüной
пубëикаöии.

При вывоäе форìуëы äëя охвата при G× < 1 бу-

äеì исхоäитü из форìуëы (3) äëя сëу÷ая G× = 1,
которая поëу÷ена на основе о÷евиäных äопуще-
ний в соответствии со схеìой Бернуëëи. Соотно-
øение (3) ìожно записатü в виäе сëеäуþщей ре-
куррентной форìуëы, которая позвоëяет найти
охват G(m) по охвату преäыäущеãо выхоäа G(m – 1):

G(m) = R + (1 – R)G(m – 1). (4)

Дëя ÷астноãо сëу÷ая m = 2 форìуëу (3) ìожно

преäставитü в виäе G(2) = R + R – R
2
, иëи

G(2) = R + (1 – R)G(1), (5)

ãäе G(1) = R. Дëя независиìых событий выпоëня-
ется соотноøение ([24, с. 541; 25, с. 131])

Р(A
1
 � A

2
) = P(A

1
)P(A

2
) = R

2
.

(6)

Теперü откажеìся от преäпоëожения о незави-
сиìости событий A

k
, В этоì сëу÷ае буäеì поëаãатü,

÷то вероятностü пересе÷ения зависиìых событий
äается уже не форìуëой (6), а сëеäуþщиì соотно-
øениеì, которое и определяет конкретный тип за-
висимости событий:

P(A
1
 � A

2
) = γR2, (7)

ãäе γ — некоторый коэффиöиент, у÷итываþщий
зависиìостü событий A

k
. Сìысë этоãо коэффиöи-

ента буäет выяснен äаëее.
Отìетиì, ÷то öеëесообразностü выбора äанноãо

типа зависиìости событий поäтвержäается соот-
ветствиеì поëу÷енных резуëüтатов äанныì ìеäи-
аизìерений, а также практи÷ескиì уäобствоì по-
ëу÷енноãо анаëити÷ескоãо аппарата.

Теперü запиøеì охват äвух выхоäов СМИ с
у÷етоì соотноøения (7). Вìесто форìуëы (5) бу-
äеì иìетü сëеäуþщее соотноøение

G(2) = R + R – γR2 = R + (1 – γR)G(1). (8)

Из сравнения форìуë (4) и (8) виäно, ÷то ре-
куррентная форìуëа äëя сëу÷ая зависимых собы-
тий буäет выãëяäетü так:

G(m) = R + (1 – γR)G(m – 1). (9)

Нетруäно показатü, ÷то отсþäа сëеäует равенство

G(m) = [1 – (1 – γR)m]/γ. (10)

Теперü найäеì константу γ, рассìатривая пре-
äеë выражения (10) при m → ×:

G
× ≡ G(m) = 1/γ,

т. е. константа γ, у÷итываþщая наëи÷ие зависи-
ìости ìежäу событияìи A, равна веëи÷ине, обрат-

ной преäеëüноìу охвату G×. Такиì образоì, фор-
ìуëа äëя охвата ауäитории в зависиìости от ÷исëа
выхоäов СМИ иìеет сëеäуþщий виä:

G(m) = G×[1 – (1 – R/G×)m]. (11)

При вывоäе этой форìуëы вна÷аëе быë выбран
конкретный вид зависимости (из соображений со-
ãëасия с äанныìи изìерений), а затеì показано,
÷то при äанноì виäе зависиìости событий выпоë-

няется соотноøение G× < 1.
Вернеìся к вывоäу форìуëы äëя спектра охвата

g
m
( f ) в сëу÷ае G× < 1. Сопоставëяя форìуëы (2),

(3) и (11), поëу÷иì сëеäуþщее выражение:

g
m
( f ) = G×

r
f(1 – r)m – f, (12)

ãäе r = R/G×. Действитеëüно, суììируя, как и
ранüøе, спектр охвата g

m
( f ) по f и у÷итывая фор-

ìуëу (1), вновü поëу÷иì форìуëу (11):

G(m) = g
m
( f ) = G×[1 – (1 – R/G×)m]. (13)

Такиì образоì, форìуëы (11) и (12) позвоëяþт
вы÷исëятü как спектр охвата g

m
( f ), так и поëный

охват G(m) ëþбоãо СМИ при произвоëüноì ÷исëе
выхоäов m. Эти форìуëы соäержат два параìетра,
в ка÷естве которых выступаþт преäеëüные зна÷е-
ния охвата, а иìенно охваты при оäноì, а также

о÷енü боëüøоì ÷исëе выхоäов — R и G× соответс-
твенно, которые нахоäятся в резуëüтате ìеäиаис-
сëеäований.

Перейäеì к рассìотрениþ сëеäствий поëу÷ен-
ных соотноøений. Форìуëа (11) позвоëяет ëеãко
вы÷исëятü охват СМИ, есëи известны еãо рейтинã
и преäеëüный охват. Привеäеì конкретный при-
ìер вы÷исëения охвата ауäитории в зависиìости
от ÷исëа выхоäов СМИ.

Пример 1. Найти охват øести выхоäов СМИ с рей-

тинãоì R = 14 % и преäеëüныì охватоì G
×

 = 50 %.

Р е ø е н и е. Поäставëяя äанные из усëовия заäа÷и в
форìуëу (11), поëу÷иì

G(6) = G
×

[1 –(1 – R/G
×

)
m

] =

= 0,5•[1 – (1 – 0,14/0,5)
6
] = 43,0 %,

т. е. охват ауäитории за øестü выхоäов СМИ составиë
43 %. �

Поëу÷енные соотноøения позвоëяþт вы÷ис-
ëятü такие важные ìеäиапараìетры, испоëüзуе-
ìые на практике äëя оптиìизаöии разìещения
рекëаìы и управëения рекëаìныì бþäжетоì, какm ∞→

lim

Cm
f

f 1=

m

∑
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эффективный охват и ÷исëо контактов. Рассìот-
риì ìетоäы вы÷исëения äанных ìеäиапараìетров
боëее äетаëüно.

3. ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÉ ÎÕÂÀÒ

С поìощüþ форìуëы (12) ìожно вы÷исëятü
эффективный охват, который соответствует заäан-
ноìу уровнþ эффективной ÷астоты f

эф
. Существу-

ет нескоëüко способов нахожäения эффективной
÷астоты в зависиìости от разëи÷ных факторов.
Наибоëее известные из них — ìетоäы Остроу и
Росситера—Перси [1, 2].

Эффективный охват G
эф

, иëи охват с ÷исëоì

контактов f
эф

 и боëее, явëяется весüìа важной ве-

ëи÷иной в ìеäиапëанировании, поскоëüку необ-
хоäиì äëя оптиìизаöии ìеäиапëана по заäанноìу
уровнþ эффективной ÷астоты. Практи÷еская зна-
÷иìостü форìуëы эффективноãо охвата обусëов-
ëена теì, ÷то она позвоëяет искëþ÷атü из рассìот-
рения тех ëþäей, ÷исëо контактов которых со
СМИ ìенüøе эффективноãо. Наприìер, есëи из-
вестно, ÷то эффективная ÷астота контактов равна 3,
то эффективный охват äает проöент ëþäей öеëе-
вой ауäитории, иìевøих не ìенее трех контактов
за m выхоäов СМИ.

В соответствии с соотноøенияìи (1) и (12) ìы
иìееì то÷ное разëожение поëноãо охвата СМИ на
суììу охватов со всеми возìожныìи ÷исëаìи кон-
тактов. Поэтоìу охват с ÷исëоì контактов f

эф
 и бо-

ëее запиøется, о÷евиäно, сëеäуþщиì образоì:

G
эф

 = g
m
(k), (14)

ãäе k — текущее ÷исëо контактов ( f
эф

 m k m m).

Обобщение форìуëы эффективноãо охвата äано в
работах [21—23].

Пример 2. Найти охват c ÷исëоì контактов 3 и бо-
ëее в усëовиях приìера 1.

Р е ø е н и е. У÷итывая форìуëы (12) и (14) при

R = 14 % и G
×

 = 50 %, нахоäиì:

G
эф

= g
6
(3) + g

6
(4) + g

6
(5) + g

6
(6) =

= 0,5•6!/(3!•3!)(0,14/0,5)
3
(1 – 0,14/0,5)

3
 +

+ 0,5•6!/(4!•2!)(0,14/0,5)
4
(1 – 0,14/0,5)

2
 +

+ 0,5•6!/5!(0,14/0,5)
5
(1 – 0,14/0,5) +

+ 0,5•6!/6!(0,14/0,5)
6
 = 8,194 % + 2,39 % +

+ 0,372 % + 0,024 % = 10,98 % ≈ 11 %.

Такиì образоì, эффективный охват составиë всеãо
11 %, по÷ти в 4 раза ìенüøе, ÷еì поëный охват (43 %,
сì. приìер 1). �

4. ×ÈÑËÎ ÊÎÍÒÀÊÒÎÂ

Зная спектр охвата (12), ìожно найти поëное
÷исëо контактов (в проöентах от öеëевой ауäито-
рии) за m выхоäов СМИ. Как нетруäно убеäитüся,

оно äается суììой fg
m
( f ). Действитеëüно, суì-

ìа произвеäений ÷исëа контактов на соответству-
þщий проöент охва÷енных ëþäей из öеëевой ау-
äитории (по опреäеëениþ спектра g

m
) äаст поëное

÷исëо контактов в проöентах от ÷исëенности öе-
ëевой ауäитории.

Вы÷исëиì эту суììу. Испоëüзуя опреäеëение
спектра охвата (12) и форìуëу биноìа Нüþтона,
поëу÷иì

fg
m
( f ) = mR. (15)

Такиì образоì, поëное ÷исëо контактов равно
суììарноìу рейтинãу GRP = mR, накопëенноìу за
m выхоäов. Тот факт, ÷то суììарный рейтинã (TRP
иëи GRP) равен поëноìу ÷исëу контактов (в про-
öентах от ÷исëенности öеëевой ãруппы), также
о÷евиäен, поскоëüку рейтинã — это ÷исëо контак-
тов за оäин выхоä (в проöентах).

Пример 3. Покажеì справеäëивостü форìуë (14) и
(15) в усëовиях приìеров 1 и 2, т. е. при m = 6, R = 14 %

и G
×

 = 50 %.

Р е ø е н и е. В преäыäущеì приìере ìы наøëи, ÷то

g
6
(3) = 8,194 %;  g

6
(4) = 2,39 %;  g

6
(5) = 0,37 %;

g
6
(6) = 0,024 %; G(3+) = 10,978 %.

Анаëоãи÷но нахоäиì:

g
6
(1) = 0,5•6!/(1!•5!)(0,14/0,5)1(1 – 0,14/0,5)5 = 16,25 %;

g
6
(2) = 0,5•6!/(2!•4!)(0,14/0,5)2(1 – 0,14/0,5)4 = 15,8 %;

G(1+) = 16,253 % + 15,802 % + 10,98 % = 43,03 %;

G(2+) = 15,802 % + 10,98 % = 26,78 %;

G(4+) = 2,39 % + 0,372 % + 0,024 % = 2,8 %;

G(5+) = 0,372 % + 0,024 % = 0,4 %;

G(6+) = g
6
(6) = 0,024 %.

Теперü вы÷исëиì суììарный рейтинã GRP по фор-
ìуëе (16). С оäной стороны,

GRP = fg
6
( f ) = 16,25 % + 2·15,8 % + 3•8,19 % +

+ 4•2,39 % + 5•0,37 % + 6•0,024 % = 84 %.

С äруãой стороны, нахоäиì GRP = mR = 6•14 % =
= 84 %.

k fэф=

m

∑

f 1=

m

∑

f 1=

m

∑

f 1=

6

∑
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Сфорìуëирован ряä понятий ìеäиапëанирова-
ния и вывеäены форìуëы äëя вы÷исëения охвата
СМИ и распреäеëения охвата по ÷исëу контактов.
Эти ìеäиапараìетры испоëüзуþтся äëя оптиìиза-
öии разìещения рекëаìы и управëения рекëаì-
ныì бþäжетоì. Даëüнейøее развитие теории со-
стоит в обобщении поëу÷енных форìуë, а также в
вывоäе форìуë вы÷исëения äруãих ìеäиапараìет-
ров, в ÷астности, охвата нескоëüких СМИ, äоëи
ãоëоса, пëанируеìой от рекëаìы прибыëи.
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ÌÎÄÅËÈ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÂËÈßÍÈß
È ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Â ÑÎÖÈÀËÜÍÛÕ ÑÅÒßÕ

Ä.À. Ãóáàíîâ, Ä.À. Íîâèêîâ, À.Ã. ×õàðòèøâèëè

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

С появëениеì Web 2.0 [1] возрастает важностü
ресурсов новоãо типа — онëайновых соöиаëüных
сетей — как среäств распространения ìнений,
вëияþщих на äействия поëüзоватеëей сети. На-
приìер, в посëеäней презиäентской избиратеëü-
ной коìпании США äëя äанных öеëей Барак
Обаìа и еãо сторонники øироко испоëüзоваëи он-
ëайновые соöиаëüные сети, ÷то, по утвержäениþ
анаëитиков, в неìаëой степени способствоваëо
еãо побеäе [2].

Соöиаëüнуþ сетü ìожно преäставитü ãрафоì,
верøинаìи котороãо явëяþтся инäивиäууìы (аãен-
ты), а ребраìи — разëи÷ные отноøения ìежäу ни-
ìи. Из соöиаëüной психоëоãии [3, 4] известно, ÷то
ìнение инäивиäууìа в соöиаëüной сети в зна÷и-
теëüной ìере опреäеëяется ìнениеì вëиятеëüных
äëя неãо сосеäей. Зная это, некто за преäеëаìи се-
ти иëи внутри нее äëя äостижения своих öеëей
ìожет попытатüся изìенитü ìнения небоëüøоãо
ìножества кëþ÷евых поëüзоватеëей в попуëярных
онëайновых соöиаëüных сетях (таких как Livejournal
(www.livejournal.ru), Habrahabr (habrahabr.ru)), пос-
реäствоì которых произойäет распространение
ìнений по всей сети.

В соöиаëüной сети аãенты ÷асто не иìеþт äо-
стато÷но инфорìаöии иëи не ìоãут обработатü ее,
реøения аãентов ìоãут основыватüся на набëþäа-
еìых иìи реøениях äруãих аãентов. Сëеäует отìе-
титü, ÷то несущественные изìенения в реøениях
ìоãут привести к крупныì инфорìаöионныì кас-

каäныì изìененияì в зависиìости от структуры
сети (тоãо, кто коìу äоверяет) [5]. Существуþт ìо-
äеëи, связанные с äиффузией инфорìаöии и таки-
ìи инфорìаöионныìи каскаäаìи, в основе кото-
рых ëежит некая фиксированная сетü и ëокаëüные
правиëа взаиìоäействия ее ÷ëенов. В тоì ÷исëе, из-
вестны äве базовые ìоäеëи: ìоäеëü с ëинейныì по-
роãоì (Linear Threshold Model) и ìоäеëü независи-
ìых каскаäов (Independent Cascade Model). В этих
ìоäеëях узеë сети ìожет бытü в äвух состояниях:
активноì и неактивноì, при÷еì узеë ìожет перей-
ти из активноãо состояния в неактивное. Есëи в
первой ìоäеëи [6] узеë u испытывает вëияние сво-

их сосеäей w
u,v

 так, ÷то Σ
v активный узеë—сосеä u

w
u,v

 
m 1,

и становится активныì в зависиìости от выбран-
ноãо иì пороãа t

u
 ∈ [0, 1] (в некоторых ìоäеëях

зна÷ение фиксируется äëя всех оäинаковыì [7], в
äруãих ìоäеëях выбирается сëу÷айно, соãëасно
некотороìу вероятностноìу распреäеëениþ [8]
Σ

v активный узеë—сосеäu
w

u,v
 > t

u
, то во второй ìоäеëи

[8, 9], коãäа узеë u становится активныì в неко-
торый ìоìент вреìени, то он поëу÷ает еäинс-
твенный øанс активироватü на сëеäуþщеì øаãе
кажäоãо из своих сосеäей v с вероятностüþ w

u,v

(при÷еì сосеäи ìоãут пытатüся независиìо акти-
вироватü и äруãие узëы). В статüе [7] преäëаãается
обобщение кажäой из пере÷исëенных ìоäеëей и
показывается их эквиваëентностü. В работе [10]
преäëаãается расøирение ìоäеëи на основе ввеäе-
ния неëинейных пороãовых функöий; в работе [8]
изу÷аþтся каскаäные эффекты в аспекте топоëо-
ãии сети.

Форìирование и äинаìика ìнений в соöиаëüной сети сìоäеëированы при поìощи öе-
пей Маркова. Сфорìуëированы и реøены äëя ряäа ÷астных сëу÷аев заäа÷и управëения
ìненияìи аãентов, образуþщих соöиаëüнуþ сетü, а также теоретико-иãровые заäа÷и ин-
форìаöионноãо противоборства.

Ключевые слова: соöиаëüная сетü, инфорìаöионное вëияние, инфорìаöионное управëение, ин-
форìаöионное противоборство.
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В настоящей работе изу÷ается форìирование и
äинаìика ìнений в соöиаëüной сети, ìоäеëируе-
ìое при поìощи öепей Маркова: äинаìика вëия-
ний описывается ìарковскиì проöессоì, а ìне-
ния расс÷итываþтся при поìощи ãрафа вëияний.
Вывоäы, поëу÷енные в раìках ìоäеëи, соãëасуþт-
ся с эвристикой: наприìер, в ãруппе «тесно свя-
занных» верøин устанавëивается оäинаковое ìне-
ние. Форìуëируþтся и реøаþтся äëя ряäа ÷астных
сëу÷аев как заäа÷и управëения ìненияìи аãентов,
образуþщих соöиаëüнуþ сетü, так и теоретико-иã-
ровые заäа÷и инфорìаöионноãо противоборства.

1. ÏÐßÌÎÅ È ÊÎÑÂÅÍÍÎÅ
ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÅ ÂËÈßÍÈÅ

Буäеì описыватü аãентов, вхоäящих в соöиаëü-
нуþ сетü, ìножествоì N = {1, 2, ..., n}. Аãенты в се-
ти вëияþт äруã на äруãа, и степенü вëияния заäа-
ется матрицей прямого влияния t разìерности n ½ n,
ãäе t

ij
 l 0 (от анãë. trust) обозна÷ает степенü äоверия

i-ãо аãента j-ìу аãенту. Зäесü и äаëее ìы буäеì ãо-
воритü как о вëиянии, так и о äоверии, и с÷итатü,
÷то эти äва понятия явëяþтся противопоëожныìи
в сëеäуþщеì сìысëе: выражение «степенü äоверия
i-ãо аãента j-ìу равна t

ij
» тожäественно по сìысëу

выражениþ «степенü вëияния j-ãо аãента на i-ãо
равна t

ij
».

Доверие в соöиаëüной сети ìожно наãëяäно
изображатü в виäе стреëок с весаìи, соеäиняþщих
верøины. Наприìер, стреëка от i-ãо аãента к j-ìу
с весоì t

ij
 (рис. 1) озна÷ает соответствуþщуþ сте-

пенü äоверия.

Буäеì с÷итатü, ÷то аãент i äостоверно знает
тоëüко «своþ» (i-þ) стро÷ку ìатриöы t = ||t

ij
|| — ко-

ìу и наскоëüко он äоверяет.

Буäеì с÷итатü выпоëненныì усëовие норìи-

ровки: ∀i ∈ N t
ij
 = 1, т. е. преäпоëожиì, ÷то

«суììарное äоверие» аãента равно еäиниöе. Это
усëовие озна÷ает, ÷то ìатриöа t явëяется стохасти-
÷еской [11]. Отìетиì, ÷то i-й аãент ìожет äоверятü
и саìоìу себе, ÷еìу соответствует t

ii
 > 0.

Есëи i-й аãент äоверяет j-ìу, а j-й äоверяет k-ìу
(рис. 2), то это озна÷ает сëеäуþщее: k-й аãент кос-
венно вëияет на i-ãо (хотя посëеäний ìожет äаже
не знатü о еãо существовании).

Это соображение побужäает к поиску ответа на
вопрос о тоì, кто в итоãе форìирует ìнение в со-
öиаëüной сети.

2. ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÅ È ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÌÍÅÍÈÉ ÀÃÅÍÒÎÂ

Пустü у кажäоãо аãента в некий на÷аëüный ìо-
ìент вреìени иìеется ìнение по некотороìу
вопросу, ìнение i-ãо аãента отражает веществен-
ное ÷исëо b

i
. Мнение всех аãентов сети отражает

вектор-стоëбеö ìнений b (от анãë. belief ) разìер-
ности n.

Аãенты в соöиаëüной сети взаиìоäействуþт,
обìениваясü ìненияìи. Этот обìен привоäит к
тоìу, ÷то ìнение кажäоãо аãента ìеняется в соот-
ветствии с ìненияìи аãентов, которыì äанный
аãент äоверяет. Буäеì с÷итатü это изìенение ëи-
нейныì, т. е. ìнение аãента в сëеäуþщий ìоìент
вреìени преäставëяет собой взвеøеннуþ суììу
ìнений аãентов, которыì он äоверяет (весаìи сëу-
жат степени äоверия t

ij
):

 = t
ij

,

ãäе инäекс k озна÷ает ìоìент вреìени.
Нетруäно убеäитüся, ÷то в векторной записи

первое изìененное ìнение аãентов равно произ-
веäениþ ìатриöы непосреäственноãо äоверия на

вектор на÷аëüных ìнений: b(1) = tb. Есëи обìен
ìненияìи проäоëжается и äаëее, то вектор ìне-

ний аãентов становится равныì b(2) = t2b, b(3) = t3b
и т. ä.

Есëи взаиìоäействие аãентов проäоëжается äо-
стато÷но äоëãо, то их ìнения стабиëизируþтся —

схоäятся к резуëüтируþщеìу ìнениþ B = b
(n)

(об усëовиях существования преäеëа сì. äаëее).
Буäеì называтü матрицей результирующего вли-

яния преäеë T = t
n (об усëовиях существования

преäеëа сì. äаëее). Тоãäа ìожно записатü соотно-
øение B = Tb, ãäе b — вектор на÷аëüных ìнений,
T — ìатриöа резуëüтируþщеãо вëияния, B — век-
тор итоãовых ìнений.

Структуру косвенноãо äоверия (вëияния) также
уäобно изображатü в виäе ориентированноãо ãрафа

Рис. 1. Прямое (непосредственное) доверие

Рис. 2. Косвенное доверие (влияние)

j 1=

n

∑

bi
k( )

j
∑ bj

k 1–( )

n ∞→
lim

n ∞→
lim
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(аãенты — верøины), ãäе стреëкаìи обозна÷ено
äоверие аãентов (стреëка иäет от аãента к теì аãен-
таì, коìу он äоверяет; есëи степенü äоверия равна
нуëþ, то стреëка не провоäится).

Пример 1. Приìер преобразования пряìых äове-
рий (вëияний) в резуëüтируþщие привеäен на рис. 3.

На рис. 3, б виäно, ÷то все äоверие аãентов сети со-
среäото÷ено на äвух аãентах с ноìераìи 3 и 6. Иìенно
эти äва аãента, по сути, опреäеëяþт ìнение в äанной
соöиаëüной сети. ♦

Чтобы описатü структуру резуëüтируþщеãо äо-
верия (вëияния) в общеì сëу÷ае наì понаäобятся
некоторые понятия, опреäеëениþ которых посвя-
щен сëеäуþщий параãраф äанной статüи.

3. ÃÐÓÏÏÛ È ÑÎÎÁÙÅÑÒÂÀ

Назовеì сообществом ìножество аãентов, кото-
рые не поäверãаþтся вëияниþ аãентов вне неãо.
Форìаëüно, сообщество — это поäìножество S ⊂ N
такое, ÷то ∀i ∈ S ∀j ∈ N \S (t

ij
 = 0). Обозна÷иì ÷ерез

X ìножество таких поäìножеств.

Назовеì группой сообщество аãентов, которые
взаиìоäействуþт такиì образоì, ÷то кажäый аãент
вëияет иëи поäверãается вëияниþ кажäоãо äруãоãо
аãента ãруппы пряìыì иëи косвенныì образоì.
Форìаëüно, ãруппа — это «ìиниìаëüное» сооб-
щество, т. е. такое, внутри котороãо неëüзя выäе-
ëитü никакое äруãое сообщество, т. е. ìножество

G ∈ X такое, ÷то ¬∃S ∈ X (S ⊂ G).

Спутник — аãент, поäверãаþщийся вëияниþ
аãентов тех иëи иных ãрупп, оäнако не оказываþ-
щий вëияния ни на оäну из них (ни на оäноãо из
аãентов ни оäной из ãрупп). Это аãент, не вхоäя-
щий ни в оäну из ãрупп.

Такиì образоì, кажäый аãент ëибо принаäëе-
жит ровно оäной ãруппе, ëибо явëяется спутни-

коì. В то же вреìя, аãент ìожет принаäëежатü не-
скоëüкиì «вëоженныì» äруã в äруãа сообществаì.

На рис. 4 выäеëены ãруппа, сообщество и спут-
ники в соöиаëüной сети приìера 1. Зäесü иìеется
еäинственная ãруппа, вкëþ÷аþщая в себя аãентов 3
и 6; остаëüные аãенты явëяþтся спутникаìи.

4. ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ ÐÅÇÓËÜÒÈÐÓÞÙÈÕ ÂËÈßÍÈÉ

Дëя описания структуры резуëüтируþщих вëи-
яний ìы испоëüзуеì известные резуëüтаты, поëу-
÷енные при иссëеäовании коне÷ных öепей Мар-
кова (сì., наприìер, работы [12, 14 (гл. VIII)]). Дëя
этоãо установиì соответствие ìежäу ввеäенныìи
наìи понятияìи и понятияìи теории ìарковских
öепей сëеäуþщиì образоì:

аãент — состояние ìарковской öепи;
степенü äоверия — вероятностü перехоäа из оä-

ноãо состояния в äруãое;
ìатриöа пряìых äоверий — ìатриöа перехоä-

ных вероятностей;
косвенное äоверие — äостижиìостü;
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Рис. 3. Преобразование прямых доверий (а)
в результирующее (б)
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Рис. 4. Сообщество, группа и спутник социальной сети примера 1
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ãруппа — неразëожиìый кëасс существенных
состояний;

спутник — несущественное состояние.
Даëее, буäеì с÷итатü выпоëненныì сëеäуþщее

условие 1: в кажäой ãруппе существует хотя бы
оäин аãент i ∈ N, äëя котороãо t

ii
 > 0. Иныìи сëо-

ваìи, в кажäой ãруппе хотя бы оäин аãент хотü
скоëüко-нибуäü äоверяет своеìу ìнениþ.

В этоì сëу÷ае кажäой ãруппе соответствует
(в теории ìарковских öепей) неразëожиìый апе-
риоäи÷еский кëасс. Поэтоìу справеäëивы сëеäу-
þщие утвержäения, явëяþщиеся сëеäствиеì из-
вестных фактов в теории öепей Маркова (поä÷ер-
кнеì, ÷то усëовие 1 зäесü и äаëее буäеì с÷итатü
выпоëненныì).

Утверждение 1. Существует матрица результи-

рующих влияний — предел T = t
n.

Утверждение 2. Мнения агентов стабилизиру-

ются, т. е. существует предел B = b
(n).

Утверждение 3. Результирующее влияние любого
спутника на любого агента равно нулю. Это, в ÷ас-
тности, озна÷ает, ÷то на÷аëüные ìнения спутни-
ков не оказываþт никакоãо вëияния на итоãовые
ìнения каких-ëибо аãентов.

Утверждение 4. В матрице результирующих вли-
яний строки, соответствующие членам одной груп-
пы, совпадают. Это, в своþ о÷ереäü, озна÷ает, ÷то
совпаäаþт итоãовые ìнения аãентов, т. е. кажäая
ãруппа иìеет общее ìнение (которое ìожно с÷и-
татü мнением группы). ♦

Отìетиì, ÷то утвержäение 4 соответствует на-
бëþäенияì соöиаëüных психоëоãов: в ãруппе ее
у÷астники, испытывая инфорìаöионное вëияние,
прихоäят к консенсусу [3].

Такиì образоì, структура резуëüтируþщих
вëияний в соöиаëüной сети выãëяäит сëеäуþщиì

образоì (рис. 5). Иìеется некоторое ÷исëо ãрупп,
в кажäой из которых итоãовые ìнения аãентов
совпаäаþт. Остаëüные аãенты явëяþтся спутника-
ìи, их итоãовые ìнения поëностüþ опреäеëяþтся
ìнениеì оäной иëи нескоëüких ãрупп.

В закëþ÷ение äанноãо параãрафа обсуäиì воп-
рос инфорìированности саìих аãентов о созäав-
øейся ситуаöии. Знает ëи аãент, явëяется ëи он
÷ëеноì оäной из ãрупп ëибо спутникоì?

Лоãи÷но с÷итатü, ÷то кажäый аãент в кажäый
ìоìент вреìени знает свое ìнение, ìнение тех
аãентов, коìу он äоверяет, а также степенü своеãо
äоверия кажäоìу их них (зäесü иäет ре÷ü о пряìоì
äоверии). Есëи аãент знает, ÷то еãо итоãовое ìне-
ние не совпаäает с ìнениеì тех, коìу он äоверяет,
то он явëяется спутникоì и знает это. В то же вре-
ìя, есëи итоãовые ìнения аãента и тех, коìу он
äоверяет, совпаäаþт, то аãент ìожет бытü как ÷ëе-
ноì ãруппы, так и спутникоì.

5. ÏÐÈÌÅÐÛ ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß È ÄÈÍÀÌÈÊÈ
ÌÍÅÍÈÉ ÀÃÅÍÒÎÂ

В äанноì параãрафе ìы рассìотриì нескоëüко
ìоäеëüных приìеров, иëëþстрируþщих форìиро-
вание ìнений аãентов.

На÷неì с «преäеëüных» сëу÷аев.
Пример 2. Пустü иìеется аãент i ∈ N, который äо-

веряет тоëüко саìоìу себе: ∀j ≠ Nt
ij
 = 0, t

ii
 = 1. Мнения

такоãо аãента ìенятüся во вреìени не буäут:  = b
i
,

k = 0, 1, ... ♦
Пример 3. Пустü иìеется аãент, который äоверяет в

некоторой (отëи÷ной от нуëя) степени всеì остаëü-
ныì аãентаì, которые все иìеþт оäно и то же ìнение
и никоìу, кроìе себя, не äоверяþт. Тоãäа ìнение это-
ãо аãента со вреìенеì буäет стреìитüся ко ìнениþ
äруãих аãентов, которое ìенятüся не буäет. ♦

Пример 4. Пустü иìеþтся äва аãента, кажäый из ко-
торых поëностüþ äоверяет оппоненту (t

12
 = t

21
 = 1).

Тоãäа ввеäенное выøе усëовие 1 не иìеет ìеста, и бу-
äут набëþäатüся коëебания ìнений аãентов с перио-
äоì 2. ♦

Пример 5. Пустü иìеþтся äва аãента и ситуаöия
сиììетри÷на: t

11
 = t

22
 < 1. На÷аëüные ìнения аãентов —

0 и 1. Резуëüтируþщее ìнение буäет еäиныì и рав-
ныì 0,5, при÷еì ìаксиìаëüная «скоростü схоäиìости»
буäет иìетü ìесто при t

11
 + t

22
 = 1. ♦

Пример 6. Пустü соöиаëüная сетü — связный ãраф,
а степени äоверия всех аãентов äруã äруãу оäинаковы.
Тоãäа резуëüтируþщее ìнение буäет еäиныì äëя всех
аãентов и равныì среäнеìу арифìети÷ескоìу их на-
÷аëüных ìнений. ♦

Соäержатеëüные интерпретаöии рассìотрен-
ных «преäеëüных» сëу÷аев прозра÷ны.

Пример 7. Пустü иìеþтся три аãента, кажäый из
которых в некоторой степени äоверяет себе и äруãиì.
На÷аëüные ìнения аãентов разëи÷ны. Тоãäа ìнения
аãентов буäут схоäитüся, и резуëüтируþщее ìнение бу-
äет еäиныì äëя всех аãентов. ♦

n ∞→
lim

n ∞→
lim

Рис. 5. Структура графа результирующих влияний

bi
k( )
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Иëëþстраöией äанноãо вывоäа сëужит экспе-
риìент Шерифа. Привеäеì еãо описание соãëас-
но работе [4]. «Вы сиäите в теìной коìнате, и в
4,5 ìетрах от вас появëяется светящаяся то÷ка. За-
теì она переäвиãается в те÷ение нескоëüких се-
кунä, посëе ÷еãо ис÷езает. А ваì нужно ответитü на
вопрос, на какое расстояние она сìестиëасü. И вы
на÷инаете ãаäатü: «Может бытü, сантиìетров на 15».
Все ваøи посëеäуþщие ответы коëебëþтся вокруã
öифры «20». На сëеäуþщий äенü, вернувøисü в ëа-
бораториþ, вы оказываетесü в обществе ещё äвух
испытуеìых, которые накануне, как и вы, набëþ-
äаëи за светящейся то÷кой пооäино÷ке. Коãäа за-
кан÷ивается первая проöеäура, ваøи товарищи
преäëаãаþт свои ответы, исхоäя из уже иìеþще-
ãося у них опыта. «2,5 сантиìетра», — ãоворит пер-
вый. «5 сантиìетров», — ãоворит второй. Не-
скоëüко растерявøисü, вы, теì не ìенее, ãоворите:
«15 сантиìетров». Есëи проöеäура буäет повто-
рятüся в тоì же составе и в те÷ение этоãо äня, и в
те÷ение äвух посëеäуþщих äней, изìенится ëи
ваø ответ? Ответы у÷астников экспериìента Ше-
рифа... изìениëисü весüìа существенно... оöенки
сбëижаëисü ...обы÷но скëаäываëасü некая ãруппо-
вая норìа. Она не соответствоваëа äействитеëü-
ности. По÷еìу? Потоìу ÷то световая то÷ка вообще
не äвиãаëасü».

Пример 8. Пустü иìеþтся øестü аãентов, пятеро из
которых äоверяþт тоëüко себе, а øестой äоверяет себе
и в некоторой степени всеì остаëüныì. На÷аëüные
ìнения пяти аãентов — 0, øестоãо — 1. Тоãäа ìнение
øестоãо аãента со вреìенеì буäет стреìитüся к ìне-
ниþ äруãих аãентов — 0, которое ìенятüся не буäет. ♦

Иëëþстраöией äанноãо вывоäа сëужит экспе-
риìент Аøа. Привеäеì еãо описание [4]. «Вы си-
äите øестыì в ряäу, в котороì всеãо сеìü ÷еëовек.
Сна÷аëа экспериìентатор объясняет ваì, ÷то все
вы приниìаете у÷астие в иссëеäовании проöесса
восприятия и связанных с ниì сужäений, а затеì
просит ответитü на вопрос: какой из трех отрезков
пряìой равен по äëине станäартноìу отрезку? Ваì
с первоãо взãëяäа понятно, ÷то станäартноìу от-
резку равен отрезок № 2. Поэтоìу нет ни÷еãо уäи-
витеëüноãо в тоì, ÷то все пятü ÷еëовек, которые
ответиëи äо вас, сказаëи: «Отрезок № 2». Сëеäуþ-
щее сравнение прохоäит стоëü же ëеãко ... Оäнако
третий раунä о÷енü уäивëяет вас. Хотя правиëüный
ответ кажется такиì же бесспорныì, как и в пер-
вых äвух сëу÷аях, первый отве÷аþщий äает невер-
ный ответ. А коãäа и второй ãоворит то же саìое...
Четвертый и пятый соãëаøаþтся с первыìи треìя.
И вот взãëяä экспериìентатора устреìëен на вас.
Вы испытываете то, ÷то называется «эпистеìоëо-
ãи÷еской äиëеììой»: «Как ìне узнатü, кто прав?
Мои товарищи иëи ìои ãëаза?» В хоäе экспери-
ìентов Аøа в поäобной ситуаöии оказываëисü äе-
сятки стуäентов. В öеëоì 37 % ответов оказаëисü

«конфорìныìи» (иëи сëеäует сказатü, ÷то в 37 %
сëу÷аев испытуеìые «полагались на äруãих»?).

Такиì образоì, вывоäы приìеров 7 и 8 соот-
ветствуþт практи÷ескоìу опыту и набëþäенияì
соöиаëüных психоëоãов.

6. ÇÀÄÀ×À ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Иìея «основное уравнение»

B = Tb, (1)

связываþщее на÷аëüные и итоãовые ìнения аãен-
тов, ìожно ставитü и реøатü заäа÷у управëения —
возäействия на аãентов соöиаëüной сети с öеëüþ
форìирования требуеìых их ìнений. Дëя сохра-
нения аääитивности ìоäеëи буäеì с÷итатü, ÷то уп-
равëяþщеìу орãану (öентру) известна ìатриöа
вëияния (äоверия), а управëяþщее (инфорìаöи-
онное) возäействие закëþ÷ается в изìенении öен-
троì на÷аëüных ìнений аãентов путеì «äобавëе-

ния» вектора управëений u ∈ ℜn. Соäержатеëüно,
управëение закëþ÷ается в изìенении ìнения i-ãо
аãента с b

i
 на b

i
 + u

i
, i ∈ N.

Преäпоëожиì, ÷то u
i
 ∈ U

i
, i ∈ N (поäобное оã-

рани÷ение иìеет прозра÷ные соäержатеëüные ин-

терпретаöии). Обозна÷иì U = U
i
.

Тоãäа итоãовые ìнения буäут опреäеëятüся сëе-
äуþщиì уравнениеì:

B
u
 = T(b + u) (2)

иëи в покоорäинатноì виäе: B
ui
 = T

ij
(b

j
 + u

j
) =

= T
ij
b

j
 + T

ij
u

j
, i ∈ N; т. е. резуëüтируþщее

ìнение аãента, сëоживøееся в резуëüтате инфор-
ìаöионноãо управëения, явëяется суììой еãо «не-

возìущенноãо» резуëüтируþщеãо ìнения T
ij
b

j

и изìенений T
ij
u

j
, вызванных управëяþщиìи

возäействияìи.
Обратиì вниìание, ÷то в сиëу уравнения (2)

«стабиëüное» состояние соöиаëüной сети ëинейно
по управëениþ! Отìетиì также, ÷то в соответс-
твии с уравненияìи (1) и (2) «стабиëизаöия» иëи
«нестабиëизаöия» ìнений зависит тоëüко от ìат-
риöы äоверия и не зависит от на÷аëüных ìнений
аãентов (и, сëеäоватеëüно, от управëений).

Пустü öеëевая функöия öентра Φ(B
u
, u) — кри-

терий эффективности управëения — зависит от
итоãовых ìнений аãентов и вектора управëений.
Тоãäа заäа÷а управëения буäет закëþ÷атüся в вы-

i N∈
∏

j N∈
∑

j N∈
∑

j N∈
∑

j N∈
∑

j N∈
∑
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боре äопустиìоãо вектора управëений, ìаксиìи-
зируþщеãо критерий эффективности:

Φ(T(b + u), u) → . (3)

В соответствии с утвержäениеì 3 возäейство-
ватü на ìнения спутников не иìеет сìысëа, поэ-
тоìу ìожно априори (иìея тоëüко ìатриöу äове-
рия) сказатü, на каких аãентов äоëжно бытü наöе-
ëено инфорìаöионное возäействие.

В öеëевой функöии öентра ìожно, сëеäуя тра-
äиöии теории управëения орãанизаöионныìи
систеìаìи [15], выäеëитü äве аääитивные коìпо-
ненты: Φ(B

u
, u) = H(B

u
) – c(u), ãäе H(•) — «äохоä»

öентра, зависящий от итоãовых ìнений аãентов1,
c(•) — затраты на осуществëение управëяþщих
возäействий (ìожет бытü, öеëесообразно в неко-
торых ìоäеëях с÷итатü, ÷то c = c(b, u)).

Пример 9. Есëи усëовно с÷итатü, ÷то ìнения аãен-
тов отражаþт степенü их «убежäенности» в тоì, в ÷еì
их хотеë бы убеäитü öентр (поääержатü тоãо иëи иноãо
канäиäата на выборах, приобрести опреäеëенный то-
вар, принятü опреäеëенное реøение и т. ä.), то приìе-
раìи функöии äохоäа öентра H(•) ìоãут сëужитü:

B
ui
 — «среäнее ìнение» коëëектива аãентов;

λ
i
B
ui
 — «взвеøенное» (λ

i
 l 0, λ

i
 = 1) ìнение

коëëектива аãентов;
n
α
 = |{i ∈ N: B

ui
 l α}| — ÷исëо аãентов (в сëу÷ае поро-

ãовых ãоëосований ìожет испоëüзоватüся их äоëя), ìне-
ние которых превыøает пороãовое зна÷ение α ∈ [0; 1];

B
ui
 — «наихуäøее» из ìнений аãентов и т. ä. —

в зависиìости от соäержатеëüной постановки заäа÷и. ♦

Пример 10. Пустü H(B
u
) = B

ui
, а затраты öент-

ра оäнороäны и ëинейны по управëяþщиì возäей-

ствияì: c(u) = β u
i
 (соäержатеëüно, β — стоиìостü

еäини÷ноãо изìенения ìнения ëþбоãо аãента), при÷еì
ресурсы öентра оãрани÷ены веëи÷иной R l 0:

β u
i
 m R. (4)

Заäа÷а управëения (3) приìет виä сëеäуþщей заäа-
÷и ëинейноãо проãраììирования:

( T
ij
b
j
 + T

ij
u
j

 – β u
i
 →

→ . (5)

Обозна÷ая F
j
 = T

ij
, j ∈ N, запиøеì выраже-

ние (5) в виäе:

(F
j
 – β)u

j
 → . (6)

Реøение заäа÷и (6) о÷евиäно — сëеäует весü ресурс
вкëаäыватü в изìенение ìнения аãента, äëя котороãо
веëи÷ина F

j
 ìаксиìаëüна. Соäержатеëüно это реøение

интерпретируется сëеäуþщиì образоì. Веëи÷ина F
j

отражает среäнþþ степенü äоверия всех аãентов j-ìу
аãенту. Назовеì эту характеристику влиятельностью
агента. Весü ресурс сëеäует расхоäоватü на возäействие
на тоãо аãента, котороìу боëüøе всеãо äоверяþт äруãие
аãенты.

Поëу÷енное свойство реøения заäа÷и (5) обусëов-
ëено теì, ÷то в ней, как в заäа÷е ëинейноãо проãраì-
ìирования, всеãо оäно оãрани÷ение (4). Можно усëож-
нитü ситуаöиþ, преäпоëожив, ÷то U

i
 = [0; R

i
]. При äо-

стато÷но ìаëых веëи÷инах {R
i
} (наприìер, не превы-

øаþщих пороãи обнаружения внеøних возäействий
аãентаìи иëи некоторой систеìой защиты) äаннуþ ìо-
äеëü ìожно интерпретироватü как отражаþщуþ так на-
зываеìое скрытое управëение (сì. еãо соäержатеëüные
приìеры в работах [17, 18]). Тоãäа реøение соответс-
твуþщеãо анаëоãа заäа÷и (6) буäет сëеäуþщиì — выäе-
ëятü аãентаì, упоряäо÷енныì по убываниþ веëи÷ин F

i
,

«ресурс» в ìаксиìаëüноì коëи÷естве R
i
 äо тех пор, по-

ка не станет существенныì оãрани÷ение (4). При этоì
посëеäний из аãентов, среäи поëу÷ивøих ресурс, ìо-
жет поëу÷итü еãо в объеìе, ìенüøеì ìаксиìаëüно äëя
неãо возìожноãо. ♦

В закëþ÷ение настоящеãо параãрафа пере÷ис-
ëиì ряä перспективных направëений äаëüнейøих
иссëеäований заäа÷и управëения ìненияìи аãен-
тов, вхоäящих в соöиаëüнуþ сетü.

� Заäа÷у, рассìотреннуþ в приìере 11, ìожно
обобщатü в разëи÷ных направëениях, соäержа-
теëüно соответствуþщих теì иëи иныì постанов-
каì заäа÷ ìеäиапëанирования (в тоì ÷исëе — вы-
бора оптиìаëüноãо набора инфорìаöионных ìе-
роприятий) и распреäеëения инфорìаöионных
ресурсов в рекëаìе, ìаркетинãе, инфорìаöионных
войнах, обеспе÷ении инфорìаöионной безопас-
ности и т. ä. [16, 19, 20].

� Цеëесообразно рассìотрение боëее сëожных,
нежеëи (1) и (2), в тоì ÷исëе — неëинейных, за-
висиìостей, отражаþщих изìенение ìнений аãен-
тов поä вëияниеì äруãих аãентов и öентра (сì.
кëассификаöиþ «сетей» в статüе [21]).

� Дëя аãентов по ìатриöе T ìожно вы÷исëятü их
«инäексы вëияния» и äруãиìи способаìи, отëи÷-
ныìи от опреäеëенной выøе «вëиятеëüности»
[22—24], и по этиì инäексаì в раìках тех иëи иных
эвристик иëи то÷ных реøений суäитü, на коãо из
аãентов наäо, в первуþ о÷ереäü, возäействоватü.

� Преäставëяет интерес реøение заäа÷и управ-
ëяеìости — опреäеëения ìножества состояний

1
 В раìках теории рефëексивных иãр [16] с÷итается, ÷то

äействия субъектов опреäеëяþтся их инфорìированностüþ.
Поэтоìу, с÷итая эту зависиìостü известной, ìожно от преä-
по÷тений öентра, зависящих от äействий аãентов (÷то преä-
ставëяется естественныì), перейти к еãо преäпо÷тенияì, зави-
сящиì от инфорìированности (т. е. ìнений) аãентов.

max
u U∈

1
n
---

i N∈
∑

i N∈
∑

i N∈
∑
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1
n
---

i N∈
∑

i N∈
∑

i N∈
∑
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n
--- ⎝

⎛
i N∈
∑

j N∈
∑
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∑
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∑ ⎠

⎞
i N∈
∑
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u
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0≥{ } 4( ),

1
n
---

i N∈
∑

j N∈
∑ max

u
i

0≥{ } 4( ),
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B
u
, в которое ìожет бытü перевеäена систеìа

при заäанных оãрани÷ениях на управëение.
� В сиëу «аääитивности» (2) по управëениþ, ìож-
но ставитü и реøатü äинаìи÷еские заäа÷и выра-
ботки оптиìаëüной посëеäоватеëüности инфорìа-
öионных возäействий.
� Прозра÷ные соäержатеëüные интерпретаöии
иìеет обратная заäа÷а — опреäеëения ìножества
управëяþщих возäействий (иëи «ìиниìаëüных»
оãрани÷ений на них), обеспе÷иваþщих äостиже-
ние систеìой заäанноãо состояния (иëи их ìно-
жества), т. е. форìирование требуеìых ìнений
аãентов. Есëи öеëü состоит в форìировании век-
тора B* резуëüтируþщих ìнений, то из уравнения
(2) сëеäует, ÷то соответствуþщее управëение äоëж-
но уäовëетворятü соотноøениþ

u(B*) = T –1
B

u*
 – b. (7)

При реøении заäа÷и (7) ìоãут возникнутü труä-
ности, вызванные вырожäенностüþ ìатриöы T
[11], äëя преоäоëения которых возìожно приìе-
нятü ìетоäы реãуëяризаöии [25].

И, наконеö, в раìках преäëоженной ìоäеëи
ìожно ставитü и реøатü заäа÷и опреäеëения оп-
тиìаëüных вариантов защиты от инфорìаöион-
ных возäействий на аãентов, образуþщих соöи-
аëüнуþ сетü.

7. ÒÅÎÐÅÒÈÊÎ-ÈÃÐÎÂÀß ÌÎÄÅËÜ
ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÏÐÎÒÈÂÎÁÎÐÑÒÂÀ

Пустü существует ìножество иãроков, иìеþ-
щих возìожностü вëиятü на на÷аëüные ìнения
аãентов и заинтересованных в форìировании оп-
реäеëенных их итоãовых ìнений. Опиøеì возни-
каþщуþ ìежäу ниìи иãру.

Обозна÷иì: M = {1, 2, ..., m} — ìножество иãро-
ков, u

ij
 ∈ U

ij
 = [–r

ij
; R

ij
] — äействие j-ãо иãрока по

изìенениþ ìнения i-ãо аãента, r
ij
, R

ij
 l 0, u = ||u

ij
||,

u
j
 = (u

1j
, u

2j
, ..., u

nj
) ∈ U

j
 = U

ij
, u

i
 = u

ij
, u =

= (u
1
, u

2
, ..., u

n
) — вектор «возäействий», g

j
(B):

ℜ
n
→ ℜ1 — öеëевая функöия j-ãо иãрока, i ∈ N, j ∈ M.

Буäеì с÷итатü, ÷то возäействия иãроков на ìне-
ние кажäоãо из аãентов аääитивны. Тоãäа из урав-
нения (2) сëеäует, ÷то итоãовое ìнение

B
i
(u) = T

ij
b

j
 + u

jk
 =

= T
ij
b

j
 + T

ij
u

jk
,  i ∈ N.

Отìетиì, ÷то кажäый из иãроков в общеì сëу-
÷ае иìеет возìожностü вëиятü на на÷аëüные ìне-
ния всех аãентов (в сëу÷ае отсутствия такой воз-

ìожности сëеäует поëожитü нижнþþ и верхнþþ
ãраниöы соответствуþщеãо ìножества U

ij
 äопусти-

ìых äействий равныìи нуëþ).
Обозна÷ая G

j
(u) = g

j
(B

1
(u), B

2
(u), ..., B

n
(u)), j ∈ M,

и с÷итая, ÷то иãроки выбираþт свои äействия оä-
нократно, оäновреìенно и независиìо, поëу÷иì
иãру Γ = (M, {U

j
}
j∈M

, {G
j
(•)}

j∈M
) в норìаëüной фор-

ìе, опреäеëяеìуþ заäаниеì соответственно ìно-
жества иãроков, их ìножеств äопустиìых äействий
и öеëевых функöий [13]. Иìея иãру в норìаëüной
форìе, ìожно иссëеäоватü ее равновесия, опре-
äеëятü «на ней» кооперативные, повторяþщиеся
и äруãие виäы иãр [13] (сì. кëассификаöиþ в ста-
тüе [21]).

Пример 11. Пустü öеëевые функöии иãроков ëиней-

ны: g
j
(B) = α

ji
b
i
, j ∈ M. Поäставëяя в öеëевые функ-

öии выражение (2), поëу÷иì:

G
l
(u) = α

li
T
ij
b
j
 + α

li
T
ij

u
jk
,  l ∈ M.

От выбранных иãрокаìи äействий зависит тоëüко

второе сëаãаеìое. Обозна÷иì γ
lj
 = α

li
T
ij
, l ∈ M. В си-

ëу ëинейности öеëевых функöий иãроков по их äейс-
твияì, в рассìатриваеìой иãре существует равновесие

в äоìинантных стратеãиях ud [13], коãäа l-й иãрок бу-
äет выбиратü независиìо от äруãих иãроков äействие,

ìаксиìизируþщее веëи÷ину γ
lj
u
jl
, т. е.:

 = ,  j ∈ N,  l ∈ M. (8)

Соäержатеëüно выражение (8) озна÷ает, ÷то кажäый
иãрок осуществëяет на кажäоãо аãента ìаксиìаëüно
возìожное возäействие, знак котороãо зависит от то-
ãо, к какиì итоãовыì изìененияì ìнения этоãо аãента
привеäет äанное возäействие («öенности» этих изìене-
ний äëя иãроков опреäеëяþтся веëи÷инаìи {γ

lj
}). ♦

Пример 12. Пустü иìеþтся äва иãрока, пресëеäуþ-
щих несовпаäаþщие öеëи. Перенуìеруеì аãентов та-
киì образоì, ÷то первый иãрок иìеет возìожностü
вëиятü на на÷аëüное ìнение первоãо аãента, а второй
иãрок — второãо аãента. Обозна÷иì эти аääитивные
возäействия u

1
 ∈ U

1
 и u

2
 ∈ U

2
 соответственно.

Тоãäа, в соответствии с уравнениеì (2), резуëüтиру-
þщие ìнения аãентов иìеþт сëеäуþщий виä:

B
i
(u

1
, u

2
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ij
b
j
 + T

i1
u
1
 + T

i2
u
2
,  i ∈ N. (9)

Обозна÷иì B(u
1
, u

2
) — вектор ìнений аãентов с

коìпонентаìи (9). Равновесие Нэøа ( , ) иìеет
виä:

∀u
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, )),
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2
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(B( , )) l g

2
(B( , u

2
)).

В сиëу äостато÷но простой аääитивной зависиìости
(9) резуëüтируþщих ìнений аãентов от управëений
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(äействий иãроков), ìожно рассìатриватü на базе äан-
ной ìоäеëи иãры с фиксированной посëеäоватеëüнос-
тüþ хоäов (иерархи÷еские иãры) [13], соäержатеëüно
интерпретируеìые как иãры «напаäение-защита».

Рассìотренная в настоящеì приìере ìоäеëü ëеãко
обобщается на сëу÷ай, коãäа кажäый из иãроков ìожет
возäействоватü на на÷аëüные ìнения ëþбоãо ìножест-
ва аãентов. ♦

Пример 13. Пустü иìеþтся äва иãрока, кажäый из
которых иìеет возìожностü вëиятü на на÷аëüное ìне-
ние оäноãо из аãентов из ìножеств N

1
 ⊆ N и N

2
 ⊆ N

соответственно, при÷еì N
1
 ∩ N

2
 = ¾. Тоãäа äействия

иãроков буäут закëþ÷атüся в выборе, на коãо из «уп-
равëяеìых» иìи аãентов возäействоватü. Так как ìно-
жества возìожных äействий в этоì сëу÷ае коне÷ны, то,
расс÷итав соответствуþщие выиãрыøи, поëу÷иì стан-
äартнуþ биìатри÷нуþ иãру [13], в которой ìожно ана-
ëити÷ески искатü равновесие в ÷истых и (иëи) сìе-
øанных стратеãиях. ♦

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В настоящей работе, носящей во ìноãоì пос-
таново÷ный характер, рассìотрено инфорìаöион-
ное вëияние аãентов на форìирование ìнений
äруã äруãа в соöиаëüных сетях. Ввеäены понятия
сообществ, ãрупп и спутников. С поìощüþ резуëü-
тируþщей структуры вëияний (в которой спутни-
ки испытываþт вëияние тоëüко со стороны ãрупп
и в ëþбой ãруппе которой аãенты схоäятся в оöен-
ке степени авторитетности ëþбоãо из аãентов
ãруппы) äоказано, ÷то ìнения спутников опреäе-
ëяþтся ìнениеì ãрупп, а в ãруппах ìнения стаби-
ëизируþтся и равны. Привеäены постановки заäа÷
инфорìаöионноãо управëения в соöиаëüных сетях
и заäа÷ теоретико-иãровоãо описания инфорìаöи-
онноãо противоборства.

Перспективныì преäставëяется иссëеäование
вопроса, как распространение инфорìаöии сказы-
вается на структуре вëияний и ìнений, а также
äаëüнейøее развитие ìоäеëей инфорìаöионноãо
управëения и противоборства.
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ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÎÌ
ÍÀ ÒÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÓÐÎÂÍÅ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß

Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÍÅ×ÅÒÊÎÉ ÈÑÕÎÄÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

Ñ.À. Ôåäîñååâ, À.Â. Âîæàêîâ, Ì.Á. Ãèòìàí

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В усëовиях рыно÷ных отноøений набëþäается
тенäенöия к ужесто÷ениþ внутриотрасëевой кон-
куренöии, коãäа кажäый у÷астник рынка стре-
ìится привëе÷ü кëиента наибоëее выãоäныì
преäëожениеì. Такиì преäëожениеì ìожет бытü
ìиниìаëüная öена и (иëи) ìиниìаëüные сроки
поставки проäукöии. Дëя сокращения сроков пос-
тавки проäукöии пëанирование произвоäства
äоëжно бытü направëено на обеспе÷ение основных
принöипов раöионаëüной орãанизаöии рабо÷их
проöессов [1], таких как параëëеëüностü, пропор-
öионаëüностü, непрерывностü и пряìото÷ностü.

1. ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ

Вся систеìа произвоäственноãо пëанирова-
ния ìожет бытü разäеëена на три структурных
уровня [2].
� Уровенü стратеãи÷ескоãо пëанирования. На
äанноì уровне осуществëяþтся проãнозирование
спроса, фиëüтраöия и отбор поступивøих от кëи-
ентов заказов, анаëизируþтся существуþщие ìощ-
ности и бизнес-öеëи произвоäства. Резуëüтат за-
кëþ÷ается в построении ãëавноãо каëенäарноãо
пëана произвоäства (ГКПП), реãëаìентируþщеãо
«÷то», «к какоìу сроку» и «в каких коëи÷ествах»
буäет выпускатüся в пëановоì периоäе [3].
� Уровенü такти÷ескоãо пëанирования. На äан-
ноì уровне на основе составëенноãо ГКПП с у÷е-
тоì боëее äетаëüной инфорìаöии о произвоäс-
твенных ìощностях строится пëан-ãрафик произ-
воäства, устанавëиваþщий пере÷енü, о÷ереäностü

и äëитеëüностü операöий на рабо÷их öентрах в те-
÷ение пëановоãо периоäа.

� Поскоëüку ìноãие äетаëи реаëüноãо произвоä-
ственноãо проöесса не рассìатриваþтся иëи рас-
сìатриваþтся укрупненно на такти÷ескоì уровне
пëанирования, необхоäиìо еãо корректироватü и
уто÷нятü с у÷етоì постоянно изìеняþщихся усëо-
вий. Резуëüтат пëанирования на äанноì уровне за-
кëþ÷ается в форìировании сìенно-суто÷ных за-
äаний.

Особенно остро пробëеìа пëанирования стоит
на такти÷ескоì уровне. С ìоìента поëу÷ения
ГКПП äо форìирования сìенно-суто÷ных заäа-
ний требуется реøитü заäа÷у оптиìаëüноãо рас-
преäеëения наãрузки на рабо÷ие öентры такиì об-
разоì, ÷тобы выпоëняëосü усëовие реаëизуеìости
ГКПП при собëþäении принöипов параëëеëüнос-
ти, пропорöионаëüности, непрерывности и пря-
ìото÷ности произвоäства.

В общеìировой практике äëя реøения заäа÷
произвоäственноãо пëанирования активно испоëü-
зуется поäхоä «Пëанирование ресурсов преäпри-
ятия» (Enterprise Resource Planning — ERP). Тер-
ìин ERP озна÷ает «финансово ориентированнуþ
инфорìаöионнуþ систеìу äëя опреäеëения и пëа-
нирования ресурсов преäприятия, необхоäиìых
äëя поëу÷ения, изãотовëения, отãрузки и у÷ета за-
казов потребитеëей» [4]. Основные неäостатки су-
ществуþщих ERP-систеì состоят в их повыøен-
ных требованиях к то÷ности вхоäных äанных и
упрощенные ëинейные преäставëения в испоëüзу-
еìых ìатеìати÷еских ìоäеëях. Такиì образоì, су-
ществуþщие ERP-систеìы пока не обеспе÷иваþт
реøение заäа÷ произвоäственноãо пëанирования

Рассìотрена ìоäеëü каëенäарноãо пëанирования произвоäства с не÷еткиìи критерияìи
и оãрани÷енияìи. Моäеëü базируется на приìенении теории не÷етких ìножеств. В ка-
÷естве тестовоãо приìера рассìотрен реаëüный каëенäарный пëан произвоäства проäук-
öии на преäприятии «ООО «Завоä СДМ», ã. Перìü.

Ключевые слова: управëение произвоäствоì, проãраììное обеспе÷ение, каëенäарное пëанирова-
ние, не÷еткая инфорìаöия.
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с у÷етоì разëи÷ных объективно существуþщих
виäов неопреäеëенности (стохасти÷ностü, не÷ет-
костü).

В äанной работе преäëожена ìоäеëü пëаниро-
вания произвоäства на такти÷ескоì уровне, у÷и-
тываþщая не÷еткостü критериев оптиìизаöии и
оãрани÷ений.

Пустü проöесс произвоäства осуществëяется в
нескоëüких öехах, кажäый из которых соäержит в
себе опреäеëенное ìножество рабо÷их öентров.
Все рабо÷ие öентры разäеëены на типы. Типы ра-

бо÷их öентров пронуìеруеì инäексоì k ∈ , ãäе
E — общее ÷исëо типов рабо÷их öентров. Ввеäеì

вектор  = (q
1
, q

2
, ..., q

E
), ãäе q

k
 — ÷исëо рабо÷их

öентров k-ãо типа, иìеþщихся на произвоäстве.
Буäеì с÷итатü, ÷то все q

k
 рабо÷их öентров k-ãо ти-

па нахоäятся в оäноì öехе.
Максиìаëüная заãрузка кажäоãо рабо÷еãо öен-

тра оãрани÷ена некоторыì ÷исëоì ÷асов в каëен-
äарный äенü, обы÷но это оäна иëи äве сìены по
8 ÷. Буäеì изìерятü вреìя заãрузки рабо÷их öент-
ров в сìенах и поëожиì, ÷то ìаксиìаëüная заãруз-
ка всех рабо÷их öентров k-ãо типа оäинакова и

равна  сìен. Есëи  > 1, то возìожны сверх-

уро÷ные работы. Есëи у÷естü, ÷то на практике
ìаксиìаëüная заãрузка рабо÷их öентров ìожет ва-
рüироватüся, т. е. явëяется не÷еткой, то ее ìожно
опреäеëитü с поìощüþ не÷етких ÷исеë виäа

Z
k
 = {μ(z

k1
)/z

k1
; μ(z

k2
)/z

k2
; ...; μ(z

kv
)/z

kv
},

ãäе z
kh

, h =  — ÷исëо рабо÷их сìен, оãрани÷и-

ваþщих ìаксиìаëüнуþ заãрузку рабо÷их öентров

k-ãо типа, μ(z
kh

), h =  — функöия принаäëеж-

ности, которуþ соäержатеëüно ìожно интерпре-
тироватü как степенü убежäенности экспертов в
äопустиìости такоãо оãрани÷ения.

Спеöификаöии äëя всех виäов ãотовой про-
äукöии заäаны, поэтоìу ìожет бытü составëен
еäиный пере÷енü всех ноìенкëатурных еäиниö от
ìатериаëов äо ãотовых изäеëий, вкëþ÷ая поëу-
фабрикаты. В этоì пере÷не кажäой ноìенкëатур-
ной еäиниöе присваивается уникаëüный ноìер

i ∈ , ãäе C — суììарное ÷исëо уникаëüных но-
ìенкëатурных еäиниö во всех спеöификаöиях.
Ноìенкëатурный пере÷енü ìожет бытü отсортиро-
ван такиì образоì, ÷тобы вна÷аëе распоëаãаëисü
изãотавëиваеìые поëуфабрикаты и ãотовые изäе-
ëия с ноìераìи 1 m i m N, N < C, а затеì закупа-
еìые ìатериаëы с ноìераìи N < i m C.

Дëя описания состава изãотавëиваеìых ноìен-
кëатурных еäиниö ввеäеì ìатриöу приìеняеìос-
ти A. Ее эëеìенты a

ij
 опреäеëяþт ÷исëо ноìенкëа-

турных еäиниö (коìпонентов) с ноìераìи i ∈ ,

необхоäиìых äëя произвоäства ноìенкëатурных

еäиниö с ноìераìи j ∈ .

С÷итается, ÷то заäан ГКПП, описываþщий
пëан, исхоäя из ноìенкëатурных позиöий незави-
сиìоãо спроса (÷то произвоäитü, коãäа произво-
äитü, скоëüко произвоäитü). Дëя описания ГКПП
ввеäеì ìатриöу g. Ее эëеìенты g

id
 опреäеëяþт ко-

ëи÷ество ноìенкëатурных еäиниö (коìпонентов)

с ноìераìи i ∈ , которые необхоäиìо произ-

вести в äенü с ноìероì d ∈ , ãäе T — ÷исëо
äней в пëановоì периоäе.

Техноëоãи÷еские ìарøруты, описываþщие
способ произвоäства кажäой изãотавëиваеìой
ноìенкëатурной еäиниöы, с÷итаþтся заäанныìи.
Техноëоãи÷еский ìарøрут соäержит инфорìаöиþ
об операöиях и их посëеäоватеëüности. В äанной
работе на техноëоãи÷еский ìарøрут накëаäывает-
ся äопоëнитеëüное оãрани÷ение: все операöии
техноëоãи÷ескоãо ìарøрута äоëжны выпоëнятüся
на рабо÷их öентрах оäноãо öеха. При этоì ìоäеëü
приìениìа и äëя преäприятий, испоëüзуþщих в
работе ìноãоöеховые техноëоãи÷еские ìарøруты.
Необхоäиìо тоëüко разбитü такие ìарøруты на
нескоëüко оäноöеховых этапов. Дëя уäобства äа-
ëее буäеì называтü техноëоãи÷еские ìарøруты,
выпоëняеìые в раìках оäноãо öеха, технологичес-
кими этапами.

Дëя кажäой изãотавëиваеìой ноìенкëатурной
еäиниöы äоëжен бытü опреäеëен техноëоãи÷еский
этап ее изãотовëения. Чтобы произвести i-þ но-
ìенкëатурнуþ еäиниöу в коëи÷естве n

i
, необхо-

äиìо n
i
 раз выпоëнитü техноëоãи÷еский этап i-ãо

виäа. Ввеäеì вектор  = (n
1
, n

2
, ..., n

N
), ãäе n

i
 —

÷исëо запëанированных техноëоãи÷еских этапов

виäа i ∈ . Факти÷ески äанный вектор явëяется
разузëованныì анаëоãоì ГКПП.

Дëя кажäоãо техноëоãи÷ескоãо этапа опреäеëен
набор техноëоãи÷еских операöий (äаëее операции),
которые äоëжны бытü выпоëнены, ÷тобы техноëо-
ãи÷еский этап с÷итаëся заверøенныì. Такиì об-

разоì, опреäеëен вектор  = (w
1
, w

2
, ..., w

N
), ãäе

w
i
— ÷исëо операöий в техноëоãи÷ескоì этапе ви-

äа i ∈ .

Виä операöии иäентифиöируется сëеäуþщиì
набороì äанных: ноìер операöии, ноìер ноìенк-
ëатурной еäиниöы, тип рабо÷еãо öентра, труäоеì-
костü. Поэтоìу общее ÷исëо виäов операöий ìож-

но опреäеëитü по форìуëе W = w
i
.

Виäы операöий пронуìеруеì инäексоì l ∈ .
Все операöии ìожно отсортироватü по ноìеру тех-

1 E,

q

tk
* tk

*

1 v,

1 v,

1 C,

1 C,

1 N,

1 C,

1 T,

n

1 N,

w

1 N,

i 1=

N

∑

1 W,
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ноëоãи÷ескоãо этапа, а затеì по ноìеру операöии
внутри техноëоãи÷ескоãо этапа. Ввеäеì вектор

= (o
1
, ..., , , ..., , ..., o

W
), ãäе o

l
 —

÷исëо операöий, которые необхоäиìо выпоëнитü в

пëановоì периоäе, l ∈ . Также ввеäеì посëе-
äоватеëüностü ÷исеë s

1
, ..., s

N
, ãäе s

i
 опреäеëяет зна-

÷ение инäекса l äëя первой операöии i-ãо техно-
ëоãи÷ескоãо этапа. Тоãäа ÷исëа s

i
 ìоãут бытü опре-

äеëены по форìуëе

s
i
 = 

Отìетиì, ÷то зна÷ение инäекса l äëя посëеäней
операöии i-ãо техноëоãи÷ескоãо этапа ìожно оп-
реäеëитü сëеäуþщиì образоì: s

i
 + w

i
 – 1.

Приìеì, ÷то äëя кажäой операöии, вхоäящей в
состав техноëоãи÷ескоãо этапа i-ãо виäа, o

l
 = n

i
, ãäе

l ∈ .

Ввеäеì вектор труäоеìкостей операöий  = (t
1
,

t
2
, ..., t

W
), ãäе t

l
 — труäоеìкостü операöии l-ãо виäа,

выраженная в рабо÷их сìенах, t
l
 ∈ [0; 1], l ∈ .

Ввеäеì вектор  = (e
1
, e

2
, ..., e

W
), ãäе e

l
 ∈ ,

l ∈ , который опреäеëяет на рабо÷их öентрах
тип выпоëняеìой операöии l-ãо виäа.

C÷итается заäанныì вектор  = (r
1
, r

2
, ..., r

C
),

ãäе r
i
 — остаток i-й ноìенкëатурной еäиниöы на

öеховых скëаäах на на÷аëо пëановоãо периоäа,

i ∈ .

Известен общий объеì операöий, которые не-
обхоäиìо оптиìаëüныì образоì распреäеëитü по
рабо÷иì сìенаì и рабо÷иì öентраì при собëþäе-
нии оãрани÷ений. В этоì и закëþ÷ается заäа÷а пëа-
нирования произвоäства на такти÷ескоì уровне.

Дëя описания пëана произвоäства ввеäеì ìат-
риöу P. Ее эëеìенты p

ld
 опреäеëяþт ÷исëо опера-

öий l-ãо виäа, запëанированных на äенü с ноìероì

d, l ∈ , d ∈ , ãäе T — ÷исëо äней в пëано-
воì периоäе, т. е. без наруøения общности преä-
поëаãается, ÷то преäприятие работает в оäну сìе-
ну. Есëи преäприятие работает в äве иëи три сìе-
ны, то T озна÷ает ÷исëо сìен в пëановоì периоäе.
Факти÷ески ìатриöа P явëяется пëаноì-ãрафикоì
произвоäства, поэтоìу опреäеëение ее эëеìентов
p
ld
 и буäет реøениеì заäа÷и.

Ввеäеì также ìатриöу баëанса ноìенкëатур-
ных еäиниö B. Ее эëеìенты b

id
 опреäеëяþт ÷исëо

ноìенкëатурных еäиниö с ноìераìи i ∈ , на-
хоäящихся на öеховых скëаäах на конеö äня с но-

ìероì d ∈ . Зна÷ение инäекса d = 0 испоëüзу-
ется в ìатриöе баëанса äëя опреäеëения остатков
ноìенкëатурных еäиниö на на÷аëо пëанируеìоãо
периоäа. Матриöа зависит и от ГКПП: в äни, коãäа
запëанирован выпуск проäукöии, происхоäит ав-
тоìати÷еская отãрузка ãотовой проäукöии со скëа-
äа. Эëеìенты ìатриöы B ìожно опреäеëитü сëеäу-
þщиì образоì:

b
id
 = (1)

Зäесü у÷тено преäпоëожение о тоì, ÷то произ-
веäенное коëи÷ество i-й ноìенкëатурной еäиниöы
совпаäает с ÷исëоì выпоëнений посëеäней опера-
öии i-ãо техноëоãи÷ескоãо этапа.

О÷евиäно, ÷то при составëении пëана-ãрафика
произвоäства äоëжны у÷итыватüся сëеäуþщие оã-
рани÷ения.
� Суììарное ÷исëо операöий оäноãо виäа в пëа-
не-ãрафике äоëжно бытü равно общеìу ÷исëу опе-
раöий äанноãо виäа, которые необхоäиìо выпоë-
нитü в пëановоì периоäе соãëасно ГКПП:

p
ld
 = o

l
 äëя всех l ∈ . (2)

� В кажäый из пëанируеìых äней ìаксиìаëüная
заãрузка рабо÷их öентров не äоëжна превыøатü
ìаксиìаëüно возìожнуþ заãрузку:

p
ld
t
l
β
lk
 m q

k
 äëя всех d ∈ , (3)

ãäе β
lk
 =  l ∈ , k ∈ .

Максиìаëüно возìожная заãрузка ìожет бытü
опреäеëена не÷етко.

В ëþбой ìоìент вреìени остаток ноìенкëатур-
ных еäиниö не ìожет бытü отриöатеëüныì:

b
id
 l 0, äëя всех i ∈ , d ∈ . (4)

Ввеäеì три основных критерия оптиìаëüности
пëана-ãрафика произвоäства.
� Критерий коìфортности произвоäства, т. е.
пëан-ãрафик произвоäства äоëжен бытü скоìпо-
нован такиì образоì, ÷тобы операöии оäноãо виäа
запускаëисü в произвоäство как ìожно боëüøиìи

o ow
1

ow
1

1+ ow
1

w
2

+
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1 i, 1,=

si 1– wi 1–+ i 2 N, .∈,⎩
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bid 1– psi wi 1–+ d, gid– psj d,
aij,
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N

∑–+
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bid 1– psj d,
aij

j 1=

N
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⎪
⎪
⎧
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партияìи. В этоì сëу÷ае не потребуется перена-
ëаäка оборуäования при перехоäе от выпоëнения
оäной операöии к äруãой. Данный критерий ìож-
но преäставитü в виäе

J
1
 = β

ld
 → min, (5)

ãäе β
ld
 = 

Зäесü у÷тено впоëне о÷евиäное утвержäение,
÷то ÷еì боëüøиìи партияìи операöии оäноãо ви-
äа буäут запускатüся в произвоäство, теì ìенüøе
буäет ненуëевых эëеìентов p

ld
 ìатриöы P. Образно

ãоворя, пëан-ãрафик буäет нарезан ìенüøиìи ку-
со÷каìи, и теì ìенüøе, сëеäоватеëüно, буäет суì-
ìа буëевых переìенных β

ld
.

� Произвоäство äоëжно бытü непрерывныì, т. е.
наãрузка на рабо÷ие öентры äоëжна бытü как ìож-
но бëиже к ìаксиìаëüной:

J
2
 = |p

ld
t
l
β
lk
 – q

k
| → min, (6)

ãäе β
lk
 = 

Ввеäение äанноãо критерия обусëовëено эко-
ноìи÷ескиìи соображенияìи, так как за вынуж-
äенные простои рабо÷ие также поëу÷аþт заработ-
нуþ пëату

� Срок выпоëнения ГКПП äоëжен бытü ìини-
ìаëüныì:

J
3
 = τ(d) → min, (7)

ãäе τ(d) = 

При этоì ГКПП с÷итается выпоëненныì тоëü-
ко в тоì сëу÷ае, есëи все операöии заверøены, т.е.
äата соверøения посëеäней операöии и буäет яв-
ëятüся срокоì испоëнения всеãо ГКПП.

На основе преäëоженных ÷астных критериев
ìожет бытü ввеäен обобщенный критерий оп-
тиìаëüности с испоëüзованиеì расøиренноãо
не÷еткоãо ìножества наä ÷астныìи критерияìи
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i
∈ [0; 1], i ∈ , — экспертная оöенка зна÷и-

ìости i-ãо критерия, f
i
 ∈ [0; 1], i ∈ , — нор-

ìируþщие ìножитеëи. Тоãäа, испоëüзуя ÷еткуþ
функöиþ от не÷еткоãо арãуìента H

+
(•), преäëо-

женнуþ в работе [5], обобщенный критерий опти-
ìаëüности ìожно записатü в сëеäуþщеì виäе

J = H
+
(J r) → min, (8)

ãäе H
+
(A) = M(A

α
)dα, A

α
 — α-уровневое поäìно-

жество не÷еткоãо ìножества A, т. е.

A
α
 = {a: μ

A
(a) l α};  M(A

α
) = (a– + a+)/2;

a
– = a;  a+ = a.

Такиì образоì, ìатеìати÷еская постановка за-
äа÷и составëения оптиìаëüноãо пëана-ãрафика
произвоäства ìожет бытü сфорìуëирована в сëеäу-

þщеì виäе: найти эëеìенты p
ld
, l ∈ , d ∈ ,

ìатриöы P, äоставëяþщие ìиниìуì оäноìу из
÷астных критериев J

1
, J

2
 и J

3
, опреäеëенных выра-

женияìи (5)—(7), иëи обобщенноìу критериþ (8),
с у÷етоì оãрани÷ений (1)—(4).

2. ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÐÅØÅÍÈß

Ввиäу сëожности поставëенной заäа÷и, ее то÷-
ное реøение äëя реаëüных произвоäственных
äанных не ìожет бытü найäено. Поэтоìу быëа
преäëожена ìетоäика, позвоëяþщая нахоäитü ка-
ëенäарные пëаны произвоäства, уäовëетворяþщие
оãрани÷енияì заäа÷и и бëизкие к оптиìаëüныì.
Метоäика преäставëяет собой набор аëãоритìов,
посëеäоватеëüное выпоëнение которых позвоëяет
отыскатü бëизкий к оптиìаëüноìу каëенäарный
пëан. Кроìе основных вхоäных äанных заäа÷и,
ìетоäика позвоëяет у÷итыватü приоритетностü
выпоëнения конкретных изäеëий и заказов, поз-
воëяя экспертаì вноситü корректировки в проöес-
се рас÷ета. Данная ìетоäика у÷итывает также все
три критерия оптиìаëüности каëенäарноãо пëа-
на, боëее тоãо, у÷итывается не÷еткое соотноøение
ìежäу критерияìи, ÷то позвоëяет у÷итыватü тот
иëи иной критерий с опреäеëенныì приоритетоì.

Нахожäение оптиìаëüноãо пëана произвоäства
состоит из:

— вы÷исëения техноëоãи÷еских весов изäеëий;

— сортировки списка изäеëий;

— аëãоритìа «äвижение к на÷аëу периоäа»;

— аëãоритìа повыøения «коìфортности про-
извоäства».
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Техноëоãи÷ескиì весоì изäеëия назо-
веì суììарнуþ труäоеìкостü, требуеìуþ
äëя изãотовëения изäеëия. Посëе вы÷ис-
ëения техноëоãи÷еских весов ìожно со-
ставитü табëиöу зна÷ений эëеìентов, вхо-
äящих в ГКПП. Дëя кажäоãо эëеìента
строки äанной табëиöы известна сëеäуþ-
щая инфорìаöия: ноìенкëатурный ноìер
изäеëия, техноëоãи÷еский вес, пëановая
äата выпуска.

В äаëüнейøеì техноëоãи÷еский вес ис-
поëüзуется искëþ÷итеëüно äëя ранжиро-
вания приоритетов изäеëий, поэтоìу при
необхоäиìости ìожно ìенятü зна÷ения
техноëоãи÷еских весов изäеëий в табëиöе.

С техноëоãи÷ескиì весоì изäеëия свя-
заны сëеäуþщие ãипотезы:
� есëи äва изäеëия äоëжны бытü выпуще-
ны в оäин äенü, то первыì претенäоватü
на свобоäные ìощности äоëжно изäеëие с
боëüøиì техноëоãи÷ескиì весоì;
� есëи в существуþщеì пëане äва изäе-
ëия äоëжны бытü по какиì-ëибо при÷и-
наì бытü сäвинутыìи относитеëüно äруã
äруãа (оптиìизаöия заãрузки оборуäова-

ния и т. п.), то сäвинуто буäет изäеëие с
ìенüøиì техноëоãи÷ескиì весоì.

Посëе тоãо, как поëу÷ена табëиöа техно-
ëоãи÷еских весов изäеëий, ее необхоäиìо
отсортироватü по äате выпуска и по убыва-
ниþ техноëоãи÷ескоãо веса.

Дëя работы äанноãо аëãоритìа требуется
табëиöа выпуска изäеëий и вхоäная инфор-
ìаöия о заäа÷е. В ка÷естве основы работы
проãраììноãо аëãоритìа быë взят эìпи-
ри÷еский аëãоритì пëанирования произ-
воäства «с конöа», т. е. строится пëан из ëо-
ãики «äëя тоãо, ÷тобы... нужно...». Посëеäо-
ватеëüно выбираþтся строки из табëиöы
выпуска изäеëий. Затеì пëанируется äата
выпуска изäеëия. Посëе этоãо пëанируþтся
все операöии, которые необхоäиìо выпоë-
нитü äëя выпуска äанноãо изäеëия. Есëи
изäеëие состоит из изãотавëиваеìых коì-

Рис. 2. Алгоритм повышения «комфортности производства»

Рис. 1. Алгоритм «движение к началу периода»
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понентов, то äаëее необхоäиìо запëанироватü вы-
пуск этих коìпонентов. При этоì крайниì срокоì
изãотовëения буäет äата выпоëнения первой опе-
раöии преäыäущеãо изäеëия. И так äаëее. На рис.
1 преäставëен аëãоритì работы ìоäуëя пëаниро-
вания. В ка÷естве основноãо критерия оптиìиза-
öии в äанноì аëãоритìе испоëüзуется критерий —
«ìаксиìаëüная скоростü выпоëнения пëана». Та-
киì образоì, в резуëüтате работы äанноãо аëãо-
ритìа поëу÷аеì äопустиìый пëан, оптиìизиро-
ванный по äанноìу критериþ.

Разработанный аëãоритì повыøения «коì-
фортности произвоäства» (рис. 2), позвоëяет не
тоëüко повыситü коìфортностü произвоäства, но
и снизитü риски произвоäства. Рассìотриì еãо
поäробнее.

Снижение рисков невыпоëнения пëана в уста-
новëенные сроки äостиãается путеì переноса
операöий на боëее ранний периоä. При этоì ìак-
сиìаëüный запас по вреìени äëя операöий T

k
 ус-

танавëивается экспертаìи. Данный параìетр оп-
реäеëяет ìаксиìаëüное ÷исëо äней, за которое
ìожно созäаватü запас.

Коìфортностü повыøается бëаãоäаря ãруппи-
ровке оäинаковых операöий по äняì, ÷тобы ìак-

сиìаëüно увеëи÷итü партионностü и уìенüøитü
÷исëо перенаëаäок оборуäования. Необхоäиìо
сãруппироватü оäинаковые операöии такиì обра-
зоì, ÷тобы они выпоëняëисü как ìожно боëüøей
партией. В резуëüтате поëу÷аеì пëан, боëее устой-
÷ивый к рискаì, и с уëу÷øенныìи показатеëяìи
коìфортности произвоäства. Заìетиì, ÷то эффек-
тивностü ìетоäа сиëüно зависит от ìаксиìаëüноãо
вреìени запаса, которое устанавëиваþт эксперты
и сëужит параìетроì äанноãо аëãоритìа.

3. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Быëа разработана автоìатизированная сис-
теìа такти÷ескоãо пëанирования произвоäства
(АСТПП), вкëþ÷аþщая в себя проãраììные ìо-
äуëи: иìпорта äанных о структуре проäукта и тех-
ноëоãии еãо произвоäства; рас÷ета потребности и
составëения на÷аëüных äанных; поиска оптиìаëü-
ноãо каëенäарноãо пëана произвоäства; форìиро-
вания от÷етов.

В ка÷естве тестовоãо приìера быë взят ГКПП
оäной ноìенкëатурной еäиниöы — трубы буриëü-
ной утяжеëенной — с äостато÷но простой техно-
ëоãией произвоäства (табë. 1).

С поìощüþ АСТПП быë найäен пëан-ãрафик
произвоäства, позвоëяþщий произвести необхо-
äиìое коëи÷ество проäукöии без наруøения сро-
ков выпоëнения заказов. Так как отãрузка проäук-
öии быëа запëанирована с перерываìи в äенü,
первона÷аëüно быëо найäено реøение, которое
позвоëяет произвести всþ необхоäиìуþ проäук-
öиþ, не созäавая при этоì äаже проìежуто÷ных
скëаäских остатков. Дëя ìноãих преäприятий та-
кой пëан произвоäства буäет преäпо÷титеëüныì,
особенно äëя преäприятий, стреìящихся работатü
по ìетоäике just in time [3]. Оäнако äанный пëан
иìеет свои неäостатки: неэффективное испоëüзо-

Таблица 1

Ãëàâíûé êàëåíäàðíûé ïëàí ïðîèçâîäñòâà

Ноìер äня Коë-во

5 10

7 То же

9 —"—

11 —"—

12 20

Таблица 2

Ïëàí âûïîëíåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ ýòàïîâ ïî ðàáî÷èì äíÿì ïëàíîâîãî ïåðèîäà

Дни 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

До оптиìизаöии

Цех 1, пункт 4 0 0 0 0 10 0 10 0 10 0 10 20 0

Цех 26, пункт 3 0 0 0 10 0 10 0 10 4 17 20 0 0

Цех 2, пункт 2 0 0 10 0 10 0 10 10 16 13 0 0 0

Цех 1, пункт 1 0 10 0 10 0 10 10 10 10 0 0 0 0

Посëе оптиìизаöии

Цех 1, пункт 4 0 0 0 10 10 10 10 10 10 0 0 0 0

Цех 26, пункт 3 0 0 10 10 10 10 10 10 0 0 0 0 0

Цех 2, пункт 2 0 15 20 25 30 20 10 0 0 0 0 0 0

Цех 1, пункт 1 50 45 30 15 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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вание рабо÷их ìощностей, простои в произвоäс-
тве, низкая скоростü выпоëнения пëана, неäоста-
то÷ная коìфортностü произвоäства.

Поэтоìу äаëее найäенный äопустиìый пëан
быë оптиìизирован с поìощüþ аëãоритìа повы-
øения коìфортности произвоäства. Напоìниì,
÷то äанный аëãоритì посëеäоватеëüно переносит
операöии справа наëево, ÷то автоìати÷ески веäет
к упëотнениþ произвоäственноãо ãрафика и к воз-
ìожноìу увеëи÷ениþ скорости выпоëнения пëа-
на. В табë. 2 преäставëены ãрафики выпоëнения
техноëоãи÷еских проöессов (ТП) по äняì. Цифры
в я÷ейках указываþт ÷исëо ТП äанноãо виäа, запëа-
нированных на äанный äенü. Есëи ТП выпоëняется
боëüøе оäноãо äня, то он буäет у÷тен нескоëüко

раз. Виäно, ÷то посëе оптиìизаöии зна÷итеëüно
повысиëасü степенü коìфортности произвоäства и
скоростü выпоëнения пëана.

На рис. 3 изображена äиаãраììа, отображаþ-
щая проöент заãрузки оборуäования на кажäый
рабо÷ий äенü пëановоãо периоäа. На äиаãраììе
преäставëены äанные пëана произвоäства äо и
посëе оптиìизаöии. О÷евиäно, ÷то найäенный
пëан произвоäства обеспе÷ивает боëее ка÷ествен-
нуþ заãрузку оборуäования по сравнениþ с перво-
на÷аëüныì пëаноì, оставëяя резерв ìощностей в
конöе периоäа и перенося основнуþ наãрузку на
на÷аëо периоäа.

В ка÷естве приìера, äеìонстрируþщеãо воз-
ìожности проìыøëенноãо приìенения систеìы,
быë взят бëизкий к реаëüноìу произвоäственный
пëан преäприятия ООО «Завоä СДМ», ã. Перìü
(быëо взято базовое изäеëие СМ 15-01 без ìоäи-
фикаöий, но при этоì сиëüно увеëи÷ен объеì про-
извоäства, ÷тобы убеäитüся в эффективности ра-
боты АСТПП). Рас÷ет провоäиëся на три ìесяöа.
Как правиëо, пëан произвоäства не бывает выпоë-
нен поëностüþ в пëановоì периоäе. К на÷аëу пе-
риоäа обы÷но существует опреäеëенный заäеë äе-
таëей и аãреãатов, а по заверøениþ ìесяöа также
остается незаверøенное произвоäство. Поэтоìу
показатеëен второй ìесяö.

Привеäенный приìер показывает, как работает
АСТПП в усëовиях реаëüноãо произвоäства. При-
оритетныì быë выбран критерий коìфортности
произвоäства. Добавëено оãрани÷ение на äосро÷-
ный выпуск äетаëей, аãреãатов и изäеëий в разìере
äесяти рабо÷их äней, преäотвращаþщее заìора-
живание оборотных среäств преäприятия. Заäан-
ный ГКПП привеäен в табë. 3.

С поìощüþ АСТПП быë найäен äопустиìый
пëан произвоäства, позвоëяþщий произвести не-
обхоäиìое коëи÷ество проäукöии без наруøения
сроков выпоëнения. Найäенный äопустиìый пëан
быë оптиìизирован с поìощüþ аëãоритìа повы-
øения коìфортности произвоäства. На рис. 4
преäставëен ãрафик выпоëнения техноëоãи÷еских
проöессов по äняì второãо ìесяöа произвоäства.
На рис. 5 преäставëена äиаãраììа, отображаþщая
проöент заãрузки оборуäования в рабо÷ие äни äо

Рис. 3. Диаграмма выполнения технологических этапов
по рабочим дням планового периода:

äо (�) и посëе (�) оптиìизаöии

Рис. 4. Распределение технологических процессов по дням:
äо (—�—) и посëе (—�—) оптиìизаöии

Таблица 3

Ãëàâíûé êàëåíäàðíûé ïëàí ïðîèçâîäñòâà èçäåëèÿ ÑÌ 15-01

Дата выпуска 
(äенü от на÷аëа пëановоãо периоäа)

Чисëо изäеëий

22
5044

66
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и посëе оптиìизаöии äопустиìоãо пëана произ-
воäства.

Из привеäенных ãрафиков виäно, ÷то посëе оп-
тиìизаöии äопустиìоãо пëана произвоäства про-
изоøëи сëеäуþщие характерные изìенения:

— основная наãрузка переìестиëасü к на÷аëу
периоäа, ÷то позвоëяет снизитü риски невыпоëне-
ния пëана произвоäства;

— бëаãоäаря у÷ету äопоëнитеëüноãо оãрани÷е-
ния на äосро÷ный выпуск äетаëей произвоäствен-
ный ãрафик стаë боëее равноìерныì;

— в посëеäние äни пëановоãо периоäа наãрузка
снижается, ÷то äает возìожностü оперативно ре-
øатü возìожные произвоäственные пробëеìы.

Зна÷ение критерия коìфортности увеëи÷ено
боëее ÷еì на 20 % по сравнениþ с äопустиìыì
пëаноì произвоäства.

Дëя испытания АСТПП быëа сфорìирована
экспертная ãруппа, состоящая из спеöиаëистов в
разëи÷ных обëастях знаний (инфорìаöионные тех-
ноëоãии, произвоäство, ëоãистика, эконоìика).
Цеëü работы ãруппы закëþ÷аëасü в оöенке уровня
аäекватности поëу÷енных резуëüтатов. В проöессе
ее работы быëи проанаëизированы все суто÷ные
заäания и кажäоìу заäаниþ быë присвоен опреäе-
ëенный баëë (от 1 äо 10) в зависиìости от ка÷ества
еãо составëения. По резуëüтатаì быë вы÷исëен
среäний баëë, оöениваþщий ка÷ество разработан-
ноãо с поìощüþ АСТПП пëана произвоäства.

Экспертаìи установëено, ÷то:
� разработанная АСТПП способна нахоäитü пëа-

ны-ãрафики произвоäства, уäовëетворяþщие
всеì произвоäственныì оãрани÷енияì;

� встроенные среäства оптиìизаöии позвоëяþт
оптиìизироватü äопустиìые пëаны-ãрафики

произвоäства с у÷етоì всех заäанных критериев
оптиìаëüности;

� äопоëнитеëüные функöии АСТПП позвоëяþт
изìенятü важностü критериев оптиìаëüности,
реаëизуя обобщенный критерий в не÷еткой
постановке;

� наëи÷ие в АСТПП возìожности снижения рис-
ков невыпоëнения пëана позвоëяет испоëüзо-
ватü найäенные систеìой произвоäственные
пëаны без корректировок и поправок на нето÷-
ностü äанных;

� ка÷ество составëения пëана произвоäства на
äанный ìоìент ìожет бытü оöенено на äевятü
баëëов из äесяти, ÷то поäтвержäает эффектив-
ностü работы АСТПП;

� разработанная АСТПП уäовëетворяет всеì тре-
бованияì заказ÷ика и ìожет бытü ввеäена в
проìыøëеннуþ экспëуатаöиþ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Разработанная автоìатизированная систеìа
позвоëяет составëятü произвоäственные пëаны-
ãрафики, уäовëетворяþщие всеì жесткиì и не÷ет-
киì оãрани÷енияì заäа÷и такти÷ескоãо пëанирова-
ния произвоäства. Встроенные в äаннуþ систеìу
среäства оптиìизаöии позвоëяþт оптиìизироватü
äопустиìые пëаны произвоäства с у÷етоì всех
преäëоженных критериев оптиìизаöии. Приве-
äенные в статüе äеìонстраöионные приìеры по-
казываþт эффективностü приìенения разработан-
ной ìетоäики.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ 
ÈÌÌÓÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÐÅÀÊÖÈßÌÈ

ÎÐÃÀÍÈÇÌÀ ×ÅËÎÂÅÊÀ

È.Ï. Áîëîäóðèíà, Þ.Ï. Ëóãîâñêîâà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Матеìати÷еские ìоäеëи иììунных защитных
ìеханизìов орãанизìа ÷еëовека при инфекöион-
ных забоëеваниях преäставëяþт собой систеìы
неëинейных äифференöиаëüных уравнений с за-
пазäываþщиì арãуìентоì [1—6], позвоëяþщие
выявëятü характеристики, опреäеëяþщие те÷ение
и исхоä разëи÷ных форì забоëеваний. Знание за-
коноìерностей проöессов, происхоäящих в иì-
ìунной систеìе ÷еëовека, позвоëяет управëятü
уëу÷øениеì ее работы. Критерияìи эффектив-
ности защиты орãанизìа ìоãут бытü: уровенü
сìертности, вызванный инфекöионныìи ìикро-
орãанизìаìи, тяжестü забоëевания иëи еãо äëи-
теëüностü. К наибоëее общиì критерияì иììун-
ной защиты, рассìатриваеìыì в работе, относятся
скоростü поврежäения орãанизìа и энерãети÷ес-
кая öена забоëевания, äëя ìиниìизаöии которых
ввоäится управëение иììунной систеìой путеì
биостиìуëяöии (ввеäениеì антиãенов, способст-
вуþщих повыøениþ их конöентраöии в орãаниз-
ìе) и иììунотерапии (ввеäениеì ãотовых иììу-
ноãëобуëинов иëи äонорских антитеë). Дëя поиска
оптиìаëüноãо управëения и форìирования опти-
ìаëüной проãраììы ëе÷ения инфекöионноãо за-
боëевания преäëожен вариаöионный вы÷исëи-
теëüный ìетоä, позвоëяþщий оперативно äатü
преäваритеëüное закëþ÷ение об эффективности

выбранной стратеãии ëе÷ения и описатü ее воз-
äействие на орãанизì.

1. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ
ÏÐÎÒÈÂÎÈÍÔÅÊÖÈÎÍÍÎÉ ÇÀÙÈÒÛ

Исхоäные принöипы ìатеìати÷ескоãо ìоäеëи-
рования иììунноãо ответа быëи сфорìуëированы
акаäеìикоì Г.И. Мар÷укоì при построении базо-
вой ìоäеëи инфекöионноãо забоëевания в 1975 ã.
[1, 3]. Данная ìоäеëü описывает фунäаìентаëüные
ìеханизìы иììунной защиты (рис. 1), сфорìу-
ëированные в кëонаëüно-сеëекöионной теории
Ф. Бернета.

При форìировании базовой ìоäеëи иììунной
защиты приìеì во вниìание сëеäуþщие поëоже-
ния иììуноëоãии:

— в орãанизìе преäсуществует ненуëевой уро-
венü иììунокоìпетентных кëеток со своиìи ре-
öептораìи — антитеëаìи, спеöифи÷ныìи ко все-

Преäëожена управëяеìая ìоäеëü, позвоëяþщая иссëеäоватü защитные ìеханизìы орãа-
низìа ÷еëовека. Поставëена оптиìизаöионная заäа÷а, описанная систеìой неëинейных
äифференöиаëüных уравнений с запазäываþщиì арãуìентоì и разрывной правой ÷ас-
тüþ, и преäëожен аëãоритì её реøения. Показано, ÷то преäëоженная ìоäеëü и реøение
оптиìизаöионной заäа÷и позвоëяþт выявитü законоìерности те÷ения и исхоä разëи÷-
ных форì забоëеваний, ëу÷øе понятü факторы, опреäеëяþщие характер реаãирования
иììунной систеìы на разëи÷ные антиãены, найти оптиìаëüные проãраììы ëе÷ения.

Ключевые слова: иììунитет, иììунная систеìа, ìатеìати÷еская ìоäеëü.

Рис. 1. Простейший механизм иммунной реакции

ïðàâëåíèå â ìåäèêî-áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõÓ
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возìожныì антиãенаì, свобоäно öиркуëируþщиì
как внутри кëеток, так и вне кëеток — в ëиìфе и
пëазìе крови;

— ìаëая äоза антиãенов, попаäая в орãанизì,
на÷инает разìножатüся в кëетках орãана-ìиøени,
поражая еãо;

— ÷астü антиãенов сбрасывается в кровü, ãäе
стаëкивается с реöептораìи иììунокоìпетентных
кëеток — с антитеëаìи, образуя коìпëексы «анти-
теëо — антиãен», поãëощаþщиеся антитеëообразу-
þщиìи кëеткаìи и стиìуëируþщие иììуннуþ
систеìу;

— спустя вреìя τ посëе стиìуëяöии пропорöи-
онаëüно ÷исëу коìпëексов «антитеëо — антиãен» в
орãанизìе форìируþтся пëазìати÷еские кëетки,
вырабатываþщие антитеëа, спеöифи÷ные к соот-
ветствуþщиì антиãенаì;

— ÷исëо пëазìати÷еских кëеток и антитеë
уìенüøается, поìиìо описанных при÷ин, из-за их
старения;

— ÷исëо пëазìати÷еских кëеток, образовав-
øихся в ответ на антиãеннуþ стиìуëяöиþ, зависит
от жизнеспособности поражённоãо орãана: ÷еì
боëüøе поражение этоãо орãана, теì ìенüøе вы-
хоä пëазìати÷еских кëеток из-за возникаþщей не-
äостато÷ности, вëияþщей на активностü иììун-
ной защиты;

— проöесс реãенераöии тканей орãана-ìиøени
запускается в ответ на поврежäение.

В соответствии с этиìи поëоженияìи и преä-
ставëенияìи о äинаìике иììунноãо ответа ввеäеì
сëеäуþщие переìенные ìоäеëи, явëяþщиеся не-
прерывныìи функöияìи: V = V(t) — конöентра-
öия разìножаþщихся антиãенов (патоãенов) в
пораженной ÷асти орãана-ìиøени, [÷аст./ìë];
C = C(t) — конöентраöия антиãен-спеöифи÷еских
ëиìфоöитов (носитеëей и проäуöентов антитеë) в
ëиìфоиäной ткани, [кëет./ìë]; F = F(t) — конöен-
траöия антитеë (ìоëекуë иììунной прироäы —
иììуноãëобуëинов, реöепторов иììунокоìпетен-
тных кëеток и äр. — нейтраëизуþщих антиãены) в
крови, [÷аст./ìë]; m = m(t) — äоëя разруøенных
антиãеноì кëеток в пораженной ÷асти орãана-ìи-
øени, вëияþщая на осëабëение жизнеäеятеëüно-
сти орãанизìа в хоäе забоëевания, связанноãо с
уìенüøениеì активности орãанов, обеспе÷иваþ-
щих поставку иììуноëоãи÷ескоãо ìатериаëа: ëей-
коöитов, ëиìфоöитов, антитеë и äр., необхоäиìых
äëя борüбы с разìножаþщиìися антиãенаìи.

Матеìати÷еская ìоäеëü инфекöионноãо забо-
ëевания строится на основе соотноøений баëанса
äëя кажäой из зависиìых переìенных, в преäпоëо-
жении, ÷то «орãанизì» описывается оäнороäныì
заìкнутыì объеìоì, в котороì все коìпоненты
проöесса равноìерно переìеøаны. Описывая из-
ìенение ÷исëенности кëето÷ных попуëяöий, у÷ас-
твуþщих в проöессе иììунноãо ответа на отрезке

вреìени [t0, T ], ãäе t0 = 0 — ìоìент инфиöирова-
ния, с у÷етоì поврежäения и реãенераöии орãа-
нов, перейäеì к систеìе неëинейных äифферен-
öиаëüных уравнений с запазäываþщиì арãуìен-
тоì и разрывной правой ÷астüþ, записанных в
норìаëüной форìе Коøи

 = βV – γFV,

 = ρC – ηγFV –μ
f
F,

 = ξ(m)αF(t – τ)V(t – τ) – μ
c
(C – C*),

 = σV – μ
m
m (1)

с на÷аëüныìи усëовияìи

V(0) = V 0,  F(0) = F 0,  C(0) = C0,  m(0) = m0 (2)

и фазовыìи оãрани÷енияìи

V(t) l 0,  F(t) l 0, C(t) l 0,  m(t) l 0, (3)

ãäе β > 0 — скоростü (теìп) разìножения антиãе-
нов; γ > 0 — коэффиöиент, у÷итываþщий вероят-
ностü встре÷и вирусов с антитеëаìи и сиëу их вза-
иìоäействия; α > 0 — коэффиöиент стиìуëяöии
иììунной систеìы; ρ > 0 — скоростü произвоäства
антитеë оäной пëазìокëеткой; μ

c
, μ

f
 > 0 — веëи-

÷ины, обратные проäоëжитеëüности жизни пëаз-
ìокëеток и антитеë соответственно; η > 0 — ÷исëо
антитеë, необхоäиìое äëя нейтраëизаöии оäноãо
вируса; σ > 0 — скоростü (теìп) поражения орãана;
μ
m
 > 0 — скоростü восстановëения ìассы пора-

женноãо орãана; С* > 0 — преäсуществуþщий уро-
венü иììунокоìпетентных кëеток (пëазìокëеток);
τ > 0 — вреìя, необхоäиìое äëя форìирования
каскаäа пëазìокëеток; ξ(m) — невозрастаþщая не-
отриöатеëüная функöия, у÷итываþщая наруøение
норìаëüной работы иììунной систеìы всëеäс-
твие зна÷итеëüноãо поражения орãана

ξ(m) = 

Моäеëü (1)—(3) описывает общие законоìер-
ности, присущие всеì инфекöионныì забоëева-
нияì. Факти÷ески эта ìоäеëü опреäеëяет виä за-
висиìости тяжести и исхоäа инфекöии от харак-
теристик иììунитета и свойств антиãена.

Зна÷ения параìетров ìоäеëи (1)—(3) (табë. 1)
опреäеëены соãëасно соотноøенияì, поëу÷енныì
в работе [3], на основе ка÷ественноãо иссëеäова-
ния базовой ìоäеëи иììунноãо ответа и уто÷нены

dV

dt
-------

dF

dt
-------

dC

dt
--------

dm

dt
--------

1 0 m 0,1,<≤,

1 m–( )10
9
------ 0,1 m 1.≤ ≤,

⎩
⎪
⎨
⎪
⎧
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в хоäе вы÷исëитеëüных экспериìентов по на-
стройке ìоäеëи на äанные обобщенной картины
забоëевания. Частü параìетров ìоäеëи (μ

f
, μ

c
, ρ)

опреäеëяþтся из известных ìеäиöинских äанных,

÷астü остаþтся «свобоäныìи», ÷то äает возìож-
ностü äобитüся äостато÷но хороøеãо совпаäения
теорети÷еских кривых с соответствуþщиìи экспе-
риìентаëüныìи зависиìостяìи, опреäеëяþщиìи
виä забоëевания и иììунный статус боëüноãо.

Моäеëü (1)—(3) äопускает äва устой÷ивых ти-
па стаöионарных реøений. Первое реøение
V(t) = 0, F(t) = F *, C(t) = C*, m(t) = 0 интерпрети-
руется как состояние зäоровоãо орãанизìа, ãäе F *,
C* соответствуþт иììуноëоãи÷ескоìу статусу зäо-
ровоãо ÷еëовека. Второе реøение, которое харак-
теризуется äостато÷но ìаëыì ненуëевыì ÷исëоì
антиãенов в усëовиях äостато÷но сиëüной иììун-
ной систеìы, интерпретируется как вяëая хрони-
÷еская форìа забоëевания.

Иссëеäование характера изìенения конöентра-
öии антиãенов, поëу÷енноãо при интеãрировании
уравнений ìоäеëи иììунноãо ответа (1) с у÷етоì
на÷аëüных äанных (2), уровенü конöентраöии ко-
торых сëужит основныì показатеëеì äинаìики
боëезни и работоспособности иììунной систеìы,
позвоëиëо выäеëитü ÷етыре ка÷ественно разëи÷-
ных типа нестаöионарных реøений, интерпрети-
руеìых как ÷етыре основные форìы протекания
инфекöионноãо забоëевания: субкëини÷еская фор-
ìа, острая форìа с вызäоровëениеì, острая форìа
с ëетаëüныì исхоäоì, хрони÷еская форìа. При
этоì äостижение ìножества состояний, при кото-
рых V(t) m δ, ãäе δ > 0 — äостато÷но ìаëое ÷исëо,
интерпретируется в раìках ìоäеëи как вызäоров-
ëение.

На рис. 2 преäставëена äинаìика изìенения
конöентраöии антиãенов, отражаþщая естествен-

Таблица 1

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïðîòèâîèíôåêöèîííîé çàùèòû 
ïðè ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ çàáîëåâàíèÿ

Па-
ра-

ìетр

Зна÷ения при разëи÷ных 
форìах забоëевания

РазìерностüСуб-
кëи-
ни÷е-
ская

Ост-
рая

Хро-
ни-
÷е-
ская

Ле-
таëü-
ный 

исхоä

β 8 2 1 2 сут–1

γ 10 0,8

α 10 000 1000 10 000

μ
с

0,5 сут–1

ρ 0,17

η 10 ìоëек./÷аст.

μ
f

0,17 0,5 сут–1

σ 10 700

μ
m

0,12 сут–1

C* 1 кëет./ìë
τ 0,5 сут

ìë
÷аст.•сут
---------------------------

кëет.•ìë
÷аст.•ìоëек.•сут
--------------------------------------------------

ìоëек.
кëет.•сут
---------------------------

ìë
÷аст.•сут
---------------------------

9

7

5

3

0 2 4 6 8 11 15 19 23 27 31 35

1

t, сут

V(t)•10–7

0
0 2 4 6 8 11 15 19 23 27 31 35

1,4

t, сут

1,0

0,6

0,2
0

V(t)•10–3

V(t)•10–4
V(t)

0,35

0,25

0,15

0,05

2,0

1,6

1,2

0,8

0,4

0
0 3 6 9 13 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69 73 77

t, сут
0 0,35 1,19 2,03 2,87 3,71 4,543 5,39 6,223

t, сут

а в

б г

Рис. 2. Динамика изменения концентрации антигенов V(t) при различных формах заболевания:
а — субкëини÷еская; б — хрони÷еская; в — острая; г — с возìожныì ëетаëüныì исхоäоì
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ное те÷ение разëи÷ных форì забоëеваний. Ре-
зуëüтаты поëу÷ены в хоäе ка÷ественноãо и ÷исëен-
ноãо анаëиза протекания перви÷ноãо инфекöи-
онноãо забоëевания на интерваëе Т = 100 сут при

на÷аëüных усëовиях V(0) = 10–6, С(0) =1, F(0) = 1,
m(0) = 0 в зависиìости от зна÷ений параìетров
(сì. табë. 1).

2. ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÅ ÓÏÐÀÂËßÅÌÎÉ ÌÎÄÅËÈ

Знание законоìерностей иììунноãо ответа на
возникновение забоëевания позвоëяет управëятü
иììунной систеìой в öеëях уëу÷øения ее работы.
В ка÷естве управëения, реãуëируþщеãо интенсив-
ностü проöессов иììунноãо ответа и способству-
þщеãо ускоренноìу восстановëениþ пораженных
орãанов и тканей, выступаþт испоëüзуеìые при
ëе÷ении среäства — внеøнее управëение, а также
вырабатываеìые саìиì орãанизìоì разëи÷ные
ãорìоны и ìеäиаторы — внутреннее управëение.

На основе базовой ìоäеëи инфекöионноãо за-
боëевания (1) построиì управëяеìуþ ìоäеëü, ис-
хоäя из сëеäуþщих преäпоëожений:

— управëениеì в ìоäеëи явëяется приìенение
при ëе÷ении ìеäиöинских препаратов, т. е. осу-
ществëяется внеøнее управëение путеì ввеäения
äопоëнитеëüных ÷ëенов в правые ÷асти уравнений
ìоäеëи (1).

— опреäеëенный виä управëения характерен
äëя конкретной форìы забоëевания.

Остановиìся на поиске выбора корректноãо уп-
равëения äëя опреäеëенной форìы забоëевания.

Дëя управëения функöионированиеì иììун-
ной систеìы при хрони÷еских форìах забоëева-
ний приìеняется биостиìуëяöия, основанная на
ввеäении непатоãенных, неразìножаþщихся ан-
тиãенов. В резуëüтате ввеäения управëяþщей фун-
кöии u

1
(t) ìоäеëü, опреäеëяþщая повеäение иì-

ìунной систеìы, состоит из уравнений, поëу÷ен-
ных в резуëüтате ìоäификаöии систеìы (1) путеì
äобавëения трех äифференöиаëüных уравнений,
отражаþщих характер проöесса ëе÷ения:

 = –γ
1
F

1
V

1
 + u

1
,

 = ρ
1
C

1
 – η

1
γ
1
F

1
V

1
 – μ

f1
F

1
,

 = α
1
F

1
(t – τ)V

1
(t – τ) – μ

c1
(C

1
 – ),

ãäе управëение u
1
 = u

1
(t) характеризует интенсив-

ностü ввеäения биостиìуëяторов V
1
 = V

1
(t); пере-

ìенные F
1
 = F

1
(t), C

1
 = C

1
(t) описываþт иììуннуþ

реакöиþ орãанизìа на биостиìуëятор.

Эффективностü ëе÷ения острых форì забоëева-
ний и забоëеваний с возìожныì ëетаëüныì исхо-
äоì äостиãается с поìощüþ иììунотерапии u

2
(t),

основанной на ввеäении ãотовых иììуноãëобуëи-
нов иëи äонорских антитеë, которые позвоëяþт
изìенитü äинаìику боëезни в поëüзу вызäоровëе-
ния. В резуëüтате ввеäения управëяþщей функöии
u

2
(t) ìоäеëü, опреäеëяþщая повеäение иììунной

систеìы, состоит из уравнений (1) с у÷етоì ìоäи-
фикаöии äинаìики функöии F(t), которая, отра-
жая характер проöесса ëе÷ения, ìожет бытü опи-
сана уравнениеì

 = ρC – ηγFV – μ
f
F + u

2
.

Такиì образоì, управëяеìая ìоäеëü äинаìики
иììунной защиты орãанизìа описывается систе-
ìой äифференöиаëüных уравнений

 = (β – γF )V,

 = ρC – ηγFV – μ
f
F + u

2
,

 = ξ(m)αF(t – τ) – μ
c
(C – C*),

 = –γ
1
F

1
V

1
 + u

1
, (4)

 = ρ
1
C

1
 – η

1
γ
1
F

1
V

1
 – μ

f1
F

1
,

 = α
1

F
1
(t – τ)V

1
(t – τ) – μ

c1
(C

1
 – ),

 = σV – μ
m
m, 

с на÷аëüныìи усëовияìи

V(0) = V 0,  F(0) = F 0,  C(0) = C 0,  V
1
(0) = ,

F
1
(0) = ,  C

1
(0) = ,  m(0) = m0 (5)

и фазовыìи оãрани÷енияìи

V(t) l 0,  F(t) l 0,  C(t) l 0,  V
1
(t) l 0,

F
1
(t) l 0,  C

1
(t) l 0,  m(t) l 0, (6)

ãäе функöии управëения u
1
(t) и u

2
(t) характеризуþт

скоростü ввеäения биостиìуëяöии и реаëизаöии
иììунотерапии в еäиниöу вреìени соответствен-
но и уäовëетворяþт оãрани÷енияì

0 m u
i
(t) m b

i
,  i = 1, 2,  t ∈ [0, T ], (7)

dV1

dt
----------

dF1

dt
---------

dC1

dt
----------

F1V1

FV F1V1+
--------------------------- C1

*

dF

dt
-------

dV

dt
-------

dF

dt
-------

dC

dt
--------

dV1

dt
----------

dF1

dt
---------

dC1

dt
----------

F1V1

FV F1V1+
--------------------------- C1

*

dm

dt
--------

V1
0

F1
0

C1
0
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ãäе b
i
 > 0, i = 1, 2 — ìаксиìаëüное ÷исëо ëþäей,

поäверженных биостиìуëяöии, иììунотерапии в
еäиниöу вреìени, зависящее от оãрани÷енных тех-
ни÷еских и финансовых среäств.

3. ÂÛÁÎÐ ÊÐÈÒÅÐÈß ÊÀ×ÅÑÒÂÀ ÌÎÄÅËÈ

Дëя иссëеäования законоìерностей противо-
инфекöионной защиты воспоëüзуеìся вариаöион-
ныì принöипоì и преäпоëожиì, ÷то среäи äопус-
тиìых вариантов иììунной защиты орãанизìа ре-

аëизуþтся те, которые ìиниìизируþт среäнþþ
скоростü еãо поврежäения и суììарные расхоäы
энерãии на взаиìоäействие с инфекöионныìи ан-
тиãенаìи за фиксированное вреìя T:

I = σV(t)dt + E
i
 → min, (8)

ãäе σ > 0 — скоростü (теìп) поражения орãанизìа;

E
i
, i =  — коìпоненты расхоäа энерãии орãа-

низìоì на взаиìоäействие с патоãенныìи ìикро-
орãанизìаìи, выражения которых привеäены в
табë. 2.

Дëя вывоäа этих выражений приìенен поäхоä,
изëоженный в работах [5, 6]. Суìììарный расхоä
энерãии орãанизìоì на взаиìоäействие с инфек-
öией состоит из затрат энерãии на образование но-
вых кëеток в проöессе иììунной защиты, на реãе-
нераöиþ орãана-ìиøени, а также на поääержание
уже существуþщих кëеток иììунной систеìы.

Оöенки зна÷ений параìетров расхоäа энерãии
(табë. 3) поëу÷ены äëя проöессов противоинфек-
öионной защиты ëеãких [5, 6]. Зна÷ения параìет-
ров ìоãут соäержатü поãреøности, связанные с
оøибкаìи опреäеëения объеìа кëеток, расхоäа
АТФ на высвобожäение энерãии, потребëения
кëеткаìи энерãии в норìе, а также возìожныì из-
ìенениеì этих зна÷ений в äинаìике инфекöион-
ноãо проöесса. С÷итается, ÷то кажäый из упоìя-
нутых факторов вносит неопреäеëенностü относи-
теëüно базовых зна÷ений параìетров.

4. ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÎÅ ÓÑËÎÂÈÅ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÈ
È ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ 

ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÈÌÌÓÍÍÛÌ ÎÒÂÅÒÎÌ

В оптиìизаöионной заäа÷е (4)—(8) систеìа äиф-
ференöиаëüных уравнений (4) преäставëяет собой

Таблица 2

Êîìïîíåíòû ôóíêöèîíàëà ðàñõîäà ýíåðãèè â îðãàíèçìå 
íà âçàèìîäåéñòâèå ñ àíòèãåíàìè

Коìпоненты Описание 

E
1
 = LN

S
T(ω

1
 + e

2
μ
c
)C* Энерãети÷еская öена

образования и поääержа-
ния ëиìфоöитов

E
2
 = L

2
e
2
α F(t – τ)V(t – τ)dt Энерãети÷еская öена

иììунноãо ответа

E
3
 = L

1
e
3
μ
m
m

1
mdt

Энерãети÷еская öена
реãенераöии кëеток ор-
ãана-ìиøени

E
4
 = ω

2
mdt

Потери энерãии всëеä-
ствие наруøения ãоìеос-
таза

E
5
 = L

1
e
1
β V(t)dt

Энерãети÷еская öена
образования патоãенных 
÷астиö в орãанизìе

E
6
 = L

2
ω
1

(C – C*)dt

Энерãети÷еская öена 
функöионирования кëе-
ток, образовавøихся в ре-
зуëüтате иììунноãо ответа

0

T

∫

0

T

∫

0

T

∫

0

T

∫

0

T

∫

1
T
----

0

T

∫
i
∑

1 6,

Таблица 3

Âåëè÷èíû ïàðàìåòðîâ îöåíêè ðàñõîäà ýíåðãèè è ìîùíîñòè ïðîöåññîâ ïðîòèâîèíôåêöèîííîé çàùèòû ëåãêèõ 
è íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè îðãàíèçìà

Параìетр Зна÷ение Физи÷еский сìысë параìетра

e
1

4•10–10 Дж Энерãети÷еская öена образования оäноãо антиãена

e
2

2,6•10–9 Дж Энерãети÷еская öена образования оäноãо ëиìфоöита

e
3

2,7•10–8 Дж Энерãети÷еская öена образования оäной кëетки орãана-ìиøени

ω
1

3•10–13 Вт Мощностü, затра÷иваеìая на поääержание оäноãо ëиìфоöита

ω
2

100 Вт Потери энерãии в резуëüтате наруøения ãоìеостаза 

L 1000 ìë Объеì ëиìфоиäной ткани орãанизìа

L
1

300 ìë Объеì ÷асти орãана–ìиøени, в которой развивается забоëевание

L
2

15 ìë Объеì ëиìфоиäной ткани, äренируþщей орãан-ìиøенü (ëеãкие)

N
S

106 Чисëо разëи÷ных спеöифи÷ностей ëиìфоöитов в орãанизìе

m
1

1,3•108 кëет./ìë Норìаëüная конöентраöия кëеток орãана-ìиøени
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систеìу с разрывной правой ÷астüþ и с запазäы-
ваþщиì арãуìентоì, общий виä которой

(t) = 

ãäе x = (V, F, C, m, V
1
, F

1
, C

1
) — абсоëþтно-непре-

рывная на отрезке [0, T ] вектор-функöия состоя-
ния, u = (u

1
, u

2
) — кусо÷но-непрерывная на отрезке

[0, T ] вектор-функöия управëения. Поверхностü
перекëþ÷ения S(t, x) — непрерывно äифференöи-
руеìая по совокупности арãуìентов скаëярная
функöия, иìеþщая виä S(t, x) = S(x) = m – m*, ãäе
m* = 0,1 — преäеëüный уровенü поражения, при
котороì еще возìожна норìаëüная работа иììун-
ной систеìы. Рассìотриì сëу÷ай оäнократноãо
«протыкания» траекторией поверхности перекëþ-
÷ения в то÷ке τ

α
, ãäе τ

α
 — ìоìент перекëþ÷ения, т.

е. то÷ка, в которой S(x(τ
α
)) = 0.

Дëя построения оптиìаëüноãо управëения при-
ìенен принöип ìаксиìуìа Понтряãина. Так как в
заäа÷е иìеþтся фазовые оãрани÷ения (6), то обес-
пе÷иì их выпоëнение путеì ввеäения øтрафноãо
сëаãаеìоãо в функöионаë (8) и перейäеì к посëе-
äоватеëüности заäа÷, в которой отсутствуþт фазо-
вые оãрани÷ения, а функöионаë иìеет виä

I = σV(t)dt + E
i
 + A, (9)

ãäе A = A
k

[(max{–V, 0})2 + (max{–C, 0})2 +

+ (max{–F, 0})2 + (max{–m, 0})2 + (max{–V
1
, 0})2 +

+ (max{–C
1
, 0})2 + (max{–F

1
, 0})2]dt, k = 1, 2, ...,

A
k

> 0, A
k
 = ×, A

k
 — параìетры øтрафа.

Функöия Понтряãина äëя заäа÷и (4), (5), (7) и
(9) иìеет виä

H(t, x(t), x(t – τ), u(t), ψ(t), λ
0
) =

= 

ãäе H
i
(t, x(t), x(t – τ), u(t), ψ

i
(t), λ

0
) = –λ

0
σV(t) +

+ L
2
e
2
αF(t – τ)V(t – τ) + L

1
e
3
μ
m
m

1
m + ω

2
m +

+ L
1
e
1
βV(t) + L

2
ω

1
(C – C*) + A

k
((max(–V(t), 0))2 +

+ (max(–F(t), 0))2 + (max(–C(t), 0))2 + (max(–m(t),

0))2 + (max(–V
1
(t), 0))2 + (max(–F

1
(t), 0))2 +

+ (max(–C
1
(t), 0))2  + (ψ

i
(t), f

i
(t, x(t), x(t – τ), u(t))),

i = 1, 2, k = 1, 2, ..., A
k
 > 0, A

k
 = ×.

Функöия ψ(t) = (ψ
1
(t), ψ

2
(t)) — сопряженная

вектор-функöия, опреäеëенная на проìежутке
[0, τ

α
] = T

1
 иëи [τ

α
, T ] = T

2
 соответственно, непре-

рывная и по÷ти всþäу непрерывно äифференöи-
руеìая на этих отрезках.

Воспоëüзовавøисü принöипоì ìаксиìуìа
Понтряãина, сфорìуëируеì теореìу о необхоäи-
ìых усëовиях оптиìаëüности äëя заäа÷и опти-
ìаëüноãо управëения (4)—(8) с разрывной правой
÷астüþ и запазäываþщиì арãуìентоì.

Теорема. Пусть процесс  = ( (t), (t – τ), (t),
τ
α
), где τ

α
 — точка переключения, является опти-

мальным в задаче (4), (5), (7) и (9). Тогда с необхо-
димостью существует множитель λ

0
 l 0 и неравные

одновременно нулю функции ψ
1
(t) и ψ

2
(t) такие, что

выполняются следующие условия:

1) оптимальное управление (t) = ( (t), (t)),

t ∈ [0, T ], во всех точках непрерывности доставляет

максимум функции Понтрягина H
i
(t, (t), (t – τ),

u(t), ψ
i
(t), λ

0
) по всем 0 m u(t) m b, где b = (b

1
, b

2
), т. е.

H
i
(t, (t), (t – τ), (t), ψ

i
(t), λ

0
) =

= H
i
(t, (t), (t – τ), u(t), ψ

i
(t), λ

0
),

i = 1, 2; 

2) сопряженные вектор-функции ψ
i
(t), i = 1, 2,

удовлетворяют системе дифференциальных уравне-
ний

(t) = –  –

– ,

i = 1, 2,  t ∈ [0, T ],

ψ
i
(t) ≡ 0, i = 1, 2, t > T;

3) условие трансверсальности

ψ
2
(T ) = 0;

4) условия допустимости (4) и (7);
5) в точке τ

α
 пересечения траекторией поверхнос-

ти переключения выполняется условие скачка сопря-
женной вектор-функции

ψ
1
(τ

α
 – 0) = ψ

2
(τ

α
 + 0) + λ ; S( (τ

α
)) = 0, 

H
1
(τ

α
 – 0) = H

2
(τ

α
 + 0),

λ = [( f
2
(τ

α
, (τ

α
), (τ

α
 – τ), (τ

α
 + 0)) –

– f
1
(τ

α
, (τ

α
), (τ

α
 – τ), (τ

α
 –0)), ψ

2
(τ

α
))]/

x·
f1 t x t( ) x t τ–( ) u t( ), , ,( ) S t x,( ) 0,<,

f2 t x t( ) x t τ–( ) u t( ), , ,( ) S t x,( ) 0,≥,⎩
⎨
⎧

1
T
----

0

T

∫
i
∑

0

T

∫

k ∞→
lim

H1 t x t( ) x t τ–( ) u t( ) ψ1 t( ) λ0, , , , ,( ) S x( ) 0,<,

H2 t x t( ) x t τ–( ) u t( ) ψ2 t( ) λ0, , , , ,( ) S x( ) 0,≥,⎩
⎨
⎧

⎝
⎛ 1
T
----

⎠
⎞

k ∞→
lim

ω x x u

u u1 u2

x x

x x u

max
0 u t( ) b≤ ≤

x x

ψ·
i

Hi t x t( ) x t τ–( ) u t( ) ψi t( ) λ0, , , , ,( )∂
x∂

----------------------------------------------------------------------------------------

Hi t τ+ x t τ+( ) x t( ) u t τ+( ) ψi t τ+( ) λ0, , , , ,( )∂
x∂

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

S x τα( )( )∂
x∂

------------------------- x
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, f
1
(τ

α
, (τ

α
), (τ

α
 – τ),

(τ
α
 – 0)) ,

где λ — размер скачка в точке τ
α
. ♦

Так как функöия Понтряãина ëинейна по управ-

ëениþ, то ввеäеì функöии перекëþ÷ения:  = ,

 = , i = 1, 2.

Из усëовия ìаксиìуìа функöии Понтряãина
нахоäиì оптиìаëüное управëение

 =  k = 1, 2,  i = 1, 2,

Такиì образоì, иìееì краевуþ заäа÷у принöи-
па ìаксиìуìа Понтряãина, заìкнутуþ управëени-

еì , k = 1, 2.

Дëя реøения краевой заäа÷и принöипа ìакси-
ìуìа Понтряãина приìенен ìетоä ìножитеëей
Лаãранжа, основанный на свеäении исхоäной
непрерывной заäа÷и оптиìаëüноãо управëения
(4)—(8) к äискретной заäа÷е. Дëя реаëизаöии ÷ис-
ëенноãо аëãоритìа поëу÷ены усëовия стаöионар-
ности функöии Лаãранжа и усëовия äопоëняþщей
нежесткости, которыì с необхоäиìостüþ уäовëет-
воряет оптиìаëüный проöесс. Дëя поиска опти-
ìаëüных äинаìи÷еских траекторий и оптиìаëüно-
ãо управëения проãраììно реаëизован аëãоритì,
основанный на ìетоäе проекöии ãраäиента, поз-
воëяþщий поëу÷итü ÷исëенные резуëüтаты реøе-
ния поставëенной заäа÷и.

5. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÛ ËÅ×ÅÍÈß

Суììарный энерãети÷еский ìиниìуì и ско-
ростü поврежäения орãанизìа зависят от характе-
ристик иììунной систеìы, опреäеëяþщих раз-
ëи÷ные форìы забоëевания. Наибоëее серüезнуþ
ìеäиöинскуþ пробëеìу преäставëяþт острые и
хрони÷еские форìы забоëевания, так как в отëи-
÷ие от субкëини÷еской форìы, они наносят боëü-
øий вреä орãанизìу и веäут к боëüøиì затратаì
энерãети÷ескоãо резерва. Так, при острой форìе
забоëевания среäняя скоростü поврежäения орãа-
низìа при параìетрах ìоäеëи (1)—(3), преäстав-

ëенных в табë. 1, равна 3,3•10–4 сут–1, а расхоä
энерãии составëяет 16 535 Дж; при хрони÷еской
форìе среäняя скоростü поврежäения орãанизìа —

0,001 сут–1, а расхоä энерãии — 22 666 Дж.

На рис. 3 преäставëены резуëüтаты реаëизаöии
аëãоритìа, состоящеãо в построении оптиìаëü-
ных управëений u

1
(t) при хрони÷еской форìе за-

боëевания и u
2
(t) при острой форìе забоëевания,

t ∈ [0, T ], ìиниìизируþщих функöионаë (8) при
оãрани÷ениях (4)—(7). Интеãрирование провоäи-
ëосü на отрезке вреìени, равноì 100 сут, при па-
раìетрах, преäставëенных в табë. 1, с на÷аëüныìи

усëовияìи: V(0) = 10–6; C(0) = 1; F(0) = 1; m(0) = 0;
V

1
(0) = 0; C

1
(0) = 1; F

1
(0) = 1 (γ

1
 = 0,5; α

1
 = 80;

μ
f1

= 0,17; ρ
1
 = 0,17; μ

c1
 = 0,5; η

1
 = 20); b

1
 = 10–2

при хрони÷еской форìе забоëевания и V(0) = 10–6;
C(0) = 1; F(0) = 1; m(0) = 0; b

2
 = 5 при острой фор-

ìе забоëевания.
Резуëüтаты рас÷етов показаëи, ÷то при иììу-

нотерапии ìаксиìуì конöентраöии антиãенов
по÷ти в 1000 раз ìенüøе, ÷еì без неё, и нахоäится
по÷ти на уровне на÷аëüной конöентраöии анти-
ãенов, ÷то обëеã÷ает хоä острой форìы забоëева-
ния (сì. рис. 2), своäя еãо практи÷ески к субкëи-
ни÷еской форìе (сì. рис. 3). Проäоëжитеëüностü
забоëевания снизиëасü с 8 äо 3 сут. При этоì зна-
÷ение функöионаëа (8) 13 015, поëу÷енное в ре-
зуëüтате ëе÷ения острой форìы забоëевания с по-
ìощüþ иììунотерапии (сì. рис. 3), ìенüøе, ÷еì
при естественноì те÷ении äанной форìы забоëе-
вания (сì. рис. 2). Это поäтвержäает поëожитеëü-
ный резуëüтат вëияния ëекарственноãо препарата,
приìенятü который необхоäиìо с саìоãо на÷аëа
забоëевания.

Вызäоровëение при хрони÷еской форìе (сì.
рис. 2) наступает в резуëüтате обострения забоëе-
вания (сì. рис. 3), ÷то привоäит за указанный вре-
ìенной проìежуток к увеëи÷ениþ зна÷ения фун-
кöионаëа (8). Резуëüтаты рас÷етов показаëи, ÷то
зна÷ение среäней скорости поврежäения орãаниз-
ìа при хрони÷еской форìе забоëевания уìенüøа-
ется за боëее проäоëжитеëüный периоä иссëеäова-
ния. Увеëи÷ение энерãети÷ескоãо критерия опти-
ìаëüности с увеëи÷ениеì периоäа иссëеäования
при хрони÷еской форìе забоëевания показывает,
÷то при опреäеëенных усëовиях с энерãети÷еской
то÷ки зрения орãанизìу «выãоäнее» боëетü, ÷еì
избавëятüся от инфекöии.

Уìенüøение параìетра γ
1
 (γ

1
 = 0,01), который

отражает вероятностü нейтраëизаöии биостиìуëя-
тора антитеëаìи, ìоäеëирует сëу÷ай ëетаëüноãо
исхоäа боëезни. Такиì образоì, äëя биостиìуëя-
öии äоëжен приìенятüся обëаäаþщий необхоäи-
ìыì ка÷ествоì препарат, ÷то требует особоãо вни-
ìания к äанной проãраììе ëе÷ения.

Испоëüзование биостиìуëяöии поìоãает пере-
вести хрони÷ескуþ форìу забоëевания в оструþ,
те÷ение котороãо обëеã÷ается с поìощüþ иììуно-
терапии. Оäновреìенная реаëизаöия биостиìуëя-

⎝
⎛ S τα x τα( ),( )∂

x∂
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u ⎠
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öии и иììунотерапии при хрони÷еской форìе за-
боëевания не тоëüко способствует вызäоровëе-
ниþ, но и позвоëяет зна÷итеëüно обëеã÷итü хоä
забоëевания, своäя еãо к субкëини÷еской форìе.

Чисëенное реøение поставëенной заäа÷и опти-
ìаëüноãо управëения иììунныì ответоì позвоëя-
ет не тоëüко нахоäитü управëения, уäовëетворяþ-
щие необхоäиìыì усëовияì оптиìаëüности, но и
иссëеäоватü ÷увствитеëüностü оптиìаëüноãо ре-

øения к ìаëыì изìененияì параìетров управëе-
ния. Так, уìенüøение параìетра управëения b

2
,

отражаþщеãо скоростü реаëизаöии иììунотера-
пии при острых форìах забоëеваний, привоäит к
увеëи÷ениþ проäоëжитеëüности забоëеваний и
курса ëе÷ения, ÷то нежеëатеëüно. Маëые зна÷ения
параìетра управëения b

1
, отражаþщеãо скоростü

ввеäения биостиìуëятора при хрони÷еских фор-
ìах забоëеваний, по отноøениþ к конöентраöии
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Рис. 3. Результаты оптимизации лечения хронических форм заболевания с помощью биостимуляции (а) и острых форм заболевания
с помощью иммунотерапии (б)
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возбуäитеëей хрони÷еской инфекöии, способству-
ет тоìу, ÷то вызäоровëение не наступает, и про-
ãраììа ëе÷ения теряет сìысë.

Коëи÷ественные оöенки обсужäаеìых про-
ãраìì ëе÷ения привеäены в табë. 4. Чисëенные
äанные, поëу÷енные ìатеìати÷ескиìи ìетоäаìи,
перевеäены на язык ìеäиöинских критериев эф-
фективности ëе÷ения, ãëавные из которых среäняя
скоростü поврежäения орãанизìа, энерãети÷еская
öена противоинфекöионной защиты и вреìя поë-
ноãо вызäоровëения.

Рассìотренные проãраììы ëе÷ения, поëу÷ен-
ные путеì ÷исëенной реаëизаöии аëãоритìов оп-
тиìизаöии, привоäят к резуëüтатаì, которые äо-
пускаþт соäержатеëüнуþ интерпретаöиþ и не
противоре÷ат иìеþщиìся факти÷ескиì äанныì.
Анаëиз табë. 4 показывает, ÷то вреìя боëезни при
раöионаëüноì ëе÷ении снижается, при этоì за бо-
ëее проäоëжитеëüный периоä иссëеäования на-
бëþäается уìенüøение и среäней скорости пов-
режäения орãанизìа. Увеëи÷ение энерãети÷ескоãо
критерия оптиìаëüности при хрони÷еской форìе
забоëевания показывает, ÷то при опреäеëенных
усëовиях с энерãети÷еской то÷ки зрения орãаниз-
ìу «выãоäнее» боëетü, ÷еì избавëятüся от инфек-
öии, ÷то поäтвержäает äоãаäку российских у÷е-
ных, ÷то иììунная защита энерãети÷ески выãоäна
орãанизìу ëиøü в опреäеëенных преäеëах.

Резуëüтаты рас÷етов зна÷ений суììарных за-
трат энерãии на отрезке вреìени [0, 100 сут] по-
казаëи, ÷то основная ÷астü энерãети÷еской öены
(приìерно 90 %) прихоäится на потери энерãии
всëеäствие созäания новых иììунных кëеток и
поääержания в активноì состоянии уже существу-
þщих.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Поëу÷енные резуëüтаты свиäетеëüствуþт о тоì,
÷то построенная управëяеìая ìатеìати÷еская
ìоäеëü ìожет бытü с успехоì испоëüзована äëя

коëи÷ественной оöенки тяжести проöесса забо-
ëевания, суììарных расхоäов энерãии на инфек-
öионное забоëевание, проãноза еãо те÷ения и
обоснования наибоëее эффективных проãраìì ëе-
÷ения. Анаëиз äанной ìоäеëи позвоëиë систеìа-
тизироватü и объяснитü разëи÷ные накопëенные
иììуноëоãаìи и кëиниöистаìи факты, касаþщи-
еся ìеханизìов протекания инфекöионных за-
боëеваний. Построение ìоäеëей конкретноãо за-
боëевания потребует, с оäной стороны, боëüøей
äетаëизаöии проöесса, а с äруãой — øирокоãо
привëе÷ения кëинико-ëабораторных äанных äëя
иäентификаöии параìетров ìоäеëи. Но при этоì
законоìерности, поëу÷енные в раìках иссëеäо-
ванной управëяеìой ìоäеëи, сохранятся.
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Таблица 4

Ñðàâíèòåëüíûå äàííûå ïðîãðàìì ëå÷åíèÿ

Форìа забоëевания, 
ее ãрафики

Объеì 
ввеäения 

биостиìуëятора, 
÷аст./ìë

Объеì ввеäения 
антитеë äëя 

иììунотерапии, 
÷аст./ìë

Среäняя 
скоростü 

поврежäения 

орãанизìа, сут
–1

Энерãети÷еская 
öена противоин-

фекöионной 
защиты, Дж

Вреìя поëноãо 
вызäоровëения, 

сут

Субкëини÷еская, 
рис. 2

0
0

5,5•107 13 007 5

Острая, рис. 2 3,3•10–4 16 535 8
Хрони÷еская, рис. 2 000,1 22 666 Вызäоровëение 

не наступает

Острая, рис. 3 5 1,3•10–6 13 015 3

Хрони÷еская, рис. 3 10–2 0 0,0014 27 072 49
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ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÛÕ ÐÅÆÈÌÎÂ 
ÝËÅÊÒÐÎÄÎÂ ÏËÀÇÌÎÒÐÎÍÎÂ

ÌÅÒÎÄÀÌÈ ÏÎÄÂÈÆÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Â.À. Êóáûøêèí, Â.È. Ôèíÿãèíà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Поäвижные исто÷ники энерãии — эëектрон-
ные, ионные, ëазерные ëу÷и, эëектри÷еская äуãа
и äр. — øироко испоëüзуþтся в аãреãатах и уст-
ройствах, наприìер, äëя терìообработки, пëавки,
зонной о÷истки, отжиãа, нанесения покрытий и
т. ä. Боëüøой интерес к такоãо роäа поäвижныì
исто÷никаì энерãии опреäеëяется их уникаëüной
возìожностüþ в øироких преäеëах перераспреäе-
ëятü в пространстве и вреìени вещества и энер-
ãиþ, ввоäиìые в объект управëения.

Возìожностü переìещения поäвижноãо исто÷-
ника, в ÷астности исто÷ника наãрева, по произ-
воëüноìу закону позвоëяет поставитü заäа÷у опти-
ìаëüноãо управëения еãо äвижениеì. Она отно-
сится к кëассу заäа÷ управëения систеìаìи с
распреäеëенныìи параìетраìи с поäвижныìи
исто÷никаìи возäействий. В работах [1—6] опуб-
ëикованы ìетоäы, названные «ìетоäаìи поäста-
новки и реаëизаöии», и описаны ìоäеëи äëя рас-
÷ета параìетров äвижения поäвижных исто÷ни-
ков возäействия, преäпоëаãаþщие äекоìпозиöиþ
сëожной исхоäной заäа÷и на боëее простые. Иссëе-
äование возìожностей äекоìпозиöии исхоäной
заäа÷и явëяется ÷астüþ разрабатываеìой в насто-
ящее вреìя Еäиной ãеоìетри÷еской теории управ-
ëения [7].

Данная работа посвящена аäаптаöии и приìе-
нениþ этих ìетоäов к реøениþ техноëоãи÷еской
заäа÷и повыøения ресурса работы эëектроäуãово-
ãо пëазìотрона.

Дëя реøения этой заäа÷и (как, собственно, и
ëþбой äруãой заäа÷и, связанной с реаëüныì тех-
ноëоãи÷ескиì проöессоì) прежäе всеãо необхоäи-
ìо äатü физи÷ескуþ и ìатеìати÷ескуþ постановку
заäа÷и, преäваритеëüно обосновав и приняв неко-
торые äопущения. Даëее необхоäиìо разработатü
ìетоä реøения заäа÷и оптиìаëüноãо управëения и
соответствуþщее аëãоритìи÷еское и проãраììное
обеспе÷ение и выпоëнитü ее ÷исëенное реøение.
В öеëях иäентификаöии рас÷етных и реаëüных па-
раìетров необхоäиìо разработатü проãраììное
обеспе÷ение äëя ìоäеëирования теìпературных
поëей эëектроäов пëазìотронов, т. е. созäатü ìо-
äеëü объекта и выпоëнитü на ней ÷исëенные рас-
÷еты теìпературных поëей.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÓÏÐÀÂËÅÍÈß.
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÝËÅÊÒÐÎÄÎÂ 

ÏËÀÇÌÎÒÐÎÍÎÂ

Физи÷еская заäа÷а управëения äвижениеì эëек-
троäноãо пятна состоит в сëеäуþщеì. По внутрен-
ней поверхности öиëинäри÷ескоãо эëектроäа пëаз-
ìотрона 1 (рис. 1) переìещается созäаваеìая эëек-

В кëассе заäа÷ управëения систеìаìи с распреäеëенныìи параìетраìи с поäвижныì уп-
равëяþщиì возäействиеì реøена практи÷еская заäа÷а опреäеëения оптиìаëüноãо закона
äвижения пятна наãрева (зоны привязки эëектри÷еской äуãи к эëектроäу). Найäенный за-
кон äвижения обеспе÷ивает наиìенüøее зна÷ение ìаксиìаëüной усреäненной теìперату-
ры эëектроäа, ÷то веäет к уìенüøениþ эрозии эëектроäа в эëектроäуãовоì пëазìотроне.
Рассìотрен ряä ìатеìати÷еских ìоäеëей теìпературноãо поëя эëектроäа пëазìотрона.

Ключевые слова: поäвижное управëение, эëектроäуãовые пëазìотроны, эрозия эëектроäов, ìате-
ìати÷еские ìоäеëи теìпературных поëей, оптиìаëüный закон сканирования пятна наãрева.

ïðàâëåíèå òåõíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè è òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìèÓ
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три÷еской äуãой «зона привязки эëектри÷еской
äуãи» 2, äаëее, коротко, пятно наãрева.

Ресурс работы пëазìотрона во ìноãоì опреäе-
ëяется эрозией эëектроäов, возникаþщей в пятне
наãрева [8, 9]. В настоящее вреìя появиëисü уст-
ройства ãазоäинаìи÷ескоãо и ìаãнитноãо скани-
рования, которые осуществëяþт сканирование
пятна наãрева по заäанноìу закону. Сканирование
пятна наãрева привоäит к уìенüøениþ эрозии
эëектроäа по сравнениþ с эрозией при непоäвиж-
ноì пятне. В соответствии с теорией образования
эрозии [9] ее разìер зависит от теìпературы. При
реøении заäа÷и воспоëüзуеìся этиì поëожениеì.

В кажäый ìоìент вреìени t поëожение öентра
пятна наãрева 2 (сì. рис. 1) заäаäиì коорäинатаìи
x

0
(t) и ϕ(x). Центр пятна наãрева äвижется по ок-

ружности с постоянной скоростüþ V
ϕ
 = 2π/T

ϕ
 с пе-

риоäоì T
ϕ
 и вäоëü оси x öиëинäра от то÷ки l

1
 äо

то÷ки l
2
 с периоäоì T

x
, l

1
 < x

0
(t) < l

2
, ãäе l

1
 и l

2
 —

заäаны, при÷еì T
ϕ
 n T

x
; Δ — ìаксиìаëüный раз-

ìер эрозии по проøествии некотороãо вреìени T.

Заäа÷у управëения ìожно поставитü сëеäуþ-
щиì образоì. Требуется найти периоäи÷еский за-
кон äвижения исто÷ника x

0
(t) и соотноøение пе-

риоäов äвижения T
х
 и T

ϕ
, при которых за фикси-

рованный проìежуток вреìени T ìаксиìаëüный
разìер эрозии Δ ìиниìаëен.

В зависиìости от степени äетаëизаöии ìожно
рассìатриватü сëеäуþщие ìоäеëи эëектроäов пëаз-
ìотронов.

Одномерная по пространственной координате x
модель с подвижным воздействием. Уравнение теп-
ëопровоäности с на÷аëüныìи и ãрани÷ныìи усëо-
вияìи äëя этой ìоäеëи записываþтся сëеäуþщиì
образоì:

 = a  – b
1
α

1
(Q – Q

1
) + b

2
F(x, t) + b

2
q

ф
(x),

0 < x < L,  t > 0, (1.1)

Q(x, 0) = Q
0
(x),  0 < x < L,

 = α
2
Q

02
,

 = α
3
Q

03
. (1.2)

Зäесü Q(x, t) — состояние объекта (распреäеëе-
ние теìпературы), x — пространственная коорäи-
ната, t — вреìя, a — коэффиöиент теìпературопро-
воäности, λ — коэффиöиент тепëопровоäности,

b
1
 = , b

2
 =  — постоянные коэффиöиенты,

c — тепëоеìкостü, ρ — пëотностü ìатериаëа эëек-
троäа, S — пëощаäü попере÷ноãо се÷ения эëектро-
äа, G — периìетр внутреннеãо öиëинäра, α

1
, α

2
 и

α
3
 — коэффиöиенты тепëоотвоäа от боковой по-

верхности объекта и от еãо ãраниö x = 0 и x = L
соответственно, L — äëина эëектроäа, Q

0
(x) —

функöия, описываþщая на÷аëüное распреäеëе-
ние теìпературы, Q

1
, Q

02
 и Q

03
 — среäнее зна÷е-

ние теìпературы окружаþщей среäы, оìываþщей
внутреннþþ и внеøнþþ поверхности эëектроäа и
еãо ãраниöы x = 0 и x = L соответственно, q

ф
(x) —

фоновый поток тепëа, созäаваеìый изëу÷ениеì
эëектри÷еской äуãи.

Распреäеëение энерãии поäвижноãо исто÷ника
тепëа F(x, t) иìеет виä

F(x, t) = P(t)Ψ[x – x
0
(t)], (1.3)

ãäе P(t) — ìощностü поäвижноãо исто÷ника тепëа,
Ψ(x) — функöия форìы поäвижноãо исто÷ника
тепëа, x

0
(t) — функöия, опреäеëяþщая поëоже-

ние öентра исто÷ника тепëа в кажäый ìоìент
вреìени, назовеì ее законоì äвижения исто÷ни-
ка. Центр пятна наãрева x

0
(t) переìещается вäоëü

оси внутреннеãо öиëинäра пëазìотрона с перио-
äоì T

x
, [l

1
, l

2
] ⊂ [0, L]. Функöия форìы исто÷ника

заäается обы÷но в виäе функöии Гаусса: Ψ(x, σ) =

= (1/σ )exp[(–1/2σ2)x2], ãäе σ — постоянное

÷исëо.

Хотя оäноìерная ìоäеëü не ìожет претенäо-
ватü на то÷ное коëи÷ественное описание теìпера-
турноãо поëя эëектроäа пëазìотрона, оäнако ее
изу÷ение поëезно как äëя разработки и апробаöии
постановки заäа÷и и ìетоäа ее реøения, так и äëя
поëу÷ения ка÷ественной картины оптиìаëüноãо
управëения.

Пространственно-двумерная модель в координа-

тах (x, r). Моäеëü строится в преäпоëожении, ÷то
T
ϕ
 n T

x
 (рис. 2). В этоì сëу÷ае прибëиженно ìож-

но с÷итатü, ÷то исто÷ник тепëа равноìерно рас-

0

1

r
1

r
2

r

l
1

l
2

2

0

x
0
(t)

x

L

ϕ(t)

Δ

Рис. 1. Схема плазмотрона
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преäеëен по коëüöу раäиуса r
1
 и этот коëüöевой

исто÷ник переìещается вäоëü оси x по периоäи-
÷ескоìу закону x

0
(t). Теìпературное поëе при та-

ких преäпоëожениях не буäет зависетü от коорäи-
наты ϕ, а буäет зависетü ëиøü от коорäинат x и r.

Уравнение тепëопровоäности (1.4), на÷аëüные
(1.5) и ãрани÷ные (1.6) усëовия äëя этой ìоäеëи
запиøутся в сëеäуþщеì виäе [10]

 = a ,

r
1
 < r < r

2
,  0 < x < L, (1.4)

Q(x, r, 0) = Q
0
(x, r),

 = F(x, t) + q
ф
(x) + α

0
Q

00
, (1.5)

 = α
1
Q

01
,

 = α
2
Q

02
,

 = α
3
Q

03
. (1.6)

В привеäенных уравнениях Q(x, r, t) — состоя-
ние объекта, α

0
, α

1
, α

2
 и α

3
 — коэффиöиенты теп-

ëоотвоäа от внутренней и наружной поверхностей
эëектроäа и от ëевоãо и правоãо еãо торöов соот-
ветственно, Q

00
, Q

01
, Q

02
 и Q

03
 — зна÷ения теìпе-

ратуры окружаþщей среäы вбëизи внутренней и
наружной öиëинäри÷еских поверхностей эëектро-
äа, ëевоãо и правоãо еãо торöов соответственно.
Остаëüные обозна÷ения совпаäаþт с обозна÷ени-
яìи äëя оäноìерной ìоäеëи.

Пространственно-двумерная модель в координа-

тах (x, j). В этой ìоäеëи теìпературное поëе ус-
реäняется по тоëщине стенки öиëинäра (теìпера-
турное поëе не зависит от коорäинаты r).

Обозна÷иì y = r
1
ϕ

1
 (рис. 3), тоãäа уравнение

тепëопровоäности (1.7) записывается анаëоãи÷но
уравнениþ тепëопровоäности äëя пряìоуãоëüной
пëастины с теì ëиøü отëи÷иеì, ÷то ãрани÷ные ус-
ëовия на ãраниöе y = 0 и y = 2πr

1
 заìеняþтся ус-

ëовияìи периоäи÷ности (1.8):

 = a  + b
2
F(x, y, t) + b

2
q

ф
 –

– b
1
α

1
(Q – Q

1
),  0< x < L,  –× < y < ×. (1.7)

Q(x, y ± 2πr
1
) = Q(x, y). (1.8)

На÷аëüные (1.9) и ãрани÷ные (1.10) усëовия
иìеþт виä

Q(x, y, 0) = Q
0
(x, y), (1.9)

 = α
2
Q

02
,

 = α
3
Q

03
. (1.10)

В привеäенных уравнениях поäвижное управ-
ëение иìеет сëеäуþщий виä

F(x, y, t) = P(t)Ψ[x – x
0
(t), y – y

0
(t)].

Зäесü [x
0
(t), y

0
(t)] — коорäинаты öентра пятна

наãрева в кажäый ìоìент вреìени t. Коэффиöиент
α

1
 у÷итывает тепëоотвоä, как от внутренней, так и

от наружной поверхности эëектроäа, Q
1
 — среäнее

зна÷ение теìпературы среäы, оìываþщей внут-
реннþþ и внеøнþþ поверхности эëектроäа. Ос-
таëüные обозна÷ения совпаäаþт с ранее ввеäен-
ныìи.

Рис. 2. Cхема пространственно-двумерной модели электрода
в координатах (x, r)
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Рис. 3. Расчетная схема пространственно-двумерной модели 
электрода в координатах (x, j)
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2. ÂÛÁÎÐ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅØÅÍÈß È ÓÒÎ×ÍÅÍÈÅ
ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÈ ÇÀÄÀ×È

Дëя реøения заäа÷и поиска оптиìаëüноãо за-
кона äвижения поäвижноãо исто÷ника преäëаãа-
ется приìенятü ìетоä äекоìпозиöии [2—5, 6], в
соответствии с которыì заäа÷а управëения äëя
нестаöионарной ìоäеëи с поäвижныì исто÷никоì
тепëа разбивается на äве, боëее простые.

Первая заäа÷а состоит в тоì, ÷то: нестаöионар-
ное уравнение объекта с поäвижныì управëениеì
виäа (1.1), (1.2), (1.4) иëи (1.7) заìеняется стаöи-
онарныì уравнениеì объекта с распреäеëенныì

управëениеì (x) и усреäненныì теìператур-

ныì поëеì (x), затеì ставится и реøается за-

äа÷а поиска оптиìаëüноãо распреäеëенноãо уп-

равëения (x).

Посëе нахожäения управëения (x) реøается

вторая заäа÷а: расс÷итывается закон периоäи÷ес-
коãо äвижения исто÷ника тепëа x

0
(t), который

обеспе÷ивает усреäненное возäействие за периоä
еãо äвижения, бëизкое к найäенноìу оптиìаëüно-
ìу распреäеëенноìу управëениþ.

Обоснование такоãо поäхоäа состоит в сëеäуþ-
щеì. Есëи исто÷ник тепëа периоäи÷ески переìе-
щается с периоäоì T

x
, то функöия, описываþщая

состояние объекта (1.4)—(1.6) в установивøеìся
режиìе (t → ×), становится периоäи÷еской фун-
кöией вреìени с теì же периоäоì T

x
, т. е. выпоë-

няется усëовие

Q(x, r, t + T
x
) = Q(x, r, t). (2.1)

Преäставиì функöиþ (2.1) в виäе суììы äвух

составëяþщих (рис. 4): усреäненной (x, r) и ко-

ëебатеëüной Q
k
(x, r, t):

Q(x, r, t) = (x, r) + Q
k
(x, r, t). (2.2)

Усреäненная составëяþщая состояния опреäе-
ëяется по форìуëе

(x, r) = Q(x, r, τ)dτ (2.3)

и в сиëу периоäи÷ности функöии Q(x, r, t) в уста-
новивøеìся режиìе не зависит от вреìени.

Усреäненная составëяþщая (x, r) (äаëее ус-

реäненное теìпературное поëе) опреäеëяется как
реøение стаöионарноãо уравнения, соответствуþ-
щеãо уравнениþ (1.4)

•  +  = 0,

r
1
 < r < r

2
,  0 < x < L, (2.4)

с ãрани÷ныìи усëовияìи

 = (x, t) + q
ф
(x) + α

0
Q

00
,

0< x < L,  –λ  = α
1
(Q

01
 – ),

–λ  = α
1
(Q

00
 – ),

–λ  = α
3
(Q

03
 – ). (2.5)

Зäесü (x) — усреäненное управëение, которое

опреäеëяется по форìуëе

(x) = PΨ[x – x
0
(τ)]dτ. (2.6)

Уравнения (2.4), (2.5) ìожно поëу÷итü, есëи
проинтеãрироватü уравнения (1.4)—(1.6) в проìе-
жутке от t äо t + T и у÷естü форìуëы (2.3) и (2.6).

Преäпоëожиì, ÷то ìаксиìаëüное зна÷ение ко-
ëебатеëüной составëяþщей Q

k
(x, r

1
, t) — сì. фор-

ìуëу (2.2) — на ãраниöе r = r
1
 не изìеняется во вре-

ìени. Тоãäа становится оправäанной сëеäуþщая
постановка заäа÷и äëя стаöионарноãо уравнения.

Найти распреäеëенное управëение (x), кото-
рое обеспе÷ивает ìиниìуì ìаксиìаëüноãо зна÷е-

F

Q

F

Рис. 4. Представление температурного поля в виде суммы
двух составляющих

F

Q

Q

Q

t

t T
x

+

∫

Q

1
r
---

r∂
∂

r
Q∂
r∂

-------⎝ ⎠
⎛ ⎞ Q

2
∂

x
2∂

----------

α0Q λ Q∂
r∂

-------–
r r

1
=

F

Q∂
r∂

-------

r r
2

=

Q

Q∂
x∂

-------

x 0=

Q

Q∂
x∂

-------

x L=

Q

F

F

t

t T
x

+

∫

F

pb509.fm  Page 56  Wednesday, September 23, 2009  2:37 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ È ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÐÎÖÅÑÑÀÌÈ

57ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 5 • 2009

ния усреäненноãо теìпературноãо поëя на повер-
хности r = r

1
:

ℑ = (x, r
1
) → min. (2.7)

При этоì на управëение (x) наëаãаþтся оãра-

ни÷ения

(x) l 0,  x ∈ [l
1
, l

2
];  (x) = 0,  x ∉ [l

1
, l

2
];

(x)dx = P*,

ãäе P* — суììарная ìощностü, поступаþщая в
эëектроä пëазìотрона от поäвижноãо исто÷ника
тепëа.

Есëи ìаксиìаëüное зна÷ение äëя усреäненноãо
теìпературноãо поëя буäет ìиниìаëüныì, то в си-
ëу сäеëанноãо преäпоëожения буäет ìиниìаëü-
ныì ìаксиìаëüное зна÷ение теìпературы поä ис-
то÷никоì тепëа. Сëеäоватеëüно, в сиëу принятой
наìи ãипотезы, ìаксиìаëüный разìер эрозии бу-
äет ìиниìаëüныì.

Замечание. Скоростü äвижения исто÷ника раз-
ëи÷на в разëи÷ных то÷ках отрезка [l

1
, l

2
]. Таì, ãäе

скоростü ìенüøе, таì боëüøе переãрев поä исто÷-
никоì. Поэтоìу реøение поставëенной стаöионар-
ной заäа÷и оптиìизаöии явëяется ëиøü первыì
прибëижениеì реøения общей заäа÷и оптиìиза-
öии тепëовоãо режиìа пëазìотрона. Даëüнейøее
иссëеäование необхоäиìо провести на ìоäеëи с
äвижущиìся исто÷никоì тепëа.

3. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ 
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÎ-ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ

Усреäненное теìпературное поëе äëя оäноìер-
ной ìоäеëи эëектроäа пëазìотрона в установив-
øеìся режиìе описывается сëеäуþщиì уравнени-
еì тепëопровоäности

a  – b
1
α

1
(  – Q

1
) + b

2
(x) + b

2
q

ф
(x) = 0,

0 < x < L, (3.1)

с ãрани÷ныìи усëовияìи

 = α
2
Q

02
,

 = α
3
Q

03
. (3.2)

Заäа÷а состоит в тоì, ÷тобы найти распреäеëен-

ное управëение (x), которое уäовëетворяет оãра-
ни÷енияì

(x) l 0,  x ∈ [l
1
, l

2
],  (x) = 0,  x ∉ [l

1
, l

2
],

(x)dx = P* = const (3.3)

и обеспе÷ивает ìиниìаëüное зна÷ение функöио-
наëа

ℑ = (x). (3.4)

Реøение заäа÷и (3.1)—(3.4) обеспе÷ивает ìи-
ниìаëüный наãрев эëектроäа пëазìотрона в каж-
äой то÷ке и, как сëеäствие, ìиниìаëüнуþ эрозиþ
эëектроäа.

Дëя пространственно-оäноìерноãо объекта
справеäëиво сëеäуþщее утвержäение: ìиниìаëü-
ное зна÷ение функöионаëа ℑ äостиãается при та-

коì возäействии (x), которое обеспе÷ивает рав-
ноìерное усреäненное теìпературное поëе на от-
резке [l

1
, l

2
]. Доказатеëüство этоãо утвержäения

привеäено в работе [6]. На еãо основании ìожно
расс÷итатü оптиìаëüное распреäеëенное управëе-

ние (x).

Реøение ìожно поëу÷итü ìетоäоì поäстанов-
ки [3, 6], который состоит в тоì, ÷то в уравнение
(3.1) вìесто усреäненной функöии, описываþщей

состояние объекта (x), поäставëяется аппрокси-
ìируþщая функöия Q

A
(x, C), которая уäовëетво-

ряет ãрани÷ныì усëовияì (3.2), иìеет постоянное
зна÷ение C на отрезке [l

1
, l

2
] и уäовëетворяет ста-

öионарноìу уравнениþ (3.1) объекта при x ∉ [l
1
, l

2
].

Тоãäа управëение (x) опреäеëится из форìуëы

b
2

(x) = a  + b
1
α

1
(Q

A
 – Q

1
) – b

2
q

ф
(x).

Зна÷ение постоянной C поäбирается такиì об-
разоì, ÷тобы выпоëняëосü усëовие

(x)dx = P*.

Есëи известно распреäеëенное управëение (x),
то äëя рас÷ета закона äвижения исто÷ника тепëа
х

0
(t) необхоäиìо реøитü интеãраëüное уравнение

(x) = P Ψ[x – x
0
(t), σ]dt. (3.5)

max
0 x L< <

Q

F

F F

l
1

l
2

∫ F

Q
2

∂

x
2∂

---------- Q F

α2Q λ Q∂
x∂

-------–
x 0=

α3Q λ Q∂
x∂

-------–
x L=

F

F F

l
1

l
2

∫ F

max
x 0 L,[ ]∈

Q

F

F

Q

F

F
Q

2
A

∂

x
2∂

------------

l
1

l
2

∫ F

F

F
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T

∫
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Путеì заìены переìенных t = (x), ãäе

(x) — функöия, обратная функöии x
0
(t), урав-

нение (3.5) ìожно привести к виäу

(x) = P Ψ(x – ξ, σ)ω(ξ)dξ, (3.6)

ãäе

ω(x) l 0, ω(x) = [ (x)]',  t'(x) = ω(x). (3.7)

Станäартных ìетоäов реøения интеãраëüноãо
уравнения (3.6) при оãрани÷ении (3.7) не сущест-
вует. Поэтоìу äëя вы÷исëения реøения интеãраëü-
ноãо уравнения (3.6) преäëожен спеöиаëüный ìе-
тоä [4], на основе котороãо разработана проãраììа
поиска реøения. Есëи с÷итатü, ÷то ψ(x, σ) ≈ δ(x),
δ(x) — функöия Дирака, прибëиженное реøение
ìожно поëу÷итü в анаëити÷еской форìе.

На рис. 5 показан виä распреäеëенноãо опти-
ìаëüноãо управëения, поëу÷енноãо äëя пространс-
твенно-оäноìерноãо уравнения объекта (рис. 5) и
соответствуþщий этоìу управëениþ закон äвиже-
ния то÷е÷ноãо исто÷ника (рис. 6).

4. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ 
ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÎ-ÄÂÓÌÅÐÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ

Преäпоëожиì, ÷то äëя стаöионарной äвуìер-
ной ìоäеëи эëектроäа, описываеìой уравненияìи
(2.4)—(2.6), выпоëняется утвержäение, äоказанное
äëя оäноìерной ìоäеëи. Это озна÷ает, ÷то ìини-
ìаëüное зна÷ение функöионаëа (2.7) äостиãается

при такоì управëении (x), которое обеспе÷ивает
равноìерное распреäеëение теìпературы на от-
резке [l

1
, l

2
] на поверхности r = r

1
.

Дëя опреäеëения управëения (x), обеспе÷и-
ваþщеãо равноìерное распреäеëение теìперату-
ры на отрезке [l

1
, l

2
], воспоëüзуеìся ìетоäоì поä-

становки, особенности приìенения котороãо äëя
пространственно-äвуìерных объектов поäробно
изëожены в работе [6].

Дëя ÷исëенноãо рас÷ета оптиìаëüноãо закона
äвижения эëектроäноãо пятна в раìках ìоäеëи
(1.4)—(1.6) быëи разработаны сëеäуþщие про-
ãраììы:
� проãраììа рас÷ета оптиìаëüноãо управëения

(x), обеспе÷иваþщеãо равноìерное распреäеëе-
ние теìпературы на отрезке [l

1
, l

2
] при выпоëне-

нии усëовий (x) l 0, (x)dx = P*; она реаëи-

зует описаннуþ в работе [6] ìетоäику;
� проãраììа реаëизаöии распреäеëенноãо управ-
ëения поäвижныì управëениеì, т. е. проãраììа
äëя опреäеëения закона äвижения x

0
(t), 0 < t < T, по

известноìу распреäеëенноìу управëениþ (x).

Рас÷еты провоäиëисü при сëеäуþщих исхоä-
ных äанных. Материаë эëектроäа — ìеäü со сëе-
äуþщиìи тепëотехни÷ескиìи характеристикаìи:

a = 0,1•10–3 ì2/с, λ = 365 Вт/(ì•°С), ρ = 9000 кã/ì3,
c = 0,406 кДж/(кã•°С). Геоìетри÷еские разìеры
эëектроäа пëазìотрона L = 100 ìì, l

1
 = 32,5 ìì,

l
2
 = 67,5 ìì, r

1
 = 17,5 ìì, r

2
 = 27,5 ìì. Параìетры

взаиìоäействия эëектроäа с окружаþщей среäой:
коэффиöиенты тепëоотäа÷и α

0
 = 0, α

2
 = 0, α

3
 = 0,

B
i1
 = 0,85. Зäесü B

i1
 — безразìерный критерий, ко-

торый опреäеëяется по форìуëе B
i1
 = α

1
(r

2
 – r

1
)/λ,

α
1
 — коэффиöиент тепëоотäа÷и бëаãоäаря охëаж-

äениþ стенок эëектроäа воäой. Суììарная ìощ-

x0
1–

x0
1–

F

l
1

l
2

∫

x0
1–

Рис. 5. Распределенное оптимальное управление

Рис. 6. Закон движения точечного источника
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ностü Р* исто÷ника тепëа приниìаëасü равной
7500 Вт; ìощностü фоновоãо потока приниìаëасü
постоянной по всей äëине: q

ф
 = const = 2000 Вт.

На рис. 7 изображено расс÷итанное оптиìаëü-

ное распреäеëенное управëение (x). На этоì же
рисунке показано распреäеëение теìпературы на
ãраниöах эëектроäа r = r

1
 и r = r

2
.

Как виäно из рисунка, äëя поëу÷ения равноìер-
ноãо распреäеëения теìпературына отрезке [l

1
, l

2
]

ãрани÷ной поверхности r = r
1
 необхоäиìо сущес-

твенно неравноìерное распреäеëение управëения

(x). Ка÷ественная картина, поëу÷енная äëя оä-

ноìерной ìоäеëи эëектроäа сохраниëасü. На рис. 8
показан закон äвижения исто÷ника x

0
(t), расс÷и-

танный на основе реøения интеãраëüноãо уравне-
ния (3.5).

Дëя сравнения на рис. 9 показано распреäеëе-
ние теìпературы на поверхностях r = r

1
 и r = r

2
 при

заäанноì постоянноì распреäеëенноì управëе-

нии (x) = const при суììарной ìощности P, рав-
ной заäанноìу зна÷ениþ P*. Такое распреäеëен-
ное управëение соответствует äвижениþ исто÷ни-
ка с постоянной скоростüþ на отрезке [l

1
, l

2
]. Из

рисунка виäно, ÷то ìаксиìаëüное зна÷ение усреä-
ненной теìпературы на поверхности r = r

1
 равно

292 °C и нахоäится в öентре отрезка [l
1
, l

2
].

Дëя ÷исëенноãо ìоäеëирования нестаöионар-
ных теìпературных поëей эëектроäов пëазìотро-
нов с поäвижныì исто÷никоì тепëа быëи разрабо-
таны проãраììы äëя ìоäеëирования пространс-
твенно-äвуìерных нестаöионарных теìпературных
поëей эëектроäа пëазìотрона в коорäинатах (x, r)
и в коорäинатах (x, ϕ) с поäвижныì исто÷никоì
тепëа. Дëя реøения уравнений тепëопровоäности
(1.4)—(1.6) и (1.7)—(1.10) приìеняëся ìетоä сеток.
В ÷астности, испоëüзоваëасü сетка с постоянныì
øаãоì по пространственной коорäинате и пере-
ìенныì øаãоì по вреìени, связанныì с законоì
äвижения исто÷ника тепëа x

0
(t). Шаã по вреìени

выбираëся такиì образоì, ÷тобы на кажäоì вре-
ìенноì сëое öентр исто÷ника тепëа совпаäаë с уз-
ëоì сетки по пространственной коорäинате [2, 5, 6].
Такой выбор øаãов по вреìени позвоëяет уëу÷-
øитü аппроксиìаöиþ функöии форìы исто÷ника
Ψ[x – x

0
(t), σ] сето÷ной функöией, уìенüøитü ÷ис-

ëо øаãов по пространственной коорäинате.

На рис. 10 показан приìер распреäеëения теì-
пературы, расс÷итанноãо на ìоäеëи теìпературно-

Рис. 8. Расчетный закон движения источника вдоль оси 0х
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Рис. 7. Оптимальное распределенное управление
и соответствующее усредненное температурное поле
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] распределенное управление 

и соответствующее усредненное температурное поле
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ãо поëя эëектроäа пëазìотрона в коорäинатах (x, r)
äëя сëу÷ая, коãäа исто÷ник тепëа äвижется с пос-

тоянной скоростüþ в кажäоì öикëе; K = 1/(2σ2).
На рис. 11 показано теìпературное поëе, расс÷и-
танное на ìоäеëи в коорäинатах (x, ϕ).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрена заäа÷а уìенüøения разìера эро-
зии эëектроäа пëазìотрона, возникаþщей в зоне
привязки эëектри÷еской äуãи к эëектроäу. В на-
стоящее вреìя существует поäтвержäенная экспе-
риìентаëüно ãипотеза, в соответствии с которой
разìер эрозии опреäеëяется теìпературой поä пят-
ноì наãрева. Поэтоìу поставëенная заäа÷а сво-
äится к заäа÷е оптиìизаöии теìпературноãо поëя
эëектроäа. Она состоит в тоì, ÷тобы найти закон

äвижения пятна наãрева, который обеспе÷ивает
ìиниìаëüное зна÷ение ìаксиìаëüной теìперату-
ры поä ниì. В настоящей работе эта заäа÷а реøена
äëя усреäненноãо теìпературноãо поëя эëектроäа
с поìощüþ ìетоäов поäвижноãо управëения (ìе-
тоäа поäстановки и ìетоäа реаëизаöии). Дëя уто÷-
нения найäенноãо закона äвижения сëеäует ис-
поëüзоватü ìоäеëи эëектроäа с поäвижныì управ-
ëениеì. В работе рассìотрены äвуìерные ìоäеëи
эëектроäа в коорäинатах (x, r) и (x, ϕ) с поäвиж-
ныì управëениеì. Уто÷нение закона äвижения
пятна наãрева с поìощüþ этих, а также с поìощüþ
боëее то÷ной трехìерной ìоäеëи эëектроäа пëаз-
ìотрона явëяется преäìетоì отäеëüных иссëеäо-
ваний.
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Рис. 10. Распределение энергии источника и температурное поле 
электрода от него

Рис. 11. Температурное поле на модели в координатах (x, j)
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×. 1. Îáùàÿ ñòðóêòóðà îïòèìàëüíîé
ïîèñêîâîé òðàåêòîðèè

Ò.Ã. Àáðàìÿíö, Þ.À. Áåëàíîâ, Å.Ï. Ìàñëîâ, Â.Ï. ßõíî

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Актуаëüной заäа÷ей теории поиска явëяется
разработка ìетоäов поиска поäвижноãо объекта по
инфорìаöионноìу признаку «сëеä». Поиск поä-
вижноãо объекта по сëеäу обëаäает сëеäуþщиìи
особенностяìи:

— автоноìная поисковая систеìа, снабженная
среäстваìи обнаружения сëеäа, вна÷аëе нахоäит
сëеä, а затеì, переìещаясü вäоëü неãо, нахоäит
объект поиска (öеëü);

— вреìя существования сëеäа оãрани÷ено.
Заäа÷а поиска по сëеäу возникает в ряäе прак-

ти÷ески важных сëу÷аев: при поиске ãрупп ëþäей
в небëаãоприятнуþ поãоäу, корабëей по киëüва-
терноìу сëеäу, ëетатеëüных аппаратов по косвен-
ныì признакаì и äр.

Существует обøирная ëитература, посвящен-
ная поиску поäвижных объектов (сì., наприìер,
обзор [1] и бибëиоãрафиþ к неìу). Оäнако по воп-
росаì построения траекторий поиска сëеäа поä-
вижноãо объекта автораì известны ëиøü äве рабо-
ты [2, 3]. Даëее привоäятся постановка и реøение

кинеìати÷еской заäа÷и об оптиìизаöии поиска
поäвижноãо объекта по инфорìаöионноìу при-
знаку «сëеä» на пëоскости.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Два объекта, автоноìная поисковая систеìа
(пресëеäоватеëü) P и объект поиска (öеëü) E, об-
ëаäая оãрани÷енныìи скоростяìи, переìещаþтся
по пëоскости; пресëеäоватеëü ìожет в кажäый ìо-
ìент произвоëüно изìенятü направëение своеãо
äвижения («простые äвижения» по терìиноëоãии
работы [4]). За öеëüþ тянется сëеä постоянной
äëины R.

На пëоскости ввоäится непоäвижная пряìо-
уãоëüная систеìа коорäинат XOY, на÷аëо которой
совìещено с на÷аëüныì поëожениеì пресëеäова-

теëя P0, а осü OY прохоäит ÷ерез на÷аëüное поëо-

жение öеëи E 0 (рис. 1). Зäесü и äаëее верхний ин-
äекс обозна÷ает ìоìент вреìени. Ввоäится äву-

ìерный вектор z(t)  z = (x, y), направëенный
от пресëеäоватеëя P к öеëи E в ìоìент вреìени t,

z(0) = z0 = (0, D
0
), D

0
 — на÷аëüное расстояние ìеж-

äу ниìи.

Привеäено реøение пëоскостной заäа÷и об оптиìизаöии траектории поисковой систе-

ìы, осуществëяþщей обнаружение поäвижноãо объекта и сбëижение с ниì по инфор-

ìаöионноìу признаку «сëеä». Траектория состоит из у÷астка поиска сëеäа поäвижноãо

объекта (öеëи) и у÷астка äвижения вäоëü обнаруженноãо сëеäа äо ìоìента встре÷и с öе-

ëüþ. Заäа÷а реøена в ìиниìаксной постановке äëя сëу÷ая, коãäа öеëü выбирает направ-

ëение äвижения в преäеëах некотороãо äиапазона уãëов и на постоянной скорости äви-

жется по пряìоëинейной траектории

Ключевые слова: «сëеä» объекта, оптиìизаöия траектории поиска, ìиниìаксное реøение.

1
 Работа выпоëнена при финансовой поääержке Проãраììы

№ 29 Презиäиуìа РАН «Матеìати÷еская теория управëения».

=
Δ
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В ìоìент t = 0 öеëü выбирает направëение äви-
жения ψ (уãоë ìежäу траекторией и осüþ 0Y ) из
äиапазона уãëов ΔΨ = [ψ

н
, ψ

к
], ãäе ψ

н
 и ψ

к
 — на-

÷аëüная и коне÷ная ãраниöы äиапазона, соответст-
венно, и äвижется по выбранноìу направëениþ с
постоянной скоростüþ v

Е
. Уãëы отс÷итываþтся от

оси 0Y; поëожитеëüныì с÷итается отс÷ет по ÷асо-
вой стреëке. Даëее сиìвоëоì (ψ) обозна÷ается ëу÷,

исхоäящий из то÷ки E0 поä уãëоì ψ к оси 0Y; сиì-
воëоì E(ψ) — öеëü, äвижущаяся вäоëü ëу÷а (ψ);

сиìвоëоì E t(ψ) — поëожение öеëи, äвижущейся

вäоëü ëу÷а (ψ), в ìоìент t; сиìвоëоì P t
 = E

t(ψ) —
событие, состоящее в совпаäении позиöий (то÷е÷-
ной встре÷е) пресëеäоватеëя в произвоëüный ìо-
ìент t с öеëüþ, äвижущейся вäоëü ëу÷а (ψ).

Уравнение относитеëüноãо äвижения объектов

 = v
E
(sinψ, cosψ) – u;  z(0) = z0, (1)

ãäе u — äвуìерный вектор управëения (скорости)
пресëеäоватеëя, стесненный оãрани÷ениеì

||u|| m v
P
,  v

E
 < v

P
. (2)

Критерий оптиìаëüности

T = (t
П
 + t

Д
) → , (3)

ãäе t
п
 — ìоìент обнаружения сëеäа, совпаäаþщий

с ìоìентоì пересе÷ения сëеäа траекторией пре-
сëеäоватеëя; t

ä
 — вреìя äвижения пресëеäоватеëя

вäоëü сëеäа äо ìоìента встре÷и с öеëüþ. Критерий
иìеет сìысë ìаксиìаëüной, по äиапазону уãëов
ΔΨ, äëитеëüности интерваëа вреìени äо встре÷и с
öеëüþ. Дëитеëüностü этоãо интерваëа ìиниìизи-
руется выбороì проãраììноãо управëения пресëе-
äоватеëя, ÷то отражается записüþ (3).

При ëþбоì ψ ∈ ΔΨ в ìоìент t
п
 пересе÷ения ëу-

÷а (ψ) траекторией пресëеäоватеëя äоëжно выпоë-
нятüся усëовие

<e
z
, e

v
>  = 1, (4)

ãäе e
z
 — еäини÷ный вектор, коëëинеарный вектору

z(t
п
), соеäиняþщеìу позиöии пресëеäоватеëя и

öеëи в этот ìоìент; e
v
 — еäини÷ный вектор, коë-

ëинеарный вектору скорости öеëи в непоäвижной
систеìе коорäинат X0Y в этот ìоìент; сиìвоëоì
<•,•> зäесü и äаëее обозна÷ается скаëярное про-
извеäение векторов. Усëовие (4) иìеет сëеäуþщий
физи÷еский сìысë: пересе÷ение траектории пре-
сëеäоватеëя и произвоëüноãо ëу÷а (ψ), вäоëü кото-
роãо äвижется öеëü, äоëжно происхоäитü в обëас-
ти возìожноãо существования сëеäа, т. е. то÷ка пе-
ресе÷ения äоëжна распоëаãатüся ìежäу текущиì
поëожениеì öеëи на ëу÷е и на÷аëüной позиöией

E
0. Приниìается, ÷то при то÷е÷ной встре÷е пре-

сëеäоватеëя и öеëи усëовие (4) выпоëняется.

Наряäу с равенствоì (4), при кажäоì ψ ∈ ΔΨ в
ìоìент t

п
 пересе÷ения ëу÷а äоëжно выпоëнятüся

неравенство

||z(t
п
)|| m R. (5)

Соотноøения (4) и (5) опреäеëяþт необхоäи-
ìые усëовия, которые äоëжны выпоëнятüся при
äвижении пресëеäоватеëя по поисковой траекто-
рии. В наëи÷ии äвух фазовых оãрани÷ений — ра-
венства (4) и неравенства (5) — состоит особен-
ностü реøаеìой заäа÷и поиска. Эти оãрани÷ения
опреäеëяþт ãраниöы äопустиìой обëасти поëоже-
ний öеëи в поäвижной систеìе коорäинат, связан-
ной с пресëеäоватеëеì.

Выбор функöионаëа (3) в ка÷естве критерия
привоäит к необхоäиìости оптиìизаöии поиско-
вой траектории при наихуäøеì возìожноì, в
сìысëе вреìени äо встре÷и пресëеäоватеëя с öе-
ëüþ, распоëожении сëеäа. Поэтоìу заäа÷а (1)—(5)
явëяется заäа÷ей об оптиìизаöии ãарантирован-
ноãо резуëüтата. В статüе [3] быëо показано, ÷то
эта заäа÷а своäится к заäа÷е быстроäействия с
критериеì

T → , (6)

Рис. 1. Фрагмент прямолинейной поисковой траектории

z·

max
ψ ΔΨ∈

min
u

t
п

min
u
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фазовыìи оãрани÷енияìи (4), (5) и терìинаëüныì
усëовиеì

z
T(ψ

н
) = 0. (7)

В тоì ÷астноì сëу÷ае, коãäа фазовое оãрани÷е-
ние (5) реаëизуется в еäинственной то÷ке поиско-
вой траектории, оптиìаëüной траекторией пресëе-
äоватеëя сëужит пряìая, по которой он äвижется
с ìаксиìаëüной скоростüþ v

P
 [3]. Реøениеì заäа-

÷и в этоì сëу÷ае явëяется управëение пресëеäова-
теëя, ãарантируþщее то÷е÷нуþ встре÷у с E(ψ

н
) —

т. е. то÷е÷нуþ встре÷у с öеëüþ в сëу÷ае ее äвиже-
ния вäоëü ëу÷а (ψ

н
).

В настоящей статüе привоäится реøение об оп-
тиìизаöии поисковой траектории в заäа÷е быст-
роäействия (1), (2), (4)—(7) äëя общеãо сëу÷ая.

Параìетры заäа÷и: на÷аëüное расстояние D
0
,

äëина сëеäа R, скорости объектов v
E
 и v

P
, распо-

ëожение на÷аëüной ψ
н
 и коне÷ной ψ

к
 ãраниö äиа-

пазона ëу÷ей — возìожных направëений äвижения
öеëи. Реøение заäа÷и нахоäится äëя сëу÷ая, коãäа
öеëü äвижется в поëупëоскости x l 0, 0 m ψ m π.

Статüя состоит из äвух ÷астей. В первой ÷асти
устанавëивается общая структура оптиìаëüной
поисковой траектории. Во второй ÷асти привоäит-
ся реøение заäа÷и об оптиìизаöии поисковой
траектории äëя разëи÷ных со÷етаний параìетров
заäа÷и.

2. ÎÁÙÀß ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ
ÏÎÈÑÊÎÂÎÉ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÈ

До ìоìента обнаружения öеëи траектория äви-
жения пресëеäоватеëя явëяется проãраììной —
поиск осуществëяется без поступëения текущей
инфорìаöии о позиöии öеëи. Так как заäа÷а (1),
(2), (4)—(7) явëяется заäа÷ей о быстроäействии, а
пресëеäоватеëü обëаäает простыìи äвиженияìи,
то по поисковой траектории пресëеäоватеëü äви-
жется с ìаксиìаëüной скоростüþ v

P
.

Из общих резуëüтатов теории оптиìаëüноãо уп-
равëения [5, 6] известно, ÷то, при наëи÷ии оãра-
ни÷ений в виäе неравенств на функöии фазовых
коорäинат, оптиìаëüная проãраììная траектория
в фазовоì пространстве состоит из у÷астков, ÷астü
из которых ëежит на ãраниöе äопустиìой обëасти,
а остаëüные — внутри äопустиìой обëасти. В ста-
тüе [3] быëо показано, ÷то в тоì сëу÷ае, коãäа на
траектории поиска равенство (4) выпоëняется, а
равенство в соотноøении (5) реаëизуется не боëее
÷еì в еäинственной то÷ке, оптиìаëüной по быст-
роäействиþ проãраììной траекторией поиска в
непоäвижной систеìе коорäинат явëяется пряìая.

В поäвижной систеìе коорäинат, связанной с пре-
сëеäоватеëеì, ей также соответствует пряìая —
траектория относитеëüноãо äвижения öеëи.

В тоì сëу÷ае, коãäа ìножество то÷ек, в которых
||z(t

п
)|| – R = 0, соäержит не тоëüко изоëированные

то÷ки, äвижениþ относитеëüноãо поëожения öеëи
по окружности (ãраниöе äопустиìой обëасти в
поäвижной систеìе коорäинат, связанной с пре-
сëеäоватеëеì) соответствует в непоäвижной систе-
ìе коорäинат еäинственная поисковая траектория
пресëеäоватеëя — ëоãарифìи÷еская спираëü с по-
ëþсоì в то÷ке E

0
 [7, 8], по которой пресëеäоватеëü

äвижется такиì образоì, ÷то раäиаëüная составëя-
þщая еãо скорости совпаäает со скоростüþ öеëи.
Поэтоìу, в общеì сëу÷ае, оптиìаëüная поисковая
траектория пресëеäоватеëя состоит из пряìоëи-
нейных отрезков и у÷астков спираëи, при÷еì спи-
раëüные у÷астки ìоãут отсутствоватü — сì., на-
приìер, статüþ [3]. Заäа÷а об оптиìизаöии про-
ãраììноãо управëения своäится к установëениþ
характера äвижения пресëеäоватеëя на отäеëüных
у÷астках траектории и усëовий перехоäа от оäноãо
у÷астка к äруãоìу.

Поëное вреìя äвижения по проãраììной тра-
ектории скëаäывается из вреìени собственно по-
иска сëеäа в преäеëах сектора ΔΨ = [ψ

н
, ψ

к
] и вре-

ìени сбëижения поисковой систеìы с ãраниöей
сектора — ëу÷оì (ψ

к
).

Заäа÷а поиска иìеет сìысë при D
0
 > R. Поэтоìу

существует интерваë вреìени [0; t], в те÷ение ко-
тороãо проãраììная траектория пряìоëинейна.
Назовеì указанный у÷асток проãраììной траек-
тории первыì пряìоëинейныì у÷асткоì; этот
у÷асток вкëþ÷ает в себя, в ÷астности, траекториþ
сбëижения поисковой систеìы с ëу÷оì (ψ

к
). Дви-

ãаясü по пряìой, соответствуþщей произвоëüноìу
фиксированноìу уãëу ϕ, пресëеäоватеëü пересека-
ет ìножество ëу÷ей (ψ), ψ ∈ ΔΨ = [ψ

н
, ψ

к
]; возìож-

но, ÷то это ìножество состоит из еäинственноãо
ëу÷а (ψ

к
).

На пряìоëинейной поисковой траектории оã-
рани÷ениþ (4) соответствует в терìинах направëе-
ний äвижений объектов равенство (сì. рис. 1):

tgψ =  = .

Отсþäа нахоäится ìоìент пересе÷ения траек-
тории пресëеäоватеëя и произвоëüноãо ëу÷а (ψ):

t
п
 = .

Δx

Δy
------⎝ ⎠
⎛ ⎞

t
п

vEtп ψsin vPtп ϕsin–

D0 vEtп ψcos vPtп ϕcos–+
--------------------------------------------------------------------

D0 ψsin

vP ψ ϕ–( )sin
---------------------------------
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Расстояние, разäеëяþщее позиöиþ P и то÷ку

(ψ) в этот ìоìент, вы÷исëяется по форìуëе

D(t
п
, ϕ, ψ) = D

0
, β = v

E
/v

P
.

То÷е÷ной встре÷е объектов, D(t
п
, ϕ, ψ) = 0 со-

ответствует равенство sinϕ = βsinψ.

Иссëеäуеì повеäение функöии D(t
п
, ϕ, ψ). Зна-

÷ения ψ
н
 и ψ

к
 явëяþтся коорäинатаìи конöов от-

резка ψ ∈ ΔΨ = [ψ
п
, ψ

к
] — ìножества направëений

äвижения öеëи. Управëение ϕ характеризует виä
кривой D(t

п
, ϕ, ψ)на ìножестве ΔΨ. При фиксиро-

ванноì управëении ϕ

D(t
п
, ϕ, ψ) = D

0
|cosψ*(ϕ)| (8)

и äостиãается в еäинственной то÷ке ψ* = ψ*(ϕ):

cos(ψ* – ϕ) = β. (9)

Возìожны äва сëу÷ая, коãäа то÷ка ψ*(ϕ) ëежит:
— внутри отрезка [ψ

н
, ψ

к
];

— вне этоãо отрезка; в этоì сëу÷ае ìаксиìуì по
ψ функöии D(t

п
, ϕ, ψ) на ìножестве ΔΨ = [ψ

н
, ψ

к
]

äостиãается в то÷ке ψ
к
.

На рис. 2, а изображено оäнопараìетри÷еское
сеìейство кривых

D(t
п
, ϕ, ψ)/D

0
  I(ψ, ϕ) = ,

построенных как функöии ψ при фиксированных
зна÷ениях параìетра ϕ, указанных на рисунке;
ãрафики расс÷итаны äëя зна÷ения β = 0,5.

На рис. 2, б изображена отäеëüно кривая, соот-
ветствуþщая ϕ = 9°. Выäеëены ãоризонтаëüная
пряìая, соответствуþщая некотороìу зна÷ениþ
D(t

п
, ϕ, ψ) = R, и ряä характерных то÷ек, распоëо-

жение которых зависит от управëения ϕ:
ψ

min
(ϕ), ψ

max
(ϕ) — направëения äвижения, на

которых возìожны то÷е÷ные встре÷и öеëи и пре-
сëеäоватеëя, траектория котороãо составëяет уãоë
ϕ с осüþ 0Y;

ψ
1
(ϕ), ψ

2
(ϕ) — направëения, на которых воз-

ìожны R-встре÷и с öеëüþ;
ψ*(ϕ) — направëение äвижения öеëи, соответс-

твуþщее ìаксиìуìу функöии D(t
п
, ϕ, ψ) — сì.

форìуëу (9).
То÷ки, ëежащие вне äиапазона [ψ

min
(ϕ), ψ

max
(ϕ)],

соответствуþт такиì пересе÷енияì траектории
пресëеäоватеëя с ëу÷аìи (ψ), при которых пресëе-
äоватеëü оказывается на ëу÷е впереäи öеëи. При
этоì наруøается усëовие (4); при таких пересе÷е-
ниях <e

z
, e

v
>  = –1.

Рабо÷иì явëяется äиапазон [ψ
н
, ψ

к
] возìожных

направëений äвижений öеëи. Поëожение то÷ек ψ
н

и ψ
к
 фиксировано. Поëожения остаëüных то÷ек за-

висят от выбора управëения ϕ. Кривые на рис. 2, а
иëëþстрируþт характер этих зависиìостей. А иìен-
но, с ростоì ϕ:

— äиапазон уãëов [ψ
min

(ϕ), ψ
max

(ϕ)] сужается;

еãо ëевая и правая ãраниöы сìещаþтся, соответс-
твенно, вправо и вëево;

— то же происхоäит с äиапазоноì [ψ
1
(ϕ), ψ

2
(ϕ)];

— зна÷ение ìаксиìуìа кривой ψ*(ϕ) уìенüøа-
ется; то÷ка ìаксиìуìа сìещается вправо; поëоже-
ние этой то÷ки преäеëüное äëя конöов обоих ука-
занных äиапазонов;

— äиапазон [ψ
2
(ϕ), ψ

к
] расøиряется.

E
t
п

β ψsin ϕsin–
ψ ϕ–( )sin

-------------------------------------

0,5
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I (ψ, ϕ)
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0,1

0,15

0
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I (ψ, ϕ)

ψ
min

ψ
н

ψ
1

ψ
2

ψ
к ψ

max
ψ, ãраäψ*

R/D
0
 = 0,3

а

б

Рис. 2. Графики зависимости расстояния между объектами
в момент пересечения следа

β = 0,5

ϕ = 9°

ϕ = 18°

ϕ = 27°

max
0 ψ π≤ ≤

=
Δ β ψsin ϕsin–

ψ ϕ–( )sin
-------------------------------------

t
п

pb509.fm  Page 64  Wednesday, September 23, 2009  2:37 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÎÄÂÈÆÍÛÌÈ ÎÁÚÅÊÒÀÌÈ

65ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 5 • 2009

В сиëу оãрани÷ений (4) и (5) первый пряìоëи-
нейный у÷асток поисковой траектории ìожет за-
кон÷итüся оäниì из сëеäуþщих событий:

— выпоëнениеì терìинаëüноãо усëовия — то-

÷е÷ной встре÷ей PT = ET(ψ
н
);

— то÷е÷ной встре÷ей P t = E t(ψ
к
) в некоторый

ìоìент 0 < t < T;

— R-встре÷ей пресëеäоватеëя с то÷кой E t(ψ) в
некоторый ìоìент 0 < t < T. Даëее особо выäеëя-
þтся события, связанные с R-встре÷ей пресëеäо-

ватеëя с то÷кой Et(ψ
к
) и с R-встре÷ей пресëеäова-

теëя с то÷кой E t(ψ*), ãäе ψ*  ψ*(ϕ) — коорäината
то÷ки ìаксиìуìа функöии D(t

п
, ϕ, ψ). Управëение

ϕ, реаëизуþщее R-встре÷у с то÷кой E t(ψ*), нахо-
äится из усëовия

D(t
п
, ϕ, ψ) = D

0
|cosψ*(ϕ)| = R

и, в сиëу форìуë (8) и (9), иìеет виä

ϕR = arccos(R/D
0
) – arccos(v

E
/v

P
).

Пере÷исëенныì событияì соответствуþт сëеäу-
þщие направëения äвижения пресëеäоватеëя на
первоì пряìоëинейноì у÷астке: ϕ

н
 = arcsin(βsinψ

н
);

ϕ
к
 = arcsin(βsinψ

к
) и ϕR = arccos(R/D

0
) –

– arccos(v
E
/v

P
).

Обозна÷иì сиìвоëоì ψ*(ϕ
н
) = ϕ

н
 + γ, ãäе

cosγ = β = v
E
/v

P
, то направëение äвижения öеëи,

которое соответствует ìаксиìаëüноìу расстояниþ
ìежäу объектаìи при управëении пресëеäоватеëя
ϕ

н
 = arcsin(βsinψ

н
).

Структура поисковых траекторий зависит от
взаиìноãо распоëожения то÷ек ψ

н
, ψ*(ϕ) и ψ

к
.

Возìожны äва варианта распоëожения то÷ек
ψ*(ϕ) и ψ

к
:

ψ*(ϕ
н
) m ψ

к
 и ψ

к
 < ψ*(ϕ

н
).

Кроìе тоãо, так как sinϕ
н
 = βsinψ

н
 = βsin(π – ψ

н
),

то возìожны äва варианта распоëожения ãрани÷-
ных то÷ек:

ψ
к
 m π – ψ

н
;  ψ

к
 > π – ψ

н
.

При ψ
к
 > π – ψ

н
 пряìоëинейная поисковая

траектория, соответствуþщая управëениþ ϕ
н 

=

= arcsin(βsinψ
н
), пересекает ëу÷ (ϕ

н
) в обëасти, ãäе

наруøается усëовие (4).
В статüе [3] показано, ÷то, при опреäеëенных

соотноøениях ìежäу параìетраìи (D0; R; v
E
, v

P
;

ψ
н
, ψ

к
), реøениеì заäа÷и явëяется оптиìаëüная

пряìоëинейная поисковая траектория. Она обес-
пе÷ивает ìиниìаëüно возìожное вреìя äвижения
пресëеäоватеëя äо ìоìента реаëизаöии терìи-

наëüноãо усëовия — то÷е÷ной встре÷и PT = ET(ψ
н
);

соответствуþщее управëение пресëеäоватеëя ϕ
н
 =

= arcsin(βsinψ
н
).

Достато÷ныì усëовиеì существования опти-
ìаëüной пряìоëинейной траектории явëяется вы-
поëнение систеìы неравенств:

ψ
к
 m π – ψ

н
, (10)

D(t
п
, ϕ

н
, ψ) = D

0
cosψ*(ϕ

н
) m R, (11)

иìеþщей сëеäуþщий физи÷еский сìысë:
— оптиìаëüная пряìоëинейная траектория пе-

ресекает ãрани÷ный ëу÷ (ψ
к
) в той обëасти, ãäе су-

ществование сëеäа возìожно (неравенство (10));
— то÷ка пересе÷ения оптиìаëüной пряìоëи-

нейной траектории и произвоëüноãо ëу÷а (ψ),
ψ ∈ ΔΨ = [ψ

н
, ψ

к
], нахоäится в преäеëах сëеäа, рас-

поëоженноãо на ëу÷е (неравенства (10), (11)).
Есëи хотя бы оäно из неравенств (10), (11) на-

руøается, то оптиìаëüной пряìоëинейной поиско-
вой траектории не существует. В фазовоì про-
странстве первый пряìоëинейный у÷асток поиско-
вой траектории закан÷ивается выхоäоì текущеãо
поëожения öеëи на оäно из оãрани÷ений (4), (5).

Пустü наруøается неравенство (10), а иìенно:
ψ

к
 > π – ψ

н
.

В этоì сëу÷ае направëение äвижения пресëеäо-
ватеëя на первоì пряìоëинейноì у÷астке выбира-
ется из усëовия пересе÷ения ëу÷а (ψ

к
) в то÷ке,

уäовëетворяþщей равенству (4). Такиì направëе-
ниеì явëяется, наприìер, ϕ

к
 = arcsin(βsinψ

к
). Так

как ϕ
н
 ≠ ϕ

к
, то в то÷ке пересе÷ения происхоäит из-

ëоì поисковой траектории. Обозна÷иì сиìвоëоì
P(ψ

к
) поëожение пресëеäоватеëя в ìоìент пересе-

÷ения траекторией ëу÷а (ψ
к
). В общеì сëу÷ае воз-

ìожны сëеäуþщие варианты:
— существует пряìоëинейная поисковая траек-

тория, прохоäящая ÷ерез то÷ку P(ψ
к
) и терìинаëü-

нуþ то÷ку PT = ET(ψ
н
);

— существует пряìоëинейная поисковая траек-
тория, на÷инаþщаяся из то÷ки P(ψ

к
) и закан÷ива-

þщаяся реаëизаöией второãо оãрани÷ения — вы-
хоäоì текущеãо поëожения öеëи в фазовоì про-
странстве в то÷ку окружности

||z(t
п
)|| – R = 0. (12)

Пустü теперü справеäëиво неравенство (10), но
наруøается неравенство (11). Это озна÷ает, ÷то

=
Δ

max
0 ψ π≤ ≤

max
ψ
н

ψ ψ
к

≤ ≤
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первый пряìоëинейный у÷асток поисковой траек-
тории, соответствуþщий направëениþ äвижения
пресëеäоватеëя ϕ = ϕ

н
, пересекает ëу÷ (ψ

к
) в об-

ëасти, ãäе существование сëеäа возìожно, но най-
äется ëу÷ (ψ), ψ ∈ ΔΨ = [ψ

н
, ψ

к
], äëя котороãо

D(t
п
, ϕ

н
, ψ) = D

0
cosψ*(ϕ

н
) > R.

В этоì сëу÷ае первый пряìоëинейный у÷асток
поисковой траектории закан÷ивается выхоäоì те-
кущеãо поëожения öеëи на окружностü (12).

Такиì образоì, в обоих сëу÷аях возìожно су-
ществование у÷астка поисковой траектории, кото-
роìу в фазовоì пространстве отве÷ает äвижение
текущеãо поëожения öеëи по окружности (12). Со-
ответствуþщей поисковой траекторией пресëеäо-
ватеëя в непоäвижной систеìе коорäинат явëяется

ëоãарифìи÷еская спираëü с поëþсоì в то÷ке E0

[7, 8], по которой пресëеäоватеëü äвижется такиì
образоì, ÷то раäиаëüная составëяþщая еãо скоро-
сти совпаäает со скоростüþ öеëи.

Даëее изëаãается анаëиз фраãìента поисковой
траектории, соäержащей спираëüный у÷асток.
При принятой в настоящей статüе систеìе отс÷ета
уãëов уравнение спираëи иìеет виä:

ρ
t
 = ρ

σ
exp[(ψ

σ
 – ψ

t
)ctgγ];  cosγ = β = v

E
/v

P
, (13)

ãäе t — произвоëüный ìоìент вреìени; сиìвоëоì
ρ

t
 обозна÷ена äëина раäиус-вектора в ìоìент t;

σ < t — ìоìент выхоäа позиöии пресëеäоватеëя на
спираëüный у÷асток; ψ

t
 и ψ

σ
 — поëярные уãëы;

ρ
σ

= v
E
σ – R.

В кажäой то÷ке спираëи (13) иìеет ìесто ра-
венство ψ = ϕ + γ, ãäе ψ — направëение пересека-
еìоãо ëу÷а, ϕ — направëение äвижения пресëеäо-
ватеëя в то÷ке пересе÷ения.

Спираëü (13) прохоäит ÷ерез конöы сëеäов. Оä-
нако терìинаëüныì усëовиеì явëяется то÷е÷ная

встре÷а PT = E
T(ψ

н
). Сëеäоватеëüно, есëи опти-

ìаëüная поисковая траектория соäержит спираëü-
ный у÷асток, то существует ìоìент s схоäа теку-
щей позиöии пресëеäоватеëя со спираëи на тра-
екториþ, прохоäящуþ ÷ерез терìинаëüнуþ то÷ку

P
T = E

T(ψ
н
). Так как по поисковой траектории

пресëеäоватеëü äвижется с постоянной скоростüþ,
то вреìя äвижения пропорöионаëüно äëине тра-
ектории. Поэтоìу реøаеìая в настоящей статüе
заäа÷а своäится к заäа÷е ãеоäези÷ескоãо пресëеäо-
вания на пëоскости с выпукëыì поäвижныì пре-
пятствиеì, ãäе в ка÷естве препятствия выступает
оãибаþщая сеìейства расøиряþщихся окружнос-
тей — ãеоìетри÷еских ìест конöов сëеäов, а тер-
ìинаëüная то÷ка принаäëежит оãибаþщей ãеоìет-

ри÷еских ìест позиöий öеëи [9—13]. Таковыìи
оãибаþщиìи явëяþтся ëоãарифìи÷еские спираëи.
Из резуëüтатов работ [9, 13] сëеäует, ÷то в рас-
сìатриваеìой заäа÷е экстреìаëü состоит из ÷асти
кривой — ãраниöы поäвижноãо препятствия — и
отрезков пряìых, касатеëüных к ãраниöе пре-
пятствия.

Назовеì у÷асток траектории посëе схоäа пози-
öии пресëеäоватеëя со спираëи закëþ÷итеëüныì
пряìоëинейныì у÷асткоì поисковой траектории.
На рис. 3 изображен фраãìент поисковой траекто-

рии, соäержащий спираëüный у÷асток Pσ
P

S и за-

кëþ÷итеëüный пряìоëинейный у÷асток PS
P

T; t > s.
Зäесü ϕ — направëение äвижения пресëеäоватеëя
на закëþ÷итеëüноì пряìоëинейноì у÷астке; ψ

σ
 и

ψ
S
 — направëения ëу÷ей, пересекаеìых траектори-

ей пресëеäоватеëя в ìоìенты σ и s вхоäа позиöии
пресëеäоватеëя на спираëü и схоäа со спираëи со-

ответственно; Eσ и ES — позиöии öеëи на соот-
ветствуþщих ëу÷ах в указанные ìоìенты вреìени;

E
S(ψ

н
) и ET(ψ

н
) — позиöии öеëи на ëу÷е (ψ

н
) в ìо-

ìент s схоäа пресëеäоватеëя со спираëи и в ìоìент

T реаëизаöии то÷е÷ной встре÷и PT = ET(ψ
н
) соот-

ветственно; Pσ, PS и PT — поëожения пресëеäова-
теëя в ìоìенты σ, s и T;

ρ
s
 = v

E
s – R. (14)

Остаëüные обозна÷ения совпаäаþт с привеäен-
ныìи в тексте.

Запиøеì усëовие пересе÷ения произвоëüноãо
ëу÷а (ψ) и пряìоëинейной траектории пресëеäо-
ватеëя посëе еãо схоäа со спираëüноãо у÷астка. Так

max
ψ

Рис. 3. Фрагмент многозвенной поисковой траектории
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как ëу÷ (ψ
S
) и произвоëüный ëу÷ (ψ), ψ

S
 > ψ, ис-

хоäят из оäной то÷ки E0 и в ìоìент s происхоäит

R-встре÷а пресëеäоватеëя и то÷ки ES(ψ
S
), то уäов-

ëетворяþщее оãрани÷ениþ (4) усëовие пересе÷е-
ния ëу÷а (ψ) в некоторый ìоìент t

п
 > s иìеет виä:

tgψ =  =

= , (15)

ãäе τ — äëитеëüностü закëþ÷итеëüноãо пряìоëи-
нейноãо у÷астка; ϕ — направëение äвижения пре-
сëеäоватеëя на этоì у÷астке. Из усëовия (15) на-
хоäиì:

τ = .

В сëу÷ае äвижения öеëи вäоëü ëу÷а (ψ), в ìо-
ìент t

п
 = s + τ пересе÷ения ëу÷а (ψ) траекторией

пресëеäоватеëя объекты разäеëяет расстояние

D(t
п
, ϕ, ψ) =  =

= .

Направëение пряìоëинейноãо äвижения пре-
сëеäоватеëя ϕ, реаëизуþщее то÷е÷нуþ встре÷у

P
T = E

T(ψ
н
), нахоäится как коренü уравнения

D(T, ϕ, ψ
н
) = 0.

Перейäеì к анаëизу закëþ÷итеëüноãо пряìоëи-
нейноãо у÷астка поисковой траектории, t > s.

По теореìе синусов äëя ΔE
0
P

S
P

T (сì. рис. 3):

 =  = .

Из этой систеìы равенств нахоäиì веëи÷ины:

τ = , (16)

ρ
s
 = , (17)

ãäе ρ
s
 опреäеëяется форìуëой (14).

Равенство (16) äопускает сëеäуþщуþ ãеоìет-
ри÷ескуþ интерпретаöиþ. Опустиì из то÷ки

P
T = E

T(ψ
н
) перпенäикуëяр на ëу÷ (ψ

S
), основание

перпенäикуëяра — то÷ка A. Образуþтся äва пря-

ìоуãоëüных треуãоëüника: ΔE
0
P

T
А и ΔP

S
P

T
А с об-

щиì катетоì PT
A. Так как P

T
P

S
A = ψ

s
 – ϕ = γ, то

веëи÷ина v
P
τsinγ естü äëина катета PT

A, а веëи÷ина

естü äëина ãипотенузы ΔE
0
P

T
A. Сëеäоватеëüно, ве-

ëи÷ина

 = R

равна разниöе äëин ãипотенузы ΔE
0
P

T
A и катета

E
0
A этоãо же треуãоëüника. С äруãой стороны,

E
0
P

T – E0
A = (ρ

S
 + R + v

E
τ) – (ρ

S
 + v

P
τcosγ) =

= R + (v
E
 – v

P
cosγ)τ = R

при ëþбых зна÷ениях τ.
Дëитеëüностü интерваëа вреìени äвижения на

спираëüноì у÷астке поисковой траектории опре-
äеëяется соотноøениеì [7]:

τ
с
 = (ρ

S
 – ρ

σ
), (18)

ãäе σ и s — ìоìенты, соответствуþщие на÷аëу и
конöу спираëüноãо у÷астка.

Форìуëа (16), опреäеëяþщая äëитеëüностü вре-
ìени äвижения на пряìоëинейноì у÷астке, ìожет
бытü переписана в боëее простоì виäе:

τ = ctg .

Выразиì äëитеëüностü τ ÷ерез поëярный раäиус
ρ

S
 = v

E
s – R. Дëя этоãо перепиøеì соотноøение

(18) сëеäуþщиì образоì:

 =  = (x2 – 1) – xcosγ, (19)

ãäе x = ctg , cos γ = β.

Реøение кваäратноãо уравнения (19) иìеет виä

x = ctgγ + . (20)

Из выражений (19) и (20) окон÷атеëüно нахоäиì

τ = (ctgγ + ).

Δx

Δy
------⎝ ⎠
⎛ ⎞

t
п

vEtп ψsin vEs R–( ) ψSsin– vPτ ϕsin–

vEtп ψcos vEs R–( ) ψScos– vPτ ϕcos–
---------------------------------------------------------------------------------------------------

vEs R–( ) ψS ψ–( )sin

vP ψ ϕ–( )sin
------------------------------------------------------

Δx( )2 Δy( )2+

vEs vEs R–( )
β ψS ψ–( )sin ψS ϕ–( )sin–

ψ ϕ–( )sin
---------------------------------------------------------------------+

ρS R vEτ+ +

γsin
-------------------------------

ρS

ψн ϕ–( )sin
------------------------------

vPτ
ψS ψн–( )sin

---------------------------------

R ψS ψн–( )sin

vP γ 1 ψS ψн–( )cos–[ ]sin
------------------------------------------------------------------

R ψн ψS– γ+( )sin

γ 1 ψS ψн–( )cos–( )[ ]sin
----------------------------------------------------------------

�)

vPτ γsin

ψS ψн–( )sin
---------------------------------

vPτ γ 1 ψS ψн–( )cos–[ ]sin

ψS ψн–( )sin
--------------------------------------------------------------------

1 ctg
2γ+

vPctgγ
---------------------------

R

vP γsin
-----------------

ψS ψн–

2
-------------------

ρS γsin

R
-----------------

ψн ψS– γ+( )sin

1 ψS ψн–( )cos–
-------------------------------------------

1
2
---

ψS ψн–

2
-------------------

γ2–
sin 2ρSR

1–+

R

vP γsin
----------------- γ2–

sin 2ρSR
1–+
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Привеäена постановка заäа÷и об оптиìизаöии
траектории пресëеäоватеëя, осуществëяþщеãо об-
наружение поäвижноãо объекта и сбëижение с
ниì по инфорìаöионноìу признаку «сëеä». Уста-
новëена общая структура проãраììной поисковой
траектории. Показано, ÷то оптиìаëüная проãраì-
ìная поисковая траектория состоит из оäноãо иëи
нескоëüких пряìоëинейных у÷астков и не боëее
÷еì оäноãо спираëüноãо у÷астка. При этоì спи-
раëüный у÷асток ìожет отсутствоватü, а в тоì
сëу÷ае, коãäа спираëüный у÷асток иìеется, он на-
хоäится ìежäу пряìоëинейныìи у÷асткаìи тра-
ектории. Во второй ÷асти статüи буäет привеäено
реøение заäа÷и об оптиìизаöии поисковой траек-
тории äëя произвоëüных на÷аëüных усëовий.
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ÎÖÅÍÊÀ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÄÂÈÆÅÍÈÅÌ
ÏÎ ÈÇÂÅÑÒÍÎÌÓ ÌÀÐØÐÓÒÓ

Â.À. Òâåðäîõëåáîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Оöенку сëожности управëения äвижениеì при
известных (заäанных) свойствах ìарøрута, объек-
та äвижения и орãана управëения преäëаãается
опреäеëятü на основе построения и анаëиза коäа,
соäержащеãо инфорìаöиþ о ãеоìетри÷еских и
физи÷еских свойствах ìарøрута, инфорìаöиþ о
свойствах объекта äвижения и орãана управëения.
Дëя построения оöенки разработан спектр ÷исëо-
вых показатеëей, характеризуþщих рекуррентные
форìы, в разëи÷ных вариантах опреäеëяþщие коä
ìарøрута [1—4]. Рекуррентная форìа рассìатри-
вается как форìаëüная ìоäеëü такоãо правиëа уп-
равëения äвижениеì, в котороì при äвижении по
конкретноìу у÷астку ìарøрута у÷итывается äви-
жение по некоторыì преäøествуþщиì у÷асткаì,
вкëþ÷ая возìожнуþ поäãотовку объекта äвижения
к äвижениþ на этоì конкретноì у÷астке.

Такиì образоì, преäпоëаãается, ÷то в коäе ìар-
øрута преäставëены все выбранные äëя рассìот-
рения свойства ìарøрута (ãеоìетри÷еские и фи-
зи÷еские), свойства объекта äвижения и свойства
орãана управëения. Сëожностü управëения äвиже-
ниеì по ìарøруту, преäставëенноìу такиì коäоì,
преäпоëаãается соответствуþщей сëожности взаи-
ìораспоëожения эëеìентарных коäов в коäе ìар-
øрута. То÷ностü оöенки сëожности управëения
äвижениеì оãрани÷ена этиì преäпоëожениеì.

1. ÑÏÅÊÒÐ ×ÈÑËÎÂÛÕ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÉ
ÎÏÈÑÀÍÈß ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ

ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÛÌÈ ÔÎÐÌÀÌÈ

Спектр испоëüзуется äëя оöенки сëожности уп-
равëения äвижениеì при разëи÷ных по разнооб-

разиþ и сëожности у÷итываеìых факторах. Кроìе
этоãо, преäпоëаãается, ÷то спектр приìениì к се-
ти ìарøрутов с выбороì на основе анаëиза пока-
затеëей спектра оптиìаëüноãо ìарøрута. Возìож-
ны вы÷исëения как в режиìе реаëüноãо вреìени
äвижения, так и на основе преäваритеëüных вы÷ис-
ëений. Спектр построен иерархи÷ески от показате-
ëей äëя прибëиженной оöенки сëожности (уровенü
Ω

0
(ξ)) äо äостато÷но поëной оöенки на основе по-

казатеëей уровня Ω
4
(ξ). Проìежуто÷ные уровни

спектра Ω(ξ) = <Ω
0
(ξ), Ω

1
(ξ), Ω

2
(ξ), Ω

3
(ξ), Ω

4
(ξ)>

посëеäоватеëüно увеëи÷иваþт ìножество ÷исëо-
вых показатеëей, вëияþщих на оöенку сëожности
правиë управëения äвижениеì. Чисëовые показа-
теëи спектра, с у÷етоì уровней их распоëожения,
опреäеëяþтся сëеäуþщиìи форìуëаìи:

Ω
0
(ξ) = <m

0
(ξ)>, ãäе m

0
(ξ) — наиìенüøий по-

ряäок рекуррентной форìы, опреäеëяþщей всþ
посëеäоватеëüностü ξ;

Ω
1
(ξ) = <d

1(ξ), d2(ξ),..., (ξ)> — набор на-

иìенüøих äëин префиксов посëеäоватеëüности ξ,
заäаваеìых рекуррентныìи форìаìи соответст-
венно поряäков 1, 2,..., m

0
;

Ω
2
(ξ) = <r

1(ξ), r2(ξ),..., (ξ)> — набор ÷исеë

сìен рекуррентных форì поряäков 1, 2,..., m
0
, за-

äаþщих всþ посëеäоватеëüностü ξ;

Ω
3
(ξ) = << (ξ), (ξ), ..., >, < (ξ),

(ξ), ..., (ξ)>,..., < (ξ) = |ξ|>> — набор

наборов äëин отрезков посëеäоватеëüности ξ, ãäе

(ξ)— äëина j-ãо отрезка в опреäеëении рекур-

рентной форìой поряäка m посëеäоватеëüности ξ;

Преäëожен ìетоä оöенки сëожности управëения äвижениеì по заäанноìу ìарøруту,

у÷итываþщей ÷исëовые показатеëи сëожности правиë управëения на отäеëüных у÷астках

ìарøрута, ÷исëо сìен правиë управëения и äëины у÷астков ìарøрута, на которых от-

äеëüные правиëа äействуþт без изìенений. Разработана ìатеìати÷еская структура в

форìе спектра ÷исëовых показатеëей, характеризуþщеãо варианты опреäеëения коäа

ìарøрута рекуррентныìи форìаìи разëи÷ных поряäков. На основе ÷исëовых показате-

ëей спектра строится оöенка сëожности управëения äвижениеì по известноìу ìарøруту.

Ключевые слова: сëожностü управëения äвижениеì, ìарøрут, объект äвижения, орãан управëения, коä
у÷астка, коä ìарøрута, ãеоìетри÷еские свойства ìарøрута, рекуррентная форìа, правиëо управëения.
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Ω
4
(ξ) — набор ÷исëовых показатеëей, преäстав-

ëяþщих ввеäенные веса как рекуррентных форì,
так и наборов зна÷ений их арãуìентов.

Преäпоëожиì, ÷то äëя коäирования ìарøрутов
α и β с у÷етоì свойств ìарøрутов, объекта äвиже-
ния и орãана управëения äостато÷но ìножества
эëеìентарных коäов C = {c

0
, c

1
, c

2
, ..., c

9
} у÷астков

ìарøрута и эти коäы иìеþт виä:

α = <c
3
, c

1
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4
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1
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5
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9
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2
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5
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5
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, c
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, c

8
, c

4
, c

6
, c

2
, c

6
, c

4
, c

3
, c

3
,

c
8
, c

3
, c

2
, c

7
, c
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, c
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, c
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, c

9
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3
, c

9
, c

9
, c

3
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7
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5
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1
>

и β = <c
2
, c

7
, c

1
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8
, c

2
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8
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, c

8
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, c

8
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, c
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В явноì виäе вы÷исëенный спектр Ω(α) по-
казан в табë. 1. Дëя сравнения по сëожности уп-
равëения äвижениеì по ìарøрутаì α и β при ãру-
бой оöенке äостато÷но нуëевоãо уровня спектра:
Ω

0
(α) = 3, Ω

0
(β) = 5 и m

0
(α) < m

0
(β). Поëу÷енное

отноøение m
0
(α) < m

0
(β) иìеет сëеäуþщуþ интер-

претаöиþ: управëение äвижениеì по ìарøруту β
(преäставëенноìу коäоì β) сëожнее, ÷еì управëе-
ние äвижениеì по ìарøруту α (преäставëенноìу
коäоì α). Боëее то÷ные оöенки ìоãут бытü поëу-
÷ены на основе сравнения äруãих уровней спектра.

2. ÌÅÒÎÄ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÎÖÅÍÊÈ
ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

В работе [5] рассìотрен коä ìарøрута пëането-
хоäа, в котороì свойства отäеëüных у÷астков ìар-
øрута преäставëены ãеоìетри÷ескиìи характерис-
тикаìи — сì. табë. 2 (автороì äанной статüи в
табë. 1 ãеоìетри÷еская форìа коäов у÷астков ìар-
øрута расøирена и äопоëнена буквенныìи обоз-

на÷енияìи). Отìе÷ается, ÷то «оäниì из основных
факторов, опреäеëяþщих усëовия экспëуатаöии
пëанетохоäов, явëяется реëüеф поверхности пëа-
нет, характеристики котороãо существенно вëия-
þт на конструкöиþ пëанетохоäа и ìетоäы еãо рас-
÷ета. Дëя реøения заäа÷ äинаìики äвижения öе-
ëесообразно реëüеф рассìатриватü в виäе ìоäеëей
разëи÷ных по ãеоìетрии неоäнороäностей повер-
хности, явëяþщихся при÷иной тех иëи иных, äи-
наìи÷еских проöессов в систеìе «пëанетохоä —
поверхностü» [1, с. 14]. Даëее «...реëüеф сëеäует
кëассифиöироватü как описатеëüно ... так и ка÷ес-
твенно по ãеоìетри÷ескиì разìераì преоäоëевае-
ìых пëанетохоäоì неоäнороäностей» [1, с. 15].

Естественно преäпоëаãатü, ÷то управëение
преоäоëениеì препятствий разëи÷ных форì и
разìеров требует собëþäения при управëении
äвижениеì разëи÷ных правиë, у÷итываþщих опи-
сание поäãотовки äвижущеãося аппарата, поäãо-
товки оператора, форìирования и распреäеëения
энерãозатрат и äр.

Метоä построения оöенки сëожности управëе-
ния äвижениеì состоит в сëеäуþщеì.

I этап. Построение коäа ìарøрута:
— выбор эëеìентарных коäов äëя опреäеëения

ãеоìетри÷еских свойств у÷астков ìарøрута, еãо
физи÷еских свойств и у÷итываеìых свойств объ-
екта äвижения и орãана управëения;

— построение ãеоìетри÷ескоãо коäа ìарøрута;

Таблица 1

Ñïåêòð ïîêàçàòåëåé ñëîæíîñòè ìàðøðóòà a

Уровни 
спектра

Чисëовые зна÷ения äинаìи÷еских 
параìетров спектра Ω(α)

Ω
0

m
0
(α) = 3

Ω
1

<d
1
(α) = 4, d

2
(α) = 23, d

3
(α) = 50>

Ω
2

<r
1(α) = 14, r2(α) = 3, r3(α) = 1>

Ω
3 < (α), (α), (α)> (α) = < (α) = 3, 

(α) = 5, (α) = 2, (α) = 4, (α) = 3, 

(α) = 5, (α) = 3, (α) = 2, (α) = 6, 

(α) = 2, (α) = 5, (α) = 4, (α) = 

1, (α) = 4>, (α) = < (α) = 21, (α) = 

24, (α) = 3>, (α) = < (α) = 47>

Ω3

1
Ω3

2
Ω3

3
Ω3

1
d1

1

d2

1
d3

1
d4

1
d5

1

d6

1
d7

1
d8

1
d9

1

d10

1
d11

1
d12

1
d13

1

d14

1
Ω3

2
d1

2
d2

2

d3

2
Ω3

3
d1

3

Таблица 2

Óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è êîäû ó÷àñòêîâ ìàðøðóòà ïëàíåòîõîäà

Виä 
поверхно-

сти

Форìа и ввоäиìый коä

Форìа Коäы Форìа Коäы

Каìенü, 
ваëик

b
1
, z

1
b
2
, z

2

b
3
, z

3
b
4
, z

4

Ступен-
÷атое пре-
пятствие

c
5
, z

5
c
6
, z

6

c
7
, z

7
c
8
, z

8

Ров

v
9
, z

9
v
10

, z
10

v
11

, z
11

v
12

, z
12

Хоëì g
13

, z
13

g
14

, z
14

Кратер 
без ваëи-
ков

k
15

, z
15

k
16

, z
16

Кратер с 
ваëикаìи

k
17

, z
17

k
18

, z
18

У÷асток 
без пре-
пятствий

e
19

, z
19

e
20

, z
20

pb509.fm  Page 70  Wednesday, September 23, 2009  2:37 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÎÄÂÈÆÍÛÌÈ ÎÁÚÅÊÒÀÌÈ

71ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 5 • 2009

— преобразование ãеоìетри÷ескоãо коäа ìарø-
рута äëя у÷ета физи÷еских свойств у÷астков ìар-
øрута;

— преобразование коäа äëя у÷ета свойств объ-
екта äвижения;

— преобразование коäа äëя у÷ета свойств орãа-
на управëения.

II этап. Построение функöий ϕ
0
, ϕ

1
, ϕ

2
 и ϕ

3
,

отображаþщих ÷исëовые показатеëи уровней Ω
0
,

Ω
1
, Ω

2
, Ω

3
 и Ω

4
 спектра в пространство R+.

III этап. Построение систеìы весов äëя кажäых
из рассìатриваеìых рекуррентных форì F и набо-
ров зна÷ений арãуìентов рекуррентной форìы.

IV этап. Выбор критерия äëя построения обще-
ãо показатеëя сëожности, опреäеëяеìоãо по пока-
затеëяì спектра (построение правиë общей оöен-
ки сëожности äëя управëения äвижениеì на всеì
ìарøруте ξ на базе испоëüзования ÷исëовых пока-
затеëей спектра).

Испоëüзуя преäставëенный на рис. 1 проäоëü-
но-вертикаëüный разрез реëüефа района экспëуа-
таöии «Лунохоäа-1» [5, с. 29] и ãрубое коäирование
ãрафика разреза, поëу÷аеì коä разреза реëüефа.
ξ = с

5
k

15
c
7
e
19

e
19

e
19

c
7
c
8
c
8
c
8
c
6
v
9
c
8
c
8
c
8
c
5
e
19

c
7
e
19

e
19

c
5
e
19

e
19

e
19

b
1
c
5
e
19

v
9
c
19

c
7.

В этоì коäе преäставëены тоëüко типы пре-
пятствий. Высота H хоëìа, ступен÷атоãо препятс-
твия иëи каìня, а также øирина L рва иëи кратера
и расстояние ìежäу ãрани÷ныìи то÷каìи в осно-
вании хоëìа äоëжны у÷итыватüся при оöенке пре-
пятствия. Эти показатеëи ìожно выразитü зна÷е-
нияìи переìенных. Наприìер, в коäе ξ первый
знак c

5
 и äваäöатü первый знак с

5
 сопоставëены

разëи÷ныì по сëожности ступен÷атыì препят-
ствияì. Боëее то÷ное описание реëüефа требует
у÷ета конкретных зна÷ений показатеëей H и L в
посëеäоватеëüности ξ äëя кажäоãо отрезка ìарø-
рута, преäставëенноãо коäовыì знакоì.

Основу äанноãо ìетоäа составëяþт соäержа-
теëüные проöеäуры выбора эëеìентарных коäов
разëи÷ных типов и форìаëüные проöеäуры — ко-
äирование ìарøрута и вы÷исëение показатеëей
спектра.

3. ÎÖÅÍÊÀ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÄÂÈÆÅÍÈÅÌ
ÍÀ ÀÂÒÎÄÐÎÌÀÕ

Дëя сравнения по сëожности управëения äвиже-
ниеì боëиäов äвух трасс — автоäроìа «Interlagoc»
(Бразиëии) и автоäроìа «Catalunya Montmello»
(Испания) — в ка÷естве ãеоìетри÷еских характе-
ристик трасс выбиреì эëеìентарные коäы, изоб-
раженные на рис. 2. В коäах ξ

1
 и ξ

2
, преäставëя-

þщих эти трассы, оäнобуквенные коäы виäа a
i

обозна÷аþт у÷астки, которыì сопоставëены ãео-
ìетри÷еские кривые, изображенные на рис. 2.
Посëе коäирования трасса автоäроìа «Interlagoc»
поëу÷ает коä

ξ
1
 = (a

5
)8a

4
(a

5
)4a

2
(a

5
)2a

2
a

5
a

2
(a

5
)3a

2
(a

5
)2a

1
a

4
(a

5
)2a

1
a

1

(a
5
)2a

2
a

1
(a

5
)6a

3
a

5
a

3
(a

5
)11

a
2
a

5
a

2
a

2
.

Коäирование трассы автоäроìа «Catalunya
Montmello» äает коä

ξ
2
 = (a

5
)13

a
2
a

4
(a

5
)2a

4
a

4
a

4
a

4
(a

5
)3a

2
a

5
a

4
(a

5
)2a

2
(a

5
)2a

4
a

5

a
1
a

4
(a

5
)3a

2
(a

5
)7a

1
a

5
a

3
a

3
a

5
a

3
(a

5
)2a

4
a

4
(a

5
)3a

4
a

4
.

Физи÷еские свойства трасс опреäеëяþтся как
свойства поверхности трасс, теìпературные пока-
затеëи на у÷астках трассы, вëажностü и äр. Эти
свойства наносятся на коä трассы, в рассìатрива-
еìоì сëу÷ае äобавëениеì знака «' »:

 = ( )8 ( )4 ( )2 ( )3 ( )2  

( )2 ( )2 ( )6 ( )11 ,

 = ( )13 ( )2 ( )3 ( )2

( )2 ( )3 ( )7 ( )2

( )3 .

Кажäый коä  интерпретируется как набор
зна÷ений показатеëей ãеоìетри÷еских и физи÷ес-
ких свойств у÷астка a

i
.

Простейøий вариант опреäеëения свойств бо-
ëиäа преäставëяется скоростяìи вхоäа боëиäа на
у÷асток и выхоäа с у÷астка, ÷то опреäеëено прак-
тикой экспëуатаöии автоäроìов. Эти äанные ìож-
но у÷естü изìенениеì некоторых оäнобуквенных
коäов у÷астков и интерпретаöии этих коäов. Кроìе
этоãо, в у÷итываеìые свойства объекта äвижения
вкëþ÷аþтся вреìя набора скорости и торìожения,
устой÷ивостü и äр., ÷то ìожет бытü преäставëено
изìенениеì уже иìеþщихся оäнобуквенных ко-

Рис. 1. График продольно-вертикального разреза рельефа
в районе эксплуатации «Лунохода-1»

Рис. 2. Геометрическая интерпретация участков трасс 
автодромов в кодах x

1
 и x

2

ξ1' a5' a4' a5' a2' a5' a2' a5' a2' a5' a2' a5' a1' a4'

a5' a1' a1' a5' a2' a1' a5' a3' a5' a3' a5' a2' a5' a2' a2'

ξ2' a5' a2' a4' a5' a4' a4' a4' a4' a5' a2' a5' a4' a5' a2'

a5' a4' a5' a1' a4' a5' a2' a5' a1' a5' a3' a3' a5' a3' a5' a4' a4'

a5' a4' a4'

ai'
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äов и соответствуþщиì изìененияì интерпрета-
öии коäов  и :

 = ( )8 ( )4 ( )2 ( )3 ( )2

( )2 ( )2 ( )6 ( )11

,

 = ( )13 ( )2 ( )3 ( )2

( )2 ( )3 ( )7

( )2 ( )3 .

Оöенка сложности управëения äвижениеì
сложного объекта по сложному у÷астку трассы тре-
бует преäваритеëüной поäãотовки объекта на преä-
øествуþщих у÷астках трасс. В связи с этиì äëя
осуществëения äвижения объекта на сëожноì кон-
кретноì у÷астке трассы äоëжны бытü заранее (во
вреìя äвижения на преäøествуþщих у÷астках)
сфорìированы соответствуþщие свойства объекта.

Наприìер, управëение äвижениеì поäвоäной
ëоäки на конкретноì у÷астке с испоëüзованиеì
описания функöионирования поäëоäки, приве-
äенноãо попуëярно и упрощенно в работе [6], поä-
ãотавëивается на преäøествуþщих у÷астках. Уп-
равëение äвижениеì и функöионированиеì поä-
ëоäки в öеëоì осуществëяется ÷ерез выпоëнение
станäартных операöий ÷ëенаìи экипажа и автоìа-
ти÷ескиìи устройстваìи. Выпоëнение сëожных
станäартных операöий поäãотавëивается и обеспе-
÷ивается в интерваëы вреìени, преäøествуþщие
операöияì. Это поäтвержäает правоìерностü при-
ìенения ìатеìати÷ескоãо аппарата рекуррентных
форì äëя преäставëения и анаëиза коäов ìарøру-
тов, т. е. сëожностü управëения äвижениеì на у÷ас-
тке связана с äействияìи на преäыäущих у÷астках.
Переä отпëытиеì поäëоäки äоëжны бытü осущест-
вëены ìероприятия, поäãотавëиваþщие возìож-
ностü отпëытия, которые обеспе÷иваþт, наприìер,
сëеäуþщие свойства поäëоäки: «...эëектроустанов-
ка работает в норìаëüноì режиìе, охëажäаþщие
насосы работаþт на ìаëой скорости, ..., ваë вра-
щается, ..., все проверки переä отпëытиеì выпоë-
нены, ..., все поäразäеëения ãотовы к поãружениþ,

кроìе паëубы и ìостика ... ([6, с. 21])». В коä ìар-
øрута сëеäует вкëþ÷атü äействия, обеспе÷иваþщие
функöионирование поäëоäки, наприìер, «запуск
реактора, запуск ìаøинноãо отäеëения, поäãотовку
коìнаты сонарноãо оборуäования и т. ä. ([6, с. 7])».

Поäãотовка объекта äвижения к преоäоëениþ
конкретноãо у÷астка ìарøрута распреäеëяется по
отäеëüныì проöеäураì и отäеëüныì у÷асткаì
ìарøрута. В общеì виäе такие проöеäуры систе-
ìатизированы в табë. 3, в которой в кажäой кëетке
на пересе÷ении v-й строки и t-ãо стоëбöа разìе-
щены свойства β

v,t
 объекта äвижения, которые

äоëжны бытü сфорìированы на у÷астке b
t
 äëя äви-

жения объекта по у÷астку b
v
.

Такиì образоì, äëя äвижения на у÷астке b
v
 в

табë. 3 äëя кажäоãо из у÷астков b
1
, b

2
,..., b

с
 указаны

свойства объекта äвижения β
1,v

, β
2,v

, ..., β
c,v

, кото-

рые äоëжны бытü сфорìированы соответственно
на у÷астках с ноìераìи 1, 2, ..., c рассìатриваеìоãо
ìарøрута. Вкëþ÷ение этой инфорìаöии в коä ìар-
øрута привоäит к форìе коäов ìарøрута  и .

Дëя упрощения вы÷исëений спектра рассìотриì
сравнение по сëожности ìарøрутов трасс авто-
äроìов «Форìуëы-1» «Interlagoc» и «Catalunya
Montmello» тоëüко по коäаì ξ

1
 и ξ

2
. Поëу÷аеì

табë. 4 ÷исëовых показатеëей спектра.
Анаëиз показатеëей спектров Ω(ξ

1
) и Ω(ξ

2
) по

уровняì Ω
0
—Ω

2
 показывает, ÷то управëение äвиже-

ниеì с испоëüзованиеì еäиноãо и общеãо правиëа
на трассе автоäроìа «Interlagoc» требует испоëüзо-
вания инфорìаöии о ìенüøеì ÷исëе преäøест-
вуþщих у÷астков, так как Ω(ξ

1
) < Ω(ξ

2
). Выпоëне-

ние правиë, в которых у÷тены особенности äвиже-
ния по преäøествуþщиì восüìи у÷асткаì в сëу÷ае
автоäроìа «Interlagoc», позвоëяет орãанизоватü уп-
равëение äвижениеì на 52-х у÷астках, а в сëу÷ае
äвижения по автоäроìу «Catalunya Montmello» на-
иìенüøее ÷исëо преäøествуþщих у÷астков, ко-
торые у÷итываþтся в правиëах управëениеì äви-
жениеì на 52-х (и остаëüных у÷астках), равно 13.
Наибоëüøее ÷исëо сìен правиë управëения äви-

ξ1'' ξ2''

ξ1'' a5'' a4'' a5'' a2'' a5'' a2'' a5'' a2'' a5'' a2'' a5'' a1''

a4'' a5'' a1'' a1'' a5'' a2'' a1'' a5'' a3'' a5'' a3'' a5'' a2'' a5''

a2'' a2''

ξ2'' a5'' a2'' a4'' a5'' a4'' a4'' a4'' a4'' a5'' a2'' a5'' a4'' a5''

a2'' a5'' a4'' a5'' a1'' a4'' a5'' a2'' a5'' a1'' a5'' a3'' a3'' a5'' a3''

a5'' a4'' a4'' a5'' a4'' a4''

Таблица 3

Òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåäóð ïîäãîòîâêè îáúåêòà ê äâèæåíèþ íà êîíêðåòíîì ó÷àñòêå

b
1 ...

b
ν–1

b
ν

b
ν+1 ...

b
c

b
1

β
1,1 ...

β
1,ν–1

β
1,ν

β
1,ν+1 ...

β
1,c

... ... ... ... ... ... ... ...

b
ν–1

β
ν–1,1 ...

β
ν–1,ν–1

β
ν–1,ν

β
ν–1,ν+1 ...

β
ν–1,c

b
ν

β
ν,1 ...

β
ν,ν–1

β
ν,ν

β
ν,ν+1 ...

β
ν,c

b
ν+1

β
ν+1,1 ...

β
ν+1,ν–1

β
ν+1,ν

β
ν+1,ν+1 ...

β
ν+1,c

... ... ... ... ... ... ... ...

b
c

β
c,1 ...

β
c,ν–1

β
c,ν

β
c,ν+1 ...

β
c,c

ξ1''' ξ2'''
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жениеì, т. е. рекуррентных форì в опреäеëении
коäа ìарøрута, требуется äëя управëения äвиже-
ниеì по трассе автоäроìа «Catalunya Montmello».
Сравнение показатеëей спектров позвоëяет сäе-
ëатü вывоä, ÷то управëение äвижениеì по трассе
автоäроìа «Interlagoc» проще, ÷еì управëение äви-
жениеì по трассе автоäроìа «Catalunya Montmello».

Поëное искëþ÷ение ÷еëове÷ескоãо фактора
при управëении äвижениеì сëожноãо объекта на
äостато÷но сëожных ìарøрутах невозìожно, так
как невозìожно вкëþ÷итü в форìаëüные правиëа
все разнообразие ситуаöий, которые возникаþт в
зависиìости от свойств трасс, объектов äвижения
и орãана управëения.

Преäëаãаеìый поäхоä к оöенке сëожности уп-
равëения äвижениеì оãрани÷ен преäпоëожениеì,
÷то ìарøрут известен и зафиксирован. В ìетоäе
построения оöенки у÷итываþтся тоëüко некото-
рые общие свойства орãана управëения, преä-
ставëенные в разработанноì спектре ÷исëовых
показатеëей, характеризуþщих взаиìораспоëоже-
ние эëеìентов в посëеäоватеëüности. В зависи-
ìости от öеëи и усëовий управëения äвижениеì
строятся все иëи некоторые уровни спектра.

При опреäеëении посëеäоватеëüности ξ рекур-
рентной форìой поряäка m < m

0
 äëя нахожäения

этой посëеäоватеëüности требуется боëее оäной
рекуррентной форìы. Это озна÷ает, ÷то оäноãо
правиëа управëения äвижениеì, иìеþщеãо «ãëу-
бину» m, неäостато÷но, и в общеì правиëе äвиже-
ния по всеìу ìарøруту äоëжны соäержатüся раз-

ëи÷ные правиëа «ãëубины» m. Чисëо сìен правиë
«ãëубины» m, ãäе m ∈ {1, 2, ..., m

0
 – 1}, при опре-

äеëении посëеäоватеëüности ξ, äает важнуþ харак-
теристику сëожности общеãо и еäиноãо правиëа.
Чисëо отäеëüных у÷астков ìарøрута, прохоäиìых
объектоì äвижения без изìенения правиëа, соот-
ветствует ÷асти коäа ìарøрута ξ, опреäеëяеìой от-
äеëüной рекуррентной форìой. Иìеþтся и äруãие
связи правиë и их преäпоëаãаеìых ìатеìати÷ес-
ких ìоäеëей в виäе рекуррентных форì.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ: ÊÐÀÒÊÈÅ ÂÛÂÎÄÛ

Преäëожен поäхоä к оöенке сëожности управ-
ëения äвижениеì по заäанноìу ìарøруту, при ре-
аëизаöии котороãо опреäеëяþтся характерные
станäартные у÷астки ìарøрута и их коäы. Дëя ко-
äа всеãо ìарøрута вы÷исëяþтся ÷исëовые показа-
теëи, преäставëяþщие свойства ëоìаной ëинии,
соответствуþщей ìарøруту. Геоìетри÷еские и фи-
зи÷еские свойства ìарøрута опреäеëяþтся коäаìи
отäеëüных у÷астков ìарøрута. Свойства объекта
äвижения наносятся на коä ìарøрута на основе
еãо покрытия поäпосëеäоватеëüностяìи, кажäая
из которых состоит из трех ÷астей, иìеþщих сëе-
äуþщуþ интерпретаöиþ:

— свойства, форìируеìые на преäøествуþщих
у÷астках;

— свойства, требуþщиеся äëя äвижения по рас-
сìатриваеìоìу у÷астку;

— восстанавëиваеìые свойства объекта äви-
жения.

Разработан спеöиаëüный спектр ÷исëовых пока-
затеëей, который ÷исëовыìи структураìи характе-
ризует все рассìотренные варианты коäов управëе-
ния äвижениеì по известноìу ìарøруту. Сëож-
ностü правиë управëения äвижениеì оöенивается
по ÷исëовыì показатеëяì рекуррентных форì,
опреäеëяþщих взаиìораспоëожение знаков коäа.
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Таблица 4

×èñëîâûå ïîêàçàòåëè ñïåêòðîâ (äëÿ àâòîäðîìîâ «Interlagoc» 
è «Catalunya Montmello»

Уровенü 
спектра

Чисëовые зна÷ения показатеëей спектра

«Interlagoc» «Catalunya Montmello»
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m
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6
(ξ

1
) = 8, 

d
7
 (ξ

1
) = 8, d
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10
(ξ

1
) = 55, 

d
11

(ξ
1
) = 59

d
1
(ξ

1
) = 13, d
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10
(ξ

1
) = 13, 

d
11

(ξ
1
) = 13, d
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Î ÌÅÒÎÄÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÌ ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÈ ÍÀÓÊÈ
È ÏÐÀÊÒÈÊÈ ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ 

ÕÎÇßÉÑÒÂÅÍÍÎÉ ÄÅßÒÅËÜÍÎÑÒÈ

À.È. Àëåêñååâà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Эконоìи÷еская наука справеäëиво претенäует
на öентраëüное ìесто среäи всех общественных
наук, и äействитеëüно, в совреìенноì обществе
иìенно эконоìика становится фунäаìентоì —
структурой общества [1]. Трансфорìаöии в реаëü-
ной эконоìике, поëити÷еской сфере и обществен-
ноì сознании в России разруøиëи сëоживøуþся
ранее систеìу отноøений ìежäу эконоìи÷еской
наукой и практикой. Изìениëся и характер спроса
на эконоìи÷еские знания.

Провеäенный наìи анаëиз äесятков совреìен-
ных у÷ебников по эконоìи÷ескоìу и коìпëексно-
ìу эконоìи÷ескоìу анаëизу показаë отсутствие
еäинообразия взãëяäов авторов не тоëüко на опре-
äеëение понятий коìпëексноãо эконоìи÷ескоãо
анаëиза, но и эконоìи÷ескоãо анаëиза, объекта и
преäìета äанной науки. Это ãоворит о тоì, ÷то не
сëу÷айно äанные катеãории не сфорìироваëисü.
В настоящее вреìя в неäрах эконоìи÷еской науки
äействуþт нескоëüко тенäенöий, которые отража-
þт, с оäной стороны, противоре÷ия в саìой науке,
а с äруãой — тот кризис, в котороì эконоìика ока-
заëасü уже ìноãо ëет назаä. Оäна из этих тенäен-
öий такова: нереøенностü фунäаìентаëüных, ба-
зовых пробëеì на фоне тон÷айøих иссëеäований
всяких несущественных ìеëо÷ей [2]. Выхоä из
кризиса эконоìи÷еской науки виäится в уãëубëе-

нии ее ìетоäоëоãии. Сказанное обусëовëивает
своевреìенностü и необхоäиìостü развития ìето-
äоëоãи÷ескоãо обоснования эконоìи÷ескоãо ана-
ëиза хозяйственной äеятеëüности (АХД) как на-
правëения эконоìи÷еской науки, наибоëее при-
бëиженноãо к практике.

1. ÏÐÎÁËÅÌÛ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÎÁÚÅÊÒÀ
È ÏÐÅÄÌÅÒÀ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

Â ÍÀÓÊÅ È ÏÐÀÊÒÈÊÅ

Первый и наибоëее важный этап в опреäеëении
АХД как науки и практики состоит в опреäеëении
объекта и преäìета иссëеäования. Сопоставиì эти
опреäеëения на основе некоторых наибоëее извес-
тных у÷ебников (табë. 1).

Неоäнозна÷ностü форìуëировок, преäставëен-
ных в табëиöе, ãоворит о необхоäиìости повыøе-
ния обоснованности äанных основопоëаãаþщих
понятий.

Объект иссëеäования — это совокупностü свя-
зей, отноøений и свойств, существуþщая объек-
тивно и сëужащая исто÷никоì необхоäиìой äëя
иссëеäоватеëя инфорìаöии [3]. А.С. Маìзин оп-
реäеëяет объект иссëеäования как явëение иëи
ãруппу явëений, существуþщих вне и независиìо
от ÷üеãо-ëибо сознания. Объекты иссëеäования
ìоãут бытü как ìатериаëüныìи, так и неìатери-
аëüныìи по своей прироäе. Их независиìостü от

На основе ìоäеëи структуры äеятеëüности повыøена опреäеëенностü понятий и кате-

ãорий эконоìи÷ескоãо анаëиза хозяйственной äеятеëüности: преäìетной обëасти; объ-

екта äанной науки и практики; субъектов; среäств и преäìетов нау÷ной и практи÷еской

äеятеëüности; öеëей и резуëüтатов äеятеëüности, а также соäержания пряìых и обратных

связей ìежäу наукой, практикой и объектоì иссëеäования — орãанизаöией.

Ключевые слова: ìетоäоëоãия, анаëиз хозяйственной äеятеëüности, опреäеëение объекта и преäìе-
та, кëассификаöия структуры нау÷ной и практи÷еской äеятеëüности.

èëîñîâñêèå âîïðîñû óïðàâëåíèÿÔ
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сознания закëþ÷ается не в тоì, ÷то они явëяþтся
обязатеëüно вещественныìи иëи энерãети÷ескиìи
образованияìи (они ìоãут бытü и явëенияìи пси-
хи÷еской жизни, äуховной куëüтуры), а в тоì, ÷то
они существуþт вне зависиìости от тоãо, известно
иëи неизвестно о них ÷то-ëибо ëþäяì [4].

В отëи÷ие от объектов, преäìетоì иссëеäования
отäеëüных наук явëяþтся не öеëостные прироäные
и соöиаëüные явëения, а отäеëüные их стороны и
свойства, отäеëüные их «проекöии» в ÷еëове÷еское
сознание. Отäеëüные нау÷ные äисöипëины заняты
изу÷ениеì отäеëüных «срезов» иссëеäуеìых объ-
ектов. Мноãообразие возìожных «срезов» иссëе-
äования объектов порожäает ìноãопреäìетностü
нау÷ноãо знания. Кажäый из преäìетов созäает
свой понятийный аппарат, свои спеöифи÷еские
ìетоäы иссëеäования, свой язык.

Из сказанноãо сëеäует, ÷то объектоì, сущест-
вуþщиì в реаëüноì ìире и не зависящиì от со-
знания иссëеäоватеëей, в наøеì сëу÷ае явëяется
хозяйствуþщий субъект (орãанизаöия, преäпри-
ятие). Преäприятие ìожет бытü объектоì иссëе-
äования äëя ìноãих наук, изу÷аþщих разëи÷ные

аспекты еãо äеятеëüности: управëение, экоëоãиþ,
орãанизаöиþ труäовых коëëективов, состояние
охраны труäа и техники безопасности, техноëоãи-
÷еское, правовое, ëоãисти÷еские, энерãети÷еское,
инфорìаöионное и äруãие виäы обеспе÷ения еãо
äеятеëüности. Иìенно хозяйствуþщий субъект и
сëужит объектоì иссëеäования АХД как науки,
наряäу с äруãиìи наукаìи, изу÷аþщиìи еãо äе-
ятеëüностü.

Хозяйственной назовеì äеятеëüностü орãаниза-
öии, связаннуþ с произвоäствоì и (иëи) проäажей
товаров, выпоëнениеì работ иëи преäоставëениеì
усëуã. Анаëиз хозяйственной äеятеëüности иссëе-
äует не тоëüко внутреннþþ среäу, но и внеøнþþ
среäу орãанизаöии. Хозяйственная среäа — это все
äруãие орãанизаöии, с которыìи взаиìоäействует
кажäая орãанизаöия в проöессе своей хозяйствен-
ной äеятеëüности. Поэтоìу боëее то÷ныì опреäе-
ëениеì объекта äанной науки (и практики) буäет:
орãанизаöия, ее внутренняя и внеøняя хозяйс-
твенная среäа [5].

Иссëеäуя преäìет познания, А.М. Новиков от-
ìе÷ает: «С то÷ки зрения науки, преäìет познания

Таблица 1

Ôîðìóëèðîâêè ïîíÿòèé «îáúåêò» è «ïðåäìåò» â ó÷åáíèêàõ ïî ýêîíîìè÷åñêîìó àíàëèçó

Исто÷ник Объект Преäìет

Шеремет А.Д. Теория эконоìи÷ескоãо анаëи-
за: у÷ебник. — М.: ИНФРА-М, 2005. — С. 17

Хозяйственная äеятеëüностü 
преäприятий как совокупностü 
произвоäственных отноøений, 
рассìатриваеìая во взаиìоäей-
ствии с техни÷еской стороной 
произвоäства, с соöиаëüныìи и 
прироäныìи усëовияìи

Оäна из основных функöий управëе-
ния, отражаþщая техноëоãи÷еский 
этап проöесса принятия реøений и 
своäящаяся к анаëити÷ескоìу обеспе-
÷ениþ реøений

Савицкая Г.В. Эконоìи÷еский анаëиз: 
у÷ебник: — М.: Новое знание, 2003. — С. 7

Резуëüтаты хозяйственной äе-
ятеëüности

При÷инно-сëеäственные связи и зави-
сиìости эконоìи÷еских явëений и 
проöессов

Пястолов С.М. Эконоìи÷еский анаëиз äе-
ятеëüности преäприятия: у÷. пособие. — 
М: Акаäеìи÷еский проект, 2004. — С. 36

Хозяйственные проöессы преä-
приятий, объеäинений, орãани-
заöий

Преäприятие, еãо орãанизаöионная 
структура, активы и обязатеëüства

Экономический анаëиз: у÷ебник äëя вузов / 
Поä реä. Л.Т. Гиëяровской. — М.: 
ЮНИТИ-ДАНА, 2004. — С. 5, 7

Хозяйственная äеятеëüностü 
орãанизаöий

При÷инно-сëеäственные связи эконо-
ìи÷еских проöессов

Герасимов Б.И. Эконоìи÷еский анаëиз: у÷. 
пособие. — Таìбов: Изä-во ТГТУ, 2006. — 
Ч. 1. — С. 10

Отсутствует Деятеëüностü конкретных хозяйствуþ-
щих субъектов ëþбой форìы собст-
венности, направëенная на поëу÷ение 
прибыëи иëи обеспе÷ение сбаëансиро-
ванности расхоäов и äохоäов

Шадрина Г.В. Коìпëексный эконоìи÷еский 
анаëиз хозяйственной äеятеëüности: у÷. по-
собие. — М.: Моск. ãос. ун-т эконоìики, 
статистики и инфорìатики, 2004. — С. 7

То же Хозяйственные проöессы и коне÷ные 
резуëüтаты 
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преäставëяет собой совокупностü свойств, связей
и законов, изу÷аеìых äанной наукой и поëу÷ив-
øих выражение в опреäеëенных ëоãи÷еских и зна-
ковых форìах. Этиì преäìет познания отëи÷ается
от объекта познания, который существует незави-
сиìо от познаþщеãо субъекта» [6, 7].

Анаëитик, иссëеäуя хозяйственные систеìы,
иìеет äеëо не непосреäственно с систеìаìи, а
ëиøü с инфорìаöией, отражаþщей функöиониро-
вание и развитие орãанизаöий, их внутренней и
внеøней среäы. По ìнениþ С.М. Пястоëова, эко-
ноìи÷еский анаëиз изу÷ает тоëüко те хозяйствен-
ные проöессы, которые поëу÷иëи соответствуþщее
отражение в систеìе эконоìи÷еской инфорìаöии,
т. е. äанных бухãаëтерскоãо, произвоäственноãо и
статисти÷ескоãо у÷ета [8]. С наøей то÷ки зрения,
в äанный пере÷енü сëеäует äобавитü ëþбые виäы
инфорìаöии, преäставëенные на ëþбых носите-
ëях, которые ìоãут бытü поëезны äëя эконоìис-
та-анаëитика в проöессе АХД. И эта инфорìаöия
иìеет опреäеëенные характеристики своевреìен-
ности, поëноты и äостоверности, ÷то оказывает
существенное вëияние на выбор ìетоäов иссëеäо-
вания и еãо резуëüтаты.

Такиì образоì, преäìетоì (иссëеäования) äан-
ной науки и практики явëяется инфорìаöия о хо-
зяйственной äеятеëüности орãанизаöии, но соäер-
жатеëüная ÷астü преäìета анаëиза äëя теории и
практики существенно отëи÷ается.

2. ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ
ÍÀÓ×ÍÎÉ È ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÄÅßÒÅËÜÍÎÑÒÈ

Дëя поëноты описания структуры нау÷ной и
практи÷еской составëяþщих ìожет бытü поëезна
схеìа общей структуры äеятеëüности (рис. 1).
Структура äеятеëüности — öеëостное еäинство
коìпонентов и их всесторонних связей, реаëизу-
þщих äеятеëüностü — вкëþ÷ает в себя öеëü, среäс-
тва, резуëüтат и саì проöесс [9]. А.П. Юäин отìе-
÷ает сëожностü взаиìосвязи эëеìентов структуры
äеятеëüности: «Прироäа äеятеëüности опреäеëяет-

ся сëожныì взаиìоäействиеì öеëи, среäств и ре-
зуëüтата äеятеëüности».

Важныì эëеìентоì привеäенной ìоäеëи явëя-
ется öеëü. В совреìенной фиëософии öеëü пони-
ìается как образ жеëаеìоãо буäущеãо [11]. Де-
ятеëüностü носит öеëенаправëенный характер, т. е.
пока нет öеëи — нет и äеятеëüности, появëяется
öеëü — ìожет на÷инатüся äеятеëüностü. Боëее тоãо,
сознатеëüно форìуëируеìая öеëü сëужит основа-
ниеì äеятеëüности. Вìесте с теì отìетиì, ÷то хотя
схеìа общей структуры äеятеëüности «...вкëþ÷ает в
себя öеëü, среäство, резуëüтат и саì проöесс», их
основание нахоäится вне äеятеëüности [9].

Цеëü преäставëяет собой инфорìаöионный об-
раз коне÷ноãо проäукта (резуëüтата) äеятеëüности.
Резуëüтат äеятеëüности — это то, ÷то поëу÷ает ÷е-
ëовек в итоãе äеятеëüности. Проäукт äеятеëüности
ìожет совпаäатü с öеëüþ äеятеëüности, но ìожет
и не совпаäатü. В первоì сëу÷ае ìы ãовориì, ÷то
в итоãе äеятеëüности субъект äостиã öеëи, во вто-
роì — ÷то öеëü не äостиãнута, и äеятеëüностü ìо-
жет бытü проäоëжена.

«Деятеëüности» саìой по себе не существует, ее
кто-то осуществëяет, äеятеëüностü иìеет своеãо
носитеëя. Носитеëеì äеятеëüности явëяется ее
субъект, который ставит öеëи преобразования
объективной äеятеëüности (объекта), провоäит это
öеëенаправëенное преобразование, т. е. выпоëня-
ет äеятеëüностü» [12].

Преäìет äеятеëüности — это ëþбой ìатериаëü-
ный иëи иäеаëüный объект, на который äеятеëü-
ностü направëена (наприìер, при восприятии) иëи
который осìысëенно и активно (т. е. с затратаìи
собственной энерãии) преобразуется субъектоì
(наприìер, в практи÷ескоì äействии) [13].

Среäство äеятеëüности — это ëþбой объект, ко-
торый направëяет äеятеëüностü субъекта и кото-
рый активно и осìысëенно (в соответствии с öе-
ëüþ иëи ìотивоì) испоëüзуется иì.

Рассìотренная катеãория «äеятеëüностü» ис-
поëüзуþтся А.М. Новиковыì и Д.А. Новиковыì
при опреäеëении ìетоäоëоãии как саìостоятеëü-
ной практи÷еской науки [14]. Авторы опреäеëяþт
ìетоäоëоãиþ как у÷ение об орãанизаöии äеятеëü-
ности и иссëеäуþт ее структуру. Они отìе÷аþт, ÷то
орãанизаöия и нау÷ной, и практи÷еской äеятеëü-
ности преäставëяет собой öеëостные систеìы с
÷етко опреäеëенныìи ëоãи÷еской структурой, ха-
рактеристикаìи и проöессоì осуществëения.

Существенно, с наøей то÷ки зрения, заìе÷ание
о тоì, ÷то практи÷еская äеятеëüностü явëяется ве-
äущиì виäоì ÷еëове÷еской äеятеëüности, и осо-
бенности и принöипы практи÷еской äеятеëüности
распространяþтся на все äруãие виäы äеятеëüнос-
ти без искëþ÷ения. Оäнако в сиëу истори÷ескихРис. 1. Схема общей структуры деятельности [10]
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при÷ин ìетоäоëоãия нау÷ной äеятеëüности разра-
ботана ãоразäо поëнее, и ìноãие ее поëожения ìо-
ãут бытü перенесены в ìетоäоëоãиþ практи÷еской
äеятеëüности. Иссëеäуя ëоãи÷ескуþ структуру на-
у÷ной и практи÷еской äеятеëüности ëþбой науки,
авторы опреäеëяþт ее субъект, объект, преäìет и
резуëüтат (табë. 2).

Приëожение äанной кëассификаöии к АХД
позвоëяет разäеëитü äаннуþ преäìетнуþ обëастü
на нау÷нуþ и практи÷ескуþ составëяþщие. Такое
разäеëение необхоäиìо, поскоëüку нау÷ная и прак-
ти÷еская äеятеëüности в общеì сëу÷ае преäстав-
ëяþт собой разëи÷ные виäы äеятеëüности, иìеþ-
щие разные öеëи, среäства и преäìеты äеятеëü-
ности, и выпоëняþтся разëи÷ныìи субъектаìи
äеятеëüности.

Приìенитеëüно к нау÷ной äеятеëüности, фор-
ìаëüная ìоäеëü общей структуры äеятеëüности
(сì. рис. 1) ìожет быëü напоëнена конкретныì со-
äержаниеì в соответствии с Феäераëüныì зако-
ноì Российской Феäераöии от 23 авãуста 1996 ã.
№ 127-ФЗ «О науке и ãосуäарственной нау÷но-
техни÷еской поëитике» [15] (табë. 3).

Данная кëассификаöия эëеìентов структуры
нау÷ной äеятеëüности поëностüþ приìениìа äëя
структуризаöии АХД как науки (табë. 4).

Таблица 2

Ëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íàó÷íîé è ïðàêòè÷åñêîé
äåÿòåëüíîñòè

Структурные 

коìпоненты

Орãанизаöия 

нау÷ной 

äеятеëüности

Орãанизаöия 

практи÷еской 

äеятеëüности

Субъект Иссëеäоватеëü Спеöиаëист-
практик

Объект Объект иссëеäования, 
вы÷ëеняеìый саìиì 
иссëеäоватеëеì

Цеëостный тру-
äовой (произ-
воäственный) 
проöесс

Преäìет Преäìет иссëеäова-
ния как иäеаëизиро-
ванный аспект объ-
екта, как ìысëенный 
конструкт, выстра-
иваеìый саìиì ис-
сëеäоватеëеì

Объект и преä-
ìет äеятеëüности 
не разëи÷аþтся, 
выступаþт как 
синониìы

Резуëüтат Объективно новое 
нау÷ное знание

Достижение но-
вых эффектив-
ных резуëüтатов 
труäовой (произ-
воäственной) äе-
ятеëüности

Таблица 3

Êëàññèôèêàöèÿ ýëåìåíòîâ ñòðóêòóðû íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè

Эëеìенты äеятеëüности Опреäеëения, соответствуþщие тексту Феäераëüноãо закона

Опреäеëение äеятеëüности Нау÷ная (нау÷но-иссëеäоватеëüская) äеятеëüностü — äеятеëüностü, направëенная на по-
ëу÷ение и приìенение новых знаний

Цеëи äеятеëüности Фунäаìентаëüные нау÷ные иссëеäования — экспериìентаëüная иëи теорети÷еская äе-
ятеëüностü, направëенная на поëу÷ение новых знаний об основных законоìерностях 
строения, функöионирования и развития ÷еëовека, общества, окружаþщей прироäной 
среäы; прикëаäные нау÷ные иссëеäования — иссëеäования, направëенные преиìуще-
ственно на приìенение новых знаний äëя äостижения практи÷еских öеëей и реøения 
конкретных заäа÷

Резуëüтаты äеятеëüности Проäукт нау÷ной и (иëи) нау÷но-техни÷еской äеятеëüности, соäержащий новые знания 
иëи реøения и зафиксированный на ëþбоì инфорìаöионноì носитеëе. Нау÷ный и 
(иëи) нау÷но-техни÷еский резуëüтат, в тоì ÷исëе резуëüтат интеëëектуаëüной äеятеëü-
ности, преäназна÷енный äëя реаëизаöии

Субъекты äеятеëüности Нау÷ные работники сферы науки; нау÷ные ãруппы, þриäи÷еские ëиöа, заäа÷ей которых 
явëяется нау÷ная äеятеëüностü

Среäства äеятеëüности Метоäы и среäства провеäения нау÷ных иссëеäований и экспериìентаëüных разработок

Ресурсы и оãрани÷ения Правовое обеспе÷ение — законоäатеëüство Российской Феäераöии и законоäатеëüства 
субъектов Российской Феäераöии. Финансовое обеспе÷ение — финансирование нау÷-
ных иссëеäований за с÷ет среäств феäераëüноãо бþäжета, бþäжетов субъектов Россий-
ской Феäераöии, внебþäжетных исто÷ников (собственных иëи привëе÷енных среäств 
хозяйствуþщих субъектов и их объеäинений, а также среäств заказ÷иков работ), иных 
исто÷ников в соответствии с законоäатеëüствоì Российской Феäераöии. Материаëüное 
обеспе÷ение — иìущество, переäаваеìое у÷реäитеëяìи нау÷ной орãанизаöии äëя осу-
ществëения äеятеëüности, опреäеëенной у÷реäитеëüныìи äокуìентаìи. Инфорìаöион-
ное обеспе÷ение — свобоäа äоступа к нау÷ной и нау÷но-техни÷еской инфорìаöии
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Особенностü науки как общественноãо инсти-
тута закëþ÷ается в тоì, ÷то она реøает всеобщие
заäа÷и, а не заäа÷и отäеëüных субъектов [16].
Практика же эконоìи÷ескоãо анаëиза реøает за-
äа÷и приìенитеëüно к конкретныì хозяйствуþ-
щиì субъектаì, äействуþщиì в опреäеëенных ус-
ëовиях. В связи с этиì соäержание эëеìентов ее
äеятеëüности существенно отëи÷ается от науки
(табë. 5).

На основании привеäенных опреäеëений ìо-
жет бытü äано обобщенное опреäеëение эконоìи-
÷ескоãо анаëиза: АХД как наука и практика — это
äеятеëüностü по разработке и соверøенствованиþ
ìетоäов и ìетоäик анаëиза, а также их приìене-
ниþ äëя повыøения обоснованности и эффектив-
ности управëения орãанизаöией. Соäержание ос-
новных катеãорий АХД преäставëено в табë. 6.

Рассìотренные понятия и опреäеëения позво-
ëиëи сфорìироватü обобщеннуþ схеìу взаиìо-
äействия науки АХД, еãо практики и хозяйствуþ-
щеãо субъекта. Такое взаиìоäействие иìеет ин-
форìаöионнуþ прироäу (рис. 2).

Структура нау÷ной äеятеëüности преäставëена
ее эëеìентаìи:

� субъекты нау÷ной äеятеëüности — нау÷ные ра-
ботники, нау÷ные ãруппы и коëëективы, нау÷-
ные øкоëы (иссëеäоватеëи);

� преäìет äеятеëüности — инфорìаöия о состо-
янии науки и практики АХД, сìежных наук,
функöионировании и развитии орãанизаöий и
их среäы;

� среäства äеятеëüности — среäства и ìетоäы на-
у÷ноãо познания, ìетоäы и среäства провеäе-

ния нау÷ных иссëеäований и экспериìентаëü-
ных разработок.

Эëеìенты структуры нау÷ной äеятеëüности
взаиìосвязаны проöессоì нау÷ноãо иссëеäования.

Резуëüтаты нау÷ной äеятеëüности в äанноì
сëу÷ае преäставëяþт собой опубëикованные но-
вые знания о законах и законоìерностях хозяй-
ственной äеятеëüности орãанизаöий и практики

Таблица 4

Êëàññèôèêàöèÿ ýëåìåíòîâ ñòðóêòóðû àíàëèçà õîçÿéñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè êàê íàóêè

Эëеìенты äеятеëüности Опреäеëения

Опреäеëение преäìетной 
обëасти

Анаëиз хозяйственной äеятеëüности как прикëаäная наука преäставëяет собой äеятеëü-
ностü по выработке и приìенениþ новых знаний об основных законоìерностях стро-
ения, функöионирования и развития орãанизаöий, а также о ìетоäоëоãии как саìой нау-
ки, так и практики эконоìи÷ескоãо анаëиза

Цеëи äеятеëüности Выявëение законов и законоìерностей функöионирования и развития орãанизаöий. Раз-
работка ìетоäоëоãии, а также разработка новых и соверøенствование существуþщих ìе-
тоäов и ìетоäик анаëиза хозяйственной äеятеëüности орãанизаöий

Субъекты äеятеëüности Нау÷ные работники, нау÷ные ãруппы (иссëеäоватеëи)

Преäìет äеятеëüности Инфорìаöия о состоянии науки и практики эконоìи÷ескоãо анаëиза, сìежных наук, 
функöионировании и развитии орãанизаöий и их среäы

Среäства äеятеëüности Метоäы и среäства провеäения нау÷ных иссëеäований и экспериìентаëüных разработок

Резуëüтат äеятеëüности Новые знания о ìетоäоëоãии науки и практики анаëиза, ìетоäах и ìетоäиках анаëиза хо-
зяйственной äеятеëüности орãанизаöий 

Проöесс äеятеëüности Проöесс нау÷ноãо познания

Таблица 5

Êëàññèôèêàöèÿ ýëåìåíòîâ ñòðóêòóðû àíàëèçà 
õîçÿéñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè êàê ïðàêòèêè

Эëеìенты 

äеятеëüности
Опреäеëения

Опреäеëение 
преäìетной 
обëасти

Анаëиз хозяйственной äеятеëüности 
как практика преäставëяет собой äе-
ятеëüностü по поäãотовке инфорìаöии 
äëя повыøения обоснованности и эф-
фективности управëен÷еских реøений

Цеëи äеятеëü-
ности

Оöенка хозяйственной äеятеëüности 
орãанизаöий 

Субъекты äе-
ятеëüности

Анаëитики, консуëüтанты

Преäìет äе-
ятеëüности

Инфорìаöия о хозяйственной äеятеëü-
ности орãанизаöий

Среäства äе-
ятеëüности

Среäства, ìетоäы и ìетоäики анаëиза 
хозяйственной äеятеëüности орãаниза-
öий

Резуëüтат äе-
ятеëüности

Анаëити÷еский от÷ет и преäëожения 
по соверøенствованиþ хозяйственной 
äеятеëüности

Проöесс äе-
ятеëüности

Проöесс анаëиза хозяйственной äе-
ятеëüности орãанизаöии
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АХД, ìетоäоëоãии науки и практики анаëиза, ìе-
тоäах и ìетоäиках науки и практики АХД, а также
о соверøенствовании и развитии поëу÷енных ра-
нее знаний. Новые знания о ìетоäоëоãии теории,
также явëяþщиеся резуëüтатоì нау÷ной составëя-
þщей АХД, преäназна÷аþтся äëя саìой науки.

Структура практи÷еской äеятеëüности вкëþ÷а-
ет в себя:
� субъекты äеятеëüности — внутренние и вне-

øние относитеëüно орãанизаöии анаëитики —
эконоìисты преäприятия, ауäиторы, наëоãовые
инспекторы и äр.;

� преäìет äеятеëüности — инфорìаöия о äея-
теëüности орãанизаöий, необхоäиìая äëя про-
веäения АХД;

� среäства äеятеëüности — среäства, ìетоäы и
ìетоäики АХД, разработанные и апробирован-
ные наукой. В практи÷еской äеятеëüности ìо-
ãут бытü разработаны новые, неизвестные науке
среäства, ìетоäы и ìетоäики, а также усовер-
øенствованы ранее существуþщие.
Взаиìосвязü эëеìентов практики АХД обеспе-

÷ивается проöессоì анаëити÷еской работы.
Анаëити÷еская äеятеëüностü ìожет осущест-

вëятüся как в составе орãанизаöии ее спеöиаëиста-
ìи, так и внеøниìи анаëитикаìи, ÷üя äеятеëüностü

иниöиируется аäìинистраöией äанной орãаниза-
öии иëи äруãиìи заинтересованныìи ëиöаìи
(конкурентаìи, контроëируþщиìи орãанизаöия-
ìи). Резуëüтатоì этой äеятеëüности ìожет бытü

Рис. 2. Схема информационного взаимодействия теории и практики АХД и хозяйствующего субъекта

Таблица 6

Óòî÷íåííûå îïðåäåëåíèÿ îñíîâíûõ êàòåãîðèé àíàëèçà 
õîçÿéñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè

Катеãория Опреäеëение

Хозяйствен-
ная äеятеëü-
ностü

Хозяйственной называется äеятеëü-
ностü орãанизаöии, связанная с про-
извоäствоì и (иëи) проäажей товаров, 
выпоëнениеì работ иëи преäоставëе-
ниеì усëуã

Эконоìи÷е-
ский анаëиз 
хозяйствен-
ной äеятеëü-
ности 

Нау÷ная и практи÷еская äеятеëüностü 
по разработке и соверøенствованиþ 
ìетоäов и ìетоäик эконоìи÷ескоãо 
анаëиза, а также приìенениþ их äëя 
повыøения обоснованности и эффек-
тивности управëения орãанизаöией

Объект Орãанизаöия, ее внутренняя и внеø-
няя среäа

Преäìет Инфорìаöия о хозяйственной äе-
ятеëüности орãанизаöии
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от÷ет, анаëити÷еская записка иëи äруãие ìатери-
аëы, которые буäут испоëüзованы при принятии
управëен÷еских реøений теìи, кто иниöиироваë
анаëиз.

Орãанизаöия (хозяйствуþщий субъект) преä-
ставëена в схеìе управëяþщей и управëяеìой сис-
теìаìи. Управëяеìая систеìа явëяется исто÷ни-
коì инфорìаöии äëя науки и практики АХД, а
также «потребитеëеì» управëен÷еских реøений.
Эта инфорìаöия отражает как текущее состояние
систеìы, так и ее изìенения поä возäействиеì уп-
равëен÷еских реøений.

Наука и практика связаны пряìой и обратной
связüþ. Пряìой связüþ буäеì с÷итатü знания о
ìетоäоëоãии практики анаëиза, ìетоäах и ìетоäи-
ках АХД, которые явëяþтся резуëüтатоì (коне÷-
ныì проäуктоì) äеятеëüности науки. Обратной
связüþ сëужит инфорìаöия об эффективности
приìеняеìых ìетоäов и ìетоäик, а также инфор-
ìаöия о новых ìетоäиках, рожäенных практикой,
которые äоëжны бытü осознаны наукой.

Практика АХД и хозяйствуþщий субъект также
иìеþт пряìуþ и обратнуþ связи. Пряìой связüþ
сëужит инфорìаöия о хозяйственной äеятеëüнос-
ти орãанизаöии, а также о внеøней среäе ее фун-
кöионирования и развития. Внеøней среäой äëя
иссëеäуеìой орãанизаöии явëяþтся все äруãие ор-
ãанизаöии, с которыìи она взаиìоäействует в
проöессе своей хозяйственной äеятеëüности. Об-
ратная связü — резуëüтат äеятеëüности практики
АХД — инфорìаöия äëя принятия реøений теìи,
кто иниöиироваë анаëиз и опреäеëяë еãо öеëи.

Наука АХД также связана с орãанизаöией пря-
ìой и обратной связüþ. Пряìая связü несет ту же
инфорìаöиþ, ÷то и äëя практики АХД. Обратная
связü от науки к хозяйствуþщеìу субъекту опос-
реäована практикой АХД.

Пряìая связü управëяþщей систеìы и практи-
ки АХД соäержит требования к провеäениþ ана-
ëиза, есëи анаëиз выпоëняется в интересах орãа-
низаöии. В этоì сëу÷ае обратная связü буäет преä-
ставëена анаëити÷ескиì от÷етоì. Таких связей
ìожет не бытü, есëи анаëиз выпоëняется äëя вне-
øних поëüзоватеëей.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Разработанная схеìа структуризаöии инфорìа-
öионноãо взаиìоäействия науки анаëиза хозяйс-
твенной äеятеëüности, еãо практики и хозяйству-
þщеãо субъекта äает поëнуþ систеìнуþ картину,
позвоëяþщуþ повыситü öеëенаправëенностü и
конструктивностü всех эëеìентов и связей ìоäеëи,

а также выäеëятü и оöениватü кажäуþ из связей с
то÷ки зрения эффективности поëу÷енноãо нау÷-
ноãо и практи÷ескоãо резуëüтата.
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ÎÑÍÎÂ ÍÀÓÊÎÅÌÊÈÕ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÉ
ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÎÉ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ

Ïî ìàòåðèàëàì VIII ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè 
SICPRO’09

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В Москве, в Институте пробëеì управëения
иì. В.А. Трапезникова РАН, 26—30 января 2009 ã.
состояëасü VIII ìежäунароäная конференöия
«Иäентификаöия систеì и заäа÷и управëения»
SICPRO’09. В ее орãанизаöии у÷аствоваëи Инсти-
тут пробëеì управëения, Российский наöионаëü-
ный коìитет по автоìати÷ескоìу управëениþ,
Российский фонä фунäаìентаëüных иссëеäований
(проект РФФИ 09-01-060005), Отäеëение энерãе-
тики, ìаøиностроения, ìеханики и проöессов уп-
равëения Российской акаäеìии наук.

Цеëи конференöии:
— поäвести итоãи äостижений в обëасти разра-

ботки ìетоäоëоãи÷еских и ìатеìати÷еских основ
структурной, параìетри÷еской и непараìетри÷ес-
кой иäентификаöий;

— обсуäитü резуëüтаты и пробëеìы приìене-
ния ìатеìати÷еских ìетоäов äëя реøения акту-
аëüных практи÷еских пробëеì;

— выäеëитü наибоëее перспективные направëе-
ния иссëеäований и наìетитü пути их äаëüнейøеãо
развития;

— скоорäинироватü и объеäинитü усиëия спеöи-
аëистов, заинтересованных в обсужäении и иссëе-
äовании пробëеì иäентификаöии, и способство-
ватü установëениþ ëи÷ных контактов ìежäу ниìи.

Ее основные теìы:
— развитие теории и ìетоäоëоãии иäентифика-

öии, ìоäеëирования и управëения;
— ìатеìати÷еские заäа÷и теории управëения;
— параìетри÷еская иäентификаöия;

— непараìетри÷еская иäентификаöия;
— структурная иäентификаöия и экспертный

анаëиз;
— заäа÷и выбора и анаëиз äанных;
— систеìы управëения с иäентификатороì;
— заäа÷и иäентификаöии в интеëëектуаëüных

систеìах;
— прикëаäные заäа÷и иäентификаöии систеì;
— иìитаöионное ìоäеëирование;
— ìетоäи÷еское и проãраììное обеспе÷ение

иäентификаöии и ìоäеëирования;
— коãнитивные аспекты иäентификаöии;
— ãëобаëüные сетевые ресурсы поääержки про-

öессов иäентификаöии, управëения и ìоäеëиро-
вания.

В проãраììу конференöии быëи вкëþ÷ены три
пëенарных и 112 секöионных äокëаäов. Поëные
тексты 115 äокëаäов (27 из них преäставëены ис-
сëеäоватеëяìи, работаþщиìи в 11-ти зарубежных
странах) опубëикованы на коìпакт-äиске, кото-
рый офиöиаëüно зареãистрирован (с присвоениеì
инäекса ISBN) как сборник труäов конференöии
объеìоì 1879 с. и тиражоì 500 экз. [1]. Отäеëüно
изäаны избранные труäы SICPRO’09 [2] объеìоì
64 с., тиражоì 250 экз. и проãраììа конференöии.

На конференöии работаëи секöии:
� Структурная иäентификаöия;
� Параìетри÷еская иäентификаöия;
� Стохасти÷еские систеìы и непараìетри÷еская

иäентификаöия;
� Проìыøëенные приëожения;
� Сëожные систеìы;
� Аäаптивные и робастные систеìы;
� Дискретные систеìы;

ðîíèêàÕ
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� Оптиìизаöия и орãанизаöионные систеìы;

� Интеëëектуаëüные систеìы и инфорìаöион-
ные техноëоãии;

� Аэрокосìи÷еские приëожения.

В настоящеì сообщении рассìотрены тоëüко
некоторые нау÷ные аспекты SICPRO’09, еãо соäер-
жание практи÷ески поëностüþ соответствует тексту
опреäеëенных разäеëов обзора труäов и событий
SICPRO’09, написанноãо äëя РФФИ. Автор выра-
жает искреннþþ признатеëüностü ä-ру физ.-ìат.
наук А.В. Добровиäову за поëезные заìе÷ания и
советы при поäãотовке указанноãо обзора.

1. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÍÀÍÈÅ

Пробëеìы иäентификаöии явëяþтся öентраëü-
ной теìой приìерно у поëовины äокëаäов. В ос-
таëüных работах иссëеäование направëено на äру-
ãие пробëеìы управëения. Оäнако, и в этих äокëа-
äах äëя поëноãо раскрытия теìы, как правиëо,
изу÷аþтся отäеëüные аспекты иäентификаöии.
Теì не ìенее, естü äокëаäы, в которых пробëеìы
иäентификаöии не обсужäаþтся и которые поэтоìу
кажутся не иìеþщиìи к ниì никакоãо отноøения.
В основноì это работы, в которых рассìатриваþт-
ся фунäаìентаëüные ìатеìати÷еские пробëеìы те-
ории автоìати÷ескоãо управëения. Преäставëяется,
÷то поäобное пониìание, правиëüно фиксируя раз-
ëи÷ие в теìах, не у÷итывает иëи не рассìатривает
как зна÷иìые некоторые öентраëüные аспекты
приìенения иäентификаöии.

Известно, ÷то основное назна÷ение иäентифи-
каöии состоит в порожäении новоãо эìпири÷ес-
коãо знания о реаëüноì объекте в форìе ìатеìа-
ти÷еской ìоäеëи. Особенностü иäентификаöии
как ÷асти проöесса созäания автоìати÷еской сис-
теìы состоит в тоì, ÷то она в этоì проöессе, об-
разно ãоворя, выпоëняет функöии посреäника
ìежäу объективной реаëüностüþ и фунäаìентаëü-
ныì ìатеìати÷ескиì знаниеì теории автоìати÷ес-
коãо управëения. Иäентификаöия как познаватеëü-
ная äеятеëüностü созäает усëовия, необхоäиìые
исхоäные äанные äëя практи÷ескоãо приìенения
ìатеìати÷еских ìетоäов синтеза систеì автоìа-
ти÷ескоãо управëения и поëу÷ения с поìощüþ
этих ìетоäов приеìëеìоãо ìатеìати÷ескоãо опи-
сания проектируеìой систеìы автоìати÷ескоãо
управëения.

Наëи÷ие указанной посреäни÷еской функöии
отìе÷ено еще в 2003 ã.: «В ÷еì сëожностü практи-
÷ескоãо приìенения ìатеìати÷ескоãо аппарата те-
ории управëения? Общеизвестно — в абстрактнос-
ти и отсутствии наãëяäности основных ìатеìати-
÷еских понятий теории. Матеìати÷еские понятия

настоëüко сиëüно отëи÷аþтся от естественных äëя
÷еëовека базисных понятий, ÷то возникает необ-
хоäиìостü в особой ÷еëове÷еской äеятеëüности —
иäентификаöии, созäаþщей возìожностü перехо-
äа от явëений реаëüноãо ìира в виртуаëüный ìир
ìатеìати÷еской теории, и обратно из виртуаëüно-
ãо ìира в объективнуþ реаëüностü. В проöессе
иäентификаöии созäаþтся все описания реаëüнос-
ти, необхоäиìые äëя практи÷ескоãо приìенения
таких эëеìентов ìатеìати÷ескоãо аппарата, кото-
рые позвоëяþт отыскатü реøение конкретной
практи÷еской заäа÷и» [3, с. 4].

Фунäаìентаëüное ìатеìати÷еское знание в ви-
äе ìатеìати÷еских заäа÷ управëения и ìетоäов их
реøения явëяется ãëавныì среäствоì разработки
приеìëеìоãо ìатеìати÷ескоãо описания проекти-
руеìой систеìы автоìати÷ескоãо управëения.
Иäентификаöия в проöессе этой разработки вы-
поëняет, безусëовно, о÷енü важные и крайне не-
обхоäиìые функöии, которые, по-виäиìоìу, сëе-
äует все же рассìатриватü как вспоìоãатеëüные.

2. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÑÈÑÒÅÌ
È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÇÍÀÍÈÅ

Спеöиаëисты по пробëеìаì иäентификаöии
äоëжны не тоëüко вëаäетü фунäаìентаëüныì ìа-
теìати÷ескиì знаниеì, но и бытü знакоìыìи с
новыìи иссëеäованияìи в этой обëасти. Поэтоìу
наëи÷ие на конференöиях SICPRO äокëаäов по
ìатеìати÷ескиì заäа÷аì управëения преäставëя-
ется не тоëüко жеëатеëüныì, но и необхоäиìыì.
Особенно это важно äëя спеöиаëистов, которые
приäерживаþтся то÷ки зрения, ÷то ëу÷øиì изìе-
ритеëеì ка÷ества иäентификаöии сëужит систеìа
управëения, спроектированная на основе ìатеìа-
ти÷еской ìоäеëи, поëу÷енной в резуëüтате этой
иäентификаöии.

По-виäиìоìу, первыì äаннуþ то÷ку зрения
высказаë П. Эйкхофф: «Есëи основная öеëü состо-
ит в проектировании систеìы управëения, то преä-
ставëяется ëоãи÷ныì оöениватü то÷ностü иäенти-
фикаöии по резуëüтатаì функöионирования со-
зäанной на основе иäентификаöии объекта систеìы
управëения» [4, с. 37].

Матеìати÷еские иссëеäования, иниöиирован-
ные бëаãоäаря такой то÷ке зрения, требуþт ãëубо-
коãо теорети÷ескоãо пониìания проöессов управ-
ëения и приìенения ìатеìати÷еских ìетоäов,
разработанных спеöиаëüно äëя реøения ìатеìа-
ти÷еских заäа÷ управëения. Все это знание в äо-
ступной äëя восприятия форìе ìожно поëу÷итü в
проöессе изëожения и обсужäения äокëаäов на
конференöиях SICPRO.
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Отсутствие в явной форìе постановок пробëеì
иäентификаöии не озна÷ает, ÷то в неявноì виäе
эти пробëеìы не присутствуþт в соäержании äо-
кëаäа и не анаëизируþтся в проöессе еãо обсужäе-
ния. Вопрос состоит в тоì, как присутствуþщие на
секöии восприниìаþт соäержание äокëаäа? На-
приìер, на секöиях «Структурная иäентифика-
öия», «Параìетри÷еская иäентификаöия» посто-
янно в разных форìах заäается, по сути äеëа, оäин
и тот же вопрос. С поìощüþ каких среäств и на ос-
нове каких äанных ìожно поëу÷итü зна÷ения бук-
венных констант, которые äокëаä÷ик с÷итает за-
äанныìи иëи известныìи в форìуëировке ìатеìа-
ти÷еской заäа÷и? Поäобный вопрос в разëи÷ных
форìах заäается и на äруãих секöиях. В этоì воп-
росе, по сути äеëа, изëожена по÷ти вся иäея иäен-
тификаöионноãо поäхоäа к анаëизу ìатеìати÷ес-
коãо знания.

В раìках ìатеìатики ëоãи÷еский анаëиз преä-
ëожений ìатеìати÷еской заäа÷и обы÷но осущест-
вëяется äëя тоãо, ÷тобы опреäеëитü, уäовëетворяет
иëи нет форìуëировка заäа÷и требованияì совре-
ìенноãо ìатеìати÷ескоãо уровня строãости. Со-
верøенно иные öеëи иäентификаöионноãо анаëи-
за текста ìатеìати÷еской заäа÷и и проöесса ее ре-
øения. В поëноì объеìе этот анаëиз соäержит
три этапа.

На первом этапе выäеëяþтся выражения ìета-
языка, с поìощüþ котороãо постановщик заäа÷и
соäержатеëüно коììентирует выражения объект-
ноãо (ìатеìати÷ескоãо) языка заäа÷и, ëоãи÷ескоãо
вывоäа и реøения.

На втором этапе выäеëяþтся все буквенные
константы объектноãо языка заäа÷и, которые (а) в
ìетаязыке характеризуþтся как заäанные иëи из-
вестные иëи (б) постановщикоì заäа÷и поäразу-
ìеваþтся заäанныìи иëи известныìи, так как он
испоëüзует эти константы в форìаëüной записи
реøения на объектноì языке. Буквенные констан-
ты, выäеëенные на этоì этапе, называþтся заäан-
ныìи параìетраìи ìатеìати÷еской заäа÷и.

Наконеö, на третьем этапе анаëизируþтся тра-
äиöионные возìожности субъекта реаëüной иäен-
тификаöии саìостоятеëüно отыскатü приеìëеìые
зна÷ения заäанных параìетров заäа÷и. В ÷астнос-
ти, выäеëяþтся потенöиаëüно возìожные реаëü-
ные ситуаöии, в которых субъекту необхоäиìо
оказатü ìетоäоëоãи÷ескуþ, аëãоритìи÷ескуþ и
проãраììнуþ поääержку. На этоì этапе также
анаëизируþтся иìеþщиеся в науке преäпосыëки
äëя созäания новых ìатеìати÷еских ìетоäов преä-
варитеëüноãо выбора зна÷ений заäанных параìет-
ров на основе изìерений.

Преäставëяется, ÷то боëüøинство иссëеäуеìых
в настоящее вреìя пробëеì иäентификаöии быëи

осознаны на теорети÷ескоì уровне с поìощüþ
интуитивно провеäенноãо иäентификаöионноãо
анаëиза кëасси÷еских заäа÷ управëения. В раìках
иäентификаöионноãо поäхоäа кажäый äокëаä по
ìатеìати÷ескиì заäа÷аì управëения интерпрети-
руется как постановка в неявной форìе новых
иäентификаöионных пробëеì.

Иäентификаöионный поäхоä в отëи÷ие от ëо-
ãи÷ескоãо поäхоäа к анаëизу ìатеìати÷ескоãо зна-
ния наöеëен на выяснение и реаëизаöиþ потенöи-
аëüных возìожностей практи÷ескоãо испоëüзова-
ния фунäаìентаëüноãо ìатеìати÷ескоãо знания.
Поäобное взаиìоäействие ìежäу иäентификаöией
систеì и ìатеìатикой, несоìненно, способствует
увеëи÷ениþ приëожений ìатеìатики и ее боëее
активной роëи в реøении актуаëüных пробëеì
практики.

3. ÏËÅÍÀÐÍÛÅ ÄÎÊËÀÄÛ

3.1. Ñèíòåç çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
íà óïðàâëåíèå è ôàçîâûå ïåðåìåííûå

Оäна из актуаëüных пробëеì теории управëе-
ния всеãäа закëþ÷аëасü в у÷ете возìожных оãра-
ни÷ений на фазовые переìенные объекта и на уп-
равëение. Дëя объектов третüеãо поряäка и выøе
реøение поäобных заäа÷ преäставëяет зна÷итеëü-
ные труäности.

В пëенарноì äокëаäе Д.В. Баландина и М.М. Ко-

гана [5] преäëожен новый поäхоä к синтезу ëиней-
ных законов управëения, обеспе÷иваþщих выпоë-
нение заäанных фазовых оãрани÷ений на пере-
ìенные состояния и управëение. В раìках этоãо
поäхоäа также осуществëяется синтез законов уп-
равëения виäа ëинейной обратной связи по со-
стояниþ иëи по изìеряеìоìу выхоäу, обеспе÷и-
ваþщих асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü систеìы
автоìати÷ескоãо управëения. При этоì ìоäуëü уп-
равëяеìоãо выхоäа объекта управëения не превы-
øает заäанноãо зна÷ения и уäовëетворяþтся фазо-
вые оãрани÷ения, есëи таковые иìеþтся.

Стабиëизируþщие реãуëяторы синтезируþтся
на основе известной ìатеìати÷еской ìоäеëи объ-
екта управëения в виäе систеìы ëинейных стаöи-
онарных обыкновенных äифференöиаëüных урав-
нений состояния. Рассìатриваþтся сëу÷аи поë-
ноãо и непоëноãо изìерения состояния, а также
отäеëüно робастный сëу÷ай, коãäа систеìа уравне-
ний состояния соäержит неизвестнуþ ìатри÷нуþ
функöиþ вреìени, уäовëетворяþщуþ äëя всех не-
отриöатеëüных ìоìентов вреìени заäанноìу ìат-
ри÷ноìу неравенству.

Поставëенная в äокëаäе заäа÷а вкëþ÷ает в себя,
в ÷астности, заäа÷у стабиëизаöии при фазовых
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оãрани÷ениях, коãäа отсутствует управëяеìый вы-
хоä; заäа÷у оãрани÷ения ìаксиìаëüноãо откëоне-
ния управëяеìоãо выхоäа, коãäа отсутствуþт фа-
зовые оãрани÷ения; заäа÷у стабиëизаöии и оãра-
ни÷ения ìаксиìаëüноãо откëонения управëяеìоãо
выхоäа при оãрани÷енноì управëении, а также
разëи÷ные коìбинаöии этих заäа÷.

Поäхоä основан на приìенении аппарата ëи-
нейных ìатри÷ных неравенств. Он позвоëяет при
синтезе охватитü всевозìожные кваäрати÷ные
функöии Ляпунова и указатü ìножество на÷аëü-
ных зна÷ений траекторий, уäовëетворяþщих ука-
занныì требованияì.

В ка÷естве иëëþстративных приìеров рассìот-
рены заäа÷и стабиëизаöии перевернутоãо ìаятника
и синтеза ëинейноãо противоуäарноãо изоëятора.
Показано, ÷то синтез ëинейноãо противоуäарноãо
изоëятора с поìощüþ преäëоженноãо в äокëаäе
ìетоäа ëинейных ìатри÷ных неравенств äает хо-
роøее прибëижение к то÷ноìу реøениþ.

3.2. Àíàëèç ðåøåíèé äèíàìè÷åñêèõ
è íåïðåðûâíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì

В пëенарноì äокëаäе А.П. Афанасьева и

С.М. Дзюбы [6] иссëеäованы пробëеìы существо-
вания и построения обобщенно-периоäи÷еских
реøений äинаìи÷еских и непрерывных периоäи-
÷еских систеì.

Рассìатривается сëеäуþщая ìатеìати÷еская
заäа÷а. Пустü иìеется норìаëüная систеìа из n

обыкновенных äифференöиаëüных уравнений со-
стояния, правой ÷астüþ которой явëяется вектор-
ная функöия состояния и äействитеëüноãо пере-
ìенноãо, интерпретируеìоãо как вреìя. Известно,
÷то эта векторная функöия опреäеëена и непре-
рывна со всеìи своиìи ÷астныìи произвоäныìи
по переìенныì состояния на пряìоì произвеäе-
нии ÷исëовой пряìой и некотороãо открытоãо
поäìножества n-ìерноãо евкëиäова пространства.
Кроìе тоãо, с÷итается, ÷то векторная функöия яв-
ëяется периоäи÷еской функöией вреìени с пери-
оäоì, равныì еäиниöе.

Вопрос о существования у такой систеìы пери-
оäи÷еских иëи бëизких к ниì реøений весüìа ва-
жен как äëя собственно теории äифференöиаëü-
ных уравнений, так и äëя ее приëожений. Иìенно
этот вопрос, в первуþ о÷ереäü, интересует авторов
äокëаäа. Второй вопрос — это пробëеìа разработ-
ки ìетоäа и аëãоритìа отыскания этих реøений в
распреäеëенной вы÷исëитеëüной среäе с поìощüþ
сиìвоëüных вы÷исëений.

В иссëеäовании поставëенных пробëеì авторы
опираþтся на три теореìы Х.Л. Массера [7—9].
Утвержäение первой из них относится к сëу÷аþ,
коãäа поряäок норìаëüной систеìы равен еäини-

öе: есëи норìаëüная систеìа иìеет оãрани÷енное
реøение, то она также иìеет и периоäи÷еское ре-
øение с периоäоì, равныì еäиниöе. Вторая тео-
реìа Массера не так о÷евиäна. Пустü поряäок нор-
ìаëüной систеìы равен äвуì и кажäое реøение
этой систеìы опреäеëено äëя всех ìоìентов вре-
ìени, не ìенüøих заäанноãо. Тоãäа, есëи систеìа
иìеет некоторое реøение, оãрани÷енное при этих
ìоìентах вреìени, то äанная систеìа иìеет также
и периоäи÷еское реøение с периоäоì, равныì
еäиниöе. Третüя теореìа Массера преäставëяет со-
бой обобщение первых äвух теореì на сëу÷ай ëи-
нейных систеì произвоëüноãо поряäка.

Справеäëивы ëи теореìы Массера в произвоëü-
ноì неëинейноì сëу÷ае и, есëи нет, какие иìенно
реøения буäут опреäеëятü ситуаöиþ типи÷ескоãо
повеäения? Поиск ответа на этот вопрос äëиëся
пятнаäöатü ëет. Цеëü настоящеãо äокëаäа состояëа
в краткоì изëожении поëу÷енных за эти ãоäы ре-
зуëüтатов.

Авторы проанаëизироваëи приäуìанное иìи
ìноãоìерное обобщение второй теореìы Массера
и с поìощüþ контрприìеров показаëи, ÷то оно
неверно. Это привеëо к опреäеëениþ понятия
обобщенно-периоäи÷ескоãо реøения, характери-
зуþщеãо ситуаöиþ типи÷ескоãо повеäения реøе-
ний норìаëüной систеìы. Центраëüный резуëüтат
состоит в форìуëировке теореìы существования
этоãо реøения. Доказатеëüство теореìы ìожно
найти в книãе [10].

В äокëаäе рассìотрен ÷астный вариант нор-
ìаëüной систеìы, коãäа ее правая ÷астü не зависит
от переìенной вреìени. Дëя этоãо сëу÷ая конкре-
тизировано опреäеëение обобщенно-периоäи÷ес-
коãо реøения и äана новая форìуëировка теореìы
еãо существования.

Привеäены наибоëее важные виäы периоäи÷ес-
ких и бëизких к ниì реøений норìаëüной систе-
ìы и ее изу÷енноãо ÷астноãо варианта. В преäëо-
женной кëассификаöии преäставëены äевятü ви-
äов реøений.

Дан приìер построения обобщенно-периоäи-
÷еских реøений в распреäеëенной коìпüþтерной
среäе с испоëüзованиеì сиìвоëüных вы÷исëений.

4. ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÀß È ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÀß
ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ

4.1. Îñíîâíûå òåìû íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé

Анаëиз äокëаäов, преäставëенных на основных
теорети÷еских секöиях, показаë, ÷то по кëþ÷евыì
признакаì — реøаеìой заäа÷е, испоëüзуеìыì
среäстваì и основноìу нау÷ноìу резуëüтату — äо-
кëаäы ìожно отнести к треì теìаì:
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— ìетоäоëоãи÷еские основы иäентификаöии;
— ìатеìати÷еские основы структурной иäенти-

фикаöии;
— ìатеìати÷еские основы параìетри÷еской

иäентификаöии.
Автораìи äокëаäов в основноì явëяþтся со-

труäники РАН и вузов, при÷еì реãионаëüные на-
у÷ные орãанизаöии преäставëены в составе сек-
öий не ìенüøе, а иноãäа и зна÷итеëüно боëüøе,
÷еì ìосковские нау÷ные öентры. Набëþäается
тенäенöия увеëи÷ения ÷исëа нау÷ных иссëеäова-
ний, выпоëняеìых совìестно сотруäникаìи РАН
и вузов.

4.2. Íàó÷íûå îñíîâû ñòðóêòóðíîé
èäåíòèôèêàöèè è ïðàêòèêà

Соäержание äокëаäов секöий «Структурная
иäентификаöия» и «Параìетри÷еская иäентифи-
каöия» существенно расøиряет наøе пониìание
основных при÷ин труäностей теорети÷еских иссëе-
äований по структурной иäентификаöии. Впервые
в äокëаäах и обсужäениях уäаëосü выäеëитü и
обосноватü как öентраëüные äве пробëеìы ìето-
äоëоãи÷еских основ структурной иäентификаöии:

— разработка статисти÷еских заäа÷ построения
оптиìаëüноãо аëãоритìа преäваритеëüноãо выбо-
ра разìерностей векторных параìетров ìатеìати-
÷ескоãо описания объекта автоìатизаöии;

— разработка ìетоäов орãанизаöии иäентифи-
каöии на уровне оперирования ìатеìати÷ескиìи
среäстваìи.

Можно высказатü сëеäуþщие проãнозы. Преä-
ставëяется, ÷то разработка наукоеìких техноëоãий
структурной иäентификаöии äëя ускорения про-
öессов созäания систеì автоìати÷ескоãо управëе-
ния, а также распространение фиëософии, ìето-
äоëоãии и ìатеìати÷ескоãо аппарата нау÷ных ос-
нов иäентификаöии на разработку систеì äруãоãо
типа существенно зависят от уровня изу÷енности
äанных ìетоäоëоãи÷еских пробëеì.

Известно, ÷то основная труäностü созäания
наукоеìких техноëоãий вызвана наëи÷иеì зна÷и-
теëüноãо твор÷ескоãо коìпонента в проöессах
первона÷аëüноãо накопëения ìоäеëüных знаний
об объекте автоìатизаöии. Преäставëяется, ÷то
«прояснение» указанных ìетоäоëоãи÷еских про-
бëеì зна÷итеëüно обëеã÷ит форìаëизаöиþ соäер-
жатеëüных преäставëений о структурной иäенти-
фикаöии на основе языка и аппарата ìатеìатики.
Вëияние субъекта иäентификаöии на проöесс
иäентификаöии, по-виäиìоìу, не уìенüøится
посëе провеäенной форìаëизаöии и ÷асти÷ной ав-
тоìатизаöии. Оäнако это вëияние ìожно буäет ëо-
каëизоватü с поìощüþ ясно и ÷етко поставëенных
вопросов, сфорìуëированных на профессионаëü-

ноì языке субъекта. При÷еì основнуþ ÷астü
структурной иäентификаöии ìожно буäет выпоë-
нитü в раìках спеöиаëüноãо интерактивноãо про-
ãраììноãо коìпëекса.

В резуëüтате существенно расøирится состав
траäиöионных САПР бëаãоäаря äобавëениþ спе-
öиаëüноãо интерактивноãо проãраììноãо коìпо-
нента. Он позвоëит непосреäственно в раìках
САПР оперативно реаëизоватü структурнуþ иäен-
тификаöиþ объекта автоìатизаöии, т. е. поëу÷итü
практи÷ески приеìëеìое прибëижение к неизвес-
тноìу типу аäекватной ìатеìати÷еской ìоäеëи
объекта. Появится также возìожностü созäаватü
коìпüþтерные тренажеры äëя обу÷ения уìенияì
и навыкаì орãанизаöии структурной иäентифика-
öии при созäании реаëüных систеì автоìати÷ес-
коãо управëения. Зäесü терìин «тип ìоäеëи» озна-
÷ает параìетри÷еское сеìейство соäержатеëüно
интерпретированных уравнений, которое соäер-
жит ìоäеëü.

И еще оäин проãноз. Известно, ÷то ãруппа раз-
работ÷иков новой систеìы автоìати÷ескоãо управ-
ëения способна преоäоëетü практи÷ески ëþбуþ на-
÷аëüнуþ ìоäеëüнуþ неопреäеëенностü, есëи она
с÷итает, ÷то это необхоäиìо äëя реаëизаöии пос-
тавëенноãо техни÷ескоãо заäания. Преäставëяет-
ся, ÷то и наука способна в нау÷ноì знании выра-
зитü существенные характеристики и ìеханизìы
познаватеëüной ÷еëове÷еской äеятеëüности (по пре-
оäоëениþ ìоäеëüных неопреäеëенностей) в объеìе,
äостато÷ноì äëя эффективноãо испоëüзования
фунäаìентаëüноãо ìатеìати÷ескоãо знания тео-
рии автоìати÷ескоãо управëения в проöессах ре-
øения практи÷еских заäа÷ управëения.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

На основании обсужäения äокëаäов и выступëе-
ний у÷астников конференöии быëо принято реøе-
ние, в котороì, в ÷астности, ãоворится сëеäуþщее.

Иäентификаöия в настоящее вреìя — обяза-
теëüный эëеìент и наибоëее труäный этап реøе-
ния актуаëüных практи÷еских заäа÷. Иìенно в
проöессе реаëüной иäентификаöии созäаþтся все
описания реаëüности, необхоäиìые в ка÷естве ис-
хоäных äанных äëя эффективноãо практи÷ескоãо
приìенения ìатеìати÷еских ìетоäов и сëожных
наукоеìких техноëоãий. Поэтоìу разработка ìате-
ìати÷еских среäств и ìетоäов орãанизаöии иäенти-
фикаöии иìеет в настоящее вреìя боëüøое при-
кëаäное зна÷ение.

Развитие ìатеìати÷еских ìетоäов и ìетоäоëо-
ãии поиска аäекватной ìатеìати÷еской ìоäеëи
сей÷ас так же актуаëüно и практи÷ески зна÷иìо,
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как и в 1950-е ãã., коãäа они зарожäаëисü поä вëи-
яниеì насущных пробëеì практики. Постоянная
необхоäиìостü в оптиìизаöии проöесса реøения
практи÷еских заäа÷ бëаãоäаря раöионаëüной иäен-
тификаöии стиìуëирует развитие ìатеìати÷ескоãо
аппарата и ìетоäоëоãии иäентификаöии систеì.
Поэтоìу по-прежнеìу актуаëüны äëя фунäаìен-
таëüной науки такие теìы, как ìатеìати÷еские ос-
новы параìетри÷еской и непараìетри÷еской иäен-
тификаöий, ìатеìати÷еское ìоäеëирование, ìате-
ìати÷еские пробëеìы аäаптивноãо управëения,
ìетоäы орãанизаöии иäентификаöии при извест-
ноì типе аäекватной ìатеìати÷еской ìоäеëи объ-
екта автоìатизаöии.

Развитие иäентификаöии систеì, основанное
на признании реøаþщей роëи ÷еëове÷ескоãо фак-
тора в проöессе структурной иäентификаöии, иìе-
ет искëþ÷итеëüно важное зна÷ение äëя реøения
труäных практи÷еских пробëеì. Поэтоìу в раìках
фунäаìентаëüной науки актуаëüны такие теìы,
как систеìы нау÷ных знаний об иäентификаöии,
конöептуаëüные основы иäентификаöии, ìатеìа-
ти÷еские основы структурной иäентификаöии,
ìетоäы орãанизаöии структурной иäентификаöии,
ìетоäы иäентификаöии орãанизаöионных и соöи-
аëüно-эконоìи÷еских систеì.

Иäентификаöия систеì как нау÷ная äисöипëи-
на, в которой порожäается и конöентрируется ра-
öионаëüное знание о ìеханизìах иäентификаöии,
прежäе всеãо, техноëоãи÷еских проöессов, ìожет в
сиëу своей уникаëüной пробëеìатики рассìатри-
ватüся в ка÷естве базисноãо направëения совре-
ìенной науки.

В настоящее вреìя развитие иäентификаöии
систеì существенно сäерживается наëи÷иеì ряäа
труäных пробëеì. В первуþ о÷ереäü, они обусëов-
ëены разруøениеì ее каäровоãо обеспе÷ения в
связи с неäостато÷ныì финансированиеì фунäа-
ìентаëüных иссëеäований, которое не стиìуëиру-
ет приток ìоëоäых спеöиаëистов в российскуþ на-
уку. Анаëоãи÷ные труäности возникëи, на наø
взãëяä, во ìноãих нау÷ных направëениях Россий-
ской акаäеìии наук. Эти пробëеìы не ìоãут бытü
разреøены разрозненныìи усиëияìи отäеëüных
у÷еных; необхоäиìы скоорäинированные коëëек-
тивные äействия всеãо нау÷ноãо сообщества по

оптиìизаöии своей структуры и äеятеëüности. Ис-
тори÷еская роëü äействуþщеãо сей÷ас покоëения
пятиäесяти — øестиäесятиëетних у÷еных (эëиты
нау÷ных направëений), по-виäиìоìу, состоит в
тоì, ÷тобы поäãотовитü и осуществитü аäаптаöиþ
Российской акаäеìии наук к усëовияì существу-
þщей и буäущей рыно÷ной среäы и при этоì со-
хранитü траäиöионные российские нау÷ные öент-
ры фунäаìентаëüных иссëеäований.
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3 иþëя 2009 ã. посëе тяжеëой боëезни на 72-ì ãо-
äу жизни скон÷аëся ãëавный нау÷ный сотруäник
Института пробëеì управëения иì. В.А. Трапез-
никова РАН, äоктор техни÷еских наук, профессор,
ëауреат Госуäарственной преìии СССР, акаäеìик
Акаäеìии неëинейных наук, ÷ëен реäкоëëеãии
журнаëа "Пробëеìы управëения" Станисëав Дани-
ëови÷ Зеìëяков.

С.Д. Зеìëяков роäиëся в Москве 23 иþëя 1937 ã.
в сеìüе рабо÷их. Еãо отеö поãиб на фронте в первый
ìесяö Веëикой Оте÷ественной войны. Станисëав
Даниëови÷ рос в стесненных ìатериаëüных усëови-
ях и провоäиë вреìя в коìпании äворовых ребят,
ìноãие из которых, как он саì рассказываë, позже
уãоäиëи в тþрüìу. Теì не ìенее, он не попаë поä
вëияние криìинаëüной уëиöы и, буäу÷и от приро-
äы незауряäной, твор÷еской ëи÷ностüþ, в 1954 ã.
поступиë в Московский авиаöионный институт, по
окон÷ании котороãо в ìарте 1960 ã. быë направëен
в Институт автоìатики и теëеìеханики АН СССР
(с 1972 ã. — Институт пробëеì управëения).

С первых äней работы в Институте С.Д. Зеì-
ëяков проявиë себя как о÷енü способный инже-
нер. В проöессе работы он активно и с ãëубокиì
интересоì изу÷аë новые книãи и журнаëüные ста-
тüи по теории управëения. Леãко написаë и успеø-
но защитиë в 1965 ã. канäиäатскуþ, а в 1973 ã. —
äокторскуþ äиссертаöии. В 1980 ã. еìу быëо при-
своено звание профессора.

Станисëав Даниëови÷ — оäин из созäатеëей те-
ории аäаптивных систеì с ìоäеëüþ. Иì преäëо-

жен ìетоä синтеза основноãо контура öеëоãо кëас-
са систеì, ввеäено понятие обобщенноãо настра-
иваеìоãо объекта и разработана ìетоäика синтеза
еãо структуры на основе теории инвариантности.
Впервые в ìировой практике иì быëи синтезиро-
ваны аëãоритìы аäаптаöии на основе пряìоãо ìе-
тоäа Ляпунова.

Основопоëаãаþщие резуëüтаты С.Д. Зеìëяков
поëу÷иë в теории аäаптивноãо коорäинатно-пара-
ìетри÷ескоãо управëения. Иì преäëожены при-
нöип настраиваеìой работоспособности, конöеп-
öия восстанавëиваеìой функöионаëüной работос-
пособности и настраиваеìой стратеãии управëения
и развита теория техни÷еской управëяеìости. При
еãо непосреäственноì у÷астии разработаны и
впервые в СССР внеäрены аäаптивные систеìы
управëения ракетаìи.

В посëеäние ãоäы Станисëав Даниëови÷ рабо-
таë наä созäаниеì теории управëения боëüøиìи
косìи÷ескиìи конструкöияìи и ëетаþщиìи кос-
ìи÷ескиìи роботаìи.

С.Д. Зеìëяков — автор äвух ìоноãрафий, спра-
во÷ника по теории автоìати÷ескоãо управëения.
Иì опубëиковано боëее 150 статей в веäущих жур-
наëах наøей страны. Как у÷ёный он известен не
тоëüко в России, но и во ìноãих странах. Станис-
ëав Даниëови÷ ìноãократно выезжаë с äокëаäаìи
на ìежäунароäные конãрессы, конференöии, сиì-
позиуìы в США, Анãëиþ, Франöиþ, Герìаниþ,
Итаëиþ и äруãие страны. Еãо äокëаäы всеãäа вы-
зываëи боëüøой интерес у сëуøатеëей.

В те÷ение 35-ти ëет С.Д. Зеìëяков веë пеäаãо-
ãи÷ескуþ работу в вузах наøей страны. Посëеäние
22 ãоäа ÷итаë веäущие курсы на оäной из кафеäр
Московскоãо ãосуäарственноãо университета при-
боростроения и инфорìатики. Искренне и беско-
рыстно äеëиëся своиìи знанияìи с товарищаìи
по работе.

С.Д. Зеìëяков быë ÷ëеноì У÷еноãо совета Ин-
ститута, у÷еныì секретареì секöии этоãо совета,
÷ëеноì äвух äиссертаöионных советов Института
по присужäениþ у÷еных степеней. Буäу÷и ÷ëеноì
реäкоëëеãии журнаëа «Пробëеìы управëения», не-
устанно способствоваë повыøениþ нау÷ноãо уров-
ня пубëикуеìых ìатериаëов, неоäнократно пубëи-
коваë свои нау÷ные статüи и от÷ёты о ìежäуна-
роäных конференöиях, в которых он у÷аствоваë.

Станисëав Даниëови÷ быë в высøей степени
интеëëиãентныì ÷еëовекоì, äоброжеëатеëüныì,
необыкновенно по-äоброìу относиëся к коëëеãаì
по работе и товарищаì по жизни.

Светлая и долгая память о Станиславе Даниловиче Землякове — большом ученом и замечательном человеке 
сохранится в памяти всех, кто имел счастье знать его и общаться с ним.

Сотрудники Института проблем управления,
редколлегия и редакция журнала «Проблемы управления»

Ñòàíèñëàâ Äàíèëîâè÷ ÇÅÌËßÊÎÂ
1937—2009
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Bolodurina I.P., Lugovskova Ul.P.

The paper presents the controllable model that allows to investigate
human immunity mechanisms. The optimization problem described by a

system of nonlinear differential equations with a retarded argument and
discontinuous right side is set, and its solution algorithm is proposed. The
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