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ÓÄÊ 681.3.057.51-7.311.17

ÊÎÍÖÅÏÖÈß ÁÀÍÊÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÍÀÍÈÉ 
ÄËß ÍÀÓ×ÍÛÕ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉ.

×. 1. Ìåòàôîðà1

À.Ñ. Êëåùåâ

Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ ÄÂÎ ÐÀÍ, ã. Âëàäèâîñòîê

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Доказатеëüство теореì явëяется твор÷еской äе-
ятеëüностüþ. Несìотря на то, ÷то ей пытаþтся
у÷итü äетей еще в øкоëе, она остается труäной и
äëя профессионаëüных ìатеìатиков. Нау÷ная зна-
÷иìостü автоìатизаöии этой äеятеëüности обсуж-
äаëасü в статüе [1]. Основная в обëасти теорети-
÷еской ìатеìатики, она заниìает зна÷итеëüное
ìесто и в прикëаäной ìатеìатике, а также в на-
уках, связанных с активныì испоëüзованиеì ìа-
теìати÷еских знаний, — в физике, техни÷еских
науках и äр. Наконеö, и в проãраììировании äо-
казатеëüство правиëüности аëãоритìов и проãраìì
составëяëо ìе÷ту ìноãих выäаþщихся у÷еных. Оä-
нако ни оäна из существуþщих систеì автоìати-
÷ескоãо иëи интерактивноãо äоказатеëüства тео-
реì не испоëüзуется систеìати÷ески в нау÷ной äе-
ятеëüности.

Цеëü настоящей статüи закëþ÷ается в разработ-
ке конöепöии и реаëизуþщих ее ìеханизìов äëя
систеìы коìпüþтерной поääержки нау÷ной äе-
ятеëüности в обëасти ìатеìатики. В первой ÷асти
привоäится ìетафора систеìы и структура вне-
øней ìоäеëи ìатеìати÷еской практики.

1. ÑÈÑÒÅÌÛ ÈÍÒÅÐÀÊÒÈÂÍÎÃÎ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß 
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂ

Иäея форìаëизаöии ìатеìатики иìеет äоëãуþ
траäиöиþ. Возìожностü ÷исто синтакси÷ескоãо
построения ìатеìатики и ìехани÷еской проверки
правиëüности äоказатеëüств быëа показана в пер-
вой поëовине XX в. Во второй поëовине быëи раз-
работаны коìпüþтерные систеìы, с поìощüþ ко-
торых быëи поëу÷ены некоторые нетривиаëüные
ìатеìати÷еские резуëüтаты. В те÷ение посëеäних
äесятиëетий быëи созäаны коìпüþтерные систе-
ìы и среäы äëя проверки правиëüности и поìощи
в построении äоказатеëüств, такие как Coq [2],
Isabelle [3] и HOL [4]. Эти среäства обеспе÷иваþт
высокуþ степенü уверенности в правиëüности по-
ëу÷енных с их поìощüþ äоказатеëüств. Они наø-
ëи приìенение äëя верификаöии эëеìентной ба-
зы и проãраììноãо обеспе÷ения коìпüþтеров, но
построение корпуса ìехани÷ески верифиöирован-
ной ìатеìатики пока остается неäостижиìой ìе÷-
той [5]. Друãиì приëожениеì явëяется обу÷ение
ìатеìатике [6].

Боëüøинство из этих систеì оäнопоëüзоватеëü-
ские, а некоторые — свобоäно распространяеìые.
Их установка на персонаëüноì коìпüþтере äо-
воëüно сëожна, при÷еì поëüзоватеëü в резуëüтате
поëу÷ает «пустуþ» систеìу (без базы знаний). Ис-
кëþ÷ение составëяет систеìа ActiveMath [6], ãäе

На основе расøиряеìой внутренней ìоäеëи ìатеìати÷еской практики и ìоäеëи анаëо-

ãии ìежäу äоказатеëüстваìи преäëожена конöепöия систеìы коìпüþтерной поääержки

нау÷ной äеятеëüности в обëасти ìатеìатики и реаëизуþщих ее ìеханизìов. Привеäена

ìетафора систеìы и структура внеøней ìоäеëи ìатеìати÷еской практики.

1
 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ,

проект 06-070-89071-а, и ДВО РАН в раìках Проãраììы № 15
ОЭММПУ РАН, проект 06-I-П15-055.

àòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿÌ



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

3ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 4 • 2008

Интернет испоëüзуется как среäство общения
ìежäу препоäаватеëяìи и стуäентаìи.

Работа с такой систеìой на÷инается с форìи-
рования некотороãо проекта, связанноãо, напри-
ìер, с поискоì äоказатеëüства некоторой теоре-
ìы иëи с форìаëüной верификаöией проãраììы.
Проект преäставëяет собой оäну иëи нескоëüко те-
орий, образуþщих сетü (ãраф без öикëов), в кото-
рой кажäый потоìок расøиряет оäну иëи нескоëü-
ко роäитеëüских теорий. Форìированиеì теорий
заниìается «спеöиаëист по спеöификаöияì». Лиøü
посëе тоãо, как сфорìированы все необхоäиìые
теории, «спеöиаëист по äоказатеëüстваì» ìожет
приступитü к интерактивноìу построениþ äоказа-
теëüств теореì [7]. Есëи при построении о÷ереä-
ноãо äоказатеëüства выясняется, ÷то в сфорìиро-
ванных теориях не хватает необхоäиìых äëя этоãо
знаний (аксиоì, опреäеëений иëи теореì), поëü-
зоватеëü вынужäен приостанавëиватü построение
äоказатеëüства и перехоäитü в режиì форìирова-
ния теорий.

При форìировании теорий «спеöиаëист по
спеöификаöияì» вынужäен испоëüзоватü язык с
фиксированныì синтаксисоì, явëяþщийся ëибо
языкоì ис÷исëения преäикатов, ëибо еãо расøи-
рениеì, äопускаþщиì некоторые кëассы арифìе-
ти÷еских, теоретико-ìножественных и иных фор-
ìуë. «Спеöиаëист по äоказатеëüстваì» вынужäен
строитü поëные äоказатеëüства в раìках фикси-
рованноãо ис÷исëения преäикатов первоãо иëи бо-
ëее высокоãо поряäка. Доказатеëüство форìирует-
ся как посëеäоватеëüностü коìанä. На о÷ереäноì
øаãе «спеöиаëист по äоказатеëüстваì» анаëизиру-
ет состояние äоказатеëüства и форìирует о÷ереä-
нуþ коìанäу. Систеìа выпоëняет ее и преäстав-
ëяет еìу новое состояние. Состояние äоказатеëü-
ства характеризуется нескоëüкиìи открытыìи (еще
не äоказанныìи) öеëяìи. Кроìе тоãо, оно ìожет
иìетü и äруãие эëеìенты, такие как ëокаëüные
описания и преäпоëожения. Построение äоказа-
теëüства закан÷ивается, коãäа äостиãнуто состоя-
ние, в котороì нет открытых öеëей [8, 9].

Опыт приìенения таких систеì показаë, ÷то
построение поëных äоказатеëüств в раìках фикси-
рованноãо ис÷исëения сëиøкоì труäоеìко. Мате-
ìатик обы÷но иìеет äоëãовреìенный пëан äëя
сëожных äоказатеëüств, который с÷итается не-
преäставиìыì на уровне ис÷исëения (отäеëüных
øаãов вывоäа). Боëее тоãо, в хороøо известной
еìу обëасти он иìеет ìножество стратеãий, техник
и приеìов äоказатеëüства. Иäея ìоäеëирования
этих способностей на коìпüþтере состоит в сëе-
äуþщеì. Пëан естü преäставëение äоказатеëüства
на боëее высокоì уровне абстракöии, ÷еì уровенü
ëоãи÷ескоãо ис÷исëения. Он состоит из посëеäова-
теëüности ìакрооператоров, таких как приìенение
ãоìоìорфизìов, приìенение ëеìì, некоторые уп-
рощения, äифференöирование иëи интеãрирова-
ние функöий, вызов систеìы автоìати÷ескоãо äо-

казатеëüства иëи коìпüþтерной аëãебры, спеöиа-
ëизированной проöеäуры и äр. Кажäый из этих
ìакрооператоров ìожет бытü раскрыт в посëеäо-
ватеëüностü øаãов вывоäа и называется тактикой.
Метоäы äоказатеëüств поëу÷аþтся из тактик äо-
бавëениеì к ниì преäусëовий и постусëовий.
Стратеãии äоказатеëüств объеäиняþт вìесте взаи-
ìосвязанные ìетоäы и поисковые эвристики. В та-
ких расøиренных ис÷исëениях построение äока-
затеëüств заìеняется построениеì пëанов äоказа-
теëüств (автоìати÷ескиì иëи интерактивныì).
Пëан естü посëеäоватеëüностü ìетоäов. Доказа-
теëüство явëяется резуëüтатоì выпоëнения пëана.
Дëя обëеã÷ения проöесса построения äоказа-
теëüств иëи их пëанов некоторые систеìы соäер-
жат ìеханизì преäëожения коìанä: поëüзоватеëþ
выäается список коìанä, приìениìых в текущеì
состоянии äоказатеëüства иëи еãо пëана, из кото-
роãо он выбирает необхоäиìуþ коìанäу и уто÷ня-
ет ее арãуìенты [10, 11].

В проöессе взаиìоäействия с систеìаìи интер-
активноãо построения äоказатеëüств поëüзоватеëü
вынужäен оперироватü такиìи понятияìи, как:
проект, теория, иерархия теорий, потоìок теории,
преäок теории; ëоãи÷еский контекст, ëоãи÷еский
базис, внеëоãи÷еский контекст; аксиоìа, теореìа;
форìуëа, терì, константа, тип, сорт; äоказатеëüс-
тво, öеëü, ãëавная öеëü, øаã äоказатеëüства, коìан-
äа построения äоказатеëüства, состояние äоказа-
теëüства, открытая öеëü, попытка äоказатеëüства.
Интерфейс таких систеì основан на äвух аëüтер-
нативных принöипах — текстовоì ввоäе инфорìа-
öии, с посëеäуþщиì контроëеì ее синтакси÷еской
правиëüности, и совокупности выборов инфорìа-
öии из списков. Обы÷но обе эти возìожности
присутствуþт в интерфейсе в тоì иëи иноì со÷е-
тании [9].

Рассìотриì, в какой ìере систеìы, обëаäаþ-
щие поäобныìи свойстваìи, приãоäны äëя ис-
поëüзования в ìатеìати÷еских иссëеäованиях.

Сëожная установка оäнопоëüзоватеëüской сис-
теìы на персонаëüноì коìпüþтере не ìожет бытü
приеìëеìой, поскоëüку у÷еный-ìатеìатик не всеã-
äа обëаäает äостато÷ной äëя этоãо коìпüþтерной
ãраìотностüþ. Интернет-систеìы в этоì отноøе-
нии явно преäпо÷титеëüнее. Оäнако пряìое взаи-
ìоäействие поëüзоватеëей ìежäу собой во вреìя
сеансов их работы вряä ëи требуется.

«Пустые» систеìы вообще неприìениìы äëя
нау÷ных иссëеäований. Среäства поääержки нау÷-
ной äеятеëüности ìоãут испоëüзоватüся ëиøü тоã-
äа, коãäа соäержат зна÷итеëüнуþ ÷астü уже накоп-
ëенных ìатеìати÷еских знаний. Принöип фор-
ìирования отäеëüных «проектов», т. е. сетей баз
знаний, спеöиаëüно орãанизованных äëя öеëей äо-
казатеëüства отäеëüной теореìы иëи совокупности
соäержатеëüно связанных теореì, также неприеì-
ëеì. Иссëеäоватеëяì нужна общая база ìатеìати-
÷еских знаний, к которой они сìоãут быстро при-
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выкнутü, при÷еì орãанизованная такиì образоì,
÷тобы они ìоãëи äостато÷но ëеãко ориентироватü-
ся в ней при поиске необхоäиìой инфорìаöии.

Разäеëение роëей «спеöиаëиста по спеöифика-
öии» теорий и «спеöиаëиста по äоказатеëüству» те-
ореì, а также строãо посëеäоватеëüный поряäок их
работы противоре÷ат ìатеìати÷еской практике,
поскоëüку в работе иссëеäоватеëя эти äва виäа äе-
ятеëüности тесно перепëетены и постоянно ÷ере-
äуþтся.

Хотя при написании форìуë ìатеìатик вынуж-
äен собëþäатü öеëый ряä правиë синтаксиса, оä-
нако перехоä при их ввоäе с ìатеìати÷ескоãо äиа-
ëекта на еãо форìаëüный анаëоã, который требует
знания зна÷итеëüноãо ÷исëа äопоëнитеëüных пра-
виë, также явëяется неприеìëеìыì. Стоëü же не-
приеìëеì фиксированный синтаксис такоãо язы-
ка, поскоëüку ìатеìати÷еский äиаëект постоянно
развивается по ìере развития ìатеìатики. Поëные
äоказатеëüства не строятся в ìатеìати÷еской прак-
тике, несìотря на призывы ревнитеëей их äосто-
верности. Поэтоìу необхоäиìостü построения
поëных äоказатеëüств отпуãивает от таких систеì
боëüøинство ìатеìатиков. Наконеö, неприеìëе-
ìа и фиксированная форìаëüная систеìа (ис÷ис-
ëение), в раìках которой строятся äоказатеëüства,
поскоëüку äо сих пор неизвестны попытки прак-
ти÷ески приеìëеìой коäификаöии правиë ìате-
ìати÷ескоãо рассужäения. Построение äоказа-
теëüства в виäе посëеäоватеëüности коìанä ìожно
с÷итатü приеìëеìыì, есëи набор возìожных ко-
ìанä уäовëетворитеëен äëя поëüзоватеëей.

Возìожностü расøирятü ис÷исëение, несоì-
ненно, проãрессивная иäея. Оäнако такие расøи-
рения äоëжны выпоëнятüся ëибо саìиìи ìатеìа-
тикаìи в хоäе построения äоказатеëüств, ëибо
систеìой на основе анаëиза этих äоказатеëüств.
Испоëüзование проöеäурноãо ìетаязыка (иëи ìак-
роязыка) äëя описания повторно испоëüзуеìых
тактик, ìетоäов и стратеãий искëþ÷ает возìож-
ностü у÷астия боëüøинства ìатеìатиков в рас-
øирении ис÷исëения. Выäеëение же работы по
расøирениþ ис÷исëения в саìостоятеëüнуþ äе-
ятеëüностü требует орãанизаöии оперативноãо вза-
иìоäействия ìежäу ее испоëнитеëяìи (проãраì-
ìистаìи) и ìатеìатикаìи, у которых возникает
потребностü в таких расøирениях при построении
äоказатеëüств. Саìостоятеëüной пробëеìой вы-
ступает обеспе÷ение правиëüности тактик, ìето-
äов и стратеãий, преäставëенных в виäе проãраìì,
относитеëüно их спеöификаöии (преäусëовий и
постусëовий) и соäержатеëüноãо описания (без
котороãо их испоëüзование ìатеìатикаìи оказы-
вается невозìожныì). Это же, но в еще боëüøей
степени, относится и к повторно испоëüзуеìыì
пëанаì äоказатеëüств. Важен ìеханизì преäëоже-
ния коìанä при усëовии, ÷то ìатеìатик пониìает,
÷то еìу преäëаãается.

Жеëатеëüно, ÷тобы при взаиìоäействии с по-
äобныìи систеìаìи поëüзоватеëþ прихоäиëосü
оперироватü как ìожно ìенüøиì ÷исëоì неìате-
ìати÷еских понятий, из которых боëüøуþ ÷астü
жеëатеëüно выäатü за понятия, в терìинах кото-
рых в ìатеìати÷еской ëитературе обы÷но описы-
вается проöесс построения äоказатеëüств. В про-
öессе построения äоказатеëüства текстовый ввоä
инфорìаöии с посëеäуþщиì синтакси÷ескиì кон-
троëеì неприеìëеì по äвуì при÷инаì: он требует
знания ìатеìатикаìи синтаксиса такоãо языка
(а они не хотят у÷итü новые форìаëüные языки);
в сëу÷ае соверøения синтакси÷еских оøибок про-
öесс их обнаружения и устранения ìожет оказатü-
ся äëя ìатеìатиков сëиøкоì сëожныì (из-за не-
то÷ной äиаãностики и навеäенных оøибок). Вы-
бор инфорìаöии из списков не обëаäает этиìи
неäостаткаìи, но не всеãäа привы÷ен.

Такиì образоì, на пути приìенения систеì
интерактивноãо построения äоказатеëüств äëя на-
у÷ных приìенений ëежит еще ìноãо нереøенных
пробëеì.

2. ÌÅÒÀÔÎÐÀ ÁÀÍÊÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÍÀÍÈÉ

В ка÷естве ìетафоры äëя коìпüþтерной поääе-
ржки ìатеìати÷еских иссëеäований (назовеì такуþ
систеìу «Банк ìатеìати÷еских знаний» (БМЗ))
возüìеì орãанизаöиþ ìатеìати÷еской практики.
Чеì бëиже такой банк буäет к этой ìетафоре, теì
боëее востребованныì он ìожет оказатüся.

Цеëü ìатеìати÷еских иссëеäований состоит в
расøирении ìатеìати÷еских знаний, в тоì ÷исëе
в форìуëировании новых аксиоìати÷еских сис-
теì, опреäеëений и ìатеìати÷еских утвержäений
(теореì, ëеìì и т. п.), а также их äоказатеëüстве.
Доступные äëя выпоëнения этой äеятеëüности и
расøиряеìые в резуëüтате нее ìатеìати÷еские
знания, поìиìо персонаëüных знаний ее у÷астни-
ков, практи÷ески неäоступных äëя äруãих, распре-
äеëены ìежäу у÷ебникаìи и справо÷никаìи (ãäе
их ëеã÷е всеãо найти), ìоноãрафияìи (ãäе их найти
нескоëüко труäнее), а также нау÷ныìи статüяìи
(ãäе их найти труäнее всеãо в сиëу обиëия таких
статей). В этой äеятеëüности приниìает у÷астие
боëüøое ÷исëо спеöиаëистов, которых ìожно ус-
ëовно разäеëитü на потребитеëей знаний (препо-
äаватеëей, стуäентов и прикëаäных спеöиаëистов),
ãенераторов знаний иëи иссëеäоватеëей (тех, кто
заниìается поëу÷ениеì новых ìатеìати÷еских
знаний) и интеãраторов знаний (тех, кто заниìа-
ется систеìатизаöией ìатеìати÷еских знаний).
Исто÷никаìи äëя потребитеëей знаний сëужат
у÷ебники, справо÷ники, реже ìоноãрафии, еще
реже нау÷ные статüи. Резуëüтатоì äеятеëüности
иссëеäоватеëей явëяþтся нау÷ные статüи, а ре-
зуëüтатоì äеятеëüности интеãраторов — ìоноãра-
фии, у÷ебники и справо÷ники. Есëи иссëеäоватеëü
в статüе испоëüзует (и ввоäит) ëиøü такое ìножес-
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тво понятий, которое äостато÷но, ÷тобы преäста-
витü форìуëировки и äоказатеëüства новых ут-
вержäений, то интеãратор вынужäен форìироватü
боëее øирокуþ систеìу понятий, в которой ìоãут
бытü преäставëены все вкëþ÷енные в ìоноãра-
фиþ, справо÷ник иëи у÷ебник утвержäения и äо-
казатеëüства. Поэтоìу интеãратор, испоëüзуя свои
и (иëи) ÷ужие статüи, форìирует боëее иëи ìенее
зна÷итеëüный фраãìент ìатеìати÷еских знаний.
Есëи в резуëüтате äеятеëüности иссëеäоватеëей
знания растут экстенсивно, то интеãраторы пре-
вращаþт те иëи иные их ÷асти в систеìы (способс-
твуþт интенсивноìу накопëениþ знаний).

Банк ìатеìати÷еских знаний сëеäует рассìат-
риватü как систеìу äëя накопëения äостоверных
ìатеìати÷еских знаний. Реаëüное накопëение
знаний возìожно ëиøü в тоì сëу÷ае, есëи в этой
работе ìожет принятü у÷астие ëþбой заинтересо-
ванный иссëеäоватеëü. Не ìенее важна и äеятеëü-
ностü интеãраторов, в заäа÷у которых вхоäит при-
веäение разрозненных знаний, соответствуþщих
интересаì отäеëüных иссëеäоватеëей, в систеìы.
Наконеö, знания, накапëиваеìые в БМЗ, äоëжны
бытü øироко äоступны, ÷тобы все заинтересован-
ные потребитеëи знаний ìоãëи не тоëüко иìи
поëüзоватüся, но и страховатü возìожные оøибки
иссëеäоватеëей и интеãраторов. Интернет явëяет-
ся той среäой, которая ìожет обеспе÷итü øирокое
и уäобное у÷астие всех заинтересованных ëиö в ра-
боте БМЗ. Принöипы орãанизаöии поäобных сис-
теì рассìатриваëисü в статüе [12].

Поëüзоватеëей БМЗ ìожно разäеëитü на ÷еты-
ре ãруппы — ãостей (потребитеëей знаний), ис-
сëеäоватеëей (ãенераторов знаний), интеãраторов
знаний и аäìинистраторов. Гостü ìожет ëиøü
просìотретü общуþ базу знаний БМЗ, а также со-
общитü аäìинистратораì о заìе÷енных в ней не-
äостатках. Матеìатик ìожет сäеëатü заявку на
у÷астие в работе БМЗ в ка÷естве иссëеäоватеëя, в
ответ поëу÷итü от аäìинистратора поëноìо÷ие на
развитие знаний БМЗ и испоëüзоватü это поëно-
ìо÷ие, форìируя своþ персонаëüнуþ базу знаний
(виртуаëüный анаëоã своеãо рабо÷еãо стоëа). Ин-
теãраторы знаний рассìатриваþт резуëüтаты äе-
ятеëüности кажäоãо иссëеäоватеëя по развитиþ
знаний БМЗ, нахоäящиеся в еãо персонаëüной ба-
зе знаний. Они реøаþт вопрос о вкëþ÷ении каж-
äоãо (возìожно ìоäифиöированноãо иìи) резуëü-
тата иссëеäоватеëя в общуþ базу знаний БМЗ.
Систеìные проöессы БМЗ поääерживаþт äеятеëü-
ностü иссëеäоватеëей и интеãраторов знаний, ос-
вобожäая их от ÷асти рутинной работы.

3. ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ ÂÍÅØÍÅÉ ÌÎÄÅËÈ
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÏÐÀÊÒÈÊÈ

В работе [13] быëи ввеäены понятия внутрен-
ней и внеøней ìоäеëей ìатеìати÷еской практики
и преäëожена внутренняя ìоäеëü äëя БМЗ. Даëее

ввоäится структура внеøней ìоäеëи äëя БМЗ и ус-
танавëивается соответствие ìежäу коìпонентаìи
ìатеìати÷еской практики и ее внеøней ìоäеëи.

Матеìати÷ескоìу äиаëекту ìожет бытü постав-
ëена в соответствие ãраììатика ìоäеëи ìатеìати-
÷ескоãо äиаëекта, преäставëенная в виäе расøи-
ренных форì Бекуса—Наура. Иссëеäоватеëи и
интеãраторы знаний äоëжны иìетü возìожностü
вкëþ÷атü в текущее состояние этой ãраììатики
новые правиëа ëибо ìоäифиöироватü существуþ-
щие äëя расøирения языка. Граììатика не охва-
тывает язык пропозиöионаëüной ëоãики, пос-
коëüку он явëяется фиксированныì (и ìожет бытü
встроен в БМЗ жестко). Язык описания неëоãи-
÷еских правиë рассужäения (ìетаязык внутренней
ìоäеëи) явëяется наäстройкой наä ìоäеëüþ ìате-
ìати÷ескоãо äиаëекта, расøиряется бëаãоäаря ей и
опреäеëяется ëиøü набороì типов синтакси÷еских
переìенных. Кажäый тип характеризуется нетер-
ìинаëüныì сиìвоëоì ãраììатики ìоäеëи ìате-
ìати÷ескоãо äиаëекта, терìинаëüные порожäения
котороãо образуþт ìножество возìожных зна÷е-
ний синтакси÷еских переìенных этоãо типа. Ис-
сëеäоватеëи и интеãраторы знаний äоëжны иìетü
возìожностü ввоäитü новые типы синтакси÷еских
переìенных.

Матеìати÷ескиì знанияì соответствует общая
база знаний, преäставëяþщая собой сетü разäеëов.
Всей сетüþ разäеëов äоëжен управëятü (ввоäитü
новые разäеëы и назна÷атü äëя них интеãраторов
знаний) ãëобаëüный аäìинистратор БМЗ. Инфор-
ìаöией внутри кажäоãо разäеëа äоëжен управëятü
интеãратор знаний этоãо разäеëа. Кажäый разäеë
ìожет иìетü нескоëüко преäков и потоìков. Раз-
äеë соäержит онтоëоãи÷еские знания (систеìы ак-
сиоì, опреäеëения терìинов и новых форìаëüных
способов записи), теореìы и ìоäеëи их интуитив-
ных äоказатеëüств. В разäеëе-потоìке справеäëи-
вы онтоëоãи÷еские знания всех еãо преäков. Ин-
форìаöии, соäержащейся на рабо÷еì стоëе иссëе-
äоватеëя и относящейся к еãо нау÷ной работе,
соответствует еãо персонаëüная база знаний. В ней
он ìожет ввоäитü свои разäеëы, онтоëоãи÷еские
знания, теореìы и äоказатеëüства.

Онтоëоãи÷еские знания и теореìы преäставëя-
þтся среäстваìи ìоäеëи ìатеìати÷ескоãо äиаëек-
та. Моäеëü кажäой теореìы, кроìе форìуëировки,
ìожет иìетü название (äëя обëеã÷ения ее поиска).

Интуитивныì äоказатеëüстваì соответствуþт
ìоäеëи интуитивных äоказатеëüств. В теории äо-
казатеëüств обы÷но разëи÷аþт поëное, форìаëü-
ное и интуитивное äоказатеëüства. Доказатеëüство
явëяется поëныì, есëи оно правиëüно (т. е. пра-
виëüные правиëа рассужäения и ìетоäы äоказа-
теëüства на кажäоì øаãе правиëüно приìеняþтся
к посыëкаì äëя вывоäа сëеäствий), показывает,
как äоказываеìое утвержäение сëеäует из посы-
ëок, и при этоì не ссыëается ни на какие неäока-
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занные утвержäения, кроìе онтоëоãи÷еских зна-
ний. Доказатеëüство явëяется форìаëüныì, есëи
оно выпоëнено в раìках некоторой форìаëüной
систеìы. Посëеäнее озна÷ает, ÷то все ìатеìати-
÷еские утвержäения, испоëüзованные в äоказа-
теëüстве, преäставëены на некотороì форìаëüноì
языке, а все испоëüзованные в неì правиëа рас-
сужäения явëяþтся правиëаìи вывоäа некоторой
форìаëüной систеìы, преäставëенныìи на неко-
тороì форìаëüноì ìетаязыке. Понятно, ÷то эти
äва опреäеëения явëяþтся конструктивныìи —
поëное иëи форìаëüное äоказатеëüство ìожно ра-
зобратü на ÷асти (ìатеìати÷еские утвержäения,
правиëа рассужäения иëи вывоäа, ìетоäы äоказа-
теëüства), äëя кажäой ÷асти ìожно установитü ее
правиëüностü, а äëя всеãо äоказатеëüства — пра-
виëüностü и поëноту еãо сборки из этих ÷астей.
Доказатеëüство явëяется интуитивныì (ИД), есëи
оно преäставëено в ìатеìати÷еской ëитературе.
О÷евиäно, ÷то это опреäеëение не явëяется конс-
труктивныì; из неãо сëеäует, ÷то пубëикаöия äо-
казатеëüства в ìатеìати÷еской ëитературе, äеëает
еãо интуитивныì. Оäнако сìысë этоãо опреäеëения
в äруãоì — все äоказатеëüства, иìеþщиеся в ìате-
ìати÷еской ëитературе, с÷итаþтся интуитивныìи
(есëи äоказатеëüство приниìается ìатеìати÷ес-
киì сообществоì, то оно явëяется интуитивныì).

У систеìы, не поääерживаþщей построения
ИД, нет øансов бытü востребованной в науке. Это
озна÷ает, ÷то усиëия, которые ìатеìатик äоëжен
затратитü на построение ëþбоãо äоказатеëüства с
ее поìощüþ, не äоëжны заìетно превыøатü уси-
ëий на построение соответствуþщеãо ИД обы÷ныì
способоì. Оäновреìенно, такая систеìа äоëжна
ãарантироватü правиëüностü ИД, построенных с ее
поìощüþ.

Отсþäа возникаþт äва вопроса: как устроено
ИД, и как ìожно проверитü (обеспе÷итü) еãо пра-
виëüностü? Ответ на второй вопрос о÷евиäен —
ИД явëяется правиëüныì, есëи еãо ìожно расøи-
ритü äо поëноãо и форìаëüноãо äоказатеëüства. На
первый вопрос неëüзя äатü ис÷ерпываþщий ответ
(äëя этоãо требуется провести анаëиз всех суще-
ствуþщих в ìатеìати÷еской ëитературе äоказа-
теëüств), но ìожно попытатüся к неìу прибëи-
зитüся. Моäеëи ИД, способаì их интерактивноãо
форìирования и обеспе÷ения правиëüности пос-
вящена вторая ÷астü этой статüи.

Моäеëи способов рассужäения ìоãут бытü
преäставëены в спеöиаëüной базе, разäеëенной на
ëоãи÷еский (пропозиöионаëüные тавтоëоãии) и
неëоãи÷еский (ìетаìатеìати÷еские аксиоìы) раз-
äеëы. Моäеëü способа рассужäения ìожет иìетü
название (äëя обëеã÷ения еãо поиска).

Моäеëи ìетоäов äоказатеëüства также ìоãут
бытü преäставëены в спеöиаëüной базе. Моäеëü
ìетоäа ìожет иìетü название (äëя обëеã÷ения еãо
поиска).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожена конöепöия Интернет-систеìы
коìпüþтерной поääержки нау÷ной äеятеëüности в
обëасти ìатеìатики. Основная öеëü такой систе-
ìы — накопëение ìатеìати÷еских знаний, обес-
пе÷ение их äостоверности, повыøение их äоступ-
ности и поääержка совреìенноãо стиëя работы ìа-
теìатиков. Конöепöия äопускает стихийностü в
работе иссëеäоватеëей в со÷етании с öентраëизо-
ванныì управëениеì общиìи знанияìи со сто-
роны интеãраторов знаний. Дëя этоãо ввоäится
разäеëение базы знаний на общуþ и ìножество
персонаëüных. Работа иссëеäоватеëей в своих
персонаëüных базах пряìо не вëияет на соäержи-
ìое общей базы, которая äоступна всеì поëüзова-
теëяì. Интеãраторы знаний форìируþт общуþ
базу на основе персонаëüных.
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Èíñòèòóò ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ èì. Â.À. Òðàïåçíèêîâà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Метоä сетевоãо проãраììирования [1] явëяется
äостато÷но универсаëüныì инструìентоì реøе-
ния иëи поëу÷ения оöенок в заäа÷ах äискретной
оптиìизаöии. Он приìеняëся äëя то÷ноãо реøе-
ния заäа÷ о ранöе, ìаксиìаëüноì потоке, äëя по-
ëу÷ения оöенок в заäа÷ах о каìнях, о разрыве кон-
туров, о покрытии äвуäоëüноãо ãрафа и äр.

Сутü ìетоäа äëя ëинейных öеëевых функöий
закëþ÷ается в разбиении исхоäной заäа÷и на не-
скоëüко поäзаäа÷ с соответствуþщиì äеëениеì
коэффиöиентов öеëевой функöии. Суììа зна÷е-
ний öеëевых функöий в оптиìаëüных реøениях
этих поäзаäа÷ äает оöенку (нижнþþ — в сëу÷ае за-
äа÷и на ìиниìуì) äëя исхоäной заäа÷и. Есëи äëя
кажäой поäзаäа÷и иìеется ìетоä поëу÷ения ниж-
них оöенок öеëевой функöии, то суììа оöенок
всех поäзаäа÷ также äает нижнþþ оöенку äëя ис-
хоäной заäа÷и. Заäа÷а поиска такоãо разбиения
коэффиöиентов öеëевой функöии, при котороì
суììа оöенок поäзаäа÷ ìаксиìаëüна, называется
äвойственной заäа÷ей. В статüе рассìатривается
приìенение этоãо поäхоäа к сиììетри÷ной заäа÷е
коììивояжера.

1. ÇÀÄÀ×À,
ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÀß ÇÀÄÀ×Å ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐÀ

Заäан n + 1 верøинный ãраф с äëинаìи äуã l
ij
,

которые интерпретируþтся как расстояние ìежäу
ãороäаìи i и j. Без оãрани÷ения общности ìожно
с÷итатü все l

ij
 l 0. Требуется найти крат÷айøий

ãаìиëüтонов контур (ìарøрут коììивояжера).
Обозна÷иì x

ij
 = 1, есëи äуãа (i, j) вхоäит в ìарøрут,

x
ij
 = 0, в противноì сëу÷ае. Тоãäа заäа÷а своäится

к ìиниìизаöии критерия

L(x) = l
ij
x
ij

при оãрани÷ениях

x
ij
 = 1,  ∀j, (1)

x
ij
 = 1,  ∀i, (2)

u
i
 – u

j
 + nx

ij
 m n – 1, (3)

ãäе u
i
 l 0; i, j = 1, 2, ..., n; i ≠ j. Усëовие (4) ãаран-

тирует поëу÷ение ãаìиëüтонова контура [2]. Рас-

Сфорìуëирована äвойственная заäа÷а, состоящая в разбиении оãрани÷ений на äве ãруп-

пы с соответствуþщиì äеëениеì äëин äуã на äве ÷асти и реøении äвух поëу÷енных оöе-

но÷ных заäа÷; суììа öеëевых функöий оптиìаëüных реøений оöено÷ных заäа÷ äает

нижнþþ оöенку äëя исхоäной заäа÷и. Реøение оöено÷ной заäа÷и свеäено к построениþ

i-äеревüев крат÷айøей äëины. Преäëожен новый способ поëу÷ения нижних оöенок äëя

оöено÷ных заäа÷, в основе котороãо ëежит построение äерева крат÷айøих путей. Пока-

зано, ÷то построение i-äеревüев и äерева крат÷айøих путей äëя исхоäной ìатриöы рас-

стояний не äает оптиìаëüноãо реøения äвойственной заäа÷и.

i j,
∑

i
∑

j
∑
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сìатриваеìая заäа÷а относится к NP-труäныì [3].
Поэтоìу преäставëяет интерес поëу÷ение нижних
оöенок öеëевой функöии.

Рассìотриì сиììетри÷нуþ заäа÷у коììивоя-
жера, т. е. l

ij
 = l

ji
, ∀i, j.

Разобüеì оãрани÷ения заäа÷и на äве ãруппы.
В оäну ãруппу вкëþ÷иì оãрани÷ения (1) и (3), а
во вторуþ — (2) и (3). Соответственно разäеëиì
на äве ÷асти коэффиöиенты l

ij
, т. е. преäставиì l

ij

в виäе

l
ij
 = p

ij
 + q

ij
,  p

ij
, q

ij
 l 0,  ∀i, j. (5)

Рассìотриì äве оöено÷ные заäа÷и.
Задача 1. Опреäеëитü зна÷ения {x

ij
}, уäовëетво-

ряþщие оãрани÷енияì (1) и (3) и ìиниìизируþ-

щие критерий P(x) = p
ij
x
ij
.

Задача 2. Опреäеëитü зна÷ения {x
ij
}, уäовëетво-

ряþщие оãрани÷енияì (2) и (3) и ìиниìизируþ-

щие критерий Q(x) = q
ij
x
ij
.

Обозна÷иì L
1
(p) (L

2
(q)) зна÷ение öеëевой фун-

кöии в оптиìаëüноì реøении первой (второй) за-
äа÷и, p = {p

ij
}, q = {q

ij
}.

В соответствии с основной теореìой [1], суììа

L
1
(p) + L

2
(q) = L(p, q) (5)

äает оöенку снизу äëя исхоäной заäа÷и коììиво-
яжера. Такиì образоì, äвойственная заäа÷а за-
кëþ÷ается в опреäеëении зна÷ений p и q, уäовëет-
воряþщих соотноøениþ (4) и ìаксиìизируþщих
суììу (5).

2. ÐÅØÅÍÈÅ ÎÖÅÍÎ×ÍÛÕ ÇÀÄÀ×
ÄËß ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐÀ

Метоä реøения оöено÷ных заäа÷ äëя сиììет-
ри÷ных ìатриö основан на понятии крат÷айøеãо
i-äерева [2].

Выбираеì некоторуþ верøину i. Дëя поäãрафа
без верøины i построиì крат÷айøее i-äерево T

i
,

т. е. äерево крат÷айøей äëины l(T
i
). Дëя этоãо пос-

троиì крат÷айøее äерево на верøинах ãрафа без
верøины i и äобавиì к неìу äва крат÷айøих реб-
ра, инöиäентных верøине i [2].

Оöенка снизу äëя кажäой заäа÷и опреäеëяется
i-äеревоì, äëя котороãо äëина l(T

i
) ìаксиìаëüна.

Пример 1. Рассìотриì сиììетри÷нуþ заäа÷у из
работы [2, § 3.5]. Матриöа расстояний привеäена
на рис. 1.

В работе [2] оöенка снизу опреäеëяëасü на ос-
нове 1-äерева, äëя котороãо l(T

1
) = 8. Оäнако äëя

2-äерева l(T
2
) = 11, ÷то явëяется äостижиìой

оöенкой и, боëее тоãо, опреäеëяþщей оптиìаëü-
ный ìарøрут, преäставëенный на рис. 2.

В äанноì сëу÷ае оптиìаëüное реøение äвойст-
венной заäа÷и P = L = {l

ij
}, Q = 0. Оäнако это не

всеãäа так, ÷то показывает сëеäуþщий приìер. �
Пример 2. Рассìотриì ãраф, рис. 3. Оöенка

снизу опреäеëяется ëþбыì i-äеревоì, и l(T
i
) = 9,

i = . Разобüеì ãраф на 2 поäãрафа (рис. 4).

Иìееì äëя первоãо ãрафа l(T
3
) = 9, а äëя второãо

l(T
2
) = 9. Оöенка снизу равна l(T

3
) + l(T

2
) = 18, т. е.

в äва раза боëüøе. Боëее тоãо, она äостижиìа.
Оптиìаëüный ìарøрут — (1, 2, 6, 5, 4, 3, 1). �

ij
∑

ij
∑

Рис. 1. Матрица расстояний

Рис. 2. Оптимальный маршрут

Рис. 3. Граф к примеру 2

Рис. 4. Разбиение графа (см. рис. 3) на подграфы

1 6,
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Возникает вопрос, ìожно ëи уëу÷øитü оöенку,
разбивая ãраф на боëее, ÷еì 2 ãрафа? Рассìотриì

k ìатриö P s, s = 1, ..., k таких, ÷то

 = l
ij
,  p

ij
 l 0,  ∀i, j. (6)

Обозна÷иì Φ(P s) — зна÷ение öеëевой функöии
в реøении s-й оöено÷ной заäа÷и. О÷евиäно, ÷то
суììа

Φ(P) = Φ(P s) (7)

опреäеëяет оöенку снизу äëя исхоäной заäа÷и.
Двойственная заäа÷а закëþ÷ается в опреäеëении

ìатриö P s, s = , ìаксиìизируþщих суììу (7)

при усëовии (6). �

Пример 3. Рассìотриì ãраф, рис. 5 (äëины всех
äуã, кроìе указанных на рисунке, равны нуëþ,
r > 0).

Разобüеì ãраф на k = 3 ãрафа, рис. 6.

Иìееì: Φ(P1) = Φ(P 2) = Φ(P 2) = r, оöенка снизу
Φ(P) = 3r, и эта оöенка äостижиìа.

Оöенка снизу, опреäеëяеìая i-äеревоì исхоä-
ной заäа÷и равна r, а оöенка, поëу÷енная в резуëü-
тате разбиения на 2 ãрафа, равна 2r. �

3. ÏÎËÓ×ÅÍÈÅ ÎÖÅÍÎÊ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÄÅÐÅÂÀ
ÊÐÀÒ×ÀÉØÈÕ ÏÓÒÅÉ

Рассìотриì новый способ поëу÷ения нижних
оöенок äëя оöено÷ных заäа÷, в основе котороãо ëе-
жит построение äерева крат÷айøих путей. 

Определение 1. i-деревом кратчайших путей R
i

называется äерево крат÷айøих путей из верøины
i в остаëüные верøины ãрафа. �

Сна÷аëа рассìотриì заäа÷у коììивояжера с
äëинаìи äуã

l
ij
 = |λ

j
 – λ

i
|,  ∀i, j,  λ

i
 l 0  ∀i,  λ

1
 = λ

i
 = 0.

Определение 2. Посëеäоватеëüностü (i
1
, i

2
, ..., i

n
)

называется однопиковой, есëи m m ...m l

l l l ... l , ãäе  = 0, = λ
i
=

= λ
max

. �

Теорема. Любая однопиковая последователь-

ность определяет оптимальный маршрут, длина ко-

торого равна 2λ
max

.

Доказатеëüство. Пустü верøины пронуìерова-
ны по возрастаниþ λ

i
 (λ

1
 = 0). Дëина пути от

верøины 1 äо верøины n не ìожет бытü ìенüøе,
÷еì λ

n
, и равна λ

n
 при прохожäении верøин по

возрастаниþ ноìеров. Дëина обратноãо пути из
верøины λ

n
 в верøину λ

1
 также не ìожет бытü

ìенüøе, ÷еì λ
n
, и равна λ

n
 при прохожäении вер-

øин по убываниþ ноìеров. Поэтоìу ëþбой оäно-
пиковый ìарøрут оптиìаëен, и еãо äëина равна
2λ

n
. Теореìа äоказана. �

Дëя поëу÷ения оöенок заäа÷ 1 и 2 опреäеëиì λ
i
,

i = , λ
i
 = 0, так, ÷тобы |λ

i
 – λ

j
| m l

ij
 и зна-

÷ение λ
m
 = λ

i
 быëо ìаксиìаëüно.

Дëя построения i-äерева поëаãаеì λ
i
 = 0 и

строиì äерево крат÷айøих путей из верøины i в
остаëüные верøины. Обозна÷иì λ

j
 äëину крат÷ай-

øеãо пути из верøины i в верøину j, λ(R
i
) = λ

i
.

Соãëасно теореìе, веëи÷ина 2λ(R
i
) явëяется

нижней оöенкой äëя соответствуþщей заäа÷и
коììивояжера. Максиìаëüная оöенка, о÷евиäно,
опреäеëяется i-äеревоì крат÷айøих путей, äëя ко-

тороãо λ(R
i
) = λ(R

j
).

Пример 4. Рассìотриì ãраф, рис. 7.
Иìееì λ(R

1
) = 5, λ(R

2
) = 7, λ(R

3
) = 5, λ(R

4
) = 7,

λ(R
i
) = 7. Сëеäоватеëüно, оöенка снизу равна 14,

s
∑ pij

s

s
∑

1 k,

Рис. 5. Граф к примеру 3

Рис. 6. Разбиение графа (см. рис. 5) на подграфы

min
i

λi
1

λi
2

λi
k 1–

λi
k

λi
k 1+

λi
n

λi
1

λi
k 1–

max
i

1 n, min
i

max
i

max
j i≠

max
j

Рис. 7. Граф к примеру 4

max
i
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она äостижиìа. Оптиìаëüный ìарøрут (1, 2, 3, 4, 1)
иëи (1, 3, 4, 2, 1). Заìетиì, ÷то оöенка, поëу÷аеìая
на основе построения крат÷айøих i-äеревüев ху-
же. Действитеëüно, иìееì l(T

1
) = 12, l(T

2
) = 12,

l(T
3
) = 12, l(T

4
) = 12, и оöенка равна 12 < 14. �

Оäнако нетруäно привести приìеры, коãäа
оöенка путеì построения крат÷айøеãо i-äерева
ëу÷øе, ÷еì оöенка, поëу÷аеìая путеì построения
i-äерева крат÷айøих путей.

Описанный ìетоä поëу÷ения нижних оöенок
естественно приìенитü äëя оöенки реøений оöе-
но÷ных заäа÷ 1 и 2.

Пример 5. Рассìотриì ãраф, рис. 8.

Разобüеì еãо на 2 ãрафа, рис. 9.

Дëя первоãо ãрафа λ(R
2
) = 2, а äëя второãо

λ(R
3
) = 2, и оöенка равна 8. Эта оöенка äостижиìа.

Заìетиì, ÷то äëя исхоäноãо ãрафа λ(R
1
) = λ(R

2
) =

= λ(R
3
) = 3, и оöенка снизу равна 6.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотренный поäхоä к поëу÷ениþ нижних
оöенок äëя сиììетри÷ной заäа÷и коììивояжера
на основе äвойственных заäа÷ äает новый ìетоä
поëу÷ения оöенок. Факти÷ески ìы иìееì три ти-
па äвойственных заäа÷. В заäа÷ах первоãо типа
оöено÷ные заäа÷и реøаþтся на основе построения
крат÷айøих i-äеревüев. В заäа÷ах второãо типа
оöено÷ные заäа÷и реøаþтся на основе построения
i-äеревüев крат÷айøих путей. В заäа÷ах третüеãо
типа оäна из оöено÷ных заäа÷ реøается на основе
построения крат÷айøих i-äеревüев, а вторая — на
основе построения i-äеревüев крат÷айøих путей.
Разработка ìетоäов реøения äвойственной заäа÷и
требует äаëüнейøих иссëеäований.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Аëãебраи÷еская теория ãрафов в посëеäние ãо-
äы все øире приìеняется в разëи÷ных обëастях
управëения, соöиоëоãии, коìбинаторике, физике
и äр. Относитеëüно неäавно появиëся ряä работ
(сì. наприìер, работу [1]), в которых изу÷ается то-
поëоãия Интернета на уровне автоноìных систеì
äëя проектирования новых протокоëов ãëобаëü-
ной сети. Краткий обзор некоторых äруãих работ,
касаþщихся приìенения аëãебраи÷еской теории
ãрафов в управëении и ìоäеëировании, быë äан в
статüе [2].

Отìетиì, ÷то в зависиìости от поставëенных
заäа÷ в ëитературе изу÷ается как спектр ìатриöы
сìежности, так и ëапëасовский спектр ãрафа. Хотя
ìоноãрафии [3, 4] посвящены в основноì спектру
ìатриöы сìежности, в них иìеþтся разäеëы, от-
носящиеся к ëапëасовскоìу спектру, характеризу-
þщеìу «äревовиäнуþ» структуру ãрафа.

В настоящей работе иссëеäуется топоëоãия се-
ти коëüöевой структуры с поìощüþ спектра ìат-
риöы сìежности. Этот спектр характеризует öик-
ëи÷ескуþ структуру ãрафа (сì. наприìер, ãëаву 1
в книãе [3]).

Мы рассìатриваеì орãраф коëüöевой структу-
ры, соäержащий äва ãаìиëüтоновых öикëа, в оä-
ноì из которых уäаëена оäна иëи äве äуãи. В статüе
[5] эта заäа÷а быëа ÷асти÷но реøена äëя ëапëасов-
скоãо спектра орãрафа. Иìенно такой кëасс орã-
рафов характеризует топоëоãиþ сети коëüöевой
структуры. Дëя поëу÷ения практи÷еских резуëüта-
тов приìенитеëüно к сетяì FDDI (Fiber Distributed
Data Interface) необхоäиìо поëу÷итü ответы на
сëеäуþщие вопросы: буäет ëи спектр ãрафа äейст-
витеëüныì при уäаëении оäной äуãи; коãäа при

уäаëенных из одного контура äвух äуãах спектр
ìатриöы сìежности остается äействитеëüныì и
как это связано с ÷етностüþ ÷исëа узëов; как по
спектраëüноìу раäиусу опреäеëитü ÷исëо узëов в
сеãìентированной сети?

1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß
È ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Рассìатривается ориентированный ãраф с ìно-
жествоì верøин V = {1, ..., n} и ìножествоì äуã
E ⊆ V Ѕ V. Матриöу сìежности соответствуþщеãо
ãрафа обозна÷иì ÷ерез A. Граф называют цирку-
лянтным, есëи при опреäеëенной нуìераöии вер-
øин еãо ìатриöа сìежности öиркуëянтная. На-
поìниì, ÷то ìатриöа называется öиркуëянтной,
есëи ëþбая ее строка поëу÷ается из преäыäущей пу-
теì öикëи÷ескоãо сäвиãа на оäну позиöиþ вправо.

В äанной работе изу÷аþтся öиркуëянтные ãрафы,
соäержащие äва «встре÷ных» ãаìиëüтоновых öикëа,
в оäноì из которых уäаëена оäна иëи äве äуãи.
Многочлен Чебышева второго рода P

n
(x), ìас-

øтабированный на отрезке [–2, 2], уäовëетворяет
рекуррентноìу соотноøениþ: P

n
(x) = xP

n – 1
(x) –

– P
n – 2

(x) при P
0
(x) ≡ 1 и P

1
(x) ≡ x. Мноãо÷ëены

Чебыøева ÷асто преäставëяþт в триãоноìетри÷ес-
коì виäе:

P
n
(x) = , (1)

ãäе x = 2cosϕ, ϕ ∈ (0, π).
В работе [5] (ëеììа 1) показано, ÷то на интер-

ваëе (–2, 2) корни уравнения P
n
(x) + (–1)p = 0

иìеþт виä

2cos , (2)

Установëено, ÷то при уäаëении äвух äуã спектр орãрафа с коëüöевой структурой, соäер-

жащеãо äва ãаìиëüтоновых öикëа, остается äействитеëüныì тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа

÷исëо верøин ÷етно и «расстояние ìежäу äуãаìи», уäаëенныìи из оäноãо öикëа, ìак-

сиìаëüно. Рассìотрена возìожностü приìенения поëу÷енных резуëüтатов äëя оöенки

отказоустой÷ивости сетей коëüöевой топоëоãии.

n 1+( )ϕsin
ϕsin

------------------------------

πk

n 1 1–( )k p++ +
---------------------------------------
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ãäе p ∈ {1, 2}, k = 1, ..., n äëя не÷етноãо n и k = 1, ...,
n – 1, n + 1 äëя ÷етноãо n.
Утверждение. Если из циркулянтного графа с

двумя гамильтоновыми циклами удалить одну дугу,
то характеристический многочлен его матрицы
смежности A

P
A
(x) = P

n
(x) – 1. � (3)

Мноãо÷ëен (3) ëеãко ìожно поëу÷итü разëоже-
ниеì опреäеëитеëя характеристи÷еской ìатриöы
соответствуþщеãо ãрафа по строке, соответствуþ-
щей верøине, к которой сìежна оäна верøина.
С äруãой стороны, спектр такоãо ãрафа äействите-
ëен и опреäеëяется форìуëой (2) при p = 1.

Рассìотриì орãраф, в котороì øтриховые äуãи
уäаëены (рис. 1).

Обозна÷иì ÷ерез L
2
 и A соответственно ëапëа-

совскуþ ìатриöу и ìатриöу сìежности этоãо ор-

ãрафа. Опреäеëиì ìноãо÷ëен1 Z
n
(x) сëеäуþщиì ре-

куррентныì соотноøениеì: Z
n
(x) = (x – 2)Z

n – 1
(x) –

– Z
n – 2

(x) при Z
0
(x) ≡ 1 и Z

1
(x) ≡ x – 1.

Заäа÷а о äействитеëüности спектра ìатриöы L
2

быëа рассìотрена в работе [5], ãäе äоказана сëе-
äуþщая теореìа.
Теорема 1 [5]. 1. Характеристический многочлен

 матрицы L
2
 равен Z

i
(λ)Z

n – i
(λ) – (–1)n.

2. Если n четно, то все собственные значения
матрицы L

2
 действительны тогда и только тогда,

когда 2i = n. В этом случае собственные значения

равны 4cos2 , 4cos2 , k = 1, ..., .

3. Если n нечетно, то все собственные значения
матрицы L

2
 действительны тогда и только тогда,

когда i =  или i = , и в этих случаях равны

нулю (с кратностью 1) и 4cos2 , k = 1, ..., 

(все с кратностью 2). �
Доказатеëüство теореìы основано на свойствах

произвеäений ìноãо÷ëенов Чебыøева второãо ро-
äа P

i
(x)P

j
(x) при ÷етных i и j.

Из теореìы 1 сëеäует, ÷то при уäаëении äвух
äуã e

1
 и e

2
 из оäноãо ãаìиëüтонова öикëа все соб-

ственные зна÷ения ëапëасовской ìатриöы оста-
нутся äействитеëüныìи тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа
расстояние ìежäу уäаëенныì äуãаìи ìаксиìаëü-
но. В сëу÷ае ÷етноãо n уäаëение äуã e

1
, e

2
 и сиì-

ìетри÷ных к ниì äуã разбивает ãраф на äве öепи
P
n/2

 с непересекаþщиìися ìножестваìи верøин.

Дëя сëу÷ая не÷етноãо n уäаëение этих äуã приво-
äит к äвуì öепяì P

(n – 1)/2
 и P

(n + 1)/2
.

Ина÷е обстоит äеëо с ìатриöей сìежности. Ес-
ëи заäа÷а äействитеëüности ëапëасовскоãо спектра
в работе [5] связана со свойстваìи произвеäений
Z
i
(x)Z

j
(x) то реøение анаëоãи÷ной заäа÷и äëя ìат-

риöы сìежности связано со свойстваìи произве-

äений P
i
(x)P

j
(x). В сиëу соотноøения P

2n
(x) = Z

n
(x2)

в сëу÷ае ëапëасовскоãо спектра рассìатриваþтся
произвеäения P

k
(x)P

l
(x) тоëüко äëя ÷етных k и l, а

в сëу÷ае спектра ìатриöы сìежности рассìатри-
ваþтся такие произвеäения при всевозìожных k
и l, ÷то усëожняет реøение заäа÷и.

2. ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ

Рассìотриì характеристи÷ескуþ ìатриöу сìеж-
ности λI – A äëя орãрафа, привеäенноãо на рис. 1:

λI – A = 

Нетруäно вы÷исëитü характеристи÷еский ìно-
ãо÷ëен C

A
(λ) этой ìатриöы:

C
A
(λ) = λ(P

i – 1
P
n – i

) + (–1)3(–1)2(–1)P
i – 2

P
n – i

 +

+ (–1)n(–1)(–1)n – 1 = λ(P
i – 1

P
n – i

) +

+ P
i – 2

P
n – i

 – 1 = P
n – i

(λP
i – 1

 – P
i – 2

) – 1 =

= P
i
P
n – i

 – 1, (4)

ãäе P
k
 – ìноãо÷ëен Чебыøева второãо роäа, ìас-

øтабированный на отрезке [–2, 2].
1 В работе [5] (преäëожение 1) äоказано, ÷то P

2n
(x) = Z

n
(x2).

Рис. 1. Орграф, содержащий два гамильтоновых цикла,
в одном из которых удалены две дуги

∆L
2

πk
n
------

πk
n 2+
------------

n

2
---
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n 1+
------------
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Из форìуëы (1) непосреäственно сëеäует, ÷то

корни2 ìноãо÷ëена P
n
(x) на отрезке [–2, 2]

x
k
 = 2cos ,  k = 1, ..., n.

Рассìотриì заäа÷у äействитеëüности спектра
ìатриöы A, т. е. опреäеëиì зна÷ения i, при кото-
рых уравнение P

i
(x)P

n – i
(x) – 1= 0 при фиксиро-

ванноì n иìеет тоëüко äействитеëüные корни.
Теореìа 2. Спектр матрицы A действителен

тогда и только тогда, когда n четно и i = n/2.
Доказатеëüство сì. в Приëожении.
Есëи ÷исëо узëов ÷етно, то äобавëениеì оäноãо

фиктивноãо узëа ìожно поëу÷итü не÷етное ÷исëо
в ка÷естве поряäка ìатриöы сìежности. В этоì
сëу÷ае при уäаëении äвух äуã спектр всеãäа буäет
соäержатü коìпëексные собственные зна÷ения.

3. ÎÖÅÍÊÀ ÎÒÊÀÇÎÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ
ÑÅÒÅÉ ÊÎËÜÖÅÂÎÉ ÒÎÏÎËÎÃÈÈ

В § 2 ìы установиëи, ÷то при уäаëении äвух äуã
из оäноãо ãаìиëüтонова öикëа собственные зна÷е-
ния соответствуþщей ìатриöы сìежности äейс-
твитеëüны тоëüко тоãäа, коãäа уäаëены «äиаìет-
раëüно противопоëожные» äуãи. Это свойство рас-
сìатриваеìоãо орãрафа ìожет бытü испоëüзовано
äëя оöенки отказоустой÷ивости сетей коëüöевой
топоëоãии FDDI со скоростüþ переäа÷и äанных
äо 100 Мбит/с. Напоìниì, ÷то сетü FDDI строит-
ся на основе äвух оптовоëоконных коëеö, которые
образуþт основной и резервный пути переäа÷и
äанных ìежäу узëаìи сети (рис. 2).

Наëи÷ие äвух коëеö äает возìожностü повыøе-
ния отказоустой÷ивости в сети FDDI. В норìаëü-
ноì режиìе äанные прохоäят ÷ерез все узëы и все
у÷астки кабеëя тоëüко перви÷ноãо коëüöа (на-
правëение — против ÷асовой стреëки). Втори÷ное
коëüöо (направëение — по ÷асовой стреëке) при
этоì не испоëüзуется. В сëу÷ае отказа станöии иëи
же обрыва кабеëя перви÷ное коëüöо объеäиняется
со втори÷ныì с поìощüþ конöентраторов и (иëи)
сетевых аäаптеров и образует еäиное коëüöо. В этоì
сëу÷ае сетü буäет состоятü из оäноãо коëüöа, и сëе-
äуþщий обрыв (иëи же отказ еще оäноãо узëа)
привеäет к сеãìентированиþ сети на äва не сооб-
щаþщихся коëüöа. При этоì все станöии и кон-
öентраторы, вхоäящие в сетü, äоëжны иìетü äвой-
ное поäкëþ÷ение DAS. Такие станöии оснащены
опти÷ескиì обхоäныì перекëþ÷атеëеì.

В сети FDDI за ìониторинã работы коëüöа и
станöий, обнаружение оøибок и их исправëение
отве÷ает протокоë SMT (Station ManagemenT). Он

также управëяет äруãиìи уровняìи: физи÷ескиì

уровнеì стека3 протокоëов FDDI — äëя устране-
ния отказа сети из-за обрыва кабеëя; уровнеì уп-
равëения äоступоì к среäе MAC (Media Access
Control) — äëя обнаружения ëоãи÷еских оøибок
(сì., наприìер, [6]).

Обы÷но в сетях FDDI, коãäа ре÷ü иäет об об-
рыве ëинии связи, иìеется в виäу обрыв обоих ко-
ëеö. Но ÷асто при прокëаäке опти÷ескоãо кабеëя
äëя боëüøей наäежности стараþтся разнести ëи-
нии коëеö на некоторое расстояние. Кроìе тоãо,
обрыв оäной ëинии ìожет бытü обусëовëен ìаëыì
раäиусоì изãиба иëи же неисправностüþ опти÷ес-
коãо перекëþ÷атеëя. В этоì сëу÷ае при обрыве ка-
беëя оäноãо коëüöа второе ìожет взятü на себя все
функöии первоãо. Внеäрение аëãоритìа вы÷исëе-
ния спектра топоëоãии на серверной станöии (äëя
наäежности такие серверы поäкëþ÷аþтся к äвуì
конöентратораì) позвоëяет оперативно отсëежи-
ватü изìенения топоëоãии всей сети. Поскоëüку
спектр топоëоãии опреäеëяется с то÷ностüþ äо
расстояния ìежäу неисправныìи у÷асткаìи, при
обрыве äвух связей ìожно оöенитü реконфиãури-
рованные сеãìенты сети.

Рассìотриì некоторые возìожные неисправ-
ности сети с ÷исëоì обрывов не боëüøе äвух, ко-
торые опреäеëяþтся спектроì соответствуþщей
ìатриöы сìежности (äоказатеëüства некоторых
утвержäений в сиëу их простоты опущены):

— есëи 2 не явëяется собственныì зна÷ениеì,
то это озна÷ает, ÷то иìеется хотя бы оäин обрыв
ëинии связи;

2 На саìоì äеëе, все корни ìноãо÷ëена P
n
(x) принаäëежат

отрезку [–2, 2].

πk
n 1+
------------

3 Стек протокоëов — это иерархи÷ески орãанизованный на-
бор протокоëов äëя орãанизаöии взаиìоäействия узëов в сети.

Рис. 2. Вариант топологии сети FDDI:
DAS — станöия äвойноãо поäкëþ÷ения (Dual Attachment

Station); SAS — станöия оäино÷ноãо поäкëþ÷ения (Single
Attachment Station); DAС — конöентратор äвойноãо поäкëþ-
÷ения (Dual Attachment Concentrator); R — ìарøрутизатор
(Router); S — сервер
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— при обрыве äвух ëиний связи ÷еì ìенüøе
зна÷ение спектраëüноãо раäиуса ãрафа, теì бëиже
äруã к äруãу разìеры поëу÷енных сеãìентов, ÷то
соответствует наихуäøеìу сëу÷аþ неисправности;

— при фиксированноì зна÷ении спектраëüноãо
раäиуса äействитеëüностü спектра озна÷ает распаä
сети на äва сеãìента с оäинаковыì ÷исëоì узëов;

— есëи спектр соäержит коìпëексные собс-
твенные зна÷ения, то, как сëеäует из теореìы 2,
оäно коëüöо исправно (ина÷е не быëо бы коìп-
ëексных корней), а неисправности прихоäятся
тоëüко на второе коëüöо, и ìиниìаëüное ÷исëо об-
рывов равно äвуì.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В работе быëо иссëеäовано появëение коìп-
ëексных собственных зна÷ений в спектре ìатриöы
сìежности орãрафа коëüöевой структуры, соäер-
жащеãо äва ãаìиëüтоновых öикëа, в оäноì из ко-
торых уäаëены оäна иëи äве äуãи. Поëу÷енные ре-
зуëüтаты позвоëяþт оöенитü отказоустой÷ивостü
сетей коëüöевой топоëоãии FDDI. Преäëоженный
поäхоä особенно эффективен в тоì сëу÷ае, коãäа
узëы не пронуìерованы в «уäобноì поряäке» иëи
же этот поряäок изìеняется в связи с реконфиãу-
раöией сети.

Из теореìы 2 сëеäует, ÷то при обрыве äвух ëи-
ний связи среäи собственных зна÷ений ìатриöы
сìежности всеãäа присутствует пара коìпëексных
÷исеë, за искëþ÷ениеì сëу÷ая, коãäа уäаëены
«äиаìетраëüно противопоëожные» äуãи. Как быëо
отìе÷ено в конöе § 2, äобавëениеì оäноãо ãипо-
тети÷ескоãо узëа ìожно поëу÷итü не÷етное ÷исëо
в ка÷естве поряäка ìатриöы сìежности. В этоì
сëу÷ае при обрыве äвух ëиний связи спектр всеãäа
буäет соäержатü коìпëексные собственные зна÷е-
ния. Оäнако остается вопрос: соäержит ëи спектр
коìпëексные ÷исëа при уäаëении боëее äвух ëи-
ний связи? Можно ëеãко проверитü, ÷то при уäа-
ëении боëüøе äвух äуã, иäущих поäряä, спектр
буäет соäержатü коìпëексные ÷исëа. Отìетиì,
÷то эта заäа÷а тесно связана с реøениеì уравне-
ния P

a
P
b
...P

z
 = 1, ãäе a + b + ... + z = n.

Орãраф, рассìотренный в настоящей работе,
поëу÷ен из öиркуëянтноãо орãрафа уäаëениеì
äвух äуã. В работах [7—9] быë рассìотрен спеöи-
аëüный кëасс öиркуëянтных ãрафов, из которых
уäаëены некоторые поäìножества äуã, и äëя них
поäс÷итаны ÷исëа остовных äеревüев. Оäнако ука-
занные работы посвящены ëапëасовскоìу спектру
ãрафа и еãо «äревовиäной» структуре. Иссëеäова-
ние анаëоãи÷ной заäа÷и äëя описания öикëи÷ес-
ких свойств преäставëяется интересныì и äоëжно
статü преäìетоì äаëüнейøих иссëеäований.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Доказатеëüство теореìы 2. Есëи 2i = n, то все корни ха-

рактеристи÷ескоãо ìноãо÷ëена (4)  – 1 = (P
i
 – 1)(P

i
 + 1)

äействитеëüны и опреäеëяþтся выражениеì (2). Докажеì, ÷то
во всех остаëüных сëу÷аях среäи характеристи÷еских ÷исеë
естü хотя бы оäна пара коìпëексных. Рассìотриì уравнение
P
i
P
j
 = 1 и преäпоëожиì, ÷то i > j. Дëя всевозìожных зна÷е-

ний i и j составиì табëиöу коìбинаöий (сì. ниже).
Рассìотриì сëу÷ай a из табëиöы, преäставëенный 10-þ

вариантаìи. Обозна÷иì ÷ерез r ÷етное ÷исëо из i, j, есëи i + j
не÷етно. В сëу÷ае ÷етности обоих этих ÷исеë ÷ерез r обозна-
÷иì ìенüøее из них.

Докажеì, ÷то на интерваëе  зна÷ение

P
r
P
q
, ãäе q ∈ {i, j}, ìенüøе еäиниöы.

Поëожиì ϕ
δ
 = , ãäе 0 < δ < 1. Даëее, у÷итывая

преäставëение (1),

|P
r
P
q
| m  =  = .

Рассìотриì произвоäнуþ

 =

=  =

=  =

=  =

= .

Заìетиì, ÷то ÷исëитеëü и знаìенатеëü посëеäней äроби по-

ëожитеëüны при 0 < δ < 1, т. е. на интерваëе 

функöия  возрастает по δ.

Pi

2

Êîìáèíàöèè âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé i è j

i 4q 4q + 1 4q + 2 4q + 3

4p b a a a

4p + 1 a c a d

4p + 2 a a b a

4p + 3 a d a c

0; 2 πr
2 r 1+( )
--------------------cos 

 

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------

r 1+( )π r δ+( )
2 r 1+( )
-------------------- 

 sin

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------

2

sin

------------------------------------------------------

π r δ+( )
2

--------------------sin

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------

2

sin

--------------------------------

πδ
2
------sin

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------

2

sin

-------------------------------

πδ
2
------sin

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------

2

sin

-------------------------------

 
 
 
 
 '

π
2
---

πδ
2
------

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------

2

sincos π
r 1+
-----------

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------

πδ
2
------sincossin–

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------

2

sin

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

π
2
---

πδ
2
------

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------sincos π

r 1+
-----------

πδ
2
------

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------cossin–

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------

3

sin

-------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

π r 1–( )
2 r 1+( )
--------------------

π
r 1+
-----------+ 

  πδ
2
------

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------sincos π

r 1+
-----------

πδ
2
------

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------cossin–

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------

3

sin

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

π r 1–( )
2 r 1+( )
--------------------

πδ
2
------

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------sincos π

r 1+
-----------

π
2
---

r 1 δ–( )
r 1+

-------------------sin+

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------

3

sin

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

0; 2 πr
2 r 1+( )
--------------------cos 

 

πδ
2
------sin

π r δ+( )
2 r 1+( )
--------------------

2

sin

-------------------------------
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Поскоëüку при δ = 0 и δ = 1 зна÷ения этоãо выражения
равны соответственно 0 и 1, поëу÷аеì, ÷то на интерваëе

 справеäëиво неравенство  < 1.

В сëу÷ае b среäи характеристи÷еских ÷исеë естü хотя бы
оäна пара коìпëексных ÷исеë, сëеäует из преäëожения 1 сì.

работу [5], соãëасно котороìу P
i
(x)P

j
(x) = Z

i/2
(x2)Z

j/2
(x2).

Поскоëüку (i + j)/2 — ÷етное ÷исëо и i > j, соãëасно п. 1
ëеììы 4 из работы [5] уравнение P

i
(x)P

j
(x) = 1 иìеет коìп-

ëексные корни.

В сëу÷ае c. Поëожиì =2cos , =2cos  —

корни уравнения P
i
 – 1 = 0.

Пустü ,  l  — наиìенüøие корни уравнения

P
i
= 0; поëожиì = , = , ϕ

δ
= ,

ãäе 0 < δ <2/i, ϕ
0
 = , ϕ

2/i
 = . Тоãäа

 m  =

=  =  m  m

m  =  = 1 – tg2  < 1

Заìетиì, ÷то в сëу÷ае c, есëи  l , то P
i
(x)P

j
(x) m 1

на интерваëе (0, ).

Преäпоëожиì, ÷то  < . Тоãäа из  = ,

=  и  >  поëу÷иì 1 <  < 2 и j > .

Пустü ϕ
δ
 = . Тоãäа при δ =  =  –

–  = 2 –  < 1 поëу÷иì ϕ
0
 =  и ϕ

δ
 = .

На интерваëе  иìеет ìесто соотноøение

 =  =  m

m  = .

Заìениì веëи÷ину  на завеäоìо ìенüøуþ

 =  =  > 1.

Поскоëüку (2j – i + 3)/2 > 0, выпоëняется неравенство

 >  > 1.

Итак, поëу÷иì

 m  =  =

=  <  = 1 – tg2  < 1.

Наконеö, рассìотриì сëу÷ай d. Преäставиì ìноãо÷ëены
P
i
(x) и P

j
(x) сëеäуþщиì образоì:

P
k
(x) = x2ϕ(x) + (–1)(k – 1)/2

x.

Тоãäа äëя произвеäения P
i
(x)P

j
(x) в обоих вариантах сëу-

÷ая d из табëиöы поëу÷иì

P
i
(x)P

j
(x) = x4ψ(x) + (–1)4u/2(–1)(4v + 2)/2

x
2 =

= x4ψ(x) + (–1)(4(u + v) + 2)/2
x

2 =

= x4ψ(x) + (–1)2(u + v) + 1(4u + 2)(v + 1)x2,

ãäе u и v соответствуþт зна÷енияì из табëиöы. Поскоëüку
первая произвоäная посëеäнеãо выражения в то÷ке x = 0 рав-

на нуëþ, а вторая произвоäная отриöатеëüна4, ìноãо÷ëен
P
i
(x)P

j
(x) в этой то÷ке иìеет ëокаëüный ìаксиìуì, и уравне-

ние P
n – i

(x)P
i
(x) = 1 иìеет хотя бы оäну пару коìпëексных

корней, есëи n ≠ 2i. Теореìа äоказана. �
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ÍÅÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÐÓÅÌÛÅ ÎÂÐÀÆÍÛÅ
ÄÂÓÌÅÐÍÛÅ ÒÅÑÒ-ÔÓÍÊÖÈÈ1

À.Ñ. Ðûêîâ, Ì.Þ. Ìàòâèåíêî

Ãîñóäàðñòâåííûé òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò «Ìîñêîâñêèé èíñòèòóò ñòàëè è ñïëàâîâ»

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Эффективностü оптиìизаöионных ìетоäов ìо-
жет изу÷атüся как теорети÷ески, так и экспери-
ìентаëüно. Первый поäхоä ìожет приìенятüся
тоëüко äëя оãрани÷енноãо ÷исëа заäа÷, в то же вре-
ìя весüìа уäобно сравниватü ìетоäы с поìощüþ
тест-функöий. Цеëü вы÷исëитеëüноãо экспери-
ìента закëþ÷ается в иссëеäовании работоспособ-
ности ìетоäа, в испытании разëи÷ных оптиìиза-
öионных ìетоäов в оäинаковых усëовиях и поëу-
÷ении их сравнитеëüных характеристик.

Отìетиì, ÷то оäин ìетоä ìожет иìетü нескоëü-
ко разных аëãоритìи÷еских реаëизаöий. Рассìат-
ривая аëãоритìы, ìы буäеì поäразуìеватü их кон-
кретные реаëизаöии.

Важен выбор критериев äëя сравнения аëãорит-
ìов. Обы÷но, коãäа в ëитературе преäставëяется
новый ìетоä, некоторые из еãо свойств (наприìер,
÷исëо вы÷исëений öеëевой функöии, вреìя вы-
÷исëений, то÷ностü опреäеëения ìиниìуìа) при-
воäятся äëя анаëиза. Сравнение оптиìизаöионных
ìетоäов преäставëяет собой ìноãокритериаëüнуþ
пробëеìу. Наприìер, äëя сравнения аëãоритìов
и проãраìì ìожно приìенятü сëеäуþщие крите-
рии: 1) проöессорное вреìя; 2) то÷ностü реøения;
3) ÷исëо итераöий; 4) робастностü; 5) ÷исëо вы-
÷исëений öеëевой функöии; 6) уäобство приìене-
ния; 7) требования к паìяти; 8) ÷исëо основных
операöий.

Критерии 1, 3, 5 и 8 взаиìосвязаны и ìоãут при-
ìенятüся äëя оöенки эффективности аëãоритìа.

В работах, преäставëяþщих новые аëãоритìы,
обы÷но поä÷еркивается их превосхоäство наä из-
вестныìи ìетоäаìи. Иноãäа преäприниìаþтся
попытки сравнитü аëãоритìы оäноãо иëи разных
кëассов. Сравнение аëãоритìов на основе вы÷ис-
ëитеëüноãо экспериìента при ìиниìизаöии тест-
функöий ìожет носитü объективный характер.
В этоì сëу÷ае важен выбор тест-функöий, их
свойства.

Существует ìножество разëи÷ных тест-функ-
öий, которые øироко испоëüзуþтся äëя оöенки
вы÷исëитеëüных свойств ãраäиентных аëãоритìов
оптиìизаöии и ìетоäов пряìоãо поиска [1—7].

Функöия Розенброка f(x) = 100(x2 – )2 +

+ (1 – x1)
2 оäна из саìых известных и ÷асто при-

ìеняеìых. Она иìеет крутой парабоëи÷еский ов-

раã вäоëü кривой x
2
 = .

По наøеìу ìнениþ, вытекаþщеìу из опыта
реøения оптиìизаöионных заäа÷, наибоëüøие
вы÷исëитеëüные труäности вызываþт овраãи и
хребты на поверхности ìиниìизируеìых функ-
öий. Среäи овражных функöий функöии с неäиф-
ференöируеìыì äноì овраãа, вероятно, наибоëее
труäные äëя ìиниìизаöии, поскоëüку возникаþт
äопоëнитеëüные сëожности в то÷ках, ãäе функöия
неäифференöируеìа. На скоростü схоäиìости ìе-
тоäов вëияет также крутизна скëонов овраãа.

Дëя ìиниìизаöии неäифференöируеìых фун-
кöий ìожно приìенятü ìетоäы пряìоãо поиска,
поскоëüку они не испоëüзуþт произвоäные [8].
Дëя иссëеäования свойств ìетоäов пряìоãо поис-
ка важно иìетü разëи÷ные неäифференöируеìые
овражные функöии [8, 9].

Привеäено построение äвуìерных овражных тест-функöий äëя испытания ìетоäов оп-

тиìизаöии, преäставëяþщих собой новый виä неäифференöируеìых тест-функöий; к их

особенностяì относится наëи÷ие äна овраãа с острыì кусо÷но-ëинейныì äноì и кусо÷-

но-ëинейныìи скëонаìи. Описан аëãоритì конструирования овражных тест-функöий с

требуеìыìи свойстваìи.

1
 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ

(ãранты 07-07-00151 и 08-07-00055) и äоëожена на VII ìежäу-
нароäной конференöии «Иäентификаöия систеì и заäа÷и уп-
равëения» SICPRO'08, Москва, Институт пробëеì управëения
РАН, 28—31 января 2008 ã.
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В статüе привеäено построение овражных äву-
ìерных кусо÷но-ëинейных тест-функöий äëя ис-
пытания ìетоäов оптиìизаöии, преäставëяþщих
собой новый виä неäифференöируеìых тест-фун-
кöий. К особенностяì этих тест-функöий отно-
сится наëи÷ие äна овраãа с острыì кусо÷но-ëи-
нейныì äноì и кусо÷но-ëинейныìи скëонаìи.
Описывается аëãоритì конструирования тест фун-
кöий с требуеìыìи свойстваìи. При конструиро-
вании ìожно заäаватü уãоë изãиба (изëоìа) äна
овраãа и крутизну скëонов. Функöии ìоãут при-
ìенятüся äëя тестирования поисковых ìетоäов
оптиìизаöии.

2. ÊÎÍÑÒÐÓÈÐÎÂÀÍÈÅ ÄÂÓÌÅÐÍÛÕ
ÍÅÃËÀÄÊÈÕ ÒÅÑÒ-ÔÓÍÊÖÈÉ

Рассìотриì конструирование тест-функöий äëя
äвуìерноãо сëу÷ая (n = 2). Пустü äно овраãа кон-
струируеìой функöии преäставëяþт собой неко-
торуþ кривуþ, сиììетри÷нуþ относитеëüно оси x

2

и прохоäящуþ ÷ерез то÷ку (0, 0)T (как в функöии
Розенброка). Кривая x2 = a1|x1| уäовëетворяет этиì

требованияì, боëее тоãо, она неäифференöируеìа

в то÷ке (0, 0)T. Параìетр a1 позвоëяет управëятü

уãëоì изãиба äна, т. е. уãëоì ìежäу осüþ x2 и пря-

ìой x2 = a1x1. Функöия с такиì äноì овраãа ìожет

бытü анаëити÷ески записана в сëеäуþщеì виäе:

f(x) = |x
2
 – a

1
|x

1
||, x ∈ R2, a

1
 > 0.

Леãко заìетитü, ÷то поëу÷енная записü соот-

ветствует ÷ëену 100(x2 – )2 функöии Розенброка.

Построенная функöия не приãоäна äëя тести-
рования ìетоäов оптиìизаöии, так как она не об-
ëаäает еäинственныì ìиниìуìоì. Все äно овраãа
составëяет ìножество то÷ек ìиниìуìа. В функ-
öии Розенброка еäинственностü ìиниìуìа äо-

стиãается äобавëениеì ÷ëена (1 – x
1
)2. Дëя наøей

функöии äобавиì ÷ëен a
2
|1 – x

1
|.

Поëу÷иëи кусо÷но-ëинейнуþ функöиþ, не-
äифференöируеìуþ вäоëü äна овраãа:

f(x) = |x
2
 – a

1
|x

1
|| + a

2
|1 – x

1
|,

x ∈ R2,  a
1
 > 0,  a

2
 > 0, (1)

x* = argminf(x) = (1, a
1
)T,  f(x*) = 0.

Даннуþ функöиþ назовеì розенброкопоäоб-
ной функöией иëи неãëаäкой овражной функöией
Рыкова [8, 9].

Проäеìонстрируеì свойства поëу÷енной фун-
кöии. Функöия äанноãо кëасса иìеет øестü ëи-
нейных обëастей. Дно овраãа описывается уравне-
ниеì x2 = a1|x1|. Кажäая функöия соäержит äва

параìетра: уãоë изëоìа (изãиба) äна овраãа α (т. е.
уãоë ìежäу пряìыìи x

2
 = a

1
x

1
 и x

2
 = –a

1
x

1
) и уãоë

ìежäу ëинияìи уровня на противопоëожных скëо-
нах овраãа β. Изу÷иì зависиìостü ìежäу уãëаìи α,
β и параìетраìи a

1
, a

2
. Параìетр a

1
 явëяется тан-

ãенсоì уãëа ìежäу пряìой x
2
 = a

1
x

1
 и осüþ x

1
. Этот

уãоë равен π/2 – α/2, ãäе α — уãоë изëоìа äна ов-
раãа. Отсþäа

a1 = tg(π/2 – α/2) = ctg(α/2). (2)

Найäеì ãраäиенты во всех øести ëинейных об-
ëастях, обозна÷ая ãраäиент функöии f(x) i-й обëас-
ти ÷ерез ∇

i
f(x), i = 1, ..., 6. Обëастü 1 описывается

сëеäуþщей систеìой неравенств:

Теперü ëеãко поëу÷итü вектор-ãраäиент и кваä-
рат еãо норìы:

∇1 f(x) = (–a1 – a2, –1)T, ||∇1 f(x)||
2 = (a1 + a2)

2 + 1.

Дëя обëасти 2:

∇2 f(x) = (a1 – a2, 1)T,  ||∇2 f(x)||
2 = (a1 – a2)

2 + 1.

Дëя обëасти 3:

∇3 f(x) = (–a1 – a2, 1)T,

||∇3 f(x)||
2 = (a1 + a2)

2 + 1 = ||∇1 f(x)||
2.

Дëя обëасти 4:

∇
4
f(x) = (–a

1
 + a

2
, 1)T,

||∇4 f(x)||
2 = (–a1 + a2)

2 + 1 = ||∇2 f(x)||
2.

Дëя обëасти 5:

∇
5
f(x) = (a

1
 + a

2
, –1)T,

||∇
5
f(x)||2 = (a

1
 + a

2
)2 + 1 = ||∇

1
f(x)||2 = ||∇

3
f(x)||2.

Дëя обëасти 6:

∇
6
f(x) = (a

1
 – a

2
, –1)T,

||∇
6
f(x)||2 = (a

1
 – a

2
)2 + 1 = ||∇

2
f(x)||2 = ||∇

4
f(x)||2.

Суììа уãëа β ìежäу ëинияìи уровня на проти-
вопоëожных скëонах овраãа и уãëа ìежäу вектора-
ìи-ãраäиентаìи на этих скëонах равна π. Вы÷ис-

x1
2
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x2 a1x1.–<

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

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
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

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
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ëиì скаëярное произвеäение ãраäиентов в обëас-
тях 1 и 2, 3 и 6, 4 и 5:

(∇
1
f(x), ∇

2
f(x)) = (∇

3
f(x), ∇

6
f(x)) =

= (∇
4
f(x), ∇

5
f(x)) =  –  – 1.

У÷итывая, ÷то (x, y) = ||x || ||y ||cos , x, y ∈ Rn, ãäе

 обозна÷ает уãоë ìежäу вектораìи x и y, поëу-

÷иì сëеäуþщее уравнение:

 = cos(π – β). (3)

Посëе упрощений поëу÷иì сëеäуþщее бикваä-
ратное уравнение с неизвестныì a2:

c
2

 + c
1

 + c
0
 = 0, (4)

ãäе c
0
 = (  + 1)2(1 – t2), c

1
 = (2  – 2)t2 – (2  + 2),

c2 = 1 – t2, t = cos(π – β).

Наìи поëу÷ен ìетоä äëя конструирования не-
äифференöируеìых тест-функöий (1), ÷üи свойс-
тва описываþтся уãëаìи α и β. Дëя заäанных α и
β коэффиöиент a1 опреäеëяется по форìуëе (2), а

коэффиöиент a
2
 — из ìножества реøений бикваä-

ратноãо уравнения.
Дëя поëу÷ения коэффиöиента a

2
 наäо из ìно-

жества реøений бикваäратноãо уравнения (4) выб-
ратü поëожитеëüный коренü. Отриöатеëüные кор-
ни бикваäратноãо уравнения не позвоëяþт кон-
струироватü функöиþ с ìиниìуìоì, а второй
äопоëнитеëüный поëожитеëüный коренü возника-
ет посëе возвеäения в кваäрат уравнения (3).

Форìаëизуеì поëу÷енный ìетоä конструиро-
вания овражных тест-функöий в виäе аëãоритìа.

3. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÊÎÍÑÒÐÓÈÐÎÂÀÍÈß ÄÂÓÌÅÐÍÛÕ 
ÎÂÐÀÆÍÛÕ ÒÅÑÒ-ÔÓÍÊÖÈÉ ÐÛÊÎÂÀ

1. Заäатü α — уãоë изëоìа äна овраãа, уãоë ìеж-
äу пряìыìи x

2
 = a

1
x

1
 и x

2
 = –a

1
x

1
.

2. Заäатü β — уãоë ìежäу ãраäиентаìи противо-
поëожных скëонов овраãа.

3. Вы÷исëитü a
1
 по форìуëе a

1
 = tg(π/2 – α/2).

4. Вы÷исëитü a2 как поëожитеëüный äей-

ствитеëüный коренü бикваäратноãо уравнения:

c
2

+ c
1

 + c
0
 = 0, ãäе c

0
 = (  + 1)2(1 – t2), c

1
=

= (2  – 2)t2 – (2  + 2), c2 = 1 – t2, t = cos(π – β).
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2
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2
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-----------------------------------------------------------------------------
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Ñâÿçü ìåæäó óãëàìè a è b (â ãðàäóñàõ) è êîýôôèöèåíòàìè a
1

è a
2

α β a
1

a
2 α β a

1
a
2 α β a

1
a
2 α β a

1
a
2

30

30 0,400

60

30 1,094

90

30 1,984

120

30 2,860
45 0,334 45 0,809 45 1,366 45 1,896
60 3,732 0,300 60 1,732 0,665 60 1,000 1,052 60 0,577 1,401
90 0,259 90 0,500 90 0,707 90 0,866

120 0,223 120 0,376 120 0,475 120 0,535

Рис. 1. Линии уровня тест-функции Рыкова для a = 30° при b = 30°, 45°, 60°, 90°, 120°, координаты точки минимума (1; 3,732)

Рис. 2. Линии уровня тест-функции Рыкова для a = 45° при b = 30°, 45°, 60°, 90°, 120°,
координаты точки минимума (1; 2,414)
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5. Записатü поëу÷еннуþ тест-функöиþ f(x) =

= |x2 – a1|x1| | + a2|1 – x1|, x ∈ R2, a1 > 0, a2 > 0,

x* = arg minf(x) = (1, a
1
)T,  f(x*) = 0.

Коэффиöиенты a1 и a2 äвуìерных овражных

тест-функöий (1) äëя разëи÷ных зна÷ений α и β
привеäены в табëиöе. На рис. 1—5 ëинии уровня
сконструированных с поìощüþ преäëоженноãо
аëãоритìа äвуìерных овражных тест-функöий Ры-
кова (1) äëя разëи÷ных зна÷ений α и β äеìонстри-
руþт ãеоìетри÷еские свойства тестовых функöий.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В статüе привеäено построение овражных äву-
ìерных кусо÷но-ëинейных тест-функöий äëя ис-
пытания ìетоäов оптиìизаöии. Описан первый
øаã построения новоãо кëасса неäифференöируе-
ìых тест-функöий. Даëüнейøее развитие äанных
тест-функöий пойäет по пути построения ìноãо-
ìерных вариантов овражных тестовых функöий с
ìноãоìерныì äноì овраãа и наäеëениеì функöий
жеëаеìыìи свойстваìи.
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Рис. 3. Линии уровня тест-функции Рыкова для a = 60° при b = 30°, 45°, 60°, 90°, 120°,
координаты точки минимума (1; 1,732)

Рис. 4. Линии уровня тест-функции Рыкова для a = 90° при b = 30°, 45°, 60°, 90°, 120°, координаты точки минимума (1; 1)

Рис. 5. Линии уровня тест-функции Рыкова для a = 120° при b = 30°, 45°, 60°, 90°, 120°,
координаты точки минимума (1; 0,577)
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ÓÏÐÀÂËßÅÌÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ,
ÐÎÁÀÑÒÍÛÅ ÏÎ ÍÀ×ÀËÜÍÛÌ ÄÀÍÍÛÌ1

Ã.Í. ßêîâåíêî

Ìîñêîâñêèé ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò (ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò), ã. Äîëãîïðóäíûé

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Возìожности систеì с управëениеì зависят не
тоëüко от внутренней структуры систеìы, в ÷аст-
ности, от уравнений, опреäеëяþщих функöиони-
рование систеìы, но и от оãрани÷ений, наëожен-
ных на управëение. Наибоëее распространено оã-
рани÷ение на зна÷ения äопустиìых управëений.
Рассìатриваþтся также оãрани÷ения интеãраëü-
ноãо типа, оãрани÷ения на управëения как на эëе-
ìенты разëи÷ных функöионаëüных пространств.
В настоящей работе поä ìножествоì äопустиìых
управëений пониìается такая совокупностü уп-
равëений, ÷то кажäое управëение из этой совокуп-
ности перевоäит за коне÷ное вреìя систеìу из оä-
ноãо фиксированноãо состояния в äруãое. Есëи
приìенитü äопустиìые управëения к на÷аëüноìу
состояниþ, отëи÷ноìу от фиксированноãо, то воз-
ìожны äва варианта: разныì äопустиìыì управëе-
нияì буäет соответствоватü оäно и то же коне÷ное
состояние (робастностü по на÷аëüныì äанныì);
разные äопустиìые управëения буäут привоäитü в
разные коне÷ные состояния (отсутствие робаст-
ности по на÷аëüныì äанныì). Основной резуëüтат
работы — теореìа, которая утвержäает, ÷то систе-
ìа явëяется робастной по на÷аëüныì äанныì тоã-
äа и тоëüко тоãäа, коãäа она äопускает ìаксиìаëü-
нуþ ãруппу сиììетрий по состояниþ. Рассìотре-

ние в работе провоäится ëокаëüно — в некоторой
обëасти пространства состояний. Функöии, у÷ас-
твуþщие в построениях, äостато÷но ãëаäкие.

1. ÐÎÁÀÑÒÍÎÑÒÜ ÏÎ ÍÀ×ÀËÜÍÛÌ ÄÀÍÍÛÌ

Рассìатривается систеìа с управëениеì

 = ϕ(x, u),  x ∈ �n,  u ∈ U ⊂ �m,
x(0) = x

0
. (1)

Ввоäится обозна÷ение

x = f(t, x
0
, u(•)) (2)

äëя общеãо реøения систеìы (1), соответствуþ-
щеãо некотороìу управëениþ u(•). Систеìу (1)
буäеì с÷итатü впоëне управëяеìой в общеприня-

тоì сìысëе: ∀x
0
, ∀x

1
, ∃T, ∃ (•), x

1
 = f(T, x

0
, (•)).

Выäеëиì из ìножества äопустиìых управëений
поäìножество M(x

0
 → x

1
), кажäый эëеìент кото-

роãо перевоäит за коне÷ное вреìя систеìу из фик-
сированноãо на÷аëüноãо состояния x

0
 в фиксиро-

ванное коне÷ное x
1
:

{ (•) ∈ M(x0 → x1)} ↔ {∃T, x1 = f(T, x0, (•))}.

Как показываþт привеäенные äаëее приìеры,
управëения, принаäëежащие некотороìу кëассу
M(x

0
 → x

1
), приìененные к на÷аëüноìу состояниþ

, отëи÷ноìу от x
0
, необязатеëüно привеäут в оä-

но и то же коне÷ное состояние.
Определение 1. Систеìа (1) называется робаст-

ной по начальным данным, есëи совокупностü уп-
равëений, принаäëежащих произвоëüноìу кëассу

Ввеäено понятие робастности по на÷аëüныì äанныì: нескоëüко управëений перевоäят

фиксированное на÷аëüное состояние в оäно и то же коне÷ное, те же управëения пере-

воäят ëþбое äруãое на÷аëüное состояние в оäно и то же коне÷ное. Доказана теореìа: уп-

равëяеìая систеìа явëяется робастной по на÷аëüныì äанныì тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа

она äопускает ìаксиìаëüнуþ ãруппу сиììетрий по состояниþ. Привеäены приìеры ис-

сëеäования конкретных управëяеìых систеì на робастностü по на÷аëüныì äанныì.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(проекты 05-01-00940, 07-01-00217) и äоëожена на VII ìежäу-
нароäной конференöии «Иäентификаöия систеì и заäа÷и уп-
равëения» SICPRO'08, Москва, Институт пробëеì управëения
РАН, 28—31 января 2008 ã.

x·

ũ ũ

ũ ũ

x0
*

íàëèç è ñèíòåç ñèñòåì óïðàâëåíèÿÀ
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M(x
0
 → x

1
), приìененная к произвоëüноìу состоя-

ниþ , привеäет к оäноìу и тоìу же коне÷ноìу

состояниþ :

{ f(T, x
0
, u(•)) = f( , x

0
, (•))} ↔

↔ { f(T, , u(•)) = f( , , (•))}. � (3)

Есëи систеìа (1) не уäовëетворяет усëовиþ (3),
то назовеì ее неробастной по начальным данным.

Поìиìо робастности по начальным данным ис-
поëüзуется и äруãая терìиноëоãия: переносиìостü,
ìобиëüностü, оäнократностü управëяеìости [1].

Проиëëþстрируеì опреäеëение 1 на приìере
систеìы

 = u + x, x ∈ �1,  (u, ) ∈ U ⊂ �2 (4)

при разëи÷ных оãрани÷ениях U на зна÷ения äо-
пустиìых управëений.

Пример 1. При U = {u = } систеìа (4) приìет
виä

 = u(1 + x), (5)

и общее реøение (2) ìожно записатü в явноì виäе

x = –1 + (1 + x
0
)exp u(τ)dτ. (6)

Возüìеì в ка÷естве на÷аëüной то÷ки x
0
 = 0, а в

ка÷естве коне÷ной x
1
 = 1, и из реøения (6) найäеì

усëовие тоãо, ÷то u(•) ∈ M(0 → 1):

exp u(τ)dτ = 2. (7)

Есëи в ка÷естве на÷аëüной взятü äруãуþ то÷ку

, то äëя ëþбых управëений u(•) и ìоìентов вре-
ìени T, уäовëетворяþщих усëовиþ (7), коне÷ная
то÷ка соответствуþщих траекторий буäет оäна и та

же:  = 1 + 2 , т. е. систеìа (5) — робастная по
на÷аëüныì äанныì.

Пример 2. При U = {  º 1} систеìа (4) приìет
виä

 = u + x, (8)

и общее реøение (2) запиøется сëеäуþщиì об-
разоì

x = et. (9)

Приняв, как и в приìере 1, в ка÷естве на÷аëüной
то÷ки x0 = 0, а в ка÷естве коне÷ной x1 = 1, из ре-

øения (9) найäеì усëовие тоãо, ÷то u(•) ∈ M(0 → 1):

eT = 1. (10)

При äруãой на÷аëüной то÷ке  ≠ 0 управëени-
яì, уäовëетворяþщиì усëовиþ (10), соответствуþт,

вообще ãоворя, разные коне÷ные то÷ки  = 1 +

+ eT. Распоëожение коне÷ной то÷ки  зависит
от вреìени T перехоäа из состояния x

0
 = 0 в сос-

тояние x
1
 = 1. Есëи оãрани÷итüся тоëüко теìи уп-

равëенияìи из ìножества M(0 → 1), которые пере-
воäят систеìу (8) из состояния x

0
 = 0 в состояние

x
1
 = 1 за оäно и тоже вреìя T *, то при äруãой на-

÷аëüной то÷ке  ≠ 0 буäет обеспе÷ено совпаäение

то÷ек  = 1 + eT*. Такиì образоì, у систеìы (8)
робастностü по на÷аëüныì äанныì носит усëов-
ный характер.
Пример 3. При отсутствии оãрани÷ений на уп-

равëение систеìа

 = u + x (11)

не явëяется робастной по на÷аëüныì äанныì. Дëя
тоãо ÷тобы в этоì убеäитüся, оãрани÷иìся рас-
сìотрениеì постоянных управëений и на фикси-
рованноì отрезке вреìени t ∈ [0, 1]. При постоян-
ных управëениях:

x(t) = x
0

 + u . (12)

Дëя тоãо ÷тобы уäовëетворитü ãрани÷ныì усëо-
вияì x0 = 0, x1 = 1, ìежäу постоянныìи управëе-

нияìи u и  äоëжна бытü связü

u = , (13)

которая нахоäится из общеãо реøения (12). Взяв

äруãое на÷аëüное состояние, наприìер,  = 1, из
реøения (12) с у÷етоì связи (13) к ìоìенту вре-

ìени t = 1 поëу÷иì ìножество  =  + 1, не сов-
паäаþщих коне÷ных то÷ек, ÷то и обосновывает то,
÷то систеìа (11) неробастная по на÷аëüныì äанныì.

3. ÊÐÈÒÅÐÈÉ ÐÎÁÀÑÒÍÎÑÒÈ
ÏÎ ÍÀ×ÀËÜÍÛÌ ÄÀÍÍÛÌ

Робастностü по на÷аëüныì äанныì тесно свя-
зана с ãрупповыìи свойстваìи систеì с управëе-
ниеì и присуща тоëüко L-систеìаì.
Определение 2 [1—5]. Систеìа

 = (x)ul(t),  k = ,  u ∈ U ⊂ �n (14)

называется L-системой, есëи äëя функöий (x) вы-

поëнены усëовия det|| (x)|| ≠ 0, [X
i
, X

j
] = X

k
,

x0
*

x1
*

T˜ ũ

x0
* T˜ x0

* ũ

x· ũ ũ

ũ

x·

0

t

∫

0

T

∫

x0
*

x1
* x0

*

ũ

x·

x0 u τ( )e τ– τd
0

t

∫+

u τ( )e τ– τd
0

T

∫

x0
*

x1
*

x0
* x1

*

x0
*

x1
* x0

*

x· ũ

e
ũt e

ũt
1–

ũ
----------------

ũ

ũ

e
ũt

1–
----------------

x0
*

x1
* e

ũ

x·
k

l 1=

n

∑ ϕl
k

1 n,

ϕl
k

ϕl
k

i 1=

n

∑ Cij
k
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 = const, i, j, k = , ãäе X
l
 = (x) ,

l = , [X
i
, X

j
] = {X

i
(x) – X

j
(x)}  —

коììутаторы операторов X
l
.

С L-систеìой (14) связаны äве n-параìетри÷ес-
кие ãруппы преобразований пространства состоя-

ний �n [1—4]: ãруппа äвижений вäоëü траекторий
систеìы (14) при разëи÷ных управëениях

x = g( , ..., , v1, ..., vn) (15)

и ãруппа сиììетрий по состояниþ

 = (x, τ),  x, τ ∈ �n. (16)

Группа äвижений (15) закëþ÷ает в себе все пре-
образования сäвиãа по траекторияì (2) систеìы
(14) при произвоëüных управëениях u(•) за про-
извоëüное вреìя T. Группа сиììетрий (16) обëа-
äает сëеäуþщиì характеристи÷ескиì свойствоì:
поäстановка ëþбоãо реøения x(t) систеìы (14), со-
ответствуþщеãо некотороìу управëениþ u(•), в

уравнения ãруппы (16) (t) = (x(t), τ), τ ∈ �n при

ëþбоì наборе параìетров τ1, ..., τn привоäит к ре-

øениþ (t) систеìы (14), соответствуþщеìу тоìу
же управëениþ. Указанные äве ãруппы (15), (16) и
опреäеëяþт робастностü по на÷аëüныì äанныì
L-систеì.
Теорема. Вполне управляемая система (1) — яв-

ляется робастной по начальным данным в смысле оп-
ределения 1 в том и только в том случае, если сис-
тема является L-системой (14). �

Доказатеëüство сì. в Приëожении.
Вернеìся к рассìотренныì ранее приìераì.

Систеìа (5) явëяется L-систеìой с ãруппой äви-

жений (15) x = –1 + (1 + x0)e
v и такой же ãруппой

сиììетрий (16)  = –1 + (1 + x
0
)eτ. Установëенная

в приìере 1 робастностü по на÷аëüныì äанныì
систеìы (5) — сëеäствие ее принаäëежности к
L-систеìаì. Систеìы (8) и (11) не явëяþтся L-сис-
теìаìи, всëеäствие ÷еãо не обëаäаþт робастно-
стüþ по на÷аëüныì äанныì. Дëя поãружения в
кëасс L-систеì äобавиì к систеìе (11) уравнение

 = . Новая систеìа — L-систеìа

 = (17)

по теореìе обëаäает робастностüþ по на÷аëüныì
äанныì. Исхоäя из этоãо, ìожно найти äопоëни-

теëüные усëовия на управëения (u, ) ∈ M(x0 →
x1), ÷тобы систеìы (8) и (11) стаëи

робастностныìи по на÷аëüныì äанныì.

Принаäëежностü (u(•), (•)) ∈ M(x
0
 → x

1
) приво-

äит в сиëу систеìы (17) к соотноøениþ

(τ)dτ = y1 – y0 = const, (18)

которое и буäет указанныì äопоëнитеëüныì соот-

ноøениеì. В сëу÷ае приìера 2 (  ≡ 1), соотноøе-
ние (18) приниìает виä T = const, ÷то, как быëо
проверено вы÷исëениеì, äействитеëüно привоäит
к робастностности по на÷аëüныì äанныì.

Привеäеì еще приìеры L-систеì — систеì,
обëаäаþщих робастностностüþ по на÷аëüныì
äанныì.
Пример 4. Линейная стаöионарная систеìа

 =  = ,

ãäе x ∈ �n, y ∈ �1, u ∈ �m, E — еäини÷ная ìатриöа,
A и B — ÷исëовые ìатриöы нужных разìеров. Есëи
убратü посëеäнее уравнение, то оставøаяся систе-
ìа не буäет обëаäатü свойствоì робастностности
по на÷аëüныì äанныì.
Пример 5. Движение ëетатеëüноãо аппарата в ãо-

ризонтаëüной пëоскости при управëении креноì

 =  = .

Есëи убратü посëеäнее уравнение, то оставøа-
яся систеìа не буäет обëаäатü свойствоì робаст-
ностности по на÷аëüныì äанныì.
Пример 6. Уравнение Риккати, поãруженное в

L-систеìу:

 = . (19)

Есëи оãрани÷итüся первыì уравнениеì — урав-
нениеì Риккати, то оно не буäет обëаäатü свойс-
твоì робастности по на÷аëüныì äанныì.
Пример 7. Уравнение Нüþтона

m  = u(t) – β( )2,

опреäеëяþщее оäноìерное äвижение управëяеìой
то÷ки при наëи÷ии аэроäинаìи÷ескоãо сопротив-
ëения, пропорöионаëüноãо кваäрату скорости, по-
ãружается в L-систеìу (19) при сëеäуþщей спе-
öиаëизаöии переìенных:

x = m , y = – , u1 = u(t), u2 = 0, u3 = – .

Cij
k

1 n,
k 1=

n

∑ ϕl
k

x
k∂

∂

1 n,
k 1=

n

∑ ϕj
k ϕi

k

x
k∂

∂

x0
1

x0
n

x

)

x

)

x

)

x

)

x

)
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y· ũ

x·
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 
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ввеäенные опреäеëениеì 2 L-систеìы (14),
кроìе робастности по на÷аëüныì äанныì, обëаäа-
þт и äруãиìи свойстваìи, присущиìи искëþ÷и-
теëüно L-систеìаì [5]. Наприìер: с то÷ностüþ äо
заìен переìенных вся инфорìаöия о систеìе со-
äержится во ввеäенных в опреäеëении 2 постоян-

ных ; äифференöиаëüнуþ L-систеìу (14) ìожно

эквиваëентно заìенитü коне÷ной (без произвоä-
ных) систеìой (15); äифференöиаëüные уравне-
ния äëя сопряженных переìенных в принöипе
ìаксиìуìа Л.С. Понтряãина ìожно заìенитü ко-
не÷ныìи уравненияìи.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  т е о р е ì ы
Необходимость. Пустü систеìа (1) робастная по на÷аëüныì

äанныì. Фиксируеì на÷аëüное состояние систеìы. Не нару-
øая общности, буäеì с÷итатü еãо на÷аëоì коорäинат: x

0
 = 0.

Кажäоìу управëениþ (•) и кажäоìу интерваëу вреìени [0, ]
соответствует состояние систеìы v — коне÷ная то÷ка траекто-
рии, на÷аëüная то÷ка которой x

0
 = 0:

v = f( , 0, (•)). (П1)

Приìенение тоãо же управëения и тоãо же интерваëа вре-
ìени к äруãиì на÷аëüныì состоянияì x

0
 систеìы опреäеëит

преобразование x
0
 ↔ x пространства состояний �n: x = f( ,

x
0
, (•)). В сиëу робастности по на÷аëüныì äанныì кажäое

такое преобразование опреäеëяется не конкретныì выбороì

управëения (•) и вреìени , а тоëüко набороì ÷исеë v =

= (v1, ..., vn) — состояниеì, в которое перевоäит пара { (•),

} на÷аëо коорäинат x
0
 = 0. Действитеëüно, есëи äруãой паре

{ (•), } соответствует в сиëу соотноøения (П1) тот же на-

бор ÷исеë v = (v1, ..., vn), то по свойству (3) робастности по на-
÷аëüныì äанныì кажäое состояние x

0
 перейäет в то же состо-

яние, ÷то и в сëу÷ае пары { (•), }. Такиì образоì, кажäое

преобразование пространства состояний �n, опреäеëяеìое как

сäвиã по траекторияì систеìы äëя некоторой пары { (•), },
принаäëежит n-параìетри÷еской совокупности преобразований

x = Φ(x
0
, v), (П2)

ãäе v — набор ÷исеë v = (v
1
, ..., vn), заäаваеìый соотноøениеì

(П1). Покажеì, ÷то совокупностü преобразований (П2) уäов-
ëетворяет всеì ãрупповыì аксиоìаì.

Замкнутость относительно операции суперпозиции. Пустü

пара { (•), } заäает преобразование, котороìу в сиëу соот-

ноøения (П1) соответствует набор ÷исеë , а паре { (•), } —

набор ÷исеë . Опреäеëиì управëение

u*(t) = 

интерваë вреìени [0,  + ] и в сиëу соотноøения (П1)
состояние

v* = f(  + , 0, u*(•)). (П3)

О÷евиäно, ÷то есëи к пространству �n приìенитü преоб-

разование (П2), котороìу соответствует набор ÷исеë , а за-

теì преобразование, котороìу соответствует набор ÷исеë , то
поëу÷енное преобразование принаäëежит совокупности (П3)
и заäается набороì параìетров v*, опреäеëяеìых состояниеì
(П3).

Наличие в совокупности (П2) тождественного преобразова-
ния. Тожäественноìу преобразованиþ соответствует набор

÷исеë v i = 0, i = . Тожäественное преобразование прост-

ранства �n реаëизуется ëþбой парой { (•), }, уäовëетво-

ряþщей усëовиþ f( , 0, (t)) = 0, наприìер,  = 0 и ëþбое

управëение (•).

Наличие обратных преобразований. Пустü паре {u(•), T } со-

ответствует в сиëу соотноøения (П1) состояние . Так как

систеìа (1) впоëне управëяеìа, существует пара { (•), },

которая перевеäет систеìу из состояния  в на÷аëо коорäи-
нат и буäет реаëизовыватü обратное преобразование. Набор

параìетров , соответствуþщих паре { (•), }, нахоäится с
поìощüþ соотноøения (18).

Выпоëнение ãрупповых аксиоì äает возìожностü утверж-
äатü, ÷то совокупностü преобразований (П2) естü ãруппа (15),
а всëеäствие этоãо исхоäная систеìа (1) явëяется L-систеìой
(14) [1—5].

Достаточность. Пустü систеìа (1) — L-систеìа (14) и поэ-

тоìу äопускает ãруппу сиììетрий (16). Пустü пара { (•), }
перевоäит некоторое на÷аëüное состояние x

0
 в коне÷ное x

1
.

В сиëу транзитивности ãруппы сиììетрий (16) найäется та-

кой набор параìетров , ÷то соответствуþщее преобразова-
ние ãруппы (16) перевеäет состояние x

0
 в äруãое заäанное сос-

тояние . При этоì состояние x
1
 перейäет в конкретное

состояние  = (x
1
, ). Всëеäствие тоãо, ÷то ãруппа сиììет-

рий (16) перевоäит реøения систеìы (14) в ее же реøения,

äëя ëþбой пары { (•), } перевоä x
0
 в x

1
 вëе÷ет за собой пе-

ревоä  в оäно и то же коне÷ное состояние . Так как вы-

бор состояний x
0
 и  произвоëен, справеäëиво соотноøение

(3), т. е. систеìа (14) робастная по на÷аëüныì äанныì. Теоре-
ìа äоказана. �
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ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÅ ÊÐÈÒÅÐÈÈ
Â ÇÀÄÀ×Å ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ 

ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ

Ñ.Â. Ñîêîëîâ, Ï.À. Êó÷åðåíêî

Ðîñòîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Существуþщие ìетоäы реøения заäа÷и стохас-
ти÷еской параìетри÷еской иäентификаöии требу-
þт, как правиëо, äëя своей уäовëетворитеëüной
реаëизаöии принятия ряäа крайне упрощаþщих
оãрани÷ений — ëинейности ìоäеëи изìеритеëя
относитеëüно параìетров, необхоäиìости нор-
ìаëüноãо виäа распреäеëения (с нуëевыìи ìате-
ìати÷ескиìи ожиäанияìи и коне÷ныìи äиспер-
сияìи) аääитивных поìех набëþäаеìых сиãнаëов
и äр. В боëüøинстве реаëüных ситуаöий это ока-
зывает зна÷итеëüное отриöатеëüное вëияние на
ка÷ественные характеристики проöеäуры иäенти-
фикаöии и, как сëеäствие, снижает потенöиаëüно
возìожнуþ то÷ностü поëу÷аеìых оöенок параìет-
ров [1—8]. Анаëиз ëитературы по äанной теìатике
показаë, ÷то работы в этой обëасти в основноì
посвящены вопросаì, связанныì с иäентифика-
öией параìетров ìоäеëи набëþäаеìоãо стохасти-
÷ескоãо объекта, в то вреìя как вопросы, касаþщи-
еся опреäеëения неизвестных параìетров саìоãо
набëþäатеëя (изìеритеëя параìетров состояния
объекта), практи÷ески не освещены. Вìесте с теì,
заäа÷и поäобноãо роäа о÷енü ÷асто возникаþт в
саìых разëи÷ных обëастях теëекоììуникаöии и
связи, раäионавиãаöии, ìетроëоãии и пр. К ÷исëу
наибоëее распространенных из них ìожно отнести
заäа÷и опреäеëения неизвестных характеристик
тракта переäа÷и (вреìени распространения сиã-

наëов, параìетров среäы переäа÷и и äр.), опреäе-
ëения неизвестных иëи «øуìящих» коэффиöиен-
тов усиëения (иëи äруãих характеристик) приеì-
ника и пр.

Поэтоìу иссëеäования, направëенные на син-
тез новых и развитие существуþщих ìетоäов и аë-
ãоритìов иäентификаöии, ориентированных на
возìожностü оöенки параìетров набëþäатеëя и в
зна÷итеëüной (иëи поëной) ìере устраняþщих
указанные неäостатки разработанных ìетоäов,
преäставëяþтся весüìа актуаëüныìи.

Дëя реøения äанной заäа÷и äаëее рассìотриì
поäхоä, позвоëяþщий избавитüся от существуþ-
щих оãрани÷ений разработанных ìетоäов и повы-
ситü потенöиаëüнуþ то÷ностü проöеäуры иäенти-
фикаöии бëаãоäаря обобщенныì вероятностныì
критерияì, зависящиì в общеì сëу÷ае неëинейно
от апостериорной пëотности распреäеëения век-
тора состояния.

Вопросы иäентификаöии по сëожныì статис-
ти÷ескиì критерияì уже рассìатриваëисü в рабо-
тах разëи÷ных авторов [7, 8], но принятые в них
критерии, основанные на ìиниìизаöии среäне-
кваäрати÷еской оøибки оöенивания и опреäеëе-
нии апостериорноãо ìатеìати÷ескоãо ожиäания
оöениваеìых параìетров (в тоì ÷исëе, с испоëü-
зованиеì статисти÷еской и äисперсионной ëине-
аризаöии) иëи ìаксиìизаöии апостериорной пëот-
ности вероятности (АПВ) параìетров набëþäае-
ìоãо объекта, как это буäет виäно из посëеäуþщих

Показана актуаëüностü иссëеäования новых и развития существуþщих ìетоäов стохас-

ти÷еской неëинейной параìетри÷еской иäентификаöии. Преäëожено реøение заäа÷и

иäентификаöии на основе испоëüзования обобщенных вероятностных критериев, явно

зависящих от апостериорной пëотности вероятности. Синтезирован аëãоритì иäенти-

фикаöии с испоëüзованиеì критерия ìиниìуìа вероятности оøибки оöенивания. Дëя

иëëþстраöии эффективности преäëаãаеìоãо поäхоäа рассìотрен ÷исëенный приìер.

Преäëоженный ìетоä ìожет бытü весüìа эффективно приìенен в саìых разëи÷ных об-

ëастях связи, управëения, ìетроëоãии и пр.
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построений, преäставëяþт собой ÷астные сëу÷аи
вероятностных критериев общеãо виäа, зависящих
неëинейно от АПВ и составëяþщих основу преä-
ëаãаеìоãо поäхоäа.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ 
ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ

Пустü N-ìерный вектор состояния неëинейно-
ãо äискретноãо объекта x

k
 заäан в саìоì общеì

сëу÷ае разностныì уравнениеì

x
k
 = f(x

k – 1, n), (1)

ãäе f(...) — известная неëинейная вектор-функöия
с äифференöируеìыìи коìпонентаìи, äëя кото-
рых существуþт обратные функöии; x

k – 1 — N-ìер-

ный вектор переìенных состояния на (k – 1)-ì
øаãе вреìени; n — N-ìерный вектор øуìа с из-
вестной N-ìерной невырожäенной функöией
пëотности распреäеëения вероятности q(n).

Вектор набëþäения разìерности M äëя k-ãо
ìоìента вреìени z

k
 описывается сëеäуþщиì урав-

нениеì (в общеì сëу÷ае также неëинейныì):

z
k
 = c(C

k
, x

k
, w), (2)

ãäе c(...) — известная неëинейная вектор-функöия
набëþäения с äифференöируеìыìи коìпонента-
ìи, äëя которых существуþт обратные функöии;
C
k
 — вектор (иëи ìатриöа) параìетров набëþäа-

теëя соответствуþщей разìерности, в общеì сëу-
÷ае нестаöионарный; w — M-ìерный вектор øуìа
с известной M-ìерной невырожäенной функöией
пëотности распреäеëения вероятности g(w).

Дëя сокращения äаëüнейøей записи набор век-
торов сиãнаëов набëþäения z

i
, i = 1, ..., k, обозна-

÷иì ÷ерез .

В рассìатриваеìоì общеì неëинейноì стохас-
ти÷ескоì сëу÷ае заäа÷а иäентификаöии текущеãо
неизвестноãо параìетра C

k
 ìожет бытü сфорìуëи-

рована как заäа÷а нахожäения еãо зна÷ения, уäов-
ëетворяþщеãо некотороìу вероятностноìу крите-
риþ оптиìаëüности J. В ка÷естве таких критериев,
обеспе÷иваþщих ìаксиìаëüнуþ (потенöиаëüно
возìожнуþ) то÷ностü иäентификаöии, сëеäует ис-
поëüзоватü обобщенные вероятностные критерии,
зависиìостü которых от апостериорной пëотности

вероятности переìенных состояния p(x
k
| ; C

k
) в

общеì сëу÷ае неëинейна:

J = Φ(p(x
k
| ; C

k
))dx

k
 = W(C

k
), (3)

ãäе Φ — известная неëинейная анаëити÷еская
функöия, X — заäанная обëастü пространства сос-

тояний; p(x
k
| ; C

k
) — АПВ вектора переìенных

состояния объекта, W — известная неëинейная
функöия.

Разëи÷ные вариаöии виäа критериаëüной фун-
кöии Φ позвоëяþт охватитü äостато÷но øирокий
кëасс критериев оптиìаëüности [9]:

— äëя критерия ìиниìуìа откëонения АПВ от

заäанной функöии s: Φ(p) = (p – s)2, Φ(p) = –pln(s/p)
(критерий Куëüбака) и äр.;

— äëя критерия ìаксиìуìа (ìиниìуìа) ве-
роятности существования параìетров состояния
в некоторой обëасти пространства состояний:
Φ(p) = ±p;

— äëя критерия ìаксиìуìа инфорìаöии о па-

раìетрах состояния: Φ(p) = –p  (кри-

терий Фиøера), Φ(p) = –plogp (критерий Шенно-
на) и äр.

О÷евиäно, ÷то заäа÷а в äанной постановке сво-
äится к отысканиþ текущей апостериорной пëот-

ности p(x
k
| ; C

k
) и посëеäуþщеìу опреäеëениþ

текущеãо зна÷ения искоìоãо параìетра C
k
, уäов-

ëетворяþщеãо выбранноìу критериþ оптиìаëü-
ности J.

2. ÑÈÍÒÅÇ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ
ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ

Известно [10], ÷то ìноãоìерная апостериорная
пëотностü вероятности вектора состояния x äëя

k-ãо ìоìента вреìени p(x
k
| ; C

k
) опреäеëяется

выражениеì

p(x
k
| ; C

k
) = ... p(x

k – 1
| ;

C
k – 1

)p(x
k
|x
k – 1

)dx
k – 1

p(z
k
|x
k
),

h(C
k
) = ... ... p(x

k – 1
| ;

C
k – 1)p(xk|xk – 1)dxk – 1p(zk|xk) dx

k
, (4)

ãäе p(x
k – 1| ; C

k – 1) — опреäеëенная на (k – 1)-ì

øаãе апостериорная пëотностü вероятности векто-
ра состояния объекта; p(x

k
|x
k – 1) — опреäеëяеìая

на текущеì øаãе аëãоритìа N-ìерная усëовная
пëотностü вероятности вектора x

k
; p(z

k
|x
k
) — опре-

äеëяеìая на текущеì øаãе аëãоритìа функöия
правäопоäобия äëя ìноãоìерноãо набëþäения.

Мноãоìерная усëовная пëотностü p(x
k
|x
k – 1)

ìожет бытü поëу÷ена из исхоäноãо уравнения объ-
екта (1) при известноì виäе пëотности распреäе-
ëения вероятности зна÷ений øуìа q(n) (в преäпо-

z1
k

z1
k

X
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ëожении их взаиìной статисти÷еской независи-
ìости) [11]:

p(x
k
|x
k – 1

) = q(g(x
k
, x

k – 1
))|Y

γ
|,

ãäе Y
γ
 = ,

γ(x
k
, x

k – 1) = ,

ãäе Y
g
 — якобиан преобразования от вектора пере-

ìенных n к вектору переìенных x
k
, зависиìостü

которых в общеì сëу÷ае неëинейная и опреäеëя-
ется выражениеì (1); γ

(i)
(x
k
, x

k – 1
), i = 1, ..., N —

поëу÷енные в резуëüтате обратноãо преобразова-
ния соответствуþщих коìпонент f(...) оäнозна÷но
опреäеëенные функöии; x

k(i)
, i = 1, ..., N — коìпо-

ненты вектора состояния объекта x
k
.

Анаëоãи÷ныì образоì из уравнения (2) ìожно
опреäеëитü вхоäящуþ в выражение (4) функöиþ
правäопоäобия äëя ìноãоìерноãо набëþäения:

p(z
k
|x
k
) = g(y(z

k
, C

k
, x

k
))|Y

ψ
|,

Y
ψ
 = ,

y(z
k
, C

k
, x

k
) = ,

ãäе Y
ψ
 — якобиан преобразования от вектора пере-

ìенных w к вектору z
k
; ψ(j)(zk, Ck, xk), j = 1, ..., M —

поëу÷енные в резуëüтате обратноãо преобразова-
ния соответствуþщих коìпонент c(...) оäнозна÷но
опреäеëенные функöии; z

k( j)
, j = 1, ..., M — коì-

поненты вектора набëþäения z
k
.

Так как АПВ p(x
k – 1| ; C

k – 1) в правой ÷асти

равенства (4) — известная функöия (опреäеëенная
на преäыäущеì øаãе), рекуррентный аëãоритì оп-
реäеëения АПВ переìенной состояния äëя k-ãо
ìоìента вреìени при наëи÷ии äискретных отс÷е-

тов сиãнаëа набëþäения  приниìает виä:

p(x
k
| ; C

k
) = , (5)

ãäе

Λ(x
k
, C

k
) = ... p(x

k – 1| ; C
k – 1) Ѕ

Ѕ q(g(x
k
, x

k – 1))|Yγ
|dx

k – 1g(ψ(z
k
, C

k
, x

k
))|Y

ψ
|,

h*(C
k
) = ... Λ(x

k
, C

k
)dx

k
.

Тоãäа, с у÷етоì выражения (5), обобщенный ве-
роятностный критерий (3) ìожно окон÷атеëüно
преäставитü сëеäуþщиì образоì:

J = Φ dx
k
. (6)

Иäентификаöия параìетра C
k
 преäпоëаãает ìи-

ниìизаöиþ (ìаксиìизаöиþ) критерия (6). Дëя
этой öеëи возìожно приìенение известных и øи-
роко приìеняеìых ìетоäов оптиìизаöии функ-
öий ìноãих переìенных, выбор которых опреäе-
ëяется особенностяìи иссëеäуеìоãо объекта и еãо
набëþäатеëя [12—14]. Друãиìи сëоваìи, в коне÷-
ноì с÷ете, выбор зависит от конкретноãо виäа кри-
териаëüноãо выражения — анаëити÷еских свойств
поëу÷аеìой öеëевой функöии (выпукëости, не-
прерывности, повторной äифференöируеìости и
äр.), а также необхоäиìоãо äëя реаëизаöии саìоãо
ìетоäа оптиìизаöии уровня инфорìаöии об этой
функöии. Так, в сëу÷ае виäа критериаëüноãо вы-
ражения, бëизкоãо к кваäрати÷ноìу, öеëесообраз-
но приìенятü ìетоäы, испоëüзуþщие свойства
сопряженных направëений (ìетоä Давиäона—
Фëет÷ера—Пауэëëа, обеспе÷иваþщий в поäобноì
сëу÷ае относитеëüно быструþ схоäиìостü за ко-
не÷ное ÷исëо øаãов, и т. п.), тоãäа как äëя сëу÷аев
неäифференöируеìых функöий неизвестной фор-
ìы — ìетоäы пряìой оптиìизаöии (ìетоä Неëäе-
ра—Миäа и еãо ìоäификаöии, ìетоä Хука—Джив-
са и äр.).

Эффективностü преäëоженноãо поäхоäа про-
иëëþстрируеì на сëеäуþщеì приìере, иìеþщеì
саìостоятеëüное теорети÷еское и практи÷еское
зна÷ение.

3. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ 
ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÊÐÈÒÅÐÈß ÌÈÍÈÌÓÌÀ 

ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ ÎØÈÁÊÈ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈß

Исхоäя из физи÷ескоãо сìысëа поставëенной
заäа÷и иäентификаöии — т. е. приниìая во вни-
ìание вероятностный характер текущей оøибки
оöенивания переìенных состояния объекта и о÷е-
виäнуþ связü ее зна÷ения со степенüþ то÷ности
поëу÷аеìых оöенок иäентифиöируеìых параìет-
ров — воспоëüзуеìся äëя посëеäуþщеãо реøения
заäа÷и критериеì ìиниìуìа апостериорной пëот-
ности вероятности текущей оøибки оöенивания
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переìенных состояния объекта в заäанной обëас-
ти ее преäеëüно äопустиìоãо изìенения. Заìетиì,
÷то упоìянутые ранее и øироко приìеняеìые се-
ãоäня критерии, основанные на ìиниìизаöии
среäнекваäрати÷ескоãо откëонения оøибки, в си-
ëу неравенства Чебыøева преäставëяþт собой
ëиøü ÷астные сëу÷аи преäëаãаеìоãо критерия.

Итак, в ка÷естве возìожноãо варианта крите-
рия J приìеì äаëее критерий ìиниìуìа АПВ те-
кущей оøибки оöенивания s

k
 переìенных состоя-

ния объекта на выбранноì интерваëе ее преäеëüно
äопустиìоãо изìенения — от σmin äо σmax, т. е.

J = ... ρ(s
k
| )ds

k
,

ãäе s
k
 = x

k
 –  — вектор текущей оøибки оöе-

нивания,  — вектор текущих оöенок переìен-

ных состояния объекта, ρ(s
k
| ) — ìноãоìерная

усëовная апостериорная пëотностü вероятности
оøибки оöенивания.

У÷итывая ëинейнуþ зависиìостü зна÷ений те-
кущей оøибки σ

k
 и переìенной состояния x

k
:

σ
k

= x
k
 – , выразиì АПВ оøибки оöенивания

ρ(s
k
| ) ÷ерез опреäеëеннуþ ранее АПВ переìен-

ной состояния p(x
k
| ; C

k
):

ρ(s
k
| ) = p(s

k
 + | ; C

k
).

В этоì сëу÷ае ìиниìизаöиþ критерия иäенти-
фикаöии ìожно преäставитü сëеäуþщиì образоì:

J = ... ρ(s
k
| )ds

k
 =

= ... p(s
k
 + | ; C

k
)ds

k
. (7)

Произвоäя соответствуþщуþ заìену переìен-
ных в поëу÷енноì ранее выражении äëя АПВ
параìетров состояния (5) и обозна÷ив критери-
аëüное выражение ÷ерез Ω(C

k
), поиск ìиниìуìа

критерия (7) ìожно преäставитü в сëеäуþщеì коì-
пактноì виäе:

J = Ω(C
k
), (8)

ãäе

Ω(C
k
) = ... p(s

k
 + | ; C

k
)ds

k
 =

= ... ds
k
.

Как быëо отìе÷ено, иäентификаöия текущеãо
зна÷ения параìетра, уäовëетворяþщеãо критериþ
(8), преäпоëаãает ìиниìизаöиþ функöии Ω(C

k
) на

основе известных ìетоäов оптиìизаöии функöий
ìноãих переìенных, конкретное приìенение ко-
торых рассìотриì äаëее в проöессе ÷исëенноãо
ìоäеëирования конкретной проöеäуры иäентифи-
каöии.

4. ÏÐÈÌÅÐ

Проиëëþстрируеì эффективностü преäëожен-
ноãо ìетоäа иäентификаöии сëеäуþщиì приìероì.

Пустü стохасти÷еский äискретный объект заäан
неëинейныì разностныì уравнениеì

x
k
 = f(x

k – 1
) + n = x

k – 1
 + a  + n,

x1 = 0,5, (9)

ãäе n — беëый ãауссовский øуì с нуëевыì среä-
ниì и äисперсией D

n
 = 0,025, a = –0,4 — коэффи-

öиент уравнения объекта.
Переìенные состояния заäанноãо объекта на-

бëþäаþтся изìеритеëеì, описываеìыì уравнениеì

z
k
 = χ(c, x

k
) + w = bc  + w, (10)

ãäе b = 0,35 — коэффиöиент уравнения объекта,
c — неизвестный искоìый параìетр набëþäатеëя
(äëя рассìатриваеìоãо äаëее ìоäеëüноãо приìера
выбереì исхоäное зна÷ение c = 1 äëя всех k), w —
беëый ãауссовский øуì с нуëевыì среäниì и äис-
персией D

w
 = 0,15.

Дëя посëеäуþщеãо опреäеëения оöенок вос-
поëüзуеìся äостато÷но эффективныì в сìысëе вы-
÷исëений рекуррентныì неëинейныì фиëüтроì
Каëìана (преäпоëаãаþщиì ëинеаризаöиþ неëи-
нейных функöий f(x

k – 1
) и χ(c, x

k
) в окрестности

оöенки). Линеаризованные уравнения объекта (9)
и изìеритеëя (10) приниìаþт сëеäуþщий виä:

x
k
 = A

k
x
k – 1 + Bk + n,  x1 = 0,5,

z
k
 = c(E

k
x
k
 + P

k
) + w,

ãäе A
k
 = 1 – 0,8 , B

k
 = –0,4( )2, E

k
 = 0,7 ,

P
k
 = –0,35( )2 — коэффиöиенты, поëу÷енные в

резуëüтате ëинеаризаöии функöий f(x–1) и χ(c, x
k
)

в окрестностях оöенок переìенной состояния

объекта äëя (k – 1)-ãо øаãа .
Текущие зна÷ения оöенки переìенной состоя-

ния объекта опреäеëяëисü посреäствоì субопти-
ìаëüноãо фиëüтра Каëìана [10], иìеþщеãо в рас-
сìатриваеìоì сëу÷ае виä

 = U(c) = A
k

 + B
k
 +

+ K
k
(z
k
 – c(E

k
(A

k
 + B

k
) + P

k
)),   = 0,7,

K
k
 = c ,  R

k
 = , R

1
 = 0,5.
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Соответственно, функöия Ω(c) äëя k-ãо øаãа
аëãоритìа приìет виä

Ω(c) = p(σ
k
 + | ; c)dσ

k
 =

= p(x
k – 1

| )  Ѕ

Ѕ dx
k – 1  Ѕ

Ѕ dσ
k
, (11)

h*(c) = p(x
k – 1

| ) Ѕ

Ѕ dx
k – 1

 Ѕ

Ѕ dx
k
.

Априорнуþ пëотностü вероятности äëя первой
итераöии аëãоритìа выбереì норìаëüной с äис-
персией D

0
 = 0,45 и ìатеìати÷ескиì ожиäаниеì

0,7. Зäесü интересно отìетитü, ÷то откëонения
среäнеãо зна÷ения априорной пëотности от на-
÷аëüноãо зна÷ения переìенной состояния не ока-
зываþт в äаëüнейøеì существенноãо вëияния на
ка÷ество проöеäуры иäентификаöии (аëãоритì
иäентификаöии к ниì устой÷ив).

На рис. 1 преäставëен поëу÷енный в резуëüтате
ìоäеëирования ãрафик вхоäящей в форìуëу (11)
АПВ текущей оøибки оöенивания äëя k-ãо øаãа
аëãоритìа (k = 150), которая, явëяясü функöией
текущей оøибки σ

k
, зависит в то же вреìя от зна-

÷ений искоìоãо параìетра c: (p(σ
k
 + | ) =

= p(σ
k

+ U(c)| ) = V(c, σ
k
)).

Интересно, ÷то характер поëу÷аеìых в резуëü-
тате ìоäеëирования АПВ (как äëя переìенной со-
стояния неëинейноãо объекта, так и äëя оøибки
оöенивания σ

k
) существенно неãауссовский (ввиäу

неëинейности исхоäных уравнений объекта и из-
ìеритеëя). Отìе÷енное обстоятеëüство иëëþстри-
руется привеäенныìи на рис. 2 ãрафикаìи, соот-
ветствуþщиìи се÷ениþ вäоëü оси σ

k
 функöии

V(c, σ
k
) при c = 1 (непрерывная ëиния) и ãауссов-

ской пëотности распреäеëения с ìатеìати÷ескиì
ожиäаниеì 0,29 и äисперсией 0,064 (øтриховая
ëиния).

Как виäно из преäставëенных ãрафиков, ука-
занные функöии, иìея похожие форìы, в то же
вреìя, зна÷итеëüно разëи÷аþтся своиìи зна÷ени-
яìи практи÷ески на всеì ìоäеëируеìоì интерваëе
своих арãуìентов.

Интеãраëы в выражении (11) зäесü и в äаëüней-
øеì опреäеëяëисü ÷исëенно с поìощüþ кваäра-
турных форìуë с øаãоì ∆ = 0,025. Бесконе÷ные
преäеëы интеãрирования по переìенной состоя-
ния x быëи заìенены на коне÷ные, уäовëетворяþ-
щие то÷ностныì требованияì к аëãоритìу оöенки
(xmin = –0,5; xmax = 1,5).

Эффективностü работы аëãоритìа иëëþстриру-
ется привеäенныì на рис. 3 ãрафикоì зависиìос-
ти критериаëüноãо выражения Ω(c) от искоìоãо
параìетра.

О÷евиäно, ÷то ìиниìуì критериаëüноãо выра-
жения (и, сëеäоватеëüно, се÷ение построенной

Рис. 1. График АПВ текущей ошибки оценивания для k-го шага 
алгоритма (k = 150)
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Рис. 2. Сечение вдоль оси s
k
 функции V(c, s

k
) при c = 1

и гауссовская плотность распределения с математическим 
ожиданием 0,29 и дисперсией 0,064 (k = 150)
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функöии V(c, σ
k
) вäоëü оси σ

k
 с наиìенüøей пëо-

щаäüþ) распоëаãается окоëо истинноãо зна÷ения
искоìоãо параìетра c = 1.

Как показаëи резуëüтаты ìоäеëирования, виä
привеäенной на рис. 3 зависиìости характерен äëя
критериаëüных выражений, поëу÷аеìых на раз-
ëи÷ных итераöиях аëãоритìа. Зäесü важно отìе-
титü, ÷то, буäу÷и ìноãоэкстреìаëüныìи, критери-
аëüные выражения на разëи÷ных øаãах аëãоритìа
(сì. привеäенный ãрафик) приниìаþт свои на-
иìенüøие зна÷ения в районе истинноãо зна÷ения
искоìоãо параìетра.

Дëя ìиниìизаöии выбранноãо критерия на
о÷ереäноì øаãе аëãоритìа — т. е. äëя оäнозна÷но-
ãо опреäеëения ÷исëенноãо зна÷ения текущей
оöенки искоìоãо параìетра — öеëесообразно, за-
äав некоторый интерваë возìожных зна÷ений пара-
ìетра c (в приìере быë выбран интерваë 0 m c m 6),
воспоëüзоватüся оäниì из ìетоäов пряìой ìини-
ìизаöии. В äанноì сëу÷ае приìеняëся ìоäифиöи-
рованный сиìпëексный ìетоä пряìой ìиниìиза-
öии Неëäера—Миäа — ìетоä Бокса, обëаäаþщий
äостато÷ной вы÷исëитеëüной эффективностüþ и
уäобной проãраììной реаëизаöией [14].

Резуëüтаты коìпüþтерноãо ìоäеëирования
проöеäуры неëинейной параìетри÷еской иäенти-
фикаöии показаëи, ÷то при выборе ÷исëа äиск-
ретных зна÷ений сиãнаëа набëþäения k l 280 от-
кëонение оöенки параìетра c набëþäатеëя от еãо
истинноãо зна÷ения не превыøает 17 % от еãо
зна÷ения.

Такиì образоì, резуëüтаты провеäенных иссëе-
äований поäтвержäаþт принöипиаëüнуþ возìож-
ностü эффективной реаëизаöии ìетоäа неëиней-
ной параìетри÷еской иäентификаöии с критериеì
ìиниìуìа АПВ текущей оøибки оöенивания.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Поëу÷ено общее реøение заäа÷и неëинейной
параìетри÷еской иäентификаöии, обëаäаþщее
ряäоì принöипиаëüно новых свойств. К их ÷исëу
сëеäует отнести:

— боëее высокий по сравнениþ с существуþ-
щиìи ìетоäаìи уровенü потенöиаëüной то÷ности

проöесса иäентификаöии бëаãоäаря обобщенныì
вероятностныì критерияì, зависящиì в общеì
сëу÷ае неëинейно от апостериорной пëотности
распреäеëения вектора состояния и позвоëяþщиì
охватитü øирокий кëасс усëовий оптиìаëüности
по то÷ности;

— инвариантностü к виäу пëотности распреäе-
ëения вероятности øуìа как объекта, так и набëþ-
äатеëя;

— возìожностü приìенения ìетоäа äëя неëи-
нейных объектов и набëþäатеëей, в тоì ÷исëе при
неëинейной зависиìости функöии набëþäения от
параìетра.

В ка÷естве основной пробëеìы практи÷еской
реаëизаöии преäëаãаеìоãо в работе поäхоäа ìожно
отìетитü некоторуþ вы÷исëитеëüнуþ сëожностü
опреäеëения пëотностей вероятности ìноãоìер-
ных сëу÷айных сиãнаëов, оäнако, у÷итывая совре-
ìенные тенäенöии развития вы÷исëитеëüных
среäств, пробëеìа поäобноãо роäа не преäставëя-
ется крити÷еской.

Преäëоженный ìетоä неëинейной параìетри-
÷еской иäентификаöии на основе обобщенных ве-
роятностных критериев ìожет бытü весüìа эффек-
тивно приìенен в саìых разëи÷ных обëастях свя-
зи, управëения, ìетроëоãии и äр.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ. ÏÐÎÁËÅÌÀ

Эãоизì у÷астника ãоëосования озна÷ает поä-
äержку тех преäëожений, которые соответствуþт
еãо инäивиäуаëüныì интересаì. Коëëективизì
озна÷ает поääержку интересов ãруппы, с которой
у÷астник себя иäентифиöирует. Пробëеìа эãоиста
состоит в тоì, ÷то, иìея ëиøü оäин ãоëос, он ÷асто
не в состоянии эффективно защититü свои спеöи-
фи÷еские интересы. Соëиäарно ãоëосуþщая ãруп-
па иìеет боëüøе øансов на успех, но, у ее у÷аст-
ника тоже естü пробëеìа, и сутü ее в тоì, ÷то ÷еì
боëüøе и, соответственно, ìоãущественнее ãруп-
па, теì боëüøе ее интересы ìоãут расхоäитüся с
инäивиäуаëüныìи интересаìи у÷астника. Поэто-
ìу вопрос: «Что выãоäнее — иãратü за себя иëи за-
щищатü ãрупповые интересы, не всеãäа совпаäаþ-
щие с собственныìи?» нетривиаëен и не иìеет
универсаëüноãо ответа. Анаëоãи÷ный вопрос вста-
ет переä поëити÷ескиìи партияìи и äвиженияìи:
они äоëжны реøатü, с какиìи äруãиìи поëити÷ес-
киìи субъектаìи объеäинятüся, с какиìи бëоки-
роватüся, иëи же ни с кеì не объеäинятüся и не
бëокироватüся, а у÷аствоватü в поëити÷ескоì про-
öессе автоноìно.

Есëи ãруппа ìаëа и объеäиняет у÷астников с
бëизкиìи интересаìи, то коëëективизì ее ÷ëенов
прибëижается к эãоизìу. Есëи, напротив, ãруппа
явëяется о÷енü боëüøой, в преäеëе совпаäая со
всеì обществоì, то коëëективизì становится ва-

риантоì аëüтруизìа: äействитеëüно, кажäый у÷ас-
тник такой ãруппы защищает общие интересы.

Пробëеìы соотноøения эãоизìа, аëüтруизìа и
раöионаëüности изу÷аëисü, в ÷астности, в работах
[1—3], а ãоëосование как ìетоä принятия реøений
о перераспреäеëении соöиаëüных бëаã посреäс-
твоì сбора наëоãов и реаëизаöии соöиаëüных про-
ãраìì — в работах [4—7]. Как быëо показано в те-
ории ãоëосований (зäесü сëеäует в первуþ о÷ереäü
отìетитü работы А.В. Маëиøевскоãо (1970) из Ин-
ститута пробëеì управëения РАН [8, с. 92—95] и
Р. Маккеëüви (1976) из Каëифорнийскоãо техно-
ëоãи÷ескоãо института [9]), äеìократи÷ескиìи ре-
øенияìи, которые приниìаþтся ãоëосуþщиìи-
эãоистаìи, нетруäно ìанипуëироватü посреäствоì
форìуëирования преäëожений (сì. также заìетку
[10]). Так, итоã посëеäоватеëüности реøений, при-
нятых подавляющим большинством голосов, ìожет
бытü невыãоäен äëя всех без исключения ãоëосуþ-
щих! В отноøении коëëективистов, ìаксиìизи-
руþщих бëаãо о÷енü боëüøих ãрупп, такое ìани-
пуëирование не прохоäит. Поэтоìу преäставëяет
боëüøой интерес иссëеäование сëеäуþщеãо типа
соöиаëüной äинаìики. Некоторое ÷исëо у÷астни-
ков объеäиняþтся с öеëüþ отстаивания своих
ãрупповых интересов. Преäпоëожиì, ÷то иì уäа-
ется реøатü эту заäа÷у успеøно — т. е. среäний
у÷астник ãруппы äобивается боëüøеãо, ÷еì есëи
бы он ни с кеì не объеäиняëся. Поскоëüку ãруппа
принöипиаëüно открыта äëя присоеäинения но-
вых ÷ëенов, ÷исëенностü ее растет. Есëи ãруппа

Иссëеäована сравнитеëüная выãоäностü основных соöиаëüных установок, к которыì от-

носятся коëëективизì и эãоизì, в усëовиях äеìократи÷ескоãо принятия коëëективных

реøений.

ïðàâëåíèå â ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåìàõÓ
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остается при этоì успеøной, то, вообще ãоворя,
нет препятствий äëя ее расøирения äо разìеров
всеãо общества, и этоìу сопутствует прибëижение
ãрупповоãо эãоизìа к аëüтруизìу. Разуìеется, не-
обхоäиìыì усëовиеì реаëизуеìости поäобной
«соöиаëüной утопии» явëяется успеøностü ãруппы
в защите интересов ее ÷ëенов.

Анаëизу возникаþщих при этоì феноìенов с
поìощüþ ìатеìати÷еских ìоäеëей посвящены
нескоëüко наøих работ. В ÷астности, в статüях
[11—13], показано, ÷то äëя øироких обëастей в
пространстве параìетров изу÷аеìой ìоäеëи ãруп-
па, äействитеëüно, ìожет (при÷еì иìенно в инте-
ресах своих ÷ëенов) успеøно конкурироватü с ин-
äивиäуаëüныìи у÷астникаìи. Это свиäетеëüствует
в поëüзу принöипиаëüной возìожности нараста-
ния «снежноãо коìа» коопераöии — тип соöиаëü-
ной äинаìики, описанный выøе. Вìесте с теì, су-
ществуþт усëовия, и они изу÷ены, при которых
ãруппа проиãрывает, а боëее выãоäныì оказывает-
ся инäивиäуаëüное повеäение.

Дëя äаëüнейøеãо иссëеäования выãоäности и
эффективных ìеханизìов кооперативноãо повеäе-
ния сëеäует рассìотретü сëу÷ай, коãäа ãруппа кон-
курирует не тоëüко с инäивиäуаëüныìи у÷астни-
каìи, но и с äруãиìи ãруппаìи («партияìи»). Сëу-
÷ай конкуренöии äвух ãрупп явëяется преäìетоì
настоящей работы.

1. ÌÎÄÅËÜ È ÑÎÄÅÐÆÀÒÅËÜÍÀß
ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Моäеëü, необхоäиìая äëя изу÷ения сравнитеëü-
ной выãоäности коëëективистской и эãоисти÷еской
установок, äоëжна бытü äостато÷но боãатой, ÷тобы
отражатü основные эëеìенты ìоäеëируеìой ре-
аëüности, и äостато÷но простой, ÷тобы äопускатü
иссëеäование анаëити÷ескиìи ìетоäаìи.

В раìках ìоäеëи äоëжны форìаëизовыватüся, в
÷астности, сëеäуþщие понятия: интересы у÷аст-
ников, коопераöия, интересы ãрупп, защита инте-
ресов, бëаãоприятностü ситуаöии, вариативностü
среäы, соöиаëüные возìожности и вызовы, при-
нятие и реаëизаöия коëëективных реøений.

Основные поëожения преäëоженной наìи ìо-
äеëи.

1. Текущее состояние кажäоãо у÷астника харак-
теризуется зна÷ениеì коëи÷ественноãо показате-
ëя, который ìожет интерпретироватüся как уро-
венü бëаãосостояния, капитаë (äаëее äëя краткос-
ти буäеì приäерживатüся этой интерпретаöии),
соöиаëüный вес, уäовëетворенностü, успеøностü и
т. ä. Этот показатеëü ìожет приниìатü как поëо-
житеëüные, так и отриöатеëüные зна÷ения. Мо-
äеëü äопускает заäание на÷аëüных зна÷ений этоãо
показатеëя äëя всех у÷астников.

2. Интерес у÷астника-эãоиста состоит в ìакси-
ìизаöии еãо капитаëа.

3. У÷астники ìоãут объеäинятüся в ãруппы.
4. Успеøностü ãруппы характеризуется неубы-

ваþщиìи функöияìи от капитаëов ее у÷астников.
5. Изу÷ается соöиаëüная äинаìика, опреäеëяе-

ìая коëëективныìи реøенияìи, которые приниìа-
þтся путеì ãоëосования. Гоëосуþт все у÷астники.

6. Дëя принятия реøений испоëüзуþтся проöе-
äуры α-боëüøинства. Параìетр проöеäуры ãоëо-
сования α естü äоëя ãоëосов, превыøение которой
необхоäиìо и äостато÷но äëя принятия преäëоже-
ния. Так, α = 0,5 оответствует проöеäуре простоãо
боëüøинства ãоëосов. Есëи преäëожение не при-
нято, сохраняется статус-кво, т. е. капитаëы у÷аст-
ников остаþтся неизìенныìи.

7. Гоëосуя, у÷астник-эãоист поääерживает те и
тоëüко те преäëожения, которые привоäят к уве-
ëи÷ениþ еãо капитаëа (это конкретизаöия п. 2).

8. Группа ãоëосует соëиäарно. Среäи рассìатри-
ваеìых критериев поääержки преäëожений ãруп-
пой: а) критерий α-боëüøинства ÷ëенов ãруппы
(с пороãоì α1, возìожно, отëи÷ныì от общеãо по-

роãа ãоëосования); б) äостато÷но высокое (превы-
øаþщее выбранный пороã, наприìер, пороã 0)
среäнее приращение капитаëа ÷ëенов ãруппы.

9. Преäëожение ìоäеëируется вектороì прира-
щений капитаëов всех у÷астников.

10. В ка÷естве простейøеãо ìеханизìа порож-
äения преäëожений рассìатриваþтся реаëизаöии
сëу÷айноãо вектора с независиìыìи оäинаково
распреäеëенныìи коìпонентаìи. Такие преäëоже-
ния интерпретируþтся как возìожности, ãенери-
руеìые стохасти÷еской среäой — в öеëоì бëаãо-
приятной, нейтраëüной иëи небëаãоприятной.

11. В ка÷естве простейøеãо распреäеëения оäной
коìпоненты вектора приращений капитаëов рас-

сìатривается норìаëüное распреäеëение N(µ, σ2),
параìетры котороãо µ и σ характеризуþт среäу:
µ > 0, µ = 0 и µ < 0 характеризуþт бëаãоприятнуþ,
нейтраëüнуþ и небëаãоприятнуþ среäу соответст-
венно; σ характеризует вариативностü среäы (раз-
брос преäëожений).

12. Изу÷аþтся разëи÷ные варианты ìоäеëи, от-
ëи÷аþщиеся усëовияìи присоеäинения у÷астни-
ков к ãруппаì и выхоäа из них, усëовияìи возìож-
ноãо выбывания «разоривøихся» у÷астников (т. е.
у÷астников, капитаëы которых стаëи отриöатеëü-
ныìи), возìожной зависиìостüþ приращения ка-
питаëа у÷астника от текущеãо капитаëа и äр. Рас-
сìатриваþтся также иные правиëа ãоëосования,
иные принöипы форìирования преäëожений и
критерии поääержки их ãруппаìи у÷астников.

Основныì преäìетоì иссëеäования явëяется
соöиаëüная äинаìика, опреäеëяеìая коëëектив-
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ныìи реøенияìи при сфорìуëированных выøе
преäпоëожениях. Анаëизируþтся, в ÷астности:
� сравнитеëüная выãоäностü (как äëя у÷астников,

так и äëя общества в öеëоì) разëи÷ных соöи-
аëüных установок, к ÷исëу которых относятся
эãоизì и коëëективизì;

� зависиìостü резуëüтатов от параìетров ìоäеëи,
в ÷астности, от бëаãоприятности и вариатив-
ности среäы, пороãа ãоëосования, принöипов
поääержки преäëожений ãруппаìи, соотноøе-
ния ÷исëенности у÷астников с разныìи уста-
новкаìи и äр.
Особое вниìание уäеëяется интерпретаöии ре-

зуëüтатов в соöиаëüных терìинах.
В äанной работе рассìатривается, ãëавныì об-

разоì, сëу÷ай, коãäа у÷астники äеëятся на три ка-
теãории: эãоисты и ÷ëены äвух ãрупп («партий»).

2. «ÑÍÅÆÍÛÉ ÊÎÌ» ÊÎÎÏÅÐÀÖÈÈ

Оäна из основных пробëеì соöиаëüной реаëü-
ности ìожет бытü сфорìуëирована сëеäуþщиì
образоì. Эãоисти÷еское повеäение обы÷но приво-
äит соöиаëüных аãентов к äовоëüно пе÷аëüноìу
итоãу. «Чистый» эãоист, попавøий в беäу иëи
просто нужäаþщийся в поìощи, как правиëо, по-
ìощи не поëу÷ает; кроìе тоãо, стаëкиваясü с ìа-
ëо-ìаëüски орãанизованныì противоäействиеì,
он обы÷но оказывается бессиëен. Аëüтруисти÷ес-
кое повеäение, вообще ãоворя, выãоäнее äëя всеãо
общества, но ëиøü äо тех пор, пока оно характерно
äëя абсоëþтноãо боëüøинства у÷астников. В про-
тивноì сëу÷ае аëüтруистаì остается ëиøü ÷увство
ìораëüной правоты, а остаëüные äивиäенäы äе-
ëятся ìежäу ìенее бëаãороäныìи у÷астникаìи.
Иныìи сëоваìи, аëüтруизì — это выãоäное, но
крайне неустой÷ивое равновесие. В совреìенноì
обществе скоëüко-нибуäü ìассовые еãо проявëе-
ния оãрани÷иваþтся сферой сиìвоëи÷еских äей-
ствий (ëþбезностü, преäупреäитеëüностü, иноãäа
стиëеì напоìинаþщие Боб÷инскоãо и Доб÷инс-
коãо) и повоäов, всерüез не затраãиваþщих инте-
ресов «äаþщеãо» (приìер — бëаãотворитеëüностü).
В ка÷естве важных искëþ÷ений необхоäиìо отìе-
титü коäексы повеäения в ÷резвы÷айных ситуаöи-
ях (не всеãäа выпоëняþщиеся): спасение в первуþ
о÷ереäü женщин и äетей при корабëекруøении и
т. п. Увы, ìы виäиì, ÷то с коììерöиаëизаöией по-
степенно утра÷иваþт свой искëþ÷итеëüный статус
так называеìые бëаãороäные профессии. И аëüт-
руизì остается прероãативой бëаãороäных ëþäей,
неìноãо÷исëенных в ëþбуþ эпоху.

По-виäиìоìу, нет изìенений в сторону аëüтру-
изìа и в ìежäунароäной поëитике. Как и ранüøе,
внеøнепоëити÷еская äеятеëüностü кажäоãо пра-
витеëüства направëена на защиту интересов своеãо

ãосуäарства, ÷то ÷асто со÷етается с äовоëüно öи-
ни÷ныì отноøениеì к интересаì нароäов äруãих
стран. Анаëоãи÷но во внутренней поëитике: преä-
ставитеëü выборной вëасти, äаже есëи он защища-
ет интересы своих избиратеëей, то за÷астуþ ãотов
жертвоватü интересаìи äруãих житеëей своей
страны.

Привеäенные поëити÷еские приìеры äаþт об-
раз÷ики корпоративноãо (кооперативноãо) пове-
äения. Преäставитеëü ãосуäарства (общности,
корпораöии) защищает интересы своей общности,
конкурируþщей с äруãиìи. Сëеäует поä÷еркнутü,
÷то, рассìатривая весü äиапазон соöиаëüных уста-
новок от эãоизìа äо аëüтруизìа, ìожно построитü
приìеры кооперативноãо повеäения, относящиеся
к кажäоìу у÷астку этоãо äиапазона.

Как ìы уже отìе÷аëи, саìоãо пристаëüноãо
вниìания засëуживает сëу÷ай кооперативноãо по-
веäения в раìках открытоãо и конкурентоспособ-
ноãо — и потоìу расøиряþщеãося — объеäинения
у÷астников. По ìере еãо расøирения кооператив-
ное повеäение постепенно прибëижается к аëüтру-
исти÷ескоìу. Этот соöиаëüный ìеханизì ìожет
бытü назван «снежным комом» кооперации, а упо-
вание на неãо ìожно в øутку назватü «снежныì
коì»-ìунизìоì. В сëеäуþщих разäеëах остано-
виìся на резуëüтатах иссëеäования ìоäеëи, опи-
санной в § 1.

3. ÊÎÃÄÀ «ÑÍÅÆÍÛÉ ÊÎÌ» ÐÀÑÒÅÒ,
À ÊÎÃÄÀ ÒÀÅÒ?

Прежäе всеãо, рассìотриì общество, состоя-
щее из соöиаëüных аãентов äвух типов: эãоистов и
÷ëенов ãруппы. Заäаäиìся сëеäуþщиì вопросоì:
как успеøностü ãруппы, эãоистов и общества в öе-
ëоì зависит от разìера ãруппы.

Форìуëы, поëу÷енные в работе [12], позвоëяþт
ответитü на этот вопрос при ëþбых зна÷ениях па-
раìетров ìоäеëи. Привеäеì зäесü прибëиженные
выражения, которые ìенее ãроìозäки, ÷еì то÷-
ные, и äаþт незна÷итеëüнуþ оøибку аппроксиìа-
öии (за искëþ÷ениеì сëу÷аев ìаëых ÷исëеннос-
тей, в которых ìы испоëüзуеì то÷ные выражения).
В сëеäуþщей теореìе пара веëи÷ин, закëþ÷енная
в кваäратные скобки, обозна÷ает ìатриöу-строку
иëи ìатриöу-стоëбеö, оäна веëи÷ина в кваäратных
скобках — öеëуþ ÷астü ÷исëа.

Теорема [12]. Пусть M( ) и M( ) — матема-

тические ожидания приращений капиталов эгоиста
и члена группы за один шаг соответственно. Пред-
полагается, что группа поддерживает предложение
тогда и только тогда, когда оно обеспечивает ей по-
ложительное суммарное приращение капитала. Тог-
да стандартная нормальная аппроксимация биноми-

d˜ε d˜G
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ального распределения позволяет получить следую-
щие приближенные значения:

M( ) ≈ [P
G
Q
G
] ,

M( ) ≈ [F
γ
 F

α
] , (1)

ãäе P
G
 = F , Q

G
 = 1 – P

G
 = F , F

θ
 =

=F , f
θ
= f ,

θ∈{α,γ}, γ = α – g/n, p = F(µ/σ), q = 1 – p, f = f(µ/σ),
F(•) и f(•) — стандартная нормальная функция
распределения и соответствующая функция
плотности, l — число эгоистов, g — число членов
группы, n = l + g — число участников. �

Типи÷ный приìер зависиìости успеøности
у÷астников от разìера ãруппы показан на рис. 1.
В этоì приìере общество состоит из 1000 аãентов,
по ãоризонтаëüной оси отëожена ÷исëенностü
ãруппы (от 0 äо 1000); ãруппа ãоëосует, как указано
в теореìе. Параìетры распреäеëения преäëоже-
ний: µ = –0,8, σ = 30. Пороã ãоëосования: α = 0,5.
По вертикаëüной оси отëожено среäнее (ожиäае-
ìое) приращение капитаëа у÷астника ãруппы,
эãоиста и сëу÷айно выбранноãо ÷ëена общества за
1 øаã.

Заìетиì сëеäуþщее. Какиì бы ни быë разìер
ãруппы, она всеãäа иìеет существенное преиìу-
щество переä эãоистаìи. Поэтоìу эãоистаì выãоä-
но присоеäинятüся к ãруппе независиìо от ее раз-
ìера. У÷астникаì о÷енü ìаëенüкой ãруппы крайне

выãоäно ее увеëи÷ение. Эãоистаì и обществу в öе-
ëоì расøирение ìаëой ãруппы, напротив, невы-
ãоäно. В äанноì приìере разìер ãруппы, наибоëее
выãоäный äëя ее у÷астников, — 50 ÷еë. Даëüней-
øее расøирение ãруппы привоäит к понижениþ
среäних приращений капитаëа ее у÷астников. Но,
на÷иная с 88 ÷ëенов ãруппы, äаëüнейøее ее расøи-
рение становится выãоäныì äëя общества в öеëоì,
а на÷иная с 102 ÷ëенов, оно выãоäно уже и äëя эãо-
истов. Общество в öеëоì вхоäит в зону поëожитеëü-
ных среäних приращений капитаëа при 488 ÷ëенах
ãруппы и äостиãает такоãо же зна÷ения, как при от-
сутствии ãруппы, коãäа в ãруппе 649 ÷ëенов.

Отсþäа ìожет бытü сäеëан сëеäуþщий вывоä,
важный äëя разработки аëãоритìов управëения.
Есëи «правиëа иãры» приниìаþтся теìи, кто за-
интересован в ìаксиìизаöии суììарноãо капита-
ëа всеãо общества, то сëеäует сäеëатü ãруппу от-
крытой äëя свобоäноãо присоеäинения новых ÷ëе-
нов. Тоãäа правäопоäобныì сöенариеì явëяется
вхожäение всех у÷астников в ãруппу и превраще-
ние ãрупповоãо эãоизìа в вариант аëüтруизìа. От-
ìетиì, ÷то это «усëовный» аëüтруизì, потоìу ÷то
стоит коìу-то на÷атü ãоëосоватü за свои интересы,
не совпаäаþщие с общиìи, и все остаëüные ÷ëены
ãруппы тут же перестанут защищатü еãо интересы.
Иныìи сëоваìи, «все за оäноãо» ëиøü äо тех пор,
пока «оäин за всех». Иìенно это усëовие обеспе-
÷ивает устой÷ивостü рассìатриваеìоãо «коопера-
тивноãо» аëüтруизìа, отëи÷аþщуþ еãо от аëüтру-
изìа «безусëовноãо».

Есëи же «правиëа иãры» опреäеëяþтся саìиìи
у÷астникаìи, то кажäый из них буäет заинтересо-
ван, ÷тобы верхней ãраниöей разìера ãруппы быëо
назна÷ено то наиìенüøее, но не ìенüøее 50-ти,
÷исëо, при котороì ãарантируется пребывание
äанноãо у÷астника в ãруппе. Есëи 50 у÷астников
ãруппы уже набраны, то ее ÷ëены заинтересованы
«поäвести ÷ерту». Группа при этоì преäставëяет
собой соëиäарнуþ «эëиту», напоìинаþщуþ пар-
тиþ в оäнопартийной поëити÷еской систеìе. Дëя
общества в öеëоì наëи÷ие такой ãруппы невыãоä-
но, но еще хуже äëя общества — äопуститü в ãруп-
пу опреäеëенное ÷исëо ÷ëенов сверх тоãо, которое
обеспе÷ивает ãруппе оптиìуì. В äанноì приìере
то÷ке ìиниìуìа суììарноãо общественноãо капи-
таëа соответствует ãруппа в 88 ÷ëенов.

Разуìеется, кроìе попыток проникнутü в ãруп-
пу, äе-факто «эëитнуþ», естü äруãой, боëее естест-
венный путü: образоватü äруãуþ, конкурируþщуþ
ãруппу. В § 4 ìы обсуäиì, к ÷еìу это привоäит.

4. ÂÒÎÐÎÉ «ÑÍÅÆÍÛÉ ÊÎÌ»

Пустü ãруппа äостиãëа оптиìаëüноãо äëя нее
разìера, и äаëüнейøее ее расøирение бëокирует-
ся. Рассìотриì форìирование второй ãруппы при
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Рис. 1. Средние приращения капиталов члена группы (1),
эгоиста (2) и случайно выбранного участника (3) за 1 шаг:

1000 у÷астников — ãруппа и эãоисты; µ = –0,8, σ = 30, α = 0,5
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этих усëовиях. Инструìентаìи наøеãо анаëиза
сëужат, с оäной стороны, иìитаöионная ìоäеëü,
реаëизованная с поìощüþ коìпüþтерной систе-
ìы, с äруãой — анаëити÷еские выражения, анаëо-
ãи÷ные форìуëаì (1) и не привоäиìые зäесü из-за
их ãроìозäкости. На рис. 2 показана зависиìостü
среäних капитаëов эãоистов, у÷астников äвух
ãрупп и общества от разìера второй форìируþ-
щейся ãруппы.

Леãко заìетитü, ÷то рост ãруппы 2 крайне не-
выãоäен äëя ãруппы 1: среäнее приращение капи-
таëа у÷астника ãруппы 1 при этоì стреìитеëüно
убывает. Приращение капитаëа у÷астника ãруппы 2,
напротив, растет и äостиãает ìаксиìуìа, коãäа в
ней 96 ÷ëенов. Этот ìаксиìуì в äанноì приìере
составëяет 72 % от ìаксиìуìа ãруппы 1, набëþäа-
еìоãо, коãäа ãруппа 1 еäинственна. При äаëüней-
øеì расøирении ãруппы 2 путеì присоеäинения к
ней эãоистов преиìущество ÷ëенов ãруппы 1 переä
эãоистаìи поëностüþ ис÷езает — это происхоäит,
коãäа ÷исëенностü ãруппы 2 прибëижается к 150.
Проäоëжение присоеäинения эãоистов к ãруппе 2
(и уìенüøение ее «эëитарности») выãоäно äëя эãо-
истов, ãруппы 1 и общества в öеëоì. Группа 1 äо-
стиãает ìиниìуìа среäнеãо приращения капитаëа,
коãäа во второй ãруппе 144 у÷астника.

Такиì образоì, есëи еäинственной ãруппе вы-
ãоäно бытü небоëüøой, то при конкуренöии äвух
ãрупп в äанноì приìере побежäает ãруппа, ëиäи-
руþщая по ÷исëенности. Теì не ìенее, ее ÷ëенаì
невыãоäно, ÷тобы она превосхоäиëа ìенüøуþ
ãруппу боëее ÷еì в 2—2,5 раза.

Отìетиì также сëеäуþщуþ законоìерностü.
При наëи÷ии äвух ãрупп эãоистаì ëу÷øе всеãо,
коãäа эти ãруппы конкурируþт «на равных»: среä-

нее приращение капитаëа эãоиста ìаксиìаëüно
при равенстве ãрупп по ÷исëенности. Поëити÷ес-
кий прообраз äанной ситуаöии — äвухпартийностü
с равныìи по сиëе партияìи. В рассìатриваеìоì
приìере иìенно такая ситуаöия оптиìаëüна äëя
«неорãанизованной» ÷асти общества. Механизì
этоãо понятен: ÷еì бëиже партии по сиëе, теì важ-
нее äëя них ãоëоса «неорãанизованных» ãражäан и,
соответственно, теì сиëüнее эти ãоëоса вëияþт на
приниìаеìые реøения. Есëи же оäна из ãрупп по-
äавëяþще превосхоäит äруãуþ, то в äанноì приìе-
ре это äаже ÷утü хуже äëя эãоистов, ÷еì наëи÷ие оä-
ной ãруппы суììарной ÷исëенности.

5. ÄÂÀ «ÑÍÅÆÍÛÕ ÊÎÌÀ»,
ÐÀÑÒÓÙÈÕ ÂÌÅÑÒÅ

В § 4 установëено, ÷то äëя ãруппы крайне не-
выãоäен опережаþщий рост ãруппы-конкурента.
Вывоä о÷евиäен: при появëении второй ãруппы
первая äоëжна не «заìораживатü» ÷исëенностü, а,
наоборот, старатüся сохранитü превосхоäство в
÷исëенности. Рассìотриì сëу÷ай, коãäа ãруппа 1
растет с той же абсоëþтной скоростüþ, ÷то и ãруп-
па 2, оставаясü на 50 ÷ëенов боëüøе. Соответству-
þщий приìер показан на рис. 3.

Как ìожно быëо преäпоëожитü, ãруппе 1 при
такой тактике уäается сохранитü свое äоìинируþ-
щее поëожение. Среäнее приращение капитаëа ее
у÷астника при росте ÷исëенности снижается в
5 раз, но остается зна÷итеëüно выøе, ÷еì прира-
щения капитаëов эãоистов и ÷ëенов ãруппы 2, не
выхоäящие из отриöатеëüной обëасти. Общество
при этоì также выиãрывает, так как ëиäируþщая
ãруппа 1 становится ìенее «эëитарной». Среäнее
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Рис. 2. Средние приращения капиталов члена группы
(1 — группа 1, 2 — группа 2), эгоиста (3)

и случайно выбранного участника (4) за 1 шаг:
1000 у÷астников — 50 в ãруппе 1, ãруппа 2 и эãоисты;

µ = –0,8, σ = 30, α = 0,5
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Рис. 3. Средние приращения капиталов члена группы
(1 — группа 1, 2 — группа 2), эгоиста (3)

и случайно выбранного участника (4) за 1 шаг:
1000 у÷астников — ãруппа 1 боëüøе ãруппы 2 на 50 у÷астников; 

µ = –0,8, σ = 30, α = 0,5
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приращение капитаëа у÷астника ãруппы 2 пона÷аëу
быстро растет, но о÷енü скоро, äостиãнув ìаксиìу-
ìа, приìерно составëяþщеãо –0,1, при 10 ÷ëенах
ãруппы, äаëее уìенüøается и äохоäит äо –0,245.
На этоì у÷астке показатеëü ãруппы 2 äаже ÷утü
ниже, ÷еì у эãоистов и при äаëüнейøеì росте
ãруппы 2 ìеняется сëабо. По существу, ãруппа 2
разоряется, и при÷ина этоãо в тоì, ÷то она прак-
ти÷ески всеãäа проиãрывает при ãоëосовании
сиëüно превосхоäящей ее ãруппе 1. Разниöа ìежäу
ниìи в 50 ãоëосов настоëüко существенна, ÷то она
ëиøü в реä÷айøих сëу÷аях ìожет коìпенсиро-
ватüся ãоëосаìи эãоистов.

Дëя сравнения, есëи разниöа ìежäу äвуìя ãруп-
паìи составëяет не 50, а 5 ãоëосов, то äинаìика
соверøенно иная (рис. 4).

Поìиìо иноãо поëожения ãруппы 2, зäесü сëе-
äует обратитü вниìание на кривуþ среäнеãо при-
ращения капитаëа эãоиста, а иìенно, на ее «взëет»
и «паäение» в правой ÷асти ãрафика. Зäесü ìы на-
бëþäаеì проявëение известноãо эффекта преиìу-
ществ «ìаëой партии» при относитеëüноì равно-
весии сиë боëüøих. Эãоисты не явëяþтся спëо÷ен-
ной сиëой, но коãäа их ìаëо, и ни оäна из ãрупп
не ìожет саìа обеспе÷итü боëüøинство ãоëосов,
прохоäят в основноì те преäëожения, которые
поääержаны существенной ÷астüþ эãоистов и, сëе-
äоватеëüно, выãоäны äëя них. Этиì объясняется
«взëет» приращения среäнеãо капитаëа эãоистов и
их превосхоäство по отноøениþ к обеиì ãруппаì
при низкой ÷исëенности эãоистов. Но коãäа эãо-
истов остается ìенüøе 5, все реøения просто при-
ниìаþтся ãруппой 1, поэтоìу ее кривая иäет резко
вверх, а кривые ãруппы 2 и эãоистов — резко вниз.
Характерно зäесü и то, ÷то ìиниìуì среäнеãо при-

ращения капитаëа ÷ëена общества äостиãается при
÷исëенности ãруппы 2 (40 у÷астников), приìерно
вäвое (но абсоëþтно — äовоëüно уìеренно) отëи-
÷аþщейся от ÷исëенностей, äоставëяþщих ìакси-
ìуì приращенияì капитаëов ãрупп (22 и 23 у÷ас-
тника äëя ãрупп 1 и 2 соответственно — ка÷ествен-
но приìерно так же, как на рис. 1). Максиìуì
общественноãо капитаëа набëþäается при наибо-
ëее острой конкуренöии ìежäу ãруппой 1, ãруп-
пой 2 и эãоистаìи — коãäа ÷исëенностü ãруппы 2
равна 367. Коãäа в ãруппе 2 становится 384 у÷аст-
ника, показатеëü эãоиста «äоãоняет» показатеëü
сëу÷айно выбранноãо ÷ëена общества. Поëу÷ен-
ные наìи форìуëы позвоëяþт выявитü ìеханизìы
отìе÷енных зäесü и описанных выøе законоìер-
ностей, но объеì настоящей статüи не позвоëяет
остановитüся на этоì поäробно.

6. ÄÂÀ «ÊËÓÁÊÀ ØÅÐÑÒÈ»

Рассìотриì теперü сëу÷ай, коãäа перераспреäе-
ëение сиë ìежäу äвуìя ãруппаìи происхоäит внут-
ри активной ÷асти общества, т. е. суììа ÷исëен-
ностей äвух ãрупп и ÷исëо эãоистов остаþтся не-
изìенныì. В приìере, показанноì на рис. 5, по
ãоризонтаëüной оси откëаäывается ÷исëенностü
ãруппы 1, а ÷исëенностü ãруппы 2 äопоëняет ее
äо 1000. Все общество состоит из этих äвух ãрупп
и 500 эãоистов; зна÷ения остаëüных параìетров:
µ = –0,8, σ = 100, α = 2/3 (кваëифиöированное
боëüøинство).

Этот сëу÷ай вызывает уже образ не снежноãо
коìа, а песо÷ных ÷асов иëи äвух кëубков øерсти
с общей ниткой: то, ÷то сìатывается с оäноãо
кëубка, наìатывается на äруãой.
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Рис. 4. Средние приращения капиталов члена группы
(1 — группа 1, 2 — группа 2), эгоиста (3)

и случайно выбранного участника (4) за 1 шаг:
1000 у÷астников — ãруппа 1 боëüøе ãруппы 2 на 5 у÷астников; 

µ = –0,8, σ = 30, α = 0,5

1

3

2

1,2

1

0,8

0,6

0,4

0,2

0

–0,2

–0,4
Разìер ãруппы 1

С
р
е
ä
н
е
е
 п

р
и
р
а
щ

е
н
и
е
 к

а
п
и
та

ë
ë
а
 з

а
 1

 ø
а
ã

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

4

Рис. 5. Средние приращения капиталов члена группы
(1 — группа 1, 2 — группа 2), эгоиста (3)

и случайно выбранного участника (4) за 1 шаг:
1500 у÷астников, из них 1000 — в äвух ãруппах;

µ = –0,8, σ = 100, α = 2/3
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Прокоììентируеì эти неìноãо неожиäанные,
на первый взãëяä, резуëüтаты. Дëя принятия преä-
ëожения нужен 1001 ãоëос. Есëи в ãруппе 1 боëее
780 ÷ëенов, и она поääерживает преäëожение, то
неäостаþщие ãоëоса (их нужно не боëее 220), как
правиëо, обеспе÷иваþт эãоисты, а без поääержки
ãруппы 1 преäëожение не ìожет бытü принято.
Поэтоìу в äанноì äиапазоне ãруппа 1 иìеет вы-
сокие зна÷ения среäнеãо приращения капитаëа.
При увеëи÷ении ÷исëенности ãруппы 1 от 780 äо
1000 среäнее приращение капитаëа снижается, так
как ÷еì боëüøе ãруппа, теì реже она уäовëетворена
преäëожениеì и теì ìенüøиìи среäниìи зна÷е-
нияìи приращения капитаëа выражается уäовëет-
воренностü. Есëи в ãруппе 1 от 720 äо 780 ÷ëенов,
то в сëу÷ае, коãäа она поääерживает преäëожение,
эãоисты ÷асто не собираþт неäостаþщеãо ÷исëа
ãоëосов. Но есëи они еãо наберут, то преäëожение,
весüìа выãоäное äëя них, буäет принято. Поэтоìу
на äанноì у÷астке набëþäаеì пик приращения
капитаëа эãоистов. На отрезке [720, 750] ÷исëен-
ности ãруппы 1 в сëу÷ае, есëи она поääерживает
преäëожение, неäостаþщие ãоëоса ÷асто обеспе-
÷ивает ãруппа 2, ÷то выãоäно äëя нее. Поэтоìу
приращение ее капитаëа зäесü äовоëüно зна÷и-
теëüно. На отрезке [750, 780] неäостаþщие ãоëоса
все ÷аще äаþт эãоисты, поэтоìу приращение ка-
питаëа ãруппы 2 резко паäает. На отрезке [280, 720]
приниìаþтся практи÷ески тоëüко преäëожения,
оäобренные обеиìи ãруппаìи, при÷еì ìенüøая
ãруппа обëаäает преиìуществоì, так как по закону
боëüøих ÷исеë ее уäовëетворенностü в среäнеì
выражается боëее высокиìи зна÷енияìи прира-
щения капитаëа. Этот у÷асток боëее бëаãоприятен
äëя эãоистов, ÷еì отрезок [780, 1000], так как зäесü
преäëожений, приносящих иì отриöатеëüное среä-
нее приращение капитаëа, приниìается ìенüøе:
веäü äëя их принятия зäесü нужно соãëасие обеих
ãрупп, а на отрезке [780, 1000] — тоëüко ãруппы 1.
У÷асток [220, 280] сиììетри÷ен у÷астку [720, 780],
а на у÷астке [0, 220] приниìаþтся факти÷ески все
преäëожения, выãоäные ãруппе 2. Поэтоìу зäесü
ãруппа 1 и эãоисты нахоäятся в небëаãоприятноì
поëожении.

Отìетиì, ÷то ситуаöия äвухпартийности с рав-
ныìи по сиëе партияìи обëаäает в этоì приìере
боëüøой устой÷ивостüþ. Действитеëüно, есëи в
оäной ãруппе 450, а в äруãой 550 ÷ëенов, то у÷ас-
тникаì боëüøей ãруппы выãоäен перехоä в ìенü-
øуþ, поскоëüку она иìеет преиìущество, и это
привоäит к сбëижениþ ÷исëенностей ãрупп. Вìес-
те с теì, ситуаöия «равновесной äвухпартийности»
не явëяется зäесü наибоëее выãоäной äëя эãоистов
и общества в öеëоì. Деëо в тоì, ÷то из-за высоко-
ãо пороãа ãоëосования ãоëоса эãоистов не позво-
ëяþт оäной из равных партий провести выãоäное

ей преäëожение без оäобрения еãо второй партией.
Поэтоìу интересы эãоистов зäесü практи÷ески не
у÷итываþтся. Их ãоëоса наибоëее востребованы,
коãäа ÷исëенности ãрупп приìерно равны 750 и
250. Тоãäа äëя принятия преäëожения, выãоäноãо
в среäнеì äëя эãоистов, äостато÷но, ÷тобы оно
быëо поääержано тоëüко боëüøей ãруппой, а äëя
принятия преäëожения, в среäнеì невыãоäноãо
äëя них, нужна поääержка еãо обеиìи ãруппаìи,
÷то существенно ìенее вероятно. Поэтоìу эãоис-
ты иìеþт ìаксиìуìы приращения капитаëа, коãäа
в первой ãруппе 250 иëи 750 ÷ëенов.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Реаëüностü несоизìериìо боãа÷е рассìотрен-
ной простой ìоäеëи; в ÷астности, в реаëüности
äействует ìножество субъективных факторов, ìо-
äеëüþ не у÷итываеìых. Вìесте с теì, анаëиз ìо-
äеëи позвоëяет выявитü некоторые скрытые пру-
жины соöиаëüных проöессов. Моäеëü преäставëя-
ет «базовый вариант», «нуëевое прибëижение», в
которых наибоëее ярко проявëяþтся ìноãие зна-
÷иìые феноìены, такие, наприìер, как выãоä-
ностü (в опреäеëенных усëовиях) äвухпартийной
систеìы с приìерно равныìи партияìи, преиìу-
щества ìаëой партии в усëовиях конкуренöии äвух
боëüøих и ряä äруãих. При известных соотноøении
сиë и проöеäуре принятия реøений в обществе, в
парëаìенте, в коëëективе ìожет бытü реаëизована
рассìотренная ìоäеëü, и ее анаëиз поìожет по-
нятü спеöифику функöионирования соöиаëüной
систеìы. Резуëüтаты этоãо анаëиза не всеãäа ëеã-
ко спроãнозироватü: так, äаже неìноãие разо-
бранные зäесü приìеры преäставëяþт äовоëüно
боëüøое разнообразие типов функöионирования
систеì, реаëизуеìых при разных зна÷ениях пара-
ìетров ìоäеëи.

Центраëüная ìетафора настоящей статüи —
«снежный коì» коопераöии — относится к ãруппе,
эффективно защищаþщей интересы своих ÷ëенов
и открытой äëя присоеäинения новых у÷астников.
Расøиряясü, такая ãруппа становится все боëее
аëüтруисти÷ной.

Выясняется, оäнако, ÷то äëя ÷ëенов ãруппы ее
расøирение с опреäеëенноãо ìоìента ìожет статü
невыãоäныì, привоäя к снижениþ среäних при-
ращений капитаëа. При этоì интересы ãруппы
вступаþт в противоре÷ие с интересаìи оставøей-
ся ÷асти общества. Данный сöенарий рассìотрен
в § 3. Он иìеет отноøение ко ìноãиì реаëüныì
эконоìи÷ескиì и поëити÷ескиì ситуаöияì, в ÷ас-
тности, возìожно, к остро обсужäаеìой сей÷ас
пробëеìе разäеëа прироäных боãатств Арктики
ìежäу претенäуþщиìи на них ãосуäарстваìи.
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В сëу÷аях, коãäа ÷ëены ãруппы не заинтересо-
ваны в ее расøирении, естественныì образоì на-
÷инается форìирование конкурируþщей ãруппы.
При этоì, как показано в § 4, äëя исхоäной ãруппы
крайне невыãоäно пытатüся «заìорозитü» своþ
оптиìаëüнуþ ÷исëенностü. Напротив, ÷тобы со-
хранитü ëиäируþщие позиöии, она äоëжна расти,
при÷еì не сëиøкоì ìеäëенно и не сëиøкоì быс-
тро (сì. § 5). При наëи÷ии äвух боëüøих ãрупп
бëизкой ÷исëенности в выиãрыøе ìоãут оказатüся
«неорãанизованные» ÷ëены общества. Что касает-
ся общества в öеëоì, äëя неãо наибоëее выãоäен
консенсус, а есëи он невозìожен, то наибоëее
выãоäны ситуаöии, характеризуþщиеся реаëüной
конкуренöией, в которуþ вовëе÷ено ìаксиìаëüно
возìожное ÷исëо у÷астников. Этот вывоä необхо-
äиìо у÷итыватü при разработке аëãоритìов управ-
ëения в соöиаëüно-эконоìи÷еских систеìах.

Наконеö, в § 6 проанаëизированы некоторые
законоìерности «перетока» у÷астников ìежäу
ãруппаìи. При этоì параäоксаëüныì образоì ìо-
жет оказатüся, ÷то принаäëежатü к ìенüøей ãруп-
пе выãоäнее, ÷еì к боëüøей. Таì, ãäе äанный фе-
ноìен проявëяется, он обеспе÷ивает устой÷ивостü
«äвухпартийной» систеìы с практи÷ески равныìи
партияìи. Дëя преäставитеëей «неорãанизован-
ной» ÷асти общества выãоäнее всеãо ситуаöии, в
которых их ãоëоса наибоëее востребованы. Пока-
зано, ÷то это не обязатеëüно ситуаöии äвухпартий-
ности с равныìи партияìи: некоторые неравно-
весные ситуаöии ìоãут бытü äëя эãоистов боëее
выãоäныìи.

Данная работа не соäержит систеìати÷ескоãо
описания всех типов соöиаëüной äинаìики, реа-
ëизуеìых в ìоäеëи — в раìках небоëüøой статüи
сäеëатü это неëüзя. Наøей заäа÷ей быëо рассìот-
рение ëиøü нескоëüких ярких приìеров, иìеþ-
щих отноøение к реаëüности.

Возвращаясü к «снежноìу коìу» коопераöии,
отìетиì, ÷то естü неìаëо сëу÷аев, коãäа уже воøеä-
øие в аëüянс у÷астники совсеì не заинтересованы
бëокироватü расøирение этоãо аëüянса. В ÷астнос-
ти, это относится, суäя по всеìу, к ìежäунароäно-
ìу сотруäни÷еству по реøениþ ãëобаëüных про-
бëеì, таких, как пробëеìа изìенения кëиìата.
У÷астники соответствуþщеãо сообщества реаëизу-
þт совìестные проекты в интересах аëüянса и не
в ущерб третüиì странаì и весüìа заинтересованы
в расøирении ãеоãрафии сотруäни÷ества. В тех же
ситуаöиях, коãäа аëüянсу («эëите») выãоäно оãра-
ни÷иватü свой разìер, принöипиаëüная откры-
тостü аëüянса ìожет, вообще ãоворя, устанавëи-
ватüся норìативно, поскоëüку это отве÷ает инте-
ресаì общества в öеëоì. Во всех пере÷исëенных
сëу÷аях ìеханизì «снежноãо коìа» коопераöии

ìожет бытü испоëüзован äëя построения устой÷и-
вых «усëовно-аëüтруисти÷еских» сообществ (о них
øëа ре÷ü в § 3). Этот ìеханизì ìожет бытü осо-
бенно поëезен при выстраивании структур ãраж-
äанскоãо общества, ÷то ощущается сеãоäня как на-
сущная необхоäиìостü (сì., наприìер, статüþ
[14]). Так, я÷ейки ãражäанскоãо общества выиãры-
ваþт в сëу÷ае вхожäения в ассоöиаöии, которые
характеризуþтся опреäеëенныì уровнеì соëиäар-
ности и развиваþт ìеханизìы коорäинаöии сов-
ìестных äействий.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Мноãие управëен÷еские реøения в совреìен-
ных усëовиях приниìаþтся на основании резуëü-
татов экспертизы. Нереäко скëаäываþтся ситуа-
öии, коãäа эксперты заинтересованы в резуëüтате
экспертизы, ÷то созäает преäпосыëки äëя так на-
зываеìоãо оппортунисти÷ескоãо повеäения с их
стороны — искажения сообщаеìой инфорìаöии с
öеëüþ вëияния на резуëüтат в собственных инте-
ресах. В теории орãанизаöионных систеì поäобные
ситуаöии ìоäеëируþтся в раìках активной экспер-
тизы. Механизìы активной экспертизы (правиëа
опреäеëения итоãовой оöенки на основании за-
явок экспертов) называþтся неìанипуëируеìыìи,
есëи они побужäаþт экспертов ÷естно сообщатü
свое ìнение.

Заäа÷и экспертизы, при реøении которых экс-
перты äоëжны произвоäитü оöенку по нескоëüкиì
критерияìи оäновреìенно, называþтся ìноãо-
критериаëüныìи заäа÷аìи экспертизы. Есëи экс-
перты, у÷аствуþщие в поäобной экспертизе, заин-
тересованы в ее резуëüтатах, то это буäет заäа÷а
ìноãокритериаëüной активной экспертизы. Пост-
роение ìноãокритериаëüных неìанипуëируеìых
ìеханизìов активной экспертизы преäставëяется
äостато÷но актуаëüной заäа÷ей, так как обеспе÷е-
ние объективности резуëüтатов экспертизы всеãäа
крайне важно. Отäеëüнуþ сëожностü в заäа÷ах эк-
спертизы по ìноãиì критерияì составëяет наëи-
÷ие нетривиаëüной связи ìежäу зна÷енияìи раз-
ëи÷ных критериев — на äиапазон возìожных зна-
÷ений отäеëüно взятоãо критерия ìоãут вëиятü

зна÷ения остаëüных критериев. Наибоëее простой
приìер ìноãокритериаëüной экспертизы со свя-
занныìи зна÷енияìи критериев и поэтоìу приìе-
няеìый в ка÷естве иëëþстраöии в äанной работе
преäставëяет собой заäа÷а распреäеëения ресурсов,
ãäе кажäый эксперт сообщает наиëу÷øее с еãо то÷-
ки зрения распреäеëение ресурса ìежäу всеìи пот-
ребитеëяìи. Друãой приìер — заäа÷а форìирова-
ния бþäжета иëи сìеты на портфеëü проектов.

На äанный ìоìент заäа÷а построения неìани-
пуëируеìоãо ìеханизìа активной экспертизы ре-
øена äëя оäнопиковых функöий преäпо÷тения эк-
спертов и ÷астных виäов ìножества возìожных
сообщений (и наибоëее преäпо÷титеëüных с их
то÷ки зрения резуëüтатов экспертизы) экспертов:

отрезка (оäноìерноãо коìпакта) [1—3] — при
ìоäеëировании экспертизы по оäноìу критериþ;

äвуìерноãо сиìпëекса [4, 5] — при ìоäеëиро-
вании экспертизы по äвуì критерияì, связанныì

баëансовыì оãрани÷ениеì1;
ìноãоìерноãо пряìоуãоëüника (äекартова про-

извеäения оäноìерных отрезков) [5] — при ìоäе-
ëировании ìноãокритериаëüной экспертизы с не-
связанныìи критерияìи, коãäа ìножество возìож-
ных зна÷ений кажäоãо отäеëüно взятоãо критерия
не зависит от конкретных зна÷ений остаëüных
критериев.

Дëя боëее сëожных виäов ìножества возìож-
ных заявок экспертов заäа÷а построения неìани-

Механизìы ìноãокритериаëüной активной экспертизы преäставëены в виäе обобщен-

ных ìеäианных схеì принятия коëëективных реøений в терìинах сеìейств систеì пра-

вых и ëевых коаëиöий, ÷то позвоëиëо приìенитü резуëüтаты теории коëëективноãо вы-

бора в обëасти построения неìанипуëируеìых ìеханизìов.

1 Поä баëансовыì оãрани÷ениеì поäразуìевается оãрани-
÷ение типа равенства, коãäа суììа зна÷ений оöенок по всеì
критерияì äоëжна бытü постоянной.
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пуëируеìых ìеханизìов активной экспертизы ос-
тается нереøенной.

Заäа÷а построения неìанипуëируеìых ìеха-
низìов активной экспертизы в зна÷итеëüной ìере
пересекается с заäа÷аìи поиска неìанипуëируеìых
функöий коëëективноãо выбора в теории коëëек-
тивноãо выбора [3], в ÷астности, функöий, опреäе-
ëяþщих наиëу÷øий с то÷ки зрения общества уро-

венü коëëективноãо бëаãа2 [6—8]. Оäин из важных
резуëüтатов теории коëëективноãо выбора закëþ÷а-
ется в медианной схеме (median voter scheme) —
ìетоäе построения неìанипуëируеìых функöий
коëëективноãо выбора, в котороì к n реаëüныì ãо-
ëосуþщиì ÷ëенаì общества (аãентаì) äобавëяется
n – 1 «фантоìный» аãент, кажäый из которых
иìеет собственный преäпо÷титеëüный уровенü
коëëективноãо бëаãа. И все аãенты, реаëüные и
фантоìные, упоряäо÷иваþтся по зна÷ениþ их
преäпо÷титеëüноãо уровня коëëективноãо бëаãа.
Резуëüтируþщий уровенü коëëективноãо бëаãа оп-
реäеëяется как зна÷ение, преäпо÷титеëüное с то÷-
ки зрения аãента, который нахоäится в сереäине
списка (сëужит ìеäианой поëу÷енноãо упоряäо÷е-
ния). При÷еì, варüируя зна÷ения преäпо÷титеëü-
ноãо уровня коëëективноãо бëаãа фантоìных аãен-
тов, ìожно обеспе÷итü ëþбое из äопустиìых ре-
зуëüтируþщих зна÷ений ìежäу ìиниìаëüныì и
ìаксиìаëüныì преäпо÷титеëüныìи уровняìи бëа-
ãа реаëüных аãентов. Изна÷аëüно äанный ìетоä
быë поëу÷ен в работе [8] äëя оäноìерноãо сëу÷ая,
коãäа зна÷ение резуëüтируþщеãо уровня коëëек-
тивноãо бëаãа и преäпо÷тения аãентов принаäëе-

жат пространству ℜ1. Затеì поëу÷енные резуëüтаты

быëи расøирены на ℜm [7], т. е. коãäа ìножествоì
возìожных зна÷ений аëüтернатив (преäпо÷титеëü-
ноãо уровня коëëективноãо бëаãа кажäоãо из аãен-
тов) и резуëüтата коëëективноãо выбора явëяþтся
то÷ки m-ìерноãо пространства. Неìанипуëируе-
ìые функöии коëëективноãо выбора в простран-

стве ℜm быëи преäставëены в виäе обобщенных ме-
дианных схем — набора из m оäноìерных ìеäиан-
ных схеì. Наконеö, поëу÷енный резуëüтат быë
расøирен на сëу÷ай, коãäа соответствуþщее ìно-
жество иìеëо виä оãрани÷енноãо заìкнутоãо поä-

ìножества в пространстве ℜm [6, 9]. Дëя этоãо бы-
ëа преäëожена аëüтернативная форìуëировка ìе-
äианных схеì в терìинах так называеìых систеì
правых иëи ëевых коаëиöий аãентов и ввеäено
äопоëнитеëüное свойство — свойство пересечения.
Обëаäание обобщенной ìеäианной схеìой
свойствоì пересе÷ения явëяется необхоäиìыì и
äостато÷ныì усëовиеì тоãо, ÷то резуëüтат общест-

венноãо выбора, поëу÷енный в раìках äанной схе-
ìы, буäет всеãäа принаäëежатü ìножеству воз-
ìожных зна÷ений аëüтернатив. Соответственно,
быëо показано, ÷то функöия коëëективноãо выбо-
ра в некотороì коìпактноì поäìножестве прост-

ранства ℜm неìанипуëируеìа тоãäа и тоëüко тоãäа,
коãäа она преäставиìа в виäе обобщенной ìеäиан-
ной схеìы, обëаäаþщей свойствоì пересе÷ения.

Цеëü настоящей работы закëþ÷ается в преä-
ставëении ìеханизìов ìноãокритериаëüной ак-
тивной экспертизы в виäе обобщенных ìеäианных
схеì с öеëüþ приìенения резуëüтатов теории коë-
ëективноãо выбора äëя построения неìанипуëи-
руеìых ìноãокритериаëüных ìеханизìов актив-
ной экспертизы.

1. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ
ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÀÊÒÈÂÍÎÉ ÝÊÑÏÅÐÒÈÇÛ

В ка÷естве приìера ìноãокритериаëüной ак-
тивной экспертизы рассìотриì заäа÷у распреäе-
ëения ресурса, в которой кажäый аãент (эксперт)
сообщает не собственнуþ заявку — скоëüко ресур-
сов (наприìер, äенежных) еìу требуется äëя еãо

проекта3, а распреäеëение ресурсов по всеì про-
ектаì, наиëу÷øее с еãо то÷ки зрения. Чисëо про-
ектов ìожет не совпаäатü с ÷исëоì экспертов.

Привеäеì форìаëüное описание äанной заäа-
÷и. Орãанизатору экспертизы — öентру (Ц) — не-
обхоäиìо распреäеëитü ресурс в коëи÷естве C
ìежäу набороì проектов M = {1, ..., m}. Резуëü-
тируþщее распреäеëение ресурсов x = (x1, ..., xm)

(x
j
 — ресурс, выäеëяеìый на проект j) по проектаì

опреäеëяется на основании сообщений экспертов:

si = (si1, ..., s
i

m
) — сообщение эксперта i, ∀i ∈ N,

si ∈ A, ãäе N = {1, ..., n} — ìножество экспертов;

A = {x ∈ A ⊂ ℜm| x
j
 m C, x

j
 l 0, ∀j ∈ M} — ìно-

жество возìожных зна÷ений резуëüтатов эксперти-
зы, опреäеëяеìое как неотриöатеëüное поäпро-
странство m-ìерноãо пространства äействитеëüных

÷исеë ℜm, оãрани÷иваеìое бþäжетныì оãрани÷е-
ниеì C. В äанной статüе ре÷ü пойäет о ëþбых коì-

пактных поäìножествах пространства ℜm. Оäнако
в ка÷естве приìера, иëëþстрируþщеãо поëу÷ае-
ìые резуëüтаты, буäет взято иìенно поäобное
ìножество.

Заинтересованностü кажäоãо эксперта в резуëü-
тате экспертизы отражается еãо ìноãоìерно оäно-
пиковой функöией преäпо÷тения.

2 Коëëективное бëаãо — бëаãо, уровенü котороãо вëияет на
поëезностü всех ÷ëенов общества. Наприìер, резуëüтат экспер-
тизы в сëу÷ае, коãäа все эксперты заинтересованы в неì, явëя-
ется коëëективныì бëаãоì äëя них.

3 Поä проектоì ìы буäеì пониìатü работы, в выпоëнении
которых заинтересован äанный эксперт.

j 1=

m

∑
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Определение 1 [6]. Функöия преäпо÷тения ui(x):

ℜm → ℜ явëяется многомерно однопиковой на ìно-

жестве A ⊆ ℜm, есëи:

� существует еäинственная то÷ка τi = arg ui(y) —

то÷ка «пика» эксперта i, ∀i ∈ N τi ∈ A;

� ∀z, z' ∈ ℜm [z' ∈ ({z, τi}), z' ≠ z] ⇒ [ui(z' ) > u(z)],

ãäе ({z, τi}) — ìиниìаëüный m-ìерный пряìоу-

ãоëüник, соäержащий то÷ки z и τi, опреäеëяеìый
сëеäуþщиì образоì. Дëя произвоëüноãо ìножест-

ва A ⊆ ℜm обозна÷иì ÷ерез A
k
 проекöиþ äанноãо

ìножества на коорäинатнуþ осü k ∈ M, т. е.
A
k

= Proj
k
(A). Нижнþþ и верхнþþ ãраниöы ìно-

жества A обозна÷иì minA
k
 и maxA

k
 соответственно.

Тоãäа ìиниìаëüный m-ìерный пряìоуãоëüник,

соäержащий ìножество A ⊆ ℜm, опреäеëяется как

(A) = [minA
k
, maxA

k
]. �

В раìках рассìатриваеìой ìоäеëи то÷ка τi

трактуется как наибоëее преäпо÷титеëüный ре-
зуëüтат экспертизы (распреäеëение ресурсов по
проектаì) с то÷ки зрения эксперта i.

Приìероì оäнопиковой функöии поëезности
эксперта ìожет сëужитü функöия от норìы разно-
сти то÷ки пика и резуëüтата экспертизы:

ui(x) = const – ||τi – x||α,  α > 0,

иëи кваäрати÷ная сепарабеëüная функöия:

ui(x) = const – (  – x
k
)2α,  α > 0.

Орãанизатор экспертизы (öентр) опреäеëяет ре-
зуëüтаты экспертизы на основании сообщений эк-
спертов по заранее объявëенной проöеäуре (ìеха-

низìу) экспертизы π(s): ℜm Ѕ n → ℜm, ãäе:

si = ( , ..., ) — сообщение эксперта i о рас-

преäеëении ресурса по всеì проектаì, при÷еì

∀i ∈ N si ∈ A;

s = (s1, ..., sт) — вектор сообщений экспертов,

s ∈ An;

s
j
 = ( , ..., ) — сообщения всех экспертов по

j-ìу проекту.
Буäеì работатü с ìеханизìаìи активной экс-

пертизы, уäовëетворяþщиìи сëеäуþщиì требова-
нияì [1].

А.1. Функöия π(s) строãо ìонотонна по всеì

переìенныì при s ∈ An.
А.2. Функöия π(s) непрерывна по всеì

переìенныì при s ∈ An.

А.3. Есëи обозна÷итü sa = (a, ..., a), a ∈ A, то

π(sa) = a (условие единогласия).

Приìероì ìеханизìа, уäовëетворяþщеãо тре-
бованияì А.1—А.3 явëяется ìеханизì пропорöио-
наëüноãо распреäеëения ресурса:

x = π(s): ∀j ∈ M x
j
 = . (1)

При приìенении äанноãо ìеханизìа бþäжет,
выäеëяеìый на кажäый проект, буäет опреäеëятü-
ся в резуëüтате усреäнения сообщений всех экс-
пертов по äанноìу проекту. Отìетиì, ÷то äанный
ìеханизì явëяется сепарабеëüныì по критерияì,
т. е. в äанноì приìере бþäжет кажäоãо проекта
опреäеëяется независиìо от бþäжетов äруãих про-
ектов.
Определение 2. Механизì ìноãокритериаëüной

экспертизы x = π(s) явëяется сепарабельным по
критериям, есëи ∀k ∈ M x

k
 = π

k
(s
k
). �

Такиì образоì, ìоäеëü ìноãокритериаëüной
активной экспертизы описывает выбор резуëüти-
руþщеãо зна÷ения экспертизы из некотороãо ìно-
жества возìожных зна÷ений A на основании сооб-
щений экспертов (принаäëежащих ìножеству A),
заинтересованных в резуëüтате экспертизы (÷то
отражается их оäнопиковой функöией поëезности
с то÷кой пика из ìножества A) по проöеäуре, от-
ве÷аþщей требованияì ìонотонности, непрерыв-
ности и еäиноãëасия.

Как быëо показано, наприìер, в работе [1],
приìенение поäобных ìеханизìов äает возìож-
ностü экспертаì ìанипуëироватü своиìи сообще-
нияìи, реøаþщиì заäа÷у ìаксиìизаöии собст-
венной поëезности. Всëеäствие этоãо возникает
иãра экспертов, так как резуëüтат экспертизы за-
висит от всех сообщений. В зависиìости от вы-
бранной конöепöии равновесия, в иãре экспертов

сфорìируется вектор их равновесных сообщений4

s*(τ) ∈ An, не обязатеëüно совпаäаþщий с то÷кой τ.
В äанной ìоäеëи буäеì поëаãатü, ÷то равновесные
сообщения опреäеëяþтся на основе конöепöии
равновесия Нэøа.

Мы еще не уто÷ниëи, как связано сообщение
кажäоãо эксперта с еãо то÷кой пика. Изна÷аëüно,
сообщение ìожет бытü произвоëüныì, хотя ìы и
преäпоëожиëи, ÷то обëастü еãо äопустиìых зна÷е-
ний совпаäает с обëастüþ äопустиìых зна÷ений
то÷ек пиков экспертов и резуëüтата экспертизы —
т. е. сообщение эксперта äоëжно бытü в тех же тер-
ìинах, в каких опреäеëяется и резуëüтат экспер-
тизы. Наприìер, äëя заäа÷и распреäеëения ресур-
сов ìожно спроситü у эксперта, скоëüко ресурсов

max
y A∈

B

)

B

)

B

)

k M∈
∏

k m=
∑ τk

i

s1
i

sm
i

sj
1

sj
n

4 Равновесное сообщение опреäеëяется на основании при-
нятых в ìоäеëи преäпоëожений о повеäении иãроков (экспер-
тов) и конöепöии равновесия. Отìетиì, ÷то такоãо сообщения
ìожет не бытü вообще иëи их ìожет бытü нескоëüко. Есëи рав-
новесий нескоëüко, то необхоäиìо ввести правиëо отбора рав-
новесий, позвоëяþщее из ëþбоãо ìножества равновесий выби-
ратü еäинственное.

1
n
---

i 1=

n

∑ sj
i
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нужно выäеëитü на кажäый из проектов, в то вре-
ìя как вопрос о еãо то÷ке пика äоëжен буäет иìетü
äруãой виä — какое распреäеëение наиëу÷øее с
то÷ки зрения эксперта? Поäобный ìеханизì на-
зывается непрямым [2]. Дëя кажäоãо непряìоãо ìе-
ханизìа ìожно преäëожитü соответствующий ему
прямой механизм, опреäеëив еãо как h(τ) = π(s*(τ)),

∀τ ∈ An. Есëи в соответствуþщеì пряìоì ìеханиз-
ìе сообщение äостоверной инфорìаöии явëяется
равновесиеì в äоìинантных стратеãиях, то такой
ìеханизì называется эквивалентным прямым меха-
низмом.

Сфорìуëировав ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü ìно-
ãокритериаëüной активной экспертизы, перейäеì
к постановке заäа÷и построения неìанипуëируе-
ìоãо ìноãокритериаëüноãо ìеханизìа активной
экспертизы.

2. ÍÅÌÀÍÈÏÓËÈÐÓÅÌÎÑÒÜ ÌÅÕÀÍÈÇÌÎÂ 
ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÀÊÒÈÂÍÎÉ ÝÊÑÏÅÐÒÈÇÛ:

ÎÁÇÎÐ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Прежäе ÷еì приступитü к построениþ неìани-
пуëируеìоãо ìеханизìа ìноãокритериаëüной ак-
тивной экспертизы, пере÷исëиì резуëüтаты, на
которые ìы буäеì опиратüся при реøении äанной
заäа÷и.

Первона÷аëüно, сì. работу [1], äëя оäнокрите-
риаëüной (оäноìерной) заäа÷и активной экспер-
тизы быëо äоказано, ÷то äëя ëþбоãо ìеханизìа,
уäовëетворяþщеãо требованияì А.1—А.3, сущес-
твует эквиваëентный пряìой ìеханизì. Соответ-
ствуþщая ìоäеëü активной экспертизы описыва-
ется сëеäуþщиì образоì. Пустü τ

i
 — то÷ка пика

i-ãо эксперта (еãо тип), i ∈ N — ìножество всех

экспертов, τi ∈ [d, D] ⊂ R1, i ∈ N, –× < d < D < +×.

Экспертаì известна проöеäура π: [d, D]n → [d, D]
опреäеëения резуëüтата экспертизы на основе их

сообщений si ∈ [d, D], i ∈ N: x = π(s). Функöии по-
ëезности экспертов u(z) — оäнопиковые с то÷каìи

пика τi, i ∈ N:

∀z, z' ∈ [d, D]•[z' ∈ (z, τi), z' ≠ z] ⇒ [ui(z') > u(z)].

Тоãäа, есëи функöия (проöеäура) выбора ре-
зуëüтатов экспертизы π(s) уäовëетворяет требова-
нияì А.1—А.3, то äëя нее найäется эквиваëентный
пряìой ìеханизì h

π
(τ), опреäеëяеìый усëовиеì

x = min(si, wi – 1), (2)

ãäе эксперты упоряäо÷ены в поряäке возрастания

то÷ек пика, а wk = π(s(k)), и s(k) опреäеëяется сëе-
äуþщиì образоì:

s(k) = 

Эëеìенты убываþщей посëеäоватеëüности wk =
= π(s(k)) ìоãут рассìатриватüся как то÷ки пиков
(n + 1) фантоìных аãентов.

Наприìер, äëя ìеханизìа x = π(s): x = si

посëеäоватеëüностü то÷ек w
k
 разбивает отрезок

[d, D] на n равных отрезков:

wk = (kD + (n – k)d)/n,  k = . (3)

Данный резуëüтат в зна÷итеëüной ìере пересе-
кается с резуëüтатаìи, поëу÷енныìи Э. Муëеноì
[8], который äоказаë, ÷то äëя заäа÷и выбора уров-
ня коëëективноãо бëаãа из упоряäо÷енноãо ìно-

жества A, в тоì ÷исëе, отрезка ℜ1, справеäëиво
сëеäуþщее утвержäение.

Функция коллективного выбора на профиле5 од-
нопиковых предпочтений над упорядоченным мно-
жеством неманипулируема тогда и только тогда,
когда она является медианной схемой.

Все ìеäианные схеìы строятся по сëеäуþщеìу

принöипу. Кажäой ãруппе аãентов S ⊂ 2N\∅ ста-
вится в соответствие некоторая то÷ка a

S
 ∈ A (то÷-

нее, фантоìный аãент с то÷кой пика a
S
), а резуëü-

тат выбора опреäеëяется как

h(τ) = ( (a
S
, τi)).

Нетруäно показатü, ÷то усëовие (2) ìожет бытü
поëу÷ено поäобныì образоì. Оäнако ìеäианные
схеìы просто описываþт весü кëасс пряìых неìа-
нипуëируеìых ìеханизìов, не позвоëяя опреäе-
ëитü ìеханизì, оптиìаëüный по какоìу-ëибо кри-
териþ иëи соответствуþщий произвоëüноìу не-
пряìоìу ìеханизìу коëëективноãо выбора. В то
же вреìя в работе [1] реøаëисü заäа÷и построения
пряìых неìанипуëируеìых ìеханизìов активной
экспертизы, оптиìаëüных по разëи÷ныì критерияì,
в ÷астности, по критериþ ìаксиìаëüной поãреø-
ности проöеäуры экспертизы ∆

π
 = |h

π
(τ) –

– π(τ)|, ãäе функöия h
π
(τ) опреäеëяëасü выраже-

ниеì (2).
Важныì резуëüтатоì, поëу÷енныì Э. Муëе-

ноì, быë тот факт, ÷то зна÷ение функöии коëëек-
тивноãо выбора, явëяþщейся ìеäианной схеìой,
зависит тоëüко от то÷ек пика функöий преäпо÷те-
ния аãентов, т. е. резуëüтат определяется по точкам

пика6.
На основании резуëüтатов, поëу÷енных при ре-

øении описанной заäа÷и оäнокритериаëüной ак-
тивной экспертизы быëи преäëожены ìетоäы

max
i N∈

k первых экспертов сообщаþт d k, 0 n, ;=

n k–( ) посëеäних экспертов сообщаþт D.

 5

 Поä профиëеì преäпо÷тений поäразуìевается вектор
функöий преäпо÷тений аãентов.

6 «tops-only» в ориãинаëе.

1
n
---

i 1=

n

∑

0 n,

inf
S N⊂

sup
i S∈

max
τ d D,[ ]

n
∈
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построения неìанипуëируеìых ìеханизìов ак-
тивной экспертизы äëя сëу÷ая äвухкритериаëü-
ной экспертизы, коãäа ìножество äопустиìых ре-
зуëüтатов экспертизы явëяется äвуìерныì сиìп-

ëексоì A = {x ∈ A ⊂ ℜ2: x1 + x2 = const}. Быëо

показано [4], ÷то поäобные заäа÷и экспертизы ìо-
ãут бытü свеäены к оäнокритериаëüныì заäа÷аì.

Резуëüтаты, поëу÷енные Э. Муëеноì, быëи
расøирены К. Борäероì и Д. Джорäаноì [7] на
ìноãоìерные заäа÷и коëëективноãо выбора, коãäа
ìножествоì äопустиìых резуëüтатов выбора явëя-

ется пространство ℜm, иëи äекартово произвеäе-

ние отрезков из пространства ℜ1: A = A
k
, A

k
 =

= [d
k
, D

k
] ⊂ ℜ1 — m-ìерный (äаëее ìноãоìерный)

пряìоуãоëüник. В работе [7] рассìатриваëисü так
называеìые звезäообразные сепарабеëüные функ-
öии преäпо÷тения аãентов, обëаäаþщие оäной
то÷кой пика и опреäеëяеìые сëеäуþщиì образоì:

� существует еäинственная то÷ка τi = arg ui(y) —

то÷ка «пика» эксперта i, ∀i ∈ N, τi ∈ A;

� ∀z ∈ ℜm, ∀λ ∈ (0, 1), ui(τi) > ui(λτi + (1 – λ)z) >
> u(z);

� ∀k ∈ M, ∀z
k
, , ,  [ui( , ) > u(z

k
,

)] ⇒ [ui( , ) > u(z
k
, )].

При пере÷исëенных äопущениях быëо äоказа-
но, ÷то
функция коллективного выбора на профиле звез-

дообразных сепарабельных предпочтений над мно-

жеством ℜm неманипулируема тогда и только тог-
да, когда она представима в виде набора одномерных
медианных схем.

Иныìи сëоваìи, ìноãоìерная заäа÷а коëëек-
тивноãо выбора äекоìпозируется на набор оäно-
ìерных, äëя кажäой из которых поäбирается своя
ìеäианная схеìа. Такой набор ìеäианных схеì
поëу÷иë название обобщенной медианной схемы.
При÷еì резуëüтат коëëективноãо выбора в кажäой
оäноìерной заäа÷е опреäеëяется проекöияìи то-
÷ек пика аãентов на соответствуþщуþ осü. Фор-

ìаëüно, кажäой коаëиöии аãентов S ⊂ 2N\∅ ста-
вится в соответствие то÷ка a

S
 = (a1S, ..., amS) ∈ A

коëëективноãо выбора, а резуëüтат выбора оп-
реäеëяется как x = (x

1
, ..., x

m
), ãäе x

k
 = π(τ

k
) =

= ( (a
kS

, )), ∀k ∈ M.

Данный резуëüтат быë испоëüзован в работе [5]
äëя построения неìанипуëируеìоãо ìеханизìа
ìноãокритериаëüной активной экспертизы äëя
анаëоãи÷ноãо виäа ìножества äопустиìых зна÷е-
ний резуëüтатов экспертизы — быëо показано, ÷то
поäобные заäа÷и ìноãокритериаëüной экспертизы
ìоãут рассìатриватüся как набор заäа÷ оäнокрите-

риаëüной экспертизы — по кажäоìу критериþ эк-
спертиза ìожет бытü провеäена независиìо.

Оäнако остается открытыì вопрос о тоì, как
реøитü заäа÷у построения неìанипуëируеìых
функöий коëëективноãо выбора äëя ìножества
äопустиìых резуëüтатов выбора боëее сëожноãо
виäа, ÷еì ìноãоìерный пряìоуãоëüник.

В ка÷естве приìера рассìотриì заäа÷у распре-
äеëения бþäжета ìежäу треìя проектаìи (m = 3)
на основании заявок äвух экспертов (n = 2) в
раìках ìоäеëи, описанной в § 1. Резуëüтат экспер-
тизы опреäеëяется на основании функöии усреä-
нения заявок экспертов по кажäоìу проекту, оп-
реäеëяеìой выражениеì (1). Множество äопусти-
ìых резуëüтатов экспертизы A — еäини÷ный куб —
x
i
 ∈ [0, 1], ∀i ∈ {1, 2, 3}. То÷ки пика функöий преä-

по÷тения экспертов — (1, 0, 0) и (0, 1/2, 1/2). Леãко
поëу÷итü, у÷итывая форìуëу (3), ÷то резуëüтатоì
экспертизы буäет то÷ка (1/2, 1/2, 1/2). Оäнако ес-
ëи ìы наëожиì бþäжетное оãрани÷ение на рас-
преäеëяеìый ресурс x1 + x2 + x3 m 1, то поëу÷ен-

ный наìи ранее резуëüтат экспертизы не буäет
принаäëежатü ìножеству äопустиìых резуëüтатов
экспертизы, так как бþäжетное оãрани÷ение не
буäет выпоëнено. Иныìи сëоваìи, äанный ìеха-
низì не обëаäает свойством реализуемости — еãо
приìенение не ãарантирует, ÷то поëу÷енный ре-
зуëüтат буäет принаäëежатü ìножеству äопусти-
ìых зна÷ений A äаже при усëовии, ÷то то÷ки пи-
ков всех экспертов принаäëежат этоìу ìножеству.

Резуëüтаты К. Борäера и Д. Джорäана [7] быëи
расøирены ãруппой у÷еных поä руковоäствоì
С. Барберы, обзор резуëüтатов которой преäстав-
ëен в работах [6, 9], на боëее сëожный виä ìно-
жеств äопустиìых резуëüтатов коëëективноãо вы-
бора — произвоëüное коìпактное поäìножество

ℜm, при усëовии, ÷то функöии преäпо÷тения аãен-
тов ìноãоìерно оäнопиковые в сìысëе опреäеëе-
ния 1. Дëя этоãо быëа преäëожена аëüтернативная
форìуëировка обобщенных ìеäианных схеì — в
терìинах систем правых и левых коалиций. Приве-
äеì необхоäиìые опреäеëения.

Определение 3 [6]. Систеìа правых (ëевых)7 ко-
аëиöий W опреäеëяет äëя кажäой то÷ки z ∈ [d, D] ⊂

⊂ ℜ1 набор коаëиöий W(z) в соответствии со сëе-
äуþщиìи требованияìи.

1. Принöип суверенитета: äëя ∀z ∈ (d, D] ([d, D)),

W(z) ≠ ∅, ∅ ∉ W(z), и W(d) = 2N\∅ (W(D) = 2N\∅).

2. Монотонностü коаëиöий: есëи S ∈ W(z) и
S ⊂ S', то S' ∈ W(z).

3. Монотонностü резуëüтата: есëи z' < (>) z и
S ∈ W(z), то S ∈ W(z').

k M∈
∏

max
y A∈

zk' z̃ k– z k–

)

zk' z k–

)

z k–

)

zk' z̃ k– z̃ k–

inf
S N⊂

sup
i S∈

τk
i

7 В äанноì опреäеëении и äаëее в скобках иäет записü со-
ответствуþщеãо усëовия äëя систеìы ëевых коаëиöий.
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4. Поëунепрерывностü сверху: äëя ∀S ⊆ N, äëя
∀z ∈ [d, D] и äëя ëþбой посëеäоватеëüности

{zt} ⊆ [d, D] такой, ÷то zt = z, верно [∀t, S ∈

∈ W(zt)] ⇒ [S ∈ W(z)]. �
Иныìи сëоваìи, ввоäится функöия W(•):

[d, D] → 2N\∅, ставящая в соответствие кажäой
то÷ке z ∈ [d, D] некоторое поäìножество ìножест-

ва всех непустых коаëиöий аãентов 2N\∅. Дëя ìи-
ниìаëüноãо ìноãоìерноãо пряìоуãоëüника, со-
äержащеãо ìножество äопустиìых резуëüтатов

выбора A, (A) = A
k
, ìожно опреäеëитü семей-

ство систем правых коалиций R — набор ,

ãäе R
k
 явëяется систеìой правых коаëиöий. Анаëо-

ãи÷ныì образоì ìожно опреäеëитü семейство сис-

тем левых коалиций L — набор . Испоëüзуя

äанные понятия, ввоäится сëеäуþщее форìаëüное
опреäеëение обобщенной ìеäианной схеìы.
Определение 4 [6]. Пустü заäано ìножество äо-

пустиìых резуëüтатов выбора A и сеìейство сис-
теì правых (ëевых) коаëиöий R (L) на ìножестве

(A). Тоãäа обобщенная ìеäианная схеìа x = h(τ),
порожäенная совокупностüþ (A, R) (соответствен-
но (A, L)), опреäеëяется сëеäуþщиì образоì: äëя

∀τ ∈ An и ëþбоãо k ∈ M

h
k
(τ
k
) = max{z

k
 ∈ A

k
|{i ∈ N |  l z

k
} ∈ R

k
(z
k
)},

(h
k
(τ
k
) = min{z

k
 ∈ A

k
|{i ∈ N |  m z

k
} ∈ L

k
(z
k
)}). �

Иныìи сëоваìи, в ка÷естве резуëüтата экспер-
тизы по кажäоìу критериþ выбирается ìакси-
ìаëüное (ìиниìаëüное) зна÷ение z

k
 ∈ A

k
, äëя ко-

тороãо эксперты, ÷üи то÷ки пика ëежат справа
(сëева) от äанной то÷ки, составëяþт коаëиöиþ,
уäовëетворяþщуþ требованияì выбранной систе-
ìы правых (ëевых) коаëиöий äëя äанной то÷ки.
Связü ìежäу систеìаìи ëевых и правых коаëиöий,
порожäаþщиìи оäну и ту же ìеäианнуþ схеìу (äëя
оäноãо критерия), опреäеëяëасü сëеäуþщиì обра-

зоì: L*(z) = {S ∈ 2N|∀z' > z, ∀S' ∈ R(z'), S ∩ S' ≠ ∅},
т. е. äëя ëþбой то÷ки ∀z' > z найäется хотя бы оäин
аãент, вхоäящий оäновреìенно и в правуþ äëя z,
и в ëевуþ äëя z' коаëиöии (и это верно äëя всех
соответствуþщих правых и ëевых коаëиöий),
уäовëетворяþщие требованияì соответствуþщих
систеì коаëиöий, порожäаþщих оäин и тот же
ìеханизì.

Обобщенные ìеäианные схеìы опреäеëяþтся

на ìножестве (A), т. е. на m-ìерноì пряìоуãоëü-
нике. Поэтоìу ëþбой пряìой неìанипуëируеìый
ìеханизì коëëективноãо выбора, опреäеëенный в
терìинах систеìы правых иëи ëевых коаëиöий äëя

произвоëüноãо m-ìерноãо пряìоуãоëüника B, ос-
танется таковыì äëя ëþбоãо ìножества äопусти-

ìых резуëüтатов выбора A, такоãо ÷то (A) = B.
Оäнако, как быëо показано ранее, не äëя всех A

верно, ÷то äëя ∀τ ∈ An, h(τ) ∈ A. Дëя проверки реа-
ëизуеìости пряìоãо неìанипуëируеìоãо ìеханиз-
ìа äëя порожäаþщеãо еãо сеìейства систеì правых

коаëиöий R =  и сеìейства систеì ëевых

коаëиöий L* =  быëо сфорìуëировано

сëеäуþщее свойство пересе÷ения.
Определение 5 [6]. Сеìейство систеì правых

коаëиöий R = , опреäеëенное на ìножест-

ве (A), обëаäает свойством пересечения äëя A,

есëи äëя ∀y ∈ (A)\A и ëþбоãо коне÷ноãо поäìно-

жества {z1, ..., zT} ⊂ A

 ≠ ∅, (4)

äëя ëþбой коаëиöии r
k
(y
k
) ∈ R

k
(y
k
), ãäе k ∈

∈ M –(y, zt) и ëþбой коаëиöии l
k
(y
k
) ∈ (y

k
),

ãäе k ∈ M +(y, zt). �

Множества M +(y, z) = {k ∈ M |z
k
 > y

k
} и M –(y,

z) = {k ∈ M |z
k
 < y

k
} опреäеëяþт äëя ëþбой пары

векторов y, z ∈ (A) набор коорäинатных осей, äëя
которых зна÷ение соответствуþщей коìпоненты
вектора z строãо боëüøе y и наоборот.

Ка÷ественно, наëи÷ие свойства пересе÷ения у
сеìейства систеì правых коаëиöий озна÷ает, ÷то

ëþбая то÷ка y ∈ (A)\A ìожет бытü выбрана в ре-
зуëüтате приìенения пряìоãо неìанипуëируеìоãо
ìеханизìа тоëüко в тоì сëу÷ае, есëи найäется хотя
бы оäин аãент, ÷üя то÷ка пика также не принаäëе-
жит ìножеству A. Есëи сеìейство систеì правых
коаëиöий обëаäает свойствоì пересе÷ения на ìно-
жестве A, то порожäаеìая иì обобщенная схеìа
уäовëетворяет свойству пересе÷ения на этоì же
ìножестве.

Опреäеëение свойства пересе÷ения äостато÷но
сëожно на первый взãëяä, но ìожет бытü упро-
щено — в ÷астности, усëовие (4) äостато÷но про-
верятü ëиøü äëя оäноãо решающего ìножества

(y) ⊂ A äëя кажäой то÷ки y ∈ (A)\A. Мы не
буäеì поäробно изëаãатü общий аëãоритì пост-
роения реøаþщеãо ìножества, описанный в рабо-
те [9], привеäя ëиøü резуëüтат, актуаëüный äëя
рассìатриваеìых наìи заäа÷:
для выпуклых компактных множеств A для ∀y ∈

∈ (A)\A (y) = {z1, ..., zm} ⊂ A, где для ∀t = 1, ..., m

t ∞→
lim

B

)

k 1=

m

∏

Rk{ }
k 1=
m

Lk{ }
k 1=
m

B

)

τk
i

τk
i

B

)

B

)

Rk{ }
k 1=
m

Lk
*{ }k 1=
m

Rk{ }
k 1=
m

B

)

B

)

t 1=

TU

lk yk( ) rk yk( )∪
 
 
 

U
k M

+
y z

t
, 

 ∈ k M
–

y z
t

, 
 ∈

U

t 1=

T

U Lk
*

t 1=

T

U

B

)

B

)

S

)

B

)

B

)

S
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 = y
k
, если k = t, а  для k ≠ t любые такие, что

zt ∈ A.

Ввеäя все необхоäиìые опреäеëения, привеäеì
основной резуëüтат, поëу÷енный ãруппой С. Бар-
беры:

функция коллективного выбора на профиле мно-
гомерно однопиковых предпочтений над множеством

допустимых результатов голосования A ⊆ ℜm нема-
нипулируема тогда и только тогда, когда она пред-
ставима в виде обобщенной медианной схемы, удов-
летворяющей свойству пересечения.

По сути, быëо äоказано, ÷то перехоä от ìно-
жества äопустиìых резуëüтатов ãоëосования, преä-
ставиìых в виäе ìноãоìерноãо пряìоуãоëüника, к
боëее сëожныì ìножестваì (еäинственное требо-
вание, преäъявëяеìое к ниì — коìпактностü и

«поëноразìерностü»8) не изìеняет форìы преä-
ставëения неìанипуëируеìых функöий коëëек-
тивноãо выбора, а ëиøü äобавëяет новое усëовие —
свойство пересечения. Уäовëетворение этоìу свой-
ству какоãо-ëибо набора оäноìерных ìеäианных
схеì ãарантирует, ÷то äëя ëþбоãо профиëя функ-
öий преäпо÷тения аãентов резуëüтат коëëективно-
ãо выбора буäет принаäëежатü ìножеству äопус-
тиìых зна÷ений. Таì же быëо äоказано, ÷то äëя
новой форìуëировки ìеäианной схеìы резуëüта-
ты, поëу÷енные Э. Муëеноì [8], К. Борäероì и
Д. Джорäаноì [7], остаþтся в сиëе.

Пере÷исëив необхоäиìые резуëüтаты, поëу÷ен-
ные в работах [6, 9] ìожно перейти к реøениþ за-
äа÷и построения неìанипуëируеìых ìеханизìов
ìноãокритериаëüной активной экспертизы. Дëя
этоãо требуется преäставитü заäа÷у оäнокритери-
аëüной и ìноãокритериаëüной активной экспер-
тизы в терìинах сеìейств систеì правых и ëевых
коаëиöий и проанаëизироватü поëу÷аеìые ìеäи-
анные схеìы на преäìет выпоëнения свойства пе-
ресе÷ения.

3. ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÌÅÕÀÍÈÇÌÀ
ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÀÊÒÈÂÍÎÉ ÝÊÑÏÅÐÒÈÇÛ

Â ÒÅÐÌÈÍÀÕ ËÅÂÛÕ È ÏÐÀÂÛÕ ÊÎÀËÈÖÈÉ

Дëя преäставëения неìанипуëируеìых ìеха-
низìов оäнокритериаëüной активной экспертизы
опреäеëиì понятие ìеäианной схеìы на основа-
нии опреäеëения 4.

Определение 6. Меäианная схеìа x = h(τ) на

ìножестве A ⊂ ℜ1 порожäена систеìой правых (ëе-

вых) коаëиöий R(z) (L(z)), есëи äëя ∀t ∈ An

h(τ) = max{z ∈ A|{i ∈ N|τi l z} ∈ R(z)}

(h(τ) = min{z ∈ A|{i ∈ N|τi m z} ∈ L(z)}). �

Опираясü на äанное опреäеëение, сфорìуëиру-
еì требования к систеìаì правых и ëевых коаëи-
öий, опреäеëяþщих пряìые неìанипуëируеìые
оäнокритериаëüные ìеханизìы активной экспер-
тизы, эквиваëентные проöеäураì экспертизы,
уäовëетворяþщиì усëовияì А.1—А.3. Обозна÷иì
s
S
 — вектор сообщений экспертов, у÷астников

коаëиöии S, s
N/S

 — вектор сообщений остаëüных

экспертов.

Лемма. Пусть задана функция π: [d, D]n → [d, D],
удовлетворяющая условиям А.1—А.3. Тогда функция

R
π
: [d, D] → 2N\∅, определяема как

R
π
 = {S ⊂ N|π(s

S
, s

N/S
) l z,  s

S
 = (D, ..., D),

s
N/S = (d, ..., d)},  ∀z ∈ (d, D], R

π
(d) = 2N\∅, (5)

является системой правых коалиций. �
Доказатеëüства ëеììы и утвержäений 1—3 (сì.

äаëее) вынесены в Приëожение.
Ка÷ественно, записü (5) озна÷ает, ÷то äëя ëþ-

бой коаëиöии S ⊂ N ìаксиìаëüный резуëüтат
экспертизы, который ãарантированно ìожет обес-
пе÷итü äанная коаëиöия, опреäеëяется на основе
вектора сообщений, в котороì все у÷астники коа-
ëиöии сообщаþт ìаксиìаëüно возìожное зна÷е-
ние параìетра D, а эксперты, не вхоäящие в эту
коаëиöиþ, — ìиниìаëüно возìожное зна÷ение d.

Покажеì, ÷то опреäеëяеìая выражениеì (5)
функöия R

π
 порожäает пряìой ìеханизì, эквива-

ëентный ìеханизìу π(s).

Утверждение 1. Пусть на множестве [d, D]n за-
дан механизм активной экспертизы π(s), удовлетво-
ряющий требованиям А.1—А.3. Тогда система пра-
вых коалиций R

π
 определяемая выражением (5), по-

рождает эквивалентный ему прямой механизм. �
Дëя отäеëüных приìеров ìеханизìов эксперти-

зы форìуëа (5) приниìает боëее наãëяäный виä.
В ÷астности, äëя ìеханизìа

x = π(s): x = α
i
si,  ∀i α

i
 > 0, α

i
 = 1,

систеìа правых коаëиöий записывается сëеäуþ-
щиì образоì: ∀z ∈ (d, D],

R
π
(z) = ,

∀z ∈ (d, D], R
π
(d) = 2N\∅.

8 Ина÷е ãоворя, ìножество A — заìкнутая обëастü, т. е.
A = cl(int(A)), ãäе cl и int озна÷аþт заìыкание и внутренностü
соответственно.

zk
t

zk
t

i 1=

n

∑
i 1=

n

∑

S N αi
i S∈
∑⊂ z d–

D d–
-------------≥

 
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В ÷астности, äëя ìеханизìа усреäнения (1) эта
записü приобретает виä:

R
π
(z) = , ∀z ∈ (d, D],

R
π
(d) = 2N\∅.

Друãиìи сëоваìи, возìожности коаëиöии экс-
пертов вëиятü на резуëüтат экспертизы опреäеëя-
þтся отноøениеì их ÷исëенности к общеìу ÷исëу
экспертов. Наприìер, есëи трое экспертов опре-
äеëяþт в резуëüтате экспертизы то÷ку на отрезке
[0, 1], то äëя выбора ëþбой то÷ки из äиапазона
[0, 1/3] äостато÷но оäноãо эксперта, ÷üя то÷ка пи-
ка буäет распоëожена не ëевее этой то÷ки, äëя то÷-
ки из поëуинтерваëа (1/3, 2/3] — äвух, äëя то÷ки
из поëуинтерваëа (2/3, 1] — трех.

Такиì образоì, ìы опреäеëиëи виä систеìы
правых коаëиöий, порожäаþщей интересуþщие
нас пряìые неìанипуëируеìые ìеханизìы оäно-
критериаëüной активной экспертизы. В соответс-
твии с работой [6] ìожно опреäеëитü усëовия на
систеìу ëевых коаëиöий L*(z), порожäаþщуþ тот
же ìеханизì, ÷то и заäанная систеìа правых
коаëиöий R(z).
Утверждение 2. Для системы правых коалиций

R
π
(z), определяемой выражением (5), система левых

коалиций , порождающая тот же механизм, за-

писывается следующим образом:

 = {S ⊂ N |π(s
S
, s

N/S
) m z,  s

S
 = (d, ..., d),

s
N/S

 = (D, ..., D)}, ∀z ∈ [d, D),  = 2N\∅. � (6)

Дëя наãëяäности привеäеì виä усëовия (6) äëя

ìеханизìа экспертизы x = π(s): x = α
i
si:

L
π
(z) = ,  ∀z ∈ [d, D),

L
π
(D) = 2N \∅.

А äëя ìеханизìа (1):

L
π
(z) = ,  ∀z ∈ [d, D),

L
π
(D) = 2N\∅.

Поëу÷енные в утвержäениях 1 и 2 систеìы
правых и ëевых коаëиöий äëя оäнокритериаëü-
ных заäа÷ активной экспертизы ìоãут бытü ис-
поëüзованы äëя построения ìноãокритериаëüных
неìанипуëируеìых ìеханизìов активной экспер-
тизы в соответствии с опреäеëениеì 4 — путеì
опреäеëения сеìейств правых иëи ëевых коаëи-
öий. По сути, эти сеìейства коаëиöий разбиваþт

все ìножество (A) на nm m-ìерных пряìоуãоëü-

ников виäа  = [π
k
( ), π

k
( )].

Дëя ∀z ∈ int  все требования к правыì и

ëевыì коаëиöияì неизìенны. На ãраниöах требо-
вания ìеняþтся — на нижних ãраниöах по каж-
äоìу критериþ изìеняþтся требования к правыì
коаëиöияì, на верхних — к ëевыì. На рисунке
привеäен приìер такоãо разбиения äëя заäа÷и,
сфорìуëированной в § 1 при n = 2, m = 2.

В äанной статüе ìы не иссëеäуеì поäробно
вопрос, äëя каких ìеханизìов ìноãокритериаëü-
ной экспертизы ìожно построитü эквиваëентные
пряìые ìеханизìы, оãрани÷иваясü ëиøü форìу-
ëировкой сëеäуþщеãо утвержäения.

Утверждение 3. Пусть задан многокритериаль-
ный механизм активной экспертизы π(s), удовлет-
воряющий свойствам А.1—А.3, определенный на

множестве An, где A = A
k
, A

k
 = [d

k
, D

k
] ⊂ ℜ1.

Тогда эквивалентный ему прямой механизм h
π
(τ)

существует тогда и только тогда, когда механизм
π(s) является сепарабельным по критериям. Причем
прямой механизм h

π
(τ) порождается семейством

систем правых коалиций R
π
 = , определяе-

мым следующим образом: для ∀k ∈ M

R
k
(z
k
) = {S ⊂ N |π

k
( , ) l z

k
,

 = (D
k
, ..., D

k
),   = (d

k
, ..., d

k
)},

∀z ∈ (d
k
, D

k
],  R

k
(d
k
) = 2N\∅. � (7)

Наìи привеäен кëасс ìеханизìов ìноãокрите-
риаëüной активной экспертизы, äëя которых ìож-
но построитü эквиваëентные пряìые ìеханизìы,
есëи ìножество äопустиìых резуëüтатов ãоëосова-
ния — ìноãоìерный пряìоуãоëüник. Утвержäе-
ния 1—3 составëяþт основной резуëüтат äанной
работы — пряìые неìанипуëируеìые ìеханизìы
активной экспертизы преäставëены как обобщен-
ные ìеäианные схеìы, сфорìуëированные в тер-
ìинах сеìейств правых и ëевых коаëиöий, ÷то

S N #S = r⊂ z d–
D d–
-------------≥

 
 
 

Lπ
*

Lπ
*

Lπ
*

i 1=

n

∑

S N αi
i S∈
∑⊂ nD z–

D d–
-------------≤

 
 
 

S N #S = l⊂ D z–
D d–
-------------≤

 
 
 

B

)

B
S1

i
1

... S
m

i
m

, , k M∈
∏ Sk

i
k

1–
Sk
i
k

B
S1

i
1

... S
m

i
m

, ,

r
1
 ≥ 1, l

1
 ≥ 2

A

B(A)

)

r
1
 ≥ 2, l

1
 ≥ 1

r
2
 ≥ 2,

l
2
 ≥ 1

r
2
 ≥ 1,

l
2
 ≥ 2

Разбиение

множества (A)B
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позвоëяет проверятü наëи÷ие у них свойства пере-
се÷ения äëя разëи÷ных ìножеств äопустиìых ре-
зуëüтатов экспертизы.

4. ÏÐÈÌÅÐ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÏÐÎÂÅÐÊÈ 
ÐÅÀËÈÇÓÅÌÎÑÒÈ ÏÐßÌÎÃÎ ÍÅÌÀÍÈÏÓËÈÐÓÅÌÎÃÎ 

ÌÅÕÀÍÈÇÌÀ ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ
ÀÊÒÈÂÍÎÉ ÝÊÑÏÅÐÒÈÇÛ

Проиëëþстрируеì приìенение аëãоритìа про-
верки выпоëнения свойства пересе÷ения äëя сфор-
ìуëированной в § 1 заäа÷и распреäеëения ресурса
на основании экспертных оöенок по ìеханизìу
усреäнения, опреäеëяеìоãо выражениеì (1), на

ìножестве A = {x ∈ A ⊂ ℜm| x
j
 m C, x

j
 l 0, ∀j ∈ M }.

Опреäеëиì, äëя какоãо ÷исëа проектов эквива-
ëентный пряìой ìеханизì реаëизуеì — резуëüтат
экспертизы остается в обëасти äопустиìых зна÷е-
ний. Из утвержäения 3 поëу÷аеì, ÷то сеìейство
систеì правых коаëиöий, порожäаþщее неìани-
пуëируеìый пряìой ìеханизì, эквиваëентный
ìеханизìу (1), иìеет сëеäуþщий виä:

R
k
(z) = ,  ∀z ∈ (0, C],

∀k ∈ M, R
k
(0) = 2N\∅, (8)

сеìейство ëевых коаëиöий:

L
k
(z) = {S ⊂ N |#S = l m n(C – z)/C},  ∀z ∈ [d, C),

∀k ∈ M,  L
k
(C) = 2N\∅.

Дëя рассìатриваеìоãо ìножества A äëя ëþбой

то÷ки y ∈ (A)\A то÷ки реøаþщеãо ìножества

(y) ⊂ A опреäеëяþтся сëеäуþщиì образоì [9]:

∀t ⊂ M zt ∈ (y):  = y
k
 есëи k = t, а  = 0 äëя k ≠ t.

То, ÷то y ∈ (A)\A озна÷ает, ÷то y
j
 > C. Дëя

кажäой то÷ки y ∈ (A)\A и соответствуþщеãо ей

реøаþщеãо ìножества (y) = {z1, ..., zm} ⊂ A äëя ∀t

∈ M, M +(y, zt) = ∅, а M –(y, zt) = M \t. Поэтоìу
выражение (4) приниìает сëеäуþщий виä:

 ≠ ∅,

÷то эквиваëентно сëеäуþщей записи:

r
j
(y
j
) l nC–1 y

j
 > n l (m – 1)n + 1.

Из поëу÷енноãо усëовия виäно, ÷то äëя ∀n l 2
пряìой ìноãокритериаëüный ìеханизì активной

экспертизы, порожäаеìый ìеханизìоì (8), реа-
ëизуеì тоëüко äëя m m 2. Оäнако «осëабëение»
бþäжетноãо оãрани÷ения ìожет увеëи÷итü ÷исëо
критериев, äëя которых äанный ìеханизì буäет
реаëизуеì. Рассìотриì ìножества äопустиìых
резуëüтатов экспертизы сëеäуþщеãо виäа:

A = x ∈ A ⊂ ℜm | x
j
 m C, x

j
 ∈ [0, 1], ∀j ∈ M ,

ãäе C ∈ [1, m]. В сìысëе заäа÷и распреäеëения
ресурсов, с поìощüþ ìножества поäобноãо виäа
ìоäеëируется ситуаöия, коãäа на кажäый проект
разреøается выäеëятü äоëþ среäств из общеãо
объеìа финансирования C не боëее ÷еì 1/C, при-
÷еì при C = m ìножество A превращается в m-ìер-
ный пряìоуãоëüник. Можно показатü, ÷то пряìой
ìеханизì активной экспертизы, порожäаеìый ìе-
ханизìоì (8), уäовëетворяет свойству пересе÷ения
на ìножестве A при C l m – 1.

Ка÷ественно это озна÷ает, ÷то ÷еì боëüøе про-
ектов рассìатривается при распреäеëении бþäже-
та, теì ìенüøуþ äоëþ среäств позвоëено ëþбоìу
эксперту выäеëятü на отäеëüный проект.

Боëее поäробное рассìотрение зависиìости
виäа пряìоãо неìанипуëируеìоãо ìеханизìа, а,
то÷нее, обобщенных ìеäианных схеì, порожäаþ-
щих еãо, и виäа ìножеств äопустиìых зна÷ений
резуëüтатов экспертизы, на которых äанный ìеха-
низì обëаäает свойствоì реаëизуеìости, преä-
ставëяет собой отäеëüнуþ заäа÷у, интересной, как
с теорети÷еской, так и практи÷еской то÷ки зрения.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В äанной статüе проиëëþстрирована возìож-
ностü приìенения обобщенных ìеäианных схеì
äëя построения пряìых неìанипуëируеìых ìеха-
низìов ìноãокритериаëüной активной эксперти-
зы. Дëя этоãо ìеханизì преäставëяется в терìинах
сеìейств систеì ëевых и правых коаëиöий, ÷то
позвоëяет анаëизироватü еãо на преäìет выпоëне-
ния свойства пересе÷ения. Поëу÷енные утвержäе-
ния, опреäеëяþщие виä сеìейств систеì ëевых и
правых коаëиöий, позвоëяþт наãëяäно преäста-
витü пряìые неìанипуëируеìые ìеханизìы ак-
тивной экспертизы. Приìенение äанноãо поäхоäа
преäставëяется äостато÷но перспективныì äëя
практи÷еской реаëизаöии неìанипуëируеìых ìе-
ханизìов экспертизы. Оäнако за раìкаìи статüи
остаëисü такие важные вопросы, как оптиìаëü-
ностü построенноãо ìеханизìа по какоìу-ëибо
критериþ, то÷нее, вопрос сохранения оптиìаëü-
ности ìеханизìа при перехоäе от ìножества äо-
пустиìых резуëüтатов экспертизы, описываеìоãо
ìноãоìерныì пряìоуãоëüникоì, к ìножеству,
вписанноìу в неãо, äëя котороãо ìеханизì обëа-

j 1=

m

∑

S N #S⊂ r= n z
C
----≥

 
 
 

B

)

S

)

S

)

zk
t

zk
t

B

)

j 1=

m

∑

B

)

S

)

t 1=

mU

rk yk( )
 
 
 
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∑
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∑
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äает свойствоì пересе÷ения. Отäеëüной перспек-
тивной и актуаëüной с практи÷еской то÷ки зрения
явëяется заäа÷а поиска связи виäа ìножества äо-
пустиìых резуëüтатов экспертизы с ìножествоì
äопустиìых ìеханизìов — пряìых неìанипуëи-
руеìых ìеханизìов, обëаäаþщих свойствоì реа-
ëизуеìости. И, как отìе÷аëосü, за раìкаìи äанной
статüи остаëасü заäа÷а построения пряìоãо неìа-
нипуëируеìоãо ìеханизìа активной экспертизы,
эквиваëентноãо произвоëüноìу непряìоìу, так
как заäа÷а реøена ëиøü äëя узкоãо кëасса ìеха-
низìов экспертизы — сепарабеëüных по критери-
яì. И, äаже äëя äанноãо кëасса, сëеäует анаëизи-
роватü сохранение свойства эквиваëентности при
изìенении виäа ìножества äопустиìых резуëüта-
тов экспертизы.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы. Дëя äоказатеëüства прове-
риì, ÷то функöия R

π
, опреäеëяеìая выражениеì (5), уäовëет-

воряет всеì пунктаì опреäеëения 3.

1. Из записи (5) сëеäует, ÷то R
π
(d) = 2N\∅, и äëя ∀z ∈ (d, D],

R
π
(z) ≠ ∅, так как хотя бы äëя S = N π(s

S
, s

N/S
) = D l z из ус-

ëовия еäиноãëасия А.3. Из этоãо же усëовия сëеäует, ÷то äëя
S = ∅ π(s

S
, s

N/S
) = d, сëеäоватеëüно, äëя ∀z ∈ (d, D] ∅ ∈ R

π
(z).

2. Есëи S ∈ R
π
(z) и S ⊂ S', из усëовия строãой ìонотон-

ности А.1 и усëовия еäиноãëасия А.3 сëеäует, ÷то π(s
S'
, s

N/S'
) l

l π(s
S
, s

N/S
) ⇒ S' ∈ R

π
(z).

3. Есëи z' < z и S ∈ R
π
(z), то π(s

S'
, s

N/S'
) > z' ⇒ S ∈ R

π
(z' ).

4. Из усëовия непрерывности А.2. сëеäует, ÷то есëи äëя

ëþбой посëеäоватеëüности {zt} ⊆ [d, D] такой, ÷то z
t = z и

äëя ∀S ⊆ N, таких, ÷то π(s
S
, s

N/S
) l z', т. е. π(s

S
, s

N/S
) l z', вер-

но, ÷то π(s
S
, s

N/S
) l z ⇒ [S ∈ W(z)].

Сëеäоватеëüно, опреäеëяеìая выражениеì (5) функöия R
π

явëяется систеìой правых коаëиöий. Леììа äоказана. �
Д о к а з а т е ë ü с т в о  у т в е р ж ä е н и я  1. Упоряäо÷иì эк-

спертов по возрастаниþ то÷ек пика τ. Обозна÷иì wi = π(s(i)),

ãäе s(i): {∀j > i s
j
 = D, ∀j m i s

j
 = d}; т. е. wi – 1 = π( , ),

ãäе коаëиöия S
i
 состоит из всех экспертов с инäексаìи i и

выøе. Тоãäа усëовие {i ∈ N|τi l z} ∈ R
π
(z) эквиваëентно усëо-

виþ {i ∈ N |min(τi, wi – 1) l z}. Соответственно, в опреäеëении
схеìы «среäнеãо ãоëоса» в терìинах правых коаëиöий h(τ) =

= max{z ∈ [d, D]|{i ∈ N |τi l z} ∈ R
π
(z)} ìожно перейти от ìакси-

ìуìа по z к ìаксиìуìу по i и записатü: h(τ) = min(τi, wi–1).

Данная записü эквиваëентна усëовиþ (2); т. е., в соответствии
с резуëüтатаìи работы [1], пряìой неìанипуëируеìый ìеха-
низì, порожäенный систеìой правых коаëиöии (5), эквива-
ëентен ìеханизìу π(s). Утвержäение 1 äоказано.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  у т в е р ж ä е н и я  2. О÷евиäно, ÷то
äëя то÷ек d и D выражение (6) верно, так как

R
π
(d) = 2N\∅,  = {N } ⇒ ∀S ∈ R

π
(d), ∀S' ∈ (d) S ∩ S' ≠ ∅

и (D) = 2N\∅, R
π
(d) = {N } ⇒ ∀S ∈ R

π
(D),

∀S' ∈ (D
k
) S ∩ S' ≠ ∅.

Функöия π(S): π(s
S
, s

N/S
), s

S
 = (d, ..., d), s

N/S
 = (D, ..., D),

S ⊂ N заäает разбиение отрезка [d, D] не боëее ÷еì на 2n от-

резков. Ввеäеì упоряäо÷ение на ìножестве всех поäìножеств

N по возрастаниþ функöии π(S): ∀i, j ∈ 2n, j > i, π(S
i
) m π(S

j
).

Тоãäа рассìатриваеìые наìи систеìы правых и ëевых коаëи-
öий ìожно записатü как ∀i R(π(S

i
)) = {S

j
, j l i}, ∀z ∈ (π(S

i
),

π(S
i + 1

)), R(z) = R(π(S
i + 1

)), есëи π(S
i
) = π(S

i + 1
), то R(π(S

i + 1
)) =

= R(π(S
i
)) = {S

j
, j l i}, и ∀i L*(π(S

i
)) = {N\S

j
, j m i} ∀z ∈ (π(S

i – 1
),

π(S
i
)), L*(z) = L*(π(S

i
)), есëи π(S

i
) = π(S

i + 1
), то L*(π(S

i – 1
)) =

= L*(π(S
i
)) = {N \S

j
, j m i}.

Тоãäа äëя всех ∀r l i + 1 и ∀l m i ситуаöия, ÷то S
r
 ∩ N\S

l
 =

= ∅ возìожна тоëüко в тоì сëу÷ае, коãäа S
r
 ⊂ S

l
, ÷еãо не ìо-

жет бытü в сиëу свойств ìонотонности функöии x = π(s) и
ввеäенноãо наìи упоряäо÷ения. Сëеäоватеëüно, систеìа ëе-
вых коаëиöий L*(z) опреäеëяеìая выражениеì (6) уäовëетво-
ряет записи (4). Утвержäение 2 äоказано. �

Д о к а з а т е ë ü с т в о  у т в е р ж ä е н и я  3. Докажеì, ÷то
пряìой ìеханизì, эквиваëентный ìноãокритериаëüноìу ìе-
ханизìу активной экспертизы, уäовëетворяþщеìу усëовияì
А.1—А.3 и сепарабеëüноìу по критерияì, порожäается се-
ìействоì систеì правых коаëиöий, опреäеëяеìыì записüþ (7).
Из опреäеëения 2 сëеäует, ÷то резуëüтат ãоëосования по каж-
äоìу критериþ опреäеëяется ëиøü сообщенияìи экспертов
по äанноìу критериþ — x = π(s): ∀k ∈ M x

k
 = π

k
(s

k
); т. е. ìы

ìожеì рассìотретü m оäнокритериаëüных заäа÷ экспертизы,
äëя кажäой из которых преäëожив систеìу правых коаëиöий
в соответствии с выражениеì (5) — теì саìыì поëу÷ив за-
писü (7).

Покажеì необхоäиìостü сепарабеëüности по критерияì
ìеханизìа активной экспертизы äëя существования эквива-
ëентноãо еìу пряìоãо ìеханизìа. Из опреäеëения 4 виäно,
÷то ëþбой пряìой ìеханизì, порожäаеìый сеìействоì сис-
теì правых иëи ëевых коаëиöий, явëяется сепарабеëüныì по
критерияì. Из выражения (7) виäно, ÷то это возìожно тоëü-
ко в тоì сëу÷ае, есëи ìеханизì π(s) явëяется сепарабеëüныì
по критерияì. Утвержäение 3 äоказано.
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ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈ
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Þæíî-Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. ×åëÿáèíñê

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Заäа÷а оöенки и сопоставëения функöиониро-
вания эконоìи÷еских преäприятий всеãäа возни-
кает у инвесторов при выборе объекта финансиро-
вания, а также у руковоäитеëей орãанизаöий в хоäе
пëанирования их развития. Существует äостато÷-
но ìноãо ìетоäик оöенки конкурентоспособнос-
ти, но, как правиëо, они позвоëяþт оöенитü ëибо
ìеру факти÷еских резуëüтатов äеятеëüности преä-
приятия (показатеëи прибыëüности, рентабеëü-
ности) [1, 2], ëибо ìеру потенöиаëüных резуëüта-
тов как оöенку äоступных преäприятиþ ресурсов
[3]. Все они опираþтся в основноì на ìетоäы ìно-
ãокритериаëüноãо ранжирования [4—8]. Боëüøой
интерес преäставëяет оöенка конкурентоспособ-
ности, которая ìоãëа бы сëужитü ìерой перевоäа
äоступных ресурсов в факти÷еский резуëüтат. По-
äобная трактовка понятия «конкурентоспособ-
ностü» встре÷ается в работе [2], в соответствии с
которой посëеäняя ìожет бытü также названа эф-
фективностüþ управëения преäприятиеì. Проöе-
äура оöенки конкурентоспособности и ранжиро-
вания в этоì сìысëе äоëжна соäержатü ìеханизì
«ìасøтабирования», т. е. привеäение резуëüтатов

äеятеëüности преäприятий к еäиной систеìе, ин-
вариантной относитеëüно объеìов произвоäства,
усëовий работы и ресурсов, которыìи распоëаãа-
þт преäприятия, и позвоëятü оöениватü эффек-
тивностü испоëüзования преäприятияìи своих оã-
рани÷енных ресурсов в сëоживøихся рыно÷ных
усëовиях. Настоящая работа проäоëжает иссëеäо-
вания [9—14].

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÎÖÅÍÊÈ

Резуëüтат, äостиãнутый преäприятиеì за опре-
äеëенный периоä вреìени, обы÷но преäставëяется
набороì зна÷ений показатеëей по ìножеству за-
ранее заäанных коëи÷ественных критериев. Тако-
ìу набору ìожет бытü поставëено в соответствие
÷исëо. Ресурсы, усëовия функöионирования, а
также стратеãия повеäения преäприятия на рынке
также преäставëяется ìножествоì показатеëей.

Пустü u
i
 — вектор ресурсов, которыìи распоëа-

ãает i-е преäприятие, s
i
 — вектор показатеëей, ха-

рактеризуþщих стратеãиþ повеäения i-ãо преä-
приятия, c

i
 — вектор эконоìи÷еских усëовий

функöионирования i-ãо преäприятия, i = , ãäе

N — ÷исëо анаëизируеìых преäприятий. Ввеäеì

Преäëожен поäхоä к построениþ ìноãокритериаëüной оöенки конкурентоспособности

и ранжированиþ преäприятий, основанный на оöенке их потенöиаëüных возìожнос-

тей. Дëя построения таких оöенок привëе÷ен аппарат распознавания образов. Рассìот-

рены особенности реøения заäа÷и оöенки потенöиаëа преäприятия и сравнения по-

ëу÷енных интерваëüных оöенок преäприятий в усëовиях неопреäеëенности исхоäной

инфорìаöии.

1 N,
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скаëярнуþ веëи÷ину p
i
, которая буäет характери-

зоватü резуëüтат, котороãо ìоãëо бы äости÷ü i-е
преäприятие в сëоживøихся эконоìи÷еских усëо-
виях, с у÷етоì иìеþщихся ресурсов и выбранной
стратеãии повеäения. Назовеì ее потенöиаëоì i-ãо
преäприятия.

Дëя потенöиаëа ìожно записатü зависиìостü:

p
i
 = ψ

i
(u
i
, c

i
, s

i
),  i = ,

ãäе ψ — отображение, ψ: RM → R, M — суììарная
разìерностü векторов u

i
, c

i
 и s

i
. Совокупностü век-

торных оöенок (u
i
, c
i
, s
i
) äëя i-ãо преäприятия обоз-

на÷иì ÷ерез вектор r
i
 и буäеì называтü еãо векто-

роì параìетров состояния.

Оöенку потенöиаëа ìожно поëу÷итü, сравнив
статисти÷еские резуëüтаты работы преäприятия с
факти÷ескиìи äанныìи о работе äруãих преäпри-
ятий, иìевøих в своеì распоряжении анаëоãи÷-
ные ресурсы и нахоäивøиеся в бëизких усëовиях.
Преäприятия, распоëаãаþщие бëизкиìи ресурса-
ìи и нахоäящиеся в бëизких усëовиях, äоëжны
иìетü бëизкие оöенки потенöиаëа.

Такиì образоì, оöенки потенöиаëа p
i
 буäут

строитüся в виäе:

p
i
 = f({(r

j
, q

j
),  j = }), (1)

ãäе f : R(M + 1)N → R — искоìое отображение; q
j
 —

скаëярная оöенка резуëüтата, äостиãнутоãо j-ì
преäприятиеì (построение оöенки q

j
 буäет описа-

но в § 2). Зависиìостü (1) строится с у÷етоì ин-
форìаöии о факти÷еских резуëüтатах и параìетрах
состояния всех преäприятий.

Итоãовая скаëярная оöенка конкурентоспособ-
ности i-ãо преäприятия строится как соотноøение
ìежäу факти÷ескиì резуëüтатоì и потенöиаëü-

ныì: e
i
 = g(q

i
, p

i
), i = , ãäе g: R2 → R. Такая

оöенка у÷итывает отëи÷ия усëовий функöиониро-
вания преäприятий и соотносит их с äостиãнутыì
резуëüтатоì, привоäя, такиì образоì, оöенки к
еäиной систеìе изìерений.

В общеì сëу÷ае, коãäа ÷исëо параìетров состо-
яния веëико, нахожäение зависиìости (1) стано-
вится труäной заäа÷ей. Зäесü преäëаãается ввести
некоторые упрощения при построении ее аппрок-
сиìаöии, которые буäут рассìотрены позäнее.

2. ÎÖÅÍÊÀ ÔÀÊÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Оöенка факти÷ескоãо резуëüтата функöиони-
рования преäприятий преäставëяет собой ìноãо-
критериаëüнуþ заäа÷у. В ка÷естве ее реøения ìо-

жет бытü взята ëþбая функöия öенности в зависи-
ìости от испоëüзуеìых критериев и преäпо÷тений
ìежäу ниìи.

Так как построение функöии öенности на прак-
тике äëя критериев, ÷исëо которых веëико, — тру-
äоеìкая заäа÷а, ìожно поëожитü, ÷то заìещения
критериев не зависят от их зна÷ений и выпоëняется
усëовие взаиìонезависиìости по преäпо÷тениþ
[15]. В этоì сëу÷ае оöенитü факти÷еский резуëüтат
ìожно с поìощüþ распространенной [16, 17] фун-
кöии öенности, преäставëяþщей собой взвеøен-

нуþ суììу ÷астных критериев: q
i
 = α

j
x
ij
, ãäе

x
i, j

∈ RM, i =  — исхоäные параìетры (зна÷е-

ния критериев), характеризуþщие резуëüтаты ра-
боты i-ãо преäприятия, α

j
 — весовые коэффиöи-

енты, опреäеëяþщие зна÷иìостü ÷астных крите-

риев, α
j
 = 1, α

j
 > 0.

Чтобы избежатü ãëавноãо неäостатка этоãо ìе-
тоäа — поäверженности оøибкаì опреäеëения ко-
эффиöиентов α

i
 — поëожиì [7, 8] α

i
 ∈ [α

imin, αimax],

i = .

Зна÷ения критериев, испоëüзуеìых äëя оöенки
факти÷ескоãо резуëüтата функöионирования преä-
приятия, äоëжны бытü норìированы.

3. ÎÖÅÍÊÀ ÇÍÀ×ÈÌÎÑÒÈ ×ÀÑÒÍÛÕ ÊÐÈÒÅÐÈÅÂ

Чеëовеку труäно напряìуþ оöениватü зна÷ения
важности критериев, äаже есëи они преäставëены
в интерваëах [18], поэтоìу äëя оöенки интерваëов
преäëаãается испоëüзоватü проöеäуру, преäëожен-
нуþ в работе [19].

Эксперт äоëжен расставитü все критерии по
ìестаì в поряäке возрастания их зна÷иìости, ос-
тавëяя ìежäу ниìи пустые ìеста, есëи это необ-
хоäиìо. Есëи оäин критерий нахоäится на оäну
позиöиþ выøе äруãоãо, то критерии буäут иìетü
разные веса, и эта разниöа ìожет бытü выбрана
как еäиниöа оöенки интерваëов ìежäу весаìи u.
Есëи ìежäу критерияìи остается оäно пустое ìес-
то, разниöа ìежäу весаìи буäет составëятü 2u; ес-
ëи äва пустых ìеста, то 3u. Даëüнейøая проöеäура
поäс÷ета весов состоит из сëеäуþщих øаãов.

1. Опреäеëение ненорìаëизованных весов k
r

äëя кажäой позиöии расстановки ìножества кри-

териев. Пустü e
r
 =  + 1, ∀r = 1, ...,  – 1, ãäе  —

1 N,

1 N,

1 N,

j 1=

L

∑

1 N,

j 1=

L

∑

1 L,

er' L L
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÷исëо позиöий в расстановке критериев,  — ÷ис-

ëо пустых ìест ìежäу позиöияìи r и r + 1, тоãäа

k
r
 = 1 + (z – 1)(e0 + ... + e

r – 1)/ e
j
,

ãäе z — зна÷ение, которое показывает, во скоëüко
раз саìый «верхний» критерий важнее саìоãо
«нижнеãо». Это зна÷ение опреäеëяется экспертоì
напряìуþ.

2. Опреäеëение норìаëизованных весов крите-
риев:

α
i
 = 100 / ,

ãäе  — ненорìаëизованный вес, соответствуþ-

щий позиöии, которуþ заниìает i-й критерий. �

Автораìи преäëаãается изìенитü ìетоä äëя по-
ëу÷ения ãраниö интерваëов зна÷иìости весовых
коэффиöиентов сëеäуþщиì образоì. Дëя поëу÷е-
ния нижней (верхней) ãраниöы весовоãо коэффи-
öиента α

imin (αimax) äëя i-ãо критерия он сäвиãается

на оäну позиöиþ вниз (вверх), зна÷ения α
i
 при этоì

перес÷итываþтся. Такиì образоì, äëя поëу÷ения
ãраниö по всеì критерияì перес÷ет зна÷ений ве-
совых коэффиöиентов произвоäится 2L раз.

4. ÎÖÅÍÊÀ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ

Поскоëüку оöенки факти÷ескоãо резуëüтата ин-
терваëüные, то оöенка потенöиаëа также интерваëü-

ная: p
i
 = ϕ({α

i
}, i = ), p

i
 ∈ [p

imin
, p

imax
] (рис. 1).

Неопреäеëенностü в зна÷ениях параìетров со-
стояния (ресурсах и усëовиях функöионирования)
ìожно интерпретироватü как неопреäеëенностü в

оöенке факти÷еских резуëüтатов, т. е. от описания
состояния преäприятия в форìе (r

i
, q

i
), r

ij
 ∈ [r

ijmin
,

r
ijmax

], q
i
 ∈ [q

imin
, q

imax
], ãäе j ∈  — инäекс ко-

орäинаты пространства параìетров, по которой
зна÷ение заäано в виäе интерваëа, ìожно перейти

к описаниþ виäа (r
i
, q

i
), q

i
 ∈ [ , ], ãäе r

ij

приниìает конкретное зна÷ение, а [ , ] ⊇

⊇ [q
imin

, q
imax

] — ãраниöы интерваëа äëя q
i
, расøи-

ренные с у÷етоì возìожной оøибки в выбранноì
зна÷ении r

ij
.

Чисëо параìетров состояния, как правиëо, äо-
стато÷но веëико и сравниìо с ÷исëоì рассìатри-

ваеìых преäприятий: M l  (N — ÷исëо рас-

сìатриваеìых объектов; M — ÷исëо испоëüзуеìых
параìетров), а функöионаëüный кëасс, в котороì
сëеäует искатü аппроксиìаöиþ p = f(r, q), заранее
не известен. Чтобы избежатü неäообу÷ения/пере-
обу÷ения в этих усëовиях, äëя аппроксиìаöии не-
обхоäиìо испоëüзоватü кëасс функöий, сëожностü
которых буäет аäаптивно настраиватüся на сëож-
ностü преäставëенных äëя анаëиза äанных.

Такиì образоì, проöеäура оöенки потенöиаëа
преäприятий äоëжна пороäитü в пространстве
разìерности (M + 1) сеìейство аппроксиìаöий
p = f(r, q), которое äоëжно бытü устой÷иво к не-
опреäеëенности в исхоäных äанных.

5. ÈÒÎÃÎÂÀß ÎÖÅÍÊÀ ÊÎÍÊÓÐÅÍÒÎÑÏÎÑÎÁÍÎÑÒÈ

Откëонение зна÷ения q
i
 от p

i
 интерпретируется

как отëи÷ие эффективности испоëüзования преä-
приятиеì своих ресурсов в сëоживøихся усëовиях
от норìаëüной. Друãиìи сëоваìи, преäприятие,
факти÷ески распоëаãаþщееся в коорäинатах (r, q)
в то÷ке A, ìоãëо бы оказатüся в то÷ке B (рис. 2).
Соответственно, эффективностü перевоäа ресур-

er'

j 1=

L 1–

∑

ki'

j 1=

n

∑ kj'

ki'

Рис. 1. Особенности постановки задачи оценки потенциала: 
интервальные оценки результатов q

i
, p

i
 и неопределенность 

значений ресурсов и условий работы r
i

1 L,

1 M,

qimin' qimax'

qimin' qimax'

N

Рис. 2. Интерпретация отклонения фактического результата 
предприятия от его потенциала
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сов в резуëüтат иëи конкурентоспособностü i-ãо
преäприятия e

i
 ìожно оöенитü веëи÷иной e

i
 = g(q

i
,

p
i
) = q

i
/p
i
 = q

i
/f(r

i
, q

i
), ãäе e

i
 ∈ [e

imin
, e

imax
].

6. ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÀÄÀÏÒÈÂÍÎÉ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈ
ÄËß ÎÖÅÍÊÈ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÀ

Множество анаëизируеìых объектов ìожно

преäставитü как совокупностü то÷ек {(r
i
, q

i
) ∈ RM + 1,

i = } в ìноãоìерноì пространстве параìетров

состояния и факти÷еских резуëüтатов работы
преäприятий, при÷еì поëожение кажäой то÷ки
ìожет бытü заäано с оøибкой. Инфорìаöии о ра-
боте преäприятий неäостато÷но äëя построения
анаëити÷еской зависиìости p = f(r, q). Оäнако эти
äанные ìожно испоëüзоватü äëя тоãо, ÷тобы вы-
äеëитü нескоëüко ëиний уровня этой зависиìости:

d(qk), ãäе qk, k ∈  — некоторые фиксирован-

ные зна÷ения äëя q, преäставëяþщих собой ãео-
ìетри÷еское ìесто то÷ек, явëяþщихся пересе-
÷ениеì искоìой функöионаëüной зависиìости

p = f(r, q) с ãиперпëоскостüþ q = qk (верхний ин-
äекс обозна÷ает ноìер ëинии уровня).

Такиì образоì, при проеöировании инфорìа-
öии из (M + 1)-ìерноãо пространства параìетров
состояния и резуëüтатов работы преäприятий в
M-ìерное пространство параìетров их состояния,
факти÷еские резуëüтаты работы кажäоãо преä-
приятия q

i
 заìеняþтся на инфорìаöиþ о тоì, ни-

же какой ëинии уровня находится этот резуëüтат

(к какоìу кëассу C(q
i
) ∈  он принаäëежит).

Обратно, инфорìаöия о ëинии уровня заäается
зна÷енияìи параìетров состояния преäприятий и
их кëассификаöией по факти÷ескоìу резуëüтату:

{(r
i
, C(q

i
)), i = }. (2)

Такое упрощение исхоäной инфорìаöии поз-
воëяет приìенитü ìетоäы распознавания образов
äëя выпоëнения аппроксиìаöии. Инфорìаöия
виäа (2) преäставëяет собой обу÷аþщуþ выборку,
по которой ìожно реøитü станäартнуþ заäа÷у
äискриìинантноãо анаëиза. Поëу÷енные в резуëü-

тате реøаþщие правиëа Dk(r), k = , буäут

заäаватü правиëо отнесения ëþбой то÷ки r ∈ RM к
оäноìу из K кëассов. Такиì образоì буäут опре-
äеëены ãраниöы ìежäу поäìножестваìи объектов,
принаäëежащих к разныì кëассаì (рис. 3).

Дëя аппроксиìаöии ëиний уровня функöио-
наëüной зависиìости p = f(r, q) преäëаãается при-
ìенятü кусо÷но-ëинейные (коìитетные) реøаþщие
правиëа [20] и аëãоритì их построения, позвоëяþ-
щий ìаксиìизироватü функöионаë соãëасованнос-
ти априорноãо описания объектов [12, 13] путеì
изìенения инфорìаöии о кëассах, к которыì
äоëжны бытü отнесены объекты.

Такиì образоì, кëасс потенöиаëа оöенивается
с поìощüþ реøаþщеãо правиëа по зна÷енияì ре-
сурсов и усëовий функöионирования кажäоãо
преäприятия. Конкретное ÷исëовое зна÷ение по-
тенöиаëа преäприятия опреäеëяется с поìощüþ
проöеäуры ìаксиìизаöии функöионаëа соãëасо-
ванности априорноãо описания объектов.

7. ÑÎÏÎÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÈÒÎÃÎÂÛÕ ÎÖÅÍÎÊ

По поëу÷енныì интерваëüныì оöенкаì преä-
приятия необхоäиìо расставитü по ìестаì в
рейтинãе. Проöеäура упоряäо÷ения äоëжна уäов-
ëетворятü сëеäуþщеìу свойству: ìесто оöенки q

A

∈ [q
Amin

, q
Amax

], A ∈ , в рейтинãе выøе, ÷еì

ìесто оöенки q
B
 ∈ [q

Bmin
, q

Bmax
], B ∈ , тоãäа и

тоëüко тоãäа, коãäа эти оöенки нахоäятся в отно-
øении äоìинирования π. Отноøение π ìожно за-
äатü сëеäуþщиì образоì:

— оöенка q
A
 äоìинирует наä оöенкой q

B
, есëи

интерваë зна÷ений оöенки q
A
 öеëикоì выøе, ÷еì

интерваë зна÷ений оöенки q
B
, т. е. q

A
πq

B
: q

Amin >

> q
Bmax

;

— оöенка q
A
 äоìинирует наä оöенкой q

B
, есëи

при ëþбой äопустиìой коìбинаöии коэффиöи-
ентов α

j
 зна÷ение оöенки q

A
 боëüøе, ÷еì зна÷е-

ние оöенки q
B
, т. е. q

A
πq

B
: ∀α = (α1, ..., αL) ∈ Ω:

α
j
x
Aj
 > α

j
x
Bj
.

Эти отноøения заäаþт сëиøкоì жесткие оãра-
ни÷ения, при которых ìесто кажäоãо преäприятия
в рейтинãе ìожет изìенятüся в øирокоì äиапазо-

1 N,

1 K 1–,

Рис. 3. Аппроксимация линий уровня функциональной 
зависимости p = f(r, q) решающими правилами

1 K,

1 N,

1 K 1–,

1 M,

1 M,

j 1=

L

∑
j 1=

L

∑
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не. В то же вреìя, практи÷ескуþ öенностü при
построении рейтинãа преäставëяет строãое упоря-
äо÷ивание совокупности произвоëüноãо набора
интерваëüных оöенок. С этой öеëüþ, по анаëоãии
с работой [8], преäëаãается ввести отноøение не-
÷еткоãо äоìинирования ρ:

q
A
ρq

B
:  + (3)

+ max > c,

ãäе V1 = q
Amax – q

Bmax, V2 = q
Bmax – q

Amin, V3 = q
Amin –

– q
Bmin

, c — некоторая константа, c ∈ [0,5; 1].

Левая ÷астü отноøения (3), по сути, опреäеëяет
вероятностü тоãо, ÷то зна÷ение оöенки q

A
 из ин-

терваëа [q
Amin

, q
Amax

] окажется боëüøе зна÷ения

оöенки q
B
 из интерваëа [q

Bmin
, q

Bmax
] при сëу÷ай-

ноì выборе уровней зна÷иìости α = (α
1
, ..., α

L
) ∈ Ω

äëя построения кажäой из этих оöенок. На рис. 4
проиëëþстрирован ÷астный сëу÷ай, коãäа интер-
ваëы [q

Amin, qAmax] и [q
Bmin, qBmax] ÷асти÷но пересе-

каþтся. В этоì сëу÷ае форìуëа (3) своäится к бо-
ëее простоìу виäу:

q
A
ρq

B
:  +  > c.

Такое отноøение позвоëяет поëу÷итü строãое
упоряäо÷ение äаже при øироких интерваëах изìе-
нения коэффиöиентов важности критериев. В сëу-
÷ае c = 1 интерваë äëя оöенки q

A
 ëежит öеëикоì

выøе интерваëа äëя оöенки q
B
. На практике кон-

станта c сна÷аëа äоëжна выбиратüся бëизкой к
еäиниöе и уìенüøатüся, есëи резуëüтат ранжиро-
вания неприеìëеì (сëиøкоì ìноãо равнозна÷ных
преäприятий).

8. ÏÐÈÌÅÐ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÐÅÉÒÈÍÃÀ

Привеäеì приìер построения рейтинãа преä-
приятий по конкурентоспособности äëя äесяти
преäприятий — операторов сотовой связи России.
Пустü поëу÷ены оöенки факти÷ескоãо, потенöи-
аëüноãо резуëüтата, а также оöенка конкурентос-

V1 min V2 0,( )+

V1 V2+
-----------------------------------------

V2 V3 max V3 0,( )+ +( ) V2 min V3 0,( )+( )
2 V1 V2+( ) V2 V3+( )

------------------------------------------------------------------------------------------------------------ 
 

Рис. 4. Отношение нечеткого 
доминирования для случая 
частично пересекающихся 
интервальных оценок

V1

V1 V2+
-------------------

V2 V3 V3+ +( )V2

2 V1 V2+( ) V2 V3+( )
----------------------------------------------------

Таблица 1

Îöåíêè äëÿ îïåðàòîðîâ (Îï.) ñîòîâîé ñâÿçè ÐÔ

Оп. 1 Оп. 2 Оп. 3 Оп. 4 Оп. 5 Оп. 6 Оп. 7 Оп. 8 Оп. 9 Оп. 10

q
min

0,977 0,790 0,430 0,237 0,356 0,764 0,417 1 0,390 0,759
q
max

0,989 0,836 0,528 0,402 0,466 0,825 0,477 1 0,453 0,829
p
min

0,961 0,814 0,334 0,478 0,402 0,802 0,567 0,692 0,443 0,774
p
max

0,981 0,844 0,442 0,633 0,467 0,842 0,683 0,813 0,524 0,795
e
min

0,995 0,958 1,025 0,734 0,953 0,922 0,794 1,186 0,928 0,964
e
max

1,015 0,991 1,101 0,917 1,026 0,992 0,886 1,307 0,952 1,054

Таблица 2

Ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ëåâîé ÷àñòè îòíîøåíèÿ r

Оп. 1 Оп. 2 Оп. 3 Оп. 4 Оп. 5 Оп. 6 Оп. 7 Оп. 8 Оп. 9 Оп. 10

Оп. 1 — 1 0 1 0,707 1 1 0 1 0,451
Оп. 2 0 — 0 1 0,293 0,750 1 0 1 0,121
Оп. 3 1 1 — 1 0,999 1 1 0 1 0,937
Оп. 4 0 0 0 — 0 0 0,420 0 0 0
Оп. 5 0,292 0,706 0,0001 1 — 0,851 1 0 1 0,292
Оп. 6 0 0,249 0 1 0,148 — 1 0 0,745 0,061
Оп. 7 0 0 0 0,579 0 0 — 0 0 0
Оп. 8 1 1 1 1 1 1 1 — 1 1
Оп. 9 0 0 0 1 0 0,254 1 0 — 0
Оп. 10 0,548 0,878 0,062 1 0,707 0,938 1 0 1 —
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пособности (резуëüтаты преäставëены в табë. 1 и изображе-
ны на рис. 5).

Распоëожение преäприятий (сì. рис. 5) с у÷етоì рыно÷-
ных усëовий и äоступных ресурсов отëи÷ается от первона-
÷аëüноãо распоëожения по факти÷ескоìу резуëüтату.

Вы÷исëиì ëевуþ ÷астü отноøения ρ äëя всех пар объек-
тов по конкурентоспособности (табë. 2).

Поëожив c = 0,55, поëу÷иì поëнуþ ранжировку преä-
приятий по конкурентоспособности (при c > 0,55 появëя-
þтся несравниìые по отноøениþ ρ объекты). Резуëüтаты их
сравнения и ранãи преäставëены в табë. 3.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëаãаеìый ìетоä оöенки конкурентоспособности и
ранжирования позвоëяет испоëüзоватü инфорìаöиþ по
уже состоявøеìуся развитиþ боëüøоãо ÷исëа преäпри-
ятий, äействуþщих в разëи÷ных усëовиях, äëя выявëения
общих законоìерностей вëияния усëовий среäы и äоступ-
ных ресурсов на резуëüтаты äеятеëüности, а также привëе-
катü äëя ранжирования боëüøое ÷исëо параìетров, опи-
сываþщих состояние кажäоãо преäприятия, и сопостав-
ëятü резуëüтаты их работы по совокупности критериев.
У÷итывается разниöа в äоступных ресурсах и усëовиях ра-
боты при сопоставëении резуëüтатов äеятеëüности разëи÷-
ных преäприятий.

Основной проöеäурой, опреäеëяþщей такие свойства
ранжирования, явëяется проöеäура аäаптивной кëассифи-
каöии. По сути, она преäставëяет собой анаëоã проöеäуры
аппроксиìаöии ìноãоìерной функöионаëüной зависиìос-
ти резуëüтатов работы преäприятий от ресурсов и усëовий
их функöионирования, эффективный при испоëüзовании
нето÷ной и непоëной инфорìаöии о ранжируеìых преä-
приятиях.

Поëу÷енные в резуëüтате сравнитеëüные оöенки конку-
рентоспособности ìоãут испоëüзоватüся äëя реøения ряäа
заäа÷ поääержки принятия реøений в управëении как от-
äеëüныì преäприятиеì, так и ãруппой преäприятий [10].
Метоäика ìожет приìенятüся äëя сравнения эконоìи÷ес-
ких субъектов разëи÷ноãо уровня [1].

Рис. 5. Результаты ранжирования предприятий — 
операторов сотовой связи РФ

Таблица 3

Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ è ðàíãè ïðåäïðèÿòèé

Оп. 1 Оп. 2 Оп. 3 Оп. 4 Оп. 5 Оп. 6 Оп. 7 Оп. 8 Оп. 9 Оп. 10 Ранã

Оп. 1 — 1 0 1 1 1 1 0 1 0 4
Оп. 2 0 — 0 1 0 1 1 0 1 0 6
Оп. 3 1 1 — 1 1 1 1 0 1 1 2
Оп. 4 0 0 0 — 0 0 0 0 0 0 10
Оп. 5 0 1 0 1 — 1 1 0 1 0 5
Оп. 6 0 0 0 1 0 — 1 0 1 0 7
Оп. 7 0 0 0 1 0 0 — 0 0 0 9
Оп. 8 1 1 1 1 1 1 1 — 1 1 1
Оп. 9 0 0 0 1 0 0 1 0 — 0 8
Оп. 10 1 1 0 1 1 1 1 0 1 — 3
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ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÂÛÁÎÐÎÌ ÏÐÎÈÇÂÎÄÈÒÅËß
Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÂËÈßÍÈß ÊÎÍÚÞÍÊÒÓÐÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

À.À. Áàéêèí, Å.Þ. Èâàíîâ, Î.Â. Èñàåâà

Àëòàéñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Áàðíàóë

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Боëüøинство эконоìико-ìатеìати÷еских ìо-
äеëей, описываþщих взаиìоäействие эконоìи-
÷еских субъектов как на ìакро-, так и на ìикроу-
ровне, абстраãированы от у÷ета инфорìаöионных
возäействий. Так, из восеìнаäöати аксиоìати÷ес-
ких преäпоëожений, на которых строится кëасси-
÷еская economics, пятü ãипотез (Н1, Н3, Н13, Н14,
Н17) [1] непосреäственно связаны с инфорìаöией.
Обобщив преäпоëожения этих ãипотез о совер-
øенстве инфорìаöии о существуþщих товарах, а
также о возìожностях выбора и öенах, выäеëиì
инфорìаöиþ:
� о техноëоãи÷еских характеристиках ресурса;
� о öене ресурса;
� о текущеì собственнике ресурса и еãо ìесто-

распоëожении.
Такая инфорìаöия появëяется с возникнове-

ниеì ëþбоãо произвоäственноãо ресурса и ìожет
иìетü собственнуþ сферу обращения.

Допуская, ÷то произвоäитеëþ хороøо известно
ка÷ество преäставëенных на рынке ресурсов и воз-
ìожности их вовëе÷ения в произвоäство (т. е. при-
ниìая ãипотезы Н13, Н14), буäеì называтü инфор-
ìаöиþ о öене ресурса и еãо ìестораспоëожении
конъþнктурной инфорìаöией о рынке факторов
произвоäства иëи просто конъюнктурной инфор-
мацией.

Вëияние разëи÷ных эконоìи÷еских вопëоще-
ний инфорìаöии на рыно÷ное равновесие отìе÷а-
ëосü ìноãиìи иссëеäоватеëяìи, указываþщиìи, в
÷астности, на необхоäиìостü коррекöии «закона
еäиной öены» с у÷етоì стоиìости конъþнктурной

инфорìаöии [2, 3, с. 351—354]. Наибоëее заìетно
упущение инфорìаöионных аспектов стаëо про-
явëятüся при иссëеäовании сëу÷аев «фиаско рын-
ка», оäниì из которых явëяется рынок с асиì-
ìетри÷ныì распреäеëениеì инфорìаöии ìежäу
потребитеëяìи и проäавöаìи [4]. На поäобных
рынках äëя äостижения боëüøей эффективности
необхоäиìо понести äопоëнитеëüные изäержки на
приобретение боëее ка÷ественных ресурсов, фак-
ти÷ески — это изäержки на приобретение конъ-
þнктурной инфорìаöии. Такиì образоì, форìа-
ëизаöия вëияния инфорìаöионных факторов äëя
траäиöионных ìикроэконоìи÷еских ìоäеëей ста-
новится актуаëüной пробëеìой совреìенной эко-
ноìи÷еской теории.

1. ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÀß ÇÀÄÀ×À ÂÛÁÎÐÀ ÏÐÎÈÇÂÎÄÈÒÅËß
È ÅÅ ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈß Ñ Ó×ÅÒÎÌ

ÊÎÍÚÞÍÊÒÓÐÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

Произвоäство обы÷но преäставëяется как про-
öесс вовëе÷ения некотороãо набора бëаã-факторов
произвоäства и преобразование их в бëаãо-про-
äукт. Чисëо испоëüзуеìых в произвоäстве факто-
ров всеãäа оãрани÷ено сверху, исхоäя из свойства
реäкости всех существуþщих бëаã [5].

Теория фирìы преäпоëаãает, ÷то произвоäс-
твенный проöесс ìожно форìаëизоватü с поìо-
щüþ произвоäственной функöии (ПФ), описыва-
þщей техноëоãиþ, т. е. правиëо преобразования
испоëüзуеìых факторов произвоäства в коне÷ный
проäукт. Поскоëüку труäно привести äетаëüное
описание всех техноëоãи÷еских проöессов, проис-
хоäящих на кажäоì преäприятии, иìеþщееся ìно-
ãообразие техноëоãий ìожет бытü преäставëено

Привеäены резуëüтаты иссëеäования ìоäифиöированной с у÷етоì öены инфорìаöии ìо-

äеëи выбора произвоäитеëя, провеäенные äëя некоторых виäов произвоäственных функ-

öий (ëинейной, Леонтüева, ìуëüтипëикативной, постоянной эëасти÷ности заìены, Фи-

ëиппова). Изëожены оöенки характера и степени вëияния äопоëнитеëüной конъþнктур-

ной инфорìаöии на изìенение структуры и объеìов испоëüзуеìых фирìой ресурсов.
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ìножествоì X, соäержащиì набор векторов x, со-
ответствуþщих техноëоãи÷ески возìожныì пре-
образованияì затра÷иваеìых ресурсов в выпус-
каеìуþ проäукöиþ, иныìи сëоваìи, техноëоãи-
÷еские оãрани÷ения форìаëизуþтся как x ∈ X.
Допуская существование функöии, которая äает
ìаксиìаëüный физи÷еский объеì выпуска про-
äукöии при всех техни÷ески возìожных коìбина-
öиях физи÷еских ресурсов и при äанноì уровне
свобоäно распространяеìоãо техни÷ескоãо знания
о связи ìежäу ресурсаìи и выпускоì, ìожно за-
писатü ПФ:

f(x
1
, ..., x

n
) = 0, (1)

ãäе f — некоторая äействитеëüная функöия, опре-
äеëенная на ìножестве возìожных выпусков ÷ис-
той проäукöии, состоящеì из векторов ÷истой
проäукöии, которуþ произвоäитеëü в состоянии
выпускатü, а x = (x

1
, ..., x

n
) — эффективный вектор

существуþщих на рынке бëаã, общее ÷исëо кото-
рых n.

Необхоäиìо отìетитü, ÷то ПФ фирìы опреäе-
ëяется на тоì же саìоì ìножестве товаров и усëуã,
÷то и функöия поëезности потребитеëя. Теì са-
ìыì ëþбые произвоäиìые фирìой бëаãа явëяþт-
ся теìи же саìыìи бëаãаìи, которые покупаþтся
коне÷ныìи потребитеëяìи. Кроìе тоãо, поäобная
форìаëизаöия äеятеëüности фирìы оäинаково
поäхоäит как äëя строãой äопоëняеìости произ-
воäственных ресурсов (фиксированные техноëо-
ãи÷еские коэффиöиенты, заäаþщие строãие про-
порöии испоëüзования ресурсов), так и äëя про-
öессов с øирокиìи возìожностяìи заìещения
(оäин из ресурсов произвоëüно заìещается ка-
киì-ëибо äопоëнитеëüныì коëи÷ествоì äруãих).

В äаëüнейøеì äëя упрощения рассужäений
перейäеì от общей форìы ПФ (1) к ее ÷астноìу
преäставëениþ, äëя котороãо преäпоëаãается, ÷то
кажäый произвоäитеëü оäновреìенно выступает
и проäавöоì своей проäукöии, выпуская при
этоì тоëüко оäно бëаãо (поäробнее сì. работу
[3, с. 54—55]). Такая ÷астная ПФ иìеет форìу:

x
n
 = y(x

1
, ..., x

n – 1
), (2)

ãäе y — функöия, описываþщая техноëоãи÷еские
оãрани÷ения эффективноãо произвоäства, n — по-
ряäковый ноìер бëаãа, выпускаеìоãо äанной фир-
ìой. Тоãäа техноëоãи÷еские оãрани÷ения записы-
ваþтся как x

n
 m y(x

1
, ..., x

n – 1
).

Из выражения (2) поëу÷аеì еще оäну øироко
распространеннуþ трактовку терìина «произвоäс-
твенная функöия», которая характеризует функ-
öиþ y как зависиìостü объеìа выпуска фирìы от

затрат перви÷ных ресурсов. Основные свойства
ПФ виäа (2) описаны, в ÷астности, в работе [6].

Оптиìаëüный произвоäственный выбор äëя
фирìы в терìинах economics опреäеëяется тоëüко
тоãäа, коãäа произвоäитеëü опреäеëиë öеëи иëи
критерий оптиìаëüности. Наибоëее известное, но
не еäинственное преäпоëожение о öеëях äеятеëü-
ности преäприятий закëþ÷ается в максимизации
фирмой прибыли — в этоì сëу÷ае фирìа стреìится
поëу÷итü ìаксиìаëüно возìожнуþ разниöу ìежäу
äохоäаìи и расхоäаìи. Вìесте с теì существует
ряä äруãих интересных ãипотез о öеëях äеятеëü-
ности фирìы (сì., наприìер, работу [7]).

Заäа÷а оптиìизаöии, соответствуþщая выбран-
ной öеëи äеятеëüности фирìы, ìожет рассìатри-
ватüся на разëи÷ных вреìенных интерваëах, ÷то
вызывает необхоäиìостü поиска принöипиаëüно
разëи÷ных реøений äëя кажäой из этих заäа÷ в за-
висиìости от выбранноãо периоäа вреìени. Осно-
вой разëи÷ий ìежäу кратковреìенныì и äоëãо-
вреìенныì периоäаìи äеятеëüности фирìы буäеì
траäиöионно с÷итатü возìожностü изìенения
объеìов испоëüзования всех произвоäственных
ресурсов. Тоãäа краткосрочный период времени —
периоä произвоäства, в те÷ение котороãо все ре-
сурсы, за искëþ÷ениеì оäноãо, неизìенные, и,
сëеäоватеëüно, весü прирост объеìа произвоäства
связан с приростоì испоëüзования иìенно äанно-
ãо фактора, долгосрочный период времени — периоä,
в те÷ение котороãо произвоäитеëü ìожет изìенитü
все факторы произвоäства выпускаеìой проäук-
öии. Доëãосро÷ный периоä обы÷но рассìатрива-
þт как посëеäоватеëüно сìеняþщие äруã äруãа
краткосро÷ные периоäы.

Приниìая в ка÷естве öеëи äеятеëüности произ-
воäитеëя кëасси÷ескуþ ãипотезу ìаксиìизаöии
прибыëи, рассìотриì три сëу÷ая заäа÷и оптиìиза-
öии произвоäственноãо выбора (выбора фирìы):

1) ìаксиìизаöия ÷истой прибыëи (разниöы
ìежäу äохоäаìи и расхоäаìи фирìы) при заäан-
ной ПФ;

2) ìаксиìизаöия выпуска проäукта при заäан-
ноì уровне затрат;

3) ìиниìизаöия затрат при заäанноì уровне
выпуска проäукта.

Перехоäя к интерпретаöии произвоäственной
функöии как зависиìости объеìа выпуска от за-
трат перви÷ных ресурсов, сфорìуëируеì сëеäуþ-
щуþ ìоäеëü äëя äоëãосро÷ноãо периоäа. Пустü
n – 1 — ÷исëо факторов произвоäства, x = (x

1
, ...,

x
n – 1

) — некоторая техноëоãия произвоäства, опре-

äеëяþщая объеìы вовëекаеìых в произвоäство ре-
сурсов, евкëиäово пространство с неотриöатеëü-
ныìи коорäинатаìи X — рынок факторов произ-
воäства: X = {x: x l 0}. Тоãäа форìаëизаöия первоãо
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сëу÷ая заäа÷и оптиìизаöии привоäит к сëеäуþщей
кëасси÷еской заäа÷е на усëовный экстреìуì:

(3)

ãäе p = (p
1
, ..., p

n
) — вектор öен всех существуþщих

бëаã, n — поряäковый ноìер бëаãа, выпускаеìоãо
рассìатриваеìой фирìой. В äаëüнейøеì заäа÷а
(3) буäет рассìатриватüся при нахожäении выбора
фирìы в äоëãосро÷ноì периоäе, а ее реøение

буäеì обозна÷атü x* = ( , ..., ).

Теперü форìаëизуеì заäа÷у произвоäитеëя äëя
краткосро÷ноãо периоäа в усëовиях заранее заäан-
ноãо объеìа оборотных среäств, которые фирìа
ìожет потратитü на приобретение переìенноãо
фактора. Пустü C — объеì оборотных среäств,
äоступных преäприятиþ, ìножество факторов
произвоäства, которые ìожет приобрести произ-
воäитеëü на рынке ресурсов, понеся в äанный вре-
ìенной периоä поëные затраты C, назовеì ìно-
жествоì финансово доступных коìбинаöий произ-

воäственных факторов1 B: B = {x: px m C}, ãäе p =
= (p

1
, ..., p

n – 1
) — вектор öен на ресурсы. Иìееì:

(4)

Заäа÷а (4) в äаëüнейøеì буäет рассìатриватüся
при нахожäении выбора фирìы в краткосро÷ноì
периоäе.

Форìаëизаöия третüеãо сëу÷ая заäа÷и оптиìи-
заöии произвоäственноãо выбора фирìы приво-
äит к äвойственной заäа÷е по отноøениþ ко вто-
роìу сëу÷аþ, поэтоìу отäеëüно рассìатриватüся
не буäет.

Анаëити÷еское реøение заäа÷ (3) и (4) ìожет
бытü поëу÷ено ìетоäоì неопреäеëенных ìножи-
теëей Лаãранжа äëя соответствуþщей äифферен-
öируеìой функöии и позвоëяет опреäеëитü функ-
öии спроса на ресурсы x* = x*(p, C). Поëу÷енные
такиì образоì реøения, как уже отìе÷аëосü, ос-
нованы на равноìерноì распреäеëении инфорìа-
öии среäи всех у÷астников рынка и на äействии
закона еäиной öены. Реаëüный рынок за÷астуþ
äеìонстрирует разëи÷нуþ конъþнктурнуþ осве-
äоìëенностü произвоäитеëей (÷то особенно харак-
терно äëя ìаëых и среäних преäприятий) и суще-
ствование öеновых интерваëов, внутри которых
соäержатся öены реаëüных транзакöий произвоä-

ственных ресурсов. С у÷етоì öены конъþнктур-
ной инфорìаöии, ìоäифиöированная ìоäеëü вы-
бора фирìы в краткосро÷ноì периоäе ìожет бытü
форìаëизована в сëеäуþщеì виäе:

(5)

ãäе p* = (p
1
 – ∆p

1
, ..., p

n – 1
 – ∆p

n – 1
).

В этоì сëу÷ае öена фактора произвоäства скëа-
äывается из собственно öены этоãо фактора и öе-
ны конъþнктурной инфорìаöии об этоì факторе.
Такиì образоì, инфорìированный произвоäитеëü
факти÷ески уìенüøает öену произвоäственноãо
фактора, наприìер, путеì повыøения эффектив-
ности еãо испоëüзования ëибо путеì эконоìии
транзакöионных изäержек на еãо приобретение.
Поäобное снижение öены оäноãо из ресурсов
ìожно интерпретироватü как увеëи÷ение оборот-
ных среäств фирìы бëаãоäаря расøирениþ ìно-
жества äоступных коìбинаöий произвоäственных
факторов, ÷то, в своþ о÷ереäü, вëияет на выбор
произвоäитеëя в краткосро÷ноì периоäе вреìени.
Иныìи сëоваìи, реøения заäа÷ (3) и (4) преäстав-

ëяþт собой выбор «неинфорìированноãо»2 произ-
воäитеëя, реøение же заäа÷и (5) — это новый вы-
бор фирìы с у÷етоì поëу÷енной произвоäитеëеì
инфорìаöии.

Попытаеìся опреäеëитü, как изìенится реøе-
ние заäа÷ (3) и (4) при изìенении исхоäноãо век-
тора öен ресурсов p в некоторый вектор p*, ãäе

p
n

=  — öена выпускаеìоãо проäукта. Реøая за-

äа÷у (5) ìетоäоì ìножитеëей Лаãранжа, поëу÷аеì
оптиìаëüный набор ресурсов x** = x**(p*, C) äëя
ìоäифиöированной заäа÷и.

Заìетиì, ÷то в то÷ке ëокаëüноãо рыно÷ноãо
равновесия преäеëüная норìа техни÷еской заìены
оäноãо ресурса äруãиì равна отноøениþ их ры-
но÷ных öен

 = ,  ∀i = ,

j = ,  i ≠ j. (6)

Рассìатривая заäа÷у (3) и поëаãая преобразова-
ние вектора öен всех бëаã p в вектор p* = (p

1
 – ∆p

1
,

..., p
n – 1

 – ∆p
n – 1

, p
n
), поëу÷аеì заäа÷у äëя инфор-

1 Коëи÷ественной оöенкой äоступности ресурсов сëужит
понятие изокосты.

max pixi
i 1=

n

∑ max pnxn pixi
i 1=

n 1–

∑–
 
 
 

=

xn y x1 ... xn 1–, ,( )= xi 0,≥,





x1
* xn 1–

*

maxy x( ),

px C≤ x 0.≥,



x ∈ X

2 То÷нее, произвоäитеëя, обëаäаþщеãо оäинаковой конъ-
þнктурной инфорìаöией со всеìи про÷иìи произвоäитеëяìи.

maxy x( ),

p*x C≤ x 0,≥,



x ∈ X

pn*

y∂
xi∂
-------

xi x**=

y∂
xj∂
-------

xj x**=

-----------------------
pi ∆pi–

pj ∆pj–
------------------ 1 n 1–,

1 n 1–,
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ìированноãо произвоäитеëя в äоëãосро÷ноì пе-
риоäе:

(7)

Даëüнейøие общие рассужäения относитеëüно
выбора инфорìированноãо произвоäитеëя за-
труäнитеëüны, так как абсоëþтная веëи÷ина вы-
ражения (6) не позвоëяет ка÷ественно интерпре-
тироватü поëу÷енное соотноøение. Оäнако ìож-
но явныì образоì рассìотретü разëи÷ные типы
произвоäственных функöий, наибоëее аäекватно
описываþщих ÷астные сëу÷аи на конкретноì
преäприятии. Поэтоìу äаëее проанаëизируеì не-
которые наибоëее попуëярные виäы произвоäс-
твенных функöий [8, с. 1—3] äëя ìоäеëирования
повеäения фирìы в усëовиях изìенивøейся ин-
форìированности.

Преäваритеëüно отìетиì, ÷то без потери об-
щности заäа÷и (5) и (7) ìожно рассìатриватü как
выбор фирìы в усëовиях äвухресурсноãо произ-
воäства. Пустü тоãäа ресурс x

1
 буäет переìенныì,

а остаëüные ресурсы, инфорìированностü о кото-
рых не изìеняется, буäут преäставëены аãреãиро-
ванныì фактороì x

2
. Поäобная äвухпроäуктовая

ìоäеëü позвоëит не тоëüко упроститü ìатеìати-
÷еские выкëаäки, но и наãëяäно проäеìонстриро-
ватü поëу÷енные резуëüтаты. Геоìетри÷ески реøе-
ние x* = ( , ) ìожно интерпретироватü как то÷-
ку касания изокванты произвоäственной функöии
с оäной из изокост, явëяþщейся ëинией уровня
функöии изäержек.

2. ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÀß ÇÀÄÀ×À ÂÛÁÎÐÀ 
ÏÐÎÈÇÂÎÄÈÒÅËß ÄËß ËÈÍÅÉÍÎÉ
ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

В сëу÷ае испоëüзования фирìой в ка÷естве ре-
сурсов соверøенных субститутов произвоäствен-
ный проöесс ìожно описатü ëинейной произвоäс-

твенной функöией виäа y(x
1
, ..., x

n – 1
) = α

i
x
i
, ãäе

α
i
 — некоторые поëожитеëüные ÷исëа. В äоëãо-

сро÷ноì периоäе äëя äвух факторов произвоäства
иìееì:

Поскоëüку ни оäна из ÷астных произвоäных öе-
ëевой функöии не обращается в ноëü, то ÷еì боëü-
øе буäет вовëе÷ено в произвоäственный проöесс
ресурсов, теì боëüøе буäет прибыëü.

В краткосро÷ноì периоäе заäа÷а (4) äëя ëиней-
ной ПФ приниìает виä

а ее реøение преäставëено на рис. 1. Изокванты
(øтриховые ëинии) преäставëяþт собой сеìейство
параëëеëüных пряìых с уãëовыì коэффиöиентоì
–α

1
/α

2
. О÷евиäно, ÷то при разных накëонах изо-

косты (спëоøная ëиния) и изокванты выбор про-
извоäитеëя поëу÷ается в оäной из äвух уãëовых то-

÷ек (  иëи  на рис. 1), а функöия спроса (рис. 2)
на первый фактор произвоäства приниìает виä:

 = 

Такиì образоì, äëя ëинейных произвоäствен-
ных функöий при увеëи÷ении инфорìированности
произвоäитеëя о выбранноì факторе произвоäс-
тва (еãо öена при этоì уìенüøается) расøиряет

max pnxn pi*xi
i 1=

n 1–

∑–
 
 
 

,

xn y x1 ... xn 1–, ,( )= xi 0.≥,





x1
* x2

*

i 1=

n 1–

∑

max p3x3 p1x1– p2x2–( ),

x3 α1x1 α2x2+= x1 0≥ x2 0≥ x3 0.≥, , ,



max α1x1 α2x2+( ),

p1x1 p2x2+ C≤ x1 0≥ x2 0,≥, ,



Рис. 1. Выбор производителя для линейной производственной 
функции

Рис. 2. Кривая спроса на ресурс для линейной производственной 
функции

x1
* x2

*

x1
*

C/p1 p2α1 p1α2,>,

Ct/p1 p2α1, p1α2= t 0; 1[ ],∈,

0 p2α1 p1α2.<,




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исхоäное ìножество O  финансово äоступ-

ных коìбинаöий произвоäственных факторов äо

O . Соответственно, новая инфорìаöия о ра-

нее выбранноì факторе вëияет тоëüко на объеì

испоëüзования этоãо фактора (то÷ка  на рис. 1),
но не вëияет на то, какой иìенно фактор произ-
воäства буäет приìенятüся. Вìесте с теì, повыøе-
ние инфорìированности произвоäитеëя о öенах
на äруãие ресурсы ìожет изìенитü структуру еãо
выбора, есëи конъþнктурная инфорìаöия из-

ìенит исхоäное ìножество O  äо состояния

O  (сì. рис. 1).

3. ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÀß ÇÀÄÀ×À ÂÛÁÎÐÀ 
ÏÐÎÈÇÂÎÄÈÒÅËß ÄËß ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÎÉ

ÔÓÍÊÖÈÈ ËÅÎÍÒÜÅÂÀ

В сëу÷ае испоëüзования фирìой ресурсов с пос-
тоянныìи пропорöияìи (соверøенных äопоëните-
ëей) произвоäственный проöесс ìожно описатü
функöией Леонтüева: y(x

1
, ..., x

n – 1
) = min{α

1
x

1
, ...,

α
n
x
n – 1

}, ãäе α
i
 — некоторые поëожитеëüные ÷исëа.

Заìетиì, ÷то заäа÷а (3) с ПФ Леонтüева прини-
ìает виä

и не иìеет ãëобаëüноãо экстреìуìа. Сëеäоватеëü-
но, ÷еì боëüøе буäет вовëе÷ено в произвоäствен-
ный проöесс ресурсов, теì боëüøе буäет прибыëü.

В краткосро÷ноì периоäе реøение заäа÷и

äëя ПФ Леонтüева с äвуìя фактораìи произвоäс-
тва преäставëено на рис. 3. Изокванты (øтриховые
ëинии) преäставëяþт собой сеìейство уãëов, вер-
øины которых нахоäятся на пряìой x

2
 = (α

1
/α

2
)x

1
.

Поскоëüку произвоäной ПФ Леонтüева в то÷ке
выбора произвоäитеëя не существует, то, у÷итывая
равенство α

1
x

1
 = α

2
x

2
 и оãрани÷ение на äоступные

коìбинаöии произвоäственных факторов, поëу÷а-

еì сëеäуþщие функöии спроса:  = ,

 = .

Оöениì изìенение спроса на ресурсы всëеäс-
твие возìожноãо изìенения öен. Так как эëасти÷-
ностü спроса на опреäеëенный ресурс по öене на

этот ресурс  =  = –  < 0,

а перекрестная эëасти÷ностü спроса по öене

 =  = –  < 0, то в общеì

сëу÷ае иìееì неэëасти÷ный спрос.

Такиì образоì, äëя ПФ Леонтüева увеëи÷ение
инфорìированности произвоäитеëя о öенах не бу-
äет вëиятü на увеëи÷ение испоëüзования ресурсов
äо тех пор, пока не появится возìожностü приоб-
рести еще оäин коìпëект всех взаиìоäопоëняþ-
щих факторов произвоäства.

Наãëяäно изìенение выбора произвоäитеëя с
ростоì еãо инфорìированности ìожно преäста-
витü, построив ëинии уровня поверхности спроса

на ресурсы. Линии уровня (p
1
, p

2
, C) = const об-

разуþт сеìейство параëëеëüных пряìых с уãëовыì
коэффиöиентоì –α

2
/α

1
, при÷еì по ìере увеëи÷е-

ния объеìов спроса на ресурсы расстояние ìежäу
ниìи уìенüøается (рис. 4). Такиì образоì, с рос-
тоì объеìов испоëüзования факторов произвоäст-
ва öена инфорìаöии оказывает все боëüøее вëия-
ние на изìенение выбора произвоäитеëя.

x2
* x1

*

x2
* x1

**

x1
**

x2
* x1

*

x2
** x1

*

max p3x3 p1x1– p2x2–( )

x3 min α1x1; α2x2{ }= x1 0≥ x2 0≥ x3 0≥, , ,



max min α1x1 α2x2,{ }( ),

p1x1 p2x2+ C≤ x1 0≥ x2 0≥, ,



x1
*

α2C

α2p1 α1p2+
------------------------------

x2
*

α1C

α2p1 α1p2+
------------------------------

Ep
1

x
1 x1

*∂
p1∂
--------

p1

x1
*

----- 1
α1p2

α2p1 α1p2+
------------------------------– 

 

Ep
2

x
1 x1

*∂
p2∂
--------

p2

x1
*

----- 1
α2p1

α2p1 α1p2+
------------------------------– 

 

Рис. 3. Выбор производителя для производственной функции 
Леонтьева

Рис. 4. Линии уровня функций спроса на ресурсы
для производственной функции Леонтьева

xi*
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4. ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÀß ÇÀÄÀ×À ÂÛÁÎÐÀ 
ÏÐÎÈÇÂÎÄÈÒÅËß ÄËß ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÛÕ 

ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Среäи ìуëüтипëикативных ПФ оäна из наибо-
ëее попуëярных функöия Кобба—Дуãëаса, которая

в общеì сëу÷ае иìеет виä y(x
1
, ..., x

n – 1
) = µ ,

ãäе коэффиöиенты α
i
 > 0 отражаþт эëасти÷ностü

выпуска по отноøениþ к объеìаì испоëüзования
факторов произвоäства, µ — коэффиöиент, отра-
жаþщий вëияние иных факторов (наприìер, ìак-
роэконоìи÷еских).

Дëя сëу÷ая äвух факторов произвоäства в äоë-
ãосро÷ноì периоäе поëу÷аеì заäа÷у

Наëи÷ие ìаксиìуìа у функöии прибыëи фир-
ìы, выпуск которой описывается ПФ Кобба—Дуã-
ëаса, эквиваëентно усëовияì:

 = p
3
µα

1
(α

1
 – 1)  < 0,

∆ = •  –  =

= µ2α
1
α

2
(1 – α

1
 – α

2
) > 0, (8)

ãäе π(x
1
, x

2
) = p

3
 – p

1
x

1
 – p

2
x

2
 — прибыëü

фирìы.
Поскоëüку знак выражения (8) опреäеëяется

знакоì ìножитеëя (1 – α
1
 – α

2
), то при эëасти÷-

ности произвоäства (опреäеëяеìой выражениеì

α
i
) ìенüøе еäиниöы ëокаëüный ìаксиìуì при-

быëи существует.
Есëи эëасти÷ностü произвоäства равна еäиниöе,

то безубыто÷ностü äеятеëüности фирìы, опреäеëя-

еìая соотноøениеì p
3
µ =  непосреä-

ственно зависит от конъþнктуры рынка. В сëу÷ае
строãоãо выпоëнения равенства поëу÷аеì ситуаöиþ
с нуëевой прибыëüþ, описываеìуþ в боëüøинстве
у÷ебников economics. Есëи правая ÷астü выражения
буäет боëüøе ëевой, ìожно путеì выбора опти-
ìаëüной структуры испоëüзуеìых ресурсов по-
стоянно увеëи÷иватü разìер прибыëи, ина÷е же
фирìа обре÷ена на банкротство.

Есëи эëасти÷ностü произвоäства боëüøе еäи-
ниöы, то техноëоãия произвоäства и конъþнктура

рынка позвоëяþт поëу÷итü неоãрани÷енный рост
прибыëи с увеëи÷ениеì объеìа вовëекаеìых ре-
сурсов тоëüко посëе прохожäения некоторой кри-
ти÷еской то÷ки вовëе÷ения ресурсов.

Такиì образоì, иìеет сìысë опреäеëятü эф-
фективнуþ коìбинаöиþ произвоäственных фак-

торов тоëüко äëя сëу÷ая α
i
 < 1. Поëу÷аþщиеся

при этоì функöии спроса на ресурсы иìеþт виä:

 =

= ,

 =

= .

В сëу÷ае испоëüзования оптиìаëüной коìби-
наöии факторов произвоäства прибыëü фирìы

выражается в виäе π( , ) = (1 – α
1
 – α

2
) Ѕ

Ѕ , откуäа

сëеäует, ÷то эффективная коìбинаöия произвоä-
ственных факторов опреäеëяет строãо поëожи-
теëüное зна÷ение прибыëи.

Пряìая эëасти÷ностü спроса по öене  =

= •  = , а поскоëüку справеäëива

оöенка 0 >  = –1 –  > –1, то спрос

эëасти÷ен. Перекрестная эëасти÷ностü спроса по

öене равна  = •  = , а пос-

коëüку  < 0, то спрос ìожет бытü как эëасти÷-

ныì, так и нет.
Реøение заäа÷и

в краткосро÷ноì периоäе опреäеëяет функöии спро-

са на ресурсы в виäе  = . При этоì

веëи÷ина α
i
, в отëи÷ие от äоëãосро÷ноãо сëу÷ая,

не оказывает вëияния на поëу÷енный резуëüтат.

i 1=

n 1–

∏ xi
αi

max p3x3 p1x1– p2x2–( ),

x3 µx1

α
1
x1

α
2= x1 0≥ x2 0≥ x3 0.≥, , ,




π x1 x2,( )2∂
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2∂
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2
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 

2
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∑
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α
1 p2
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Даëее, о÷евиäно, ÷то повыøение инфорìирован-
ности тоëüко об оäноì факторе произвоäства не
изìенит уровенü испоëüзования äруãих факторов

произвоäства, поскоëüку  = .

Иныìи сëоваìи, есëи äеятеëüностü фирìы
описывается ПФ Кобба—Дуãëаса, то увеëи÷ение
инфорìированности произвоäитеëя привоäит к
изìенениþ спроса тоëüко на этот ресурс (рис. 5),
не изìеняя при этоì объеìы вовëе÷ения в произ-
воäство äруãих факторов.

Оäниì из обобщений функöии Кобба—Дуãëа-
са явëяется функöия Стоуна y(x

1
, ..., x

n – 1
) =

= µ , ãäе α
i
 — все также эëасти÷ностü

выпуска по ресурсаì, а  — ìиниìаëüно необхо-

äиìый уровенü вовëе÷ения ресурса i в произвоä-
ственный проöесс.

Реøая заäа÷у

в äоëãосро÷ноì периоäе при усëовии α
1
 + α

2
 < 1,

поëу÷аеì сëеäуþщие функöии спроса:

 =  +

+ ,

 =  + (9)

+ .

Составëяя и реøая заäа÷у

äëя краткосро÷ноãо периоäа поëу÷аеì соответст-
вуþщие функöии спроса на ресурсы:

 =  + • ,

i = 1, 2. (10)

Интерпретируя поëу÷енные реøения (9) и (10),
ìожно отìетитü, ÷то как в краткосро÷ноì, так и в
äоëãосро÷ноì периоäах произвоäитеëü сна÷аëа
äоëжен приобрести ìиниìаëüно необхоäиìое ко-
ëи÷ество кажäоãо из ресурсов, а затеì эти ресурсы
вовëе÷ü в произвоäство пропорöионаëüно их «же-
ëатеëüности» и обратно пропорöионаëüно öене.

Проанаëизируеì поëу÷енные функöии (10)
как реøение заäа÷и (5). Пряìая эëасти÷ностü

спроса по öене  = , а пос-

коëüку справеäëива оöенка 0 >  = –1 +

+  > –1, то спрос неэëасти-

÷ен. Перекрестная эëасти÷ностü спроса по öене

 = –  < 0, поэтоìу спрос

ìожет бытü как эëасти÷ныì, так и нет.
Геоìетри÷ески реøение заäа÷и (4) преäставëе-

но на рис. 6. Распоëожение изоквант анаëоãи÷но
схеìе функöии Кобба—Дуãëаса, оäнако ветви кри-
вых иìеþт асиìптоты, не совпаäаþщие с коорäи-
натныìи осяìи.

xi**
αiC

p1 ∆pi–( ) α1 α2+( )
------------------------------------------------

Рис. 5. Функция спроса на ресурс для мультипликативной 
производственной функции
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Рис. 6. Выбор производителя для мультипликативной 
производственной функции
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Опреäеëиì ãраниöы вëияния öены инфорìа-
öии на объеì вовëе÷ения ресурса, исхоäя из тоãо,
÷то еãо испоëüзование изìенится хотя бы на оäну
усëовнуþ еäиниöу. Посëеäнее озна÷ает, ÷то изìе-
нение в структуре потребëения зависит не тоëüко
от инфорìированности произвоäитеëя, но и от
объеìа испоëüзования äанноãо ресурса. Друãиìи
сëоваìи, при ìаëоì уровне испоëüзования факто-
ра в произвоäстве инфорìаöия оказывается ìенее
öенной, ÷еì при боëüøоì, поскоëüку оäна и та же
еäиниöа конъþнктурной инфорìаöии äает боëü-
øий прирост еãо испоëüзования (рис. 7).

Такиì образоì, äëя произвоäства, описываеìо-
ãо ПФ Стоуна, увеëи÷ение инфорìированности
произвоäитеëя относитеëüно оäноãо ресурса при-
воäит к изìенениþ объеìа испоëüзования всех
факторов, оäнако наибоëüøее вëияние все же ока-
зывается на объеì вовëе÷ения в произвоäствен-
ный проöесс иìенно äанноãо ресурса.

5. ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÀß ÇÀÄÀ×À ÂÛÁÎÐÀ 
ÏÐÎÈÇÂÎÄÈÒÅËß ÄËß ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

Ñ ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ ÝËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÜÞ ÇÀÌÅÙÅÍÈß

Практи÷ески стоëü же ÷асто, как и функöия
Кобба—Дуãëаса, äëя описания произвоäственных
проöессов приìеняется функöия с постоянной
эëасти÷ностüþ заìещения иëи CES-функöия:

y(x
1
, ..., x

n – 1
) = µ , ãäе 0 < β

i
 < 1, α > 0,

µ — так же, как и в ìуëüтипëикативных функöиях,
коэффиöиент, отражаþщий вëияние про÷их фак-
торов.

Поскоëüку функöия прибыëи äëя заäа÷и (3),
иìеþщей в äанноì сëу÷ае виä

не иìеет ëокаëüноãо ìаксиìуìа, то ÷еì боëüøе
буäет вовëе÷ено в произвоäственный проöесс ре-
сурсов, теì боëüøе буäет прибыëü.

Геоìетри÷ески реøение заäа÷и

 в краткосро÷ноì

периоäе преäставëено на рис. 8. Распоëожение
изоквант (øтриховые ëинии) анаëоãи÷но схеìе
функöии Стоуна, оäнако у кажäой изокванты свои
асиìптоты, опреäеëяеìые параìетраìи CES-фун-

кöии: x
1
 = β1/α, x

2
 = (1 – β)1/α, ãäе C = x

3
 =

Рис. 7. Кривая спроса гипотетической фирмы на ресурс
для производственной функции Стоуна
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Рис. 8. Выбор производителя для CES-функции

Рис. 9. Функция спроса гипотетической фирмы
для CES-функции
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= const. Анаëити÷еское реøение заäа÷и (4) опре-
äеëяет функöии спроса на факторы произвоäства:

 = ;

 = ,

ãäе σ = (1 + α)–1 — эëасти÷ностü заìещения фак-
торов произвоäства äëя äанной ПФ [9]. График
функöии спроса преäставëен на рис. 9.

Такиì образоì, как и в сëу÷ае ПФ Стоуна, про-
извоäство, описываеìое CES-функöией, реаãиру-
ет на увеëи÷ение инфорìированности произвоäи-
теëя относитеëüно оäноãо ресурса изìенениеì
объеìа испоëüзования всех факторов.

6. ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÀß ÇÀÄÀ×À ÂÛÁÎÐÀ 
ÏÐÎÈÇÂÎÄÈÒÅËß ÄËß ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÎÉ

ÔÓÍÊÖÈÈ ÔÈËÈÏÏÎÂÀ3

В некоторых сëу÷аях произвоäственный про-
öесс сëеäует описыватü с поìощüþ s-образной
произвоäственной функöии виäа y(x

1
, ..., x

n – 1
) =

= (α
i
sinβ

i
x
i
 + γ

i
x
i
), α

i
 l 0, β

i
 > 0, γ

i
 > 0. График

объеìа выпуска äëя такой функöии в сëу÷ае äвух
факторов произвоäства привеäен на рис. 10. До-
пуская возìожностü такоãо описания произвоäст-
венноãо проöесса, ìожно отказатüся от принöи-
пов убываþщей проäуктивности факторов произ-
воäства и убываþщей преäеëüной поëезности [10].

Преäпоëожение ненасыщаеìости позвоëяет
опреäеëитü важное соотноøение äëя коэффиöи-
ентов произвоäственной функöии äанноãо виäа:
α
i
β
i
 m γ

i
.

Дëя сëу÷ая äвух факторов произвоäства поëу-
÷иì сëеäуþщуþ ìоäеëü повеäения фирìы в äоë-
ãосро÷ноì периоäе:

Существование ëокаëüноãо ìаксиìуìа прибы-
ëи фирìы зависит от оäновреìенноãо выпоëнения
усëовий |p

i
 – γ

i
| m p

3
α
i
β
i
, i = 1, 2. В противноì сëу-

÷ае иìееì тривиаëüный сëу÷ай, коãäа разìер при-
быëи неоãрани÷енно увеëи÷ивается пропорöио-
наëüно объеìаì вовëекаеìых ресурсов.

Такиì образоì, поëу÷аеì функöии спроса на
ресурсы:

 = arccos  + ,  i = 1, 2,

m ∈ {0} Ÿ N,

ãäе N — ìножество натураëüных ÷исеë. График
функöии спроса в этоì сëу÷ае преäставëен на
рис. 11.

Геоìетри÷еское реøение заäа÷и

в краткосро÷ноì периоäе преäставëено на рис. 12.
Изокванты (øтриховые ëинии) в нескоëüких то÷-
ках соприкасаþтся с ãраниöей ìножества финан-
сово äоступных коìбинаöий произвоäственных

3
 Данная функöия названа в ÷естü Леониäа Анäрееви÷а

Фиëиппова, известноãо аëтайскоãо эконоìиста-ìатеìатика,
разработавøеãо ìетоä интерваëüных рас÷етов Вексиöкоãо и
преäëоживøеãо оäин из боëее ранних вариантов записи s-об-

разных функöий поäобноãо виäа.

x1
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∑
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




Рис. 10. Объем выпуска гипотетической фирмы
для производственной функции Филиппова

Рис. 11. Функция спроса для производственной функции 
Филиппова
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факторов, ÷то озна÷ает наëи÷ие нескоëüких опти-

ìаëüных реøений (то÷ки x*, ), оäнако äëя каж-
äой изокванты ÷исëо то÷ек разëи÷но. Боëее тоãо,
анаëити÷ески опреäеëитü их распоëожение, а, сëе-
äоватеëüно, и функöии спроса äëя общеãо сëу÷ая
затруäнитеëüно.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Реøение ìоäифиöированной с у÷етоì öены
конъþнктурной инфорìаöии заäа÷и выбора про-
извоäитеëя в зна÷итеëüной ìере зависит от виäа
произвоäственной функöии, поäхоäящеãо äëя äан-
ной фирìы, а также от выбранноãо периоäа ана-
ëиза — краткосро÷ноãо иëи äоëãосро÷ноãо. Дëя
сëу÷аев ресурсов соверøенных заìенитеëей иëи
äопоëнитеëей поëу÷аеì, ÷то конъþнктурная ин-
форìаöия не оказывает принöипиаëüноãо вëия-
ния на выбор фирìы, по крайней ìере, äо ìо-
ìента изìенения боëее сиëüных усëовий (äëя ре-
сурсов-субститутов — öен обоих факторов, äëя
ресурсов-äопоëнитеëей — öены всеãо набора фак-
торов). Анаëиз функöии Кобба—Дуãëаса также
показаë незна÷итеëüное вëияние, поскоëüку в
сëу÷ае боëüøей инфорìированности увеëи÷ива-
ется объеì испоëüзования тоëüко поäеøевевøеãо
ресурса.

Принöипиаëüное вëияние конъþнктурной ин-
форìаöии характерно äëя функöий Стоуна и CES,
ãäе с повыøениеì инфорìированности произво-
äитеëü изìеняет не тоëüко объеì вовëе÷ения äан-
ноãо ресурса, но и всþ структуру ресурсноãо век-
тора, ÷то ìожет привести к необхоäиìости сìены
ранее выбранной техноëоãии произвоäства.

Еще боëее интересные резуëüтаты äеìонстри-
рует ëоãисти÷еская произвоäственная функöия
Фиëиппова, которая äопускает не тоëüко сущест-
вование нескоëüких оптиìаëüных то÷ек, но и раз-
рывов в спросе на ресурс, ÷то ìожет бытü вызвано,
наприìер, необхоäиìостüþ накопëения öенности
äанноãо ресурса äëя произвоäственноãо проöесса.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Оптиìаëüное распреäеëение вхоäящих потоков
наãрузки преäставëяет собой оäин из важных эта-
пов проектирования сетевых систеì разëи÷ноãо
назна÷ения, наприìер, таких как произвоäствен-
ные преäприятия, систеìы переäа÷и äанных и äр.
Особенностü такой заäа÷и закëþ÷ается в боëü-
øоì ÷исëе переìенных, описываþщих возìож-
ные ìарøруты äвижения потоков, и оãрани÷ениях
на äопустиìые зна÷ения интенсивностей потоков.
Известные ìетоäы оптиìизаöии [1—3] обеспе÷и-
ваþт возìожностü ÷исëенноãо реøения заäа÷и
при ÷исëе узëов систеìы äо нескоëüких äесятков.
Оäнако äëя ìноãих крупных произвоäственных
объеäинений, а теì боëее систеì связи, общее
÷исëо узëов (фиëиаëов иëи узëов коììутаöии) вы-
øе на поряäок. Это опреäеëяет актуаëüностü раз-
работки боëее эффективных ÷исëенных ìетоäов
реøения практи÷еских заäа÷ высокой разìернос-
ти. Такие ìетоäы преäëаãается строитü на основе
ìетоäа эвоëþöии параìетров (ЭП) [4].

Преäëаãаеìый ìетоä ЭП ìожет бытü распро-
странен äëя реøения анаëоãи÷ных кëассов сете-
вых заäа÷, наприìер, äëя транспортных заäа÷ [5],
в которых, кроìе неëинейной функöии затрат, в
зависиìости от объеìа перевозок требуется опре-
äеëитü транзитные ìарøруты и распреäеëение на-
ãрузки ìежäу ниìи. Заäа÷а о ìаксиìаëüноì потоке
[6] ìожет ставитüся в виäе требования опреäеëе-
ния ìаксиìаëüной интенсивности потока, обеспе-
÷иваþщеãо заäанное зна÷ение öеëевой функöии.

Основные особенности приìенения ìетоäа ЭП
äостато÷но хороøо äеìонстрируþтся на приìере
реøения заäа÷и оптиìаëüноãо распреäеëения вхо-
äящих потоков наãрузки äëя систеì переäа÷и
äанных. Сутü заäа÷и состоит в оптиìаëüноì рас-
преäеëении интенсивностей вхоäящих потоков
сообщений на ìножестве äопустиìых ìарøрутов
переäа÷и по критериþ ìиниìизаöии среäнеãо
вреìени äоставки. В отëи÷ие от рассìотренной в
работе [4] анаëоãи÷ной заäа÷и, зäесü у÷итываþтся
äопоëнитеëüные неëинейные оãрани÷ения на ìак-
сиìаëüно äопустиìое зна÷ение среäнеãо вреìени
переäа÷и сообщений по отäеëüныì ветвяì сети.

1. ÌÅÒÎÄ ÝÂÎËÞÖÈÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ

Существо ìетоäа поясняется äëя заäа÷и общеãо
виäа

W( ), (1)

ãäе Ω
x
 — обëастü äопустиìых зна÷ений параìетров

 = {x
i
}, i = , опреäеëяеìая систеìой M оãра-

ни÷ений:

ϕ
j
( ) m ,  j = . (2)

Дëя простоты изëожения рассìатривается оä-
ноэкстреìаëüная заäа÷а воãнутоãо проãраììиро-

вания: функöии ϕ
j
( ) поëаãаþтся ãëаäкиìи и вы-

пукëыìи, а функöия W( ) — ãëаäкой и воãнутой,

W( ) l 0. Образуеìая систеìой оãрани÷ений (2)
обëастü Ω

x
 поëаãается оäносвязной.

Метоä эвоëþöии параìетров преäëожено приìенятü äëя реøения неëинейных заäа÷ оп-

тиìизаöии сетей. Особенности приìенения ìетоäа показаны на приìере оптиìаëüноãо

распреäеëения вхоäящих потоков наãрузки в сети переäа÷и äанных. Показано, ÷то ìетоä

обеспе÷ивает существенное сокращение вреìени реøения заäа÷ по сравнениþ с извес-

тныìи аëãоритìаìи при сравниìых затратах на реаëизаöиþ.

max
x Ω

x
∈

x

x 1 n,

x cj
0

1 M,

x

x

x

íôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè â óïðàâëåíèèÈ
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Траäиöионный поäхоä к ÷исëенноìу реøениþ
заäа÷и (1), (2) состоит во ввеäение øтрафных
функöий [1, 7—9] разëи÷ноãо виäа, у÷итываþщих
вëияние оãрани÷ений. Наибоëее распространено
приìенение øтрафных функöий в соответствии с
ìетоäоì неопреäеëенных ìножитеëей Лаãранжа.
Оäнако приìенение этоãо ìетоäа äëя иссëеäова-
ния заäа÷ оптиìизаöии структур сетевых систеì
весüìа пробëеìати÷но из-за боëüøоãо ÷исëа оãра-
ни÷ений и переìенных. Наприìер, ÷астная заäа÷а
распреäеëения наãрузки по ìарøрутаì поëносвяз-
ной сети, состоящей из N узëов, требует ∼N ! пере-
ìенных и оãрани÷ений по ÷исëу возìожных ìарø-
рутов. Приìениìый äëя реøения поäобных заäа÷
÷исëенный ìетоä, о÷евиäно, äоëжен обеспе÷иватü
возìожностü зна÷итеëüноãо снижения ÷исëа оä-
новреìенно анаëизируеìых переìенных и оãра-
ни÷ений при уто÷нении реøения на кажäой ите-
раöии.

Основная иäея ìетоäа эвоëþöии параìетров
состоит в отсëеживании оптиìаëüноãо реøения
при изìеняþщихся усëовиях заäа÷и. Изìенения
оптиìаëüноãо реøения опреäеëяþтся ìатеìати-
÷ескиì оператороì, составëенныì на основе тре-
бования собëþäения необхоäиìых и äостато÷ных
усëовий оптиìаëüности. На÷аëüный поиск экстре-
ìуìа произвоäится äëя изìененных усëовий заäа-
÷и, при которых реøение нахоäится äостато÷но
просто. Наприìер, наãрузки приниìаþтся бëиз-
киìи к нуëевыì, общие затраты на систеìу по-
ëаãаþтся практи÷ески неоãрани÷енныìи и т. п.
Затеì усëовия заäа÷и восстанавëиваþтся (эвоëþ-
öионируþт) äо на÷аëüноãо уровня при оäновре-
ìенноì отсëеживании изìенений оптиìаëüноãо
реøения.

Приìенение ìетоäа ЭП äëя реøения заäа÷и
распреäеëения оäнороäных потоков наãрузки с не-

ëинейной öеëевой функöией W( ) и взаиìно не-
зависиìыìи ëинейныìи оãрани÷енияìи показано
в работе [4]. Даëее рассìатриваþтся особенности
приìенения ìетоäа ЭП äëя реøения заäа÷и (1),
(2) боëее общеãо виäа.

2. ÎÏÅÐÀÒÎÐ ÝÂÎËÞÖÈÈ
ÄËß ÎÄÍÎÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Дëя заäа÷и (1) в ка÷естве параìетров эвоëþöии
наибоëее естественно выбратü зна÷ения правых
÷астей оãрани÷ений (2), изìеняþщихся от на÷аëü-

ных зна÷ений c
j
 =  äо  с äискретныì øаãоì ∆c

j

в общеì сëу÷ае переìенной äëины.

Оператор эвоëþöии, опреäеëяþщий взаиìо-
связü ìежäу реøенияìи на кажäоì øаãе эвоëþ-
öии, строится на основе соотноøений, которыì
äоëжно уäовëетворятü оптиìаëüное реøение. Та-
кие уравнения, привоäиìые ниже, по виäу совпа-

äаþт с необхоäиìыìи усëовияìи оптиìаëüности,
сфорìуëированныìи в теореìе Куна—Таккера [2].

Пустü  — реøение заäа÷и (1). Тоãäа äëя äос-

тато÷но ìаëой вариаöии δ  äоëжно выпоëнятüся

δW( ) = δx
i
 m 0 (3)

при собëþäении усëовий

δx
i
 = δc

j
 m 0,  j = . (4)

Усëовия (4) составëяþтся тоëüко äëя активных

оãрани÷ений, т. е. äëя которых ( ) = ϕ
j
( ) = 0.

Дëя неактивных оãрани÷ений знак δc
j
 не иìеет

зна÷ения. Рассìотриì сëу÷ай, коãäа M а( ) —
÷исëо активных оãрани÷ений ìенüøе n, т. е.

M
а( ) < n. Выражение (4), опреäеëяþщее äопус-

тиìые зна÷ения δ  при δc
j
 = 0, приниìает виä

δx
i
 = 0,  j = , (5)

и при этоì äоëжно выпоëнятüся усëовие (3). Так
как в соответствии с выражениеì (5) äëя ëþбой

äопустиìой вариаöии δ  вариаöия –δ  также äо-
пустиìа, из форìуëы (3) сëеäует

δx
i
 = 0. (6)

О÷евиäно, соотноøение (6) выпоëняется тоãäа
и тоëüко тоãäа, коãäа оно явëяется ëинейно зави-
сиìыì относитеëüно ëевых ÷астей выражения (5).
Ина÷е ãоворя, существуþт коэффиöиенты µ

j
, äëя

которых

δx
i
 = µ

j
δx
i
,  i = . (7)

Пустü δ  = {δc
j
} — вариаöия зна÷ений c

j
 актив-

ных оãрани÷ений. Тоãäа вариаöия δW с у÷етоì вы-
ражений (4) и (7) приниìает сëеäуþщий виä:

δW = µ
j

δx
i
 = µ

j
δc
j
. (8)

Выражение (8) озна÷ает, ÷то äëя обеспе÷ения

maxW в то÷ке  обязатеëüно äоëжно выпоëнятü-
ся усëовие µ

j
 l 0, ∀j, так как в противноì сëу÷ае äëя

µ
j
 < 0 äопустиìая вариаöия δc

j
 < 0 привеäет в соот-

ветствии с соотноøениеì (6) к увеëи÷ениþ зна-

÷ения W( ). Появëение отриöатеëüных зна÷ений

x

cj
н

cj
0

x
0

x

x
i
∑

W x
0

( )∂
xi∂

-------------------

i
∑

ϕj x
0

( )∂
xi∂

------------------ 1 M,

ϕj
a
x

0
x

0

x
0

x
0

x

i
∑

ϕj
a
x

0
( )∂
xi∂

------------------- 1 M
a,

x x

i
∑

W x
0

( )∂
xi∂

-------------------

W x
0

( )∂
xi∂

-------------------

j
∑

ϕj
a
x

0
( )∂
xi∂

------------------- 1 n,

c

i
∑

j
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ϕj
a
x

0
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j
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0
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µ
j
( ) в проöессе эвоëþöии озна÷ает необхоäиìостü

перевоäа оãрани÷ений  в разряä неактивных.

При заäанных зна÷ениях δ  веëи÷ины δ  = {δx
j
} и

µ
j
 опреäеëяþтся из совìестноãо реøения систеì

уравнений (4) и (7). Сëу÷ай M а( ) < n озна÷ает,

÷то в то÷ке  (n – M а( )) зна÷ений  тож-

äественно равны нуëþ, ÷то явëяется необхоäиìыì
усëовиеì существования безусëовноãо экстреìуìа
по x

i
 и привоäит, соответственно, к δx

i
 = 0. В этоì

сëу÷ае разìерностü систеì уравнений (4) и (7)

факти÷ески понижается на (n – M а( )).

Сказанное о÷евиäныì образоì распространя-

ется äëя сëу÷ая n = M а( ). При n < M а( ) сис-
теìа оãрани÷ений ëибо вырожäенная, ëибо проти-
воре÷ивая, не äопускаþщая реøения.

Эвоëþöия зна÷ений c
j
 уäобна теì, ÷то äëя этоãо

сëу÷ая вариаöии δc
j
 äëя активных оãрани÷ений

взаиìно независиìые, в то вреìя как изìенения

δ  = {δx
j
} äоëжны уäовëетворятü опреäеëенныì

взаиìосвязяì виäа (4). Преäставëение (8), кроìе
уäобства реаëизаöии проöесса эвоëþöии зна÷ений
c
j
, äопоëнитеëüно обеспе÷ивает возìожностü про-

веäения оöенки на ÷увствитеëüностü реøения к
наëаãаеìыì оãрани÷енияì, ÷то бывает ÷асто необ-
хоäиìо при иссëеäовании практи÷еских заäа÷.

Активные оãрани÷ения на кажäой итераöии
выявëяþтся путеì проверки наруøения строãоãо

неравенства ϕ
j
( ) < , а из списка активных оãра-

ни÷ений они искëþ÷аþтся по отриöатеëüноìу
знаку µ

j
.

Дëя заäа÷ распреäеëения наãрузки в сетях на-
ибоëüøее ÷исëо оãрани÷ений иìеет виä

±x
i*
 m , (9)

опреäеëяþщий ãраниöы äопустиìых зна÷ений x
i*
.

Наприìер, это требования поëожитеëüных зна÷е-
ний наãрузок систеìы, объеìов вкëаäываеìых ре-
сурсов и т. п. Факти÷ески все активные оãрани÷е-
ния виäа (9) äоëжны бытü вкëþ÷ены в систеìы
уравнений (4) и (7), но от этоãо весüìа жеëатеëüно
избавитüся, ина÷е разìерностü этих систеì урав-
нений буäет о÷енü веëика. Форìаëüно это äости-
ãается сëеäуþщиì образоì;

— äëя активноãо оãрани÷ения (9) соответствуþ-
щее уравнение систеìы (4) приниìает виä δx

i*
 = 0;

— с у÷етоì, ÷то δx
i*
 = 0, зна÷ение x

i*
 поëаãается

равныì константе на текущей итераöии и веëи÷и-
на δx

i*
 искëþ÷ается из ÷исëа неизвестных в систе-

ìах (4) и (7);

— уравнение виäа  = µ
j

 + µ
i*

также искëþ÷ается из систеìы (7) и сëужит тоëüко
äëя опреäеëения знака µ

i*
 (принаäëежности оãра-

ни÷ения к активноìу) на кажäой итераöии. Усëо-
вие µ

i*
 l 0 активности оãрани÷ения в этоì сëу÷ае

записывается в виäе

 –  m 0. (10)

Проверка усëовия (10) äëя переìенных x
i*
 про-

извоäится спеöиаëизированныìи ìетоäаìи. Дос-
тато÷но эффективны зäесü ìетоäы äинаìи÷ескоãо
проãраììирования [5, 6].

Такиì образоì, в соответствии с выраженияìи
(4) и (7) реøение заäа÷и (1), (2) в проöессе эвоëþ-

öии зна÷ений  = {c
j
} äоëжно уäовëетворятü сëе-

äуþщей систеìе уравнений, составëяеìой äëя ак-
тивных оãрани÷ений:

(11)

Обозна÷иì систеìу (11) äëя уäобства операто-

роì F( , ) = 0. При изìенении зна÷ений  с äис-

кретныì øаãоì ∆  = {∆c
j
} соответствуþщее реøе-

ние заäа÷и в то÷ке  + ∆  äоëжно также уäовëет-
ворятü усëовиþ

F(  + ∆ ,  + ∆ ) = 0. (12)

То÷ное реøение уравнений (12) обеспе÷ивает

опреäеëение изìенения ∆  оптиìаëüноãо реøения
заäа÷. Оäнако äаже äëя äостато÷но простоãо виäа

функöии W( ), наприìер, в виäе среäнеãо вреìени
иëи вероятности переäа÷и потоков, уравнения (12)
то÷но реøитü весüìа затруäнитеëüно. Поэтоìу
преäëаãается ëинеаризаöия уравнений (12) по
ìаëыì параìетраì ∆x

i
 и ∆µ

j
 — изìененияì x

i
 и µ

j
.

О÷евиäно, ÷то в этоì сëу÷ае зна÷ения ∂W/∂x
i
 и µ

j

буäут опреäеëятüся с то÷ностüþ O((∆c)4), как по-
казано, наприìер, в работе [4]. Оøибка вы÷исëе-

ния W( ) не буäет накапëиватüся в проöессе эво-

ëþöии при äостато÷но ìаëых ∆ , т. е. сохранится
свойство реëаксаöии оøибок, отìе÷енное ранее в
работах [4, 10].

В проöессе эвоëþöии, в сиëу нето÷ности вы-
поëнения усëовия (12) из-за ëинеаризаöии, поëу-

÷аеìое зна÷ение ϕ
j
(  + ∆ ) = c

j
(  + ∆ ) ìожет

изìенятüся не то÷но на заäаваеìуþ веëи÷ину ∆c
j
.

x

ϕj
a

c x

x
0

x
0

x
0 W x

0
( )∂
xi∂

-------------------

x
0

x
0

x
0

x

x cj
0

ci*
0

W x
0

( )∂
xi*∂

-------------------

j i*≠
∑

ϕj
a
x

0
( )∂
xi*∂

-------------------

j i*≠
∑ µj

ϕj
a
x

0
( )∂
xi*∂

-------------------

 
 
  W∂

xi*∂
---------

c

W∂
xi∂

-------- µj
ϕj

a
x

0
( )∂
xi∂

-------------------

 
 
 

j
∑– 0,  i 1 n, ,= =

ϕj
a
x

0
( ) cj– 0,  j 1 M

a, .= =







x c c

c

x x

x x c c

x

x

x

c

x x x x



ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ Â ÓÏÐÀÂËÅÍÈÈ

68 CONTROL SC I ENCES ¹ 4 • 2008

При эвоëþöии зна÷ения c
j
, нахоäящеãося äоста-

то÷но äаëеко от коне÷ноãо зна÷ения , это ìожет

не иìетü принöипиаëüноãо зна÷ения. Коãäа тре-
буется обеспе÷итü зна÷ение c

j
 с äостато÷ной то÷-

ностüþ, наприìер, äëя активноãо не эвоëþöиони-
руþщеãо оãрани÷ения, необхоäиìо ввоäитü в ëи-
неаризованнуþ систеìу реаëüнуþ невязку δc

j

зна÷ения c
j
. Тоãäа оøибка опреäеëения зна÷ения c

j

буäет иìетü также поряäок O((∆c)2), а в проöессе

коррекöии реøения äëя ∆  = 0 буäет убыватü кваä-
рати÷но. Верхние оöенки оøибки вы÷исëения W и

 поëу÷аþтся äостато÷но просто ÷ерез коэффи-
öиенты ëинеаризованной систеìы (12) по анаëо-
ãи÷ныì привеäенныì в работе [4] соотноøенияì.

Линеаризованная систеìа (12) с у÷етоì оãрани-
÷ений (11) приниìает сëеäуþщий виä:

(13)

ãäе δ
i
 =  –  — невязка собëþäения

необхоäиìых усëовий оптиìаëüности; δc
j
 = c

j
 –

– ( ) — оøибка обеспе÷ения требуеìоãо зна-

÷ения c
j
 на преäыäущей итераöии. Веëи÷ины δ

i

всеãäа äоëжны вхоäитü в систеìу (13) как обеспе-
÷иваþщие реëаксаöиþ оøибок в проöессе эвоëþ-
öии, а δc

j
 — при необхоäиìости äостато÷но то÷но-

ãо äостижения требуеìых зна÷ений c
j
.

Есëи систеìа (13) оказывается вырожäенной,
тоãäа äëя нахожäения реøения необхоäиìо при-

беãатü к разëоженияì по ∆  боëее высокоãо по-
ряäка. При этоì возìожны бифуркаöия реøения
по параìетру эвоëþöии иëи вообще ис÷езновение
реøения в кëассе äействитеëüных ÷исеë [11]. При
неуäа÷ной параìетризаöии заäа÷и появëение то-
÷ек бифуркаöии ìожет носитü искусственный ха-
рактер. Поэтоìу при построении аëãоритìов ре-
øения конкретных кëассов заäа÷ необхоäиìо ис-
сëеäоватü возìожностü их появëения в проöессе
эвоëþöии. В то же вреìя, наëи÷ие бифуркаöий
ìожет бытü опреäеëено ìноãоэкстреìаëüностüþ
заäа÷и. В этоì сëу÷ае построение оператора эво-
ëþöии в то÷ках бифуркаöии составëяет саìостоя-
теëüнуþ пробëеìу, общеãо реøения которой не
существует, так как в неëинейных заäа÷ах ìожет

существоватü бесконе÷ное ÷исëо бифуркаöий раз-
ных виäов. Это опреäеëяет необхоäиìостü изу÷е-
ния особенностей повеäения реøений конкрет-
ных заäа÷ и построения на этой основе конкрет-
ноãо оператора эвоëþöии с бифуркаöияìи.

Итак, аëãоритì реøения заäа÷и (1), (2) в общеì
виäе буäет состоятü из сëеäуþщих основных этапов:

1) опреäеëение параìетров эвоëþöии и на÷аëü-
ной заäа÷и оптиìизаöии;

2) заäание øаãа эвоëþöии;
3) опреäеëение ìножества активных оãрани÷е-

ний;
4) составëение и реøение уравнений эвоëþöии;
5) оöенка то÷ности поëу÷енноãо реøения;
6) контроëü окон÷ания проöесса эвоëþöии

(о÷ереäная итераöия на÷инается со второãо этапа).
Даëее пере÷исëяþтся основные особенности

кажäоãо из этапов.
В ка÷естве параìетров эвоëþöии уäобнее вы-

биратü зна÷ения c
j
 äëя оãрани÷ений (2) заäа÷и (1).

В заäа÷ах распреäеëения потоков в сетевых систе-
ìах ÷асто уäобно искатü на÷аëüное реøение äëя
нуëевой наãрузки. Дëя такой на÷аëüной заäа÷и оп-
реäеëяþтся не тоëüко наиëу÷øие характеристики
проöесса функöионирования» но и провоäится äо-
поëнитеëüная проверка совìестиìости остаëüных
оãрани÷ений. В ряäе сëу÷аев уäобно ввоäитü фик-
тивные äопоëнитеëüные оãрани÷ения, при которых
на÷аëüное реøение нахоäится äостато÷но просто и
зна÷ения правых ÷астей которых изìеняþтся äо
+×, ÷то форìаëüно озна÷ает устранение äопоëни-
теëüных оãрани÷ений из иссëеäуеìой заäа÷и.

Шаã эвоëþöии ∆  = {∆c
j
} выбирается по оöен-

каì то÷ности ëинеаризаöии уравнений (12), отку-

äа сëеäует, ÷то то÷ностü реøения δW ∼ O(|∆ |4).
Есëи требуется обеспе÷итü заäаннуþ то÷ностü ре-

øения тоëüко äëя коне÷ноãо зна÷ения  = { },

øаã эвоëþöии выãоäно взятü боëüøиì, а äопоëни-
теëüнуþ оøибку в коне÷ной то÷ке эвоëþöии
устранитü на äопоëнитеëüных итераöиях при
нуëевоì øаãе эвоëþöии (коррекöия реøения). Та-
кой поäхоä в боëüøинстве сëу÷аев позвоëяет зна-
÷итеëüно уìенüøитü общее ÷исëо итераöий. В этоì

сëу÷ае ìаксиìаëüный øаã ∆  оöенивается из ус-
ëовия сохранения свойства реëаксаöии оøибок

ëинеаризованныì оператороì F( , ). Дëя заäа÷и
оптиìизаöии распреäеëения вхоäящих потоков
наãрузки (сì. п. 3) свойство реëаксаöии оøибок
сохраняется при относитеëüной оøибке опреäеëе-
ния W не боëее 10—15 %, а эвоëþöия оäновреìен-
но всех изìеняеìых параìетров c

j
 требует ìенüøе-

ãо ÷исëа итераöий. Поэтоìу рекоìенäуется вво-
äитü еäиный параìетр эвоëþöии α, изìеняеìый
от 0 äо 1, преäставëяя эвоëþöиþ параìетров c

j
, на-

приìер, в виäе c
j
 =  + α(  – ).
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Множество активных оãрани÷ений форìирует-
ся на кажäой итераöии по сëеäуþщиì принöипаì:

— оãрани÷ение ( ) искëþ÷ается из ÷исëа ак-

тивных при µ
j
( ) < 0;

— оãрани÷ение заносится в список активных

при наруøении усëовия ϕ
j
( ) <  на о÷ереäной

итераöии.

Дëя опреäеëения зна÷ений µ
j
( ) l 0 äопоëни-

теëüно привëекаþтся спеöиаëизированные ìето-
äы поиска. Наприìер, есëи произвоäная функöии

W( ) аääитивная, äëя поиска оãрани÷ений в соот-
ветствии с усëовиеì (10) рекоìенäуþтся ìетоäы äи-
наìи÷ескоãо проãраììирования. Эффективностü
приìенения ìетоäа ЭП в öеëоì в боëüøинстве
сëу÷аев опреäеëяется эффективностüþ аëãоритìов
форìирования ìножества активных оãрани÷ений.

Линеаризованные уравнения эвоëþöии состав-
ëяþтся в соответствии с выраженияìи (13), а äëя
их реøения приìеняется оäин из известных ìето-
äов, выбираеìый с у÷етоì конкретных особеннос-
тей рассìатриваеìой заäа÷и. Дëя таких ìетоäов в
наихуäøеì сëу÷ае объеì вы÷исëений буäет про-
порöионаëен кубу ÷исëа уравнений [1].

То÷ностü поëу÷енноãо реøения оöенивается

так же, как и при выборе øаãа ∆ . Есëи оøибка
неприеìëеìа, то приниìается реøение о провеäе-
нии итераöии заново при ìенüøеì øаãе эвоëþöии

иëи коррекöии поëу÷енноãо реøения äëя ∆  = 0.
Проöесс реøения закан÷ивается при äостиже-

нии всеìи c
j
 зна÷ений , коãäа эвоëþöионируе-

ìые усëовия заäа÷и совпаäут с исхоäныìи и буäет
äостиãнута требуеìая то÷ностü реøения. Есëи оã-
рани÷ения окажутся несовìестиìыìи, в проöессе
эвоëþöии возникнет ситуаöия невозìожности
форìирования ìножества активных оãрани÷ений,

уäовëетворяþщих усëовиþ µ
j
( ) l 0.

2. ÏÐÈÌÅÐ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÂÕÎÄßÙÈÕ ÏÎÒÎÊÎÂ

В ка÷естве приìера рассìатривается наибоëее
÷асто встре÷аþщаяся на практике заäа÷а опти-
ìаëüноãо распреäеëения потоков сообщений в пу-
ассоновской сети переäа÷и äанных по критериþ
ìиниìуìа W — среäнеãо вреìени переäа÷и.
Реøение такой заäа÷и поäробно описано в работе
[4] äëя сëу÷ая взаиìно независиìых ëинейных
оãрани÷ений, отражаþщих требование переäа÷и

всех потоков заäанной интенсивности , распре-
äеëяеìых оäновреìенно по разëи÷ныì ìарøрутаì.
В ка÷естве параìетров эвоëþöии выбираëисü зна-

÷ения  = α* , изìеняеìые от  = 0 äо  = .
Указанная заäа÷а обобщена ввеäениеì äопоëни-

теëüных оãрани÷ений на ìаксиìаëüно äопустиìые
зна÷ения среäнеãо вреìени переäа÷и сообщений
по кажäой ветви сети. Поскоëüку äëя пуассоновс-
кой сети функöия W явëяется äробно-ëинейной

по параìетраì  = 0 [3], такие äопоëнитеëüные
оãрани÷ения носят неëинейный характер. На каж-
äый узеë сети назна÷аëосü по оäноìу вхоäящеìу
потоку äëя переäа÷и на äруãой узеë, назна÷аеìоìу
сëу÷айныì образоì.

Зависиìости относитеëüной оøибки δ =
= |∆W |/W от еäиноãо параìетра эвоëþöии 0 m α m 1
при разëи÷ных øаãах разбиения ∆α и при прове-
äении коррекöии реøения при ∆α = 0 практи÷ески
не отëи÷ается от привеäенных в работе [4]. Зäесü

также собëþäается зависиìостü δ ∼ (∆α)4. Рост тру-
äоеìкости вы÷исëений в основноì опреäеëяется
увеëи÷ениеì разìерности ëинеаризованных урав-
нений эвоëþöии из-за появëения äопоëнитеëüных
активных оãрани÷ений. В реøаеìой заäа÷е äëя
поëносвязной сети из 100 узëов, на кажäый из ко-
торых поступает по оäноìу внеøнеìу потоку äëя
переäа÷и на опреäеëенный узеë, ввеäение äопоë-
нитеëüных неëинейных 100 оãрани÷ений на ìак-
сиìаëüно äопустиìое зна÷ение среäнеãо вреìени
переäа÷и отäеëüных потоков по сети привоäит к
увеëи÷ениþ требуеìоãо объеìа оперативной па-
ìяти приìерно на 70 %, а вреìени реøения — на
20—30 %. Такая постановка заäа÷и иìеет ìесто
при реøении актуаëüной практи÷еской заäа÷и
управëения приоритетныìи потокаìи с заäанны-
ìи норìативаìи на среäнее вреìя переäа÷и äан-
ных. Менüøий рост увеëи÷ения вреìени реøения
объясняется теì, ÷то основные затраты вреìени
прихоäятся на этап поиска оптиìаëüных ìарøру-
тов, на котороì вëияние äопоëнитеëüных оãрани-
÷ений незна÷итеëüно. Поëное вреìя реøения на
ЭВМ «Pentium-IV» составëяет окоëо 2 ìин. Среä-
нее ÷исëо ìарøрутов переäа÷и ∼3 при среäней
äëине ìарøрутов 3—4 ветви.

Экспериìентаëüно установëено, ÷то наиìенü-
øее ÷исëо итераöий, требуеìых äëя поëу÷ения
окон÷атеëüноãо реøения, äостиãается при орãани-
заöии проöесса оäновреìенной эвоëþöии зна÷е-
ний интенсивности вхоäящих потоков наãрузки в

виäе ∆  = {∆c
j
}, ∆c

j
 = ∆α , ãäе α изìеняется с øа-

ãоì ∆α от 0 äо 1. В этоì сëу÷ае эвоëþöия произ-
воäится факти÷ески по оäноìу параìетру.

Типи÷ные зависиìости относитеëüной оøибки
δ при росте параìетра эвоëþöии α от 0 äо 1 äëя
разëи÷ных øаãов ∆α показаны на рисунке.

Как виäно, зна÷ение δ пропорöионаëüно не
4-й, а 2-й степени ∆α. Это объясняется нето÷но-

стüþ выпоëнения неравенства ϕ(  + ∆ ) = c – ∆c
на кажäой итераöии. Зäесü же привеäены резуëü-

таты äëя k =  öикëов коррекöии окон÷атеëü-
ноãо реøения при α = 1 и ∆α = 0. Зäесü оøибка
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убывает наибоëее быстро — пропорöионаëüно
кваäрату от на÷аëüноãо зна÷ения.

Сравнение реаëизованноãо аëãоритìа с äруãиì
аëãоритìоì, реаëизуþщиì ìетоä äевиаöии пото-
ков [3], показывает, ÷то затраты вы÷исëитеëüных
ресурсов на выпоëнение оäной итераöии äëя обо-
их аëãоритìов буäут приìерно оäинаковыìи. Ти-
пи÷ные резуëüтаты сравнения аëãоритìов по ÷ис-
ëу итераöий при требуеìой относитеëüной то÷-

ности 10–1 привеäены в табëиöе, ãäе показаны
резуëüтаты ÷исëенноãо реøения äвух приìеров,
взятых из работы [3]. В первоì приìере сетü иìеет
÷етыре узëа, во второì — äевятü узëов.

В обоих приìерах сети поëаãаþтся пуассонов-
скиìи, и в ка÷естве критерия эффективности вы-
бирается среäнее вреìя äоставки сообщений.

Как сëеäует из табëиöы, аëãоритìы, основан-
ные на ìетоäе ЭП, не ìенее ÷еì на поряäок боëее
эффективные. Кроìе тоãо, к существенноìу äо-
стоинству ìетоäа ЭП относится о÷евиäная воз-
ìожностü у÷ета неëинейных оãрани÷ений произ-
воëüноãо виäа, опреäеëяþщих, наприìер, требо-
вания к ка÷еству переäа÷и отäеëüных потоков.

Факти÷ески это привоäит к увеëи÷ениþ разìер-
ности оператора эвоëþöии на ÷исëо новых актив-
ных оãрани÷ений. В то же вреìя, у÷ет неëинейных
оãрани÷ений в ìетоäе äевиаöии потоков напря-
ìуþ невозìожен и требует существенной äоработ-
ки аëãоритìов реøения заäа÷и.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Приìенение ìетоäа эвоëþöии параìетров
обеспе÷ивает возìожностü составëения эффектив-
ноãо аëãоритìа реøения неëинейных заäа÷ опти-
ìизаöии распреäеëения потоков наãрузки в боëü-
øих систеìах.

Преäëоженный виä ëинеаризаöии оператора
эвоëþöии позвоëяет произвоäитü текущуþ оöенку
то÷ности опреäеëения оптиìаëüноãо реøения, ÷то
привоäит к существенноìу сокращениþ общеãо
объеìа вы÷исëений бëаãоäаря выбору ìаксиìаëü-
но äопустиìоãо øаãа эвоëþöии и обеспе÷ивает
возìожностü коррекöии то÷ности поëу÷аеìых ре-
øений.

По сравнениþ с известныìи аëãоритìаìи при-
ìенение ìетоäа эвоëþöии äëя неëинейных заäа÷
оптиìаëüной ìарøрутизаöии потоков позвоëяет
сократитü общее вреìя вы÷исëений на 1—2 поряä-
ка при сравниìых затратах на реаëизаöиþ.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Основу проìыøëенноãо произвоäства ãуб÷ато-
ãо титана составëяþт проöессы восстановëения
тетрахëориäа титана ìаãниеì и посëеäуþщей ва-
кууìной сепараöии, осуществëяеìые в аппаратах
периоäи÷ескоãо äействия, конструкöией которых
преäусìотрено разäеëение рабо÷еãо объеìа каж-
äоãо аппарата на ряä зон наãрева (аппарат сепара-
öии), зон наãрева и зону экзотерìи÷еской реакöии
(аппарат восстановëения). Характерная особен-
ностü таких систеì как объектов управëения со-
стоит в необхоäиìости поääержания позиöион-
ныìи реãуëятораìи в кажäой зоне наãрева (зоне
реакöии) опреäеëенной теìпературы с требуеìой
то÷ностüþ. Теìпература зон наãрева аппаратов
восстановëения и сепараöии реãуëируется прито-
коì эëектри÷еской энерãии, поступаþщей от на-
ãреватеëей, а теìпература зоны экзотерìи÷еской
реакöии реãуëируется оттокоì тепëовой энерãии
посреäствоì созäаваеìоãо вентиëятороì возäуø-
ноãо потока [1].

Систеìы позиöионноãо реãуëирования теìпе-
ратуры проöессов восстановëения и сепараöии
работаþт в режиìе автокоëебаний. Параìетры
автокоëебаний существенно зависят от усëовий
функöионирования восстановëения и сепараöии и
изìеняþтся при вариаöиях наãрузок произвоäс-
тва. Вопросы повыøения ка÷ества позиöионноãо
управëения теìпературныì режиìоì äанных про-
öессов иссëеäованы неäостато÷но, ÷то существен-
но снижает технико-эконоìи÷еские показатеëи
произвоäства. Поэтоìу соверøенствование систеì
управëения теìпературныì режиìоì проöессов
преäставëяет собой оäну из актуаëüных заäа÷ про-
извоäства ãуб÷атоãо титана [2].

Такая заäа÷а реøается в äва этапа [3]:
— разработка ìатеìати÷еских ìоäеëей äина-

ìики проöессов восстановëения и вакууìной се-
параöии;

— синтез на основе ìоäеëей äинаìики опти-
ìаëüных систеì управëения.

В настоящей статüе рассìатриваþтся вопросы
построения ìоäеëей äинаìики техноëоãи÷еских
проöессов (ТП) произвоäства ãуб÷атоãо титана.

1. ÂÛÁÎÐ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ
È ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

È ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÎÌ
ÃÓÁ×ÀÒÎÃÎ ÒÈÒÀÍÀ

В общеì сëу÷ае построение ìатеìати÷еской
ìоäеëи äëя синтеза управëения ТП преäпоëаãает
реøение сëеäуþщих основных вопросов [4]:

— нахожäение коìпроìисса ìежäу то÷ной пе-
реäа÷ей свойств ТП и относитеëüной простотой
ìоäеëи;

— построение ìноãоìерных ìатеìати÷еских
ìоäеëей при боëüøоì ÷исëе переìенных состоя-
ния ТП;

— изу÷ение возìожности заìены систеìы урав-
нений в ÷астных произвоäных, описываþщих ТП
с распреäеëенныìи параìетраìи, систеìой обык-
новенных äифференöиаëüных уравнений;

— описание повеäения ТП в усëовиях неопре-
äеëенности и нестаöионарности, обусëовëенных
непоëной текущей и априорной инфорìаöией о
возìущениях, изìенениеì ТП и параìетров уп-
равëения;

— повыøение то÷ности описания ТП путеì
у÷ета неëинейности уравнений ìоäеëи.

Рассìотрены особенности построения ìоäеëей проöессов восстановëения и вакууìной

сепараöии ãуб÷атоãо титана. Преäëожено описыватü äинаìику проöессов äифференöи-

аëüныìи уравненияìи с переìенныìи коэффиöиентаìи. Изëожены способы иäентифи-

каöии параìетров ìоäеëей в позиöионных систеìах управëения.

ïðàâëåíèå òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìèÓ
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Установëено, ÷то разработка ìатеìати÷еской
ìоäеëи заниìает от 80 äо 90 % усиëий, необхоäи-
ìых äëя построения систеì управëения.

Рассìотриì в раìках сфорìуëированных воп-
росов особенности произвоäства ãуб÷атоãо титана,
которые необхоäиìо у÷итыватü при ìатеìати÷ес-
коì описании äинаìи÷еских свойств ТП [5—8].

Изменчивость параметров аппаратов восстанов-
ëения и сепараöии. В проöессе экспëуатаöии реак-
торы уäëиняþтся, уìенüøается тоëщина их стенок,
изнаøивается футеровка пе÷ей, в усëовиях аãрес-
сивных среä снижается ìощностü наãреватеëей.

Нестационарность и нелинейность проöессов
как объектов управëения. На объекты управëения
äействуþт неконтроëируеìые переìенные возìу-
щения, вызванные изìенениеì тепëофизи÷еских
характеристик реакöионной ìассы, ее структуры,
состава и конфиãураöии, изìенениеì выäеëяеìо-
ãо тепëа экзотерìи÷еской реакöии восстановëе-
ния тетрахëориäа титана ìаãниеì и потребëяеìоãо
тепëа при вакууìной о÷истке ãуб÷атоãо титана от
приìесей ìаãния и хëориäа ìаãния. Стати÷еские и
äинаìи÷еские характеристики зон наãрева и зоны
реакöии разëи÷ны на разных стаäиях проöессов,
характер их изìенения не поä÷иняется какоìу-ëи-
бо опреäеëенноìу закону.

Многомерность объектов управëения, обусëов-
ëенная ìноãозонной систеìой наãрева аппарата
сепараöии и ìноãозонной систеìой наãрева и ох-
ëажäения аппарата восстановëения со зна÷итеëü-
ныì ÷исëоì взаиìосвязанных распреäеëенных
по вреìенныì и пространственныì коорäинатаì
вхоäных и выхоäных веëи÷ин. Упрощеннуþ схе-
ìу n-зонноãо аппарата сепараöии ìожно преä-
ставитü в виäе, показанноì на рис. 1 [9, 10]. Зäесü
x = (x

1
, x

2
, ..., x

n
) и y = (y

1
, y

2
, ..., y

n
) — векторы

управëения и выхоäных переìенных соответст-
венно, x

i
 — эëектри÷еская ìощностü нихроìовых

наãреватеëей, y
i
 — изìеряеìая теìпература в öент-

раëüной ÷асти i-й зоны наãрева. Кажäый вхоä
вëияет на нескоëüко выхоäов и, соответственно,
выхоä зависит от нескоëüких вхоäов. Анаëоãи÷но
ìожет бытü преäставëена схеìа ìноãозонноãо ап-
парата восстановëения.

В äинаìике, в реаëüных усëовиях экспëуата-
öии, отсутствует априорная информация о форìе
и степени связи выхоäных веëи÷ин аппаратов с со-
ответствуþщиìи вхоäныìи веëи÷инаìи, которая
оäновреìенно у÷итываëа бы вëияние на выхоäные
веëи÷ины тепëовых режиìов сосеäних зон и не-
контроëируеìых возìущений.
Нелинейность систеì управëения. При сущест-

вуþщеì аппаратурноì офорìëении проöессов
восстановëения и сепараöии испоëнитеëüныìи
ìеханизìаìи сëужат реëейные эëеìенты (контак-
торы, пускатеëи, кëапаны, äозаторы и äр.) с äвуìя
рабо÷иìи поëоженияìи (вкëþ÷ено/выкëþ÷ено).
Это обстоятеëüство преäопреäеëиëо позиöионный
принöип управëения ТП. Автоìатизаöия осущест-
вëена на базе неëинейных систеì управëения, в
которых заäанный теìпературный режиì проöес-
сов поääерживаþт ìноãоканаëüные äвухпозиöи-
онные реãуëяторы. Низкое быстроäействие реãу-
ëяторов вносит äопоëнитеëüное запазäывание, су-
щественно снижаþщее ка÷ество реãуëирования
теìпературы. Рабо÷ие режиìы реãуëирования теì-
пературы в неëинейных систеìах — сëожные ав-
токоëебатеëüные проöессы, характеризуþщиеся
асиììетрией автокоëебаний и остато÷ной нерав-
ноìерностüþ.

В öеëоì ìожно с÷итатü, ÷то проöессы восста-
новëения и вакууìной сепараöии преäставëяþт со-
бой ìноãоìерные ìноãосвязные нестаöионарные
неëинейные объекты, а систеìы управëения эти-
ìи объектаìи — ìноãоìерные ìноãосвязные не-
стаöионарные неëинейные систеìы управëения.

На рис. 2 в ка÷естве приìера привеäена струк-
турная схеìа управëения проìыøëенныì аппара-
тоì сепараöии с трехзонной систеìой наãрева.
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Изëоженные особенности произвоäства ãуб÷а-
тоãо титана свиäетеëüствуþт о сëожности проöес-

Рис. 1. Упрощенная схема n-зонного аппарата сепарации
титана (а) и схема связей между входными и выходными 
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сов восстановëения и сепараöии как объектов уп-
равëения и в öеëоì характерны äëя управëения и
оöенки состояния систеì в усëовиях неопреäеëен-
ности и нестаöионарности [4, 11]. Это существен-
но затруäняет построение аäекватноãо ìатеìати-
÷ескоãо описания äинаìики проöессов. В ранее
провеäенных иссëеäованиях [5, 7] путеì экспери-
ìентаëüноãо опреäеëения äинаìи÷еских характе-
ристик не уäаëосü поëу÷итü ìатеìати÷еское опи-
сание, которое ìожно быëо бы испоëüзоватü äëя
разработки систеì управëения проöессаìи произ-
воäства ãуб÷атоãо титана. Известные ìатеìати÷ес-
кие ìоäеëи [12, 13] преäназна÷ены äëя соверøенс-
твования техноëоãии и аппаратуры.

2. ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈß ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß 
ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÐÎÖÅÑÑÀÌÈ

Преäпоëожиì, ÷то систеìа управëения проöес-
соì восстановëения состоит из несвязанных äруã с
äруãоì (автоноìных) нестаöионарных неëиней-
ных систеì реãуëирования теìпературы зон наãре-
ва и зоны реакöии. Управëение проöессоì ваку-
уìной сепараöии состоит из несвязанных äруã с
äруãоì нестаöионарных неëинейных систеì реãу-
ëирования теìпературы зон наãрева аппарата се-
параöии. Такие äопущения впоëне оправäаны,
поскоëüку теìпературные поëя аппаратов äоста-
то÷но хороøо изу÷ены, и на практике взаиìное
вëияние тепëовых режиìов устраняется раöио-
наëüныì разìещениеì в рабо÷еì объеìе аппара-
тов восстановëения и сепараöии терìопар и наãре-
ватеëей зон, выбороì оптиìаëüной конструкöии
систеìы возäуøноãо охëажäения зоны экзотерìи-
÷еской реакöии [14—17].

Преäпоëожиì также, ÷то объекты управëения
характеризуþтся сосреäото÷енныìи параìетраìи,
äинаìика изìенений которых ìожет бытü описана
обыкновенныìи äифференöиаëüныìи уравнения-
ìи. С у÷етоì принятых äопущений систеìу управ-
ëения проöессаìи восстановëения и сепараöии
ìожно рассìатриватü состоящей из ряäа типовых
нестаöионарных неëинейных (позиöионных) сис-
теì реãуëирования техноëоãи÷еских параìетров [3].

Кажäая из таких систеì реãуëирования состоит
из обобщенноãо нестаöионарноãо объекта управ-
ëения (ОНОУ), на вхоä котороãо возäействует не-
контроëируеìое возìущение z(t), и МДР — неëи-
нейноãо реãуëятора [18] (рис. 3).

Поä ОНОУ поäразуìеваþт зону наãрева, зону
реакöии аппарата восстановëения иëи зону наãре-
ва аппарата сепараöии, поä z(t) — изìенение теп-
ëовых потерü зоны наãрева, изìенение выäеëяе-
ìоãо тепëа зоны экзотерìи÷еской реакöии аппа-
рата восстановëения, изìенение потребëяеìоãо
тепëа зоны наãрева аппарата сепараöии. Поäкëþ-
÷ениеì и откëþ÷ениеì вхоäной веëи÷ины x(t)
(ìощности наãрева зоны иëи ìощности охëажäе-
ния зоны реакöии) выхоäная веëи÷ина y(t) (теìпе-
ратура) ОНОУ поääерживается на заäанноì уров-
не y

з
 в соответствии с аëãоритìоì:

ϕ[ (t)] = 

(t) = y(γT ) при γT m t < (γ + 1)T, (γ = 1, 2, ...),

ãäе (t) — квантованная по вреìени выхоäная ве-

ëи÷ина ОНОУ, ϕ[ (t)] — выхоäная веëи÷ина МДР,
2∆y

0
 — зона не÷увствитеëüности МДР, y'(t) — ско-

ростü изìенения выхоäной веëи÷ины, T — интер-
ваë квантования по вреìени.

Такиì образоì, при поäкëþ÷ении x(t) на вхоäе
ОНОУ äействует разностü x(t) – z(t), при откëþ÷е-

Рис. 2. Схема управления температурой аппарата сепарации 
титана

x(t)

z(t)

ϕ[y(t)]
_

ОНОУ

МДР
y
3

y(t)

Рис. 3. Типовая структурная схема позиционного регулирования 
технологического параметра процесса восстановления 
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y

x t( ) при y t( ) yз ∆y0 и–<
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
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нии x(t) повеäение ОНОУ опреäеëяется возìу-
щаþщиì возäействиеì z(t). Систеìа реãуëирова-
ния при этоì работает в режиìе автокоëебаний [8].

3. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ.
ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÌÎÄÅËÅÉ

В общеì сëу÷ае äëя реøения заäа÷ управëения
ТП необхоäиìо ìатеìати÷еское описание, уста-
навëиваþщее связü ìежäу вхоäныìи и выхоäныìи
переìенныìи. Назна÷ение ìоäеëи состоит в ус-
тановëении таких коëи÷ественных соотноøений
ìежäу вхоäныìи и выхоäныìи переìенныìи, на
основании которых ìожет бытü выработано управ-
ëение, обеспе÷иваþщее заäаннуþ öеëü функöио-
нирования объекта. Такая ìоäеëü не вскрывает
особенностей физи÷еских и хиìи÷еских проöес-
сов, протекаþщих в объекте управëения. Оäнако
поëу÷аеìая с ее поìощüþ связü образует совокуп-
ностü тех свеäений о äинаìи÷еских свойствах объ-
екта, которая äостато÷на äëя разработки систеìы
управëения. Построение ìоäеëей äинаìики тех-
ноëоãи÷еских объектов осуществëяþт экспери-
ìентаëüныì ìетоäоì. Резуëüтаты изìерений сëу-
жат основой построения ìатеìати÷ескоãо описа-
ния äинаìики объекта. Дëя поëу÷ения наибоëее
поëной ìоäеëи изìерения провоäят непосреäс-
твенно в проöессе управëения с у÷етоì äействуþ-
щих возìущений и реаëüных усëовий функöиони-
рования техноëоãи÷ескоãо объекта. Поä иäенти-
фикаöией техноëоãи÷ескоãо объекта управëения
пониìаþт опреäеëение еãо структуры и параìет-
ров по äанныì «вхоä-выхоä» [19]. В наøеì сëу÷ае
заäа÷а иäентификаöии закëþ÷ается в опреäеëении
структуры и параìетров ОНОУ — уравнений связи
вхоäных и выхоäных веëи÷ин и неизвестных ко-
эффиöиентов этих уравнений [18].

Структуру ìоäеëи äинаìики ОНОУ ìожно за-
äатü оператороì A, устанавëиваþщиì соответст-
вие ìежäу выхоäной y(t) и вхоäныìи функöияìи
x(t) и z(t): y(t) = A{x(t), z(t)}. В теории управëения
ТП отсутствуþт ìетоäы опреäеëения операторов
объектов неизвестной структуры. Обы÷но, осно-
вываясü на реаëизаöиях вхоäных и выхоäных ве-
ëи÷ин, высказываþт ãипотезу о конкретноì выра-
жении операторов таких объектов, которуþ затеì
проверяþт по резуëüтатаì экспериìента [19].

Дëя оöенки äинаìи÷еских свойств реаëüноãо
ОНОУ еãо ìожно с äостато÷ной степенüþ то÷нос-
ти преäставитü эквиваëентныìи нестаöионарны-
ìи объектаìи без саìовыравнивания и с саìовы-
равниваниеì, описываеìыìи соответствуþщиìи
äифференöиаëüныìи уравненияìи с переìенны-
ìи коэффиöиентаìи [20]:

 = K
0
(t){x[t – τ(t)] – z(t)}, (1)

T
0
(t)  + y(t) = K

0
(t){x[t – τ(t)] – z(t)}, (2)

ãäе K
0
(t) — коэффиöиент усиëения, T

0
(t) — посто-

янная вреìени объекта с саìовыравниваниеì,
τ(t) — вреìя запазäывания.

Такиì образоì, с÷итаеì, ÷то априорно извест-
ны структуры операторов ОНОУ, преäставëенные
уравненияìи (1) и (2). Нестаöионарностü обусëов-
ëена теì, ÷то коэффиöиенты этих уравнений —
неизвестные функöии вреìени в опреäеëении ко-
торых и состоит заäа÷а иäентификаöии.

4. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÀÂÒÎÊÎËÅÁÀÍÈÉ
Â ÏÎÇÈÖÈÎÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Буäеì с÷итатü ОНОУ на интерваëе иäентифи-
каöии (в те÷ение периоäа автокоëебаний) квазис-
таöионарныì. Поëаãаеì, ÷то на интерваëе иäен-
тификаöии äинаìи÷еские свойства ОНОУ остаþт-
ся постоянныìи, т. е. K

0
(t) = const, T

0
(t) = const,

z(t) = const и τ(t) = const. В этоì сëу÷ае автокоëе-
бания теìпературы описываþтся систеìаìи ко-
не÷ных уравнений [20], устанавëиваþщиìи взаи-
ìосвязü параìетров автокоëебаний с искоìыìи
коэффиöиентаìи äифференöиаëüных уравнений
äëя ОНОУ без саìовыравнивания:

∆y
(+)

 = ∆y
0
 + (τ

off
 + τ

d.off
)K

0
(x – z); (3)

∆y
(–)

 = ∆y
0
 + (τ

on
 + τ

d.on
)K

0
z; (4)

T
on

 = τ
on

 + τ
d.off

 + ; (5)

T
off

 = τ
off

 + τ
d.on

 + (6)

и с саìовыравниваниеì:

∆y
(+)

 = K
0
(x – z)  +

+ ∆y
0
exp ; (7)

∆y
(–)

 = K
0
z  +

+ ∆y
0
exp ; (8)

T
on

 = τ
on

 + τ
d.off

 +

+ T
0
ln ; (9)

T
off

 = τ
off

 + τ
d.on

 +

+ T
0
ln , (10)

d y t( )[ ]
dt

------------------

d y t( )[ ]
dt

------------------

2∆y0 τon τd.on+( )K0z+

K0 x z–( )
----------------------------------------------------------

2∆y0 τoff τd.off+( )K0 x z–( )+

K0z
------------------------------------------------------------------------

1
τoff τd.off+

T0

------------------------– 
 exp–

τoff τd.off+

T0

------------------------– 
 

1
τon τd.on+

T0

------------------------– 
 exp–

τon τd.on+

T0

------------------------– 
 

K0x K0z ∆y0–( )
τon τd.on+

T0

------------------------– 
 exp–

K0 x z–( ) ∆y0–
-----------------------------------------------------------------------------------------

K0x K0 x z–( ) ∆y0–[ ]
τoff τd.off+

T0

------------------------– 
 exp–

K0z ∆y0–
--------------------------------------------------------------------------------------------------------
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ãäе ∆y
(+)

 и ∆y
(–)

 — аìпëитуäы поëожитеëüноãо и

отриöатеëüноãо откëонений выхоäной веëи÷ины
от y

з
, T

on
 и T

off
 — вреìя поäкëþ÷ения и откëþ÷е-

ния вхоäной веëи÷ины, τ
on

 и τ
off

 — вреìя запазäы-

вания объектов при ее поäкëþ÷ении и откëþ÷е-
нии, τ

d.on
 и τ

d.off
 — äопоëнитеëüное вреìя запазäы-

вания МДР при поäкëþ÷ении и откëþ÷ении.

С÷итаеì, ÷то на интерваëе иäентификаöии
ОНОУ параìетры автокоëебаний ìоãут бытü из-
ìерены при известных зна÷ениях x и ∆y

0
 (рис. 4).

Тоãäа заäа÷а иäентификаöии ОНОУ без саìо-
выравнивания своäится к опреäеëениþ по соотно-
øенияì (3)—(6) и экспериìентаëüныì äанныì ав-
токоëебатеëüноãо проöесса неизвестных веëи÷ин
K

0
 и z в уравнении (1), а заäа÷а иäентификаöии

ОНОУ с саìовыравниваниеì — к опреäеëениþ по
соотноøенияì (7)—(10) и экспериìентаëüныì
äанныì неизвестных веëи÷ин K

0
, T

0
 и z в уравне-

нии (2).

5. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ È ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÅ ÑÕÅÌÛ 
ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ

Дëя реøения заäа÷и необхоäиìо выбратü кри-
терий ка÷ества иäентификаöии — функöиþ по-
терü, характеризуþщуþ разëи÷ие ìоäеëей и объ-
екта, и разработатü аëãоритìы иäентификаöии,
ìиниìизируþщие эту функöиþ [21].

Ввеäеì äëя коëи÷ественной оöенки степени
бëизости ìоäеëей (1), (2) и реаëüноãо ОНОУ фун-
кöиþ потерü, которая зависит от рас÷етных и из-
ìеренных параìетров автокоëебаний. Наëожиì на
эту функöиþ требование [18]:

ρ = (∆  – ∆ )2/∆  +

+ (∆  – ∆ )2/∆  + (  – )2/  +

+ (  – )2/  → min, (11)

ãäе ρ — функöия потерü, инäекс «р» относится к
рас÷етныì зна÷енияì параìетров автокоëебаний,
инäекс «э» — к экспериìентаëüныì.

Заìетиì, ÷то систеìы (3)—(6) и (7)—(10) явëя-
þтся переопреäеëенныìи (на ÷етыре уравнения
(3)—(6) — äва неизвестных, на ÷етыре уравнения
(7)—(10) — три неизвестных) и äëя разработки аë-
ãоритìов реøения систеì уравнений (аëãоритìов
иäентификаöии) öеëесообразно воспоëüзоватüся
ìетоäаìи оптиìизаöии [22]. О÷евиäно, ÷то требо-
вание (11) буäет выпоëнятüся, есëи зна÷ения K

0
 и

z ОНОУ без саìовыравнивания и зна÷ения K
0
, T

0

и z ОНОУ с саìовыравниваниеì буäут найäены из
систеì уравнений (3)—(6), (7)—(10) и усëовия ìи-
ниìуìа функöии потерü ρ, записанной äëя каж-
äоãо äëя этих объектов.

Рис. 4. Автоколебания температуры на интервале идентификации 
ОНОУ в начале (а) и в конце (б) процесса сепарации титана
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z

ϕ[y(t)]
_
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y
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ИД

T
0
, K

0
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Рис. 5. Структурная схема идентификации ОНОУ в замкнутом 
контуре позиционного регулирования
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Соответствуþщие аëãоритìы иäентификаöии
быëи реаëизованы с поìощüþ ìетоäа поøаãовой
ìноãоìерной оптиìизаöии с разной то÷ностüþ
[23]. Поиск ìиниìуìа закан÷ивается при äости-
жении заäанной то÷ности реøения заäа÷и, опре-
äеëяеìой неравенстваìи:

|∆  – ∆ | < ε
y
,  |∆  – ∆ | < ε

y
,

|  – | < ε
T
 и |  – | < ε

T
, (12)

ãäе ε
y
 и ε

T
 — ìаëые, напереä заäанные веëи÷ины

(поряäка 10–1...10–2).

Дëя реøения заäа÷и структурнуþ схеìу (сì.
рис. 3) необхоäиìо äопоëнитü устройствоì изìе-
рения параìетров автокоëебаний УИПА и оöени-
ваþщиì устройствоì — иäентификатороì ИД с
заëоженныìи в неãо аëãоритìаìи иäентификаöии
(рис. 5).

В проöессе функöионирования ОНОУ на еãо
вхоäе изìеряþтся параìетры автокоëебаний T

on
 и

T
off

, а на выхоäе — параìетры автокоëебаний ∆y
(+)

,

∆y
(–)

 и вреìена запазäывания τ
on

, τ
off

, τ
d.on

 и τ
d.off

(в быстроäействуþщеì МДР — ìикропроöессор-
ноì контроëëере — ìожно принятü τ

d.on
 = τ

d.off
 = 0).

Иäентификатор по резуëüтатаì изìерений вы÷ис-
ëяет путеì реøения систеì уравнений (3)—(6),
(7)—(10) и ìиниìизаöии соответствуþщей функ-
öии потерü ρ неизвестные веëи÷ины K

0
 и z ОНОУ

без саìовыравнивания и K
0
, T

0
 и z ОНОУ с саìо-

выравниваниеì. Заäа÷а иäентификаöии ОНОУ в
разоìкнутоì контуре позиöионноãо реãуëирова-
ния (рис. 6) реøается анаëоãи÷но с той ëиøü раз-
ниöей, ÷то y(t) поääерживается на уровне y

з
 с по-

ìощüþ ру÷ноãо управëения РУ.

Преäëоженные поäхоäы позвоëяþт автоìати-
зироватü проöесс иäентификаöии ìоäеëей в соста-
ве АРМ операторов восстановëения и сепараöии
[23]. Это äает возìожностü ìетоäоì пассивноãо
экспериìента непосреäственно в рабо÷еì режиìе
оöениватü в реаëüноì вреìени äинаìику и возìу-
щения ТП, а также усреäненные на интерваëе
функöионирования зна÷ения их äинаìи÷еских
параìетров. Существенно снижаþтся затраты вре-
ìени на иäентификаöиþ и обработку резуëüтатов
экспериìента.

6. ÏÐÈÌÅÐ

Реøение заäа÷и рассìотриì на приìере иäен-
тификаöии ОНОУ в на÷аëе и в конöе проöесса се-
параöии (сì. рис. 4).

Требуется опреäеëитü такие зна÷ения K
0
 и z

ОНОУ без саìовыравнивания и зна÷ения K
0
, T

0
 и

z ОНОУ с саìовыравниваниеì, ÷тобы при из-

x

z

ОНОУ

ИД

y(t)

T
0
, K

0
, z

УИПА

РУ

Рис. 6. Структурная схема идентификации ОНОУ в разомкнутом 
контуре позиционного регулирования

Таблица 1

Ïàðàìåòðû àâòîêîëåáàíèé òåìïåðàòóðû íà èíòåðâàëå èäåíòèôèêàöèè

Стаäия проöесса 
сепараöии

Зна÷ения параìетров

∆y
(+)

, °C ∆y
(–)

,°C T
on

, с T
off

, с τ
on

, с τ
off

, с τ
d. on

, с τ
d. off

, с

На÷аëо проöесса 5,9 21,1 300 60 25,9 7,5 29,6 34,4
Конеö проöесса 24,6 5,5 60 360 6,2 28,5 35,6 33,3

Таблица 2

Ðåçóëüòàòû èäåíòèôèêàöèè

Стаäия проöесса 
сепараöии

ОНОУ без саìовыравнивания ОНОУ с саìовыравниваниеì

K
0
•10

–3
, °C/с•кВт z, кВт K

0
, °C /кВт T

0
, с z, кВт

На÷аëо проöесса 3,4 101,5 2,4 708,3 104,3
Конеö проöесса 3,5 25,7 2,5 700,2 21,1

y +( )

p
y +( )

э
y –( )

p
y –( )

э

Ton
p

Ton
э

Toff
p

Toff
э
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вестных x, ∆y
0
 (x = 130 кВт, ∆y

0
 = 2 °C) и экспери-

ìентаëüныì äанныì автокоëебаний теìпературы
(табë. 1) выпоëняëисü усëовия (12). Резуëüтаты ре-
øения заäа÷и привеäены в табë. 2.

Как виäно из табë. 2, параìетры K
0
 и T

0
 ОНОУ

изìеняþтся в хоäе проöесса незна÷итеëüно. Су-
щественно изìеняется (снижается) возìущаþщее
возäействие z (тепëо, потребëяеìое ОНОУ на ис-
парение из ãуб÷атоãо титана приìесей ìаãния и
хëориäа ìаãния).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Пробëеìа построения ìоäеëей сëожных ìноãо-
связных нестаöионарных техноëоãи÷еских объек-
тов — проöессов восстановëения и вакууìной се-
параöии ãуб÷атоãо титана — заìенена реøениеì в
позиöионных систеìах заäа÷ иäентификаöии ав-
тоноìных нестаöионарных объектов управëения.
С поìощüþ преäëоженных ìоäеëей синтезирован
кëасс систеì управëения [24—27], обеспе÷иваþ-
щих оптиìизаöиþ и интенсификаöиþ проöессов
восстановëения и вакууìной сепараöии.

Описанный поäхоä ìожет бытü приìенен äëя
иäентификаöии нестаöионарных техноëоãи÷еских
объектов в разëи÷ных отрасëях проìыøëенности.
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ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÎ-ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÎÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ 
ÀÍÀËÈÇÀ È ÏÐÎÃÍÎÇÈÐÎÂÀÍÈß

Â ÊÐÓÏÍÎÌÀÑØÒÀÁÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß1

Þ.À. Äîðîôåþê

Èíñòèòóò ïðîáëåì óïðàâëåíèÿ èì. Â.À. Òðàïåçíèêîâà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Мноãие крупноìасøтабные систеìы управëе-
ния, прежäе всеãо, орãанизаöионно-аäìинистра-
тивные, функöионируþт в усëовиях боëüøой ин-
форìаöионной разìытости и неопреäеëенности.
Иìенно поэтоìу в посëеäнее вреìя äëя иссëеäо-
вания таких систеì стаëи øироко приìенятüся
ìетоäы структурноãо анаëиза äанных, базируþщи-
еся на аëãоритìах кëассификаöионноãо анаëиза
äанных [1].

В настоящей статüе рассìатривается заäа÷а
анаëиза и проãнозирования в крупноìасøтабных
систеìах управëения, при÷еì с÷итается, ÷то та-
кая систеìа состоит из äостато÷но боëüøоãо ÷ис-
ëа объектов, кажäый из которых характеризуется
ìноãо÷исëенныì набороì разнороäных параìет-
ров. Основная иäея преäëаãаеìоãо ìетоäа реøе-
ния такой заäа÷и состоит в тоì, ÷то иссëеäуþтся
не то÷ные зна÷ения параìетров, описываþщих
состояние кажäоãо объекта (наприìер, траектории
состояний), а ëиøü кëасс, к котороìу принаäëе-
жит кажäый объект в раìках некоторой структуры
(кëассификаöии) ìножества объектов, вхоäящих в
иссëеäуеìуþ крупноìасøтабнуþ систеìу [2]. Та-
кое интеãраëüное описание объектов, вхоäящих в

крупноìасøтабнуþ систеìу, позвоëяет сущест-
венно повыситü эффективностü анаëиза повеäе-
ния систеìы, а также устой÷ивостü и робастностü
проöеäур принятия управëен÷еских реøений и
проãнозов. Дëя форìаëизаöии заäа÷и испоëüзует-
ся ìетоäоëоãия кëассификаöионноãо анаëиза äан-
ных [1].

1. ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÎ-ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÎÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ
Â ÊÐÓÏÍÎÌÀÑØÒÀÁÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Пустü иссëеäуеìая систеìа состоит из n объек-
тов, кажäый из которых характеризуется набороì
из k параìетров. Изу÷ается повеäение этоãо ìно-
жества объектов в äискретные ìоìенты вреìени.
Ввоäится в рассìотрение k-ìерное пространство
параìетров X, в котороì j-й объект в ìоìент вре-

ìени t преäставëяется то÷кой x
j
(t) = ( (t), (t),

..., (t)). Упоряäо÷енная совокупностü то÷ек

x
j
(t

1
), ..., x

j
(t
m
) преäставëяет собой известнуþ ÷астü

траектории, характеризуþщей äинаìику j-ãо
объекта.

В боëüøинстве приëожений äëя принятия уп-
равëен÷ескоãо реøения в ìоìент вреìени t

m
 ис-

поëüзуется совокупная инфорìаöия об известных
траекториях кажäоãо объекта и проãноз зна÷ений

Преäëожен ìетоä реøения заäа÷ анаëиза и проãнозирования в крупноìасøтабных сис-

теìах управëения. В ка÷естве проãнозной ìоäеëи äëя кажäоãо объекта принята ìарков-

ская öепü с r состоянияìи, ãäе r — ÷исëо структурных еäиниö (кëассов). Дëя эффектив-

ной реаëизаöии преäëоженноãо ìетоäа разработан коìпëексный аëãоритì структуриза-

öии (кëассификаöии) объектов иссëеäуеìой систеìы.

1 Работа выпоëнена при ÷асти÷ной финансовой поääержке
РФФИ, проект 08-07-00349-а.

xj
1

xj
2

xj
k

èñòåìíûé àíàëèç è îáðàáîòêà äàííûõÑ
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x
j
(t
m
 + 1), j = 1, ..., n. Как правиëо, инфорìаöия по

кажäоìу объекту рассìатривается независиìо от
остаëüных [3]. Оäнако äëя ìноãих прикëаäных за-
äа÷ требуется знатü не то÷ные зна÷ения параìет-
ров-характеристик в ìоìенты вреìени t

1
, t

2
, ..., t

m

и проãнозироватü зна÷ения в ìоìент t
m + 1

, а знатü

(и проãнозироватü) ëиøü кëасс, к котороìу при-
наäëежит (буäет принаäëежатü) этот объект в соот-
ветствуþщие ìоìенты вреìени в раìках некото-
рой структуры (кëассификаöии) ìножества объек-
тов изу÷аеìой систеìы. Так, наприìер, в проöессе
иссëеäования соöиаëüно-эконоìи÷ескоãо разви-
тия субъектов РФ (в äанноì сëу÷ае крупноìасø-
табная систеìа — нароäное хозяйство РФ) вовсе
необязатеëüно знатü (и проãнозироватü) зна÷ения
соöиаëüно-эконоìи÷еских параìетров äëя кажäо-
ãо реãиона, äостато÷но ëиøü знатü, в какой кëасс
этот реãион попаäает в äанный и проãнозируеìый
ìоìенты вреìени (усëовно, в кëассы «хороøо»,
«среäне» и «пëохо» развиваþщихся объектов).

Основу преäëаãаеìоãо поäхоäа составëяет про-
öеäура выявëения структуры объектов, вхоäящих в
иссëеäуеìуþ систеìу. Преäпоëаãается, ÷то вектор
зна÷ений параìетров x

j
(t) äостато÷но поëно харак-

теризует состояние j-ãо объекта в ìоìент вреìени t.
А это, в своþ о÷ереäü, озна÷ает, ÷то взаиìораспо-
ëожение то÷ек x

1
(t), ..., x

n
(t) в пространстве X отра-

жает реаëüнуþ структуру (типоëоãиþ) иссëеäуе-
ìоãо ìножества объектов. Дëя выявëения такой
структуры в работе приìеняется коìпëексный аë-
ãоритì автоìати÷еской кëассификаöии, спеöи-
аëüно разработанный äëя реøения таких заäа÷. Он
вкëþ÷ает в себя аëãоритìы: m-ëокаëüной оптиìи-
заöии заäанноãо критерия J, выбора инфорìатив-
ных параìетров, выбора на÷аëüноãо разбиения,
выбора ÷исëа кëассов, запоëнения пропущенных
набëþäений. Рассìотриì кажäый из этих аëãорит-
ìов в отäеëüности.

1.2. Àëãîðèòì m-ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè

Вна÷аëе опиøеì работу аëãоритìа 1-ëокаëüной
оптиìизаöии. Дëя простоты изëожения рассìат-
ривается сëу÷ай äвух кëассов r = 2. Пустü заäано
на÷аëüное разбиение R

0
 всех то÷ек кëассифиöируе-

ìой выборки x
1
, ..., x

n
. Обозна÷иì ÷ерез x

j
 ∈ A

1
 то÷-

ки, относящиеся к первоìу кëассу, а ÷ерез x
j
 ∈ A

2
 —

ко второìу. Аëãоритì итераöионный — на кажäоì
øаãе рассìатривается оäна то÷ка из посëеäова-
теëüности x

1
, ..., x

n
, x

1
, ..., x

n
, x

1
, ... («заöикëенная»

исхоäная посëеäоватеëüностü). Отнесение то÷ки к
оäноìу из äвух кëассов обозна÷ается с поìощüþ
инäекса

ρ(x
j
) = 

Тоãäа аëãоритì 1-ëокаëüной оптиìизаöии опре-
äеëяется сëеäуþщиì образоì: ρ(x

j
) = sign[J(x

j
 ∈ A

1
) –

– J(x
j
 ∈ A

2
)].

В итоãе то÷ка x
j
 относится к тоìу кëассу, при

отнесении к котороìу зна÷ение критерия J буäет
боëüøе (есëи эти зна÷ения равны, то äëя опреäе-
ëенности то÷ка относится к кëассу с ìенüøиì но-
ìероì). Аëãоритì закан÷ивается, есëи на некото-
роì öикëе среäи то÷ек x

1
, ..., x

n
 не буäет сäеëано

ни оäной «переброски» то÷ки из кëасса в кëасс.
Аëãоритì m-ëокаëüной оптиìизаöии — это по-

этапное приìенение к выборке аëãоритìов s-ëо-
каëüной оптиìизаöии, s = 1...m. На s-ì этапе аë-
ãоритì работает по той же схеìе, тоëüко на каж-
äоì еãо øаãе происхоäит пробная «переброска» из
кëасса в кëасс не оäной, а s то÷ек. Поäс÷итывается
зна÷ение критерия J äо и посëе «переброски»,
Принаäëежностü кажäой из s то÷ек к кëассу ëибо
остается неизìенной (зна÷ение J äо «переброски»
боëüøе, ÷еì посëе), ëибо ìеняется на äруãой
кëасс — в противноì сëу÷ае. В äанноì сëу÷ае
öикë — это ÷исëо øаãов, равное ÷исëу разëи÷ных
s то÷ек в выборке. Доказана схоäиìостü аëãоритìа
за коне÷ное ÷исëо øаãов к ëокаëüноìу ìаксиìуìу
критерия J. Разработан эвристи÷еский аëãоритì
сокращенноãо перебора, в котороì на кажäоì øа-
ãе äëя пробной «переброски» испоëüзуþтся s то-
÷ек, в опреäеëенноì сìысëе бëижайøих к ãраниöе
ìежäу кëассаìи.

При ìоäеëировании и в приëожениях в ка÷ес-
тве критерия J приниìаëся функöионаë J

1
 среäней

бëизости то÷ек в кëассах, опреäеëяеìый ÷ерез
потенöиаëüнуþ функöиþ бëизости то÷ек x и y:

K(x, y) = 1/{1 + αRp(x, y)}, (1)

ãäе R(x, y) — расстояние ìежäу то÷каìи x и y, α и
p — настраиваеìые параìетры аëãоритìа. Среäняя
бëизостü то÷ек в кëассе опреäеëяется как

K(A
i
, A

i
) = K(x

i
, x

j
),

ãäе K(x
i
, x

j
) опреäеëяется форìуëой (1), n

i
 — ÷исëо

то÷ек в кëассе A
i
. Тоãäа критерий J

1
 опреäеëяется

как

J
1
 = K(A

i
, A

i
). (2)

Спеöиаëüно отìетиì ÷астный сëу÷ай аëãорит-
ìа m-ëокаëüной оптиìизаöии äëя k = 1 (оäноìер-
ный сëу÷ай). Деëо в тоì, ÷то оäноìерный сëу÷ай
иìеет уникаëüное свойство, существенно упро-
щаþщее проöеäуры öеëенаправëенноãо перебора,
приìеняеìые äëя автоìати÷еской кëассифика-

1 есëи xj A1,∈,

1– есëи xj A2.∈,



2
ni ni 1–( )
-----------------------

i 1=

ni

∑
j i>
∑

i 1=

r

∑
ni
n
----
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öии, а иìенно: ввиäу оäноìерной упоряäо÷еннос-
ти кëассов ãраниöей ìежäу äвуìя кëассаìи (в äе-
терìинированноì сëу÷ае) сëужит тоëüко оäна то÷-
ка, и таких ãраниö ìожет бытü не боëее äвух (äëя
крайне правоãо и крайне ëевоãо кëассов — тоëüко
оäна). Работа äетерìинированноãо (в отëи÷ие от
общеãо — разìытоãо) варианта ìоäификаöии это-
ãо аëãоритìа äëя оäноìерноãо сëу÷ая описана в
работе [4].

1.3. Àëãîðèòì âûáîðà èíôîðìàòèâíûõ
ïàðàìåòðîâ

Этот аëãоритì базируется на оäноì из аëãорит-
ìов экстреìаëüной ãруппировки параìетров, а
иìенно, на аëãоритìе «кваäрат» [5]. В резуëüтате
еãо приìенения поëу÷аþт разбиение исхоäных k
параìетров на небоëüøое (заäанное) ÷исëо ãрупп,
а также зна÷ения факторов äëя этих ãрупп. В при-
ëожениях испоëüзуþтся ëибо новые интеãраëüные
параìетры — факторы ãрупп, ëибо набор параìет-
ров, кажäый из которых явëяется бëижайøиì к
фактору в соответствуþщей ãруппе.

В боëüøинстве приëожений исхоäные иëи вы-
äеëенные инфорìативные параìетры иìеþт не-
равнозна÷нуþ важностü äëя опреäеëения структу-
ры объектов. Дëя выявëения таких показатеëей
важности в работе преäëаãается приìенятü проöе-
äуры экспертноãо оöенивания. Наибоëее хороøие
резуëüтаты äает проöеäура ìноãовариантной экс-
пертизы [6], коãäа к поëу÷ениþ параìетра важнос-
ти äëя кажäоãо оöениваеìоãо параìетра привëе-
каþтся нескоëüко ãрупп экспертов — спеöиаëис-
тов в разëи÷ных аспектах иссëеäуеìой пробëеìы.
В резуëüтате проöеäуры экспертизы кажäый па-
раìетр поëу÷ает опреäеëенный вес (показатеëü
еãо «важности») äëя форìирования структуры
объектов.

1.4. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ
íà÷àëüíîãî ðàçáèåíèÿ

На первоì øаãе из всех то÷ек выборки x
1
, ..., x

n

нахоäится пара наибоëее уäаëенных äруã от äруãа
то÷ек, x

l
 и x

p
, оäна из которых x

l
 относится к пер-

воìу кëассу, а äруãая x
p
 — ко второìу. Есëи n äос-

тато÷но веëико, то испоëüзуется усе÷енный вариант
первоãо øаãа, а иìенно: x

l
 выбирается сëу÷айно, а

x
p
 ищется как то÷ка, наибоëее от нее уäаëенная.

На второì øаãе ищутся то÷ки x
l + 1

 и x
p + 1

 —

бëижайøие, соответственно, к то÷каì x
l
 и x

p
; то÷ка

x
l + 1

 относится к первоìу кëассу, а x
p + 1

 — ко вто-

роìу.

На (s + 1)-оì øаãе ищутся то÷ки x
l + s

 и x
p + s

,

бëижайøие в среäнеì к уже найäенныì то÷каì,

соответственно, первоãо и второãо кëассов. То÷ка
x
l + s

 опреäеëяется сëеäуþщиì образоì:

x
l + s

 = x
j
/ K(x

j
, x

l + m
). (3)

То÷ка x
p + s

 опреäеëяется анаëоãи÷но. Есëи воз-

никает «конфëикт», т. е. оäна и та же то÷ка явëя-
ется бëижайøей к первоìу и ко второìу кëассаì
оäновреìенно, то она относится к первоìу кëассу.
Проöеäура (3) повторяется äо тех пор, пока не
буäут ис÷ерпаны все то÷ки выборки. Поëу÷енное
разбиение приниìается в ка÷естве на÷аëüноãо
разбиения R

0
.

1.5. Àëãîðèòì âûáîðà ÷èñëà êëàññîâ

Дëя выбора ÷исëа кëассов приìеняется спеöи-
аëüная экспертно-коìпüþтерная проöеäура, кото-
рая закëþ÷ается в сëеäуþщеì. Сна÷аëа эксперт-
поëüзоватеëü оöенивает äиапазон (r

min
, r

max
), в

преäеëах котороãо завеäоìо нахоäится искоìое
÷исëо кëассов. Даëее, с поìощüþ ëþбоãо аëãорит-
ìа автоìати÷еской кëассификаöии (в настоящей
работе приìеняëся аëãоритì m-ëокаëüной опти-
ìизаöии), анаëизируеìое ìножество объектов
разбивается на r

min
, r

min
 + 1, ..., r

max
 кëассов. Ка-

÷ество кажäой из поëу÷енных кëассификаöий оöе-
ниваëосü с поìощüþ критерия J

3
 = J

1
 – qJ

2
, ãäе

критерий J
1
 вы÷исëяется по форìуëе (2), веëи÷ина

J
2
, а также некоторые вспоìоãатеëüные веëи÷ины

вы÷исëяþтся по форìуëаì:

J
2
 = (A

i
, A

j
);

K(A
i
, A

j
) = K(x

l
, x

p
) — ìера бëизости

кëассов A
i
 и A

j
, ãäе потенöиаëüная функöия K(x

i
, x

j
)

опреäеëяется форìуëой (1); q, α и p из форìуëы
(1) — настраиваеìые параìетры аëãоритìа. Фак-
ти÷ески, параìетр q явëяется ìасøтабируþщиì
параìетроì, привоäящиì к соизìериìыì среä-
ниì зна÷енияì функöионаëов J

1
 и J

2
; на практике

зна÷ение q приìерно 2...7 (обы÷но во стоëüко раз
отëи÷ается среäняя бëизостü внутри кëассов от
среäней бëизости ìежäу саìиìи кëассаìи).

Форìаëüно, в ка÷естве «оптиìаëüноãо» ìожно
выбратü такое ÷исëо кëассов r

opt
, которое соответ-

ствует ìаксиìаëüноìу зна÷ениþ J
3
(r
j
), т. е. r

opt
 = r

j
,

äëя котороãо maxJ
3
(r
j
), r

j
 = r

min
, ..., r

max
. Оäнако

наëи÷ие существенной, но неиспоëüзованной при
кëассификаöии инфорìаöии, наприìер, ввиäу от-
сутствия äанных, ìожет привести к тоìу, ÷то по-

min
xj

1
s
---

m 0=

s

∑

1
r 1–
-----------

i 1=

r

∑
j i>
∑
ni nj+

n
---------------

1
ninj
---------

xl Ai∈
∑

xp Aj∈
∑
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ëу÷енное такиì способоì r
opt

 не буäет «истинно

оптиìаëüныì».

Дëя коìпенсаöии этоãо неäостатка преäëаãает-
ся сëеäуþщая экспертная проöеäура. Экспертаì-
спеöиаëистаì в соответствуþщей преäìетной об-
ëасти преäставëяþтся зна÷ения J

3
(r
j
), r

j
 = r

min
, ...,

r
max

, преäставëенные äëя уäобства в виäе ãрафика,

на котороì отìе÷ается зна÷ение r
opt

 (оно соответ-

ствует ìаксиìаëüной то÷ке на ãрафике J
3
(r
j
)). Ис-

поëüзуя эту инфорìаöиþ, эксперты ìоãут кор-
ректироватü выбираеìое ÷исëо кëассов. В поäав-
ëяþщеì боëüøинстве сëу÷аев экспертное ÷исëо
кëассов ëибо совпаäает со зна÷ениеì r

opt
, ëибо не-

зна÷итеëüно (±1) отëи÷ается от неãо.

При кëассификаöии ìноãоìерных объектов во
вреìя такой экспертизы анаëизируется также
кëассификаöия кажäоãо объекта. Дëя этой öеëи
экспертаì сообщается инфорìаöия о ìере бëизос-
ти K(x

i
, c

j
) кажäой то÷ки x

i
 äо öентров кëассов c

j

j = 1, ..., r
opt

 в оптиìаëüной кëассификаöии, т. е.

ìатриöа бëизости ||K(x
i
, c
j
)||, i = 1, ..., n, j = 1, ..., r

opt
.

Перенесение то÷ки (объекта) x
i
 из j-ãо кëасса в l-й

с÷итается äопустиìыì, есëи веëи÷ины K(x
i
, c

j
) и

K(x
i
, c

l
) отëи÷аþтся незна÷итеëüно. Друãиìи сëо-

ваìи, соäержатеëüно обоснованное перенесение
äопустиìо äëя то÷ек, распоëоженных вбëизи ãра-
ниöы ìежäу соответствуþщиìи кëассаìи.

1.6. Àëãîðèòì çàïîëíåíèÿ ïðîïóùåííûõ
íàáëþäåíèé

Во ìноãих приëожениях иìеþтся пропуски в
äанных. В этой ситуаöии нужно ëибо приìенятü
спеöиаëüные проöеäуры поäс÷ета расстояний
ìежäу объектаìи, в параìетрах которых иìеþтся
пропуски, ëибо разрабатыватü спеöиаëüные про-
öеäуры запоëнения таких пропусков. В поäавëяþ-
щеì боëüøинстве сëу÷аев пропуски по кажäоìу
параìетру запоëняþтся среäниì известных зна÷е-
ний соответствуþщеãо параìетра (äëя исхоäной
выборки). В настоящей работе быëа разработана
спеöиаëüная проöеäура запоëнения пропусков в
исхоäных äанных с поìощüþ аëãоритìов автоìа-
ти÷еской кëассификаöии. Ее основная иäея состо-
ит в сëеäуþщеì. Есëи ìножество изу÷аеìых объ-
ектов структурировано (т. е. их ìожно разäеëитü
на кëассы, äостато÷но коìпактно распоëоженные
в пространстве параìетров X ), то äисперсия (äиа-
пазон) изìенения кажäоãо параìетра в преäеëах
кажäой ãруппы, как правиëо, буäет существенно
ìенüøе, ÷еì этот показатеëü äëя зна÷ения этоãо
параìетра по всей выборке. Такиì образоì, есëи
по äанныì с пропускаìи уäастся опреäеëитü ре-
аëüнуþ структуру взаиìораспоëожения то÷ек (т. е.
провести кëассификаöиþ, аäекватнуþ этой струк-

туре), то запоëнятü пропущенное зна÷ение l-ãо па-
раìетра äëя объекта из i-ãо кëасса ìожно среäниì
этоãо параìетра по еãо известныì зна÷енияì äëя
всех объектов, попавøих в i-й кëасс. Исхоäя из
сäеëанноãо преäпоëожения, откëонение поëу÷ен-
ноãо зна÷ения от «истинноãо» äоëжно бытü су-
щественно ìенüøе (в среäнеì), ÷еì обы÷ная схе-
ìа запоëнения по общеìу среäнеìу.

2. ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÎ-ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÎÍÍÎÃÎ 
ÏÐÎÃÍÎÇÈÐÎÂÀÍÈß Â ÊÐÓÏÍÎÌÀÑØÒÀÁÍÛÕ

ÑÈÑÒÅÌÀÕ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

2.1. Äèíàìè÷åñêàÿ ñòðóêòóðèçàöèÿ
èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ

Вна÷аëе (в ìоìент вреìени t
1
) с поìощüþ

коìпëексноãо аëãоритìа автоìати÷еской кëасси-
фикаöии, описанноãо в § 1, произвоäится струк-
туризаöия n то÷ек в пространстве X на r кëассов,
кажäый из которых и характеризует опреäеëенный
тип объекта. Чисëо кëассов r выбирается с по-
ìощüþ ÷еëовеко-ìаøинной проöеäуры, вхоäящей
в коìпëексный аëãоритì автоìати÷еской кëасси-
фикаöии. Ввоäится понятие ìоäеëи (этаëона) кëас-
са a

i
(t), i = 1, ..., r (÷аще всеãо — это öентр кëасса)

[1]. Дëя кажäоãо объекта, кроìе принаäëежности к
кëассу, вы÷исëяþтся расстояния äо этаëонов всех
кëассов R

ij
(t), i = 1, ..., r; j = 1, ..., n.

Заìетиì, ÷то на практике структуризаöия объ-
ектов ÷резвы÷айно реäко провоäится в про-
странстве исхоäных признаков, обы÷но сна÷аëа
выäеëяется набор инфорìативных параìетров.
В настоящей работе äëя этой öеëи приìеняëасü
спеöиаëüная проöеäура, также вхоäящая в коìп-
ëексный аëãоритì, она описана в п. 1.3.

В ìоìент вреìени t
2
 кажäая то÷ка x

j
(t

2
) с по-

ìощüþ оäноãо из аëãоритìов распознавания обра-
зов с у÷итеëеì относится к тоìу иëи иноìу кëассу
в раìках кëассификаöии, поëу÷енной на первоì
øаãе. Дëя этоãо приìеняется аëãоритì ìетоäа по-
тенöиаëüных функöий, который в спряìëяþщеì
пространстве эквиваëентен аëãоритìу бëижайøе-
ãо среäнеãо [7]. А иìенно, кажäая то÷ка x

j
(t

2
) от-

носится к кëассу A
l
, äëя котороãо заäанная ìера

бëизости K(x
j
(t

2
), A

l
) то÷ки x

j
(t

2
) к этоìу кëассу

ìаксиìаëüна, т. е. K(x
j
(t

2
), A

l
) = K(x

j
(t

2
), A

i
),

i = 1, ..., r, i = 1, ..., n. В ка÷естве такой ìеры бëи-

зости сëужит веëи÷ина K(x
j
, A

l
) = K(x

j
, x

i
),

ãäе n
l
 — ÷исëо то÷ек в кëассе A

l
, K(x, y) — потен-

öиаëüная функöия (1).
Посëе опреäеëения принаäëежности всех то÷ек

к тоìу иëи иноìу кëассу, произвоäится перес÷ет
этаëонов a

i
(t

2
), i = 1, ..., r. Дëя кажäой то÷ки с

max
i

1
nl
----

xi Al∈
∑
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преäыäущеãо øаãа перес÷итываþтся, а äëя кажäой
новой то÷ки вы÷исëяþтся расстояния äо новых
этаëонов R(x

j
(t

2
), a

i
(t

2
)), i = 1, ..., r, j = 1, ..., n. Такая

проöеäура выпоëняется äëя всех m ìоìентов вре-
ìени. В итоãе äëя кажäоãо объекта поëу÷ается
посëеäоватеëüностü (траектория) из m позиöий.
В кажäой позиöии нахоäится r + 1 ÷исëо, первое
из которых — это ноìер кëасса, к котороìу отно-
сиëся этот объект в соответствуþщий ìоìент вре-
ìени, а посëеäуþщие ÷исëа — это зна÷ения рас-
стояний äо öентров кëассов в тот же ìоìент вре-
ìени. Требуется спроãнозироватü ноìер кëасса
(тип объекта), к котороìу буäет относитüся каж-
äый объект в ìоìент вреìени t

m + 1
.

2.2. Àëãîðèòì ïðîãíîçèðîâàíèÿ

В ка÷естве проãнозной ìоäеëи äëя кажäоãо объ-
екта испоëüзуется ìарковская öепü с r состояния-
ìи, т. е. на кажäоì øаãе расс÷итываþтся эëеìенты
ìатриöы перехоäных вероятностей P = || p

ij
||,

j = 1, ..., n; i = 1, ..., r. Разработан спеöиаëüный аë-
ãоритì перес÷ета на кажäоì øаãе соответствуþ-
щих перехоäных вероятностей p

ij
 с испоëüзовани-

еì инфорìаöии о зна÷ениях расстояний äо öент-

ров кëассов и усëовий норìировки p
ij
 = 1 äëя

всех j = 1, ..., n.

Аëãоритì работает сëеäуþщиì образоì. Пустü
посëе первоãо øаãа, äëя то÷ек x

j
(t

1
) поäс÷итаны

расстояния äо этаëонов  = R(x
j
(t

1
), a

i
(t

1
)),

i = 1, ..., r, j = 1, ..., n. Тоãäа эëеìенты ìатриöы пе-

рехоäных вероятностей  = p
ji
(t

1
) расс÷итываþт-

ся сëеäуþщиì образоì:

 = / , (4)

ãäе  =  — норìируþщий ìножи-

теëü.

На s-ì øаãе эëеìенты ìатриöы перехоäных ве-
роятностей (4) ìоäифиöируþтся с поìощüþ сëе-

äуþщей проöеäуры. Ввеäеì обозна÷ения ∆  =

=  – , ∆  = . Есëи j-я то÷ка

совпаäает с этаëоноì i
0
-ãо кëасса (x

j
(t
s
) = (t

s
)),

т. е.  = 0, то

 = 

Друãиìи сëоваìи, есëи то÷ка совпаäает с эта-
ëоноì некотороãо кëасса, то вероятностü äëя этой
то÷ки остается в этоì кëассе равна 1, а вероят-
ностü перехоäа в äруãой кëасс равна 0.

Дëя сëу÷ая, коãäа  ≠ 0, все перехоäные ве-

роятности ìоäифиöируþтся по сëеäуþщей схеìе:

 = γ  +  –

– sign(∆ ) ∆ , (5)

ãäе, как обы÷но, sign(z) =  а γ — нор-

ìируþщий ìножитеëü, опреäеëяеìый усëовиеì

норìировки перехоäных вероятностей  = 1:

γ = .

Ввеäение в форìуëу (5) веëи÷ины sign(∆ )

вызвано необхоäиìостüþ ìоäификаöии разëи÷-
ныìи способаìи перехоäных вероятностей äëя сëу-
÷аев увеëи÷ения и уìенüøения расстояния от то÷ки
x
j
(t
s
) äо этаëонов кëассов a

i
(t
s
) на s-ì øаãе. А иìен-

но, в сëу÷ае уìенüøения веëи÷ины  по отно-

øениþ к  (т. е. ∆  < 0), соответствуþщая

перехоäная вероятностü изìеняется путеì ее уве-

ëи÷ения на некоторуþ äоëþ от (1 – ); а в сëу-

÷ае увеëи÷ения веëи÷ины  по отноøениþ к

 (т. е. ∆  > 0), соответствуþщая перехоä-

ная вероятностü изìеняþтся путеì ее уìенüøения

на некоторуþ äоëþ от . Это необхоäиìо äëя

выпоëнения усëовий норìировки äëя перехоäных

вероятностей 0 <  < 1, i = 1, .., r.

Построенная с поìощüþ описанноãо аëãоритìа
ìатриöа перехоäных вероятностей P испоëüзует-
ся äëя проãнозирования принаäëежности объекта
к тоìу иëи иноìу кëассу. На практике обы÷но
приìеняется не ранäоìизированная, а байесовс-

i 1=

r

∑

Rji
1( )

pji
1( )

pji
1( ) αj

1( )
Rji

1( )

αj
1( )

Rji
1( )

i 1=

r

∏

1

Rji
1( )

---------- Rji
1( )

i 1=

r

∏
l 1=

r

∑

---------------------------------------

Rji
s( )

Rji
s 1–( )

Rji
s( )

R
ˆ
ji

s( ) Rji
s 1–( )

Rji
s( )–

Rji
s 1–( )

Rji
s( )+

-------------------------------

ai
0

Rji
0

s( )

pji
s( ) 1 есëи i, i0,=

0 i, 1 ... r, ,= i i0.≠,



Rji
0

s( )

pji
s( )

pji
s 1–( )


 1 sign ∆Rji

s( )( )+

2
--------------------------------------

pji
s 1–( )

Rji
s( )


 R

ˆ
ji

s( )

1 есëи z 0,≥,

1– есëи z 0,<,



i 1=

r

∑ pji
s( )

1

1 1 sign ∆Rji
s( )( )+( )/2 pji

s 1–( )
sign ∆Rji

s( )( )–( )∆Rˆ ji
s( )

+
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Rji
s( )

Rji
s( )

Rji
s 1–( )

Rji
s( )

pji
s 1–( )

Rji
s( )

Rji
s 1–( )

Rji
s( )

pji
s 1–( )

pji
s( )



ÑÈÑÒÅÌÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ È ÎÁÐÀÁÎÒÊÀ ÄÀÍÍÛÕ

83ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 4 • 2008

кая схеìа, коãäа объект относится к тоìу кëассу i
0
,

äëя котороãо  = p
ji
. В сëу÷ае равенства

перехоäных вероятностей p
ji
 äëя проãнозируеìоãо

объекта äëя äвух иëи нескоëüких кëассов, он от-
носится к кëассу с наиìенüøиì ноìероì.

2.3. Ìîäèôèêàöèè

Разработана ìоäификаöия проöеäуры проãно-
зирования, коãäа кëассификаöия объектов заäает-
ся заранее (наприìер, экспертныì путеì) и в пос-
ëеäуþщеì остается неизìенной.

Разработан также вариант аëãоритìа «с паìя-
тüþ», коãäа испоëüзуþтся äанные тоëüко об s
проøëых состояниях ìножества объектов (s — ãëу-
бина паìяти аëãоритìа).

Оказаëосü, ÷то äëя некоторых приëожений
(с äостато÷но высокиì уровнеì поìех при изìе-
рении параìетров) существенно боëее эффектив-
ныìи оказываþтся аëãоритìы разìытой кëасси-
фикаöии, в тоì ÷исëе с фоновыì кëассоì [1].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Разработанная ìетоäика приìеняëасü äëя ана-
ëиза и соверøенствования проöеäур принятия
реøений äëя нескоëüких боëüøих систеì управ-
ëения, в основноì реãионаëüноãо уровня, в тоì
÷исëе — реãионаëüная систеìа управëения зäраво-
охранениеì, пассажирскиìи автоперевозкаìи,
систеìа анаëиза, управëения и проãнозирования
соöиаëüно-эконоìи÷ескоãо развития субъектов

РФ и äр. Во всех приëожениях, а также при ìа-
øинноì ìоäеëировании быëа поäтвержäена высо-
кая эффективностü разработанноãо коìпëекса аë-
ãоритìов структурно-кëассификаöионноãо анаëи-
за и проãнозирования.
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