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Метоä ìоìентов — весüìа ìощный и эффек-
тивный инструìент иссëеäования и реøения заäа÷
оптиìаëüноãо управëения систеìаìи с сосреäото-
÷енныìи иëи распреäеëенныìи параìетраìи [1, 2].
В настоящей работе этот ìетоä приìеняется äëя
реøения и иссëеäования заäа÷и оптиìаëüноãо уп-
равëения äинаìи÷ескиìи систеìаìи, описывае-
ìыìи с поìощüþ ëинейных обыкновенных äиф-
ференöиаëüных уравнений äробноãо поряäка. Рас-
сìотрение провоäится äëя äвух простых систеì —
оäино÷ноãо и äвойноãо интеãраторов äробноãо по-
ряäка.

Заäа÷и управëения систеìаìи, описываеìыìи
äифференöиаëüныìи уравненияìи äробноãо по-
ряäка, поëу÷иëи развитие ëиøü в посëеäние ãоäы
[3—7]. При постановке и реøении заäа÷и опти-
ìаëüноãо управëения äинаìи÷еской систеìой
äробноãо поряäка в опубëикованных на сеãоäня
работах приìеняþтся вариаöионные ìетоäы, не

позвоëяþщие, в отëи÷ие от ìетоäа ìоìентов, яв-
ныì образоì у÷итыватü оãрани÷ения на норìу
управëения и работатü с разрывныìи управëени-
яìи. Приìенение же ìетоäа ìоìентов äëя иссëе-
äования заäа÷и оптиìаëüноãо управëения äина-
ìи÷еской систеìой äробноãо поряäка ранее не
рассìатриваëосü. Отìетиì также, ÷то принöип
ìаксиìуìа, анаëоãи÷ный принöипу ìаксиìуìа
Л.С. Понтряãина äëя систеì öеëоãо поряäка, äëя
систеì äробноãо поряäка на сеãоäня не äоказан.

В настоящей работе äробная произвоäная в оп-
реäеëяþщих уравнениях пониìается в сìысëе Ка-
путо [8, 9]. Дëя оäино÷ноãо интеãратора äробноãо
поряäка реøение заäа÷и оптиìаëüноãо управëе-
ния поëу÷ено в явноì виäе. Дëя äвойноãо интеã-
ратора äробноãо поряäка вывеäено базовое урав-
нение, позвоëяþщее поëу÷атü реøение заäа÷и äëя
заäанных зна÷ений показатеëей äифференöиро-
вания, правой ãраниöы вреìенноãо интерваëа, на
котороì рассìатривается заäа÷а, и на÷аëüных и
коне÷ных усëовий.

Дана постановка заäа÷и оптиìаëüноãо управëения äëя äвух äинаìи÷еских систеì äроб-
ноãо поряäка: оäино÷ноãо и äвойноãо интеãраторов. Заäа÷а свеäена к пробëеìе ìоìен-
тов. Вывеäены основные уравнения и форìуëы, позвоëяþщие поëу÷атü реøение заäа÷и.
Иссëеäованы зависиìости норìы управëения и ìиниìаëüноãо вреìени перехоäа в ко-
не÷ное состояние от показатеëей äифференöирования. Провеäен сравнитеëüный анаëиз
резуëüтатов äëя иссëеäуеìых систеì.

Ключевые слова: оптиìаëüное управëение, пробëеìа ìоìентов, интеãратор, äробная произвоäная
Капуто.
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1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Пустü функöии q(t) и u(t), опреäеëены на от-
резке [0, T ], T > 0. Пустü функöия u(t), называе-
ìая в äаëüнейøеì управëениеì, принаäëежат про-
странству M[0, T ] изìериìых и по÷ти всþäу оãра-
ни÷енных на отрезке [0, T ] функöий с норìой

||u(t)|| = |u(t)|.

Зäесü поä обозна÷ениеì vrai max поäразуìева-
ется существенный ìаксиìуì функöии u(t) как
нижняя ãранü ìножества ÷исеë, таких, ÷то ìно-
жество зна÷ений арãуìента t ∈ [0, T ], äëя которых
зна÷ение функöии u(t) превыøает упоìянутые
÷исëа, иìеет ìеру нуëü [1]. Функöиþ q(t), опреäе-
ëяþщуþ состояние äинаìи÷еской систеìы в ìо-
ìент вреìени t ∈ [0, T ], буäеì с÷итатü обëаäаþщей
всеìи необхоäиìыìи свойстваìи äëя существова-
ния реøений рассìатриваеìых äаëее уравнений, в
÷астности, äифференöируеìой хотя бы оäин раз.

Дробнуþ произвоäнуþ произвоëüноãо неöеëо-
ãо поряäка α ∈ (0, 1) от функöии q(t) буäеì пони-
ìатü как ëевостороннþþ äробнуþ произвоäнуþ
Капуто [8, 9]:

q(t) = .

Оäино÷ныì интеãратороì äробноãо поряäка
(иëи просто äробныì интеãратороì) буäеì назы-
ватü äинаìи÷ескуþ систеìу, повеäение которой
описывается сëеäуþщиì äифференöиаëüныì урав-
нениеì äробноãо поряäка:

q(t) = u(t), (1)

ãäе  — оператор äробноãо äифференöирования

поряäка α ∈ (0, 1). На÷аëüное и коне÷ное усëовия
äëя систеìы (1) заäаäиì в виäе:

q(0) = q
0
, (2)

q(T ) = b
T
. (3)

Двойныì интеãратороì äробноãо поряäка (иëи
äвойныì äробныì интеãратороì) буäеì называтü
äинаìи÷ескуþ систеìу из äвух связанных äроб-
ных интеãраторов, повеäение которой описывает-
ся сëеäуþщей систеìой äифференöиаëüных урав-
нений äробноãо поряäка:

q
1
(t) = q

2
(t), (4а)

q
2
(t) = u(t). (4б)

Дëя äанной систеìы заäаäиì на÷аëüные усëо-
вия в виäе

q
1
(0) = ,  q

2
(0) = (5)

и коне÷ные усëовия в виäе

q
1
(T ) = ,  q

2
(T ) = . (6)

Заìетиì, ÷то при α = 1 в уравнении (1) и при
α = β = 1 в уравнениях (4а, б) äанные уравнения
перехоäят в уравнения äëя оäино÷ноãо и äвойно-
ãо интеãраторов первоãо поряäка, поäробно изу-
÷енные в работе [1]. Отìетиì также физи÷еский
сìысë уравнений äробноãо поряäка: оäна из попу-
ëярных интерпретаöий таких уравнений закëþ÷а-
ется в тоì, ÷то неöеëый поряäок äифференöиро-
вания привоäит к появëениþ эффективной äисси-
паöии. Наприìер, систеìа (4а, б) при α = β = 1
описывает äвижение теëа в соответствии со вто-
рыì законоì Нüþтона в среäе без äиссипаöии, а
в сëу÷ае äробных показатеëей эта систеìа уже
описывает äвижение с у÷етоì потерü, наприìер,
в вязкой среäе [9].

В äаëüнейøеì буäеì сëеäоватü терìиноëоãии
работы [1]. Поставиì сëеäуþщуþ заäа÷у опти-
ìаëüноãо управëения. Найти управëение u(t),
t ∈ [0, T ], такое, ÷тобы систеìа (1) иëи (4а, б) пе-
реøëа из заäанноãо на÷аëüноãо состояния q(0) иëи
(q

1
(0), q

2
(0)) в заäанное коне÷ное состояние q(T )

иëи (q
1
(T ), q

2
(T )).

При этоì рассìатриваþтся äве разновиäности
äанной заäа÷и с разныìи äопоëнитеëüныìи тре-
бованияìи:

� ÷тобы норìа управëения ||u || в пространстве
М[0, T ] äостиãëа ìиниìаëüноãо зна÷ения, коã-
äа зна÷ение Т заäано (заäа÷а А);

� ÷тобы вреìя управëения Т быëо ìиниìаëüныì
при усëовии ||u || m l, l > 0, l заäано (заäа÷а Б).

2. ÏÐÈÂÅÄÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
Ê ÏÐÎÁËÅÌÅ ÌÎÌÅÍÒÎÂ

Рассìотриì вна÷аëе оäино÷ный интеãратор
äробноãо поряäка. Известно, ÷то обратной опера-
öией к äробноìу äифференöированиþ Капуто
явëяется äробное интеãрирование Риìана—Лиу-
виëëя [8, с. 265]. Сëеäоватеëüно, реøение уравне-
ния (1) ìожно поëу÷итü, вы÷исëив интеãраë Ри-
ìана—Лиувиëëя поряäка α от обеих ÷астей урав-
нения [8—10]. С у÷етоì на÷аëüноãо усëовия (2)

q(t) = q
0
 + . (7)

vrai max
t 0 T,[ ]∈

D
α

0 t
1

Γ 1 α–( )
---------------------

0

t

∫
dq ξ( )
dξ

--------------

dξ

t ξ–( )α
------------------

D
α

0 t

D
α

0 t

D
α

0 t

D
β

0 t

q1
0

q2
0

b1
T

b2
T

1
Γ α( )
------------

0

t

∫
u τ( )dτ

t τ–( )1 α–
------------------------
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Записав форìуëу (7) äëя коне÷ноãо состояния и
воспоëüзовавøисü коне÷ныì усëовиеì (3), поëу-
÷иì кëасси÷ескуþ оäноìернуþ l-пробëеìу ìоìен-
тов [1]:

(τ)u(τ)dτ = a(T ), (8)

ãäе

(τ) = , (9)

a(T ) = b
T
 – q

0
. (10)

Отìетиì, ÷то форìуëа (10) совпаäает с анаëо-
ãи÷ной форìуëой äëя ìоìента в заäа÷е äëя интеã-
ратора первоãо поряäка [1].

В сëу÷ае äвойноãо интеãратора äробноãо поряä-
ка, как и в сëу÷ае оäино÷ноãо, ìожно поëу÷итü яв-
ное реøение уравнений (4а, б) [8—10] (сì. Приëо-
жение 1). У÷тя на÷аëüные усëовия (5) и записав
поëу÷енное реøение äëя коне÷ноãо состояния (6),
поëу÷иì кëасси÷ескуþ äвуìернуþ l-пробëеìу ìо-
ìентов [1]:

(τ)u(τ)dτ = a
2
(T ), (11а)

(τ)u(τ)dτ = a
1
(T ), (11б)

ãäе

(τ) = , (12а)

(τ) = , (12б)

a
2
(T ) =  – , (13а)

a
1
(T ) =  –  – . (13б)

Форìуëа (13а), как и форìуëа (10), поëностüþ
анаëоãи÷на форìуëе äëя соответствуþщеãо ìо-
ìента в заäа÷е о äвойноì интеãраторе первоãо по-
ряäка [1]. Заìетиì также, ÷то и äëя пробëеìы (8),
и äëя пробëеìы (11а, б) выпоëнены усëовия раз-
реøиìости пробëеìы ìоìентов в пространстве
M[0, T ] [1, 2].

3. ÐÅØÅÍÈÅ ÏÎËÓ×ÅÍÍÎÉ ÏÐÎÁËÅÌÛ ÌÎÌÅÍÒÎÂ

Как известно [1], l-пробëеìа ìоìентов виäа

g
i
(τ)u(τ)dτ = a

i
(T ), i = , u(t) ∈ M[0, T ] (14)

своäится к реøениþ сëеäуþщей заäа÷и: найти

 = (15)

при усëовии

a
i
(T )ξ

i
 = 1. (16)

При этоì ìиниìаëüная норìа управëения ||u || = λ
n
.

Реøение заäа÷и А äается в виäе [1]:

u(t) = λ
n
sign ,  t ∈ [0, T ]. (17)

Реøениеì заäа÷и Б явëяþтся [1] ìиниìаëüное
вреìя перехоäа в коне÷ное состояние T * и управ-
ëение

u(t) = l sign ,  t ∈ [0, T *], (18)

ãäе веëи÷ины  нахоäятся из реøения заäа÷и

(15), (16) при T = T *. Зна÷ение T * нахоäится как
наиìенüøее äействитеëüное неотриöатеëüное ÷ис-
ëо, уäовëетворяþщее при заäанноì ÷исëе l > 0
уравнениþ

λ
n
(T *) = l. (19)

В сëу÷ае оäино÷ноãо интеãратора иìееì в фор-

ìуëе (14) n = 1 и g
1
(τ) = (τ). Посëе необхоäиìых

выкëаäок при реøении заäа÷и (15), (16) с у÷етоì
явных выражений (9) и (10) ìожно найти веëи÷и-

ны  и λ
1
 и, поäставив их в форìуëу (17), пока-

затü, ÷то реøениеì заäа÷и А буäет функöия

u(t) = (b
T
 – q

0
). (20)

Реøение заäа÷и Б, поëу÷енное на основании
форìуë (18) и (19), äëя оäино÷ноãо интеãратора
äробноãо поряäка запиøется как

T * = (Γ(α + 1)|b
T
 – q

0
|/l )1/α, (21)

u(t) = l sign(b
T
 – q

0
),  t ∈ [0, T *]. (22)

0

T

∫ GT
α

GT
α 1

Γ α( )
------------

1

T τ–( )1 α–
--------------------------

0

T

∫ G2
β

0

T

∫ G1
α β+

G2
β 1

Γ β( )
------------

1

T τ–( )1 β–
--------------------------

G1
α β+ 1

Γ α β+( )
----------------------

1

T τ–( )1 α– β–
---------------------------------

b2
T

q2
0

b1
T

q1
0 q2

0
T

α

Γ α 1+( )
----------------------

0

T

∫ 1 n,

min
ξ
1

... ξ
n

, ,
ξigi t( )

i 1=

n

∑ td

0

T

∫⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1

λn

-----

i 1=

n

∑

ξi
* gi t( )

i 1=

n

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

ξi
* gi t( )

i 1=

n

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

ξi
*

GT
α

ξ1
*

Γ α 1+( )

T
α

----------------------
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В сëу÷ае äвойноãо интеãратора в форìуëе (14)

иìееì n = 2, g
1
(τ) = (τ), g

2
(τ) = (τ). Выра-

зив ξ
1
 ÷ерез ξ

2
 из форìуëы (16) и поäставив их в

форìуëу (15), а также испоëüзуя форìуëы (12а, б),
ìожно записатü выражение, стоящее поä ìоäуëеì
в форìуëе (15), в виäе:

f(t, ξ
2
) =  +

+ ξ
2
. (23)

Зäесü возìожны äва сëу÷ая: функöия (23) ìе-
няет иëи не ìеняет знак на отрезке [0, T ]. В пер-
воì сëу÷ае нужно найти то÷ку пересе÷ения ее ãра-
фика с осüþ вреìени и у÷естü изìенение знака в
этой то÷ке при взятии интеãраëа в форìуëе (15).
То÷ка пересе÷ения опреäеëяется форìуëой:

t' = T – . (24)

Можно показатü (сì. Приëожение 2), ÷то заäа-
÷а (15), (16) своäится к поиску ìиниìуìа по ξ

2

функöии

F(ξ
2
) =  Ѕ

Ѕ  +

+  – ξ
2
. (25)

Миниìуì в äанноì сëу÷ае ìожет бытü найäен
из реøения уравнения

F'(ξ
2
) = 0, (26)

äопускаþщеãо, вообще ãоворя, нееäинственное
реøение. Поиск ìиниìаëüноãо зна÷ения в äанноì
сëу÷ае буäет зависетü от конкретных зна÷ений по-
казатеëей äифференöирования α и β, опреäеëяþ-
щих степенü резуëüтируþщеãо уравнения. Най-

äенное такиì образоì ìиниìаëüное зна÷ение  в

соответствии с форìуëой (17) опреäеëит реøение
заäа÷и А. При реøении заäа÷и Б найäенное из
форìуëы (15) зна÷ение λ

2
 необхоäиìо поäставитü

в уравнение (19), реøение котороãо äаст веëи÷ину
T *, а соответствуþщее управëение опреäеëится по
форìуëе (18).

Есëи функöия (23) не ìеняет знака на отрезке
[0, T ], то выкëаäки существенно упрощаþтся, и
реøения заäа÷ А и Б ìоãут бытü поëу÷ены явно.

Реøение заäа÷и А в соответствии с форìуëой (17)
опреäеëяется выражениеì

u(t) = .

Реøение заäа÷и Б, в своþ о÷ереäü, исхоäя из
форìуë (18) и (19), äается сëеäуþщиìи выраже-
нияìи:

T * = (|a
1
(T )|Γ(α + β + 1)/l)1/(α + β),

u(t) = l sign[a
1
(T *)],  t ∈ [0, T *].

4. ÀÍÀËÈÇ ÏÎËÓ×ÅÍÍÛÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Проäеìонстрируеì, ÷то во всех сëу÷аях поëу-
÷енные форìуëы äëя реøений заäа÷ А и Б пере-
хоäят в их анаëоãи, поëу÷енные äëя оäино÷ноãо и
äвойноãо интеãратора первоãо поряäка, есëи поëо-
житü соответствуþщие показатеëи äифференöи-
рования равныìи 1. Действитеëüно, как известно
[1], реøение заäа÷и А äëя оäино÷ноãо интеãратора
первоãо поряäка äается форìуëой

u
1(t) = (b – q

0
)/T, (27)

а реøение заäа÷и Б — форìуëаìи

 = |b
T
 – q

0
|/l, (28)

u
1(t) = l sign(b

T
 – q

0
),  t ∈ [0, ]. (29)

Сравнение форìуë (20) и (27), (21) и (28), (22)
и (29) показывает, ÷то при α = 1 они иäенти÷ны.
Интересно отìетитü, ÷то форìуëы (22) и (29) оäи-
наковы по форìе и отëи÷аþтся ëиøü обëастüþ оп-
реäеëения; т. е. äëя оäино÷ноãо äробноãо интеãра-
тора зависиìостü от поряäка äифференöирования
явно не присутствует в форìуëе äëя оптиìаëüноãо
по быстроäействиþ управëения.

Дëя äвойноãо интеãратора первоãо поряäка при
произвоëüных на÷аëüных и коне÷ных усëовиях ре-
øение заäа÷ А и Б привоäит к кваäратноìу урав-
нениþ относитеëüно ξ

2
 [1], в которое перехоäит

уравнение (26) при α = β = 1.
Реøение заäа÷и А äëя äвойноãо интеãратора

первоãо поряäка при  =  = 0 äается форìу-

ëой [1]:

u
2(t) = sign . (30)

Дëя äробноãо äвойноãо интеãратора реøение

заäа÷и А при  =  = 0, как ìожно показатü на

G1
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β
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основе реøения уравнения (26), записывается в
виäе:

u(t) = –γ sign ,

t ∈ [0, T ], (31)

ãäе γ = 2α/βΓ(α + β + 1)/(2α/β – 1). Виäно, ÷то при
α = β = 1 форìуëа (31) своäится к форìуëе (30).

При рассìотрении заäа÷и Б äопоëнитеëüно

преäпоëожиì  > 0,  = 0 äëя упрощения явных

форìуë. Дëя äвойноãо интеãратора первоãо поряä-
ка реøение заäа÷и Б äается форìуëаìи:

 = 2 , (32)

u
2(t) = l sign ,  t ∈ [0, ]. (33)

Анаëоãи÷ные форìуëы äëя äвойноãо äробноãо
интеãратора иìеþт виä

T * = , (34)

u(t) = l sign ,

t ∈ [0, T *]. (35)

В сëу÷ае заäа÷и Б также несëожно убеäитüся,
÷то при α = β = 1 форìуëа (34) перехоäит в фор-
ìуëу (32), а форìуëа (35) привоäится к форìуëе
(33). Также заìетиì, ÷то в общеì сëу÷ае заäа÷и А
и Б ìоãут не иìетü реøений: усëовие λ

2
 > 0 ìожет

не выпоëнятüся и соответствуþщее уравнение äëя
T * (сëеäуþщее из уравнения (19)) ìожет не иìетü
äействитеëüноãо неотриöатеëüноãо корня.

Такиì образоì, все поëу÷енные äëя оäино÷но-
ãо и äвойноãо äробных интеãраторов форìуëы пе-
рехоäят в свои «öеëо÷исëенные» анаëоãи при за-
äании показатеëей äифференöирования, равныìи
еäиниöе.

Заìетиì также, ÷то систеìа уравнений (4а, б)
при β → 0 своäится к оäноìу уравнениþ (1). Мож-
но показатü, ÷то в этоì сëу÷ае иìеет ìесто и пе-
рехоä форìуë, поëу÷енных äëя äвух связанных ин-
теãраторов, в форìуëы, поëу÷енные äëя оäноãо
интеãратора. Действитеëüно, выпоëнив преäеëü-
ный перехоä при β → 0 в форìуëе (31), ìожно убе-
äитüся, ÷то она своäится к форìуëе (20). Анаëо-
ãи÷но, форìуëы (34) и (35) в преäеëе при β → 0
своäятся к форìуëаì (21) и (22) соответственно.

5. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÑ×ÅÒÎÂ

Рассìотриì заäа÷у перевоäа систеìы в нуëевое
коне÷ное состояние. Основное вниìание уäеëиì
зависиìости базовых веëи÷ин от поряäка äиффе-
ренöирования. Дëя äвойноãо äробноãо интеãрато-
ра рассìотриì сëу÷аи разëи÷ных на÷аëüных усëо-
вий. Рас÷еты и визуаëизаöия резуëüтатов осущест-
вëяëисü среäстваìи пакета MatLab 7.9.

Зависиìостü норìы управëения в заäа÷е А äëя
оäино÷ноãо äробноãо интеãратора (сì. форìуëу (20))
от поряäка äифференöирования привеäена на
рис. 1 при разëи÷ных зна÷ениях q

0
. Зäесü и äаëее

(есëи не оãоворено иное) правая ãраниöа вреìен-
ноãо интерваëа в заäа÷е А заäается равной T = 100,
а оãрани÷ение на норìу управëения в заäа÷е Б —
в виäе l = 1. Виäно, ÷то привеäенные на рис. 1 за-
висиìости иìеþт ìонотонно-убываþщий харак-
тер, а при фиксированноì α ìиниìаëüная норìа
управëения растет с ростоì q

0
 (и, соответственно,

с ростоì ìоìента a(T )).

На рис. 2 преäставëена зависиìостü норìы уп-
равëения в заäа÷е А, опреäеëяеìой форìуëой (20),
от веëи÷ины T äëя оäино÷ноãо äробноãо интеãра-
тора. Виäно, ÷то ка÷ественно эта зависиìостü со-
ответствует сëу÷аþ интеãратора первоãо поряäка
(эта зависиìостü также привеäена на ãрафике —
кривая äëя α = 1): с ростоì интерваëа набëþäения
норìа управëения уìенüøается. При фиксирован-
ноì T в обëасти T < 1 с ростоì показатеëя äиф-
ференöирования норìа управëения растет. В об-
ëасти зна÷ений T > 1 набëþäается обратная тен-
äенöия.

На рис. 3 преäставëена зависиìостü наиìенü-
øеãо вреìени перехоäа в коне÷ное состояние T *

a1 T( )

T
α β+

---------------

T t–( )α 2
α/β–

T
α–

a1 T( )
-----------------------------------------------⎝ ⎠
⎛ ⎞

q1
0

b1
T

T2
* q1

0
/l

t

q1
0

-----

1

lq1
0

-----------–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

T2
*

γ
q1

0

l
-----⎝ ⎠

⎛ ⎞

1

α β+
-------------

2
α/β–

T *( )
α

T * t–( )
α

–

q1
0

-------------------------------------------------------

Рис. 1. Зависимость нормы управления от порядка дробного диф-
ференцирования для одиночного дробного интегратора (по оси
орäинат — ëоãарифìи÷еская øкаëа)
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от показатеëя äифференöирования при разëи÷ных
зна÷ениях q

0
. Виäно, ÷то при |a(T )| = |b

T
 – q

0
| = 1

зависиìостü иìеет сëабовозрастаþщий характер.
При |b

T
 – q

0
| < 1 возрастаþщий характер зависи-

ìости выражен заìетно сиëüнее, так как в этоì
сëу÷ае, соãëасно форìуëе (21), в форìуëе появëя-

ется степенная функöия |b
T
 – q

0
|1/α. Анаëоãи÷но,

при |b
T
 – q

0
| > 1 в форìуëе (21) степенная функöия

виäа |b
T
 – q

0
|1/α обусëовëивает выраженный быст-

роспаäаþщий характер.

Рассìотриì теперü заäа÷у перевоäа в нуëевое
коне÷ное состояние äëя äвойноãо интеãратора при

 ≠ 0 и  = 0. В этоì сëу÷ае зависиìостü от по-

ряäка äифференöирования присутствует тоëüко в

функöиях (t) и (t), а выражения äëя ìо-

ìентов совпаäаþт со сëу÷аеì äвойноãо интеãрато-
ра öеëоãо поряäка. Реøение уравнения (26) при
этоì сиëüно упрощается и посëеäуþщие вы÷исëе-
ния по форìуëаì (25), (15), (16) и (19) привоäят к
явныì анаëити÷ескиì зависиìостяì. В этоì сëу-
÷ае ìожно поëу÷итü также простуþ явнуþ форìу-
ëу äëя то÷ки изìенения знака функöии (24):

t' = T(1 – 2–1/β). (36)

Анаëиз форìуëы (36) показывает, ÷то поëоже-
ние äанной то÷ки (ìоìента перекëþ÷ения) опре-
äеëяется тоëüко показатеëеì äифференöирования
второãо интеãратора в систеìе (4а, б). При÷еì это
поëожение оказывается ëокаëизованныì на отрез-
ке [T/2, T ], сìещаясü сëева направо при уìенüøе-
нии показатеëя äифференöирования β. При β = 1
иìееì t' = T/2 ∀α ∈ [0, 1], как и äëя сëу÷ая äвой-
ноãо интеãратора первоãо поряäка [1].

На рис. 4 привеäены трехìерные ãрафики за-
висиìости норìы управëения от показатеëей
äифференöирования α и β в сëу÷ае заäа÷и А (фор-

ìуëа (31)) при t = T,  = 1. Виäно, ÷то äанная за-

висиìостü иìеет неìонотонный характер и харак-
теризуется опреäеëенныì äиапазоноì зна÷ений
показатеëей интеãрирования, в котороì норìа уп-
равëения äостиãает ìаксиìаëüноãо зна÷ения. На
рис. 5 привеäены се÷ения трехìерных ãрафиков,
изображенных на рис. 4: зависиìости норìы уп-
равëения от показатеëя äифференöирования α при
разëи÷ных фиксированных зна÷ениях показатеëя
äифференöирования β. Виäно, ÷то при ìаëых по-
казатеëях β äанные зависиìости явëяþтся неìо-
нотонныìи и иìеþт ìаксиìуì в обëасти ìаëых α.
В обëасти β > 0,3 повеäение этих зависиìостей
становится ìонотонныì и, анаëоãи÷но сëу÷аþ
простоãо интеãратора, набëþäается уìенüøение
ìоäуëя управëения при росте показатеëя äиффе-
ренöирования α. Бо ´ëüøиì зна÷енияì показатеëя

Рис. 2. Зависимость нормы управления от правой границы вре-
менного интервала для дробного интегратора при различных зна-
чениях показателя дифференцирования (по оси орäинат — ëо-
ãарифìи÷еская øкаëа)

Рис. 3. Зависимость минимального времени перехода в конечное
состояние от порядка дифференцирования для дробного интег-
ратора (по оси орäинат — ëоãарифìи÷еская øкаëа)

q1
0

q2
0

G1
α β+

G2
β

Рис. 4. Зависимость нормы управления от показателей дифферен-
цирования для двойного дробного интегратора в случае задачи А

q1
0
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äифференöирования β соответствуþт ìенüøие
зна÷ения норìы управëения.

Отìетиì, ÷то зна÷ения ìоäуëя управëения не-
инвариантны относитеëüно перестановки α ↔ β,
т. е. äвойной интеãратор неинвариантен к переста-
новке переìенных q

1
 ↔ q

2
. Это впоëне понятно из

анаëиза форìуëы (31), äаþщей разëи÷ные уравне-
ния äëя поиска экстреìуìа ìоäуëя управëения по
α и β.

Зависиìостü норìы управëения от Т при фик-
сированных показатеëях äифференöирования α и
β анаëоãи÷на зависиìости, привеäенной ранее äëя
простоãо интеãратора (сì. рис. 2) и зäесü не при-
воäится.

На рис. 6 показаны зависиìости ìиниìаëüноãо
вреìени перехоäа в коне÷ное состояние äëя не-
скоëüких зна÷ений показатеëя äифференöирова-

ния β в зависиìости от показатеëя äифференöи-

рования α. Зäесü поëаãаëосü  = 1. Виäно, ÷то

привеäенные зависиìости иìеþт сëабо выражен-
ный ìиниìуì в обëасти ìаëых α. При ìаëых α и
β, как и на рис. 5, зависиìостü иìеет ìаксиìуì.
Кроìе тоãо, в обëасти α < 0,2 при фиксированноì
α ìиниìаëüное вреìя перехоäа T * растет с увеëи-
÷ениеì β, а в обëасти α > 0,2 набëþäается обратная
тенäенöия.

Рассìотриì также заäа÷у о перевоäе в нуëевое
коне÷ное состояние äëя äвойноãо интеãратора при

 = 0 и  ≠ 0. Данный сëу÷ай отëи÷ается от пре-

äыäущеãо, ãëавныì образоì, теì, ÷то в выражении
(13б) äëя ìоìента a

1
(T), сохраняется зависиìостü

от поряäка äифференöирования α. При этоì урав-
нение (26) в сëу÷ае α = β своäится к кваäратноìу
и, сëеäоватеëüно, äает возìожностü нахожäения
явноãо анаëити÷ескоãо реøения заäа÷и оптиìаëü-

ноãо управëения. Найäя веëи÷ину  и поäставив

ее в выражение (25) и уравнение (15), поëу÷иì:

λ
2
 = , (37)

ãäе D(α) = A(α)  +

+ , A(α) = .

Реøениеì заäа÷и А буäет функöия

u(t) =  Ѕ

Ѕ sign ,

t ∈ [0, T ]. (38)

В сëу÷ае заäа÷и Б при заäанноì l > 0 ìини-
ìаëüное вреìя перехоäа в коне÷ное состояние на
основании форìуë (19) и (37) опреäеëяется фор-
ìуëой:

T * = ( /lD(α))1/α. (39)

Соответствуþщее управëение

u(t) = l sign ,

t ∈ [0, T *]. (40)

Рис. 5. Зависимости нормы управления от показателя диффе-
ренцирования a при различных фиксированных значениях пока-
зателя дифференцирования b для двойного дробного интегратора
в случае задачи А

Рис. 6. Зависимость минимального времени перехода в конечное
состояние для двойного дробного интегратора Капуто при раз-
личных значениях показателей дифференцирования (по оси ор-
äинат — ëоãарифìи÷еская øкаëа)
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Характер зависиìостей норìы управëения (38)
в заäа÷е А от поряäка äифференöирования и пра-
вой ãраниöы вреìенноãо интерваëа, а также зави-
сиìости наиìенüøеãо вреìени перехоäа (39) от
поряäка äифференöирования ка÷ественно совпа-
äает с повеäениеì анаëоãи÷ных зависиìостей äëя
оäино÷ноãо интеãратора (сì. рис. 1—3). Это поä-
твержäает и сравнение форìуë (38)—(40) с форìу-
ëаìи (20)—(22) соответственно.

То÷ка пересе÷ения функöии (23) с осüþ абс-
öисс, соãëасно форìуëе (24), опреäеëяется выра-
жениеì:

t' = T . (41)

Чисëенные рас÷еты по форìуëе (41) показыва-
þт, ÷то в äанноì сëу÷ае эта то÷ка нахоäится на ин-
терваëе t' ∈ [0,7T, T ], т. е., по сравнениþ с форìу-
ëой (36), в äанноì сëу÷ае ëевая ãраниöа обëасти
зна÷ений веëи÷ины t' сäвиãается вправо.

Анаëоãи÷ныì образоì анаëити÷еские реøе-

ния ìоãут бытü поëу÷ены äëя сëу÷аев α/β = 2±1 и

α/β = 3±1, привоäящих к уравненияì 3-й и 4-й сте-
пени соответственно.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В настоящей работе заäа÷а оптиìаëüноãо уп-
равëения оäино÷ныì и äвойныì äробныì интеã-
ратороì свеäена к l-пробëеìе ìоìентов. В общеì
виäе поëу÷ены явные анаëити÷еские форìуëы иëи
базовые уравнения, позвоëяþщие нахоäитü опти-
ìаëüное (в сìысëе ìиниìуìа норìы управëения
иëи вреìени перехоäа в коне÷ное состояние) уп-
равëение и ìиниìаëüное вреìя перехоäа в коне÷-
ное состояние при заäанноì оãрани÷ении на нор-
ìу управëения. Показано, ÷то все поëу÷енные
форìуëы перехоäят в свои анаëоãи äëя оäино÷но-
ãо и äвойноãо интеãраторов первоãо поряäка, есëи
поëожитü соответствуþщие показатеëи äифферен-
öирования равныìи еäиниöе. Также показано, ÷то
форìуëы, поëу÷енные äëя äвойноãо äробноãо ин-
теãратора, своäятся к форìуëаì äëя оäино÷ноãо
äробноãо интеãратора при β → 0. Привеäены ре-
зуëüтаты рас÷етов äëя ряäа сëу÷аев, äеìонстриру-
þщие характер зависиìости основных веëи÷ин от
показатеëей äифференöирования и правой ãрани-
öы вреìенно ´ãо отрезка, на котороì рассìатрива-
ется заäа÷а.

Поëу÷енные в äанной работе резуëüтаты ìоãут
найти приìенение в заäа÷ах управëения систеìа-
ìи неöеëоãо поряäка. В отëи÷ие от опубëикован-
ных ранее резуëüтатов, поëу÷енных в раìках вари-
аöионноãо поäхоäа, поëу÷енные резуëüтаты ìоãут

бытü приìениìы при оãрани÷ениях на норìу уп-
равëения и разрывных управëениях. В ка÷естве
конкретных физи÷еских систеì, äëя которых ìо-
жет бытü реаëизовано äанное управëение, ìожно
указатü ìехани÷еские систеìы с вязкиì трениеì и
насëеäственныìи эффектаìи, ìикроструктури-
рованные и пëазìопоäобные (в тоì ÷исëе, эëект-
рохиìи÷еские) среäы разëи÷ной прироäы. Оäна
из интересных аппаратных реаëизаöий поäобных
систеì — суперконäенсатор иëи конäенсатор с
фрактаëüныì характероì структуры эëектроäов.
Бëаãоäаря такой структуре эффективная пëощаäü
и, сëеäоватеëüно, еìкостü суперконäенсатора äо-
стиãает оãроìных зна÷ений. В настоящее вреìя
поäобные устройства пытаþтся испоëüзоватü äëя
созäания бëоков питания äëя разëи÷ных систеì, в
тоì ÷исëе транспортных среäств (эëектроìобиëей
и äр.).

Поëу÷енные резуëüтаты ìоãут также оказатüся
поëезныìи при построении аëãоритìов настройки
контроëëеров неöеëоãо поряäка, приìеняеìых се-
ãоäня, наприìер, äëя управëения систеìаìи эëек-
тропитания и конäиöионирования.

Автор выражает своþ искреннþþ бëаãоäарностü
В.А. Кубыøкину за пëоäотворное обсужäение ìа-
териаëа äанной работы и поëезные советы и заìе-
÷ания. Иäея рассìотрения äинаìи÷еских систеì
äробноãо поряäка с управëениеì и приìенения
äëя их описания ìетоäа ìоìентов быëа преäëоже-
на автору А.Г. Бутковскиì.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1

Взяв интеãраë Риìана—Лиувиëëя соответствуþщеãо
поряäка от правой и ëевой ÷астей уравнений (4а, б), бу-
äеì иìетü:

q
1
(t) – q

1
(0) = q

2
(t),

q
2
(t) – q

2
(0) = u(t).

Дëя поëу÷ения окон÷атеëüноãо явноãо реøения сис-
теìы (4а, б) выразиì q

2
(t) из второãо равенства и поä-

ставиì это выражение в первое из поëу÷енных равенств.
Даëее воспоëüзуеìся поëуãрупповыì свойствоì интеã-
раëа Риìана—Лиувиëëя:

( u(t)) = u(t).

В итоãе, с у÷етоì на÷аëüных усëовий (5), поëу÷иì:

q
1
(t) =  + ,

q
2
(t) =  + .
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 2

Вы÷исëиì интеãраë, вхоäящий в форìуëу (15) äëя
äвойноãо интеãратора в сëу÷ае, коãäа поäынтеãраëüная
функöия f(t, ξ

2
) ìеняет знак на отрезке интеãрирования.

Выражение (23) äëя поäынтеãраëüной функöии с у÷етоì
форìуëы (24) ìожно записатü в виäе:

f(t, ξ
2
) = [(T – t)–α – (T – t' )–α]ξ

2
.

Отсþäа виäно, ÷то при ξ
2
 > 0: f(t, ξ

2
) > 0 при t > t' и

f(t, ξ
2
) < 0 при t < t'. Тоãäа

|ξ
1

(t) + ξ
2

(t)|dt =

= – f(t, ξ
2
)dt + f(t, ξ

2
)dt =

=  +

+ ξ
2
.

В сëу÷ае ξ
2
 < 0 анаëоãи÷ное вы÷исëение äает тот же

коне÷ный резуëüтат. Поäставив сþäа выражение äëя t'
из форìуëы (24), поëу÷иì форìуëу (25). Заäа÷а (15) све-
äется к сëеäуþщеìу виäу:

 = F(ξ
2
) = ,

ãäе F(ξ
2
) опреäеëяется форìуëой (25).
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