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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

При ìатеìати÷ескоì ìоäеëировании сна÷аëа
строится ìоäеëü рассìатриваеìой систеìы на
языке ìатеìатики, а затеì аëãоритì и проãраììа,
реаëизуþщие ее. Поëу÷енные резуëüтаты анаëизи-
руþтся и интерпретируþтся в раìках как ìатеìа-
ти÷еской ìоäеëи, так и исхоäной систеìы. Траäи-
öионно поä ìатеìати÷еской ìоäеëüþ пониìается
÷исëенная ìоäеëü (äифференöиаëüное уравнение
иëи äифференöиаëüно-разностный поëуäискрет-
ный проöесс). Есëи уäается, то систеìа обраба-
тывается то÷ныìи ìетоäаìи (наприìер, ìетоäаìи
ка÷ественной теории äифференöиаëüных уравне-
ний). Но ÷аще всеãо аëãоритìи÷еская ìоäеëü яв-
ëяется прибëижениеì к ìатеìати÷еской (äискре-
тизаöия непрерывной систеìы), а проãраììа —
прибëижениеì к аëãоритìу. В итоãе ÷исëенные
резуëüтаты требуþт серüезной нефорìаëüной об-
работки, ÷тобы поëу÷итü соäержатеëüно требуе-
ìые ка÷ественные вывоäы о повеäении систеìы.

Даëüнейøее развитие среäств ìоäеëирования
путеì ãрубой сиëы (увеëи÷ения коëи÷ества и быс-
троäействия проöессоров и паìяти), который быë
ìаãистраëüныì направëениеì в посëеäние 40 ëет,
поäоøëо к треì барüераì. Мощностü коìпüþте-
ров объективно оãрани÷ивается скоростüþ света и
тепëовыäеëениеì, сëожностü проãраìì — преäе-
ëоì Чейтина. Пока ÷то не виäно никаких среäств
попытатüся обойти преäеë, который ставит ско-
ростü света. А вот äва äруãих преäеëа ìожно по-
пытатüся преоäоëетü. Но ÷тобы это сäеëатü, наäо
сна÷аëа разобратüся в их прироäе.

Аëãебраи÷еский поäхоä направëен на преоäо-
ëение äвух барüеров: тепëовоãо и сëожностноãо.
Но развитие в äанноì направëении потребоваëо,
прежäе всеãо, пересìотра фунäаìентаëüных кон-
öепöий аëãебраи÷еской теории ìоäеëирования.

Аëãебры проãраììных систеì на÷аëи разви-
ватüся с 1960-х ãã.: Гëуøков [1], äаëüнейøее раз-
витие этоãо поäхоäа сì. в работах [2, 3]; Маурер
[4], äаëее в работах [5, 6]; аëãебры функöионаëü-
ных проãраìì — прекрасное и поëное изëожение
важнейøих резуëüтатов äано в работе [7]. Все эти
поäхоäы носят на себе пе÷атü оäноãо и тоãо же
«первороäноãо ãреха»: в аëãебры в тоì иëи иноì
виäе непосреäственно закëаäываþтся операторы
языков проãраììирования. Теì саìыì вìесто то-
ãо, ÷тобы на базе теории выäатü рекоìенäаöии äëя
практики, ìожет бытü, в новоì и неожиäанноì
направëении, ставится заäа÷а изу÷ения существу-
þщей практики.

В настоящей работе наìе÷ается направëение,
ортоãонаëüное траäиöионноìу: аëãебраи÷еские ìо-
äеëи на базе теории аëãебраи÷еских систеì [8], и
уже затеì интерпретаöия резуëüтатов в раìках
проãраììных конструкöий. Заоäно рассìатрива-
þтся взаиìосвязи этоãо поäхоäа с ка÷ественной
теорией систеì и возìожности, которые открыва-
þтся äëя преоäоëения второãо и третüеãо преäеëов.

1. ÒÅÏËÎ È ÝÍÅÐÃÈß: ÏÐÅÄÅË ËÀÍÄÀÓÝÐÀ

Тепëовой преäеë связан с фунäаìентаëüныì
терìоäинаìи÷ескоì резуëüтатоì фон Нейìана и
Ланäауэра. В соответствии с принöипоì Ланäау-

Рассìотрены аëãебраи÷еские структуры, порожäаеìые проãраììаìи ìоäеëирования.

Наìе÷ены их связи с ÷исëенныì ìоäеëированиеì, инфорìатикой, суперкоìпüþтераìи,

ка÷ественной теорией систеì. Сфорìуëированы заäа÷и äаëüнейøих иссëеäований.
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эра ìиниìаëüное выäеëение тепëа на выработку
оäноãо бита инфорìаöии

E
diss

 = k
B
T ln2, Дж, (1)

ãäе k
B
 — постоянная Боëüöìана, T — абсоëþтная

теìпература в кеëüвинах [9, 10].
Доказатеëüство принöипа Ланäауэра не зависит

от физи÷еской структуры вы÷исëитеëя. Также не
вëияþт на общуþ потерþ энерãии от нереверсив-
ности и сверхнизкие теìпературы: зна÷ение пре-
äеëа Ланäауэра (1) форìаëüно снижается, но на
охëажäение требуется тот же поряäок энерãии [11].
Эта форìуëа показывает преäеë произвоäитеëü-
ности траäиöионных проöессоров, т. е. фунäа-
ìентаëüный преäеë произвоäитеëüности иäеаëü-

ноãо кëасси÷ескоãо вы÷исëитеëя — 2,5Ѕ1026 опе-
раöий/с [12, 13]. А вы÷исëитеëя, испоëüзуþщеãо
операöии с пëаваþщей то÷кой (принöипиаëüно

нето÷ные) — 1022 операöий/с (таì же).
Соображения наäежности вы÷исëений ука-

зываþт на еще боëее низкие верхние ãраниöы
[12, 14—16]. Разбереì это поäробнее. Вероятностü

оøибки при ìощности сиãнаëа E
sig

 равна .

Дëя сëу÷ая эëектри÷ескоãо сиãнаëа E
sig

 = CV
2/2,

ãäе C — еìкостü эëеìента, V — разностü напряже-
ний при перекëþ÷ении. Дëя наäежности нужно
E
diss

 = 100k
B
T. Этот преäеë уже äостиãнут.

Ситуаöиþ иëëþстрирует äиаãраììа (сì. рису-
нок), ëþбезно преäоставëенная Л.К. Эйсыìонтоì.

Верхняя кривая на рисунке — рост ÷исëа про-
öессоров, вторая сверху — тактовая ÷астота, МГö,
третüя — выäеëяеìое тепëо, Дж, нижняя — про-
извоäитеëüностü оäноãо проöессора, операöий/с.
Виäно, ÷то рост иäет ëиøü бëаãоäаря ãрубой сиëе
и техноëоãи÷ескиì ухищренияì, позвоëяþщиì
разìещатü боëüøе проöессоров на оãрани÷енноì
объеìе и отвоäитü ãенерируеìое иìи тепëо.

В работе Ланäауэра [10] показан и теорети÷ес-
кий ìетоä обхоäа терìоäинаìи÷ескоãо барüера:
вы÷исëения äоëжны бытü обратиìыìи, тоãäа зна-
÷итеëüная ÷астü выäеëенноãо тепëа поãëощается
на ìесте. Беннет [17] показаë, ÷то ëþбая ìаøина
Тüþринãа ìожет бытü сìоäеëирована обратиìой
ìаøиной Тüþринãа, и отìетиë еще оäно важное
свойство вы÷исëений, которые ìоãут преоäоëе-
ватü преäеë Ланäауэра: обратиìы äоëжны бытü не
тоëüко äействия, но и проãраììа.

Чтобы пояснитü, ÷то такое обратиìостü, вос-
поëüзуеìся наибоëее распространенной ìоäеëüþ
äействий. Систеìа преäставëяется как ìножество
состояний, а äействия — как функöии на этоì
ìножестве. Эта ìоäеëü не явëяется поëностüþ
аäекватной в наøеì сëу÷ае и ни в коеì сëу÷ае не

ìожет рассìатриватüся как основная, но äëя äе-
ìонстраöии некоторых приìеров на привы÷ноì
языке она ãоäится. Тоãäа из анаëиза äоказатеëüств
фон Нейìана и Ланäауэра выявëяþтся сëеäуþщие
свойства обратиìости.

1. Никакие äва состояния не äоëжны перехо-
äитü в оäно и то же. Дëя äискретных систеì с ко-
не÷ныì ÷исëоì состояний это озна÷ает биектив-
ностü отображений.

2. Иìеется возìожностü посëе поëу÷ения ре-
зуëüтата запуститü систеìу такиì образоì, ÷то она
пройäет в обратноì направëении путü от резуëü-
тата к исхоäныì äанныì ÷ерез те же проìежуто÷-
ные состояния. Это в совокупности со свойствоì 1
вëе÷ет биективностü отображений и äëя бесконе÷-
ных систеì.

3. Обратное вы÷исëение ìожет бытü выпоëнено
äо пряìоãо, и в резуëüтате их коìпозиöии поëу÷а-
ется тожäественное преобразование. На саìоì äе-
ëе это сëеäствие свойств 1 и 2, но сëиøкоì ÷асто
не заìе÷аеìое на практике.

Беннет не обратиë вниìания на то, ÷то выäе-
ëение паìяти и ее освобожäение — существенно
необратиìые äействия, а еãо посëеäоватеëи увëек-
ëисü позитивной стороной резуëüтатов Беннета.
И соверøенно быëо проиãнорировано преäупреж-
äение Беннета нас÷ет проãраììы. Оно показыва-
ет, по÷еìу станäартная ìоäеëü äействий неаäек-
ватна в äанноì сëу÷ае: оäниì из äействий äоëжно
бытü обращение посëеäоватеëüности äействий.

e
E
sig

/E
diss

–

107

1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 Гоäы

10
6

105

104

103

102

10

1

0
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Не тоëüко из соображений тепëовыäеëения
возникает обратиìостü. Общеизвестно, ÷то кван-
товые вы÷исëения по своей прироäе обратиìы.
Поэтоìу, есëи коãäа-нибуäü уäастся созäатü
квантовый проöессор, он буäет способен ëиøü на
обратиìые вы÷исëения. Даëее, вы÷исëения на
ìоëекуëярноì уровне тоже обратиìы по своей
прироäе. Вы÷исëения на уровне нанокристаëëов
(все равно, эëектри÷еские иëи световые) тоже
÷асто обратиìы. Нанокристаëë вы÷исëяет коне÷-
нуþ ãруппу. Группы вы÷исëений кристаëëов —
боëее øирокий кëасс, ÷еì øубниковские ãруппы
[18—21], поскоëüку ãрупповыìи явëяþтся также
вы÷исëения в кристаëëах с упоряäо÷енныìи äис-
ëокаöияìи. Вы÷исëения на сверхпровоäниках то-
же äоëжны бытü обратиìыìи, есëи ìы не жеëаеì
вскипятитü жиäкий азот.

Станäартныì преäставëениеì обратиìых вы-
÷исëений в ìатеìатике явëяþтся ãруппы. Поэтоìу
обратиìостü требует аëãебраи÷еских, а не ÷исëен-
ных, ìоäеëей.

2. ÏÀÐÀÄÎÊÑ ÈÇÎÁÐÅÒÀÒÅËß:
ÝÔÔÅÊÒ ÎÐÅÂÊÎÂÀ È ÏÐÅÄÅË ×ÅÉÒÈÍÀ

Рассìотриì теперü вторуþ труäностü: накопëе-
ние ãроìаäных коëи÷еств коäа, за÷астуþ пëохо
сäеëанноãо. Такой коä становится необозриìыì и
неуëу÷øаеìыì. Попытки уëу÷øитü переøеäøуþ
некоторый барüер проãраììу привоäят к тоìу, ÷то
на кажäуþ исправëеннуþ оøибку появëяется äве
новых, ÷то äаже рассìатривается как некий «объ-
ективный закон». Поäкрепëяет такие убежäения
то, ÷то äаже в сообществе свобоäноãо софта, ãäе
кажäая проãраììа, а особенно систеìные про-
ãраììы, поäверãается беспощаäноìу анаëизу на
понятностü коäа, в посëеäние ãоäы на÷аëся кри-
зис. Старые проãраììы становятся все ìенее пе-
рестраиваеìыìи, а приток ìоëоäых и энерãи÷ных
воëонтеров, на которых 20 ëет развиваëосü сооб-
щество, резко сократиëся в связи с по÷ти запре-
äеëüной сëожностüþ вхожäения в существуþщие
проекты [22]. Теì саìыì наäежностü существуþ-
щеãо проãраììноãо обеспе÷ения оказаëасü прак-
ти÷ески уникаëüно низкой среäи всех совреìен-
ных высокотехноëоãи÷ных систеì. Кажäая про-
ãраììа с ãарантией соäержит оøибки.

Это неразрывно связано еще с оäниì, боëее
«ìяãкиì», но тоже объективныì барüероì: преäе-
ëоì Чейтина [23]. В этой статüе установëено су-
ществование принöипиаëüно непознаваеìых объ-
ектов, при÷еì преäеë непознаваеìости коне÷ен и
зависит от «сëожности» познаþщеãо субъекта.

Рассìотриì понятие аëãоритìи÷еской сëож-

ности объекта1. Это минимальная длина программы
и данных, порождающих искомый объект. Объект
ìожет бытü о÷енü боëüøиì (наприìер, äвои÷ная

записü ÷исëа ), но воспроизвоäится корот-

кой проãраììой и äанныìи, и поэтоìу прост.

Понятие аëãоритìи÷еской сëожности, перво-
на÷аëüно ввеäенное Коëìоãоровыì [24] äëя стан-
äартной конöепöии вы÷исëиìости, оказывается
корректныì äëя о÷енü øирокоãо кëасса конöеп-
öий и уже, ÷еì тüþринãова вы÷исëиìостü, и øире
ее [25]. Теореìа Чейтина [23], как показано в
работе [25], сохраняется äëя саìых разëи÷ных
понятий сëожности и при о÷енü сëабых преä-
поëожениях о форìаëüной систеìе. Поэтоìу ее
ìожно сфорìуëироватü в ка÷естве ìетоäоëоãи÷ес-
коãо закона:

«Для каждого субъекта или сообщества объек-
ты, превосходящие некоторую сложность, являют-
ся принципиально непознаваемыми. Предел непозна-
ваемости для каждого индивидуума свой, и область
познаваемости может быть неравномерно развита
в разных областях».

Такиì образоì, есëи систеìы становятся все
сëожнее, с некотороãо ìоìента они оказываþтся
принöипиаëüно непониìаеìыìи. Дëина и струк-
турная сëожностü проãраìì оказываþтся сей÷ас
во ìноãих сëу÷аях реøаþщиì фактороì.

Возникает вопрос, явëяется ëи такая ситуаöия
объективныì законоì развития боëüøих форìа-
ëизованных систеì? Сразу же виäен контрприìер:
ìатеìатика. В ней резуëüтаты, первона÷аëüно по-
ëу÷аеìые как сëожные конструкöии на ãрани по-
ниìания, в äаëüнейøеì постепенно свертываþтся
во все боëее и боëее короткие, и «разбухания коäа»
не происхоäит. Наприìер, теореìа поëноты кëас-
си÷еской ëоãики первона÷аëüно äоказываëасü на
200 страниöах, а теперü äоказатеëüство уìещается
на äвух, оäна из которых занята необхоäиìыìи
опреäеëенияìи. Проанаëизируеì, бëаãоäаря ÷еìу
это äостиãается.

Еще в 1920-е ãã. Д. Гиëüберт [26] уверенно ут-
вержäаë, ÷то развитие ìатеìатики практи÷ески
невозìожно без иäеаëüных высокоуровневых по-

1
 Обратиì вниìание, ÷то сëово «сëожностü» употребëяется

в разëи÷ных контекстах по отноøениþ к соверøенно разныì
характеристикаì. Вы÷исëитеëüная сëожностü приниìает во
вниìание коëи÷ество операöий äëя реøения заäа÷и, но иãно-
рирует характеристики саìой проãраììы. Структурная сëож-
ностü изìеряет характеристики структуры объекта, по÷ти иã-
норируя еãо веëи÷ину. Лоãи÷еская сëожностü изìеряет уровенü
объекта иëи высказывания. Аëãоритìи÷еская в некотороì
сìысëе со÷етает характеристики структурной сëожности и
сëожности, изìеряеìой просто как коëи÷ество знаков в коäе
объекта.
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нятий. В конöе конöов на практике нас интере-
суþт реаëüные ответы, выражаþщиеся коне÷ныìи
сущностяìи. Наприìер, ÷исëенная оöенка иëи
обëастü фазовоãо пространства, в которой нахо-
äится систеìа; посëеäнее коне÷но ввиäу тоãо, ÷то
обëастü преäставëяется как эëеìент äискретноãо
разбиения пространства иëи же как эëеìент ко-
не÷ной аëãебраи÷еской структуры, ка÷ественно
описываþщей поäìноãообразия пространства со-
стояний систеìы. Но поëу÷итü нетривиаëüные
реаëüные резуëüтаты с приеìëеìыìи затратаìи
труäа поëу÷ается, ëиøü пройäя ÷ерез иäеаëüные
абстрактные понятия и их теорети÷еские преобра-
зования, которые ìожно рассìатриватü как интеë-
ëектуаëüные оруäия.

Д. Пойа [27] заìетиë этот эффект на приìерах
из эëеìентарной ìатеìатики: ÷тобы äоказатü про-
стое утвержäение, ÷асто требуþтся зна÷итеëüно
боëее сëожные ëеììы. Хао Ван [28] поäтверäиë
этот факт äëя арифìетики, построив посëеäова-
теëüностü приìитивно-рекурсивных функöий f

n
,

äëя кажäой из которых äоказатеëüство утвержäе-
ния ∀x f

n
(x) = 0 ìожет бытü провеäено ëиøü с по-

ìощüþ ìатеìати÷еской инäукöии по форìуëаì не
ìенее ÷еì с n переìенаìи кванторов. В.П. Орев-
ков äоказаë [29], ÷то анаëоãи÷ный эффект иìеет
ìесто уже в ëоãике, ãäе, в принципе, от ëеìì ìож-
но избавитüся (теореìа о норìаëизаöии вывоäа).
А иìенно, он построиë посëеäоватеëüностü фор-
ìуë, äоказатеëüство кажäой из которых с проìе-
жуто÷ныìи ëеììаìи иìеет äëину 13n + 7, а без

поìощи ëеìì (пряìое) — как ìиниìуì 
(n раз). Иäеþ конструкöии Оревкова ìожно пояс-
нитü на äвух функöионаëüных приìерах: ÷исëовоì
и абстрактноì (в λ-ис÷исëении).

Пример 1. Пустü у нас естü натураëüные ÷исëа и оäна
ëиøü операöия äобавëения 1. Рассìотриì рекурсивное
опреäеëение

ϕ(x, 0) = x + 1;

ϕ(x, y + 1) = ϕ(ϕ(x, y), y).

Соãëасно еìу, экспонента вы÷исëяется в ëинейное
÷исëо øаãов.

Есëи теперü заäатü опреäеëение функöии второãо по-
ряäка

Φ
1
(ϕ, x, 0) = ϕ(0, x);

Φ
1
(ϕ, x, y + 1) = Φ

1
(ϕ, Φ

1
(ϕ, x, y), y),

то оно вы÷исëяет уже экспоненту экспонент, третий
уровенü баøни äает

Φ
2
(ϕ, x, 0) = Φ

1
(0, x);

Φ
2
(Φ

1
, x, y + 1) = Φ

2
(Φ

1
, Φ

2
(Φ

1
, x, y), y)

и т. ä.

Пример 2. В λ-ис÷исëении, которое сей÷ас стаëо
ãëавныì теорети÷ескиì аппаратоì инфорìатики, естü
äве базовых конструкöии: приìенение функöии f к ар-
ãуìенту (x f ) и образование функöии, вы÷исëяþщей при
кажäоì заäанноì x

0
 зна÷ение выражения t, соäержащеãо

переìеннуþ x: λx.t[x]. Функöии и объекты не разëи÷а-
þтся: функöия ìожет бытü арãуìентоì и резуëüтатоì
äруãой функöии (по÷ти как в теории ìножеств, ãäе «всё
естü ìножество»; тоëüко зäесü «всё естü функöия»). Тоã-
äа ìожно построитü посëеäоватеëüностü опреäеëений,
уже не рекурсивных:

Φ
1
 = λf.λx.((x f )f );

Φ
n + 1

 = λΨ
n
.λΨ

n – 1
.((Ψ

n – 1
Ψ

n
)Ψ

n
);

(x( f (Φ
1
...(Φ

n – 2
(Φ

n – 1
))...))) =  (k раз). ♦

В äаëüнейøеì äëя опреäеëения функöий ìы
свобоäно поëüзуеìся λ-обозна÷енияìи.

Заìетиì, ÷то в обоих опреäеëениях испоëüзо-
ваëисü функöии наä функöияìи. Это неизбежно,
поскоëüку теореìы Хао Вана, Оревкова и их ìно-
ãо÷исëенные приìенения и усиëения, развивøие-
ся сей÷ас в öеëое направëение «обратной ìатеìа-
тики», испоëüзуþт иерархиþ сëожности и уровней
объектов. Уровенü функöии иëи ìножества выøе
уровней арãуìентов (эëеìентов). Уровенü ëоãи-
÷еской форìуëы опреäеëяется в первуþ о÷ереäü
уровняìи преäставëенных в ней объектов, по ко-
торыì навеøиваþтся кванторы, а во вторуþ о÷е-
реäü коëи÷ествоì переìен вëоженных äруã в äруãа
кванторов.

Выразиìостü существенно повыøается при
поäъеìе на новый уровенü. Но оäновреìенно по-
нятия становятся боëее абстрактныìи.

Такиì образоì, скоëü уãоäно сëожные рекур-
сивные проöеäуры станäартноãо языка проãраì-
ìирования типа C — объекты первоãо уровня.
Кëассы C иëи Java — ãäе-то ìежäу первыì и вто-
рыì. А äëя существенноãо сокращения текстов и
борüбы с объеìоì проãраìì нужны понятия вы-
сøих уровней.

Явное ввеäение сëожных понятий необхоäи-
ìо, но нужно искатü обхоäные пути, поскоëüку
выразитеëüная сиëа растет, как ìиниìуì, супер-
экспоненöиаëüно, оäнако оäновреìенно экспо-
ненöиаëüно убывает ÷исëо ëþäей, способных вос-

принятü понятия соответствуþщеãо уровня2.
Зäесü вступает в сиëу фунäаìентаëüное свойс-

тво аëãебраи÷еских систеì. Рассìотриì произ-

2
2

...2( )
( )

2 Автор ìожет перес÷итатü по паëüöаì тех, кто способен по-
нятü конструкöии сеäüìоãо уровня, пороþ встре÷аþщиеся в
инфорìатике и в ка÷ественной теории систеì (работы øкоëы
В.М. Матросова и С.Н. Васиëüева).

Φ
n

k

⎝
⎜
⎛
xf

2
2
...2( )

⎝ ⎠
⎛ ⎞

⎠
⎞

⎝
⎛

⎠
⎟
⎞

pb0613.fm  Page 5  Monday, December 2, 2013  10:35 AM



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

6 CONTROL SCIENCES ¹ 6 • 2013

воëüный ãруппоиä (тип äанных, на котороì заäана
бинарная операöия ∗; никакие свойства этой опе-
раöии, äаже ассоöиативностü, не постуëируþтся).
Тоãäа ëþбой эëеìент a ìожет оäновреìенно рас-
сìатриватüся как функöия λx.(x ∗ a), называеìая
действием эëеìента a. Работая с неассоöиативны-
ìи операöияìи, ìы никоãäа не буäеì опускатü
скобки. Проäоëжая äаëее, виäиì, ÷то эëеìент оä-
новреìенно явëяется преобразованиеì функöий,
и äаëüøе вверх по иерархии уровней.

Такиì образоì, аëãебраи÷еские ìоäеëи äаþт
возìожностü атаковатü и второй барüер.

Пример 3. В ÷астноì сëу÷ае возìожностü преäстав-
ëения функöий высøих уровней при поìощи эëеìен-
тарной аëãебраи÷еской систеìы быëа открыта М. Шей-
нфинкеëеì [30] в 1920 ã. Но общностü этоãо ìетоäа не
быëа осознана.

Коìбинаторная аëãебра Шейнфинкеëя — ãруппоиä с
операöией ∗ и äвуìя константаìи: S и K. Постуëируþт-
ся сëеäуþщие свойства этих констант:

(x ∗ (y ∗ (z ∗ S))) = ((y ∗ z) ∗ (x ∗ z));

(x ∗ (y ∗ K)) = y. ♦ (2)

Коìбинаторные аëãебры обëаäаþт сëеäуþщи-
ìи свойстваìи. Как известно, ëþбая аëãебраи÷ес-
кая систеìа, опреäеëяеìая тожäестваìи, иìеет три-
виаëüнуþ ìоäеëü из оäноãо эëеìента. Все нетри-
виаëüные ìоäеëи коìбинаторных аëãебр [31]:

— бесконе÷ны;
— неассоöиативны;
— некоììутативны;
— нерекурсивны;
— позвоëяþт выразитü внутри себя натураëüные

÷исëа и ëþбуþ вы÷исëиìуþ функöиþ как äействие
некотороãо эëеìента на натураëüные ÷исëа;

— позвоëяþт выразитü вы÷исëиìые функöии
наä функöияìи и скоëü уãоäно высоко вверх по
иерархии понятий.

Такиì образоì, аëãебраи÷еские ìоäеëи в при-
нöипе позвоëяþт атаковатü и барüер сëожности
проãраìì. Это косвенныì образоì поäтвержäено
в работах по катеãорноìу проãраììированиþ [32].

3. ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÛÅ ÀËÃÅÁÐÛ

В работах по аëãебраì проãраìì (в ка÷естве
преäставитеëüных приìеров сì. работы [1—6])
неìеäëенно преäпоëаãается, ÷то проãраììа — это
функöия, и, соответственно, базовая аëãебраи÷ес-
кая структура этих ìоäеëей — поëуãруппа. Осно-
ваниеì такоãо выбора сëужит кëасси÷еская теоре-
ìа о преäставëении ëþбоãо пространства функ-
öий, заìкнутоãо относитеëüно коìпозиöии, как
поëуãруппы и ëþбой поëуãруппы как поëуãруппы
функöий. Даже в книãе Мит÷еëëа [7], как тоëüко

перехоäят к аëãебраи÷ескиì ìоäеëяì, они рас-
сìатриваþтся на базе поëуãрупп. Естü еще оäин
принöипиаëüный неäостаток всех рассìатривае-
ìых аëãебраи÷еских конструкöий. Они ставят те-
ëеãу впереäи ëоøаäи: сразу ìоäеëируþтся конк-
ретные конструкöии языков проãраììирования и
вкëþ÷аþтся как операторы в аëãебраи÷еские ìо-
äеëи. Такиì образоì, теорети÷еское иссëеäование
оказывается в пëену существуþщей практики, ко-
торая уже не поëностüþ аäекватна запросаì разви-
тия инфорìатики, как показано ранее. Не ìожет
бытü описано как функöия, в ÷астности, äействие
обращения операöии, естественно возникаþщее
в обратиìоì проãраììировании. В саìоì äеëе,
пустü äействиеì эëеìента M явëяется обращение

операöии. Тоãäа, поскоëüку (a é b)–1 = b–1 é a–1,
иìееì a é (b é M) ≠ (a é b) é M.

На саìоì äеëе анаëоãи÷ная конструкöия воз-
никает на кажäоì øаãу в практи÷еской инфорìа-
тике. Рассìотриì операöиþ отìены посëеäнеãо
äействия Undo. Тоãäа

S; T; Undo ≠ {S; T }; Undo.

Такиì образоì, действия операторов не обяза-
тельно являются функциями.

Но синтакси÷еская структура проãраìì, кото-
рая важна при их преобразованиях, поëуãруппой
явëяется. А иìенно, поëуãруппа äает возìож-
ностü соеäинитü äействия нескоëüких эëеìентов в
äействие оäноãо эëеìента, теì саìыì позвоëяя
аãреãироватü бëоки ìоäеëи. Эта операöия необхо-
äиìа äëя äекоìпозиöии и синтеза систеì ìоäеëи-
рования.

Саìый нейтраëüный способ ввести операöиþ,
свертываþщуþ систеìу эëеìентов в эëеìент, ана-
ëоãи÷ен испоëüзуеìоìу в коìбинаторных аëãеб-
рах. Добавиì к ãруппоиäу константу B (коìпози-
öия) и аксиоìу

((x ∗ f ) ∗ g) = (x ∗ ( f ∗ (g ∗ B))). (3)

Такие ãруппоиäы назовеì композиционными
алгебрами.

Предложение 1. Для каждой последователь-
ности f

1
, ..., f

n
 элементов группоида ее действие

λx.((...(x ∗ f
1
)...) ∗ f

n
) равно действию элемента

( f
1

∗ (...( f
n
 ∗ B)...)).

Определение 1. Обогащение аëãебраи÷еской сис-
теìы — äобавëение новых операöий и констант

без изìенения носитеëя и старых операöий3. Рас-
ширение аëãебраи÷еской систеìы — вëожение ее в
äруãуþ аëãебраи÷ескуþ систеìу. Факт — равен-

3 Теì саìыì зна÷ения новых констант заäаþтся в староì
носитеëе.
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ство иëи неравенство постоянных выражений наä
аëãебраи÷еской систеìой: t = u ëибо t ≠ u.

Предложение 2. Каждый группоид G может
быть расширен до композиционной алгебры.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Рассìотриì свобоäный ãруп-
поиä, образуþщийся äобавëениеì к эëеìентаì G конс-
танты B, и хорнову теориþ, образуеìуþ всеìи позитив-
ныìи фактаìи о G и тожäествоì (3). Фактор-аëãебра по
отноøениþ вывоäиìоãо равенства буäет искоìой коì-
позиöионной аëãеброй. ♦

Оäнако поëуãруппы äействий не поëу÷ается:
коìпозиöия в коìпозиöионных аëãебрах не обя-
затеëüно ассоöиативна. Сäеëатü ее ассоöиативной
ìожно, заäав аксиоìу

( f ∗ ((g ∗ (h ∗ B)) ∗ B)) =
= (( f ∗ (g ∗ B)) ∗ (h ∗ B)). (4)

Итак, прихоäиì к аëãебре, явëяþщейся биãруп-
поиäоì с äвуìя операöияìи. Оäна из них — по-
ëуãрупповая операöия коìпозиöии é, вторая —
неассоöиативная операöия приìенения проãраì-
ìы ∗. Поëу÷аþщуþся поëуãруппу по коìпозиöии
буäеì обозна÷атü прописной жирной буквой, ее
носитеëü — прописной буквой; 0 и е — нуëевой
и еäини÷ный эëеìент соответствуþщей поëуãруп-
пы, есëи они иìеþтся. Операöии связаны тожäе-
стваìи:

((x ∗ f ) ∗ g) = (x ∗ ( f ∗ g));

(0 ∗ x) = (x ∗ 0) = 0;

(x ∗ e) = x.

Как бы ìы ни опреäеëиëи понятия коìпози-
öии и приìенения, они äоëжны бытü связаны
привеäенныìи тожäестваìи. В остаëüноì ìы, как
и всеãäа при аëãебраи÷ескоì поäхоäе, свобоäны в
интерпретаöии. Во всех известных автору проãраì-
ìных, ÷еëовеко-ìаøинных и аппаратных систе-
ìах эти свойства выпоëнены.

Такие аëãебры назовеì GAPS (generic algebraic
program structure).

Первое тожäество выпоëняется всеãäа, оно яв-
ëяется опреäеëениеì посëеäоватеëüноãо испоëне-
ния ëибо аãреãаöии эëеìентов. Есëи хотü оäна из
констант 0 иëи e присутствует, она сохраняет свой
сìысë и äëя операöии ∗.

Пустü иìеется некоторый ãоìоìорфизì α:
G → (G → G) наøей поëуãруппы G в поëуãруппу
отображений ее носитеëя, такой, ÷то

(e α) = λx.x;  (0 a) = λx.0.

С то÷ки зрения проãраììиста, этот ãоìоìор-
физì заäает интерпретатор иëи трансëятор наøих
проãраìì, перерабатываþщий записü проãраììы
в испоëняеìый ìоäуëü. Синтакси÷ески разëи÷ные

проãраììы ìоãут порожäатü оäин и тот же испоë-
няеìый ìоäуëü, так ÷то с÷итатü отображение α
изоìорфизìоì неëüзя.

Предложение 3. Каждая полугруппа G может
быть обогащена до GAPS таким образом, что
(x ∗ f ) = ( f α).

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Второе и третüе тожäества вы-
поëнены по построениþ.

((x ∗ f ) ∗ g) = ((x( f α))(g α)) = (x(( f α) é (g α))) =
= (x(( f é g)α)) = (x ∗ ( f é g)).

Такой ãоìоìорфизì всеãäа существует. Достато÷но
опреäеëитü (x α) = λy.0 äëя всех äеëитеëей нуëя, и λx.x
äëя всех остаëüных. Второй тривиаëüный вариант —
просто опреäеëитü (x ∗ y) = (x é y). ♦

Пример 4. Рассìотриì известнуþ иãру «коëоäеö,
ножниöы, буìаãа». Бинарная операöия опреäеëения вы-
иãравøеãо в этой иãре заäает коììутативный неассоöи-
ативный ãруппоиä КНБ с треìя эëеìентаìи:

∗ к н б

к к к б

н к н н

б б н б.

Дëя тоãо ÷тобы заäатü GAPS, соäержащуþ этот ãруп-
поиä, иìеется нескоëüко способов. Первый из них —
÷исто синтакси÷еский. Отожäествиì эëеìенты ãруппо-
иäа с их оäноэëеìентныìи кортежаìи, а коìпозиöии
äействий заäаäиì как кортежи из к, н, б; é — соеäинение
кортежей. Но äаже в такоì попоëнении иìеется ìноãо
способов заäания операöии ∗. Проиëëþстрируеì их на
приìере кортежей [к, н, б] и [н, к, б]:

[к, н, б] ∗ [н, к, б] = [к, н, (((б ∗ н) ∗ к) ∗ б)];

[к, н, б] ∗ [н, к, б] = [(((к ∗ н) ∗ б) ∗ н), к, б];

[к, н, б] ∗ [н, к, б] =
= [(((к ∗ н) ∗ к) ∗ б), (((н ∗ н) ∗ к) ∗ б), (((б∗ н) ∗ к) ∗ б)].

Теорети÷ески простейøий способ поëу÷ения GAPS —
построитü свобоäнуþ аëãебру наä константаìи {к, н, б}
с бинарныìи операöияìи {∗, é} и факторизоватü ее по
отноøениþ равенства «t = u вывоäиìо в теории со сëе-
äуþщиìи аксиоìаìи»:

(к ∗ к) = к;  (к ∗ н) = к;  (к ∗ б) = б;

(н ∗ к) = к; (н ∗ н) = н;  (н ∗ б) = н;

(б ∗ к) = б;  (б ∗ б) = б; (б ∗ н) = н;

∀x, f, g((x ∗ f ) ∗ g) = (x ∗ ( f é g));

∀x, f, g((x é f ) é g) = (x é ( f é g)).

Естü способ поëу÷итü и коне÷нуþ GAPS. Дëя этоãо
сна÷аëа попоëниì КНБ äо поëуãруппы äействий посëе-
äоватеëüностей еãо эëеìентов. Эта поëуãруппа оказыва-
ется некоììутативной. Привеäеì все разëи÷ные äейс-
твия посëеäоватеëüностей эëеìентов иãры. Переä äвое-
то÷иеì стоит посëеäоватеëüностü хоäов, посëе неãо — ее
äействие:

к: ккб, н: кнн, б: бнб, кн: ккн, нк: ккк, бн: ннн,

нб: бнн, кб: ббб, бк: бкб,кнб: ббн, нбк: бкк, бкн: нкн.
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Поëуãруппа äействий состоит из äвенаäöати эëеìен-

тов. Но äаже зäесü операöия ∗ ìожет бытü проäоëжена,

по крайней ìере, äвуìя способаìи:

(кн ∗ нк) = кннк = кнк = кн;

(кн ∗ нк) = (кн)∗(н∗к) = (кн) к = (к∗к)(н∗к) = кк = к.

Пример 5. Некоторые «естественные» преäпоëоже-

ния о GAPS разруøаþт систеìу. Наприìер, из тожäес-

тва e ∗ f = f сëеäует, ÷то обе операöии совпаäаþт:

(x ∗ y) = ((e ∗ x) ∗ y) = (e ∗ (x é y)) = x é y.

Рассìотриì возникøуþ ситуаöиþ соäержатеëüно:

по÷еìу 0 ìожет оставатüся нуëеì, а еäиниöа при äейс-

твиях оставатüся саìа собой не всеãäа ìожет? Нуëü в

сìысëе интерпретаöии — оøибка. Даëüøе с неþ внутри

аëãебры äеëатü уже не÷еãо: систеìа выëетеëа. Константа

e ìожет бытü интерпретирована как проãраììа, ни÷еãо

не äеëаþщая и не тратящая ресурсов (наприìер, пус-

тая). Но преобразоватеëü проãраìì впоëне ìожет вы-

äатü какой-то сëожный коä, исхоäя из пустых äанных.

Сì. äаëее приìер 8. ♦

Центраëüная пробëеìа: коãäа ìожно некото-
руþ систеìу преобразований проãраìì соеäинитü
с äанной синтакси÷еской поëуãруппой проãраìì,
теì саìыì образовав еäиный язык ìетапроãраì-
ìирования? Эта заäа÷а естественно разбивается на
три поäпробëеìы: соеäинение языка с систеìой
преобразований без изìенения языка (т. е. поëу-
ãруппы); сохранение некотороãо поäъязыка (поä-
поëуãруппы) и превращение ранее не интерпрети-
рованных иëи не нужных наì боëее синтакси÷ес-
ких конструкöий в äействия преобразоватеëей;
попоëнение существуþщеãо языка äо ìетаязыка
путеì расøирения поëуãруппы без изìенения ис-
хоäной.

Определение 2. Поëуãруппа F, порожäенная
совокупностüþ функöий F — ìиниìаëüный тип
функöий, вкëþ÷аþщий F и заìкнутый относи-
теëüно коìпозиöий:

∀f, g( f ∈ F ∧ g ∈ F ⊃ f é g ∈ F ). ♦

Соäержатеëüно это озна÷ает, ÷то F состоит из
всех функöий, преäставиìых как

f
1
 é ... é f

n
, f

1
, ..., f

n
 ∈ F.

Определение 3. Пустü заäана некоторая сово-
купностü äействий A как функöии на носитеëе по-
ëуãруппы G. Совокупностü А допустима, есëи иìе-
ется GAPS AG, которая явëяется обоãащениеì G,
такая, ÷то кажäое äействие g ∈ A преäставëяется
как λx.(x ∗ α) äëя некотороãо α. Она консерватив-

на над подполугруппой G
0
, есëи она äопустиìа и

a ∗ b = a é b äëя всех эëеìентов G
0
. Она слабо до-

пустима, есëи иìеется поëуãруппа G
1
, поäпоëу-

ãруппой которой явëяется G, и функöии из A ìоãут
бытü проäоëжены на G

1
 такиì образоì, ÷то поëу-

÷енная A
1
 консервативна наä G. ♦

О÷евиäно, ÷то саìое сиëüное из этих понятий —
консервативностü наä поäпоëуãруппой. Даëее иäут
äопустиìостü и сëабая äопустиìостü. Установиì
критерии возìожности этих обоãащений и рас-
øирений.

Предложение 4. Совокупность действий A допус-

тима тогда и только тогда, когда имеется гомо-

морфизм ее замыкания в полугруппу G.
Д о к а з а т е ë ü с т в о. По преäëожениþ 2, есëи обо-

ãащение уäаëосü осуществитü, то ëþбой эëеìент поëу-

ãруппы, порожäенной A, преäставëяется как äействие

некотороãо эëеìента G. Зна÷ит, ìы ãоìоìорфно вëожи-

ëи заìыкание A в G. ♦
Обратно, есëи заìыкание A ãоìоìорфно отоб-

ражается в G, то еãо образ изоìорфен некоторой

фактор-поëуãруппе  поëуãруппы G и иìеется
отображение Φ:G → (G → G), сопоставëяþщее
кажäоìу эëеìенту поëуãруппы функöиþ, соот-

ветствуþщуþ еãо кëассу эквиваëентности в .
Заìетиì, ÷то важно вëожение структуры поëу-

ãруппы äействий, а не саìих äействий.
Предложение 5. Совокупность действий A кон-

сервативна над G
0
 тогда и только тогда, когда име-

ется такой гомоморфизм ψ ее замыкания в G, что

для каждого действия f, такого, что ( f ψ) ∈ G
0
, вы-

полнено ∀a ∈ G(a f ) = (a é ( f ψ)).
Д о к а з а т е ë ü с т в о. Есëи такое обоãащение уäа-

ëосü осуществитü, то äействие, попавøее в G
0
, обязано

по усëовиþ сохранения поäпоëуãруппы уäовëетворятü

∀a ∈ G(a f ) = (a é ( f ψ)). ♦

Обратно, есëи такой ãоìоìорфизì иìеется, то
приìениì построение из преäыäущеãо äоказа-
теëüства.

Пример 5. Наприìер, поëüзуясü этиì критериеì,

ìожно проверитü возìожностü обоãащения языка äо

языка ìетавы÷исëений, рассìатривая строки как про-

ãраììы, а поäъязык, работаþщий с ÷исëаìи, оставëяя

неизìенныì.

Теорема 1. Любая совокупность действий слабо

допустима над любой G. ♦
Эта теореìа äоказана в статüе [33]. Несìотря

на простоту форìуëировки, äоказатеëüство требу-
ет ìетоäов теории ìоäеëей и теории аëãебраи÷ес-
ких систеì. Поëу÷аþщаяся аëãебра не всеãäа вы-
÷исëиìа, äаже есëи исхоäная поëуãруппа и сово-
купностü äействий коне÷ны.

Пример 6. Рассìотриì ãруппу вы÷етов по ìоäуëþ 3

Z
3
 и интерпретируеì ее объекты {0, 1, 2} как коäы ко-

ëоäöа, ножниö и буìаãи в иãре из приìера 4. Коäируя

Gˆ

Gˆ
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функöии тройкаìи ÷исеë, заäаеì äействия иãры как 002,

011, 212. Попоëниì ãруппоиä äо äвенаäöатиэëеìентной

поëуãруппы. Дëя соãëасованности с Z
3
 необхоäиìо äо-

бавитü еäини÷ный эëеìент, который не ìожет бытü по-

ëу÷ен коìпозиöияìи остаëüных. Возüìеì пряìое про-

извеäение поëу÷ивøеãося тринаäöатиэëеìентноãо ìо-

ноиäа C с Z
3
 и заäаäиì äействия сëеäуþщиì образоì:

(〈c, x〉 ∗ 〈d, y〉) = 〈c é d, (x + y d)〉.

Построенная аëãебра соäержит Z
3
. Виäно, ÷то эëе-

ìенты С ìожно рассìатриватü как коìанäы, а Z
3
 — как

äанные; (xd) — приìенение посëеäоватеëüности äейс-

твий к эëеìенту, закоäированноìу x,и взятие коäа по-

ëу÷ивøеãося эëеìента. Коìанäы преобразуþтся как по-

ëуãруппа, но их эффект на Z
3
 — ãруппоиä.

Иìеется и äруãой способ опреäеëения GAPS наä теì

же носитеëеì:

(〈c, x〉 ∗ 〈d, y〉) = 〈(c é d), (x + y(c ∗ d))〉.

Есëи же в ка÷естве попоëнения КНБ возüìеì беско-

не÷нуþ GAPS, то и поëу÷ивøаяся систеìа окажется

бесконе÷ной. ♦

Даäиì поëный теорети÷еский критерий попоë-
ниìости некоторой систеìы операöий наä про-
ãраììаìи с заäанныìи свойстваìи операöий äо
GAPS наä уже иìеþщейся у нас проãраììной сис-
теìой с сохранениеì свойств операöий и про-
ãраìì. Он обобщает теореìу из статüи [33], ãäе со-
храняëисü тоëüко свойства операöий и факты о
проãраììах.

Определение 4 [8]. Факт — выражение виäа
P(t

1
, ..., t

n
) ëибо ¬P(t

1
, ..., t

n
), не соäержащее пере-

ìенных, в ÷астности, t = u иëи t ≠ u. Факт пози-

тивный, есëи он не на÷инается с отриöания. Диа-

грамма системы — совокупностü всех истинных в
ней фактов, при усëовии, ÷то сиãнатура попоëнена
константаìи äëя всех эëеìентов носитеëя систеìы.
Тождество — форìуëа виäа ∀x

1
, ..., x

k
P(t

1
, ..., t

n
),

ãäе x
i
 — все свобоäные переìенные эëеìентарной

форìуëы. Оãрани÷ение форìуëы A на оäноìест-
ный преäикат P — форìуëа A

P
, образуþщаяся за-

ìенаìи всех кванторов ∀xB[x] на ∀x(P(x) ⊃ B[x]),
а всех ∃xB[x] на ∃x(P(x) ∧ B[x]). Есëи Σ — аëãебра-

и÷еская систеìа, то Th
Σ — теория Th, попоëненная

всеìи фактаìи о Σ.

Теорема 2. Пусть система действий A описыва-

ется теорией Th
1
, и Th — теория, моделью которой

является полугруппа G, в которой выводится акси-

ома ассоциативности, а также свойства единицы и

нуля, если они присутствуют в G, и одноместный

предикат P не принадлежит объединению сигнатур.

Th
P
 означает теорию Th, к сигнатуре которой до-

бавлен предикат P без новых аксиом. Тогда G можно

пополнить действиями А с сохранением их свойств

тогда и только тогда, когда теория

 ∪  ∪ {∀x, f, g(((x ∗ f ) ∗ g) =

= (x ∗ ( f é g))), ∀x(0 ∗ x) = (x ∗ 0) = 0, x(x ∗ e) = x}

непротиворечива.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. По теореìе поëноты кëасси-

÷еской ëоãики, теория иìеет ìоäеëü тоãäа и тоëüко тоã-

äа, коãäа она непротиворе÷ива. Есëи теория соäержит

ìатриöу аëãебраи÷еской систеìы Σ, эта систеìа изоìор-

фно вëожиìа в ëþбуþ ее ìоäеëü [8, с. 172]. Теì саìыì

существуþщая ìоäеëü явëяется искоìой GAPS. Обрат-

но, есëи естü такая GAPS, то она явëяется ìоäеëüþ на-

øей теории. ♦

Теорети÷ески äанное реøение поëное. Но на
практике оно реäко приìениìо, поскоëüку ÷аще
всеãо расøирения оказываþтся невы÷исëиìы. Оä-
нако естü оäин практи÷еский критерий, который
сëеäует из äанной теореìы.

Практическое следствие. Есëи систеìа преоб-
разований проãраìì разруøает свойства каких-то
уже иìеþщихся äействий проãраìì иëи заставëя-
ет отожäествитü разные äействия, она принöипи-
аëüно некорректна.

Пример 7. Поскоëüку λ-ис÷исëение ëежит в основе

совреìенной ìатеìати÷еский теории поëных по Тüþ-

ринãу проãраììных систеì, построиì ìоäеëü стратифи-

öированноãо λ-ис÷исëения как GAPS. Напоìниì неко-

торые понятия: λ-выражение называется стратифици-

рованным, есëи в неì ìожно корректно расставитü типы

всех переìенных и констант; λ-выражение иìеет нор-

ìаëüнуþ форìу, есëи оно не ìожет бытü преобразовано

äаëее. Выражения в норìаëüной форìе с÷итаþтся окон-

÷атеëüныìи резуëüтатаìи вы÷исëений. Обе возìожно-

сти: рассìатриватü поëуãруппу как ìножество λ-терìов

в норìаëüной форìе иëи как ìножество отображений

норìаëüных форì t в норìаëüные форìы ( f t), происхо-

äящих при конверсии выражений, не äаþт реøений.

При первоì поäхоäе нет коìпозиöии, поскоëüку нет

операöии соеäинения λ-выражений. При второì коìпо-

зиöия естественно опреäеëяется, но теряется сутü про-

ãраììной систеìы, поскоëüку разные проãраììы ìоãут

произвоäитü оäну и ту же функöиþ преобразования.

Чтобы поëу÷итü GAPS, перейäеì к эквиваëентноìу

преäставëениþ λ-терìов: коìбинаторной ëоãике. Коìби-

наторная ëоãика естественно и взаиìнооäнозна÷но фор-

ìуëируется как ãруппоиä äействий: приìенение терìа к

терìу (t r) записывается в наøих обозна÷ениях (r ∗ t).

Опреäеëяþщие равенства äëя констант K и S пере-

писываþтся в форìе (2). В коìбинаторной аëãебре оп-

реäеëяется коìбинатор коìпозиöии

B = (K ∗ ((S ∗ K) ∗ S)).

Th1
A

ThP
G
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Преобразуя это выражение соãëасно опреäеëяþщиì

равенстваì äëя K и S, поëу÷аеì:

(x ∗ ( f ∗ (g ∗ (K ∗ ((S ∗ K) ∗ S)))) =

= (x ∗ ( f ∗ ((g ∗ K) ∗ ( f ∗ (S ∗ K))))) =

= (x ∗ ( f ∗ ((g ∗ K) ∗ S))) = ((x ∗ f ) ∗ (x ∗ (g ∗ K))) =

= ((x ∗ f ) ∗ g).

Такиì образоì, ( f ∗ (g ∗ B)) опреäеëяет коìпозиöиþ
f и g.

Можно быëо перейти к äруãоìу известноìу базису
коìбинаторной ëоãики, вкëþ÷аþщеìу в себя B, но ìы
проиëëþстрируеì путü, показываþщий способ перехо-
äа от теории иëи систеìы, в которой коìпозиöии как
корректно опреäеëенной операöии не быëо, к эквива-
ëентной теории иëи систеìе, преäставиìой как аëãебра
GAPS.

Прежäе всеãо, äобавиì B как новуþ константу с оп-
реäеëяþщиì равенствоì (3). Такое расøирение теории
с привы÷ной то÷ки зрения эквиваëентно исхоäной тео-
рии, поскоëüку äобавиëи опреäеëиìое понятие, но оно
избавëяет от нежеëатеëüноãо эффекта: как бы ìы ни оп-
реäеëиëи B, ( f ∗ (g ∗ B)) не буäет норìаëüной форìой,
поскоëüку посëеäняя константа в опреäеëении завеäоìо
приìенится (äаже есëи она S, требуþщая три арãуìента,
то, поскоëüку опреäеëение не своäится к саìой S, тре-
тий арãуìент буäет взят из текста опреäеëения). Добав-
ëяеì равенство (4). Это тожäество ìожет бытü эффек-
тивно реаëизовано как оäностороннее и завеäоìо фун-
äированное правиëо переписывания ëевой ÷асти в пра-
вуþ. Носитеëü аëãебры — ìножество норìаëüных форì
выражений в коìбинаторной ëоãике, попоëненной коì-
бинатороì B, норìаëизованных приìенениеì правиëа,
соответствуþщеãо равенству (4). Коìпозиöией äвух вы-
ражений с÷итается ( f ∗ (g ∗ B)). Это опреäеëение кор-
ректно, поскоëüку стратифиöированные λ-выражения
всеãäа иìеþт норìаëüнуþ форìу, и коìпозиöия стра-
тифиöированных выражений стратифиöирована.

Построение заверøено. Такиì образоì, GAPS позво-
ëяþт описатü оäну из саìых общих теорети÷еских кон-
öепöий совреìенной инфорìатики. Дëя бестиповоãо
λ-ис÷исëения эта конструкöия также работает. Зна÷ени-
еì выражения, не иìеþщеãо норìаëüной форìы, с÷ита-
ется 0. В стратифиöированной аëãебре нуëя нет. В пост-
роенных GAPS нет еäиниöы. Она ìожет бытü äобавëена
как новая константа с правиëаìи конверсии

(t ∗ e) = t, ( f ∗ (e ∗ B)) = f, (e ∗ ( f ∗ B)) = f.

Итак, преäставëение «конкретных» аëãоритìи÷еских
языков становится изëиøниì: их ìетоäы свеäения к
λ-ис÷исëениþ äетаëüно проработаны и изëожены, в ÷ас-
тности, в работе [7].

Пример 8. Рассìотриì äруãой приìер превращения
проãраììной систеìы в абстрактнуþ аëãебру. Пустü у
нас естü поëный по Тüþринãу аëãоритìи÷еский язык, в
котороì проãраììы и äанные явëяþтся строкаìи сиì-
воëов в оäноì и тоì же аëфавите. Соеäинение строк äа-
ет коìпозиöиþ функöий проãраìì. Пустая строка —
ни÷еãо не äеëаþщая проãраììа. Приìероì такоãо языка
ìожет сëужитü Brainfuck [34].

Добавиì константы 0 и e. Первая из них явëяется
зна÷ениеì выëетаþщей иëи заöикëиваþщейся проãраì-
ìы, вторая — пустая строка. Коìпозиöия проãраìì оп-
реäеëяется как соеäинение строк. Действие строки (a ∗ f )
состоит в вы÷исëении строки, явëяþщейся зна÷ениеì f
на a. Есëи f выäаëа оøибку, зна÷ениеì явëяется 0. В про-
тивноì сëу÷ае — поëу÷ивøаяся проãраììа. На этоì при-
ìере виäно, ÷то резуëüтатоì äействия наä пустой про-
ãраììой ìожет бытü ëþбая äруãая проãраììа.

Пример 9. Еще в 1972 ã. теория впëотнуþ поäоøëа к
общеìу понятиþ аëãебры проãраìì [35]. Рассìотриì
аëфавит {K, S, (,)}. Опреäеëиì сëеäуþщуþ трансëяöиþ
еãо сиìвоëов в коìбинаторы. Выражение, сопоставëяе-
ìое строке, опреäеëяется по рекурсии (a — сиìвоë, σ —
строка):

(Kϕ) = K;  (S ϕ) = S;  (‘(' ϕ) = B; ((‘)' ϕ) = I;

(aσ ϕ) = ((σ ϕ) ∗ (a ϕ)).

Дëя траäиöионной коìбинаторной ëоãики, ãäе фун-
кöией с÷итается первый эëеìент списка и скобки ãруп-
пируþтся вëево, поëу÷иì еще боëее простуþ записü:
образы сиìвоëов пиøутся оäин за äруãиì. Такая ин-
терпретаöия превращает коìбинаторнуþ ëоãику в язык
типа Brainfuck. Но поëу÷ивøаяся аëãебра не явëяется
аëãеброй äëя коìбинаторной ëоãики. В нее вхоäят об-
разы синтакси÷ески неправиëüных конструкöий, ска-
жеì, ))))SK((.

4. ÀËÃÅÁÐÛ ÎÁÐÀÒÈÌÛÕ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ

Обратиìые äействия составëяþт ãруппу, и ëþ-
бая ãруппа преäставëяется как ãруппа биективных
отображений. Группа сохраняет основное свойс-
тво ãруппоиäа: возìожностü рассìатриватü ëþбое
äанное как функöиþ. В ней иìеется äопоëнитеëü-
ная операöия взятия обратноãо äействия (которая
ìожет приìенятüся как äо, так и посëе исхоäноãо

äействия): a–1. Такиì образоì, кажется, ÷то в äан-
ноì сëу÷ае GAPS основана на ãруппе.

Преобразования проãраìì также äоëжны бытü
обратиìы, соãëасно принöипу Беннета. Отсþäа вы-
текает конструкöия аëãебр поëностüþ обратиìых
проãраìì (AFIP — algebras of fully invertible programs)
как GAPS с äопоëнитеëüной константой M (обра-
щение проãраìì) и äопоëнитеëüныìи аксиоìаìи:

(x é (x ∗ M)) = e, ((x ∗ M) é x) = e. (5)

Отсþäа сëеäует, ÷то (M ∗ M) = M; (M é M) = e.
Дëя практи÷еских нужä обы÷но äостато÷но бо-

ëее сëабоãо свойства: тожäественности äействий
(сëабые аëãебры обратиìых проãраìì, weak AFIP,
WAFIP):

((y ∗ x) ∗ (x ∗ M)) = y, ((y ∗ (x ∗ M)) ∗ x) = y. (6)

Выражение (6) сëеäует из выражения (5), но не
наоборот. В статüе [33] изу÷аëисü AFIP. Зäесü ос-
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новныì понятиеì явëяþтся WAFIP, которых äо-
стато÷но äëя преäставëения обратиìых проãраìì
и их аппаратных ìоäеëей. Из аксиоì WAFIP авто-
ìати÷ески сëеäует биективностü операöии приìе-
нения проãраìì ∗:

Предложение 6. Отображение λx.(x ∗ f ) биек-
тивно для любого f.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Инъективностü. Пустü (x ∗ f ) =
= (y ∗ f ). Тоãäа ((x ∗ f ) ∗ ( f ∗ M)) = ((y ∗ f ) ∗ ( f ∗ M)), и
x = y по выражениþ (6).

Сþръективностü. Найäеì äëя кажäоãо x и f такое y,
÷то (y ∗ f ) = x: х = ((x ∗ ( f ∗ M)) ∗ f ). ♦

В WAFIP поëуãруппа не обязатеëüно становит-
ся ãруппой, так как биективностü кажäоãо äействия
не озна÷ает разëи÷ия всех äействий как функöий.

Пример 10. Рассìотриì обоãащение Z
6
 äо AFIP:

λx.(x ∗ 3) = λx.(x ∗ 1) = λx.(x ∗ 5) = λx.x
–1

,

λx.(x ∗ 0) = λx.(x ∗ 2) = λx.(x ∗ 4) = λx.x.

В ка÷естве М нужно взятü 3. Есëи ìы возüìеì äруãое не-
÷етное ÷исëо, то поëу÷ится WAFIP.

Анаëоãи÷ныì образоì ìожно попоëнитü äо
WAFIP ãруппу öеëых ÷исеë по сëожениþ:

λx.(x ∗ (2•n + 1)) = λx.x–1, λx.(x ∗ (2•n)) = λx.x.

Но зäесü äо AFIP не проäоëжиøü, поскоëüку
нет такоãо ÷исëа, не равноãо 0, ÷то n + n = 0. ♦

Теперü рассìотриì öикëи÷еский ìоноиä, по-

рожäаеìый a и опреäеëяеìый равенствоì a4 = a8.

На еãо носитеëе всеì не÷етныì степеняì a2n + 1 со-

поставиì λa
n.a–n, ãäе обратный эëеìент берется по

ìоäуëþ 8, ÷етныì — тожäественное преобразова-
ние. Но äанная аëãебра не явëяется WAFIP, пото-
ìу ÷то степени, боëüøие 3, уже не ìоãут бытü об-
ращены äо степеней, ìенüøих 3.

И заверøиì тривиаëüныì приìероì. Лþбая по-
ëуãруппа правых еäиниö, т. е. такая, ÷то ∀x, y é y = x,
ìожет бытü сäеëана WAFIP, а в ка÷естве М ìожно
взятü ëþбой ее эëеìент.

В посëеäней WAFIP поëуãруппа ãруппой не яв-
ëяется. Но, теì не ìенее, поëу÷ен сëеäуþщий ре-
зуëüтат:

Предложение 7. Действия элементов WAFIP об-
разуют группу. ♦

Действие (x ∗ M ) явëяется обратныì к äейст-
виþ х.

В статüе [33] äоказано, ÷то ãрупповая операöия
ìожет образовыватü AFIP в тоì и тоëüко в тоì
сëу÷ае, коãäа все эëеìенты ãруппы иìеþт поря-
äок 2, т. е. ãруппа явëяется пряìыì произвеäени-
еì ãрупп Z

2
. Сëеäоватеëüно, есëи операöия в по-

ëуãруппе образует WAFIP, то äействия ее эëеìен-
тов образуþт ãруппу поряäка 2.

Предложение 8. Каждая полугруппа G, разлага-
ющаяся в прямое произведение Z

2
ЅG

0
, где действия

элементов G
0
 взаимно однозначные и для каждого

действия есть элемент, производящий обратное
действие, может быть обогащена до WAFIP.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Сна÷аëа установиì нескоëüко
боëее абстрактное утвержäение о поëуãруппах. Пустü G —
носитеëü поëуãруппы. Заäаäиì äëя M в ка÷естве зна÷е-

ния какой-нибуäü эëеìент, такой, ÷то äействие M
2
 тож-

äественное и М не явëяется кваäратоì никакоãо эëеìен-
та. Пустü GG — ãруппа всех взаиìно оäнозна÷ных отоб-
ражений G. Пустü ϕ — ãоìоìорфизì G в GG, такой, ÷то

(M ϕ) = λx.x
–1

. Опреäеëив (x ∗ f ) = (x( f ϕ)), поëу÷аеì ис-
коìуþ аëãебру. ♦

Теперü построиì такой ãоìоìорфизì: 〈1, e〉 = M,

(M ϕ〉 = λx.x–1, (〈0, a〉ϕ) = λx.x, (〈1, a〉ϕ) = λx.x–1.
Необхоäиìое усëовие обоãащаеìости поëуãруп-

пы взаиìно оäнозна÷ных отображений äо WAFIP
закëþ÷ается в наëи÷ии эëеìента, который:

— не явëяется кваäратоì никакоãо äруãоãо эëе-
ìента;

— иìеет бесконе÷ный поряäок иëи явëяется
корнеì не÷етной степени из саìоãо себя.

Установëение необхоäиìых и äостато÷ных ус-
ëовий обоãащаеìости ãруппы ëибо поëуãруппы äо
WAFIP, поäобно тоìу, как быëо сäеëано äëя AFIP
в статüе [33], остается открытой пробëеìой.

Пример 11. Рассìотриì общуþ и важнуþ äëя приëо-
жений конструкöиþ. Пустü естü произвоëüная поëу-
ãруппа G, äействия эëеìентов которой обратиìы, и äëя
кажäоãо äействия естü обратное. Попоëниì ее äо аëãеб-
ры Z

2
ЅG с сохранениеì G.

Поëожиì 〈x, a〉 ∗ 〈0, b〉 = 〈x, a é b〉, 〈x, a〉 ∗ 〈1, e〉 = 〈x, a–1〉,
ãäе е — произвоëüный эëеìент, äействие котороãо тож-
äественно. Проäоëжиì на остаëüные эëеìенты сëеäуþ-
щиì образоì:

(〈x, a〉 ∗ 〈1, b〉) = (〈x, a〉 ∗ 〈1, e〉 é 〈0, b〉)) =

= ((〈x, a〉 ∗ 〈1, e〉 ∗ 〈0, b〉) = 〈x, a–1〉 ∗ 〈0, b〉 = 〈x, a–1
 é b〉.

Поëу÷енное реøение ìожет бытü интерпретировано
как простейøее управëение. Эëеìент Z

2
 явëяется управ-

ëяþщиì сиãнаëоì, изìеняþщиì направëение работы
систеìы с пряìоãо на обратное и наоборот.

Заìетиì, ÷то не всеãäа обратиìостü äействий озна-
÷ает обратиìостü аëãоритìа и саìой заäа÷и. Рассìотриì
äва характерных сëу÷ая.

Пример 12. В заäа÷е сборки кубика Рубика кажäое
äействие обратиìо. Но саìа заäа÷а принöипиаëüно не-
обратиìа, поскоëüку во вреìя реøения теряется инфор-
ìаöия об исхоäноì состоянии кубика и о проìежуто÷-
ных состояниях.

Заäа÷а упоряäо÷ения ìассива принöипиаëüно необ-
ратиìа, так как при ее реøении ìассив привоäится к
станäартноìу состояниþ и невозìожно восстановитü еãо
исхоäное состояние. В äанноì сëу÷ае форìаëüно она ìо-
жет бытü сäеëана обратиìой, есëи кажäый эëеìент x,
стоящий на i-ì ìесте, преäставëятü как пару 〈x, i 〉, но
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аëãоритì ìожет бытü все равно необратиì, поскоëüку
теряется инфорìаöия о проìежуто÷ных состояниях
ìассива.

5. ÍÀÁÐÎÑÊÈ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÎÄÕÎÄÀ
Ê ÌÎÄÅËßÌ ÑÈÑÒÅÌ

В преäыäущих параãрафах поäвоäиëся итоã ис-
сëеäованияì в äанной обëасти. Даëее в основноì
привоäятся приìеры форìаëизаöий, которые обос-
новываþт постановку заäа÷ äëя äаëüнейøей ра-
боты.

Пример 13. Рассìотриì усëовнуþ простейøуþ ìо-
äеëü беспиëотника с заряäоì, наöеëенноãо на некото-
рый объект. Во вреìя поëета беспиëотник ìожно рас-
сìатриватü как неäиссипативнуþ äинаìи÷ескуþ систе-
ìу, и в ëþбой ìоìент еìу ìожно отäатü приказ на воз-
вращение назаä, а возвращаþщеìуся — на возобновëе-
ние атаки (коне÷ностüþ ãорþ÷еãо пренебреãаеì). Посëе
атаки состояние беспиëотника уже не ìожет бытü изìе-
нено (он äействует как каìикаäзе). На стартовой пози-
öии еãо состояние не ìеняется, пока не буäет отäан при-
каз на взëет.

Такиì образоì, фазовое пространство систеìы äе-
ëится на три поäпространства: поäпространство старта,
поäпространство поëета, поäпространство заверøенной
ìиссии. Управëяþщих возäействий в реаëüности три:
коìанäа на взëет, коìанäа на прекращение атаки, ко-
ìанäа на возврат к атаке. Но форìаëüно ìы ìожеì свес-
ти их к äвуì: назна÷ение база, назна÷ение öеëü.

Динаìи÷еская систеìа без äиссипаöии порожäает
ãруппу сäвиãов. В äанноì сëу÷ае ãруппа становится по-
ëуãруппой, поскоëüку äвижения систеìы оãрани÷ены.
Пустü d — поäëетное вреìя к öеëи, x и y ìеняþтся в äиа-
пазоне [0, d). Опреäеëиì операöии:

x + + y = ,

x – – y = .

Теперü опреäеëиì аëãебру управëения беспиëот-
никоì:

(〈0, 0〉 ∗ 〈a, x〉) = 〈a, 0〉,

(〈1, x〉 ∗ 〈a, y〉) = 〈a, x + + y〉,

(〈0, x〉 ∗ 〈a, y〉) = 〈a, x – y〉 (x > 0, x < d),

(0 ∗ z) = (z ∗ 0) = 〈a, 0〉 = 0.

Поëу÷ивøаяся аëãебра ìожет бытü äискретизирова-
на. Есëи поäëетное вреìя разбитü на öеëое ÷исëо рав-
ных интерваëов, зна÷ения x и y ìоãут бытü сäеëаны на-
тураëüныìи ÷исëаìи, и поëу÷ается коне÷ное прибëиже-
ние к непрерывной аëãебре управëения.

Этот приìер показывает принöипиаëüные возìож-
ности форìаëизаöии в аëãебрах ëоãико-äинаìи÷ескоãо
управëения. Дëя тоãо, ÷тобы поäойти к этой пробëеìе с

нескоëüко боëее общих позиöий, рассìотриì еще пару
приìеров.

Пример 14. Пустü у нас естü неäиссипативная äина-
ìи÷еская систеìа, фазовые траектории которой не пе-
ресекаþтся. Тоãäа, äискретизировав пространство со-
стояний в ìоìент вреìени 0, поëу÷аеì äискретно-не-
прерывнуþ ãруппу, ка÷ественно характеризуþщуþ об-
ëастü, в которой нахоäится систеìа, и коëи÷ественно —
вреìя ее äвижения от на÷аëüной то÷ки. Дискретизиро-
вав еще и вреìя, поëу÷аеì äвуìернуþ äискретнуþ ãруп-
пу прибëиженных характеристик систеìы. Оãрани÷ив
вреìя, поëу÷аеì поëуãруппу. Оãрани÷ивая пространство
на÷аëüных состояний, поëу÷аеì поäãруппу (соответс-
твенно, поäпоëуãруппу) ранее построенной ãруппы (по-
ëуãруппы). Оãрани÷ивая обëастü в фазовоì пространс-
тве, в которой ìожет нахоäитüся систеìа, сохраняя при
этоì связностü оставøихся ÷астей фазовых траекторий,
поëу÷аеì поëуãруппу, в которой, на÷иная с некотороãо
ìоìента, x é y = x. Лþбая из этих (поëу)ãрупп ìожет
бытü попоëнена äо аëãебры управëений äобавëениеì
бинарноãо управëяþщеãо эëеìента, перекëþ÷аþщеãо
äвижение с пряìоãо на обратное; тернарноãо эëеìента,
вкëþ÷аþщеãо приостановку систеìы; эëеìента с ÷е-
тырüìя состоянияìи, ãäе ÷етвертое состояние озна÷ает
ëиквиäаöиþ систеìы (0 в приìере 13); и т. ä.

Поäìе÷ено, ÷то иäеìпотенты (эëеìенты, äëя кото-
рых x é x = x) иãраþт в аëãебрах роëü анаëоãов усëовий
заверøения иëи перекëþ÷ения проöессов в траäиöион-
ноì описании [36].

Пример 15. Пустü иìеется äиссипативная систеìа.
Тоãäа исхоäная аëãебра — поëуãруппа, и операöии об-
ращения нет. Друãие управëяþщие операöии по-пре-
жнеìу законны.

Пример 16. Пустü иìеется ëоãико-äинаìи÷еская сис-
теìа (äиссипативная иëи нет), повеäение которой опи-
сывается набороì операторов на фазовоì пространстве
и усëовий перекëþ÷ения ìежäу разëи÷ныìи оператора-
ìи. Дëя иëëþстраöии ìетоäа превращения такой систе-
ìы в аëãебру пустü у нас систеìа описывается äвуìя
оператораìи без äиссипаöии и оäниì усëовиеì пере-
кëþ÷ения. Тоãäа кажäый из операторов заäает ãруппу
сäвиãов. Обозна÷иì эти ãруппы G

1
 и G

2
. Опреäеëиì по-

ëуãруппу, которая ìожет рассìатриватüся как ÷асти÷ная
пряìая суììа äвух ãрупп. Их эëеìенты в боëüøинстве
сëу÷аев совпаäаþт, потоìу ÷то они äействуþт наä оäниì
и теì же фазовыì пространствоì, но операöии разные.

G = ({1} Ѕ (G
1
\{e})) ∪ ({2} Ѕ (G

2
\{e})) ∪ {0, e}.

Такиì образоì, заäаеì разìе÷енное объеäинение
äвух ãрупп, скëеивая еäиниöы и äобавëяя ноëü. Буäеì
с÷итатü, ÷то 〈1, e〉 = 〈2, e〉 = e,

〈a, x〉 é 〈a, y〉 = 〈a, x é y〉,

〈1, x〉 é 〈0, y〉 = 〈0, y〉 é 〈1, X 〉 = 0,

0 é z = z é 0 = 0.

Произвеäение эëеìентов из разных ãрупп с÷итается
оøибкой.

Действия ìожно опреäеëитü, по крайней ìере, äвуìя
способаìи. При первоì ìы äоëжны перекëþ÷итüся в

x y+ x y+ d<,

0,   x y+ d≥⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

x y– x y– 0>,

0,   x y– 0≤⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫
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то÷ности на поверхности перекëþ÷ения, ина÷е систеìа
ëоìается. При второì — на поверхности перекëþ÷ения
систеìа заäерживается äо сëеäуþщей коìанäы. Поëу÷а-
еì äве разëи÷ных GAPS наä оäной и той же поëуãруп-
пой. В G

err
 äействие заäается сëеäуþщиì образоì:

(〈a, x〉 ∗ 〈a, y〉) = 〈a, x é y〉 — траектория не прохоäит
÷ерез то÷ку перекëþ÷ения;

(〈0, x〉 ∗ 〈0, y〉) = 〈1, x é y〉 — траектория прихоäит
в то÷ку перекëþ÷ения;

(〈1, x〉 ∗ 〈1, y〉) = 〈0, x é y〉 — траектория прихоäит
в то÷ку перекëþ÷ения;

0 — в остаëüных сëу÷аях.

В G
stp

 опреäеëение сëеäуþщее:

(〈a, x〉 ∗ 〈a, y〉) = 〈a, x é y〉 — траектория не прохоäит
÷ерез то÷ку перекëþ÷ения

(〈0, x〉 ∗ 〈0, y〉) = 〈1, x é z〉;

x é z, z — первая то÷ка перекëþ÷ения
на траектории (〈1, x〉 ∗ 〈1, y〉) = 〈0, x é z〉;

x é z, z — первая то÷ка перекëþ÷ения
на траектории; 

0 — в остаëüных сëу÷аях.

Из этих аëãебр корректно äискретизируется тоëüко
вторая, поскоëüку в первой требуется перекëþ÷ение
то÷но в заäанный ìоìент. Это соответствует тоìу, ÷то
в конструктивноì анаëизе перекëþ÷ение то÷но в заäан-
ный ìоìент нереаëизуеìо.

Такиì образоì, ìы прибëижаеìся к äруãоìу вы÷ис-
ëитеëüноìу поäхоäу к ëоãико-äинаìи÷ескиì систеìаì,
проанаëизированныì, в ÷астности, в работах [37, 38]. ♦

Ка÷ественные состояния äаже необратиìых
систеì с бесконе÷ныì ÷исëоì особых то÷ек в ны-
неøней теории систеì спëоøü и ряäоì описыва-
þтся коìпëексаìи ãрупп. В ка÷естве приìера весü-
ìа изощренных конструкöий такоãо роäа, в сово-
купности с развиваеìой зäесü техникой äаþщих
возìожностü описатü систеìы как аëãебры, ìожно
привести как описание ìетоäа [39] и как еãо при-
ëожение [40].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ:
ÂÛÂÎÄÛ È ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈß

ÄÀËÜÍÅÉØÈÕ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉ

Отìетиì, ÷то при общеì высокоì уровне по-
нятий инфорìатика принöипиаëüно отставаëа от
теории äинаìи÷еских систеì в уровне абстракт-
ности описания систеì. Преäставëяете себе, есëи
бы в теории систеì рассìатриваëисü не общие
уравнения и операторы наä фазовыìи пространс-
тваìи, а систеìы из ры÷аãов, øестеренок и т. п.
Перехоä к GAPS позвоëиë избавитüся в теории

проãраììирования от «øестеренок»: конкретных
операторов аëãоритìи÷еских языков.

Даëее, GAPS показаëи своþ способностü опи-
сыватü кëассы проãраììных систеì, разëи÷аþщи-
еся по свойстваì их функöионаëов. В статüе [33]
охарактеризованы кëассы обратиìых проãраìì,
поëуобратиìых проãраìì (возìожно взятие назаä
äействия, но не еãо преäотвращение), заверøаþ-
щихся за коне÷ное вреìя автоìатных проãраìì.
Теì саìыì аëãебраи÷еский аппарат еще раз про-
äеìонстрироваë своþ общностü и ãибкостü.

Развитие аëãебр проãраìì потребоваëо иссëе-
äования ранее не изу÷авøихся аëãебраи÷еских
структур, прежäе всеãо, неассоöиативных аëãебр с
коìпозиöией. Их приìенение к конкретныì кëас-
саì проãраìì и первые опыты по описаниþ äина-
ìи÷еских систеì поставиëи нескоëüко пробëеì.

Прежäе всеãо, в ÷истоì виäе аëãебры обрати-
ìых вы÷исëений описываþт оãрани÷енный кëасс
систеì. В реаëüных проãраììах обязатеëüно при-
сутствуþт необратиìые äействия, наприìер, заäа-
ние исхоäных äанных (иниöиаëизаöия систеìы) и
÷тение поëу÷ивøихся резуëüтатов. Даëее, кëасс
описываеìых систеì резко расøиряется и стано-
вится перспективныì äëя описания ìноãих реаëü-
ных заäа÷, есëи рассìатриватü по÷ти всþäу обра-
тиìые вы÷исëения, которые обратиìы на боëüøих
у÷астках, а на стыках ìежäу ниìи ìоãут äеëатüся
необратиìые äействия и приниìатüся необрати-
ìые реøения. В этоì сëу÷ае тепëовой преäеë все
равно обхоäится, а выразитеëüные возìожности
принöипиаëüно усиëиваþтся. Но по÷ти всþäу об-
ратиìые аëãебры — еще оäин неиссëеäованный
кëасс аëãебраи÷еских систеì. Их иссëеäование —
актуаëüная и практи÷ески важная заäа÷а.

Даëее, выразитеëüные среäства аëãебр ìощны
äëя реøения сëожнейøих ка÷ественных заäа÷ (как
показано, наприìер, в работах [39, 40]). Но стро-
ящиеся в теории коìпëексы ãрупп непрерывны.
Нет (не требуется äëя ÷истой теории) никаких ìе-
тоäов их äискретизаöии и свеäения к коне÷ныì
структураì. Построение коне÷ных прибëижений
непрерывных аëãебр — стоëü же принöипиаëüная
заäа÷а, какой явиëосü в свое вреìя осознание то-
поëоãи÷ескоãо характера прибëижений непрерыв-
ных пространств äискретныìи сеткаìи. Поэтоìу
теория прибëижений ãрупп, поëуãрупп и проãраì-
ìных аëãебр — новое направëение, открываеìое
аëãебраи÷ескиì поäхоäоì.

И, наконеö, операöии конструирования аëãебр
из простых коìпонентов не своäятся к øироко
приìеняеìыì в теорети÷еской аëãебре пряìыì,
поäпряìыì и поëупряìыì произвеäенияì. А пе-
рехоä к фактор-структураì сëиøкоì ÷асто разру-
øает вы÷исëиìостü. Развитие новых способов пос-
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троения аëãебр (прежäе всеãо, коне÷ных, но и бес-
коне÷ные тоже важны) — еще оäно направëение,
иссëеäования в котороì необхоäиìы.

Преäваритеëüные варианты äанной работы
äокëаäываëисü на конференöии РАСО'2012 [41],
øкоëе ìоëоäых у÷еных ИПУ РАН и на сеìинаре
ИПМ РАН.
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