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ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ ÊÎËËÅÊÒÈÂÍÎÃÎ ÈÍÒÅËËÅÊÒÀ

Á.Á. Ñëàâèí

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Понятие коëëективноãо интеëëекта в нау÷ной
ëитературе стаëо испоëüзоватüся с конöа XIX в. и
связано с иссëеäованияìи франöузских соöиоëо-
ãов тоãо вреìени. В работе «О разäеëении обще-
ственноãо труäа» [1] в 1893 ã. Э. Дþркãейì писаë
о äвух виäах соëиäарности ÷еëовека и общества,
связанных в первоì сëу÷ае с общиìи иäеяìи и
законаìи повеäения, а во второì — с разäеëени-
еì труäа. К пониìаниþ коëëективноãо интеëëекта
как новой форìы орãанизаöии общества ìожно
отнести и понятие ноосферы В.И. Вернаäскоãо
[2]. Знаìенитый фантаст Г. Уэëëс в своих пубëи-
öисти÷еских ëекöиях, изäанных поä названиеì
«Всеìирный ìозã», в конöе 1930-х ãã. также ãово-
риë о важности коëëективной интеëëектуаëüной
äеятеëüности: «Дуìаþ, ÷то ìы пока еще уäеëяеì
неäостато÷но вниìания боëее тесноãо объеäине-
ния орãанизаöий, заниìаþщихся интеëëектуаëü-
ной äеятеëüностüþ. Иäеи объеäинения ÷еëове÷ес-
тва зависят, в коне÷ноì с÷ете, от возìожности ре-
аëизаöии еäиной уìственной работы» [3].
Уэëëс факти÷ески преäвосхитиë проект Вики-

пеäии, который стаë возìожен бëаãоäаря сетевыì
возìожностяì ãëобаëüных коììуникаöий. Гëо-
баëüная сетü Интернет перевеëа вопросы коëëек-
тивноãо интеëëекта в утиëитарное русëо. Ф. Хей-
ëиãен пиøет: «Горазäо важнее поääерживатü са-
ìоорãанизаöиþ в сети инфорìаöионных потоков
и такиì образоì соäействоватü повыøениþ коë-
ëективноãо разуìа, ÷тобы еãо интеëëектуаëüные

возìожности, как это поëожено, быëи боëüøе,
÷еì суììа сознаний поëüзоватеëей Интернета»
[4, с. 92]. Поä÷ас, ãоворя о понятиях коëëективно-
ãо интеëëекта иëи коëëективноãо разуìа, ìноãие
иссëеäоватеëи поäразуìеваþт искëþ÷итеëüно су-
ществуþщие ãëобаëüные сетевые проекты (сì.,
наприìер, обзорнуþ статüþ [5]).
Известный футуроëоã, соу÷реäитеëü и äирек-

тор проекта «The Millenium Project», Дж. Гëенн,
заявивøий в 2009 ã., ÷то коëëективный интеëëект
станет сëеäуþщей эпохой äëя инфорìаöионных
техноëоãий, с÷итает, ÷то систеìы коëëективноãо
интеëëекта (CIS) äоëжны состоятü из трех эëе-
ìентов: экспертов, проãраììноãо и аппаратноãо
обеспе÷ения и из äанных, инфорìаöии и знания.
В своей работе [6] он пиøет: «Можно с÷итатü про-
ект Wikipedia, Google, крауäсорсинã, сервисы ус-
реäненных экспертных оöенок, ìоäеëи интеëëек-
туаëüноãо роя, а также инструìенты predict markets
приìераìи систеì коëëективноãо интеëëекта, но
они не явëяþтся приìераìи CIS по опреäеëениþ,
преäëоженноìу в этой статüе. Они произвоäят ин-
форìаöиþ и в некоторых сëу÷аях ãрупповые ре-
øения, но они не вкëþ÷аþт в поëной ìере и на
систеìати÷еской основе обратнуþ связü всех трех
эëеìентов, не ìоãут обеспе÷итü непрерывноãо
появëения новых иäей. Они не воспроизвоäят
постоянно интеëëект, тоëüко на короткое вреìя,
тоãäа как CIS, как и интеëëект ÷еëовека, посто-
янно возникает и ìеняется в проöессе äеятеëüнос-
ти, приобретения опыта и вëияния окружаþщей
среäы».

Преäставëен обзор ëитературы по техноëоãияì коëëективноãо интеëëекта. Показано, ÷то
они существенно отëи÷аþтся от крауäсорсинãовых техноëоãий и ìоãут бытü рассìотре-
ны как сорсинã эпохи знаний. Преäëожено описание атрибутов коëëективноãо интеë-
ëекта, которые ìоãут приìенятüся äëя проектирования экспертных сетей и систеì уп-
равëения знанияìи на преäприятиях. Кратко описаны ìетоäы ìоäеëирования и изìе-
рения коëëективноãо интеëëекта. Показана необхоäиìостü развития теории и практики
техноëоãий коëëективноãо интеëëекта.

Ключевые слова: коëëективный интеëëект, крауäсорсинã, коэффиöиент интеëëектуаëüности, экс-
пертные сети, соöиаëüные сети.
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1. ÃËÎÁÀËÜÍÛÅ ÑÅÒÈ È ÊÎËËÅÊÒÈÂÍÛÉ ÈÍÒÅËËÅÊÒ

Безусëовно, интерес к техноëоãияì коëëектив-
ноãо интеëëекта существенно вырос с появëени-
еì коëëективных веб-сервисов и таких проектов
как Википеäия, соöиаëüные сети. Успех Википе-
äии закëþ÷ается не тоëüко в возìожности привëе-
÷ения боëüøоãо ÷исëа энтузиастов, но и в ÷еткой
ìоäераöии контента. Иссëеäования, провеäенные
аìериканскиìи у÷еныìи из Университета Карне-
ãи — Меëëон [7], показаëи, ÷то эффективностü со-
зäания сëожноãо контента в Википеäии возрастает
с повыøениеì коìпетенöий реäакторов, осущест-
вëяþщих ìоäераöиþ записей, ÷то ìожно испоëü-
зоватü äëя орãанизаöии и äруãих ãëобаëüных сете-
вых сообществ.
Японские иссëеäоватеëи К. Зетöу и Я. Кийоки

сфорìуëироваëи конöепöиþ развития систеì уп-
равëения знанияìи на основе приìенении техно-
ëоãий коëëективноãо интеëëекта в Интернете [8].
Они преäëожиëи рассìатриватü всеìирнуþ сетü
как инструìент объеäинения интеëëектуаëüных
способностей ëþäей ÷ерез сетевые базы знаний
и соöиаëüные сообщества. Инфорìаöионные тех-
ноëоãии (ИТ) и сетевые соöиаëüные сообщества
ìожно с÷итатü своеãо роäа инфраструктурой коë-
ëективноãо интеëëекта. В работе японско-китай-
ской ãруппы у÷еных [9] особо отìе÷ается «важ-
ностü инфорìаöионно-коììуникаöионных техно-
ëоãий в форìировании коëëективноãо интеëëекта»
([9], с. 217), и авторы ввоäят äаже понятие «супер-
сети знаний», состоящей из трех коìпонент: ìе-
äиасети, сети поëüзоватеëей и сети знаний, а так-
же понятие «knoware», знания, нахоäящеãося в вы-
÷исëитеëüных ресурсах (hardware и software).
У÷итывая особуþ роëü ИТ-коììуникаöий, тех-

ноëоãии коëëективноãо интеëëекта ìожно опреäе-
ëитü как сетевые инфорìаöионные систеìы, поз-
воëяþщие ëþäяì эффективно и без оãрани÷ений
на расстояние орãанизовыватü совìестнуþ ин-
теëëектуаëüнуþ äеятеëüностü. Наäо отìетитü, ÷то
техноëоãии коëëективноãо интеëëекта явëяþтся
оäниì из важных инструìентов управëения неяв-
ныìи знанияìи, которые еще требуþт иссëеäова-
ний и внеäрений в практику. В 2006 ã. при Масса-
÷усетскоì техноëоãи÷ескиì институте быë созäан
Центр иссëеäований коëëективноãо интеëëекта
(MIT Center for Collective Intelligence — CCI), в
заäа÷у котороãо вхоäит иссëеäование техноëоãий
коëëективноãо разуìа и возìожностей испоëü-
зования их на практике в разëи÷ных обëастях
бизнеса и общества. По ìнениþ орãанизаторов
Центра «коëëективный интеëëект» ìожет бытü
испоëüзован и как инструìент повыøения орãа-
низаöионной эффективности и произвоäитеëü-
ности фирì, и как техноëоãия работы в коìанäе,

и как ìетоäоëоãия в ìенеäжìенте. Иссëеäование
коëëективноãо разуìа преäпоëаãает изу÷ение воп-
росов созäания ãëобаëüных вы÷исëитеëüных зна-
ниевых ресурсов äëя орãанизаöии сверх÷еëове-
÷ескоãо интеëëекта, изу÷ение возìожностей ÷еëо-
ве÷ескоãо ìозãа и новых способов орãанизаöии
коëëективной äеятеëüности, изу÷ение возìожнос-
тей коìбинирования искусственноãо интеëëекта и
интеëëекта ÷еëовека.
На основе иссëеäования боëüøоãо ÷исëа прак-

ти÷еских приìеров испоëüзования техноëоãий
коëëективноãо интеëëекта в 2009 ã. Т. Маëоун (äи-
ректор MIT CCI) с коëëеãаìи попытаëисü выявитü
«ãеноì коëëективноãо разуìа» [10, 11]. В своей
работе «Укрощение тоëпы: выявëение ãеноìа
коëëективноãо интеëëекта» они äаëи äостато÷но
øирокое опреäеëение коëëективноãо интеëëекта
как орãанизаöии интеëëектуаëüной äеятеëüности
ãрупп ëþäей [10, с. 2] и преäëожиëи кëассифиöи-
роватü эëеìенты, из которых скëаäывается ãеноì
по ÷етыреì катеãорияì: Кто выпоëняет заäа÷у?
По÷еìу он это äеëаþт? Что сверøается? Как äе-
ëается? (рис. 1).
Два «ãена» отве÷аþт на вопрос «Кто?»: «Иерар-

хия» и «Сообщество» (crowd). Ген «Иерархия» поä-
разуìевает наëи÷ие орãанизаöионной структуры
в принятии реøений при коëëективной работе.
Наприìер, несìотря на äеìократи÷ный принöип
разработки свобоäноãо проãраììноãо обеспе÷е-
ния, реøения о вкëþ÷ении новых ìоäуëей в реëиз
Линукса приниìаþтся Л. Торваëüäсоì и еãо по-
ìощникаìи («ëейтенантаìи»). Ген «Сообщество»,
напротив, преäпоëаãает свобоäное у÷астие ëþäей
в реаëизаöии проекта, испоëüзуþщеãо коëëек-
тивные техноëоãии, свобоäный «вхоä» и «выхоä».
«Гены», отве÷аþщие на вопрос «По÷еìу?», — это:
«Денüãи», «Лþбовü» и «Сëава», обозна÷аþщие ос-
новные ìотивы ëþäей, у÷аствоватü в работе сете-
вых сообществ. На вопрос «Что?» отве÷аþт «ãены»
«Созäаеì» и «Реøаеì», и на вопрос «Как?»: «ãены»
с названиеì «Инäивиäуаëüно» и «Коëëективно».

Рис. 1. Элементы строительных блоков или «генов» коллектив-
ного интеллекта [10]
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В табë. 1 преäставëен приìер «ãеноìа» проекта
созäания Линукса, собранноãо из пере÷исëенных
выøе «ãенов». По анаëоãии с проектоì Линукса
авторы [10] строят «ãеноìы» äруãих сетевых про-
ектов (Википеäия, InnoCentive, Threadless и äр.),
анаëизируя их особенности, разнообразные схеìы
принятия реøений (консенсус, ìетоä среäней то÷-
ки и äр.) и типы коëëеãиаëüной работы (собрание,
конкурс, сотруäни÷ество и т. п.). Оäнако, несìот-
ря на ориãинаëüный приеì анаëиза ãëобаëüных
сетевых проектов, основанный на анаëоãии с ãе-
ноìоì ÷еëовека, преäëоженной кëассификаöией
«ãенов» труäно воспоëüзоватüся в ка÷естве инст-
руìента повыøения эффективности иëи орãани-
заöии новых проектов, испоëüзуþщих техноëо-
ãии коëëективноãо интеëëекта. Неìеöкий у÷еный
Дж. Лейìестер, коììентируя работу Маëоуна и
коëëеã, также пиøет о необхоäиìости изу÷ения
практи÷ескоãо инструìентария и разработки при-
ëожений техноëоãий коëëективноãо интеëëекта с
приìенениеì поäхоäов инженерии бизнеса и ин-
форìаöионных систеì (BISE — Business and Infor-
mation Systems Engineering) [12, с. 247], и такие ра-
боты уже появëяþтся (сì., наприìер, [13]).

2. ÊÐÀÓÄÑÎÐÑÈÍÃ ÈËÈ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ 
ÊÎËËÅÊÒÈÂÍÎÃÎ ÈÍÒÅËËÅÊÒÀ

В нау÷ной ëитературе ìожно встретитü то÷ку
зрения, соãëасно которой крауäсорсинã (и еãо раз-
новиäности в виäе техноëоãий открытых иннова-
öий и управëения иäеяìи) и техноëоãии коëëек-
тивноãо интеëëекта ìаëо разëи÷аþтся [14, 15].
Так, неìеöкие у÷еные в своей статüе, посвящен-
ной коëëективноìу интеëëекту, заявëяþт, ÷то «ìы
буäеì испоëüзоватü терìины «коëëективный ра-
зуì» и «крауäсорсинã» взаиìозаìеняеìо и в сìыс-
ëе «испоëüзования боëüøой ãруппы ëþäей äëя ре-
øения конкретной пробëеìы иëи сбора поëезных
иäей»« [14, с. 681]. Оäнако крауäсорсинã явëяется
техноëоãией инфорìаöионноãо общества, инс-
труìентоì саìообсëуживания ëþäей, и быëо бы
неправиëüно еãо приравниватü к систеìаì управ-
ëения знанияìи и коëëективныì интеëëектоì.

Т. Грубер так писаë о крауäсорсинãовых проектах:
«я бы назваë нынеøнее состояние соöиаëüной
сети как собрание интеëëекта. Я äуìаþ, ÷то пре-
жäевреìенно приìенятü терìин «коëëективный
интеëëект» к такиì систеìаì, потоìу ÷то они не
форìируþт новых уровней ìыøëения» [16, с. 4].
Говоря о техноëоãиях коëëективноãо интеëëекта,
необхоäиìо в первуþ о÷ереäü рассìатриватü воз-
ìожности увеëи÷ения интеëëектуаëüных способ-
ностей ãрупповой работы и тоëüко затеì воз-
ìожности инфорìаöионной поääержки бëаãоäа-
ря ìассовости поëüзоватеëей. В этой связи боëее
аäекватныì преäставëяется опреäеëение систеì,
испоëüзуþщих техноëоãии коëëективноãо интеë-
ëекта как «систеì, которые объеäиняþт в ãруппы
необхоäиìое ÷исëо ëþäей, иìеþщих собственные
инäивиäуаëüные öеëи, но орãанизованных такиì
образоì, ÷то общий интеëëект и эффективностü
ãруппы возрастает» [17, с. 219].
Особое зна÷ение в испоëüзовании техноëоãий

коëëективноãо интеëëекта иìеет их соотноøение
с техноëоãияìи бизнес-анаëиза (business intelli-
gence) и искусственноãо интеëëекта. Как и в сëу-
÷ае с крауäсорсинãоì, некоторые иссëеäоватеëи
также не äеëаþт разëи÷ия ìежäу этиìи «интеëëек-
туаëüныìи» техноëоãияìи. Так, автор книãи «Коë-
ëективный интеëëект в äействии» [18] С. Аëаã пи-
øет о коëëективноì интеëëекте как о техноëоãии
повыøения интеëëектуаëüных возìожностей ÷е-
ëовека, вкëþ÷ая сþäа и коëëективные техноëоãии,
и техноëоãии интеëëектуаëüноãо анаëиза äанных
(Data Mining), и ìаøинное обу÷ение, и т. ä., все,
÷то иìеет в название сëово интеëëект. Впро÷еì,
÷асто, особенно в пубëиöисти÷еских выступëени-
ях, встре÷ается и противопоëожная то÷ка зрения,
÷то техноëоãии искусственноãо интеëëекта не äо-
поëняþт, а заìеняþт интеëëектуаëüные способ-
ности ÷еëовека, созäавая преäпосыëки äëя соз-
äания фантасти÷ескоãо ìира ìаøин. Неäостатки
обеих то÷ек зрения закëþ÷аþтся в разëи÷ной трак-
товке сëова «интеëëект» (intelligence). Есëи же поä
интеëëектоì иìетü в виäу не инструìентарий, а
ìыøëение, при÷еì в еãо соöиаëüноì зна÷ении,
тоãäа техноëоãии искусственноãо интеëëекта сëе-
äует пониìатü как техноëоãии, поìоãаþщие ÷е-

Таблица 1
Àíàëèç «ãåíîìà» ïðîåêòà ñîçäàíèÿ Ëèíóêñà [10]

Приìер Что? Кто? По÷еìу? Как?

Линукс Созäаеì Новые проãраììные 
ìоäуëи

Сообщество Денüãи, Лþбовü, 
Сëава

Коëëеãиаëüно

Реøаеì Какой из ìоäуëей 
вкëþ÷атü в реëиз?

Л. Торваëüäс и 
«ëейтенанты»

Лþбовü, Сëава Инäивиäуаëüно 
(по иерархии)
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ëовеку ìысëитü, избавëяя еãо от рутинной ëоãи-
÷еской äеятеëüности, и как техноëоãии, которые
позвоëяþт скëаäыватü интеëëектуаëüные способ-
ности ëþäей в еäиный, коëëективный интеëëект.
Т. Грубер образно описаë это со÷етание техноëо-
ãий как «встре÷у соöиаëüной сети с сеìанти÷ес-
кой» [16].
Оãрани÷енностü крауäсорсинãовых техноëоãий,

которые преäпоëаãаþт необязатеëüностü у÷астия,
ìожно проäеìонстрироватü на приìере работы
экспертной ãруппы. Иссëеäуеìая экспертная ãруп-
па состояëа из 45 экспертов, которые ãотовиëи от-
÷ет о нау÷но-иссëеäоватеëüской работе, и поëüзо-
ваëасü в ка÷естве инструìента коëëабораöии сете-
выì ìессенäжероì «Telegram». На рис. 2 показан
объеì инфорìаöии (в киëобайтах), сãенерирован-
ный ÷ëенаìи экспертной ãруппы, обозна÷енные
иниöиаëаìи по оси орäинат. Нетруäно виäетü, ÷то
из 45 экспертов тоëüко поëовина экспертов у÷аст-
воваëа в обсужäении, остаëüные äовоëüствоваëисü
роëüþ сëуøатеëей. Боëее тоãо, свыøе 80 % всей
инфорìаöии быëо сãенерировано восеìüþ экс-
пертаìи, преäставëяþщиìи собой ìенее 20 % все-
ãо коëëектива. Можно сказатü, ÷то в сообществах,
построенных на техноëоãиях крауäсорсинãа, рабо-
тает правиëо Парето, преäпоëаãаþщее, ÷то 80 %
резуëüтата äостиãается бëаãоäаря испоëüзованиþ
20 % интеëëектуаëüных ресурсов.
Но крауäсорсинãовые техноëоãии привоäят не

тоëüко к неравноìерности заãрузки экспертов, но
и к неравноìерности в коììуникаöиях. На рис. 3
показано распреäеëение объеìа инфорìаöии,
ãенерируеìой экспертаìи в сетевоì ìессенäжере
в проöессе упоìянутой выøе ãрупповой работы.
Нетруäно виäетü, ÷то обìен инфорìаöией ìежäу
экспертаìи носит ярко выраженный неравноìер-
ный характер и скорее напоìинает быстроте÷ные
обìены ìненияìи, иниöиируеìые оäниì из экс-
пертов. Понятно, ÷то такое стратифиöированное
общение не соответствует реаëüной равноìерной
работе экспертов, и, сëеäоватеëüно, сетевые ìес-
сенäжеры не ìоãут бытü эффективныì инструìен-
тоì орãанизаöии коëëективной интеëëектуаëüной
äеятеëüности. Крауäсорсинãовые техноëоãии поз-
воëяþт объеäинитü боëüøое ÷исëо ëþäей и соб-
ратü наибоëее аäекватнуþ инфорìаöиþ, но в ÷ас-
ти орãанизаöии интеëëектуаëüной äеятеëüности
они проиãрываþт äаже обы÷ныì корпоративныì
инфорìаöионныì систеìаì, которые äобиваþтся
эффективности в совìестной работы путеì ис-
поëüзования бизнес-проöессов.
Говоря о техноëоãиях коëëективноãо интеëëек-

та, необхоäиìо в первуþ о÷ереäü рассìатриватü
возìожности увеëи÷ения интеëëектуаëüных спо-
собностей ãрупповой работы, и тоëüко затеì воз-
ìожности инфорìаöионной поääержки бëаãоäа-

ря ìассовости поëüзоватеëей. В этой связи боëее
аäекватныì преäставëяется опреäеëение систеì,
испоëüзуþщих техноëоãии коëëективноãо интеë-
ëекта, как «систеì, которые объеäиняþт в ãруппы
необхоäиìое ÷исëо ëþäей, иìеþщих собственные
инäивиäуаëüные öеëи, но орãанизованных такиì
образоì, ÷то общий интеëëект и эффективностü
ãруппы возрастаþт» [17], с. 219].

3. ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ ÊÎËËÅÊÒÈÂÍÎÃÎ ÈÍÒÅËËÅÊÒÀ 
ÊÀÊ ÔÎÐÌÀ ÑÎÐÑÈÍÃÀ ÝÏÎÕÈ ÇÍÀÍÈÉ

Чтобы разобратüся, ÷еì коëëективный интеë-
ëект отëи÷ается от крауäсорсинãа и äруãих техно-
ëоãий, уäобно воспоëüзоватüся кëассификаöией
техноëоãи÷еских эпох [19] (инäустриаëüной, пос-
тинäустриаëüной, инфорìаöионной и эпохи зна-
ний), кажäой из которых соответствует своя форìа
сорсинãа (инсорсинã, аутсорсинã, крауäсорсинã и
коëëективный интеëëект), и ответитü на те же
вопросы, ÷то заäаваëисü Маëоуноì и коëëеãаìи
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Рис. 2. Распределение объема информации по участникам экс-
пертной группы в процессе интеллектуальной деятельности
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при построении ãеноìа коëëективноãо интеëëек-
та: «Кто?», «Что?», «Как?» и «По÷еìу?» испоëüзует
äаннуþ техноëоãиþ (табë. 2). В сëу÷ае крауäсор-
синãа основныì у÷астникоì становятся обы÷ные
ëþäи иëи кëиенты, а преäìетоì испоëüзования —
инфорìаöия, которой ëþäи ëибо äеëятся с äру-
ãиìи, ëибо поëу÷аþт в резуëüтате äанноãо сервиса.
В техноëоãии коëëективноãо интеëëекта у÷астни-
каìи явëяþтся профессионаëы, эксперты, кото-
рые ëибо созäаþт новое знание, ëибо испоëüзуþт
еãо в своей äеятеëüности. Уже из этих отëи÷итеëü-
ных особенностей виäно, ÷то проект Википеäии
явëяется крауäсорсинãовыì проектоì, а не коë-
ëективныì интеëëектоì. И наоборот, проект раз-
работки Линукса явëяется проектоì коëëективно-
ãо интеëëекта, а не крауäсорсинãовыì проектоì.
Основныì инструìентоì работы в крауäсор-

синãовых проектах явëяется еäиный сетевой ин-
форìаöионный ресурс и инäивиäуаëüная работа с
ниì ÷ерез «ëи÷ный кабинет». В сëу÷ае испоëüзова-
ния техноëоãии коëëективноãо интеëëекта сетевой
ресурс сëужит ëиøü вспоìоãатеëüной коììуника-
öионной пëощаäкой äëя орãанизаöии коëëектив-
ной работы, который ëеãко ìожет бытü заìенен
обы÷ной эëектронной по÷той. Наибоëее ÷етко раз-
ëи÷ие ìежäу техноëоãияìи проявëяется в ìоти-
ваöии поëüзоватеëей. В табë. 2 указаны ëиøü ос-
новные ìотиваöии, которые, коне÷но же, äопоë-
няþтся äруãиìи. В сëу÷ае инсорсинãа основной
ìотиваöией явëяется зарпëата сотруäников (хотя и
äопоëнитеëüные ìотиваöии тоже иìеþтся). При
аутсорсинãе основная ìотиваöия состоит в прибы-
ëи аутсорсинãовой коìпании, ÷то äеëает эту тех-
ноëоãиþ боëее эффективной в усëовиях тиражи-
руеìости усëуãи, ÷еì инсорсинã. В сëу÷ае крауä-
сорсинãа ìотиваöией поëüзоватеëей сëужит ëибо
их потребностü в äоступе к инфорìаöии (напри-
ìер, в сëу÷ае банковскоãо эëектронноãо саìооб-
сëуживания), ëибо соöиаëüный успех. Безусëов-
но, и вëаäение инфорìаöии, и соöиаëüный успех

ìоãут бытü и буäут ìонетизированы поëüзовате-
ëеì, но уже опосреäованно, ÷ерез работу с инфор-
ìаöией. Основная же ìотиваöия у÷астника проек-
тов коëëективноãо интеëëекта закëþ÷ается в пот-
ребности в коëëективной знаниевой äеятеëüности,
а опëата, признание и про÷ие виäы ìотиваöии
(сì. боëее поäробно в работе [20]) втори÷ны.
Разëи÷ия ìежäу ìоäеëяìи сорсинãа позвоëя-

þт выявитü основные атрибуты коëëективноãо ин-
теëëекта, преäставëенные на рис. 4. Коëëектив-
ный интеëëект ìожно преäставитü в виäе систеìы
коëëективноãо интеëëекта (ëевая ÷астü рисунка) и
поëüзоватеëей этой систеìы. Систеìа коëëектив-
ноãо интеëëекта äоëжна вкëþ÷атü в себя, как и
крауäсорсинãовые пëатфорìы, сетевой инстру-
ìент коììуникаöий (äëя орãанизаöии коëëектив-

Таблица 2
Ãåíîì ñîðñèíãà

Инсорсинã Аутсорсинã Крауäсорсинã, саìообсëуживание Коëëективный интеëëект

Кто?
Персонаë

Сотруäники 
преäприятия

Сотруäники 
фирì-партнеров

Кëиенты, насеëение Эксперты

Что?
Цеëü

Выпоëняþт ÷астü 
работы

Оказываþт усëуãи Поëу÷аþт иëи äаþт
инфорìаöиþ

Созäаþт и испоëüзуþт
знание

Как?
Проöесс

В раìках биз-
нес-проöесса

В раìках рыно÷ных 
äоãоворенностей

Интернет-саìообсëуживание Коëëективная работа

По÷еìу?
Мотиваöия

Зарпëата Прибыëü Необхоäиìостü в инфорìаöии, 
сëава

Уäовëетворение в твор÷ест-
ве коìпëексных ìеханизìов

Рис. 4. Атрибуты коллективного интеллекта
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ной работы поëüзоватеëей); иìетü общие äëя всех
заäа÷и и öеëи (не все крауäсорсинãовые проекты
иìеþт общие öеëи); опреäеëятü инäивиäуаëüные
коìпетенöии (это отëи÷ает коëëективный интеë-
ëект от крауäсорсинãовых проектов); поääержи-
ватü появëение иëи внеäрение знания. Посëеäний
атрибут систеì коëëективноãо интеëëекта также
отëи÷ает их от крауäсорсинãа. В ÷астности, тех-
ноëоãия ìоäераöии проекта Википеäии не тоëüко
не поääерживает появëение новоãо знания, а нао-
борот — все, ÷то не поäтвержäается боëее старыìи
и авторитетныìи исто÷никаìи, запрещает к пуб-
ëикаöии. Википеäия сëужит инструìентоì хране-
ния и переäа÷и знаний, но не их произвоäства иëи
испоëüзования.
Существенные разëи÷ия в атрибутике иìеþтся

и со стороны поëüзоватеëей систеì коëëективно-
ãо интеëëекта. В отëи÷ие от крауäсорсинãовых
проектов, ãäе возìожно äаже анониìное у÷астие,
в систеìах коëëективноãо интеëëекта у÷астие пер-
сонифиöировано. Боëее тоãо, поëüзоватеëü систеì
коëëективноãо интеëëекта äоëжен братü на себя
опреäеëенные обязатеëüства (так в экспертных се-
тях поëüзоватеëü поäписывает соãëаøение, пре-
пятствуþщее распространениþ инсайäерской ин-
форìаöии [21]) в отëи÷ие от «свобоäноãо вхоäа» и
«свобоäноãо выхоäа» в крауäсорсинãовых проектах
[22]. Но при этоì поëüзоватеëи систеì коëëек-
тивноãо интеëëекта не явëяþтся ни наеìныìи ра-
ботникаìи, ни бизнесìенаìи, как в сëу÷ае ин-
сорсинãа иëи аутсорсинãа. Поëüзоватеëи систеì
коëëективноãо интеëëекта — это избранные ëþäи,
профессионаëы в своеì äеëе, проøеäøие опреäе-
ëенный отбор äëя у÷астия в отëи÷ие от äеìокра-
ти÷ных проöеäур в крауäсорсинãовых проектах.
Еще оäно отëи÷ие поëüзоватеëей систеì коëëек-
тивноãо интеëëекта — это их äеятеëüностü, закëþ-
÷аþщаяся искëþ÷итеëüно в твор÷еской и интеë-
ëектуаëüной работе.

4. ÌÅÒÎÄÛ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß È ÈÇÌÅÐÅÍÈß 
ÊÎËËÅÊÒÈÂÍÎÃÎ ÈÍÒÅËËÅÊÒÀ

Несìотря на то, ÷то понятие коëëективноãо
интеëëекта испоëüзуется о÷енü øироко, работ по
построениþ ìатеìати÷еских ìоäеëей и изìере-
ниþ коëëективноãо интеëëекта о÷енü неìноãо.
В ка÷естве оäних из первых работ в обëасти рас-
÷ета коëëективноãо коэффиöиента интеëëектуаëü-
ности (Collective Intelligence Quotient — CIQ) стоит
упоìянутü работы поëüскоãо у÷еноãо Т. Цзубы
(сì. наприìер, [23]), который испоëüзоваë ква-
зи-хаоти÷ескуþ коìпüþтернуþ ìоäеëü, приìеня-
еìуþ в биоëоãии и соöиоëоãии. Поäобно тоìу, как
броуновская ÷астиöа äвижется бëаãоäаря хаоти-
÷ескиì стоëкновенияì с ней ìоëекуë, так и заäа-
÷и, которые не ìоãут бытü реøены оäниì ÷еëове-

коì, буäут реøатüся ãруппой ëþäей äаже в усëо-
виях их сëу÷айных коëëабораöий: «Мы ãовориì,
÷то коëëективный интеëëект возникает в резуëü-
тате взаиìоäействия и сосуществования, есëи естü
хотя бы оäна пробëеìа, которая ìожет бытü реøе-
на инäивиäоì тоëüко при поääержке ãруппы, ëибо
совìестно …» [23, с. 492]. Статисти÷еское ìоäеëи-
рование реøения ãрупповых заäа÷ позвоëяет по-
казыватü возìожности коëëективноãо интеëëекта,
оäнако коэффиöиент интеëëекта, расс÷итанный
такиì образоì, никак не связан с траäиöионныì
рас÷етоì IQ (Intelligence Quotient) äëя инäивиäа.
Цзуба саì заявëяет: «Параäоксаëüно, но оöенка
коëëективноãо интеëëекта соöиаëüных структур
поëу÷ается проще оöенки IQ оäноãо существа»
[23, с. 490]. Оäнако приìеняеìый Цзубой поäхоä
интересен ëиøü с иëëþстративной то÷ки зрения,
поскоëüку никак не опирается на ìоäеëирование
интеëëекта инäивиäа. Факти÷ески, преäëоженная
ìоäеëü описывает ëþбой ãрупповой проöесс, свя-
занный иëи не связанный с интеëëектоì.
Матеìати÷еское описание коëëективных про-

öессов, которые ìоãут испоëüзоватüся äëя ìоäеëи-
рования интеëëектуаëüной äеятеëüности, ìожно
найти в книãе Д. Вуëперта «Теория коëëективноãо
интеëëекта» [24]. Автор ввоäит функöии поëез-
ности äëя ÷ëенов коëëектива и всеãо коëëектива
в öеëоì и ищет усëовия, при которых ÷астный ин-
терес не противоре÷ит, а наоборот способствует
реаëизаöии интереса коëëективноãо. По анаëоãии
с ìетоäаìи теории иãр, Вуëперт ввоäит функöии,
переìенные которых впоëне абстрактны, и ìоãут
описыватü как связи, параìетры, так и саìих
у÷астников коëëективной äеятеëüности. Анаëо-
ãи÷ные ìетоäы, названные иì COIN (COllective
INtelligence), Вуëперт с коëëеãаìи приìеняë и ра-
нее äëя описания разëи÷ных схеì коëëективноãо
взаиìоäействия (сì., наприìер, работу [25]).
Гоëëанäский у÷еный М. Шþт преäприняë по-

пытку [26] описатü общий поäхоä к ìоäеëирова-
ниþ коëëективноãо интеëëекта (CI). Он преäëо-
жиë у÷итыватü в ìоäеëях сëеäуþщие свойства CI:
ìуëüтиаãентностü, свойства п÷еëиноãо роя, сëож-
ностü, аäаптивностü и саìоорãанизуеìостü, и ис-
поëüзоватü иìитаöионное ìоäеëирование, позво-
ëяþщее провоäитü ÷исëенные экспериìенты по-
äобно тоìу, как это äеëается в эвоëþöионных
(Evolutionary Methods) и коэвоëþöионных (Co-evo-
lution) аëãоритìах оптиìизаöии попуëяöий [27]; в
обу÷аþщих (Learning Classifier Systems) аëãорит-
ìах [28]; в нейроэвоëþöионных (Neuro-Evolution)
аëãоритìах, испоëüзуþщих техноëоãии нейрон-
ных сетей [29]; в аëãоритìах COIN, описанных
выøе; в аëãоритìах, описываþщих äвижение роя
(Particle Swarm Optimisation) — сì., наприìер, ра-
боту [30], и äр.
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Интересное иссëеäование, не связанное, прав-
äа, с построениеì какой-ëибо ìоäеëи, в обëасти
изìерения коëëективноãо IQ поëüзоватеëей кра-
уäсорсинãовой пëатфорìы быëо провеäено ãруп-
пой у÷еных из Кеìбриäжа [31]. Иссëеäоватеëи
поставиëи переä собой заäа÷у опреäеëения IQ со-
обществ поëüзоватеëей сетевой коëëабораöион-
ной пëатфорìы «Amazon’s Mechanical Turk», кото-
рые реøаëи заäа÷и за вознаãражäение. Дëя реøе-
ния быëи приãотовëены тестовые наборы, бëизкие
по форìе к станäартныì тестаì IQ, ÷то позвоëиëо
сравнитü изìенение коëëективноãо IQ как при ра-
боте оäноãо, так и при работе нескоëüких у÷аст-
ников. В äанной работе, бëаãоäаря возìожнос-
тяì крауäсорсинãовой пëатфорìы, иссëеäоваëасü
зависиìостü эффективности реøения тестов не
тоëüко от ÷исëа у÷астников, но и от схеìы воз-
наãражäения за реøение заäа÷ и от репутаöии
у÷астников.
Быëо показано, ÷то коëëективный IQ (называ-

еìый в статüе, правäа, Crowd IQ) растет с ростоì
÷исëа у÷астников, при этоì отбор поëüзоватеëей,
иìеþщих боëее высокуþ репутаöиþ, повыøает
÷исëо реøений тестовых наборов в еäиниöу вре-
ìени. Интересно, ÷то зависиìостü от ìотиваöии
оказаëасü неìонотонной, она практи÷ески не ìе-
няëасü при низкой и высокой опëате за работу.
Оäнако испоëüзование коììер÷еской крауäсор-
синãовой пëатфорìы с реаëüныìи поëüзоватеëяìи
äëя провеäения тестов, несìотря на уäобство и äо-
поëнитеëüные возìожности, иìеëо и неäостаток,
поскоëüку не позвоëяëа автораì боëее äетаëüно
изу÷итü зависиìостü коëëективноãо IQ от состава
у÷астников. Несìотря на это, поëу÷енные резуëü-
таты, безусëовно, интересны äëя пониìания воз-
ìожностей коëëективноãо интеëëекта, пустü äаже
и неорãанизованноãо сообщества.
Важные резуëüтаты в обëасти ìоäеëирования и

изу÷ения техноëоãий коëëективноãо интеëëекта
поëу÷ены в работе [32]. Дëя описания ìатеìати-
÷еской ìоäеëи рас÷ета коëëективноãо IQ авторы
ввоäят понятие актора, у÷астника тестов, который
в систеìах коëëективноãо интеëëекта выступает
как в роëи реøатеëя заäа÷, так и в роëи оöенщика
÷ужих реøений. Развиваеìый ìетоä эвоëþöион-
ноãо соãëасования поäразуìевает такуþ орãаниза-
öиþ работ акторов, которая привоäит к сущест-
венноìу увеëи÷ениþ эффективности работы ãруп-
пы бëаãоäаря опреäеëениþ боëее коìпетентных
у÷астников и перераспреäеëениþ роëи в ãруппо-
вой работе. По сути äеëа, эвоëþöионное соãëасо-
вание, приìеняеìое в ка÷естве ìетоäики реøения
тестов, позвоëяет в проöессе тестирования интеë-
ëектуаëüной äеятеëüности выявëятü коìпетенöии
÷ëенов ãруппы, ÷тобы боëее эффективно испоëü-
зоватü инäивиäуаëüный интеëëект äëя реøения
ãрупповых заäа÷.

Изìерятü коëëективный IQ ìожно анаëоãи÷но
изìерениþ инäивиäуаëüноãо IQ (сì. наприìер,
работу [33]), тоëüко с у÷етоì тоãо, ÷то тесты буäут
реøатüся ãруппой. Важное усëовие ãрупповой ра-
боты реøения тестов закëþ÷ается в возìожности
коìбинироватü (распреäеëятü) заäа÷и ìежäу у÷аст-
никаìи.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Изу÷ение коëëективноãо интеëëекта, как уже
ãовориëосü, на÷аëосü с иссëеäования психоëоãии
ãрупп и тоëпы. Но иìенно психоëоãи÷еская со-
ставëяþщая коëëективноãо интеëëекта пока еще
ìенüøе всеãо иссëеäована. Чаще всеãо изу÷ение
психоëоãии ãрупп касается изу÷ения роëи ëиäе-
ров, разëи÷ных вариантов консенсуса в реøении
тех иëи иных заäа÷ [34, 35], иссëеäований же коë-
ëектива как öеëоãо о÷енü ìаëо. В этой связи ин-
тересна работа А. Вуëëи с коëëеãаìи (при у÷астии
Т. Маëоуна) по иссëеäованиþ корреëяöии эффек-
тивности ãрупповой работы и интеëëектуаëüных
способностей испытуеìых [36, 37]. Быëо показа-
но, ÷то эффективностü ãрупповой работы возрас-
тает с увеëи÷ениеì коìпетентности ÷ëенов ãруп-
пы, но при этоì наëи÷ие ярких ëиäеров отнþäü
не увеëи÷ивает, а äаже снижает произвоäитеëü-
ностü ãрупповой работы по сравнениþ с ãруппой
боëее-ìенее равных по коìпетенöияì испытуе-
ìых. Авторы преäëожиëи рассìатриватü коëëек-
тивный интеëëект состоящиì из äвух составëяþ-
щих:  «снизу — вверх», которая как раз описы-
вает вëияние ÷ëенов ãруппы на эффективностü, и
«сверху — вниз», описываþщая вëияние коëëек-
тива в öеëоì на работу еãо ÷ëенов. Иìенно вторая
составëяþщая, вкëþ÷аþщая в себя атìосферу се-
тевой коëëективной работы и возìожности сете-
воãо брейнсторìинãа [38], äо сих пор наиìенее
изу÷ена.
Развитие соöиаëüных сетей, которые стаëи уже

неотъеìëеìой ÷астüþ не тоëüко повсеäневной
жизни совреìенноãо ÷еëовека, но и эконоìики,
потребоваëо серüезных иссëеäований и ìоäеëиро-
вания сетевых взаиìосвязей с испоëüзованиеì
ìетрик отноøений ìежäу поëüзоватеëяìи сетей.
Такиìи ìетрикаìи ìоãут бытü, наприìер, уровни
äоверия иëи вëияния (сì. наприìер, книãу [39]).
Вìесте с теì, наряäу с соöиаëüныìи сетяìи по-
ëу÷аþт распространение экспертные сети и со-
общества (сì., наприìер, статüþ [21]), äоверие и
вëияние в которых в основноì связано с коìпе-
тенöияìи их ÷ëенов. В сëу÷ае сетевых экспертных
сообществ необхоäиìо уìетü ìоäеëироватü ãруп-
повое взаиìоäействие экспертов, у÷итываþщее их
коìпетентностные возìожности и ìаксиìизиру-
þщее совокупные показатеëи интеëëекта.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Робастные статисти÷еские ìетоäы в зна÷итеëü-
ной степени созäаны автораìи книã [1, 2] и иãраþт
важнуþ роëü в приëожениях. Совреìенные ìето-
äы робастной реãрессии преäставëены, наприìер,
в книãах [3—5].
К работаì по робастныì ìетоäаì приìыкаþт

работы по ìетоäаì выявëения резко выäеëяþщих-
ся набëþäений. Робастностü ìожно пониìатü как
уìенüøение (иëи снятие) вëияния резко выäеëя-
þщихся набëþäений. При этоì прироäа резко
выäеëяþщихся набëþäений ìожет бытü ëþбой,
от оøибок по небрежности äо преäставëения ка-
ких-то о÷енü важных эффектов. В äаëüнейøеì,
äëя опреäеëенности выражений, поä резко выäе-
ëяþщиìися набëþäенияìи буäеì пониìатü оøи-
бо÷ные äанные. Хотя äëя существа ìатеìати÷ес-
ких резуëüтатов это заìе÷ание зна÷ения не иìеет.
Оäниì из основных показатеëей робастности

статисти÷ескоãо ìетоäа явëяется пороãовая то÷-
ка, которая показывает, какуþ ÷астü статисти÷ес-
ких äанных ìожно испортитü скоëü уãоäно сиëü-
но, и при этоì поëу÷аþщийся ответ буäет все рав-
но «иìетü отноøение к äеëу».
Наприìер, ÷тобы оäниì показатеëеì преäста-

витü поëожение набора то÷ек на пряìой, ìожно
воспоëüзоватüся среäниì арифìети÷ескиì. Но

тоãäа, испортив всеãо оäну то÷ку из этоãо набора,
ìожно äобитüся тоãо, ÷тобы ответ изìениëся
скоëü уãоäно сиëüно. Это приìер статисти÷ескоãо
ìетоäа с низкой пороãовой то÷кой. Но есëи в
ка÷естве показатеëя взятü выборо÷нуþ ìеäиану,
ìожно испортитü äо поëовины то÷ек из набора, и
ответ буäет все равно не о÷енü сиëüно отëи÷атü-
ся от правиëüноãо (остается вопрос, ÷то называтü
правиëüныì ответоì). Это приìер робастноãо ста-
тисти÷ескоãо ìетоäа, статисти÷ескоãо ìетоäа с
высокой пороãовой то÷кой.
Метоä наиìенüøих кваäратов (МНК), наибо-

ëее распространенный ìетоä построения реãрес-
сионных зависиìостей, иìеет низкуþ пороãовуþ
то÷ку. Параìетр реãрессии ìожно изìенитü скоëü
уãоäно сиëüно, изìенив всеãо оäну то÷ку в наборе
набëþäений.
Отìетиì, ÷то с пробëеìой робастности тесно

связана пробëеìа наëи÷ия тяжеëых хвостов у рас-
преäеëения вероятностей äëя оøибок реãрессии.
Те боëüøие выбросы, которые ìаëовероятны при
норìаëüноì распреäеëении оøибок, становятся
вероятныìи при распреäеëениях с тяжеëыìи хвос-
таìи. По этиì вопросаì сì., наприìер, статüþ [6].
Оäниì из первых робастных ìетоäов построе-

ния реãрессионных зависиìостей явëяется МНК с
урезаниеì, поäробно преäставëенный в книãе [3].
Состоит этот ìетоä в сëеäуþщеì.

В кëасси÷еской ëинейной реãрессионной ìоäеëи остатки преäпоëаãаþтся распреäеëен-
ныìи норìаëüно. Но реаëüные äанные реäко в то÷ности соответствуþт преäпоëоженияì
кëасси÷еской ìоäеëи. При этоì äаже еäинственное резко отëи÷аþщееся набëþäение ìо-
жет о÷енü сиëüно повëиятü на оöенку параìетров реãрессии. Оäниì из ìетоäов робаст-
ной реãрессии с высокой пороãовой то÷кой явëяется ìетоä наиìенüøих кваäратов с уре-
заниеì. Дано новое äоказатеëüство теореìы о веëи÷ине пороãовой то÷ки äëя этоãо ìе-
тоäа, зна÷итеëüно боëее простое, ÷еì ориãинаëüное äоказатеëüство.

Ключевые слова: робастная реãрессия, ìетоä наиìенüøих кваäратов с урезаниеì, пороãовая то÷ка.
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Пустü y1, ..., yn — объясняеìые переìенные,
äействитеëüные ÷исëа; x1, ..., xn — реãрессоры,

p-ìерные вектора. При кажäоì θ ∈ Rp рассìатри-
ваþтся оøибки

ri(θ) = yi – 〈θ, xi〉,  i = 1, ..., n,

ãäе ÷ерез 〈•,•〉 обозна÷ено скаëярное произвеäе-
ние. Пустü эти оøибки упоряäо÷ены по возраста-
ниþ абсоëþтной веëи÷ины

|r(1)(θ)| ≤ |r(2)(θ)| ≤ ... ≤ |r(n)(θ)|.

(Поряäок, разуìеется, разный при разных θ.) Вы-
бирается натураëüное ÷исëо h, уäовëетворяþщее
усëовиþ

 < h < n

(÷ерез [•] обозна÷ена öеëая ÷астü äействитеëüноãо
÷исëа), и строится функöия

L(θ) = (θ).

Оöенка параìетров реãрессии, построенная
ìетоäоì наиìенüøих кваäратов с урезаниеì, иìе-
ет виä

 = L(θ).

Через Z обозна÷иì набор то÷ек (y1, x1), ...,
(yn, xn). Пустü m < n. Через Πm(Z ) обозна÷иì
ìножество таких наборов Z', состоящих из то÷ек
( , ), ..., ( , ), äëя которых, по крайней ìе-

ре, n – m то÷ек соäержатся в наборе Z.
Пустü функöия T кажäоìу набору то÷ек Z' ста-

вит в соответствие параìетр реãрессии θ. Пороãо-
вой то÷кой äëя функöии T при заäанноì наборе Z
называется веëи÷ина εn(T, Z) = m*/n, ãäе m* — ìи-
ниìаëüное из ÷исеë m, обëаäаþщих теì свойст-
воì, ÷то

||T(Z' )|| = ∞.

Зäесü и äаëее ||θ|| = 〈θ, θ〉1/2.
В ÷астности, äëя обы÷ноãо МНК εn(T, Z ) = 1/n.

В книãе [3, с. 112—134] при усëовии, ÷то то÷ки
x1, ..., xn нахоäятся в некотороì «общеì поëоже-
нии», äоказывается
Теорема. При

h =  + 

пороговая точка для МНК с урезанием

εn(T, Z ) = . ♦

Это озна÷ает, ÷то пороãовая то÷ка асиìптоти-
÷ески равна 0,5 при n → ∞ (т. е. явëяется ìакси-
ìаëüно высокой, ìожно испортитü äо поëовины
всех то÷ек из набора набëþäений).
Доказатеëüство этой теореìы распаäается на

äве ÷асти [3]. Отäеëüно äоказывается, ÷то

 явëяется оöенкой снизу äëя пороãо-

вой то÷ки, и ÷то эта же веëи÷ина явëяется оöен-
кой сверху äëя пороãовой то÷ки. Утвержäение, ÷то
äанная веëи÷ина преäставëяет собой оöенку свер-
ху äëя пороãовой то÷ки, äоказывается äостато÷но
коротко [3, с. 125] и, скорее всеãо, иìеет зна÷ение
ëиøü как красивый ìатеìати÷еский резуëüтат.
Зна÷итеëüно боëее труäныì в работе [3] явëяется
äоказатеëüство утвержäения, ÷то äанная веëи÷ина
преäставëяет собой оöенку снизу äëя пороãовой
то÷ки (иìенно это утвержäение и озна÷ает робаст-
ностü МНК с урезаниеì).
Отìетиì, ÷то МНК с урезаниеì ìожет бытü

приìенен äëя практи÷ескоãо построения реãрес-
сионных зависиìостей ëиøü в со÷етании с äру-
ãиìи аëãоритìаìи. (Либо в прикиäо÷ных рас÷е-
тах, коãäа нет высоких требований к то÷ности.)
Это связано с теì, ÷то есëи набор набëþäений
(y1, x1), ..., (yn, xn) соответствует «÷истой» норìаëü-
ной сëу÷айной выборке, то то÷ностü МНК с уре-
заниеì существенно ниже, ÷еì то÷ностü обы÷но-
ãо МНК.
Оäниì из распространенных ìетоäов построе-

ния робастных оöенок äëя параìетров реãрессии
явëяется ìетоä MM-оöенивания, преäëоженный в
работе [7] (сì. также книãу [4]). Построение оöен-
ки этиì ìетоäоì состоит из трех этапов. На пер-
воì этапе строится оöенка параìетров реãрессии
некоторыì ìетоäоì с высокой пороãовой то÷кой.
На второì этапе с испоëüзованиеì этих параìет-
ров строится M-оöенка äëя ìасøтаба. На третüеì
этапе с испоëüзованиеì найäенноãо зна÷ения ìас-
øтаба строится M-оöенка äëя параìетров реãрес-
сии (отсþäа испоëüзование äвух букв «M» в назва-
нии ìетоäа). Доказывается, ÷то пороãовая то÷ка
при MM-оöенивании параìетров реãрессии асиì-
птоти÷ески равна 0,5.
В настоящей работе äается зна÷итеëüно боëее

простое äоказатеëüство сфорìуëированноãо ре-
зуëüтата о пороãовой то÷ке äëя МНК с урезаниеì
äëя параìетров реãрессии, ÷еì äоказатеëüство из
[3]; ре÷ü иäет об оöенке снизу äëя εn(T, Z ), т. е. о
äоказатеëüстве робастности ìетоäа наиìенüøих
кваäратов с урезаниеì.

n
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∑ r i( )
2
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1. ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÛÉ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ

Во всей работе буäеì с÷итатü, ÷то n ≥ p и ÷то вы-
поëняется усëовие: ëþбые p из векторов x1, ..., xn
образуþт базис пространства R p.
Из этоãо усëовия сëеäует, ÷то есëи äëя p-ìер-

ноãо вектора θ, ||θ|| = 1, и äëя некотороãо набора
векторов , ...,  выпоëняется

〈θ, 〉 = 0, ..., 〈θ, 〉 = 0,

то äëя ëþбоãо вектора xj, не вхоäящеãо в этот на-
бор, 〈θ, xj〉 ≠ 0.

Некоторыì обобщениеì этоãо утвержäения яв-
ëяется
Лемма. Существует число δ > 0 такое, что если

для p-мерного вектора θ, ||θ|| = 1, и для некоторого
набора векторов , ...,  выполняется

|〈θ, 〉| < δ, ..., |〈θ, 〉| < δ,

то для любого вектора xj, не входящего в этот набор,
|〈θ, xj〉| l δ. 

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Рассìотриì в ка÷естве набора
векторов , ...,  набор x1, ..., xp – 1. Провеäя орто-

ãонаëизаöиþ Граìа — Шìиäта, построиì ортонорìи-
рованнуþ систеìу e1, ..., ep – 1,

ei = γikxk,  i = 1, ..., p – 1.

Проекöия вектора θ на ãиперпëоскостü, порожäеннуþ
вектораìи e1, ..., ep – 1, иìеет виä

〈θ, e1〉e1 + ... + 〈θ, ep – 1〉ep – 1 = ei.

Буäеì с÷итатü, ÷то все скаëярные произвеäения 〈θ, xk〉
настоëüко ìаëы по абсоëþтной веëи÷ине, ÷то äëина

этой проекöии не превосхоäит 1/ .
Выбереì вектор xj, j > p – 1. Поскоëüку этот вектор

не явëяется ëинейной коìбинаöией векторов x1, ..., xp – 1,
ìожно записатü

xj = αi xi + βt,

ãäе t — еäини÷ный вектор ортоãонаëüный ãиперпëос-
кости, порожäенной вектораìи e1, ..., ep – 1; β ≠ 0.

Дëина проекöии вектора θ на ãиперпëоскостü, по-

рожäеннуþ вектораìи e1, ..., ep – 1, не превосхоäит 1/ .
Поэтоìу äëина проекöии вектора θ на вектор t äоëжна

бытü не ìенüøе, ÷еì 1/ . Иìееì

〈θ, t〉 = 〈θ, xj〉 – αi〈θ, xi〉.

Буäеì с÷итатü, ÷то все скаëярные произвеäения 〈θ, xi〉
настоëüко ìаëы по абсоëþтной веëи÷ине, ÷то

 ≤  – .

Тоãäа

|〈θ, xj〉| ≥ |β|/2.

Допоëнитеëüно наëожиì усëовие δ < |β|/2.
Пока утвержäение ëеììы äоказано äëя оäноãо j. Та-

кое же рассìотрение ìожно провести äëя всех j = p, ..., n
и выбратü ìиниìаëüное требуеìое δ. Затеì нужно рас-
сìотретü все существуþщие наборы , ...,  (всеãо

таких наборов ) и вновü выбратü ìиниìаëüное тре-

буеìое δ. Леììа äоказана.

2. ÐÅÇÓËÜÒÀÒ Î ÏÎÐÎÃÎÂÎÉ ÒÎ×ÊÅ

Выбереì ÷исëа m и h так, ÷то m + p ≤ h ≤ n – m,
и покажеì, ÷то тоãäа äëя МНК с урезаниеì

||T(Z' )|| < ∞.

Дëя набора Z' ∈ Πm(Z ) остатки обозна÷иì

ρi(θ) =  – 〈θ, 〉,  i = 1, ..., n.

Поëожиì θ = 0, и пустü наиìенüøиìи по абсо-
ëþтной веëи÷ине h остаткаìи явëяþтся

(0), ..., (0),

ãäе k1, ..., kh — разëи÷ные ÷исëа из набора 1, ..., n.
В сиëу усëовия m ≤ n – h в наборе Z' соäержатся
то÷ки ( , ), ..., ( , ). Тоãäа

L(0) = (0) ≤ (0) ≤ (0) = .

Поëожиì

C0 = |yj |

и выбереì ÷исëо C1 такое, ÷то

C1 > ,

ãäе δ > 0 опреäеëяется ëеììой.

Возüìеì θ ∈ Rp такое, ÷то ||θ|| ≥ C1. Пустü
наиìенüøиìи по абсоëþтной веëи÷ине h остат-
каìи явëяþтся (θ), ..., (θ). В сиëу усëовия
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m + p ≤ h среäи то÷ек ( , ), ..., ( , ) при-

сутствуþт то÷ки ( , ), ..., ( , ).

Воспоëüзовавøисü теì, ÷то äëя ëþбых äействи-
теëüных ÷исеë α и β выпоëняется неравенство

|α – β| ≥ ||α| – β||,

иìееì

L(θ) = (θ) ≥ (θ) ≥ (|〈θ, 〉| – | |)2.

Пустü θ0 = θ/|θ|. На основании ëеììы хотя бы
äëя оäноãо из инäексов, наприìер, äëя ip выпоë-

няется |〈θ0, 〉| ≥ δ. Тоãäа

L(θ) ≥ (||θ||•|〈θ0, 〉| – | |)2 ≥ (C1δ – C0)
2 > .

Теì саìыì установëено, ÷то äëя ëþбоãо набора
Z' ∈ Πm(Z ) выпоëняется ||T(Z' )|| m C1.

Нетруäно проверитü, ÷то при

m = ,  h =  + 

неравенства m + p ≤ h ≤ n – m иìеþт ìесто. Сëе-
äоватеëüно,

m* ≥  + 1.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Резуëüтат работы закëþ÷ается в новоì äоказа-
теëüстве известной теореìы о робастности ìетоäа
наиìенüøих кваäратов с урезаниеì äëя ëинейной
реãрессионной ìоäеëи; поä робастностüþ пони-
ìается высокая пороãовая то÷ка, асиìптоти÷ески
равная 0,5 при боëüøих разìерах выборки. Это äо-
казатеëüство существенно проще, ÷еì ориãинаëü-
ное äоказатеëüство, привоäиìое в книãе [3].
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ÏÐÎÁËÅÌÛ ÊÎÌÏËÅÊÑÈÐÎÂÀÍÈß
È ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ ÌÅÕÀÍÈÇÌÎÂ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß 
ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈÎÍÍÎ-ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ1

Â.Í. Áóðêîâ, Í.À. Êîðãèí, Ä.À. Íîâèêîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Теория иãр всеãäа сëужиëа исто÷никоì новых
заäа÷ äëя иссëеäования операöий и äискретной
ìатеìатики [1, 2], буäü то, наприìер, вопрос о
сëожности вы÷исëения равновесия Нэøа [3, 4]
иëи порожäаеìая иерархи÷еской иãрой Г1 заäа÷а
на связанный экстреìуì [5], и ìноãие äруãие, в
тоì ÷исëе, еще нереøенные, пробëеìы. Нау÷ные
направëения, систеìати÷ески иссëеäуþщие ìате-
ìати÷еские ìоäеëи взаиìоäействия ìноãих раöи-
онаëüных аãентов в усëовиях асиììетри÷ной ин-
форìаöии и нетривиаëüноãо реãëаìента их взаиìо-
äействия, — теория механизмов (mechanism design)
и теория активных систем [6—11] — позвоëиëи
разработатü конструктивные ìетоäы анаëиза и
синтеза ìеханизìов управëения (правиë принятия
реøения выäеëенныì иãрокоì — öентроì) äëя
øирокоãо кëасса ситуаöий. Этиì ìатеìати÷ескиì
аппаратоì иссëеäоватеëи поëüзуþтся в ряäе важ-
ных прикëаäных äисöипëин — теории аукöионов
и теории контрактов, а также теории обществен-
ноãо выбора, поëитоëоãии и äр.
Базовый принöип открытоãо управëения (при-

нöип выявëения, revelation principle), позвоëяþ-

щий превратитü синтез ìеханизìа из заäа÷и на
связанный экстреìуì в заäа÷у оптиìизаöии с
оãрани÷енияìи типа неравенств, быë разработан
в 1970-е ãã. практи÷ески оäновреìенно в СССР
(В.Н. Бурков и еãо нау÷ная øкоëа [18] и за рубе-
жоì (R. Myerson [12, 13] и äр.). За посëеäние ãоäы
в раìках этоãо нау÷ноãо направëения быë разра-
ботан коìпëекс оптиìаëüных базовых ìеханизìов
управëения äëя всех этапов управëен÷ескоãо öик-
ëа орãанизаöии [10]. Кажäый из этих ìеханизìов
оптиìаëен — ìаксиìизирует выиãрыø öентра — и
при этоì обëаäает свойствоì неìанипуëируеìос-
ти — невыãоäности искажения сообщаеìой ин-
форìаöии äëя остаëüных иãроков, аãентов.
В практике орãанизаöионноãо управëения ìе-

ханизìы по÷ти всеãäа приìеняþтся совìестно, и
важный открытый вопрос теории состоит в воз-
ìожности сохранения поëожитеëüных ка÷еств
ìеханизìов при их коìбинировании/«коìпëек-
сировании». Поэтоìу актуаëüна заäа÷а выявëения
общих усëовий, которыì äоëжны уäовëетворятü
ìеханизìы управëения, устой÷ивые к коìпëекси-
рованиþ. Уäовëетворяþщие этиì усëовияì ÷аст-
ные ìеханизìы ìожно испоëüзоватü как «кирпи-
÷ики» при построении коìпëексноãо ìеханизìа
управëения, ÷то позвоëит вывести теориþ на ка-
÷ественно новый уровенü и карäинаëüно упрос-
титü приìенение ее резуëüтатов на практике.

Обсужäены теорети÷еские пробëеìы, возникаþщие при иссëеäовании коìпëексов ìе-
ханизìов управëения орãанизаöионно-техни÷ескиìи систеìаìи. Преäëожены расøире-
ния кëассификаöии орãанизаöионно-техни÷еских систеì, возникаþщие при перехоäе от
рассìотрения отäеëüных ìеханизìов управëения к коìпëексныì. Поäробно рассìотре-
ны äве кëþ÷евые пробëеìы — оöенка эффективности и неìанипуëируеìости коìпëек-
сноãо ìеханизìа и возìожностü их äекоìпозиöии äëя оöенки на уровне отäеëüных эëе-
ìентарных ìеханизìов.

Ключевые слова: теория управëения, орãанизаöионно-техни÷еская систеìа, систеìный анаëиз, не-
ìанипуëируеìостü.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РНФ
(ãрант № 16-19-10609).
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С äруãой стороны, совреìенный ìенеäжìент
преäëаãает äëя реøения пробëеì орãанизаöии на-
бор «ëу÷øих практик» — хороøо показавøих себя
в отäеëüных сëу÷аях управëен÷еских нахоäок. От-
бор «ëу÷øих практик», äëя конкретной орãаниза-
öии, их аäаптаöия и внеäрение происхоäят нефор-
ìаëüно на основе интуиöии и опыта руковоäитеëя
и/иëи консуëüтанта. Теорети÷еские наработки, в
которых приìеняþтся строãие форìаëüные ìето-
äы ìатеìати÷еской теории принятия реøений, су-
ществуþт ëиøü äëя реøения отäеëüных базовых
заäа÷ орãанизаöионноãо управëения, буäü то рас-
преäеëение äеëиìоãо иëи неäеëиìоãо ресурса,
выработка коëëективноãо реøения, снижение
сроков реаëизаöии проекта иëи составëения пëа-
на произвоäств. Оäнако в практике орãанизаöи-
онноãо управëения ìеханизìы нужно приìенятü
совìестно, и открытыì вопросоì теории остается
возìожностü сохранения поëожитеëüных ка÷еств
оптиìаëüных ìеханизìов управëения при их коì-
пëексировании. Наприìер, сохраняется ëи опти-
ìаëüностü и неìанипуëируеìостü ìеханизìов
оптиìаëüноãо распреäеëения ресурса и стиìуëи-
рования при их посëеäоватеëüноì приìенении в
раìках оäноãо бизнес-проöесса? Общие усëовия
на ìеханизìы управëения, устой÷ивые к коìпëек-
сированиþ, в форìе äопоëнитеëüных оãрани÷е-
ний на заäа÷у синтеза базовоãо ìеханизìа äоëжны
позвоëитü испоëüзоватü поëу÷аеìые оптиìаëü-
ные базовые ìеханизìы как «кирпи÷ики» при
построении коìпëексноãо ìеханизìа управëения,
избавëяя разработ÷ика от риска потери хороøих
свойств ìеханизìов и от необхоäиìости труäоеì-
коãо анаëиза коìпëексноãо ìеханизìа управëения.

«Двойственной» к пробëеìе коìпëексирования
явëяется пробëеìа декомпозиции механизмов управ-
ления — возìожности преäставëения некотороãо
ìеханизìа в виäе совокупности нескоëüких взаи-
ìосвязанных боëее простых ìеханизìов. Основа-
нияìи äекоìпозиöии ìоãут бытü иëи иерархи÷ес-
кие уровни систеìы, иëи периоäы вреìени и äр.
Вопросы о насëеäовании свойств в проöессе äе-
коìпозиöии возникаþт те же, ÷то и в сëу÷ае коì-
пëексирования. Даëее основное вниìание уäеëя-
ется коìпëексированиþ.
Изëожение ìатериаëа настоящей работы, пос-

вященной постановке заäа÷и коìпëексирования
ìеханизìов управëения орãанизаöионно-техни-
÷ескиìи систеìаìи, иìеет сëеäуþщуþ структуру.
Сна÷аëа привоäится общее описание ìеханизìов
управëения (§ 1) и заäа÷и их коìпëексирования
(§ 2). Затеì пробëеìа коìпëексирования анаëи-
зируется с теоретико-иãровой то÷ки зрения (§ 3),
посëе ÷еãо рассìатриваþтся äва типовых способа —
параëëеëüноãо и посëеäоватеëüноãо — коìпëекси-
рования (§ 4 и 5 соответственно). Обсужäениþ
пробëеì ìанипуëируеìости коìпëексных ìеха-

низìов посвящен § 6. В закëþ÷ении преäставëены
основные резуëüтаты и указаны перспективы äаëü-
нейøих иссëеäований.

1. ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÛÅ È ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÅ 
ÌÅÕÀÍÈÇÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Общее опреäеëение механизма в Сëоваре рус-
скоãо языка С.И. Ожеãова — «систеìа, устройст-
во, опреäеëяþщее поряäок какоãо-ëибо виäа äе-
ятеëüности». Приìенитеëüно к орãанизаöионныì
систеìаì механизм функционирования — это сово-
купностü правиë, законов и проöеäур, реãëаìен-
тируþщих взаиìоäействие у÷астников систеìы;
механизм управления — совокупностü проöеäур при-
нятия управëен÷еских реøений [10].
Рассìотриì базовую модель орãанизаöионной

иëи орãанизаöионно-техни÷еской систеìы (ОТС),
состоящей из управëяþщеãо орãана — центра (Ц) —
и управëяеìоãо субъекта/объекта — агента (А) —
рис. 1 [8, 10, 11, 14]. Иìеþтся: на вхоäе — управля-
ющее воздействие, на выхоäе — действие управëяе-
ìоãо субъекта (состояние управëяеìой систеìы).
Обратная связü обеспе÷ивает öентр инфорìаöией
о состоянии управëяеìой систеìы. В äанноì сëу-
÷ае ìеханизì управëения совпаäает с управëениеì
(в общеì сëу÷ае ìеханизì управëения — отобра-
жение ìножества äействий аãента во ìножество
äействий öентра — сì. äаëее и работы [11, 15]).
Пустü состояние аãента опреäеëяется еãо äейс-

твиеì y ∈ A, принаäëежащиì ìножеству äопусти-
ìых äействий A. Допустиì, управëение u ∈ U, ãäе
U — ìножество äопустиìых управëений U. Пустü
также заäан критерий эффективности функциони-

рования системы Φ(u, y): A Ѕ U → R1, который за-
висит от переìенных, описываþщих эту систеìу,
т. е. от управëения и от состояния систеìы.
Преäпоëожиì, ÷то известна реакöия управëяе-

ìоãо субъекта на то иëи иное управëение. Простей-
øий виä такой реакöии — коãäа состояние субъ-
екта явëяется известной функöией от управëения:
y = G(u), ãäе G(•) — ìоäеëü активноãо управëяе-
ìоãо субъекта (иëи объекта управëения в сëу÷ае,

Рис. 1. Базовая модель организационной системы
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коãäа объектоì управëения сëужит пассивная тех-
ни÷еская систеìа), которая описывает еãо реак-
öиþ на управëяþщее возäействие. Есëи поäста-
витü G(•) в критерий эффективности функöиони-
рования, то поëу÷иì функöионаë K(u) = Φ(u, G(u)),
который буäет зависетü тоëüко от управëения.
Этот функöионаë называется эффективностью уп-
равления.
Задача управления закëþ÷ается в поиске опти-

ìаëüноãо управëения, т. е. äопустиìоãо управëе-
ния u ∈ U, обëаäаþщеãо ìаксиìаëüной эффектив-
ностüþ: K(u) → . Максиìаëüная эффектив-

ностü вы÷исëяется как K * = Φ(u, G(u)).

Отìетиì, ÷то привеäенная постановка про-
стейøая — в общеì сëу÷ае ìеханизì управëения
вкëþ÷ает в себя этапы сообщения инфорìаöии
(зäесü возникаþт заäа÷и обеспе÷ения неманипули-
руемости — выãоäности äëя аãентов сообщения
äостоверной инфорìаöии), пëанирования (зäесü
возникаþт заäа÷и обеспе÷ения согласованности
управëений — выãоäности äëя аãентов выпоëне-
ния пëанов) и реаëизаöии [6, 8—10].
Элементарным (иëи базовым) механизмом назо-

веì ìеханизì, не вкëþ÷аþщий в себя äруãие ìе-
ханизìы (не äопускаþщий äаëüнейøей äекоìпо-
зиöии в раìках принятой степени äетаëизаöии).
Комплексный механизм — ìеханизì, вкëþ÷аþщий
в себя оäин иëи нескоëüко эëеìентарных иëи
äруãих коìпëексных ìеханизìов. Соответственно,
комплексирование — проöесс построения коìпëек-
сноãо ìеханизìа, декомпозиция — выäеëение äëя
некотороãо коìпëексноãо ìеханизìа боëее про-
стых еãо составëяþщих. В проöессах коìпëекси-
рования/äекоìпозиöии оäниìи из кëþ÷евых яв-
ëяþтся вопросы полноты набора эëеìентарных
ìеханизìов — обеспе÷ивает ëи их совокупностü
возìожностü построения ëþбоãо коìпëексноãо
ìеханизìа из заäанноãо ìножества, и их мини-
мальности — каков ìиниìаëüный поëный набор
эëеìентарных ìеханизìов.
Простейøая (базовая) модель ОТС вкëþ÷ает в

себя оäин управëяеìый субъект — агент — и оäин
управëяþщий орãан — центр, которые приниìаþт
реøения оäнократно и в усëовиях поëной инфор-
ìированности.
Пере÷исëиì расширения базовой модели [11].
1. Динамические ОТС (в которых у÷астники

приниìаþт реøения ìноãократно — расøирение
по преäìету управëения «поряäок функöиониро-
вания»).

2. Многоэлементные ОТС (в которых иìеется
нескоëüко аãентов, приниìаþщих реøения оäно-
вреìенно и независиìо, — расøирение по преä-
ìету управëения «состав»).

3. Многоуровневые ОТС (иìеþщие трех- и боëее
уровневуþ иерархи÷ескуþ структуру — расøире-
ние по преäìету управëения «структура»).

4. ОТС с распределенным контролем (в которых
иìеется нескоëüко öентров, управëяþщих оäниìи
и теìи же аãентаìи — расøирение по преäìету уп-
равëения «структура»).

5. ОТС с неопределенностью (в которых у÷аст-
ники не поëностüþ инфорìированы о существен-
ных параìетрах — расøирение по преäìету управ-
ëения «инфорìированностü»).

6. ОТС с ограничениями совместной деятельнос-
ти (в которых существуþт ãëобаëüные оãрани÷е-
ния на совìестный выбор аãентаìи своих äейст-
вий — расøирение по преäìету управëения «ìно-
жества äопустиìых стратеãий»).

7. ОТС с сообщением информации (в которых оä-
но из äействий аãентов закëþ÷ается в сообщении
инфорìаöии äруã äруãу и/иëи öентру — расøире-
ние по преäìету управëения «ìножества äопусти-
ìых стратеãий»).
Такиì образоì, есëи в базовой ìоäеëи испоëü-

зуется некоторый эëеìентарный ìеханизì, то пе-
рехоä к тоìу иëи иноìу из первых ÷етырех расøи-
рений базовой ìоäеëи (кажäое из которых ìожет
рассìатриватüся как совокупностü взаиìосвязан-
ных базовых ìоäеëей) порожäает проблему комп-
лексирования эëеìентарных ìеханизìов — постро-
ения новоãо коìпëексноãо ìеханизìа, преäстав-
ëяеìоãо в виäе совокупности взаиìосвязанных
эëеìентарных ìеханизìов.
Еще оäниì расøирениеì ìоäеëи преäставëяет-

ся öеëесообразныì с÷итатü рассìотрение коìп-
ëексноãо ìеханизìа, äекоìпозируеìоãо на набор
базовых — ОТС с комплексным механизмом. Оäна-
ко, в отëи÷ие от пере÷исëенных выøе расøире-
ний, äанное расøирение не ìожет приìенятüся к
базовой ìоäеëи ОТС, еãо приìенение öеëесооб-
разно рассìатриватü с оäниì из первых ÷етырех
расøирений базовой ìоäеëи (кажäое из которых
ìожет рассìатриватüся как совокупностü взаиìо-
связанных базовых ìоäеëей. В сìысëе увеëи÷ения
÷исëа аãентов и ÷исëа ìеханизìов äëя систеìати-
заöии резуëüтатов совреìенной теории управëе-
ния орãанизаöионныìи систеìаìи öеëесообраз-
но рассìатриватü кëассификаöиþ, преäставëен-
нуþ в табëиöе.
В сëу÷ае ìноãоэëеìентных ОТС, в которых

аãенты приниìаþт реøения оäновреìенно, иìеет
сìысë усëовно ãоворитü о параллельном комплек-
сировании. В сëу÷ае äинаìи÷еских ОТС, ìноãо-
уровневых ОТС иëи ОТС с распреäеëенныì кон-
троëеì — о последовательном комплексировании,
ãäе посëеäоватеëüностü «соеäинения» эëеìентар-
ных ìеханизìов опреäеëяется соответственно
вреìенеì и поряäкоì принятия реøений у÷аст-
никаìи ОТС. Форìаëüные ìоäеëи параëëеëüноãо

max
u U∈

max
u U∈
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и посëеäоватеëüноãо коìпëексирований рассìат-
риваþтся äаëее. В общеì сëу÷ае ìожно ãоворитü о
сетевом комплексировании, при котороì каузаëü-
ная посëеäоватеëüностü «взаиìоäействия» ìеха-
низìов описывается сетüþ, а такты вреìени соот-
ветствуþт фронту в сети. Приниìая во вниìание
постуëат о тоì, ÷то оäновреìенное взаиìоäейст-
вие оäноãо öентра с оäниì аãентоì по нескоëüкиì
ìеханизìаì невозìожно, ìожно указатü, ÷то рас-
øирения 1.1, 2.2 и 3.2 äопускаþт тоëüко посëе-
äоватеëüное коìпëексирование, в то вреìя как
искëþ÷итеëüно параëëеëüное коìпëексирование
возìожно в расøирениях 2.1 и 3.1. При этоì в
расøирениях 2.1., 2.3., 3.1 и 3.3 возìожно сетевое
коìпëексирование.
Кроìе тоãо, важныì признакоì кëассифика-

öии сëеäует с÷итатü степенü взаиìосвязанности
базовых ìеханизìов, вхоäящих в коìпëексный.
По анаëоãии с кëассификаöией отäеëüной базовой
заäа÷и управëения — заäа÷и стиìуëирования [9]
ввеäеì понятие сиëüной и сëабой связанности
ìежäу базовыìи ìеханизìаìи управëения и несвя-
занности.
Буäеì называтü äва ìеханизìа управëения сла-

босвязанными, есëи реøение, приниìаеìое в раì-

ках оäноãо ìеханизìа управëения, вëияет ëиøü на
оãрани÷ения, накëаäываеìые на äействия аãентов
в äруãоì ìеханизìе, и наоборот. Наприìер, реøе-
ние, приниìаеìое в раìках ìеханизìа распреäе-
ëения ресурсов [10], вëияет ëиøü на то, какой раз-
ìер вознаãражäения äоступен öентру äëя возна-
ãражäения отäеëüноãо аãента при реøении заäа÷и
стиìуëирования [10].
Буäеì называтü äва ìеханизìа сильносвязанны-

ми в тоì сëу÷ае, есëи реøение, приниìаеìое в
раìках оäноãо из ìеханизìов, вëияет на параìет-
ры äруãоãо ìеханизìа. Наприìер, реøение, кото-
рое приниìается в раìках ìеханизìа активной эк-
спертизы [10] при оöенивании важности отäеëüно-
ãо проекта, вëияет на вес äанноãо проекта при
распреäеëении ресурсов ìежäу нескоëüкиìи про-
ектаìи на основе приоритетноãо ìеханизìа рас-
преäеëения ресурсов [10].
Соответственно, несвязанными буäут с÷итатüся

ìеханизìы, принятие реøений в раìках которых
никак не взаиìосвязанно.
В сëу÷ае коìпëексных ìеханизìов основная

заäа÷а состоит в оöенке их эффективности (в тоì
÷исëе в сравнении с эффективностяìи соответст-
вуþщих эëеìентарных ìеханизìов) и выборе спо-

Ðàñøèðåíèÿ êâàëèôèêàöèè äëÿ êîìïëåêñíûõ ìåõàíèçìîâ

Состав ОТС Коìпëекс ìеханизìов

Оäин öентр,
оäин аãент

1.1. Динамические ОТС с одним агентом и комплексным механизмом. Центр с оäниì аãентоì ре-
аëизует сëожное взаиìоäействие, ÷то ìожно рассìатриватü как äинаìи÷ескуþ ОТС, в которой 
на разных этапах öентр и аãент взаиìоäействуþт в раìках разных ìеханизìов управëения

Оäин öентр,
нескоëüко аãентов

2.1. Многоэлементные ОТС с комплексным механизмом, декомпозируемым по агентам. Центр 
взаиìоäействует в раìках кажäоãо базовоãо ìеханизìа иëи «поäкоìпëекса» ìеханизìов, из 
которых составëен коìпëекс, тоëüко с оäниì аãентоì (иëи непересекаþщиìися поäìножест-
ваìи аãентов), в ОТС образуется «öепо÷ка» поäсистеì

2.2. Многоэлементные ОТС с комплексным механизмом, декомпозируемым по механизмам. Центр 
реаëизует оäинаковое сëожное взаиìоäействие с кажäыì из аãентов. Сохраняется «кëасси÷е-
ская» веерная структура ОТС

2.3. Многоэлементные ОТС с комплексным механизмом. Сëожная структура пересе÷ений поäì-
ножеств аãентов äëя кажäоãо из базовых ìеханизìов

3.1. Многоуровневые ОТС с комплексным механизмом. При рассìотрении базовых ìеханизìов, 
вхоäящих в коìпëексный, набëþäается «äеëеãирование» поëноìо÷ий: в раìках отäеëüных ба-
зовых ìеханизìов отäеëüные аãенты становятся öентраìи проìежуто÷ноãо уровня и иì вы-
äеëяþтся свои поä÷иненные из поäìножества аãентов. При этоì на разных уровнях иерархии 
возìожны разные ситуаöии из äруãих разäеëов äанной кëассификаöии

Нескоëüко öентров, 
оäин аãент

4.1. ОТС с распределенным контролем и с комплексным механизмом, декомпозируемым по цент-
рам. В раìках кажäоãо базовоãо ìеханизìа с аãентоì взаиìоäействует оäин öентр иëи непе-
ресекаþщееся поäìножество öентров

4.2. ОТС c распределенным контролем и с комплексным механизмом, декомпозируемым по меха-
низмам
Все öентры реаëизует оäинаковое сëожное взаиìоäействие с кажäыì из аãентов. Сохраняется 
«кëасси÷еская» веерная структура ОС

4.3. ОТС с распределенным контролем и с комплексным механизмом.
Сëожная структура пересе÷ений поäìножеств öентров äëя кажäоãо из базовых ìеханизìов
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собов коìпëексирования, позвоëяþщих синтези-
роватü коìпëексный ìеханизì ìаксиìаëüной эф-
фективности. Также äëя коìпëексных ìеханизìов
требуþт реøения ряä общих пробëеì:

— äопустиìостü (уäовëетворение систеìе оãра-
ни÷ений);

— непротиворе÷ивостü (äостато÷ностü инфор-
ìаöии, «соãëасованностü» посëеäоватеëüных вхо-
äов и выхоäов, аöикëи÷ностü проöеäур принятия
реøений);

— поëнота и ìиниìаëüностü (сì. выøе);
— операöионаëüностü (возìожностü реøения

äëя коìпëексноãо ìеханизìа заäа÷и синтеза, же-
ëатеëüно — анаëити÷ескоãо);

— насëеäование (устой÷ивостü) свойств ìеха-
низìов (эффективностü, неìанипуëируеìостü, со-
ãëасованностü и äр.) по отноøениþ к коìпëекси-
рованиþ/äекоìпозиöии.

2. ÎÁÙÅÅ ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÊÎÌÏËÅÊÑÈÐÎÂÀÍÈß 
ÌÅÕÀÍÈÇÌÎÂ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Траäиöионно в теории управëения соöиаëü-
но-эконоìи÷ескиìи систеìаìи рассìатривается
систеìа вëоженных заäа÷ управëения (реøения
боëее «÷астных» заäа÷ испоëüзуþтся при реøении
боëее «общих»). На сеãоäня существуþт äва об-
щих поäхоäа к описаниþ ìоäеëи ОТС, постановке
и реøениþ заäа÷ управëения — «снизу вверх» и
«сверху вниз» [11].
При первоì поäхоäе («снизу вверх») сна÷аëа

реøаþт ÷астные заäа÷и, а затеì общие, испоëüзуя
поëу÷енные реøения ÷астных заäа÷. Наприìер,
÷астной заäа÷ей ìожет бытü разработка систеìы
ìотиваöии. Есëи она реøена äëя ëþбоãо состава
у÷астников ОТС, то ìожно ставитü заäа÷у опти-
ìизаöии состава — выбора такоãо состава, эффек-
тивностü котороãо (при соответствуþщей опти-
ìаëüной ìотиваöии) ìаксиìаëüна. Достоинство
такоãо поäхоäа состоит в еãо конструктивности,
неäостаток — в высокой сëожности, так как ÷исëо
вариантов реøения заäа÷и верхнеãо уровня ìожет
бытü о÷енü веëико, а äëя кажäоãо такоãо варианта
необхоäиìо реøитü соответствуþщий набор ÷аст-
ных поäзаäа÷.
Боротüся с этиì неäостаткоì ìожно с поìо-

щüþ второãо поäхоäа («сверху вниз»), в раìках ко-
тороãо сна÷аëа реøаþт заäа÷и верхнеãо уровня, а
поëу÷енные реøения испоëüзуþт в ка÷естве оãра-
ни÷ений äëя реøения боëее ÷астных заäа÷. Оäна-
ко общих реöептов в раìках второãо поäхоäа на се-
ãоäня не поëу÷ено.
Привеäеì, сëеäуя работе [16], постановку зада-

чи синтеза оптимального комплекса механизмов уп-
равления ОТС. Пустü ОТС описывается набороì
(вектороì) ìножества L = {1, 2, ..., l} переìенных:

y = (y1, y2, ..., yl) ∈ A' = Ai, ãäе yi ∈ Ai, i ∈ L, и

существуþт ãëобаëüные оãрани÷ения A* на коìби-
наöии переìенных: y ∈ A' ∩ A*.
Поä механизмом u(•) ∈ Ξ буäеì пониìатü отоб-

ражение ìножества Mu ⊆ L зна÷ений управëяе-
ìых переìенных во ìножество Ku ⊆ L зна÷ений

управëяþщих переìенных, т. е. u:  → , ãäе

 = Ai,  = Ai. Буäеì с÷итатü, ÷то

ìножество Ξ äопустиìых ìеханизìов таково, ÷то
äëя ëþбоãо ìеханизìа u(•) ∈ Ξ выпоëнены ãëо-
баëüные оãрани÷ения, т. е.

Ξ = {u(•)|∀( , ) :  =

= u( ) → ( , ) ∈ (A*)}, (1)

ãäе  = ,  = , (A*) —

проекöия ìножества А* на ìножество Mu ∪ Ku.

Ввеäеì Σ ⊆ Ξ — поäìножество ìножества äо-

пустиìых ìеханизìов, Σ ∈ 2Ξ — ìножеству всех
поäìножеств ìножества Ξ. Обозна÷иì QΣ — ìно-
жество всевозìожных посëеäоватеëüностей эëе-
ìентов ìножества, qΣ — произвоëüный эëеìент
ìножества QΣ.

Множество Σ ìеханизìов назовеì непротиворе-
чивым, есëи

¬∃ qΣ ∈ QΣ: ∃ (u, ..., v) ∈ qΣ: Mu ∩ Kv ≠ ∅. (2)

Свойство непротиворе÷ивости озна÷ает, ÷то
äëя äанноãо набора ìеханизìов не существует их
посëеäоватеëüности, äëя которой наøëасü бы пе-
реìенная, которая быëа бы оäновреìенно управ-
ëяеìой äëя первоãо ìеханизìа в этой посëеäова-
теëüности и управëяþщей — äëя посëеäнеãо. От-
ìетиì, ÷то в сëу÷ае посëеäоватеëüноãо (наприìер,
повторяþщеãося во вреìени) приìенения коìп-
ëекса ìеханизìов свойство (2) ìожет наруøатüся.
Непротиворе÷ивостü ìножества ìеханизìов по-

рожäает в ОТС иерархиþ: ìножество параìетров
ОТС ìожет бытü упоряäо÷ено — на нижнеì уровне
нахоäятся параìетры из ìножества L1 = L\ Ku,

на сëеäуþщеì уровне — параìетры, которые яв-
ëяþтся управëяþщиìи по отноøениþ к параìет-
раì нижнеãо уровня, но управëяеìыìи äëя пара-
ìетров, нахоäящихся на боëее высоких уровнях
иерархии, и т. ä. (сì. также теоретико-иãровые ìо-
äеëи синтеза иерархи÷еских структур в работе [15]).
Поставиì в соответствие i-ìу параìетру ОТС

активноãо аãента, обëаäаþщеãо öеëевой функöи-

ей fi: A → ℜ1, i ∈ L1.

i L∈
∏

AMu
AKu

AMu i Mu∈
∏ AKu i Ku∈

∏

yMu
yKu

yKu

yMu
yMu

yKu
ProjMu Ku∪

yMu
yj( )j Mu∈ yKu

yj( )j Ku∈ ProjMu Ku∪

u Σ∈
U
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Преäпоëожиì, ÷то при заäанноì коìпëексе
ìеханизìов Σ аãенты из ìножества L1 буäут стре-
ìитüся выбиратü равновесные по Нэøу стратеãии
(поëностüþ по анаëоãии рассìатриваþтся сëу÷аи
испоëüзования äруãих конöепöий реøения иãры
аãентов — ãарантируþщих стратеãий, равновесий
Байеса — Нэøа и т. п.). Обозна÷иì соответствуþ-
щее ìножество равновесий Нэøа как

EN(Σ) = {yL1 ∈ AL1 | ∀ i ∈ L1 ∀ yi ∈ Ai fi(yL1, u(yL1)) ≥
≥ fi(yL1 |yi, u(yL1|yi))},

ãäе u(yL1) — äействия, выбираеìые аãентаìи из

ìножества Ku (эти äействия при заäанноì коì-

пëексе ìеханизìов опреäеëяþтся äействияìи, вы-
бираеìыìи аãентаìи из ìножества L1).
Пустü на ìножестве A' состояний систеìы за-

äан функöионаë Φ(•): A' → ℜ1, характеризуþщий
эффективностü ее функöионирования. Заäа÷а син-
теза оптимального комплекса механизмов ìожет
форìуëироватüся такиì образоì:

Φ(yL1, u(yL1)) → , (3)

т. е. требуется найти непротиворе÷ивый и уäовëет-
воряþщий ãëобаëüныì оãрани÷енияì (усëовия (2)
и (1) соответственно) коìпëекс ìеханизìов, обëа-
äаþщий ìаксиìаëüной ãарантированной эффек-
тивностüþ.
Отìетиì, ÷то при форìуëировке заäа÷и (3) ìы

не у÷итываëи явныì образоì интересы аãентов из
ìножества Ku. Есëи преäпоëожитü, ÷то каж-

äый из них ìожет саìостоятеëüно выбиратü опре-
äеëенные ìеханизìы управëения, то поëу÷иì за-
äа÷у, анаëоãи÷нуþ задаче структурного синтеза,
описанной в работе [15].
Ситуаöия также осëожняется теì фактоì, ÷то

реøение заäа÷и синтеза отäеëüноãо ìеханизìа
управëения (и эффективностü этоãо реøения!),
как правиëо, не устой÷иво по параìетраì ìоäеëи
[17, 18], ÷то накëаäывает существенные оãрани÷е-
ния на возìожности приìенения ìетоäов первоãо
и боëее всяких поряäков при оптиìизаöии «вëо-
женных» ìеханизìов.
На сеãоäня общие ìетоäы реøения заäа÷и (3)

иëи заäа÷и структурноãо синтеза неизвестны. По-
этоìу на практике при синтезе коìпëекса ìеханиз-
ìов ëибо реøаþт заäа÷у посëеäоватеëüноãо син-
теза, ëибо соãëасовываþт в раìках той иëи иной
ìетаìоäеëи отäеëüные оптиìаëüные ìеханизìы
управëения.
Приìенение поäхоäов управëения проектаìи и

каëенäарно-сетевоãо пëанирования, в ÷астности,
ìетоäов сетевоãо проãраììирования [19], ìожет
оказатüся проäуктивныì при иссëеäовании коìп-

ëексных ìеханизìов. Действитеëüно, функöиони-
рование систеìы при заäанноì коìпëексноì ìе-
ханизìе ìожно преäставëятü в виäе сети без кон-
туров, верøины которой соответствуþт öентраì
преобразования инфорìаöии иëи öентраì произ-
воäства, а äуãи выражаþт инфорìаöионные иëи
техноëоãи÷еские связи. Такое преäставëение бëиз-
ко к описаниþ функöионирования как бизнес-про-
öесса с теì отëи÷иеì, ÷то в ряäе верøин (актив-
ных верøин) реøения приниìает аãент, иìеþщий
свои интересы. У÷итывая, ÷то функöионирование
систеìы, как правиëо, разбивается на периоäы,
кажäый периоä ìожно рассìатриватü как проект.
Дëя оöенки эффективности коìпëексноãо ìеха-
низìа необхоäиìо поëу÷итü оöенку потенöиаëа
систеìы (ìаксиìаëüное зна÷ение öеëевой функ-
öии при поëной инфорìированности и выпоëне-
нии всех пëанов). Сравнение оöенки при заäанной
систеìе ìеханизìов и принятых ìоäеëях повеäе-
ния аãентов с оöенкой потенöиаëа позвоëяет оöе-
нитü эффективностü коìпëексноãо ìеханизìа. Ме-
няя отäеëüные бëоки коìпëексноãо ìеханизìа,
ìожно реøатü заäа÷у оптиìизаöии.

3. ÈÃÐÛ È ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

Как отìе÷аëосü в § 2 и в работах [11, 15], пос-
ëеäоватеëüностü выбора äействий у÷астникаìи
ОТС (поряäок функöионирования) тесно связана
со структурой систеìы. Опиøеì кратко, сëеäуя
работе [11], эту взаиìосвязü, перехоäя инäуктивно
от простых к боëее сëожныì ìоäеëяì.
Базовой ìоäеëüþ принятия реøений ìожно

с÷итатü ситуаöиþ принятия реøений оäниì аãен-
тоì в усëовиях поëной инфорìированности — сì
рис. 2, а. При этоì с÷итается выпоëненной так на-
зываеìая гипотеза рационального поведения (ГРП)
[8, 11], в соответствии с которой аãент выбирает
äопустиìое äействие, ìаксиìизируþщее еãо öе-
ëевуþ функöиþ. Сëеäуþщий этап «усëожнения»

u Σ∈
U

min
yL1 E

N Σ( )∈
max

Σ 2
Ξ

1( ) 2( ), ,∈

u Σ∈
U

Рис. 2. Игры и структуры (i = 1, 2, 3) [20]: а, б, в, г, д и е — сì.
в тексте
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состоит во взаиìоäействии нескоëüких аãентов,
äействуþщих в соответствии с ГРП — игра, в ко-
торой аãенты выбираþт свои äействия оäнократ-
но, оäновреìенно и независиìо, т. е. иãра Г0 в
норìаëüной форìе — сì. рис. 2, б. На сëеäуþщеì
этапе осуществëяется перехоä к иерархи÷ескиì
иãраì Γi, ãäе i = 1, 2 иëи 3 [11], в которых посëе-
äоватеëüностü хоäов фиксирована — первыì äе-
ëает хоä öентр, а затеì — аãент. Можно усëожнятü
ìоäеëü и äаëüøе, перехоäя к все боëее сëожныì
иãраì.
Наприìер, есëи иìеется структура «оäин

öентр — нескоëüко аãентов» (рис. 2, г), то взаи-
ìоäействие аãентов, нахоäящихся на оäноì уров-
не, ìожно описыватü иãрой Г0; взаиìоäействие
«öентр — аãент» описывается иãрой Γi. Тоãäа такуþ
структуру ìожно преäставитü иãрой Γi, опреäеëен-
ной на иãре Γ0, усëовно обозна÷ив ее Гi (Г0).

Даëее, пустü иìеется нескоëüко (öентров) и не-
скоëüко аãентов (рис. 2, д). На нижнеì уровне
аãенты разыãрываþт иãру Г0. «Наä ниìи» öентры
разыãрываþт иерархи÷ескуþ иãру Гi, но öентры,
в своþ о÷ереäü, разыãрываþт на своеì уровне иã-
ру Г0. Итак, поëу÷иëи иãру Г0(Гi(Г0)).

Есëи взятü боëее сëожнуþ структуру (напри-
ìер, рис. 2, е), то ей буäет соответствоватü иерар-
хи÷еская иãра ìежäу уровняìи, и «обы÷ная» иãра
в норìаëüной форìе на кажäоì из уровней:
Γ0(Γi(...Γi(Γ0)...)).

Основная иäея «коìпëексирования иãр» закëþ-
÷ается в тоì, ÷тобы декомпозировать сëожнуþ ор-
ãанизаöионнуþ структуру (сëожнуþ иãру) на на-
бор боëее простых и воспоëüзоватüся резуëüтата-
ìи иссëеäования посëеäних. Это возìожно, так
как ìежäу иãраìи и структураìи существует ãëу-
бокая связü — ìоìент принятия субъектоì реøе-
ний опреäеëяет еãо «ìесто» в орãанизаöионной
иерархии (сì. поäробности в работе [15]).

4. ÏÀÐÀËËÅËÜÍÎÅ ÊÎÌÏËÅÊÑÈÐÎÂÀÍÈÅ

Рассìотриì пробëеìу параëëеëüноãо коìпëек-
сирования на приìере построения коìпëексноãо
ìеханизìа из äвух эëеìентарных ìеханизìов при
перехоäе от äвух структур (сì. рис. 2, в) с оäниì и
теì же öентроì к структуре, преäставëенной на
рис. 2, г.
Эффективности первоãо и второãо эëеìентар-

ных ìеханизìов обозна÷иì соответственно

 = Φ1(u1, G1(u1)) 

и  = Φ2(u2, G2(u2)). (4)

Обозна÷иì (y1, y2) = (u1, u2), тоãäа эффектив-
ностü коìпëексноãо ìеханизìа опреäеëяется ана-
ëоãи÷но:

K * = Φ(u1, u2, (u1, u2)). (5)

Кëþ÷евыì при коìпëексировании явëяется
вопрос о тоì, как соотносятся эффективности K *

и ( , )? Ответитü на неãо невозìожно, не по-
ëу÷ив ответы на сëеäуþщие вопросы — как соот-
носятся:

— критерии эффективности Φ(•) и (Φ1(•), Φ2(•));
возìожные варианты — критерий Φ(•) ìонотонен
по критерияì Φ1(•) и Φ2(•) иëи совпаäает с пос-
ëеäниì в öепо÷ке критериеì;

— ìножества äопустиìых управëений U и
(U1, U2); возìожные варианты — управëения неза-
висиìы (U = U1 Ѕ U2), иëи существуþт ресурсные
оãрани÷ения (0 ≤ u1 ≤ C1, 0 ≤ u2 ≤ C2 → 0 ≤ u ≤
≤ C1 + C2), иëи управëение в коìпëексноì ìеха-
низìе äоëжно бытü унифиöированныì, т. е. оäи-
наковыì äëя всех аãентов (u = (v, v)), и т. ä.;

— ìоäеëи повеäения аãентов (•) и (G1(•) и
G2(•)); возìожные варианты — аãенты независи-

ìы ( (u1, u2) = (G1(u1), G2(u2)) иëи зависиìы.
Есëи критерий эффективности аääитивен, су-

ществуþт ресурсные оãрани÷ения на управëение,
а аãенты независиìы, то, о÷евиäно,

K * ≥  + . (6)

Веëи÷ина Δ = K * – (  + ) ìожет бытü ус-
ëовно названа ценой комплексирования.
Пример 1. Рассìотриì привеäеннуþ в работе [11]

ìоäеëü стиìуëирования в ОТС со сëабо связанныìи
аãентаìи. Пустü N = {1, 2, ..., n} — ìножество аãентов,
yi ≥ 0 — äействие i-ãо аãента, ci(yi) — затраты i-ãо аãента
(ìонотонно возрастаþщая выпукëая функöия), i ∈ N. Ес-
ëи ui(yi) — систеìа стиìуëирования, испоëüзуеìая öент-
роì, то öеëевая функöия аãента fi(ui, yi) = ui(yi) – ci(yi),
а ìоäеëü повеäения аãента иìеет виä:

Gi(ui, yi) = arg fi(ui, yi).

Пустü разìеры инäивиäуаëüных вознаãражäений
аãентов оãрани÷ены заäанныìи зна÷енияìи {Ci}i∈N , т. е.
∀ yi ≥ 0 ui(yi) ≤ Ci, i ∈ N. Оптиìаëüной явëяется систеìа
стиìуëирования i-ãо аãента [11]:

ui(xi, yi) = 

ãäе xi ∈ [0; (Ci)] — пëан i-ãо аãента, при этоì

Gi(ui(xi, yi)) = xi, i ∈ N.

K1
* max

u1 U1∈

K2
* max

u2 U2∈

Ĝ

max
u1 u2,( ) U∈

Ĝ

K1
* K2

*

Ĝ

Ĝ

K1
* K2

*

K1
* K2

*
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Преäпоëожиì, ÷то öентр поëу÷ает ìонотонно
возрастаþщий  ëинейный иëи  воãнутый  äохоä  Hi(yi)
от äеятеëüности i-ãо аãента, т. е. öеëевая функöия
öентра Φi(ui(xi, yi), yi) = Hi(yi) – ui(xi, yi). Поäставëяя
Gi(ui(xi, yi)) = xi, поëу÷иì Φi(ui(xi, yi), yi) = Hi(xi) – ci(xi).
Сëеäоватеëüно,

(Ci) = [Hi(xi) – ci(xi)],  i ∈ N. (7)

Рассìотриì теперü коìпëексный ìеханизì, в кото-
роì öентр управëяет n аãентаìи, испоëüзуя äëя кажäо-
ãо из них систеìу стиìуëирования (4). Преäпоëожиì,
÷то фонд заработной платы (ФЗП) оãрани÷ен зна÷ени-
еì R, т. е.

Ci ≤ R,

и öентр иìеет öеëевуþ функöиþ, аääитивнуþ по кри-

терияì оäноэëеìентных заäа÷: Φ(u, y) = [Hi(yi) –

– ui(xi, yi)], ãäе y = (y1, y2, ..., yn) — вектор äействий аãен-

тов, y ∈ A' = Ai, u = (u1, u2, ..., un) — вектор управ-

ëений. Тоãäа

K *(R) = Hi(xi) – R. (8)

Леãко виäетü, ÷то эффективности (7) и (8) уäовëетворя-

þт усëовиþ (6), т. е. ∀{{Ci ≥ 0}i ∈ N | Ci ≤ R} выпоëнено

K * ≥ (Ci), сëеäоватеëüно, öена коìпëексирования

неотриöатеëüна.
Есëи ФЗП явëяется переìенной веëи÷иной, то еãо

оптиìаëüное зна÷ение R* ìожет бытü найäено как ре-
øение сëеäуþщей заäа÷и: R* = arg K *(R). Отìетиì,

÷то поиск оптиìаëüноãо разìера ФЗП ìожет рассìат-
риватüся уже как заäа÷а посëеäоватеëüноãо коìпëекси-
рования. ♦
Заверøив рассìотрение приìера, отìетиì, ÷то

при äекоìпозиöии ìеханизìов сфорìуëированные
выøе вопросы зву÷ат и реøаþтся обы÷но нескоëü-
ко проще. Наприìер, пустü иìеется коìпëекс-
ный ìеханизì с эффективностüþ (5). Тоãäа при
параëëеëüной äекоìпозиöии ìожно опреäеëятü
эффективности первоãо и второãо ÷астных ìеха-
низìов ÷ерез критерий коìпëексноãо ìеханизìа:

(u2) = Φ(u1, u2, Proj1( (u1, u2))) 

и (u1) = Φ(u1, u2, Proj2( (u1, u2))),

с÷итая, наприìер, ÷то U1 = Proj1(U ), U2 = Proj2(U ),
но поìня, ÷то покоорäинатная оптиìизаöия
ìожет привести к неäопустиìоìу реøениþ как
по состояниþ аãентов, так и по управëениþ (так

как ìожет бытü (u1, u2) ≠ (G1(u1), G2(u2)) и/иëи
U ≠ Proj1(U ) Ѕ Proj2(U )).

Кроìе тоãо, эффективныì инструìентоì па-
раëëеëüной äекоìпозиöии ìоãут бытü резуëüтаты
типа теорем о декомпозиции игры агентов в ìно-
ãоэëеìентных систеìах [11]. Действитеëüно, есëи
уäается построитü оптиìаëüный ìеханизì управ-
ëения, в котороì у кажäоãо аãента иìеется äоìи-
нантная стратеãия, то ìожно усëовно с÷итатü, ÷то
аãенты приниìаþт реøения независиìо и соот-
ветственно анаëизироватü ìеханизìы управëения
кажäыì из аãентов. Можно выäвинутü ãипотезу,
÷то поäобный поäхоä ìожет оказатüся поëезныì
и при иссëеäовании пробëеì ìанипуëируеìости
(сì. äаëее).

5. ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÅ ÊÎÌÏËÅÊÑÈÐÎÂÀÍÈÅ

Рассìотриì пробëеìу посëеäоватеëüноãо коì-
пëексирования на приìере построения коìпëекс-
ноãо ìеханизìа из äвух эëеìентарных ìеханизìов.
При посëеäоватеëüноì коìпëексировании эффек-
тивностü первоãо ìеханизìа опреäеëяется, как и

в выражении (4), т. е.  = Φ1(u1, G1(u1)), а

эффективностü второãо ìеханизìа, а также ìно-
жество соответствуþщих äопустиìых управëений
и ìоäеëü повеäения второãо аãента, в общеì сëу-
÷ае зависит от управëения, испоëüзованноãо в пер-
воì ìеханизìе

(u1) = Φ2(u2, G2(u1, u2)). (9)

Эффективностü коìпëексноãо ìеханизìа опре-
äеëиì как

K * = Φ(u1, u2, (u1), (u1, u2)). (10)

Соотноøение эффективностей K * и ( , (u1)),
как и при параëëеëüноì коìпëексировании, в рас-
сìатриваеìоì сëу÷ае зависит от тоãо, как соотно-
сятся соответствуþщие критерии эффективнос-
ти, ìножества äопустиìых управëений и ìоäеëи
повеäения аãентов (сì. выøе). Что касается эф-
фективности как при посëеäоватеëüной äекоìпо-
зиöии, так и при посëеäоватеëüноì коìпëекси-
ровании, естественныì преäставëяется с÷итатü
критериеì терминальное зна÷ение эффективности,
т. е. соответствуþщее посëеäнеìу øаãу («ìоìенту
вреìени») — сì. выражения (9) и (10). В прикëаä-
ных «эконоìи÷еских» заäа÷ управëения крите-
риеì эффективности эëеìентарноãо ìеханизìа
управëения, соответствуþщеãо некотороìу этапу
посëеäоватеëüности, ìожет бытü та «äобавëенная
стоиìостü» (в терìинах терìинаëüноãо критерия),
которая созäается на äанноì этапе.
В сëу÷ае аääитивных критериев эффективности

(вариант, соответствуþщий перехоäу от стати÷ес-
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Ĝ

K1
* max

u1 U1∈

K2
* max

u2 U2 u1( )∈

max
u1 u2,( ) U∈
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кой к äинаìи÷еской ìоäеëи ОТС) поëу÷аеì, ÷то
выражение (10) приниìает виä:

K * = {Φ1(u1, G1(u1)) +

+ Φ2(u2, G2(u1, u2))].

Поëу÷аеì анаëоã принöипа оптиìаëüности
Беëëìана:

K * =  + (u1).

О÷евиäно, ÷то ∀u1 ∈ U1K
* ≥  + (u1).

6. ÏÐÎÁËÅÌÀ ÍÅÌÀÍÈÏÓËÈÐÓÅÌÎÑÒÈ 
ÊÎÌÏËÅÊÑÍÛÕ ÌÅÕÀÍÈÇÌÎÂ

В § 4 и 5 ìы рассìатриваëи соотноøение эф-
фективностей эëеìентарных и соответствуþщих
коìпëексных ìеханизìов. Анаëоãи÷ные вопросы
ìожно заäатü и касатеëüно свойства неìанипуëи-
руеìости:

1) буäет ëи неìанипуëируеìыì коìпëексный
ìеханизì, построенный из совокупности неìани-
пуëируеìых ìеханизìов?

2) äëя отäеëüных заäа÷ управëения показано,
÷то их эффективное реøение äостато÷но искатü в
кëассе неìанипуëируеìых ìеханизìов, есëи коì-
пëексная заäа÷а управëения состоит из поäобных
«эëеìентарных» заäа÷, то äостато÷но ëи ее реøе-
ние искатü в кëассе ìеханизìов, «собранных» из
неìанипуëируеìых эëеìентарных ìеханизìов?
Кëþ÷ к ответу на вопросы, связанные с неìа-

нипуëируеìостüþ, кроется в тоì, наскоëüко сиëü-
но ìожет бытü äекоìпозирована коìпëексная за-
äа÷а управëения в сëеäуþщих аспектах. Прежäе
всеãо, наскоëüко сиëüна связü ìежäу базовыìи
ìеханизìаìи, вхоäящиìи в коìпëексный. Даëее,
наскоëüко взаиìосвязаны интересы аãентов в раì-
ках отäеëüных ìеханизìов, как и как это форìа-
ëизуется в форìе öеëевых функöий аãентов. Сутü
в тоì, ÷то пробëеìу ìанипуëируеìости äëя коìп-
ëексноãо ìеханизìа ìожно рассìатриватü как
пробëеìу ìанипуëируеìости äëя заäа÷и пëаниро-
вания в ìноãоìерноì пространстве — äëя кажäо-
ãо из ìеханизìов пëанирование осуществëяется в
своеì поäпространстве параìетров. А äëя äанноãо
кëасса заäа÷ показано (сì., наприìер, [21, 22]),
÷то неìанипуëируеìые ìеханизìы существуþт,
есëи интересы аãентов форìаëизуþтся ìноãоìер-
но-оäнопиковыìи преäпо÷тенияìи, в которых
наиëу÷øее зна÷ение по ëþбоìу из пëанируеìых
параìетров [23] не зависит от зна÷ений äруãих
пëанируеìых параìетров. При этоì неìанипуëи-
руеìые ìеханизìы не äоëжны бытü сиëüносвязан-
ныìи. Ответ на то, äостато÷но ëи искатü эффек-
тивное реøение в кëассе неìанипуëируеìых ìе-
ханизìов поëожитеëен ëиøü äëя ситуаöий, коãäа

кажäый из аãентов заинтересован не боëее, ÷еì в
оäноì параìетре пëанирования [22, 24].
Поэтоìу поëожитеëüный ответ на первый воп-

рос, по всей виäиìости, ìожет бытü поëу÷ен в сëу-
÷ае сëабой связанности эëеìентарных ìеханизìов,
вхоäящих в коìпëексный, иëи коãäа коìпëексный
ìеханизì äекоìпозируеì по аãентаì (расøире-
ние 2.1), на второй вопрос — коãäа коìпëексный
ìеханизì äекоìпозируеì по аãентаì.
Наконеö, коìпëеìентарныì вопросу неìани-

пуëируеìости явëяется вопрос эквиваëентности
ìеханизìов [9], который äëя коìпëексных ìеха-
низìов ìожет бытü сфорìуëирован сëеäуþщиì
образоì. Пустü иìеется äвухуровневая ОТС с не-
которыì ìеханизìоì пëанирования. Вопрос за-
кëþ÷ается в тоì, существуþт ëи трехуровневая
ОТС (с теì же составоì аãентов) и ìеханизì пëа-
нирования (коìпëексный) в ней такие, ÷тобы рав-
новесные сообщения и назна÷аеìые пëаны в этих
ОТС быëи оäинаковы. Эту заäа÷у называþт зада-
чей идеального агрегирования в механизмах планиро-
вания — сì. [25].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Отсутствие общих ìетоäов анаëити÷ескоãо ре-
øения заäа÷и синтеза оптиìаëüноãо коìпëекса
ìеханизìов управëения орãанизаöионныìи сис-
теìаìи привоäит к необхоäиìости систеìатиза-
öии и выäеëения соответствуþщих ÷астных сëу÷а-
ев. Возìожные основания äëя этоãо привеäены в
настоящей работе.
Гëобаëüная заäа÷а закëþ÷ается в выявëении

ìаксиìаëüно общих усëовий, которыì äоëжны
уäовëетворятü ìеханизìы управëения, устой÷ивые
к коìпëексированиþ. Такие усëовия ìожно срав-
нитü с усëовияìи äекоìпозиöии заäа÷ оптиìиза-
öии, позвоëяþщиìи свести реøение оäной сëож-
ной заäа÷и к реøениþ набора боëее простых (по-
äобные поäхоäы развиваþтся äостато÷но äавно в
раìках теории оптиìизаöии [26—30], теории со-
ãëасования иерархи÷еских реøений [6, 14, 31, 32],
иерархи÷ескоì ìоäеëировании [20, 32] и äр., а в
настоящее вреìя особенно интенсивно в раìках
распреäеëенной оптиìизаöии [34, 35] и äр. — сì.
обзоры в работах [20, 36].
Действитеëüно, пробëеìа выявëения оãрани÷е-

ний, порожäаеìых коìпëексированиеì, сроäни
äекоìпозиöии реøения оптиìизаöионной заäа÷и
(в öеëях распараëëеëивания), а также заäа÷е об
иäеаëüноì аãреãировании, оäнако зäесü объеäиня-
еìые «куски» (ìеханизìы) существенно разнороä-
ны, а связи ìежäу отäеëüныìи ìеханизìаìи
вкëþ÷аþт не тоëüко общий критерий оптиìаëü-
ности, но и «техноëоãи÷еские» связи ÷ерез общие
переìенные, фиксируеìые оäниì ìеханизìоì, а

max
u1 U1∈

max
u2 U2 u1( )∈

K1
* max

u1 U1∈
K2

*

K1
* K2

*
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испоëüзуеìые äруãиì, оãрани÷ения на общие ре-
сурсы и äр.
Перспективныì преäставëяется созäание тео-

рии äëя анаëиза и синтеза коìпëексных ìеханиз-
ìов орãанизаöионноãо управëения на базе разра-
батываеìых теоретико-иãровых и оптиìизаöи-
онных ìоäеëей и ìетоäов. Наëи÷ие бибëиотеки
базовых ìеханизìов управëения и правиë их эф-
фективноãо коìпëексирования позвоëит карäи-
наëüно упроститü построение коìпëексных ìеха-
низìов орãанизаöионноãо управëения и сущест-
венно прибëизитü теориþ ìеханизìов управëения
к нужäаì совреìенноãо ìенеäжìента. С практи-
÷еской то÷ки зрения, соответствуþщие теорети÷ес-
кие резуëüтаты ìоãут статü основой прикëаäной
ìетоäики коìпëексноãо реинжиниринãа ìеханиз-
ìов управëения произвоäственных и коììер÷ес-
ких коìпаний, орãанов ìестной и ãосуäарствен-
ной вëасти и т. ä.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Сотруäники всеãäа составëяëи и буäут состав-
ëятü основной актив практи÷ески ëþбоãо бизнеса.
На совреìенноì этапе развития общества, кото-
рый ìноãие иссëеäоватеëи и практики называþт
«эконоìикой знаний», кëþ÷евое зна÷ение приоб-
ретаþт вопросы развития сотруäников, управëе-
ния знанияìи и инфорìаöией, орãанизаöионны-
ìи структураìи, объеäиняеìые понятиеì «управ-
ëение ÷еëове÷ескиì капитаëоì» [1—5].
Как объект иссëеäований обосабëиваþтся фир-

ìы, интенсивно испоëüзуþщие знания (knowledge
intensive firms), в которых основная äоëя äобав-
ëенной стоиìости форìируется в виäе знаний и
бëаãоäаря испоëüзованиþ знаний сотруäников [6].
В настоящей работе буäеì рассìатриватü преä-

приятие1, интенсивно испоëüзуþщее знания и ÷е-
ëове÷еский капитаë (ПЗЧК). К ПЗЧК буäеì отно-
ситü преäприятия, форìирование äобавëенной
стоиìости которых основано на созäании и преоб-
разовании инфорìаöии, знаний. Это, наприìер,
фирìы, оказываþщие профессионаëüные (финан-
совые, þриäи÷еские, инженерные и äруãие) усëу-

ãи, банки, интернет-коìпании и äруãие эконоìи-
÷еские аãенты, отëи÷итеëüные особенности бизне-
са которых закëþ÷аþтся в кëþ÷евой роëи знаний,
навыков, эффективности сотруäников, высокой
зна÷иìости техноëоãи÷еских знаний и низкой ка-
питаëоеìкости.
Теìа управëения ÷еëове÷ескиì капитаëоì не

нова, к этой катеãории обращаëисü эконоìисты
еще в XIX—XX вв., но первыì употребëениеì тер-
ìина в совреìенной эконоìи÷еской ëитературе
с÷итается работа [7].
К настоящеìу ìоìенту практи÷ески во всей

сфере управëения ÷еëове÷ескиìи ресурсаìи, каä-
раìи, таëантаìи, ÷еëове÷ескиì капитаëоì при-
ìеняþтся ка÷ественные поäхоäы, характерные äëя
соöиоëоãии, соöиаëüной психоëоãии и сìежных
äисöипëин. Рассìатриваþтся и развиваþтся раз-
ëи÷ные конöепöии уäовëетворенности, ëояëüнос-
ти, преäанности, приверженности сотруäников,
наприìер, в работе [10]. Понятие «вовëе÷енности
сотруäников» впервые ввеäено в работе [11] и øи-
роко приìеняется сей÷ас, разработано ìножество
ìетоäик оöенки вовëе÷енности, в ÷астности, [12].
Теория вовëе÷енности рассìатривает вопрос о
тоì, как коìпания ìожет äости÷ü своих стратеãи-
÷еских öеëей, созäавая такие усëовия äëя развития
персонаëа, ãäе кажäый сотруäник, ìенеäжер и ру-
ковоäитеëü äеëаþт все возìожное äëя бëаãа коì-
пании [10].
Достато÷но поëный обзор совреìенных поäхо-

äов и ìетоäов в обëасти управëения знанияìи, та-
ëантаìи, ÷еëове÷ескиì капитаëоì выпоëнен в ра-
боте [13].

Преäëожена ìоäеëü эконоìи÷ескоãо управëения ÷еëове÷ескиì капитаëоì преäприятия,
интенсивно испоëüзуþщеãо знания. Отìе÷ено, ÷то испоëüзование в ìоäеëи базовых со-
отноøений управëен÷ескоãо у÷ета преäприятия существенно повыøает ее практи÷ескуþ
приìениìостü. На приìере конкретной фирìы проäеìонстрировано реøение заäа÷и
оптиìизаöии затрат на ÷еëове÷еский капитаë — управëение ÷исëенностüþ и развитиеì
сотруäников в усëовиях неравноìерной и неопреäеëенной потребности в ÷еëове÷еских
ресурсах со стороны бизнеса.

Ключевые слова: управëение, ÷еëове÷еский капитаë, знания, преäприятие, жизненный öикë со-
труäника, стохасти÷еское ìоäеëирование.

1 Поä преäприятиеì пониìаеì [8, 9] коìпëекснуþ соöи-
аëüно-техни÷ескуþ систеìу, объеäиняþщуþ взаиìозависиìые
ресурсы (персонаë, финансы, ìатериаëы, оборуäование, зäа-
ния и сооружения и äр.), проöессы, äанные/знания и техноëо-
ãии, которые взаиìоäействуþт äруã с äруãоì и с окружаþщей
среäой äëя äостижения общих öеëей. Преäприятияìи явëяþт-
ся фирìы иëи их объеäинения, поäразäеëения фирì, рабо÷ие
ãруппы, проектные коìанäы.
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В работе [14], посвященной управëениþ персо-
наëоì в вооруженных сиëах США, ввоäится фор-
ìаëüная кëассификаöия систеì развития персона-
ëа в орãанизаöиях на основании äвух основных
признаков.
Все орãанизаöии относятся к «закрытоìу» иëи
«открытоìу» типаì. В первоì сëу÷ае вхожäение
новоãо сотруäника в орãанизаöиþ возìожно
тоëüко на нижние позиöии, так как требуеìая
кваëификаöия ìожет бытü приобретена тоëüко
в äанной орãанизаöии, во второì сëу÷ае — на
ëþбые уровни.
Наëи÷ие в орãанизаöии форìаëüной проöеäу-
ры увоëüнения сотруäников в сëу÷аях, кроìе
невыпоëнения обязанностей, стиìуëируþщей
опреäеëеннуþ сìеняеìостü персонаëа соот-
ветственно общей стратеãии орãанизаöии.
На основании этих признаков выäеëяþтся ÷е-

тыре типа орãанизаöий [14]:
— «up-or-out»: вхожäение в орãанизаöиþ тоëüко

на на÷аëüные позиöии и принуäитеëüное увоëüне-
ние, сëеäуя опреäеëенныì проöеäураì и критери-
яì отбора, отве÷аþщиì стратеãи÷ескиì öеëяì ор-
ãанизаöии;

— «up-and-stay»: вхожäение в орãанизаöиþ
тоëüко на на÷аëüные позиöии и работа в те÷ение
всей карüеры, äаже в отсутствии роста;

— «in-and-out»: вхожäение в орãанизаöиþ на
ëþбые позиöии в со÷етании с принуäитеëüныì
иëи естественныì увоëüнениеì;

— «mixed»: со÷етание преäыäущих трех типов.
Разрабатываеìая теìа нахоäится на пересе÷е-

нии как ка÷ественных, пере÷исëенных выøе, так
и коëи÷ественных поäхоäов и ìетоäов — управ-
ëен÷ескоãо у÷ета, иссëеäования операöий, стохас-
ти÷ескоãо ìоäеëирования, эконоìи÷еской теории
фирìы и äруãих сìежных обëастей.
Конöепöии и практика управëен÷ескоãо у÷ета

приìенитеëüно к ÷еëове÷ескиì ресурсаì фирìы
хороøо разработаны и изëожены в боëüøоì ÷исëе
работ, на÷иная с базовой ìоноãрафии E. Flamholtz
[15] и äруãих еãо работ [16], ãäе изëаãаþтся поä-
робные ìоäеëи у÷ета факти÷ески понесенных за-
трат на персонаë, вкëþ÷ая не тоëüко заработнуþ
пëату, но также затраты на найì, аäаптаöиþ, обу-
÷ение сотруäников и äр.
Работы в обëасти орãанизаöионной эконоìи-

ки анаëизируþт ÷исëенностü и орãанизаöионнуþ
структуру фирì, связи стратеãии с орãанизаöион-
ныìи структураìи и ÷еëове÷ескиì капитаëоì [17].
Данные ìоäеëи хороøо описываþт факти÷ески

произоøеäøие бизнес-явëения, оäнако ìаëо по-
ìоãаþт при стратеãи÷ескоì пëанировании и опе-
ративноì управëении.
Неëüзя не упоìянутü признанные фунäаìен-

таëüныìи работы [18, 19] Г. Беккера, поëу÷ивøеãо

Нобеëевскуþ преìиþ за развитие теории ÷еëове-
÷ескоãо капитаëа. Чеëове÷еский капитаë опреäе-
ëяется как иìеþщийся у кажäоãо запас знаний,
навыков, ìотиваöий. Инвестиöияìи в неãо ìоãут
бытü образование, накопëение произвоäственно-
ãо опыта, охрана зäоровüя, ãеоãрафи÷еская ìо-
биëüностü, поиск инфорìаöии. При вкëаäывании
среäств в профессионаëüнуþ поäãотовку и обра-
зование обу÷аеìые и их роäитеëи веäут себя ра-
öионаëüно, взвеøивая соответствуþщие выãоäы
и изäержки, они сопоставëяþт ожиäаеìуþ пре-
äеëüнуþ норìу отäа÷и от таких вëожений с äохоä-
ностüþ аëüтернативных инвестиöий (проöентаìи
по банковскиì вкëаäаì, äивиäенäаìи по öенныì
буìаãаì и äр). В зависиìости от тоãо, ÷то эконо-
ìи÷ески öеëесообразнее, приниìается реøение
ëибо о проäоëжении у÷ебы, ëибо о ее прекраще-
нии. Норìы отäа÷и выступаþт, сëеäоватеëüно, как
реãуëятор распреäеëения инвестиöий ìежäу раз-
ëи÷ныìи типаìи и уровняìи образования, а также
ìежäу систеìой просвещения в öеëоì и остаëüной
эконоìикой. Высокие норìы отäа÷и свиäетеëüст-
вуþт о неäоинвестировании, низкие — о переин-
вестировании. Поìиìо теорети÷ескоãо обоснова-
ния Беккер первыì осуществиë и практи÷еский,
статисти÷ески корректный поäс÷ет эконоìи÷ес-
кой эффективности образования.
Несìотря на боëüøое ÷исëо фунäаìентаëüных

и прикëаäных работ в рассìатриваеìой обëасти,
иìеет ìесто äефиöит ìетоäов и поäхоäов, обеспе-
÷иваþщих эконоìи÷ески, коëи÷ественно, обосно-
ванное принятие реøений в обëасти управëения
÷еëове÷ескиì капитаëоì фирìы в практи÷еской
äеятеëüности, и в настоящей работе äеëается по-
пытка воспоëнитü этот пробеë.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Преäìетоì иссëеäования сäеëаеì эконоìи÷ес-
кие и коëи÷ественные факторы управëения ÷еëо-
ве÷ескиì капитаëоì ПЗЧК, испоëüзуя известные
резуëüтаты работ в сìежных обëастях. Цеëüþ ра-
боты опреäеëиì разработку ìоäеëи управëения
÷еëове÷ескиì капитаëоì (ЧК), преäназна÷еннуþ
äëя форìирования ìенеäжìентоì коìпании обос-
нованных оптиìаëüных реøений.
Проанаëизируеì основные требования к разра-

батываеìой ìоäеëи.
Прежäе всеãо, ìоäеëü äоëжна у÷итыватü не

тоëüко эконоìи÷еские аспекты жизненноãо öикëа
сотруäника в хоäе работы на преäприятии, но так-
же рассìатриватü ЧК как составнуþ ÷астü соöи-
аëüно-техни÷еской систеìы преäприятия, т. е. от-
ражатü втори÷ностü ÷еëове÷ескоãо капитаëа как
ресурса по отноøениþ к потребности в неì со сто-
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роны бизнеса, а сëеäоватеëüно, у÷итыватü неоп-
реäеëенностü бизнеса, выражаþщуþся в неравно-
ìерности потребности в ресурсах (ЧК) во вреìени.
Общепринятыì поäхоäоì к преäставëениþ неоп-
реäеëенных и неравноìерных проöессов сëужит
стохасти÷еское ìоäеëирование, которыì воспоëü-
зуеìся в работе.
Чеëове÷еский капитаë буäеì рассìатриватü

как орãанизованнуþ в раìках ПЗЧК совокуп-
ностü спеöиаëистов, обëаäаþщих опреäеëенныìи
знанияìи, навыкаìи, кваëификаöией и ìоти-
вированных на реøение ставящихся переä ниìи
заäа÷. Дëя форìаëизаöии ЧК употребиì понятие
«функöионаëüных äоìов» (ФД), ввеäенное фир-
ìой «McKinsey» в статüе [20], ãäе быëо преäëожено
рассìатриватü ãруппы спеöиаëистов, обëаäаþщие
эквиваëентныìи функöионаëüныìи возìожнос-
тяìи äëя реøения бизнес-заäа÷, как функöио-
наëüные äоìа, а перспективнуþ структуру преä-
приятия — как орãанизованный набор ФД. У÷и-
тывая øирокое распространение разëи÷ных форì
вреìенноãо привëе÷ения ÷еëове÷еских ресурсов

(наприìер, аутстаффинã2 и привëе÷ение фриëан-

серов3), поä сотруäникаìи ФД буäеì пониìатü не
тоëüко øтатных сотруäников фирìы, но также
привëекаеìых фриëансеров и сотруäников аутс-
таффинãовых фирì.
Отìетиì, ÷то конöепöия ФД преäставëяет со-

бой äаëüнейøее развитие ìатри÷ной и проектной
орãанизаöионных структур, с оäной стороны, и
станäартизаöии рабо÷их проöессов, резуëüтатов
труäа (наприìер, параìетров изäеëия и норì вы-
работки), а также навыков и знаний сотруäников,
с äруãой [21]. Функöионаëüные äоìа иãраþт роëü
пуëов иäенти÷ных ресурсов, из которых составëя-
þтся вреìенные иëи постоянные рабо÷ие ãруппы
äëя осуществëения бизнес-äеятеëüности в виäе
выпоëнения реãуëярных заäаний, проектов, про-
ãраìì и äр. Свое öеëевое назна÷ение — созäание
резуëüтата — сотруäники осуществëяþт в раìках
не ФД, а рабо÷их ãрупп.
Факти÷ески управëение ЧК преäставëяет собой

управëение бизнес-возìожностяìи функöионаëü-
ных äоìов — функöионаëüныìи возìожностяìи
спеöиаëистов и их ÷исëенностüþ. Поэтоìу анаëо-
ãи÷но попуëярныì конöепöияì управëения произ-

воäственныìи активаìи, управëения жизненныì
öикëоì произвоäственных активов, öеëесообраз-
но ãоворитü об управëении жизненныì öикëоì
функöионаëüных äоìов и жизненныì öикëоì их
сотруäников.
Управëение ÷еëове÷ескиì капитаëоì буäеì по-

ниìатü как опреäеëение необхоäиìоãо набора ФД
(требований к функöионаëüныì возìожностяì
сотруäников) и ÷исëенности кажäоãо из них соот-
ветственно потребностяìи бизнеса ПЗЧК в раз-
ëи÷ные ìоìенты вреìени.
Выбор набора ФД заäается характероì бизнеса

и поэтоìу вынесен из рассìотрения. В то же вре-
ìя, ÷исëенный состав ФД (и преäприятия в öе-
ëоì) явëяется основныì фактороì, опреäеëяþ-
щиì операöионные затраты и поэтоìу непосреäс-
твенно и существенно вëияþщиì на финансовые
резуëüтаты. Вопрос управëения ЧК со стороны ìе-
неäжìента ПЗЧК распаäается на äва направëения:

— управëение жизненныì öикëоì сотруäников
в раìках карüеры на преäприятии: приеì и аäап-
таöия, обу÷ение, переìещения и т. ä.;

— управëение ÷исëенностüþ ФД путеì найìа
и соäержания øтатных сотруäников, а также поëü-
зование усëуãаìи аутстаффинãовых фирì иëи
фриëансеров.
Факти÷ески оптиìаëüныì явëяется управëение,

которое обеспе÷ивает наиëу÷øее соответствие ÷ис-
ëенности и функöионаëüных возìожностей со-
труäников разëи÷ных ФД потребностяì бизнеса.
Дëя обеспе÷ения практи÷еской приìениìости

в бизнесе ìоäеëü äоëжна основыватüся на конöеп-
öиях и соответствуþщих соотноøениях управëен-
÷ескоãо у÷ета, ÷то преäпоëаãает äостато÷но высо-
куþ то÷ностü и äетаëüностü описаний. Оäнако,
бизнес сëожен, и ìоäеëирование еãо эëеìентов
всеãäа сопровожäается существенныìи преäпоëо-
женияìи и упрощенияìи. Явëения и параìетры,
которыìи ìы оперируеì, относятся к соöиаëüной,
психоëоãи÷еской сфере, физи÷ески неизìериìы и
то÷но неизвестны, а параìетризаöия зависиìос-
тей ÷асто усëовна. Возìожности приìенения «ста-
тисти÷еских усреäнений» тоже оãрани÷ены, так
как практи÷еский интерес преäставëяет не ìассо-
во повторяþщиеся явëения, а конкретные реаëи-
заöии бизнеса иìенно в этоì периоäе вреìени и
при этих внеøних усëовиях.
Поэтоìу о÷енü важно обеспе÷ение устой÷ивос-

ти вывоäов к нето÷но опреäеëенныì параìетраì
и законоìерностяì, испоëüзуеìыì в ìоäеëи, äëя
приìениìости их на практике. Дëя этоãо воспоëü-
зуеìся интерваëüныìи оöенкаìи вìесто то÷е÷-
ных, проанаëизируеì ÷увствитеëüностü реøений к
зна÷енияì параìетров, преäнаìеренно «не повы-
øая» поäробностü и то÷ностü ìоäеëей.

2 Аутстаффинã (англ. out — «вне» + staff — «øтат») — способ
управëения персонаëоì, преäпоëаãаþщий оказание усëуã в
форìе преäоставëения в распоряжение заказ÷ика опреäеëен-
ноãо ÷исëа работников, не вступаþщих с ниì в какие-ëибо
правовые отноøения (ãражäанско-правовые, труäовые) напря-
ìуþ, но оказываþщих от иìени испоëнитеëя опреäеëенные ус-
ëуãи (работы) по ìесту нахожäения заказ÷ика.

3 Фриëансер (англ. freelancer) — свобоäный работник, ÷ас-
тный спеöиаëист.
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1. ÁÀÇÎÂÀß ÌÎÄÅËÜ ×ÅËÎÂÅ×ÅÑÊÎÃÎ ÊÀÏÈÒÀËÀ

Даëее преäëаãается базовая ìоäеëü управëения
÷еëове÷ескиì капитаëоì как основныì ресурсоì
ПЗЧК — ÷исëенностüþ сотруäников, их кваëифи-
каöией и ìотиваöией, затратаìи на их соäержание
и развитие с у÷етоì неравноìерности бизнеса и
потребности бизнеса в ÷еëове÷ескоì капитаëе.
Преäëаãаеìая ìоäеëü связывает пере÷исëенные

факторы с эконоìи÷ескиì эффектоì (созäавае-
ìыì резуëüтатоì äеятеëüности) ПЗЧК с то÷ки
зрения еãо ìенеäжìента, и в посëеäуþщих разäе-
ëах ìоäеëü буäет испоëüзована äëя опреäеëения
стратеãий и оперативноãо управëения ÷еëове÷ес-
киì капитаëоì ÷ерез управëение ÷исëенностüþ
сотруäников, привëе÷ение субпоäряäных фирì и
фриëансеров.
Моäеëü рассìатриваеì в äискретноì преä-

ставëении вреìени с фиксированной äëитеëüнос-
тüþ интерваëа, ÷то äостато÷но естественно äëя
бизнеса, ãäе всеãäа существуþт от÷етные периоäы,
в äаëüнейøеì t буäет озна÷атü ноìер интерваëа
вреìени.

1.1. Ïðåäñòàâëåíèå ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà

Буäеì описыватü ПЗЧК в виäе совокупности
функöионаëüных äоìов — пуëов сотруäников раз-
ëи÷ных коìпетенöий и уровней кваëификаöии, из
которых форìируþтся рабо÷ие ãруппы äëя выпоë-
нения работ в раìках закëþ÷аеìых контрактов
иëи постоянно преäоставëяеìых сервисов. Сотруä-
ников кажäоãо ФД с÷итаеì статисти÷ески оäина-
ковыìи, обозна÷иì ni(θ, t) — ÷исëенностü сотруä-
ников i-ãо ФД, иìеþщих стаж θ ≥ 0 работы в ПЗЧК
на ìоìент окон÷ания t-ãо интерваëа вреìени:

ni(0, t) = (t) + (t),

ni(θ + 1, t + 1) = ni(θ, t) – (θ, t) –

– (θ, t) – (θ, t), (1)

ãäе (t) — ÷исëо вновü нанятых в те÷ение i-ãо ин-

терваëа сотруäников i-ãо ФД, (t) — ÷исëо пе-
ревоäиìых сотруäников в i-й ФД из äруãих ФД в
раìках внутренних переìещений, (θ, t) —
÷исëо перевоäиìых сотруäников из i-ãо ФД в
äруãие ФД в раìках внутренних переìещений,

(θ, t) — ÷исëо увоëüняеìых по иниöиативе

преäприятия сотруäников, (θ, t) — ÷исëо увоëü-
няþщихся по своей иниöиативе сотруäников.
Движение персонаëа (1) отëи÷ается неопреäе-

ëенностüþ: (θ, t) — ÷исëо увоëüняþщихся по

собственноìу жеëаниþ сотруäников (иноãäа и

(t) — перевоäиìых) не ìожет поëностüþ оп-
реäеëятüся руковоäствоì фирìы.

1.2. Ìîäåëü ïîòðåáíîñòè â ÷åëîâå÷åñêîì êàïèòàëå
ñî ñòîðîíû áèçíåñà

Потребностü в ÷еëове÷ескоì капитаëе буäеì
преäставëятü в виäе потока äействий разëи÷ных
типов, которые необхоäиìо осуществитü äëя вы-
поëнения обязатеëüств бизнеса (возникаþщих как
сëеäствие проäаж и/иëи постоянно преäëаãаеìых
потребитеëяì сервисов разëи÷ных типов). Приìе-
раìи таких äействий сëужат операöии по поäãотов-
ке äокуìентов, написаниþ фраãìентов проãраì-
ìноãо коäа, созäаниþ инфорìаöионных ìоäеëей,
изãотовëениþ äетаëей, сборке аãреãатов, обсëу-
живаниþ кëиентов и äр. Действия оäноãо типа
с÷итаеì статисти÷ески оäинаковыìи, обозна÷иì
dj(τ, t) — ÷исëо на ìоìент окон÷ания t-ãо интер-
ваëа вреìени äействий j-ãо типа, испоëняеìых в
ПЗЧК в те÷ение τ ≥ 0 интерваëов вреìени посëе их
на÷аëа:

dj(0, t) = (t),

dj(τ + 1, t + 1) = dj(τ, t) – (τ, t); (2)

ãäе (t) — ÷исëо на÷атых в те÷ение t-ãо интерваëа

äействий j-ãо типа, (τ, t) — ÷исëо заверøенных

в те÷ение t-ãо интерваëа äействий j-ãо типа.
Выпоëнение кажäоãо из k-х äействий j-ãо типа,

требует опреäеëенноãо объеìа ЧК — mi(k, θ, t) —
÷исëенностей сотруäников, соответствуþщих ФД.

Суììа mi(k, θ, t) по всеì äействияì форìиру-

ет потребностü ЧК по всеì ФД преäприятия.

Поток (t) на÷аëа äействий и их заверøений

(τ, t) явëяþтся неопреäеëенныìи и порожäа-

þт буäущуþ неопреäеëенностü и неравноìерностü
потребности в ЧК со стороны бизнеса.

2.3. Ïðåäñòàâëåíèå îïåðàöèîííîé äåÿòåëüíîñòè
è ñîçäàíèÿ ðåçóëüòàòà

Рассìотриì операöионнуþ äеятеëüностü ПЗЧК
и созäание резуëüтата. О÷евиäны оãрани÷ения ÷ис-
ëенности сотруäников, выäеëяеìых äëя выпоëне-
ния äействий:

mi(k, θ, t) ≤ ni(θ, t)∀i, j, θ, τ, t. (3)
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Дëя оöенивания эконоìи÷ескоãо эффекта
ПЗЧК буäеì, сëеäуя поäхоäаì [15], у÷итыватü за-
траты, связанные с форìированиеì и испоëüзова-
ниеì ЧК (по кажäоìу l-ìу сотруäнику), обозна-

÷иì их: (θ, t) — коìпенсаöионный пакет (зара-
ботная пëата, преìии и äруãие ìатериаëüные

ëüãоты) и наëоãи на неãо, (θ, t) — обу÷ение и

профессионаëüнуþ поäãотовку, (t) — приеì на

работу и аäаптаöиþ, (t) — поиск сотруäников и

поäãотовку преäëожений о работе, (t) — пере-
воä внутри коìпании и аäаптаöиþ на новой пози-

öии, c(θ, t) — увоëüнение по иниöиативе коì-

пании, (θ, t) — увоëüнение по иниöиативе со-
труäника.
Важный фактор форìирования ЧК и управëе-

ния иì закëþ÷ается в созäании и поääержании
иìиäжа ПЗЧК как работоäатеëя, поэтоìу выäеëиì

соответствуþщие затраты С иì(t), также обозна÷иì

С пр.÷(t) — про÷ие затраты ПЗЧК, не связанные с
персонаëоì и потоìу у÷итываеìые еäиной суì-

ìой, (t) — ÷исëо поäãотовëенных и выäанных

потенöиаëüныì сотруäникаì преäëожений о при-
еìе на работу.
Сëеäуя сëоживøиìся в совреìенной эконоìи-

ке поäхоäаì [22—24], эконоìи÷еский эффект бу-
äеì пониìатü как разностü ìежäу резуëüтатоì
эконоìи÷еской äеятеëüности и затратаìи, произ-
веäенныìи äëя еãо поëу÷ения. В интересах реøе-
ния поставëенной заäа÷и резуëüтат äеятеëüности
кажäоãо из сотруäников буäеì оöениватü произве-
äениеì еãо проäуктивноãо вреìени (в те÷ение ко-
тороãо сотруäник быë назна÷ен на выпоëнение
требуеìых бизнесоì äействий) на еãо произвоäи-
теëüностü v(i, j, τ, t) (резуëüтат, созäаваеìый каж-
äыì сотруäникоì i-ãо ФД за еäиниöу вреìени в
раìках выпоëнения äействия j-ãо типа), а резуëü-
тат äеятеëüности всех ресурсов преäприятия — как
суììу резуëüтатов сотруäников всех ФД. Опера-
öия суììирования аäекватна äанныì усëовияì,
так как синерãети÷еские эффекты совìестной ра-
боты ìноãих сотруäников (отражаþщие сëожный,
систеìный характер проäукта иëи сервиса ëþбоãо
преäприятия, особенно ПЗЧК) у÷итываþтся ÷е-
рез функöии потребностей mi(k, τ, t) и соответст-

вуþщие назна÷ения. Заìетиì, ÷то преäëожен-
ный показатеëü, естественно, не отражает рыно÷-
нуþ öенностü иëи резуëüтативностü äеятеëüности
преäприятия с то÷ки зрения потребитеëей. Оäнако
реøаеìая заäа÷а направëена на управëение ресур-
саìи, ÷то не требует рассìотрения рыно÷ной öен-

ности, а преäëоженный показатеëü как раз и преä-
ставëяет вкëаä ресурсов в созäание резуëüтата.
Без оãрани÷ения общности и резуëüтат, и за-

траты ìоãут трактоватüся и как признанные по
заверøениþ работ, и как на÷исëенные параìетры
незаверøенных работ, и как накопëенные суììы
пëатежей, иëи иные финансово-эконоìи÷еские
показатеëи.
Тоãäа с то÷ки зрения ìенеäжìента ПЗЧК эко-

ноìи÷еский эффект ÷еëове÷ескоãо капитаëа в öе-
ëоì за интерваë вреìени T опреäеëится как

V0,T = v(i, j, τ, t)mi( j, τ, t) –

– ( (θ, t) + (θ, t)) +

+ (θ, t) + (θ, t)  –

– (t) + (t) + (t)  –

– {C иì(t) + C пр÷(t)}. (4)

Соотноøения (1)—(4) преäставëяþт собой ос-
новные соотноøения управëен÷ескоãо у÷ета, они
то÷ны с финансовой и эконоìи÷еской то÷ки зре-
ния, составëены без упрощаþщих преäпоëоже-
ний и приãоäны äëя у÷ета факти÷еских резуëüта-
тов äеятеëüности ПЗЧК. Дëя анаëиза и выбора
стратеãий управëения и оперативноãо управëения
преäприятиеì необхоäиìо проãнозироватü буäу-
щие повеäение ПЗЧК (V0,T) в зависиìости от вëи-
яþщих факторов и оптиìизироватü эконоìи÷ес-
кий эффект.
Частü переìенных ìоäеëи (1)—(4) известны

(управëяеìые иëи неуправëяеìые), äруãая ÷астü —
стохасти÷еские. Оптиìизаöионная заäа÷а отно-
ситеëüно эконоìи÷ескоãо эффекта V0,T (4) с у÷е-
тоì усëовий (1)—(3) ìожет бытü сфорìуëирована
в виäе:
найти зна÷ения управëяеìых переìенных

(t), (θ, t), ..., Cиì(t), уäовëетворяþщие оãра-

ни÷енияì (1)—(3) и обеспе÷иваþщие  → max.

Оäнако äанная заäа÷а «в то÷ной форìуëиров-
ке» не стоëüко затруäняется разìерностüþ (боëü-
øое ÷исëо параìетров, ìеняþщих зна÷ения во вре-
ìени), скоëüко иìеет ìаëо бизнес-сìысëа из-за
«истинной неопреäеëенности бизнеса» [25]. «Ис-
тинная неопреäеëенностü» привоäит к тоìу, ÷то
обоснованные преäпоëожения о буäущеì повеäе-
нии бизнеса не ìоãут бытü строãиìи и поäробно
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у÷итываþщиìи «все äетаëи» бизнеса (наприìер,
äетаëüнуþ зависиìостü от вреìени рынка труäа,
вëияþщеãо на усëовия найìа персонаëа, уровни
заработной пëаты и интенсивностü увоëüнений по
иниöиативе сотруäников).
Поэтоìу äëя реøения поставëенных заäа÷ ана-

ëиза и выбора стратеãий и оперативноãо управëе-
ния ЧК приìеì äопущения, обеспе÷иваþщие воз-
ìожностü практи÷ескоãо испоëüзования основных
соотноøений базовой ìоäеëи.

2.4. Ýêîíîìè÷åñêàÿ ìîäåëü 
æèçíåííîãî öèêëà ñîòðóäíèêà

Ввеäеì äопущения и преобразуеì базовуþ ìо-
äеëü к виäу, уäобноìу äëя анаëиза эконоìики
жизненноãо öикëа сотруäников.
Буäеì рассìатриватü веëи÷ины dj(τ, t) и nj(θ, t)

как сëу÷айные проöессы с äискретныì вреìенеì.

Переìеннуþ (t), отражаþщуþ ÷исëо приня-
тых сотруäников, с хороøей то÷ностüþ ìожно с÷и-
татü сëу÷айной биноìиаëüно распреäеëенной ве-
ëи÷иной с постоянныìи (преäпоëожение о «ква-

зистаöионарности») параìетраìи 〈 , (Λ)〉 —
÷исëо сäеëанных потенöиаëüныì сотруäникаì
преäëожений о приеìе на работу и вероятностü
принятия преäëожения соответственно. Чисëен-
ности сотруäников, перевоäиìых внутри ПЗЧК и

увоëüняеìых по иниöиативе коìпании, (t),

(t) и (θ, t), явëяþтся известныìи äетер-

ìинированныìи веëи÷инаìи, с поìощüþ кото-
рых управëяется ПЗЧК. Чисëо увоëüняþщихся по

своей иниöиативе сотруäников (θ, t) в боëü-
øинстве сëу÷аев с хороøей то÷ностüþ ìожно с÷и-
татü сëу÷айной веëи÷иной, биноìиаëüно распре-
äеëенной с параìетраìи 〈(ni(θ, t) – (θ, t) –

(θ, t)); (Λ, θ)>, ãäе (Λ, θ) — вероят-

ностü увоëüнения сотруäников по собственной
иниöиативе в те÷ение оäноãо интерваëа вреìени.
Важныìи параìетраìи äинаìики ÷исëенности

ФД явëяþтся вероятности принятия преäëожения
о приеìе и увоëüнения сотруäников по их ини-
öиативе в те÷ение оäноãо интерваëа вреìени. Дëя
обеих вероятностей (Λ) и (Λ, θ) в ка÷естве ар-
ãуìента испоëüзован сиìвоë Λ, отражаþщий зави-
сиìости вероятностей от тоãо, как кажäый из со-
труäников оöенивает äëя себя поëезностü работы
в ПЗЧК по сравнениþ с äруãиìи аëüтернативаìи
рынка труäа. Эта поëезностü, в своþ о÷ереäü, за-
висит от ìножества факторов, таких как разìер
коìпенсаöионноãо пакета, иìиäж фирìы и äру-
ãие, проанаëизируеì эти вероятности ниже.

Затраты всех виäов (θ, t) по отäеëüныì l-ì

сотруäникаì буäеì преäставëятü независиìыìи
сëу÷айно распреäеëенныìи веëи÷инаìи с извест-
ныìи среäниìи зна÷енияìи (θ) и äисперсияìи
σ*i(θ), приниìая во вниìание статисти÷ескуþ эк-
виваëентностü сотруäников оäноãо i-ãо ФД.
Резуëüтат äеятеëüности сотруäника на кажäоì

интерваëе опреäеëен выøе как произвеäение про-
извоäитеëüности сотруäника на вреìя, в те÷ение
котороãо сотруäник работаë в раìках назна÷ений,
отве÷аþщих потребностяì бизнеса, — вреìя еãо
проäуктивной заãрузки. У÷итывая статисти÷ескуþ
эквиваëентностü сотруäников, ввеäеì среäнее зна-

÷ение резуëüтата сотруäника (τ) как произвеäе-
ние еãо среäней произвоäитеëüности на среäнее
вреìя назна÷ений.
С у÷етоì ввеäенных äопущений перейäеì к

среäнеìу зна÷ениþ V0,T — эффекту от сотруäни-
ков оäноãо ФД (инäекс, указываþщий ноìер ФД
опустиì) в те÷ение интерваëа вреìени [0, T ]:

V0,T = [ (τ) – cзп,i(τ, t) – cтрен,i(τ, t)] –

– [cофф,i(t)] – [cпр,i(t)] –

– [cув.с,i(τ, t)] – [cув.к,i(τ, t)] – cсоö(t) .

Усреäняя по сотруäникаì и по вреìени, преä-
поëаãая стаöионарный режиì, поëу÷иì эффект:

V = nоффπ+(Λ) ϕ(θ)S(θ) – Sнайì  – ccоö, (5)

ãäе ϕ(θ) = (1 – π–(ω, Λ))(1 – δув.к(ω)) — äоëя со-

труäников ФД, äоработавøих äо стажа θ, по от-

ноøениþ к принятыì nоффπ+(Λ); S(θ) = (θ) –

– cзп(θ) – cобу÷(θ) – π–(θ, Λ)cув.с(θ) – δув.к(θ)cув.к(θ) —
эконоìи÷еский эффект от сотруäника на θ-ì пе-
риоäе еãо работы;

Sнайì = cофф/π+(Λ) + cпр — стоиìостü приеìа со-
труäника и аäаптаöии еãо на рабо÷еì ìесте;

ccоö — затраты на персонаë в öеëоì (без отне-
сения к конкретноìу сотруäнику), в ÷астности на
созäание иìиäжа преäприятия, соöиаëüноãо кëи-
ìата и т. ä.
Соотноøения (5) приãоäны äëя реøения заäа÷и

оптиìизаöии эконоìи÷ескоãо эффекта как от ФД
в öеëоì V → max, так и оäноãо сотруäника на всеì
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еãо жизненноì öикëе ϕ(θ)S(θ) – Sнайì → max,

и буäут äаëее у÷итыватüся в ìетоäике анаëиза и
управëения ЧК.

2. ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÀÍÀËÈÇÀ È ÓÏÐÀÂËÅÍÈß 
×ÅËÎÂÅ×ÅÑÊÈÌ ÊÀÏÈÒÀËÎÌ

Сфорìуëируеì эконоìи÷ескуþ ìетоäику уп-
равëения ÷еëове÷ескиì капитаëоì, основаннуþ
на преäëоженных ìатеìати÷еских ìоäеëях.
Управëение ÷еëове÷ескиì капитаëоì осущест-

вëяется поä вëияниеì внеøних и внутренних по
отноøениþ к ПЗЧК бизнес-факторов. Это, пре-
жäе всеãо, разìеры коìпенсаöионных пакетов со-
труäников в фирìе и «на рынке», иìиäж фирìы
на рынке труäа, перспективы развития сотруäника
в проöессе работы на фирìе, соöиаëüные усëовия
работы и ìноãие äруãие аспекты, которые ìоãут
бытü аãреãированы в понятие поëезности, упот-
ребëенное в виäе арãуìента Λ в выражениях äëя
вероятностей (Λ) и (Λ, θ). Их возäействие
«поäтаëкивает» ìенеäжìент нахоäитü обëастü оп-
тиìаëüноãо функöионирования и поääерживатü
фирìу — параìетры ФД — в окрестности оптиìу-
ìа, нахоäясü в опреäеëенноì равновесии с «рын-
коì». Факти÷ески ìенеäжìент иëи поääерживает
фирìу в окрестности текущеãо равновесия-оп-
тиìуìа, иëи, есëи усëовия (внутренние и/иëи
внеøние) изìениëисü, äоëжен как ìожно быстрее
обнаружитü изìенение усëовий, спроãнозироватü
новуþ обëастü равновесия-оптиìуìа и «сäвинутü»
параìетры ФД в эту новуþ обëастü.
Преäëаãаеìая ìетоäика поìоãает обоснованно

оöениватü и проãнозироватü эту зону и реаãиро-
ватü на изìенение внеøних и внутренних усëовий,
коãäа они (внеøние и внутренние усëовия) «сäви-
ãаþт» эту зону.
Такиì образоì, ìетоäика анаëиза и форìиро-

вания рекоìенäаöий по управëениþ ЧК äоëжна
состоятü из сëеäуþщих øаãов.
Шаг 1. Собираеì äанные по всеì ФД — ÷ис-

ëенности (ni(θ, t)), произвоäственнуþ заãрузку и
потребности (dj(τ, t) и mi( j, τ, t)), созäаваеìый со-

труäникаìи резуëüтат ( (τ)); затраты (ci(τ)) — ви-
äы стоиìости персонаëа äëя ПЗЧК. Неäостаþщие
äанные заäаеì экспертныì способоì.
Шаг 2. Аäаптируеì ìоäеëü и выäеëяеì наибо-

ëее вëияþщие параìетры.
Шаг 3. Проверяеì бëизостü к оптиìуìу в раì-

ках текущей стратеãии. Верифиöируеì резуëüтат
проверки. Опреäеëяеì наибоëее крити÷ные пара-
ìетры, которые необхоäиìо отсëеживатü и управ-
ëятü, ÷тобы оставатüся в окрестности оптиìуìа.

При невозìожности баëансирования в окрестнос-
ти оптиìуìа (существенное изìенение внеøних и
внутренних усëовий) необхоäиìо повторитü боëее
ранние øаãи, на÷иная с первоãо.
Шаг 4. Рассìатриваеì öеëесообразностü сìены

ìоäеëи — варианты:
— перехоä от оäной стратеãии к äруãой;
— изìенение структуры ФД;
— перехоä от собственных ресурсов к поäряäу,

привëе÷ение аутстаферов и фриëансеров, опреäе-
ëение их äоëей.

3. ÏÐÈÌÅÐ ÀÍÀËÈÇÀ

Проиëëþстрируеì приìенение изëоженной ìе-
тоäики на приìере оäноãо из ФД крупной консаë-
тинãовой фирìы.
Шаги 1 и 2. Анаëиз у÷етных äанных показаë, ÷то

÷исëенностü ФД стаöионарна и коëебëется в пре-
äеëах 40—60 ÷еë. Сотруäники иìеþт стабиëüнуþ
среäнþþ заãрузку и в те÷ение всеãо вреìени рабо-
ты в коìпании созäаþт резуëüтат, ìноãо боëüøий
затрат на их соäержание. Основная äоëя затрат на
персонаë прихоäится на коìпенсаöионный пакет,
разìер пакета практи÷ески не изìеняется ни в за-
висиìости от каëенäарноãо вреìени, ни от стажа
работы в фирìе, изìенения в преäеëах 1...3 % не
ìоãут с÷итатüся зна÷иìыìи:

(θ) ≈ const = v;  cзп(θ) ≈ const = cзп.0; 
cофф = αоффcзп.0;  cпр ≈ αпрсзп.0; 
собу÷ = сув.с = cув.к ≈ 0;  αпр ≈ 0,3; 

αофф ≈ 0,5. (6)

Соотноøения (6) записаны с у÷етоì всех наëо-
ãов, пенсионных и äруãих от÷исëений.
Увоëüнения по иниöиативе фирìы пренебре-

жиìо ìаëы, а äинаìика трафика сотруäников
описывается выборо÷ной ãистоãраììой (рис. 1)

θ 0=

∞

∑

πi
+ πi

–

vi

v

Чисëо сотруäников

Рис. 1. Гистограмма распределения числа сотрудников по стажу
работы
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распреäеëения ÷исëа сотруäников в зависиìости
от вреìени, проработанноãо иìи в фирìе (по ãо-
ризонтаëи, в усëовных еäиниöах).
Виäно, ÷то вреìя работы сотруäника с хоро-

øей то÷ностüþ ìожет бытü преäставëено сëу÷ай-
ной экспоненöиаëüно распреäеëенной веëи÷иной,
т. е. (Λ, θ) не зависит от стажа θ и (Λ, θ) =
= (Λ) =  ≈ 1/10...1/13. Вероятностü приня-
тия буäущиì сотруäникоì преäëожения о работе,
оöененная по истори÷ескиì äанныì, составëяет

(Λ) =  ≈ 0,95.

Параìетр Λ, отражаþщий оöенку кажäыì со-
труäникоì поëезности работы в фирìе по сравне-
ниþ с äруãиìи аëüтернативаìи рынка труäа, в äан-
ноì сëу÷ае öеëесообразно заìенитü на cзп, так этот
параìетр еäинственный ненуëевой из испоëüзуе-
ìых в ìоäеëи в äанноì приìере.
Преäпоëаãаеì, ÷то ìенеäжìент стреìится поä-

äерживатü постояннуþ ÷исëенностü ФД, тоãäа ба-
ëанс трафика сотруäников описывается соотно-

øениеì π–(сзп)Мср = nоффπ+(сзп), ãäе Мср — среäняя
÷исëенностü ФД, факти÷ески ìенеäжìент поä-
äерживает баëанс трафика сотруäников ìежäу
фирìой (ФД) и рынкоì.
Шаг 3. С у÷етоì сäеëанных заìе÷аний и обоз-

на÷ений эффект от ФД поëу÷ится в форìе:

V = Мсрπ
–(сзп) Ѕ

Ѕ  – cсоö.

Перепиøеì это выражение в уäобной äëя ана-
ëиза форìе:

V = (Мсрv – ссоö) – 

– Мсрсзп . (7)

Выражение (7) отражает все зна÷иìые в äанноì
сëу÷ае параìетры и ìожет бытü испоëüзовано äëя
реøения заäа÷ практи÷ескоãо управëения ЧК, а
иìенно, форìирования рекоìенäаöий по оптиìаëü-
ноìу уровнþ затрат на коìпенсаöионный пакет, äëя
÷еãо сëеäует найти зна÷ение cзп, ìиниìизируþщее

Z(cзп) = сзп  → min.

Реøение этой простой с ìатеìати÷еской то÷ки
зрения заäа÷и затруäняется теì, ÷то зависиìости
обеих вероятностей от затрат на коìпенсаöионный

пакет π–(cзп) и π+(cзп) отражаþт соöиаëüно-пси-
хоëоãи÷еские явëения и не ìоãут бытü äостоверно

оöенены, изìерены иëи поëу÷ены из каких-ëибо
объективных законов. Оäнако соображения зäра-
воãо сìысëа позвоëяþт сфорìуëироватü ряä их
свойств (буäеì ссыëатüся на эти свойства как
на С1):

— при c . cзп.0; π
–(c) ≈ 0, π+(c) ≈ 1;

— при c n cзп.0; π
–(c) ≈ 1, π+(c) ≈ 0;

– π–(cзп.0) =  и π+(cзп.0) = ;

— функöии π±(c) не иìеþт особых то÷ек и ìо-
нотонно не убываþт/не возрастаþт по c.
Также ìенеäжìент фирìы, основываясü на

опыте, ìожет оöенитü интерваë «разуìных» зна-
÷ений cзп.0 – Δc1 ≤ cзп ≤ cзп + Δc2, выхоä, за преäеëы
котороãо не иìеет сìысëа по бизнес-соображе-
нияì.
Выбереì сеìейство «ëеãко параìетризуеìых»

функöий πå(c; X ) и поäбереì зна÷ения параìетров
X так, ÷тобы выпоëняëисü требуеìые свойства С1.

Дëя вероятностей πå(c; X ) уäобно воспоëüзоватüся
сеìействоì ëоãисти÷еских функöий f(z) = (1 +

+ exp(–z))–1. С у÷етоì усëовий π–(cзп.0; Х ) = ,

π+(cзп.0; Х ) =  функöии вероятностей выразиì:

π–(c; Х ) = , 

π+(c; Х ) = ,

ãäе x1 и x2 — поëожитеëüные параìетры.

Теперü оптиìизаöионная заäа÷а ìожет бытü
сфорìуëирована в виäе:

Поëу÷енная заäа÷а неëинейноãо проãраììиро-
вания относитеëüно трех переìенных (c, x1, x2) с
ãëаäкой öеëевой функöией ìожет бытü иссëеäова-
на и реøена анаëити÷ески. Оäнако äëя приìени-
ìости в бизнесе боëее öеëесообразно ее ÷исëенное
реøение с ãрафи÷еской интерпретаöией (рис. 2).
На всех ãрафиках ãоризонтаëüная осü соответству-
ет затратаì на коìпенсаöионный пакет в относи-
теëüных еäиниöах c/cзп.0 – 1, нуëевая то÷ка оси со-
ответствует сзп.0. Сеìейства кривых преäставëяþт
ãрафики зависиìостей затрат Z(c, x1, x2) и вероят-

πi
– πi

–

πi
– π0

–

πi
+ π0

+

1

π– cзп( )
------------------- v cзп–( )

αоффcзп

π+ cзп( )
--------------------– αпрcзп–

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

1 αофф
π– cзп( )

π+ cзп( )
------------------- αпрπ– cзп( )+ +

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

1 αофф
π– cзп( )

π+ cзп( )
------------------- αпрπ– cзп( )+ +

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

π0
– π0

+

π0
–

π0
+

π0
–

π0
– 1 π0

––( ) x1 c cзп.0–( )( )exp+
-------------------------------------------------------------------------------

π0
+

π0
+ 1 π0

+–( ) x2 cзп.0 c–( )( )exp+
-------------------------------------------------------------------------------

Z c x1 x2, ,( ) =

c 1 αофф
π– c; x1( )

π+ c; x2( )
------------------------ αпрπ– c x1,( )+ +

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

min,→=

cзп.0 Δc1– c cзп.0 Δc2+≤ ≤ x1 0> x2 0.>, ,⎩
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ностей π–(c; x1); π
+(c; x2) от c äëя нескоëüких зна-

÷ений параìетров x1, x2.
Кривые 1 на ãрафиках вероятностей отражаþт

сëабо консоëиäированный рынок труäа — т. е.
коãäа äиапазон приеìëеìых äëя сотруäников раз-
ìеров коìпенсаöионноãо пакета (зона, в которой
вероятностü существенно боëüøе 0 и ìенüøе 1,
äостато÷но веëика), напротив, кривые 4 отве÷аþт
высококонсоëиäированноìу рынку труäа — узко-
ìу разбросу разìеров коìпенсаöий. Поëу÷ив се-
ìейства кривых, ìенеäжер на основе своеãо экс-
пертноãо ìнения опреäеëяет, к какоìу виäу рынка
относится текущая ситуаöия.
Есëи рынок консоëиäирован (кривые 4), то

потенöиаëüное уìенüøение затрат Z(c, x1, x2)
о÷енü незна÷итеëüно: ìиниìуì кривой 4 Z(c, x1, x2)
практи÷ески нахоäится в то÷ке сзп.0. О÷евиäно, в
этоì сëу÷ае ФД нахоäится в оптиìаëüноì равно-
весии с рынкоì и изìенения в систеìе неöеëесо-
образны.
Дëя противопоëожноãо сëу÷ая (кривые 1) Zopt

ìожет отëи÷атüся от Z(сзп.0) на существеннуþ ве-
ëи÷ину, а copt — от сзп.0 (в наøеì приìере на 20 %).
В этоì сëу÷ае, вероятно, ìенеäжìент приìет ре-
øение проверитü возìожностü перехоäа к то÷ке
оптиìуìа, изìенив разìер коìпенсаöионноãо
пакета.
Наибоëее зна÷иìыì параìетроì äëя контроëя

в äанноì сëу÷ае явëяется разìер коìпенсаöион-
ноãо пакета «на рынке», изìенение котороãо ìо-
жет существенно наруøитü баëанс трафика. Поэ-
тоìу этот параìетр требует не тоëüко отсëежива-
ния, но и проãнозирования.

Изëоженный приìер анаëиза ìожет быë поëе-
зен как äëя проверки äостижения оптиìаëüной
обëасти равновесия, так и äëя проãнозирования
таких обëастей в сëу÷ае изìенения внеøних иëи
внутренних усëовий.
Шаг 4. Посëе тоãо, как возìожности оптиìиза-

öии путеì управëения параìетраìи затрат ис÷ер-
паны, рассìотриì способ коìбинирования øтат-
ных сотруäников с привëе÷ениеì фриëансеров и
аутстаферов äëя обеспе÷ения неравноìерной пот-
ребности в ресурсах со стороны бизнеса.
На рис. 3 преäставëена выборо÷ная траектория

потребности в сотруäниках ФД (вертикаëüная осü)
в зависиìости от вреìени (ãоризонтаëüная осü).
Рассìотриì сëу÷ай, коãäа ìенеäжìент поääе-

рживает некоторуþ постояннуþ Мф ÷исëенностü
ФД за с÷ет øтатных сотруäников, а превыøаþ-
щие это уровенü потребности покрывает привëе-
÷ениеì внеøних ресурсов (фриëансеров и аутста-
феров). Достоинство таких внеøних ресурсов со-
стоит в возìожности ìãновенноãо привëе÷ения и
отказа от проäоëжения работ без äопоëнитеëüных
затрат, неäостаток — в боëее высокой текущей öе-
не ресурса.
Сìысë реаëизаöии такой стратеãии состоит в

возìожности сэконоìитü на опëате вреìенно не-
испоëüзуеìых ресурсов при неравноìерной пот-
ребности в них.
Неравноìерностü потребности с те÷ениеì вре-

ìени буäеì ìоäеëироватü посëеäоватеëüностüþ не-
зависиìых оäинаково распреäеëенных веëи÷ин ξt

(потребности в сотруäниках) с функöией распре-
äеëения вероятности P(ξ). В äанной работе не
рассìатривается вопрос проãнозирования потреб-
ности, поэтоìу такая простая ìоäеëü впоëне äо-
стато÷на. О÷енü важно, ÷то из-за простоты ìоäеëи
реøения и рекоìенäаöии, поëу÷аеìые с ее поìо-
щüþ, устой÷ивы к нето÷ностяì в преäпоëожениях
и заäаваеìых параìетрах.

Рис. 2. Графики зависимостей Z(c, x1, x2); p
–(c, x1); p

+(c, x2)

Рис. 3. Выборочная потребность в сотрудниках ФД в зависимос-
ти от времени
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В этоì сëу÷ае эффект от ФД опреäеëится как

V = (Mcpv – ccоö) – Mф  – 

– сout (ξ – Mф)P(ξ), (8)

ãäе сout — затраты на оäноãо внеøнеãо спеöиа-
ëиста в те÷ение оäноãо интерваëа вреìени, Mcp =

= ξN(ξ) — среäнее зна÷ение потребности,

= cзп 1 + αофф  + αпрπ
–(cзп)  — затраты

на оäноãо øтатноãо сотруäника.
Заäа÷а оптиìизаöии (8) своäится к ìиниìиза-

öии затратной ÷асти:

Z(Мф) =

= αoutMф + (ξ – Mф)P(ξ) → min; (9)

ãäе αout = /сout.

Она ëеãко реøается ÷исëенно, так как функ-

öия (ξ – Mф)P(ξ) ìонотонно спаäает с рос-

тоì Мф, и оптиìуì ëеãко нахоäится перебороì
зна÷ений Мф.

На основе истори÷еских äанных (сì. рис. 3) бы-
ëа построена выборо÷ная функöия распреäеëения
вероятностей P(ξ), которая испоëüзоваëасü äëя ре-
øения заäа÷и (9). На рис. 4 преäставëены ãрафики
зависиìостей Z(Мф) (вверху) äëя разëи÷ных зна-
÷ений αout и выборо÷ная функöия P(ξ) (внизу).
При низкой стоиìости внеøних спеöиаëистов

по сравнениþ со øтатныìи (αout ≅ 1;  = cout)
функöия затрат Z(Мф) не иìеет ìиниìуìа: прини-
ìает постоянное зна÷ение, равное среäнеìу зна-
÷ениþ потребности.
При высокой стоиìости внеøних спеöиаëистов

(αout = 0,1 n 1; cout = 10 ) то÷ка ìиниìуìа ëежит
бëиже к верхней ãраниöе äиапазона возìожных
зна÷ений потребности, ÷то ëоãи÷но, и ìиниìуì
сëабо выражен.
При наëи÷ии истори÷еских äанных и справеä-

ëивости преäпоëожения о сохранении в буäущеì
существуþщих тренäов приìенения выборо÷ной
функöии распреäеëения вероятностей явëяется
наибоëее аäекватныì и простыì поäхоäоì äëя
поëу÷ения оптиìаëüных зна÷ений ÷исëенности
øтатных сотруäников Мф.

При отсутствии таких äанных, наприìер, в
сëу÷аях созäания новых бизнесов и ФД иëи при
ожиäании зна÷итеëüных изìенений внеøних иëи
внутренних факторов, функöия P(ξ) ìожет бытü
аппроксиìирована распространенныìи распреäе-
ëенияìи, ÷то позвоëит поëу÷итü преäваритеëüные
оöенки зна÷ений Мф.

Чисëенное ìоäеëирование показаëо, ÷то в äан-
ноì приìере заìена выборо÷ноãо распреäеëения
на биноìиаëüное с эквиваëентныìи äвуìя ìоìен-
таìи привоäит к отëи÷иþ поëу÷аеìых зна÷ений Мф

äëя äвух распреäеëений не боëее ÷еì на еäиниöу.
Это позвоëяет испоëüзоватü биноìиаëüное рас-
преäеëение äëя поëу÷ения преäваритеëüных оöе-
нок ÷исëенности øтатных сотруäников при от-
сутствии истори÷еских äанных.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëоженная ìетоäика позвоëяет форìиро-
ватü практи÷еские рекоìенäаöии по управëениþ
÷еëове÷ескиì капитаëоì ÷ерез управëение отäеëü-
ныìи виäаìи затрат на персонаë и ÷исëенностüþ
ФД преäприятия, созäаþщеãо и интенсивно ис-
поëüзуþщеãо знания.
Важно, ÷то анаëити÷еские выражения в ìоäе-

ëях поëу÷ены из «то÷ных» соотноøений управëен-
÷ескоãо у÷ета и реаëüноãо бизнеса путеì внесения
оãрани÷енноãо набора преäпоëожений.
Разработанная ìоäеëü у÷итывает основные

äрайверы неопреäеëенности функöионирования

ĉøт

ξ Mф=

∞

∑

ξ 0=

∞

∑

ĉøт
⎝
⎜
⎛ π– cзп( )

π+ cзп( )
-------------------

⎠
⎟
⎞

ξ Mф=

∞

∑

ĉøт

ξ Mф=

∞

∑

ĉøт

ĉøт

Рис. 4. Зависимости затрат Z(Mф) и выборочная функция рас-
пределения P(x)
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преäприятия, интенсивно испоëüзуþщеãо знания
и ÷еëове÷еский капитаë, — неравноìерностü пот-
ребности и трафик сотруäников.
Теìа управëения ÷еëове÷ескиì капитаëоì

весüìа актуаëüна, поэтоìу преäëоженный поäхоä
öеëесообразно развиватü в разëи÷ных направëени-
ях, взяв в ка÷естве основы базовуþ ìоäеëü (1)—(4).
Дëя бизнес-приìенений интересны такие на-

правëения развития ìетоäики, как, наприìер, ис-
сëеäование изìенения эффективности сотруäни-
ков в те÷ение жизненноãо öикëа в коìпании, у÷ет
разëи÷ноãо уровня ìотиваöии сотруäников, разра-
ботка ìетоäов управëения трафикоì сотруäников
÷ерез принуäитеëüное увоëüнение в соответствии с
разëи÷ныìи критерияìи, оãрани÷ение ÷исëеннос-
ти ФД ниже среäнеãо уровня потребности на уров-
не ãарантированной заãрузки и сознатеëüный от-
каз от реаëизаöии ÷асти бизнеса и äруãие сöенарии
управëения ÷еëове÷ескиì капитаëоì.
Отäеëüноãо иссëеäования также засëуживаþт

вопросы аппроксиìаöии неопреäеëенноãо тра-
фика сотруäников и неравноìерной потребности
уäобныìи äëя анаëиза ìоäеëяìи сëу÷айных про-
öессов. Такие ìоäеëи äоëжны позвоëятü аäекватно
проãнозироватü бизнес-явëения и рассìатриватü в
тоì ÷исëе нестаöионарные проöессы, отве÷аþщие
сëу÷аяì трансфорìаöий преäприятий.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÎÁÐÀÒÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÝÊÎÍÎÌÈÊÈ
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ 

ÎÁÐÀÒÍÛÕ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ
Å.Á. Ãðèáàíîâà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Заäа÷и, реøаеìые в обëасти эконоìики, ìожно
разäеëитü по направëениþ при÷инно-сëеäствен-
ной связи на пряìые и обратные. Пряìая заäа÷а
закëþ÷ается в установëении сëеäствия по извест-
ныì при÷инаì, т. е. рас÷ете резуëüтата по иìеþ-
щиìся зна÷енияì форìируþщих еãо веëи÷ин и
виäу зависиìости, ÷то позвоëяет оöенитü текущее
состояние систеìы, сäеëатü проãноз на буäущие
периоäы, иссëеäоватü вëияние факторов на выхоä-
нуþ веëи÷ину. Приìероì реøения пряìой заäа÷и
ìожет сëужитü опреäеëение выру÷ки преäприятия
по заäанныì зна÷енияì öены и коëи÷ества про-
äанноãо товара.
Обратная заäа÷а закëþ÷ается в установëении

при÷ин, привоäящих к интересуþщеìу сëеäст-
виþ, т. е. такоì поäборе исхоäных веëи÷ин, кото-
рый обеспе÷иë бы заäанное зна÷ение резуëüтата.
Поëу÷енная инфорìаöия ìожет бытü испоëüзова-
на äëя форìирования управëен÷еских реøений
[1—4]. В ка÷естве приìера ìожно привести оп-
реäеëение коëи÷ества проäанноãо товара и öены,
обеспе÷иваþщих необхоäиìый прирост выру÷ки.
Реøение обратных заäа÷ с поìощüþ обратных

вы÷исëений — это поëу÷ение зна÷ений приростов
арãуìентов функöии на основании заäаваеìоãо
зна÷ения приращения функöии и äопоëнитеëüной
инфорìаöии, поступаþщей от ëиöа, форìируþ-
щеãо реøение: коэффиöиентов относитеëüной
важности арãуìентов, инäивиäуаëüноãо коэффи-
öиента прироста арãуìентов. Несìотря на то, ÷то
аппарат обратных вы÷исëений быë разработан от-

носитеëüно неäавно, он уже наøеë практи÷еское
приìенение в разëи÷ных обëастях, в ÷астности,
образовании [5] и эконоìике [6]. Реøение заäа÷
поäобноãо роäа актуаëüно, поскоëüку позвоëяет
ответитü на вопрос «как сäеëатü так, ÷тобы …?», оп-
реäеëитü управëяþщие возäействия äëя äостиже-
ния жеëаеìоãо состояния объекта эконоìики,
÷то явëяется неотъеìëеìой функöией систеì поä-
äержки принятия реøений. Такиì образоì ìожет
бытü реøена важнейøая заäа÷а синтеза öеëевоãо
управëения с систеìой сбаëансированных показа-
теëей, ãäе в корне äерева öеëей распоëожена стра-
теãи÷еская öеëü, а на терìинаëüных верøинах —
оперативные показатеëи [7]. Поä äеревоì öеëи по-
ниìается иерархи÷еская структура, в которой вы-
äеëена ãëавная öеëü — коренü äерева и поä÷иняþ-
щиеся ей поäöеëи первоãо, второãо и посëеäуþщеãо
поäуровней, преäставëенные в виäе ëистüев äерева.
Моäифиöированный ìетоä обратных вы÷исëе-

ний закëþ÷ается в опреäеëении арãуìентов функ-
öии на основании ее указанноãо зна÷ения и коэф-
фиöиентов относитеëüной важности [8] (иìенно
такоãо роäа заäа÷и буäут рассìотрены в äанной
пубëикаöии и называтüся «обратныìи»). Он преä-
поëаãает построение уравнения связи ìежäу ар-
ãуìентаìи виäа y = a ± bx и поäстановку поëу-
÷енноãо уравнения в исхоäное соотноøение. Дëя
созäания уравнения связи испоëüзуется ìиниìак-
сный ìетоä. Сутü еãо закëþ÷ается в построении
уравнения äиаãонаëи пряìоуãоëüника, образо-
ванноãо ìиниìаëüныìи и ìаксиìаëüныìи зна÷е-
нияìи веëи÷ин (рис. 1), при этоì в ка÷естве уãëо-
воãо коэффиöиента испоëüзуется отноøение ин-

Отìе÷ено, ÷то обратные заäа÷и возникаþт при необхоäиìости нахожäения оптиìаëüных
путей реøения вопросов коìпаний и отве÷аþт на вопрос «как сäеëатü так, ÷тобы …?».
Преäëожены варианты реøения обратных заäа÷ эконоìики с поìощüþ ìоäифиöиро-
ванноãо ìетоäа обратных вы÷исëений. Рассìотрены разëи÷ные виäы оãрани÷ений на ар-
ãуìенты функöий. Показана возìожностü приìенения ìоäифиöированноãо ìетоäа об-
ратных вы÷исëений äëя оптиìизаöии функöии äвух арãуìентов на заäанноì интерваëе.
Указано, ÷то поëу÷енные резуëüтаты ìоãут бытü поëезны в систеìах поääержки приня-
тия управëен÷еских реøений.

Ключевые слова: обратные вы÷исëения, обратная заäа÷а, оãрани÷ения, оптиìизаöия, управëен÷ес-
кие реøения.
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терваëов. Так äëя построения функöии обратной
зависиìости (рис. 1, а) испоëüзуþтся форìуëы:
b = Ly/Lx, a = Ymin + bXmin. В сëу÷ае пряìой зави-
сиìости (рис. 1, б): b = Ly/Lx, a = Ymin – bXmin. В ìо-
äифиöированноì ìетоäе обратных вы÷исëений
испоëüзуþтся отноøение коэффиöиентов относи-
теëüной важности в ка÷естве уãëовоãо коэффиöи-
ента и исхоäные äанные вìесто ìиниìаëüных
зна÷ений. В отëи÷ие от кëасси÷ескоãо ìетоäа об-
ратных вы÷исëений он проще в коìпüþтерной ре-
аëизаöии, так как позвоëяет избежатü проверок
соãëасованности äопоëнитеëüной инфорìаöии,
поступаþщей от ÷еëовека: соответствия постав-
ëенной öеëи коэффиöиентаì важности.
Мноãие заäа÷и эконоìики преäпоëаãаþт наëи-

÷ие оãрани÷ений на зна÷ение оäноãо из показа-
теëей. Так, наприìер, объеì выпуска ìожет бытü
оãрани÷ен произвоäственныìи ресурсаìи преä-
приятия. В этоì сëу÷ае äефиöит/изëиøек оäноãо
ресурса коìпенсируется äруãиì. В работе [1] äëя
у÷ета оãрани÷ений при испоëüзовании обратных
вы÷исëений преäпоëаãается корректировка коэф-
фиöиентов относитеëüной важности, в статüе [9]
описана итераöионная проöеäура оптиìизаöии,
которая закëþ÷ается в посëеäоватеëüноì изìене-
нии функöионаëа и опреäеëении приростов арãу-
ìентов, ÷то позвоëяет поëу÷итü резуëüтат с у÷етоì
заäанных оãрани÷ений.
В настоящей работе преäставëены варианты

реøения заäа÷ эконоìики с у÷етоì оãрани÷ений
с поìощüþ ìоäифиöированноãо ìетоäа обратных
вы÷исëений. В рассìотренных äаëее заäа÷ах преä-
поëаãается взаиìозаìеняеìостü ресурсов.

1. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× ÝÊÎÍÎÌÈÊÈ 
Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ

Дëя оöенки состояния объекта эконоìики ис-
поëüзуþтся разëи÷ные показатеëи, которые ìоãут
бытü связаны ìежäу собой аääитивной ìуëüтипëи-
кативной и кратной зависиìостяìи [10].

Рассìотриì сëу÷ай ìуëüтипëикативной зави-
сиìости äëя функöии äвух арãуìентов: выру÷ка
равна (рис. 2) r = pc, ãäе р и с — öена и коëи÷ество
товара.
Исхоäные äанные: r0 = 50 усë. äен. еä., p0 =

= 10 усë. äен. еä., c0 = 5 усë. еä. Необхоäиìо оп-
реäеëитü зна÷ения öены и коëи÷ества, которые
обеспе÷ат разìер выру÷ки, равный 100. Установиì
зна÷ения коэффиöиентов важности приращений
арãуìентов функöии: α = 0,4 и β = 0,6. Поëу÷енное
с поìощüþ ìоäифиöированноãо ìетоäа обратных
вы÷исëений реøение (рис. 3): b = 0,4/0,6 = 0,667,
a = 10 – 0,667•5 = 6,667, (6,668 + 0,667c1)c1 = 100,
c1 = 8,228, p1 = 12,152.

Рис. 1. Зависимость: а — обратная; б — пряìая

Рис. 2. Формирование выручки

Рис. 3. Зависимость между ценой и количеством

pb0516.fm  Page 36  Tuesday, October 11, 2016  10:36 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

37ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 5 • 2016

При нахожäении реøения не у÷итываëисü оã-
рани÷ения, которые ìоãут бытü установëены на
зна÷ения показатеëей. Можно выäеëитü варианты:

— оãрани÷ено зна÷ение тоëüко оäноãо показа-
теëя;

— оãрани÷ены зна÷ения äвух показатеëей;
— заäана оäна ãраниöа (верхняя иëи нижняя,

рис. 4, а) äопустиìых зна÷ений;
— установëены äве ãраниöы (верхняя и ниж-

няя, рис. 4, б), т. е. указан интерваë äопустиìых
зна÷ений.
В простейøеì сëу÷ае наëи÷ия оãрани÷ения

зна÷ения оäноãо показатеëя возìожна корректи-
ровка изëиøка иëи äефиöита за с÷ет äруãой веëи-
÷ины. В этоì сëу÷ае нахожäение реøения своäит-
ся к сëеäуþщиì øаãаì.
Шаг 1. Опреäеëитü исхоäные äанные: с0, р0 α,

β, r1; ãраниöы: ch, cd иëи ph, pd.
Шаг 2. Расс÷итатü зна÷ения искоìых веëи÷ин

c1, p1, обеспе÷иваþщих заäанное зна÷ение функ-
öии r1 с поìощüþ ìоäифиöированноãо ìетоäа об-
ратных вы÷исëений. Есëи поëу÷енные зна÷ения
уäовëетворяþт оãрани÷енияì, то они явëяþтся ре-
øениеì заäа÷и, ина÷е происхоäит перехоä к сëе-
äуþщеìу øаãу.
Шаг 3. Присвоитü показатеëþ ãрани÷ное зна÷е-

ние. Есëи äëя веëи÷ины установëена и верхняя и
нижняя ãраниöы, то испоëüзуется бëижайøее к
поëу÷енноìу реøениþ зна÷ение.
Шаг 4. Поäставитü зна÷ение в исхоäнуþ функ-

öиþ и опреäеëитü зна÷ение второãо показатеëя пу-
теì реøения поëу÷енноãо уравнения.
Рассìотриì выпоëнение этих øаãов на при-

ìере. Исхоäные äанные: r1 = 100 усë. äен. еä.,
p0 = 10 усë. äен. еä., c0 = 5 усë. еä., α = 0,4 и β = 0,6,
ch = 8, т. е. существует оãрани÷ение: c ≤ 8.
Поëу÷енное с поìощüþ ìоäифиöированноãо

ìетоäа обратных вы÷исëений реøение (c1 = 8,228,
p1 = 12,152) не уäовëетворяет оãрани÷ениþ c ≤ 8
(сì. рис. 4), так как набëþäается неäостаток коëи-
÷ества на 0,228 усë. еä., который нужно воспоë-
нитü за с÷ет öены. Присвоиì веëи÷ине c1 зна÷ение
верхней ãраниöы и поäставиì в исхоäное уравне-

ние: p1•8 = 100, т.е. р1 = 12,5. Поëу÷енное реøе-
ние: с1 = 8, р1 = 12,5.
В сëу÷ае, есëи обе веëи÷ины, форìируþщие ре-

зуëüтируþщий показатеëü, оãрани÷ены, заäа÷а ус-
ëожняется. Рассìотриì вариант, коãäа äëя кажäо-
ãо показатеëя существует тоëüко оäно оãрани÷е-
ние: установëена верхняя иëи нижняя ãраниöа.
Первона÷аëüно необхоäиìо выпоëнитü проверку
на существование реøения в заäанных интерваëах.
Дëя этоãо нужно проанаëизироватü варианты äо-
стижения öеëи (табë. 1) в соответствии с виäоì за-
висиìости и направëениеì изìенения веëи÷ин.
Так, наприìер, при необхоäиìости обеспе÷ения
поëожитеëüноãо прироста резуëüтата (т. е. ΔC > 0)
путеì изìенения зна÷ений A(α) и B(α) в сëу÷ае
ìуëüтипëикативной зависиìости C = A(α)B(β) ìо-
ãут бытü рассìотрены äва варианта: увеëи÷ение
зна÷ений A(α) и B(α); увеëи÷ение арãуìента с на-
ибоëüøиì зна÷ениеì коэффиöиента относитеëü-
ной важности при уìенüøении зна÷ения переìен-
ной с наиìенüøиì коэффиöиентоì важности.
Дëя ìуëüтипëикативной ìоäеëи в сëу÷ае наëи-

÷ия нижних ãраниö c ≥ cd, p ≥ pd и выпоëнения ус-
ëовия r(cd, pd) > r1 реøение не ìожет бытü найäено
в заäанных интерваëах. Реøение буäет отсутство-
ватü и при существовании верхних ãраниö зна÷ений
c ≤ ch, p ≤ ph и выпоëнении усëовия r(ch, ph) < r1.
В этоì сëу÷ае в ка÷естве реøения ìоãут бытü взя-
ты зна÷ения ãраниö: ch, ph иëи cd, pd.
При существовании реøения в заäанных ин-

терваëах проöеäура реøения заäа÷и вкëþ÷ает в се-
бя сëеäуþщие øаãи.
Шаг 1. Опреäеëитü исхоäные äанные: α, β, r1;

ãраниöы: ch иëи cd, ph иëи pd.
Шаг 2. В ка÷естве на÷аëüных взятü ãрани÷ные

зна÷ения: c0 = cd иëи c0 = ch; p0 = pd иëи p0 = ph.
Шаг 3. Найти реøение с поìощüþ ìоäифиöи-

рованноãо ìетоäа обратных вы÷исëений. Направ-
ëение изìенения веëи÷ин обусëовëивает виä зави-
сиìости в уравнении связи: пряìая иëи обратная.

Рис. 4. Виды границ допустимых значений: а — верхняя ãраниöа;
б — верхняя и нижняя ãраниöа

Таблица 1
Âàðèàíòû äîñòèæåíèÿ öåëè

Виä зависи-
ìости

Усëо-
вие

Прирост резуëüтата

+ –

Муëüтипëика-
тивная 
А(α)В(α)

α > β A+, B+ A+, B– A–, B– A–, B+

α < β A+, B+ A–, B+ A–, B– A+, B–

Аääитивная 
А(α) + В(α)

α > β A+, B+ A+, B– A–, B– A–, B+

α < β A+, B+ A–, B+ A–, B– A+, B–

Кратная 
А(α)/В(α)

α > β A+, B+ A+, B– A–, B– A–, B+

α < β A–, B– A+, B– A+, B+ A–, B+

pb0516.fm  Page 37  Tuesday, October 11, 2016  10:36 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

38 CONTROL SCIENCES ¹ 5 • 2016

При обратной зависиìости ìежäу арãуìентаìи
уравнение ìожет не иìетü реøения иëи поëу÷ен-
ные зна÷ения ìоãут выхоäитü за ãраниöы äопусти-
ìой обëасти. В этоì сëу÷ае корректируþтся коэф-
фиöиенты пропорöионаëüности и äанный øаã
повторяется.
Так, äопустиì, ÷то в приìере форìирования

выру÷ки существует оãрани÷ение: c ≥ 9, p ≥ 10,
исхоäные äанные: r1 = 100 усë. äен. еä., α = 0,4 и
β = 0,6, cd = 9, pd = 10.
Присвоиì на÷аëüныì зна÷енияì коëи÷ества и

öены товара ãраниöы äопустиìых интерваëов:
c0 = 9, p0 = 10. Поскоëüку изìенение веëи÷ин про-
исхоäит в оäноì направëении, т. е. äëя äвух арãу-
ìентов установëена нижняя ãраниöа, то испоëü-
зуется пряìая зависиìостü ìежäу показатеëяìи.
Поëу÷енное с поìощüþ ìоäифиöированноãо ìе-
тоäа обратных вы÷исëений реøение: c1 = 9,61,
p1 = 10,406.
Анаëоãи÷но осуществëяется поиск реøения,

есëи существует верхняя ãраниöа äопустиìых зна-
÷ений.
В сëу÷ае, есëи äëя оäной из веëи÷ин установ-

ëена верхняя ãраниöа, а äëя äруãой — нижняя, то
изìенение зна÷ений äëя ìуëüтипëикативной свя-
зи äоëжно происхоäитü в разëи÷ных направëени-
ях, и при нахожäении реøения нужно рассìотретü
обратнуþ зависиìостü ìежäу арãуìентаìи.
Пустü äëя привеäенных ранее исхоäных äанных

cd = 9, ph = 10, т. е. существует оãрани÷ение: c ≤ 9,
p ≤ 10.
При рассìотрении обратной зависиìости ìеж-

äу арãуìентаìи кваäратное уравнение корней не
иìеет, сëеäоватеëüно, реøение не ìожет бытü по-
ëу÷ено.
Приìеì øаã изìенения коэффиöиентов, рав-

ныì 0,1: Δ = 0,1. Тоãäа новые зна÷ения коэффиöи-
ентов относитеëüной важности α = 0,6 + 0,1 = 0,7
и β = 0,4 – 0,1 = 0,3. Поëу÷енные зна÷ения веëи-
÷ин (c1 = 10,873, p1 = 9,197) с поìощüþ ìоäифи-
öированноãо ìетоäа обратных вы÷исëений соот-
ветствуþт оãрани÷енияì, сëеäоватеëüно, они яв-
ëяþтся реøениеì заäа÷и.
Наконеö, рассìотриì вариант оãрани÷ений в

виäе äопустиìых интерваëов зна÷ений: pd ≤ p ≤ ph,
cd ≤ c ≤ ch. Дëя нахожäения реøения необхоäиìо
воспоëüзоватüся итераöионной проöеäурой, со-
стоящей из сëеäуþщих øаãов.
Шаг 1. Опреäеëитü исхоäные äанные: r1, ch, cd,

ph, pd.
Шаг 2. Проверитü возìожностü нахожäения ре-

øения в заäанноì интерваëе.
Шаг 3. Расс÷итатü интерваëы äопустиìых зна-

÷ений:
Lc = ch – cd,  Lp = ph – pd. (1)

Шаг 4. Опреäеëитü коэффиöиенты ëинейноãо
уравнения:

b = Lp/Lc,  a = pd – bcd. (2)

Шаг 5. Поäставитü уравнение в исхоäнуþ функ-
öиþ и найти искоìые веëи÷ины c1 и p1.

Посëе опреäеëения зна÷ений показатеëей,
обеспе÷иваþщих заäанный резуëüтат r1, коэффи-
öиенты пропорöионаëüности ìоãут бытü вы÷исëе-
ны по форìуëаì:

α* = , 

β* = . (3)

Рассìотриì реøение заäа÷и в сëу÷ае существо-
вания поäобных оãрани÷ений. Исхоäные äанные:
r1 = 100, ch = 8, cd = 5, ph = 15, pd = 12,2, т. е.
5 ≤ c1 ≤ 8, 12,2 ≤ p1 ≤ 15.

Поскоëüку äëя рассìатриваеìой ìуëüтипëика-
тивной ìоäеëи выпоëняется усëовие r(cd, pd) ≤
≤ r1 ≤ r(ch, ph), реøение ìожет бытü найäено в за-
äанных ãраниöах.
Рас÷ет интерваëов (1): Lc = 8 – 5 = 3, Lp = 15 –

– 12,2 = 2,8.
Нахожäение коэффиöиентов ëинейноãо урав-

нения (2):
b = Lp/Lc = 2,8/3 = 0,933, 

a = pd – bcd = 12,2 – 50,933 = 7,53.

Поëу÷енное ëинейное уравнение связи: p =
= 7,53 + 0,933c. Еãо поäстановка в исхоäнуþ функ-
öиþ и нахожäение реøения: (7,53 + 0,933c1)c1 =
= 100. Поëу÷иì: c1 = 7,074, p1 = 14,136.

Такиì образоì, зна÷ения коэффиöиентов (3)
относитеëüной важности: α* = 0,334, β* = 0,66.
Есëи реøение необхоäиìо поëу÷итü с у÷етоì

коэффиöиентов приоритетности α и β, то необ-
хоäиìо испоëüзоватü итераöионнуþ проöеäуру,
вкëþ÷аþщуþ в себя посëеäоватеëüнуþ корректи-
ровку коэффиöиентов.
Шаг 1. Опреäеëитü исхоäные зна÷ения α и β.
Шаг 2. Найти реøение заäа÷и с поìощüþ ìо-

äифиöированноãо ìетоäа обратных вы÷исëений.
Есëи реøение поëу÷ено и соответствует оãрани÷е-
нияì, то с÷итатü поëу÷енные зна÷ения реøениеì
заäа÷и, ина÷е — перейти к сëеäуþщеìу øаãу.
Шаг 3. Расс÷итатü зна÷ения α* и β* с поìощüþ

итераöионной проöеäуры нахожäения реøения
при наëи÷ии интерваëов äопустиìых веëи÷ин;
приросты

Δα = ,  Δβ = , (4)

ãäе n — ÷исëо то÷ек разбиения интерваëа.

c1 c0–
c1 c0–( ) p1 p0–( )+

-------------------------------------------------

p1 p0–
c1 c0–( ) p1 p0–( )+

-------------------------------------------------

α α*–
n

--------------- β β*–
n

--------------
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Шаг 4. Изìенитü зна÷ения коэффиöиентов про-
порöионаëüности на разìер прироста: α = α + Δα
и β = β + Δβ.
Шаг 5. Найти реøение заäа÷и с поìощüþ ìо-

äифиöированноãо ìетоäа обратных вы÷исëений.
Есëи реøение поëу÷ено и соответствует оãрани÷е-
нияì, то поëу÷енные зна÷ения с÷итатü реøениеì
заäа÷и, ина÷е — перейти к øаãу 4.
Исхоäные äанные: α = 0,23, β = 0,77, r1 = 100,

ch = 8, cd = 5, ph = 15, pd = 12,2, т. е. существуþт
оãрани÷ения: 5 ≤ c1 ≤ 8; 12,2 ≤ p1 ≤ 15. Поëу÷енное
с поìощüþ ìоäифиöированноãо ìетоäа обратных
вы÷исëений реøение: c = 6,56, p = 15,235. Цена не
уäовëетворяет оãрани÷ениþ 12,2 ≤ p1 ≤ 15, поэтоìу
необхоäиìо изìенитü зна÷ения коэффиöиентов
относитеëüной важности.
Пустü n = 3, тоãäа зна÷ения прироста (4)

Δα =  =  = 0,035,

Δβ = –Δα = –0,035.

Скорректированные зна÷ения коэффиöиентов
относитеëüной важности: α = 0,23 + 0,035 = 0,265;
β = 0,77 – 0,035 = 0,735.
Поëу÷енные зна÷ения: c1 = 6,74, p1 = 14,836

уäовëетворяþт оãрани÷енияì 5 ≤ c1 ≤ 8, 12,2 ≤
≤ p1 ≤ 15 и явëяþтся реøениеì заäа÷и.

2. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Моäифиöированный ìетоä обратных вы÷ис-
ëений также ìожет бытü приìенен äëя реøения
заäа÷ оптиìизаöии функöий, коãäа на заäанноì
интерваëе нужно найти зна÷ения арãуìентов,
обеспе÷иваþщих ìиниìаëüное иëи ìаксиìаëüное
зна÷ение функöии, в ÷астности, äëя опреäеëения
на÷аëüной то÷ки при ìноãоìерной оптиìизаöии.
Простейøий способ реøения такой заäа÷и закëþ-
÷ается в приìенении ìетоäа Монте-Карëо, коãäа
на÷аëüная то÷ка выбирается сëу÷айныì образоì, а
также существует поäхоä, основанный на испоëü-
зовании реãуëярной сетки [11].
Аëãоритì ìетоäа состоит в сëеäуþщеì.
Шаг 1. Опреäеëение исхоäных äанных: функ-

öия z(x, y), интерваëы äопустиìых зна÷ений, на ко-
торых осуществëяется поиск ìиниìуìа: xd ≤ x ≤ xh,
yd ≤ y ≤ yh.
Шаг 2. Построение ëинейноãо уравнения зави-

сиìости арãуìентов и еãо поäстановка в исхоäнуþ
функöиþ.
Шаг 3. Миниìизаöия/ìаксиìизаöия поëу÷ен-

ной функöии с поìощüþ оäноãо из ìетоäов оäно-
ìерной оптиìизаöии (равноìерноãо поиска, äи-
хотоìии, зоëотоãо се÷ения и т. ä.). Поäстановка
поëу÷енной веëи÷ины в уравнение связи. Поëу-
÷енные зна÷ения x*, y* ìоãут бытü испоëüзованы в

ка÷естве на÷аëüной то÷ки при приìенении извес-
тных ìетоäов оптиìизаöии.
Существуþщие ìетоäы ìноãоìерной оптиìи-

заöии äеëятся на ìетоäы пряìоãо поиска (Хука—
Дживса, сиìпëексный, Гаусса—Зейäеëя и äр.) и
ãраäиентные (Коøи, Фëет÷ера—Ривза и äр.) [12].
Основной неäостаток ãраäиентных ìетоäов состо-
ит в необхоäиìости вы÷исëения произвоäной, а
ìетоäов пряìоãо поиска — в провеäении боëüøо-
ãо ÷исëа итераöий äëя нахожäения реøения.
Рассìотриì приìенение äанной проöеäуры äëя

нахожäения ìаксиìаëüноãо зна÷ения выру÷ки на
заäанных интерваëах. Исхоäные äанные: r1 = 100,
ε = 0,0001, εΔ = 0,04, ch = 8, cd = 5, ph = 15, pd = 12,2.
Параìетры уравнения: b = Lp/Lc = 2,8/3 = 0,933;

a = pd – bcd = 12,2 – 5•0,933 = 7,53.
Поëу÷енное ëинейное уравнение связи иìеет

виä: p = 7,53 + 0,933c.
С поìощüþ оäноìерной оптиìизаöии опреäе-

ëиì ìаксиìуì функöии: r(c) = (7,53 + 0,933 c) c на
интерваëе 5 ≤ c1 ≤ 8. Поëу÷енное реøение: c1 = 8,
p1 = 7,53 + 0,933•8 = 15.
Приìеняя ìетоä Хука—Дживса с поëу÷енной

на÷аëüной то÷кой, поëу÷аеì, ÷то реøениеì заäа÷и
буäет c1 = 8, p = 15.
Рассìотриì также приìенение аëãоритìа äëя

опреäеëения ìиниìуìа функöии z(x, y) = (x – 5)2 +
+ (y – 1)2 (рис. 5). Реøение заäа÷и оптиìизаöии
выпоëняëосü с поìощüþ ìетоäа Хука—Дживса
(разìер øаãа и поãреøностü равны 2 и 0,01 соот-
ветственно). Дëя опреäеëения на÷аëüной то÷ки
приìеняëисü ìетоä Монте-Карëо и ìоäифиöи-
рованный ìетоä обратных вы÷исëений. При при-
ìенении ìетоäа Монте-Карëо ìоäеëирование
осуществëяëосü в те÷ение 10 000 реаëизаöий (про-
ãраììа написана на языке VBA). Резуëüтаты преä-
ставëены в табë. 2, ãäе xd, xh, xd и yd, yn — ãраниöы
интерваëов первоãо и второãо арãуìента, на кото-
рых осуществëяется поиск ìиниìуìа; х*, y* — ре-

α* α–
n

--------------- 0,334 0,23–
3

--------------------------------

Рис. 5. График функции z(x, y) = (x – 5)2 + (y – 1)2
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øение, поëу÷енное соãëасно аëãоритìу нахожäе-
ния на÷аëüной то÷ки ìоäифиöированныì ìето-
äоì обратных вы÷исëений.
Так, наприìер, в первоì варианте xd = –2,

xh = 10, yd = –5, yh = 8. Коэффиöиенты уравнения:
b = (10 + 2)/(8 + 5) = 0,923, a = –2 + 5•0,923 =
= 2,615. Даëее осуществëяется поиск ìиниìуìа
функöии f(y) = (2,615 + 0,923y – 5)2 + (y – 1)2 с
поìощüþ ìетоäа оäноìерной оптиìизаöии. По-
ëу÷енное зна÷ение арãуìента y * = 1,73, поäстав-
ëяя еãо в уравнение связи, поëу÷иì: х* = 2,615 +
+ 0,923•1,73 = 4,21.
Даëее, I0 — ÷исëо итераöий аëãоритìа в сëу÷ае

приìенения ìоäифиöированноãо ìетоäа обратных
вы÷исëений äëя нахожäения на÷аëüной то÷ки; Im,
Immax и Immin — соответственно среäнее, ìакси-
ìаëüное и ìиниìаëüное ÷исëо итераöий в сëу÷ае
приìенения ìетоäа Монте-Карëо; наконеö, P —
äоëя набëþäений, в которых ÷исëо итераöий ока-
зывается боëüøе при приìенении ìетоäа Монте—
Карëо, ÷еì при приìенении ìоäифиöированноãо
ìетоäа обратных вы÷исëений. Можно обнару-
житü, ÷то резуëüтат зависит от разìеров интерва-
ëов: в сëу÷ае, есëи ãраниöы интерваëов распоëа-
ãаþтся бëизко к то÷ке ìиниìуìа, ëу÷øие резуëü-
таты набëþäаþтся при ìетоäе Монте-Карëо, так
как естü боëüøая вероятностü тоãо, ÷то сãенериро-
ванное сëу÷айное ÷исëо окажется бëизкиì по зна-
÷ениþ с ìиниìуìоì. Оäнако при увеëи÷ении ин-
терваëов с поìощüþ ìоäифиöированноãо ìетоäа
обратных вы÷исëений ìожно найти то÷ку ìини-
ìуìа при ãоразäо ìенüøеì ÷исëе итераöий.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

На простых приìерах форìирования выру÷ки
привеäено реøение обратных заäа÷ ìоäифиöиро-
ванныì ìетоäоì обратных вы÷исëений. Основное
преиìущество äанноãо ìетоäа закëþ÷ается в про-
стоте еãо коìпüþтерной реаëизаöии. Рассìотрены
разëи÷ные варианты оãрани÷ений на зна÷ения по-
казатеëей. Показана возìожностü приìенения ìо-
äифиöированноãо ìетоäа обратных вы÷исëений
äëя реøения заäа÷ оптиìизаöии, в ÷астности, äëя
опреäеëения на÷аëüной то÷ки при оптиìизаöии
функöии äвух переìенных ìетоäоì Хука—Дживса.
С увеëи÷ениеì интерваëов ìоäифиöированный
ìетоä показаë ëу÷øий резуëüтат, ÷еì ìетоä Мон-
те-Карëо. Рассìотренные ìетоäы ìоãут бытü по-

ëезны в систеìах поääержки форìирования уп-
равëен÷еских реøений.
Даëüнейøие иссëеäования буäут направëены

на реøение ìноãоарãуìентных заäа÷ заиìствова-
ния, а также оптиìизаöионных заäа÷, в ÷астнос-
ти, преäпоëаãается разработка аëãоритìов пряìо-
ãо поиска ìиниìуìа ìноãоарãуìентной функöии
с поìощüþ ìоäифиöированноãо ìетоäа обратных
вы÷исëений.
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Таблица 2
Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ ïîèñêà íà÷àëüíîé òî÷êè

Вариант xd, xh yd, yh x* y* Io Im Immax Immin P

1 —2, 10 —5, 8 4,21 1,73 18 17,17 24 10 0,24
2 —10, 10 —15, 8 4,38 1,53 15 18,63 29 10 0,88
3 —25, 25 —30, 25 4 1,9 12 21,86 36 10 0,99
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ÑÅÃÌÅÍÒÀÖÈß È ÕÝØÈÐÎÂÀÍÈÅ 
ÂÐÅÌÅÍÍÛÕ ÐßÄÎÂ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ 

ÏÐÎÃÍÎÇÈÐÎÂÀÍÈß ÍÀ ÔÎÍÄÎÂÎÌ ÐÛÍÊÅ1

À.Ã. Ñïèðî, Ì.Ä. Ãîëüäîâñêàÿ, Í.Å. Êèñåëåâà, È.Â. Ïîêðîâñêàÿ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Профессионаëüные у÷астники рынка испоëüзу-
þт в техни÷ескоì анаëизе ряä разëи÷ных инäика-
торов äëя проãнозирования öен [1, 2]. Поскоëüку
принöипы анаëиза äостато÷но поäробно изëоже-
ны в ëитературе, то обратиì вниìание ëиøü на тот
факт, который сфорìуëирован в оäной из «акси-
оì» техни÷ескоãо анаëиза, а иìенно, ÷то в öене
актива в äанный ìоìент вреìени отражены все
возìожные ситуаöии, которые известны у÷астни-
каì фонäовоãо рынка относитеëüно äанноãо ак-
тива. Это в своþ о÷ереäü преäпоëаãает, ÷то при
оäних и тех же внеøних усëовиях (ситуаöиях)
у÷астники рынка буäут вести себя оäинаково. За-
ìетиì, ÷то у÷астники при работе на фонäовоì
рынке распоëаãаþт äанныìи в виäе öеновых ãра-
фиков иëи вреìенных ряäов (ВР-Ц), отражаþщих
öену торãуеìоãо на бирже актива. При работе на
фонäовоì рынке ÷асто требуется анаëизироватü
не тоëüко вхоäные äанные, но и äеëатü проãноз öе-
ны иссëеäуеìоãо актива (в статüе рассìатривается

проãнозирование на бëижайøее буäущее). В на-
стоящей работе äëя реøения заäа÷ анаëиза и про-
ãнозирования вреìенных ряäов на фонäовоì рын-
ке преäëаãается ìетоä, испоëüзуþщий проöеäуры
хэøирования [3, 4] и сеãìентаöии иссëеäуеìых
вреìенных ряäов. Нескоëüко сëов о проöеäуре
хэøирования. Хэширование (от анãë. hashing) —
преобразование по заäанноìу аëãоритìу вхоäной
посëеäоватеëüности ÷исеë в выхоäнуþ бинарнуþ
посëеäоватеëüностü. Эëеìенты бинарной посëе-
äоватеëüности (0,1) ëибо эëеìенты посëеäоватеëü-
ности, поëу÷енной из бинарной с поìощüþ äо-
поëнитеëüноãо преобразования, называþт хэш-ко-
дом иëи хэшем (поäробнее сì. äаëее § 1).
Основная иäея этоãо ìетоäа состоит в сëеäуþ-

щеì. Преäëаãается анаëиз исхоäной траектории
заìенитü анаëизоì посëеäоватеëüности (траекто-
рии) хэø-коäов, поëу÷енной из исхоäной траек-
тории. Это сиëüно упрощает заäа÷у анаëиза и
проãнозирования, но бëаãоäаря тоìу, ÷то теперü
по посëеäоватеëüности хэø-коäов уже неëüзя про-
ãнозироватü зна÷ение характеристики, а тоëüко ее
знак, т. е. «увеëи÷ение» иëи «уìенüøение» (а то÷-
нее, уìенüøение иëи неизìенностü) зна÷ения этой
характеристики, а иìенно такой проãноз и инте-
ресует боëüøинство «иãроков» фонäовоãо рынка.
Поскоëüку хэø-коäы в äанноì сëу÷ае преäставëя-

Преäëожено кажäоìу анаëизируеìоìу вреìенноìу ряäу öены торãуеìоãо на бирже ак-
тива (ВР-Ц) поставитü в соответствие вреìенной ряä хэø-коäов (ВР-ХК), которые äëя
кажäоãо эëеìента ВР-Ц буäут показыватü рост иëи паäение öены. Отìе÷ено, ÷то в äан-
ноì сëу÷ае хэø-коäы преäставëяþт собой öеëые ÷исëа, и их посëеäоватеëüностü позво-
ëяет выäеëитü в äинаìике изìенения öены биржевоãо актива оäинаковые (типовые)
ãруппы ÷ëенов ряäа ВР-Ц. Описаны проöеäуры преобразования исхоäноãо вреìенноãо
ряäа и опреäеëения соответствуþщих хэø-коäов. Сфорìуëированы основные свойства
посëеäоватеëüности хэø-коäов. Преäëожена ìетоäика анаëиза траектории и проãнози-
рования öены биржевоãо актива по äанныì сеãìентаöии и хэøирования.

Ключевые слова: фонäовый рынок, проöеäура скоëüзящеãо окна, хэø-коäы, сеãìентаöия вреìен-
ных ряäов, типовые сеãìенты, проãнозирование роста/паäения котировок акöий.

1 Работа выпоëнена при ÷асти÷ной финансовой поääержке
РНФ (ãрант 14-29-00309) и РФФИ (проекты 14-07-00463,
15-07-06713, 16-07-00895, 16-07-00896).
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þт собой öеëые ÷исëа, то их посëеäоватеëüностü
позвоëяет выäеëитü в äинаìике изìенения öены
биржевоãо актива оäинаковые (типовые) ãруппы
÷ëенов (сеãìенты) ряäа ВР-Ц. Анаëизируеìые сеã-
ìенты ряäа ВР-Ц поëу÷аþтся с поìощüþ скоëü-
зящеãо окна заäанноãо разìера. Типовая ãруппа —
это ãруппа сеãìентов, äëя которой рост иëи паäе-
ние котирово÷ной öены в кажäоì сеãìенте про-
исхоäит в оäной и той же посëеäоватеëüности по
вреìени. Друãиìи сëоваìи, хэø-коäы позвоëяþт
разäеëитü исхоäный ряä ВР-Ц на сеãìенты оäина-
ковой äëины (равной разìеру скоëüзящеãо окна) и
разäеëитü все ìножество сеãìентов на типовые
ãруппы (в кажäуþ типовуþ ãруппу вхоäят сеãìен-
ты, иìеþщие оäно и то же зна÷ение хэø-коäа, ко-
торое и сëужит инäексоì типовой ãруппы).
На этапе проãнозирования опреäеëяется типо-

вая ãруппа äëя посëеäнеãо по вреìени сеãìента
вреìенноãо ряäа. Дëя кажäоãо сеãìента из этой
типовой ãруппы (всеãо таких сеãìентов V0) опре-
äеëяется хэø-коä äëя сëеäуþщей по вреìени то÷-
ки вреìенноãо ряäа относитеëüно посëеäней то÷-
ки этоãо сеãìента. Поäс÷итывается ÷исëо сеãìен-
тов V2, äëя которых такой хэø-коä соответствует
паäениþ котировок. Тоãäа веëи÷ина P02 = V2/V0

явëяется оöенкой зна÷ения вероятности паäения
котировок в сëеäуþщий ìоìент вреìени. По ве-
ëи÷инаì P02 и V0 ìожно расс÷итатü äоверитеëüный
интерваë зна÷ения такой вероятности, а зна÷ит,
принятü иëи отверãнутü ãипотезу «в сëеäуþщий
ìоìент вреìени буäет паäение котировок». Разìер
оöенки зна÷ения вероятности роста котировок P01

опреäеëяется соотноøениеì P01 = V1/V0, ãäе V1 —
÷исëо сеãìентов, äëя которых соответствуþщий
хэø-коä опреäеëяет рост котировок. На практике
äëя принятия реøения испоëüзуется правиëо Байе-
са — по ìаксиìаëüноìу зна÷ениþ P0i, i = 1, 2.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Необхоäиìо осуществитü сеãìентаöиþ исхоäно-
ãо ряäа ВР-Ц äëя поиска типовых ãрупп. Дëя этоãо
испоëüзуеì приеì, рассìотренный в работе [5].

1. На основе исхоäноãо вреìенноãо ряäа ВР-Ц
строится äвои÷ный кортеж (посëеäоватеëüностü),
состоящий из еäиниö и нуëей. Зна÷ение «1» со-
ответствует повыøениþ иëи неизìенности коти-
ровок в äанный ìоìент вреìени, а «0» — пони-
жениþ.

2. Дëя этой посëеäоватеëüности приìеняется
поøаãовая проöеäура скоëüзящеãо окна øири-
ной m с øаãоì оäна позиöия. Кажäоìу окну, по-
ëу÷енноìу в раìках этой проöеäуры, соответству-
ет m-разряäный äвои÷ный коä.

3. Этот коä преобразуется в äесяти÷ное öеëое
÷исëо, которое и буäет преäставëятü собой хэø-коä
äëя соответствуþщеãо сеãìента ряäа ВР-Ц.

4. Поëу÷енная посëеäоватеëüностü хэø-коäов и
явëяется искоìыì вреìенныì ряäоì хэø-коäов
(ВР-ХК).

5. Испоëüзуя ВР-ХК, выäеëяþтся и инäексиру-
þтся типовые ãруппы сеãìентов ряäа ВР-Ц.

2. ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÈÑÕÎÄÍÎÃÎ ÂÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÐßÄÀ
È ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÕÝØ-ÊÎÄÎÂ

Котировки биржевоãо актива явëяþтся вреìен-
ныì ряäоì öены актива, эëеìенты котороãо преä-
ставëяþт собой äинаìи÷ескуþ переìеннуþ C(tj),
которая набëþäается (изìеряется) с некоторыì
постоянныì øаãоì τ по вреìени, при этоì выпоë-

няется усëовие: tj = t0 + ( j – 1)τ, Cj = C(tj), j = ,
ãäе N — объеì выборки.
Опреäеëиì ВР-ХК в резуëüтате преобразования

ряäа, который поëу÷ен из исхоäноãо ВР-Ц сëеäу-
þщиì образоì:

X(tj) = , 

ΔC(tj) = C(tj) – C(tj + 1). (1)

Ряä (1) факти÷ески преäставëяет собой кортеж,
коìпонентаìи котороãо сëужат 1 и 0. Дëя анаëиза
кортежа (1) испоëüзуется скоëüзящее окно øири-
ной m n N, ãäе (N – 1) — äëина (разìерностü) кор-
тежа (1). Такое окно позвоëяет ввести в рассìот-
рение äвои÷ный позиöионный коä, образованный
из еäиниö и нуëей ряäа (1). Старøий разряä этоãо
коäа в ìоìент вреìени tj совпаäает с äвои÷ной
переìенной кортежа (1) X(tj), ìëаäøий разряä сов-
паäает, соответственно, с äвои÷ной переìенной
X(tj – (m – 1)). Такиì образоì, в окне øириной m
буäет нахоäитüся äвои÷ный позиöионный коä,
иìеþщий взаиìно оäнозна÷ное соответствие с öе-

ëыì ÷исëоì dm(T ), äëя ìоìента вреìени ti = T

dm(T ) = X(T – i)2m – i – 1, (2)

ãäе m — øирина скоëüзящеãо окна; i = (0, 1, ..., m).
Из форìуëы (2) непосреäственно сëеäует общий

виä j-ãо ÷ëена ряäа (1): (T – j) = X(T –

– ( j + i))2m – i – 1, ãäе j = 0, 1, ..., N. Приìеняя про-
öеäуру «скоëüзящеãо окна» äëя кортежа (1) и сìе-
щая окно на оäин øаã (оäну позиöиþ) от t = 0 к

1 N,

1 есëи ΔC tj( ) 0>,

0 есëи ΔC tj( ) 0≤,⎩
⎨
⎧

i 0=

m 1–

∑

dj
m

i 0=

m 1–

∑
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t = T, поëу÷иì посëеäоватеëüностü öеëых ÷исеë,
которые и явëяþтся хэø-коäаìи окон, соответст-
вуþщих сеãìентаì анаëизируеìоãо ВР-Ц. В ка÷ес-
тве приìера в табë. 1 привеäены зна÷ения ВР-Ц
äëя ПАО «Сбербанк», разностü öен ΔC(tj), вы÷ис-
ëенная äëя сìежных äней на основе ВР-Ц, знак
этой разности, кортеж из еäиниö и нуëей, харак-
теризуþщий знак разности, и хэø-коäы, которые
расс÷итаны äëя ÷етырех øестиäневных сеãìентов.
Буäеì с÷итатü, ÷то ìестопоëожение старøеãо раз-
ряäа äвои÷ноãо позиöионноãо коäа, который оп-
реäеëяет хэø-коä, всеãäа соответствует посëеäней
äате øестиäневноãо сеãìента. Заìетиì, ÷то äëя
скоëüзящеãо окна øириной m = 6 буäет 64 хэø-
коäа, т. е. 64 разëи÷ных типовых сеãìента.

3. ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÕÝØ-ÊÎÄÎÂ 
ÄËß ÀÍÀËÈÇÀ È ÏÐÎÃÍÎÇÈÐÎÂÀÍÈß

Исхоäные ВР-Ц и ВР-ХК позвоëяþт совìестно
провести анаëиз траектории äвижения öены бир-
жевоãо актива. Преäëаãается ìетоäика такоãо ана-
ëиза, сутü которой состоит в сëеäуþщеì.

1. В распоряжении инвестора всеãäа иìеþтся
äанные о котирово÷ной öене биржевоãо актива за
интересуþщий интерваë вреìени впëотü äо теку-
щеãо ìоìента Т.

2. Динаìику äвижения öены отражает су-
ществуþщий ВР-Ц на всех интерваëах (T – j), ãäе
j = 0, 1, ..., N – 1, N — объеì выборки.

3. На всех интерваëах, кроìе на÷аëüноãо,
вìесте с öеной известно зна÷ение хэø-коäа (эëе-
ìент ВР-ХК). Друãиìи сëоваìи, ìежäу сеãìентаìи

ВР-Ц и ВР-ХК существует соответствие — кажäо-
ìу сеãìенту ВР-Ц соответствует эëеìент ВР-ХК.

4. В текущий ìоìент вреìени Т всеãäа известен

хэø-коä (T ), который опреäеëиì как текущий
хэш-код, а сеãìент ВР-Ц, соответствуþщий теку-
щеìу хэø-коäу, опреäеëиì как текущий сегмент
ВР-Ц. Текущий хэø-коä явëяется посëеäниì по
вреìени хэø-коäоì в выборке.
Метоäика состоит из äвух этапов — набора ста-

тистики и проãнозирования.
На первоì этапе набираþтся биржевые äан-

ные, которые испоëüзуþтся äëя поëу÷ения ста-
тистики ÷астоты вхожäения в выборку типовых
сеãìентов и хэø-коäов. С этой öеëüþ äëя кажäоãо
типа хэø-коäа опреäеëяþтся äва параìетра. Пер-
вый — ÷исëо вхожäений в выборку саìоãо хэø-ко-
äа и второй — это ÷исëо вхожäений в выборку
пары, состоящей из хэø-коäа äанноãо типа и хэø-
коäа, непосреäственно сëеäуþщеãо за ниì, напри-
ìер, при паäении котировок.
В на÷аëе второãо этапа (проãнозирование) пос-

ëеäний в выборке хэø-коä рассìатриваеìоãо типа
приниìается искусственно за текущий и относи-
теëüно неãо осуществëяется проãноз. Правиëü-
ностü проãноза, т. е. зна÷ение проãнозируеìоãо
хэø-коäа, проверяется на иìеþщейся выборке.
Такиì образоì, вна÷аëе все хэø-коäы разäеëяþт-
ся на äва кëасса: первый, у котороãо резуëüтаты
проãноза совпаëи с историей котировок, и вто-
рой, — таì, ãäе этоãо не произоøëо. По ÷исëен-
ности первоãо и второãо кëасса ìожно сäеëатü вы-
воä о öеëесообразности приìенения этоãо ìетоäа
проãнозирования.

Таблица 1
Ñåãìåíòû è èõ õýø-êîäû äëÿ ÂÐ-Ö àêöèé Ñáåðáàíêà (çà ïåðèîä ñ 20.02 ïî 05.03.2008 ã.)

Дата
Сеãìент

ВР-Ц Разностü Знак
разности

Зна÷ение хэø-коäа сеãìента

1 2 3 4 1 2 3 4

20.02 83,09 — — — — — —

21.02 Ѕ 83,75 0,66 1

5

— — —

22.02 Ѕ Ѕ 82,99 –0,76 0

2

— —

26.02 Ѕ Ѕ Ѕ 85,10 2,11 1

1

—

27.02 Ѕ Ѕ Ѕ Ѕ 83,78 –1,32 0

32

28.02 Ѕ Ѕ Ѕ Ѕ 82,95 –0,83 0

29.02 Ѕ Ѕ Ѕ Ѕ 80,20 –2,75 0

03.03 Ѕ Ѕ Ѕ 78,70 –1,50 0 —

04.03 Ѕ Ѕ 76,50 –2,20 0 — —

05.03 Ѕ 78,32 1,82 1 — — —

d0
m
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Затеì на÷инает работатü проöеäура проãнози-
рования äëя текущеãо хэø-коäа. Даëее привеäено
боëее äетаëüное ее описание.

1. Проãнозирование äвижения öены (рост иëи
паäение) своäится к выäеëениþ в посëеäоватеëü-
ности ВР-ХК всех хэø-коäов, равных текущеìу

(T ).
2. Посëе этоãо необхоäиìо выäеëитü пары хэø-

коäов (T ), (T + 1), сëеäуþщие за (T ) (ин-
äекс 2 указывает на паäение иëи неизìенностü ко-
тировок, а инäекс 1 — соответствует их росту).

3. Опреäеëитü наибоëее вероятный хэø-коä из
этой пары ìожно с поìощüþ сëеäуþщеãо аëãо-
ритìа.

3.1. Опреäеëиì ÷исëо вхожäений V0 хэø-коäа

(T ) в ряä ВР-ХК.
3.2. Анаëоãи÷но п. 3.1 опреäеëиì ÷исëо вхож-

äений V2 äëя пары хэø-коäов, непосреäственно

сëеäуþщих оäин за äруãиì (T ), (T + 1).
3. Оöениì вероятностü P02 наступëения собы-

тия (T + 1):

P02 = V2/V0. (3)

4. Оöениì вероятностü наступëения события

(T + 1):

P01 = 1 – P02. (4)

Соотноøения (3) и (4) позвоëяþт на основе
иìеþщихся статисти÷еских äанных сäеëатü вы-
воä о возìожноì направëении äвижения öены
актива: есëи Р01 > P02, то выбираеì хэø-коä «рост
öены»; есëи Р01 ≤ P02, то выбираеì хэø-коä «па-
äение öены».

4. ÏÐÎÂÅÐÊÀ ÌÅÒÎÄÈÊÈ 
ÍÀ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ ÄÀÍÍÛÕ

Разработанная ìетоäика проверяëасü на äан-
ных как äëя сро÷ноãо рынка FORTS биржи РТС,
так и äëя рынка акöий ММВБ.
В табë. 2 преäставëены фраãìенты ВР-Ц (ин-

äекс РТС) и ВР-ХК, поëу÷енноãо äëя скоëüзящеãо
окна øириной m = 6.
В табë. 3 преäставëен резуëüтат обработки

ìассива äанных инäекса РТС с øаãоì по вреìени
(тайìфрейìоì), равноì оäноìу äнþ (периоä с
29.11.2011 по 29.01.2013 ã.) äëя хэø-коäа 25. Как
быëо сказано ранее, кажäоìу хэø-коäу ìожно пос-
тавитü в соответствие типовуþ ãруппу сеãìентов,
поëу÷енных с поìощüþ проöеäуры скоëüзящеãо
окна. Тип этоãо сеãìента опреäеëяется хэø-коäоì

посëеäнеãо по вреìени эëеìента ВР-Ц, вхоäяще-
ãо в окно. На рис. 1 показан типовой сеãìент хэø-
коäа 25 äëя окна øириной m = 6 (в табë. 3 это
третüя строка).
По оси орäинат указано зна÷ение инäекса РТС,

по оси абсöисс — посëеäоватеëüностü хэø-коäов.
Посëеäниì по вреìени явëяется хэø-коä 25. Этот
хэø-коä и опреäеëяет типовуþ ãруппу. Приìер
äруãоãо сеãìента из этой же ãруппы показан на
рис. 2 (в табë. 3 — это вторая строка).
Визуаëüно эти сеãìенты отëи÷аþтся äруã от

äруãа, оäнако общиì признакоì äëя этой типовой
ãруппы (как и äëя всех остаëüных типовых ãрупп)
сëужит рост иëи паäение котирово÷ной öены при

d0
m

d0
m d2

m d0
m

d0
m

d0
m d2

m

d2
m

d1
m

Рис. 1. Типовой сегмент 1, 28.02.2012 г., хэш-код 25 индекса
РТС

Таблица 2
Ôðàãìåíòû ÂÐ-Ö è ÂÐ-ÕÊ

Дата Инäекс РТС Хэø-коä

17.10.2012 1513,96 50
18.10.2012 1512,01 25
19.10.2012 1494,44 12
22.10.2012 1497,63 38
23.10.2012 1456,73 19
24.10.2012 1462,43 41
25.10.2012 1456,91 20
26.10.2012 1441,38 10
29.10.2012 1435,05 05

Таблица 3
Âûáîðêà ñ èñïîëüçîâàíèåì õýø-êîäà 25

Дата Инäекс РТС Хэø-коä

21.01.2013 1600,13 25
18.10.2012 1512,01 25
28.02.2012 1708,16 25
29.11.2011 1466,36 25
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перехоäе от оäной вреìенной то÷ки в преäеëах ок-
на (сеãìента) к äруãой. Так, наприìер, äëя окна
øирины 6 всеãо буäет 64 разëи÷ные типовые ãруп-
пы, которые ìожно пронуìероватü от 0 äо 63, и в
кажäой такой ãруппе оäноиìенные позиöии буäут
«вести» себя оäинаково (öены буäут расти иëи па-
äатü), но при этоì саìи разìеры роста иëи паäе-
ния буäут разëи÷атüся. Максиìаëüное ÷исëо сеã-
ìентов Rmax при øирине окна m и выборке N рав-
но N – m – 1.
Данная ìетоäика сеãìентаöии и проãнозирова-

ния быëа проверена на акöиях Газпроìа. Анаëи-
зируеìый периоä составëяë 1416 äней с 10.12.2007

Таблица 4
Ðåçóëüòàòû ïðîãíîçèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ êîòèðîâîê àêöèé Ãàçïðîìà çà ïåðèîä ñ 10.12.2007 ïî 16.08. 2013 ã.

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7

0 17 6 0,35 0,65 1 33 21 8 0,38 0,62 1
1 22 10 0,45 0,55 1 34 25 16 0,64 0,36 1
2 19 9 0,47 0,53 1 35 29 18 0,62 0,38 1
3 23 12 0,52 0,48 1 36 23 13 0,57 0,43 1
4 26 11 0,42 0,58 1 37 23 12 0,52 0,48 1
5 18 7 0,39 0,61 1 38 27 14 0,52 0,48 1
6 30 15 0,50 0,50 39 17 6 0,35 0,65 1
7 22 7 0,32 0,68 1 40 24 6 0,25 0,75 1
8 26 16 0,62 0,38 1 41 24 11 0,46 0,54 1
9 23 9 0,39 0,61 1 42 14 5 0,36 0,64 1

10 24 8 0,33 0,67 1 43 18 14 0,78 0,22 1
11 18 10 0,56 0,44 1 44 20 7 0,35 0,65 1
12 32 15 0,47 0,53 1 45 28 14 0,50 0,50
13 26 15 0,58 0,42 1 46 16 10 0,63 0,38 1
14 16 10 0,63 0,38 1 47 11 2 0,18 0,82 1
15 24 11 0,46 0,54 1 48 27 14 0,52 0,48 1
16 15 7 0,47 0,53 1 49 19 8 0,42 0,58 1
17 35 18 0,51 0,49 1 50 19 10 0,53 0,47 1
18 26 12 0,46 0,54 1 51 23 16 0,70 0,30 1
19 21 10 0,48 0,52 1 52 30 19 0,63 0,37 1
20 18 10 0,56 0,44 1 53 12 6 0,50 0,50
21 20 13 0,65 0,35 1 54 27 15 0,56 0,44 1
22 22 9 0,41 0,59 1 55 14 11 0,79 0,21 1
23 13 7 0,54 0,46 1 56 23 11 0,48 0,52 1
24 23 14 0,61 0,39 1 57 15 7 0,47 0,53 1
25 28 16 0,57 0,43 1 58 16 6 0,38 0,63 1
26 26 13 0,50 0,50 59 13 6 0,46 0,54 1
27 28 12 0,43 0,57 1 60 19 7 0,37 0,63 1
28 19 9 0,47 0,53 1 61 18 7 0,39 0,61 1
29 13 6 0,46 0,54 1 62 20 12 0,60 0,40 1
30 15 8 0,53 0,47 1 63 11 7 0,64 0,36 1
31 20 15 0,75 0,25 1

Итого 40 20
32 22 7 0,32 0,68 1

Рис. 2. Типовой сегмент 2, 18.10.2012 г., хэш-код 25 индекса
РТС
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по 16.08.2013 ã. В ка÷естве основноãо тайìфрей-
ìа быë принят äенü. Объеì выборки составëяë
1416 зна÷ений. В табë. 4 привеäены резуëüтаты
проãнозирования.
Резуëüтаты анаëиза и проãнозирования роста и

паäения котировок акöий с испоëüзованиеì хэø-
коäов, преäставëенных в табë. 4, ìожно интерпре-
тироватü сëеäуþщиì образоì.
Преäëоженный аëãоритì проãнозирования но-
сит вероятностный характер, и на приìере ак-
öий Газпроìа за указанный периоä вероятностü
совпаäения реаëüноãо роста и паäения котиро-
вок с проãнозоì составëяет 0,66, ÷то по оöен-
каì экспертов-брокеров явëяется äостато÷но
высокиì резуëüтатоì, поскоëüку при проãно-
зировании не испоëüзоваëосü никакой äруãой
инфорìаöии, кроìе вреìенноãо ряäа öен ис-
сëеäуеìоãо актива (инсайäерской инфорìаöии,
öен на нефтü, зоëото иëи äруãие базовые акти-
вы, биржевые инäексы и äр.).
Вопреки устоявøеìуся ìнениþ, ÷то зна÷ения
вероятностей роста и паäения äоëжны бытü
бëизки к 0,5, из табë. 4 сëеäует, ÷то боëее 42 %
зна÷ений равны иëи превыøаþт 0,6 (в табë. 4
они поìе÷ены поëужирныì øрифтоì). Резуëü-
тат 0,5 (зна÷ения вероятностей роста и паäения
равны) поëу÷ены тоëüко äëя хэø-коäов 6, 26,
45 и 53.
По äанныì, äëя которых зна÷ения соответству-
þщих вероятностей равны иëи превыøаþт 0,6,
совпаäение реаëüноãо äвижения öены с проã-
нозоì составëяет окоëо 80 %.
По стоëбöаì в табë. 4 указано: 1 — все хэø-ко-

äы, поëу÷енные в посëеäоватеëüности ВР-ХК; 2 —
÷исëо вхожäений V0 кажäоãо хэø-коäа в ВР-ХК за
указанный периоä; 3 — ÷исëо вхожäений V1 пары
из äвух хэø-коäов: хэø-коä, указанный в первоì
стоëбöе и хэø-коä сìежный с ниì при паäении
öены; 4 — зна÷ение оöенки вероятности при па-
äении öены (сì. форìуëу (3)); 5 — зна÷ение оöен-
ки вероятности при росте öены (сì. форìуëу (4));
6 — резуëüтат проãноза и реаëüное äвижение öены
за указанный периоä совпаëи; 7 — резуëüтаты не
совпаëи.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожен новый ìетоä проãнозирования на
фонäовоì рынке, базируþщийся на проöеäурах
сеãìентаöии и хэøирования соответствуþщих вре-
ìенных ряäов. Бëаãоäаря испоëüзованиþ хэø-ко-
äов уäается существенно упроститü заäа÷у проãно-
за — проãнозируется не зна÷ение характеристики,
а тоëüко ее знак, т. е. «увеëи÷ение» иëи «уìенü-

øение» зна÷ения этой характеристики, а иìенно
такой проãноз и интересует боëüøинство «иãро-
ков» фонäовоãо рынка. Поскоëüку саìи хэø-коäы
преäставëяþт собой öеëые ÷исëа, то их посëеäо-
ватеëüностü позвоëяет выäеëитü в äинаìике изìе-
нения öены биржевоãо актива оäинаковые (типо-
вые) ãруппы ÷ëенов вреìенноãо ряäа (сеãìенты).
Анаëизируеìые сеãìенты вреìенноãо ряäа öены
торãуеìоãо на бирже актива поëу÷аþтся с поìо-
щüþ проöеäуры скоëüзящеãо окна заäанноãо раз-
ìера. Типовая ãруппа — это ãруппа сеãìентов, äëя
которой рост иëи паäение котирово÷ной öены в
кажäоì сеãìенте происхоäит в оäной и той же пос-
ëеäоватеëüности во вреìени. Друãиìи сëоваìи,
хэø-коäы позвоëяþт разäеëитü исхоäный вреìен-
ной ряä öены актива на сеãìенты оäинаковой äëи-
ны (равной разìеру скоëüзящеãо окна) и разäеëитü
все ìножество сеãìентов на типовые ãруппы.
Проãнозирование осуществëяется на базе ин-

форìаöии о хэø-коäах сеãìентов типовой ãруп-
пы äëя посëеäнеãо по вреìени сеãìента вреìен-
ноãо ряäа.
Разработанная ìетоäика проверяëасü на äан-

ных как äëя сро÷ноãо рынка FORTS биржи РТС
(инäекс РТС), так и äëя рынка акöий ММВБ (ак-
öии Газпроìа). Поëу÷енные резуëüтаты поäтвер-
äиëи эффективностü преäëоженноãо ìетоäа.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÎÏÅÐÀÒÈÂÍÎÅ ÐÅÇÅÐÂÈÐÎÂÀÍÈÅ 
ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ Â ÑÈÑÒÅÌÀÕ ÎÁÐÀÁÎÒÊÈ ÄÀÍÍÛÕ 

ÍÀ ÁÀÇÅ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ ÑÅÒÅÉ

Å.À. Ìèêðèí, Ñ.Ê. Ñîìîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Распреäеëенные систеìы обработки äанных
(РСОД) преäставëяþт собой сëожные аппаратно-
проãраììные коìпëексы иëи систеìы, коìпонен-
ты которых распреäеëены на боëüøих расстояниях
äруã от äруãа и объеäинены в еäинуþ систеìу раз-
ëи÷ныìи канаëаìи связи и спеöиаëüныì систеì-
ныì проãраììныì обеспе÷ениеì. Они строятся,
как правиëо, на основе ãëобаëüных, корпоратив-
ных иëи сетей спеöиаëüноãо назна÷ения.
В проöессе работы РСОД ìоãут происхоäитü

инöиäенты, привоäящие к появëениþ оøибо÷ных
äанных, оøибо÷ныì резуëüтатаì реøения заäа÷ и
обработки запросов систеìой, а в крайнеì сëу÷ае
и к невозìожности норìаëüноãо функöиониро-
вания РСОД, т. е. к потере систеìой работоспо-
собности, ее отказу. Разруøение проãраììноãо и
инфорìаöионноãо обеспе÷ения систеìы ìожет
потребоватü зна÷итеëüных затрат вреìени и ресур-
сов äëя восстановëения потерянной в резуëüтате
инöиäента инфорìаöии и восстановëения работо-
способности систеìы. А в некоторых сëу÷аях вос-
становëение инфорìаöии и, соответственно, ра-
ботоспособности систеìы становится просто не-
возìожныì.

Приìероì возäействия оøибки в проãраììноì
обеспе÷ении на работу и безопасностü сëожной
систеìы ìожет сëужитü катастрофа, произоøеäøая
с первыì косìи÷ескиì аппаратоì «Mariner-1».
Данный аппарат в соответствии с проãраììой «Ма-
ринер» äоëжен быë стартоватü 22 иþëя 1962 ã. и
ëететü в сторону Венеры [1]. Оäнако приìерно ÷е-
рез 5 ìин посëе старта произоøëа авария, и аппа-
рат быë разруøен. В свиäетеëüских показаниях,
поëу÷енных во вреìя посëепоëетноãо рассëеäова-
ния инöиäента, указываëосü, в ÷астности, ÷то в ре-
зуëüтате оøибки в проãраììноì обеспе÷ении уп-
равëяþщие поäсистеìы аппарата поëу÷аëи неверно
интерпретированнуþ инфорìаöиþ. В итоãе коì-
пüþтер аппарата äаë сериþ оøибо÷ных коìанä на
корректировку курса, в итоãе аппарат потеряë уп-
равëение и потерпеë круøение [2, 3].
Иëëþстраöией тоãо, к какиì непроизвоäитеëü-

ныì затратаì вреìени привоäит разруøение ин-
форìаöии ìожет бытü инöиäент, произоøеäøий в
OCLC Research Library Partnership (некоììер÷ес-
кий коìпüþтерный бибëиоте÷ный сервис и нау÷-
но-иссëеäоватеëüская орãанизаöия, öеëü которых
закëþ÷ается в преäоставëении øирокоãо äоступа
к разëи÷ной инфорìаöии в режиìе он-ëайн) [4].
Эта орãанизаöия преäоставëяет äоступ к инфорìа-
öии с поìощüþ RLIN (коìпüþтерная инфорìаöи-

Рассìотрены вопросы приìенения оперативноãо резервирования инфорìаöии в распре-
äеëенных систеìах обработки äанных (РСОД), функöионируþщих в раìках вы÷исëи-
теëüных сетей, в öеëях повыøения безопасности их работы. Проанаëизированы особен-
ности приìенения трех основных стратеãий оперативноãо резервирования в РСОД.
Сфорìуëированы заäа÷и оптиìаëüноãо по разныì критерияì распреäеëения оператив-
ноãо резерва РСОД по узëаì вы÷исëитеëüной сети и преäëожены ìетоäы их реøения.
Рассìотрены пробëеìы и заäа÷и оптиìизаöии резервирования ìассивов äанных с у÷е-
тоì их взаиìосвязи ìежäу собой и резервирование äанных в распреäеëенных базах äан-
ных. Выпоëнен анаëиз вëияния трафика запросов на распреäеëение резерва РСОД.

Ключевые слова: распреäеëенные систеìы обработки äанных, вы÷исëитеëüные сети, резервирова-
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онная сетü бибëиотек). В этой инфорìаöионной
сети произоøëа авария, в резуëüтате которой быë
потерян боëüøой объеì äанных. На восстановëе-
ние разруøенной инфорìаöии быëо потра÷ено
12 äней кропотëивой работы ИТ-спеöиаëистов ор-
ãанизаöии [5].
При÷ины, вызываþщие возникновение инöи-

äентов в проöессе работы РСОД, привоäящих к
потере, разруøениþ иëи искажениþ инфорìаöии
и, в итоãе, к наруøениþ безопасности и äаже к от-
казу в работе систеìы, ìожно кëассифиöироватü
сëеäуþщиì образоì.
Сбои и оøибки в работе оборуäования вы÷ис-
ëитеëüной систеìы (ВС), на базе которой ра-
ботает РСОД: сбои в канаëах связи, перебои в
систеìах эëектропитания, сбои в систеìах
хранения инфорìаöии, сбои в работе вы÷исëи-
теëüных ìаøин (серверов, рабо÷их станöий).
Некорректная работа обсëуживаþщеãо персо-
наëа и поëüзоватеëей систеìы.
Потери инфорìаöии в систеìах архиваöии в
резуëüтате сбоев оборуäования.
Оøибо÷ные äанные и потеря инфорìаöии при
некорректной работе проãраììноãо обеспе÷е-
ния, соäержащеãо оøибки в коäе.
Заражение систеìы коìпüþтерныìи вирусаìи.
Потери и искажение äанных, вызванные не-
санкöионированныì äоступоì в систеìу.
Дëя повыøения безопасной работы распре-

äеëенных систеì обработки äанных ввоäят раз-
ëи÷ноãо роäа избыто÷ностü [5]. В таких систеìах
заäа÷а обеспе÷ения сохранности испоëüзуеìых
проãраìì и äанных реøается ãëавныì образоì
приìенениеì инфорìаöионной избыто÷ности (со-
зäаниеì и хранениеì резервных äанных). Кроìе
тоãо, с этой же öеëüþ приìеняется и аппаратная
избыто÷ностü (испоëüзование резервных устройств
хранения äанных), а также вреìенная избыто÷-
ностü — испоëüзование ÷асти ресурсов систеìы
äëя выпоëнения проöессов äаìпирования (созäа-
ния копий äанных) и восстановëения äанных в
сëу÷ае их разруøения. Основныì ìетоäоì обеспе-
÷ения сохранности äанных в РСОД при ее функöи-
онировании сëужит ìетоä резервирования, кото-
рый преäпоëаãает испоëüзование сëеäуþщих виäов
избыто÷ности: иäенти÷ной избыто÷ности (созäа-
ния и хранения копий äанных) и/иëи неиäенти÷-
ной (созäания и хранения преäысторий äанных).

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

В настоящее вреìя в систеìах обработки äан-
ных (СОД) разëи÷ноãо кëасса и назна÷ения при-
ìеняþтся äва виäа резервирования: оперативное и
восстановитеëüное.
При оперативноì резервировании некоторая

÷астü инфорìаöионных ресурсов (резервные ко-

пии и/иëи преäыстории ìассивов äанных) РСОД
и ее вы÷исëитеëüной ìощности испоëüзуется тоëü-
ко äëя поääержания работоспособности систеìы в
сëу÷ае, есëи при реøении РСОД текущих заäа÷
произоøëо разруøение испоëüзуеìоãо ей ìасси-
ва/ìассивов äанных.
В отëи÷ие от оперативноãо резервирования в

восстановитеëüноì резервировании ÷астü ресур-
сов систеìы испоëüзуется тоëüко äëя восстановëе-
ния испоëüзуеìых систеìой рабо÷их/текущих ко-
пий и/иëи преäысторий ìассивов äанных в сëу÷ае
их разруøения.
При оперативноì резервировании äанных в

СОД испоëüзуþтся три основные стратеãии опера-
тивноãо резервирования [5, 6]. Первая стратеãия
приìеняется äëя ìассивов постоянных äанных
(к этой катеãории ìожно отнести относитеëüно
реäко ìеняþщиеся проãраììные ìоäуëи иëи, на-
приìер, справо÷ники, соäержащие стати÷нуþ ин-
форìаöиþ разноãо роäа). Вторая и третüя стратеãии
приìеняþтся к текущиì ìассиваì оперативных
äанных, соäержащиì äанные, которые поäверãа-
þтся ÷астыì изìененияì (äобавëение и уäаëение
äанных, изìенение äанных, их сортировка), на-
приìер, табëиöа с провоäкаìи по анаëити÷ескиì
с÷етаì в автоìатизированной у÷етной систеìе
банка иëи проãраììный ìоäуëü на этапе еãо тес-
тирования и исправëения обнаруженных оøибок.
Стратегия I закëþ÷ается в испоëüзовании не-

котороãо ÷исëа копий основноãо ìассива äанных.
В сëу÷ае, есëи основной ìассив разруøен, то äëя
проäоëжения реøения заäа÷и СОД перехоäит к
испоëüзованиþ первой еãо копии, есëи же и она
разруøена, то испоëüзуется сëеäуþщая копия и т. ä.
Стратегия II основывается на у÷ете особеннос-

тей обновëения текущих ìассивов äанных и осно-
вывается на тоì, ÷то вìесто копий текущеãо ìас-
сива испоëüзуþтся еãо преäыстории (преäыäущие
версии ìассива и журнаëы их изìенений). В сëу-
÷ае разруøения текущеãо ìассива запускается спе-
öиаëüная проãраììа, которая восстанавëивает раз-
руøенный ìассив на основе еãо преäыäущей вер-
сии с испоëüзованиеì записей журнаëа изìенений.
Есëи восстановëение закон÷иëосü неуäа÷но, то
восстановëение текущеãо ìассива произвоäится из
сëеäуþщей преäыстории и т. ä.
Стратегия III — это сìеøанная стратеãия, ко-

торая испоëüзует возìожности первых äвух стра-
теãий, т.е. эта стратеãия испоëüзует и копии и пре-
äыстории текущеãо ìассива äанных. При÷еì, сна-
÷аëа в соответствии со стратеãией I испоëüзуþтся
копии ìассива, а затеì, в сëу÷ае неуäа÷и восста-
новëения из копий, испоëüзуþтся преäыстории
ìассива в соответствии со стратеãией II.
Объеäинение автоноìных коìпüþтеров посреä-

ствоì канаëов связи позвоëиëо поëу÷итü еäинуþ
распреäеëеннуþ ВС, обëаäаþщуþ ка÷ественно
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новыìи возìожностяìи по созäаниþ и экспëуата-
öии распреäеëенных СОД по сравнениþ с возìож-
ностяìи систеì, работаþщих на базе отäеëüных
коìпüþтеров. Приìенение ìетоäов резервирова-
ния в таких ВС по сравнениþ с автоноìныìи
ЭВМ обëаäает ряäоì особенностей [7]:
при анаëизе эффективности и выборе опти-
ìаëüной стратеãии резервирования äанных в
РСОД, построенной на базе ВС, необхоäиìо
у÷итыватü параìетры саìой ВС: топоëоãиþ се-
ти, заäержку сообщений в канаëах связи, харак-
теристики произвоäитеëüности отäеëüных коì-
пüþтеров, наäежностü и пропускнуþ способ-
ностü объеäиняþщих их канаëов связи и т. ä.;
в сиëу территориаëüной распреäеëенности в
вы÷исëитеëüной сети ìожно испоëüзоватü оäин
из сëеäуþщих основных способов хранения ре-
зерва РСОД:
— öентраëизованное, при котороì резерв хра-
нится в оäноì из узëов ВС;

— äеöентраëизованное, коãäа резерв распреäе-
ëен по некотороìу ìножеству узëов ВС;

в сëу÷ае äеöентраëизованноãо хранения резерва
в РСОД äëя обработки поступаþщих в систеìу
запросов ìожно приìенятü нескоëüко äисöип-
ëин обработки. Рассìотриì основные из них
(сì. рисунок) [7, 8].
1. Запрос пересыëается äëя обработки в бëи-

жайøий (соãëасно некотороìу критериþ) узеë,
который хранит резерв ìассива äанных, необхоäи-
ìоãо äëя обработки запроса.

2. Запрос пересыëается äëя обработки параë-
ëеëüно в K узëов с требуеìыì резервоì.

3. Запрос, который изна÷аëüно быë поëу÷ен в
j-ì узëе, посëеäоватеëüно пересыëается по узëаì
пути äëины K, на÷инаþщеãося в j-ì узëе и состо-
ящиì из узëов, соäержащих резерв требуеìоãо
ìассива. Запрос посëеäоватеëüно пересыëается по
узëаì äанноãо пути äо тех пор, пока он иëи не бу-
äет успеøно обработан в некотороì узëе ëибо не
буäет пройäен весü путü из K узëов.

4. Запрос, поëу÷енный в j-ì узëе, поо÷ереäно
отправëяется äëя обработки в K бëижайøих уз-
ëов, соäержащих необхоäиìый резерв. Опрос уз-
ëов проäоëжается äо тех пор, пока из о÷ереäноãо
опраøиваеìоãо узëа не буäет успеøно поëу÷ен от-
вет на запрос ëибо не буäут опроøены все K узëов
без поëу÷ения требуеìоãо ответа.
Территориаëüная распреäеëенностü ВС обус-

ëовëивает не тоëüко возìожностü приìенения
разëи÷ных äисöипëин обработки запросов, но и
боëüøое разнообразие вариантов разìещения ре-
зерва по узëаì сети, которые обеспе÷иваþт раз-
ëи÷ные зна÷ения стоиìости, вреìени и наäежнос-
ти обработки поступаþщих запросов [7]. Эти об-
стоятеëüства опреäеëяþт необхоäиìостü реøения
заäа÷и оптиìаëüноãо разìещения оперативноãо

резерва ìассивов äанных по узëаì ВС в соответст-
вии с разëи÷ныìи критерияìи оптиìизаöии. В ре-
зуëüтате реøения этой заäа÷и опреäеëяется ìно-

жество I o = {i|yi = 1} узëов сети, в которых необ-
хоäиìо разìеститü резерв (уi = 1, есëи в i-ì узëе
разìещен резерв), а также коëи÷ество копий и/иëи
преäысторий ìассива äанных, разìещаеìых в уз-

ëах этоãо ìножества I o. В ка÷естве критериев оп-
тиìизаöии реøения äанной заäа÷и ìожно, напри-
ìер, испоëüзоватü такие критерии, как ìаксиìуì
вероятности и ìиниìуì среäнеãо вреìени поëу-
÷ения ответа на запрос, ìиниìуì стоиìости об-
работки запросов и ìиниìуì затрат на хранение
резерва.
Наприìер, заäа÷а поиска разìещения опера-

тивноãо резерва в узëах ВС, обеспе÷иваþщеãо ìи-
ниìуì стоиìостных затрат S(X ) на обработку пос-
тупаþщих запросов и хранение резерва форìуëи-
руется такиì образоì:

S(X ) → min (1)

при оãрани÷ениях на вреìя tj обработки запросов,
вероятностü ρj поëу÷ения ответа на запрос и на
разìер xj резерва в узëах сети:

tj(X ) ≤ ,  j ∈ Jз, (2)

ρj(X ) ≥ ,  j ∈ Jз, (3)

xj ≤ ,  j ∈ I o. (4)

Основные дисциплины обработки запросов

t

ρj

xj
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Зäесü Jз — это ìножество инäексов узëов ВС,

в которых возникаþт запросы; I o = {i |yi = 1} —
ìножество узëов ВС, в которых разìещен резерв;
X = (xj) — распреäеëение резерва по узëаì сети, ãäе
xj — ÷исëо копий и/иëи преäысторий, разìещен-

ных в узëе j;  — ìаксиìаëüное ÷исëо копий и/иëи
преäысторий ìассива äанных, которые ìожно раз-
ìеститü в узëе j.
Разìер затрат S(X ) äëя äисöипëин 1 и 2 обра-

ботки запросов опреäеëяется по форìуëе

S(X ) = L sixi + ZPji(xi)(Ujψji + Vj).

Зäесü ψji ∈ Ψo; ìатриöа Ψo = || ||, ãäе  ∈ {0, 1}

и  = 1, есëи запрос из j-ãо узëа аäресуется в i-й

узеë, si — стоиìостü хранения оäноãо бита инфор-
ìаöии в узëе i; L — äëина ìассива äанных в битах;
Uj(Vj) — интенсивностü инфорìаöионных запро-
сов (запросов на ìоäификаöиþ), возникаþщих в
узëе j; ZPji(xi) — разìер среäних произвоäитеëüных
затрат на обработку запроса, посëанноãо из узëа j
на обработку в узеë i:

ZPji(xi) = 2Dji + Ei(xi)hi,

ãäе Ei(xi) — среäнее вреìя обработки запроса в уз-
ëе i, Dji — стоиìостü переäа÷и запроса/ответа из
узëа j в узеë i (преäпоëаãается, ÷то Dji = Dij), hi —
стоиìостü испоëüзования ресурсов ЭВМ узëа i в
еäиниöу вреìени.
Зна÷ения вреìени обработки запросов и веро-

ятности поëу÷ения ответа на запрос опреäеëяþтся
по форìуëаì

äëя äисöипëины 1:

tj(X ) = 2tз(1 – ψj j) + Ek(xk)Ψjk;

ρj(X ) = rjkPk(xk)Ψjk,

äëя äисöипëины 2:

tj(X ) = max ,

ρj(X ) = 1 – [1 – rjkPk(xk)rkjΨjk],

ãäе Ek(xk) — среäнее вреìя обработки запроса в уз-
ëе k, Pk(xk) — вероятностü успеøной обработки за-
проса в узëе k при усëовии разìещения в этоì узëе
резерва объеìоì xk.

2. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È

В работе [7] показано, ÷то сфорìуëированная
в настоящей статüе заäа÷а поиска оптиìаëüноãо
оперативноãо резерва принаäëежит кëассу заäа÷
öеëо÷исëенноãо выпукëоãо проãраììирования.
Дëя этоãо в указанной работе äоказывается выпук-
ëостü оãрани÷ений (2)—(4) и öеëевой функöии (1).
Достато÷ное усëовие совпаäения ëокаëüноãо и

ãëобаëüноãо ìиниìуìов öеëевой функöии закëþ-
÷ается в выпукëости функöий S(X ), tj(X ) и ρj(X ).
Данное обстоятеëüство позвоëяет приìенитü äëя
реøения наøей заäа÷и оптиìизаöии оперативно-
ãо резервирования ìетоäы, приìеняеìые äëя ре-
øения заäа÷ распреäеëения оãрани÷енных ресур-
сов [9].
Анаëоãи÷но ìожно показатü, ÷то к кëассу за-

äа÷ öеëо÷исëенноãо выпукëоãо проãраììирования
принаäëежат и заäа÷и оптиìаëüноãо оперативноãо
резервирования, привеäенные ниже и испоëüзуþ-
щие в ка÷естве критериев оптиìизаöии:

— ìаксиìуì вероятности успеøной обработки
запросов (заäа÷а (5)—(9));

— ìиниìуì среäнеãо вреìени поëу÷ения ответа
на запрос (заäа÷а (9)—(12)). 
Форìуëировки äанных заäа÷ оптиìаëüноãо

оперативноãо резервирования:
Найти:

maxR(X ) = max ρj(X ) (5)

при оãрани÷ениях:

S(X ) ≤ , (6)

tj(X ) ≤ ,  j ∈ Jз, (7)

xj ≤ ,  j ∈ I o. (8)

Найти:

minT(X ) = min tj(X ), (9)

ãäе Nз = |Jз|,

при оãрани÷ениях:

S(X ) ≤ , (10)

ρj(X ) ≥ ,  j ∈ Jз, (11)

xj ≤ ,  j ∈ I o. (12)

Привеäенные заäа÷и оптиìаëüноãо оператив-
ноãо резервирования ìассивов äанных в ВС сфор-
ìуëированы в преäпоëожении, ÷то они реøаþтся
в äва этапа. На первоì этапе опреäеëяется опти-

ìаëüное разìещение копий ìассива по узëаì ВС I о

(не боëее оäной копии в кажäоì узëе). Это раз-

xj

i I
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∑
j 1=
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∑
i I
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∑

ψji
o ψji

o

ψji
o

k 1=

N

∑
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ìещение поëу÷ается в резуëüтате реøения заäа÷и
(1)—(4) с поìощüþ известных аëãоритìов [10—14].
Есëи найäенное на первоì этапе разìещение

копий не обеспе÷ивает выпоëнение оãрани÷ения
(3) заäа÷и, т. е. не обеспе÷ивает требуеìуþ веро-
ятностü обработки запросов , то перехоäят ко
второìу этапу реøения заäа÷и. На второì этапе

äëя кажäоãо узëа ìножества I о реøается заäа÷а оп-
реäеëения оптиìаëüноãо объеìа резерва в отäеëü-
ноì узëе ВС. Дëя ее реøения приìеняþтся траäи-
öионные ìетоäы (ìетоäы реøения заäа÷ распре-
äеëения оãрани÷енных ресурсов) [7].
Реøение заäа÷и оптиìаëüноãо оперативноãо

резервирования ìассивов äанных в ВС в äва этапа
позвоëяет уìенüøитü вы÷исëитеëüнуþ сëожностü
заäа÷и, так как вìесто оäной сëожной заäа÷и ре-
øаþтся äве боëее простые заäа÷и. Реøение пер-
вой из них позвоëяет опреäеëитü поäìножество
узëов ВС, в которых необхоäиìо разìеститü ре-
зерв. А реøение второй заäа÷и позвоëяет опреäе-
ëитü объеì резерва, разìещаеìоãо в поëу÷енноì
ранее поäìножестве узëов ВС.
Рассìотриì боëее общуþ постановку заäа÷и

оптиìаëüноãо оперативноãо резервирования, в ко-
торой ìоãут испоëüзоватüся анаëоãи÷ные крите-
рии оптиìизаöии.
Рассìотриì такуþ постановку заäа÷и, напри-

ìер, äëя äисöипëины 1 обработки запросов при
испоëüзовании в ка÷естве критерия оптиìизаöии
ìиниìуìа стоиìости обработки запросов и стои-
ìости хранения резерва. Заäа÷а форìуëируется
сëеäуþщиì образоì:
найти ìиниìуì зна÷ения функöии

S(X ) = L sixi + Vj [2Dji + Ei(xi)hi] +

+ Uiψji[2Dji + Ei(xi)hi]

при оãрани÷ениях:

ρj(X ) = ρjk ≥ ,  j ∈ Jз;  tj(X ) = tjk ≤ ,  j ∈ Jз;

xj ∈ {0, 1, ..., },  j = ,

ãäе k — инäекс узëа сети с оперативныì резервоì,
äëя котороãо справеäëивы усëовия:

2Djk + Ek(xk)hk = [2Dji + Ei(xi)]; 

Nj = {i/ρji ≤ , tji ≤ };

ρji = rjiPi(xi)rij при i ≠ j и ρji = Pi(xi) при i = j;

tji = 2tз + Ei(xi) при i ≠ j и tji = Ei(xi) при i = j,

ãäе Ek(xk) — среäнее вреìя обработки оäноãо за-
проса в узëе k; tз — среäнее вреìя заäержки пере-

äа÷и сообщений в канаëах связи сети; hk — стои-
ìостü испоëüзования ресурсов коìпüþтера узëа k
в еäиниöу вреìени; Djk — стоиìостü переäа÷и со-
общения (запроса/ответа на запрос) из узëа j в
узеë k (поëаãаеì, ÷то Djk = Dkj).

Анаëоãи÷но форìуëируþтся и äруãие заäа÷и
оптиìаëüноãо оперативноãо резервирования, ис-
поëüзуþщие в ка÷естве критерия оптиìизаöии ìи-
ниìуì среäнеãо вреìени поëу÷ения ответа на за-
прос иëи ìаксиìуì вероятности успеøной обра-
ботки запросов.

3. ÐÅÇÅÐÂÈÐÎÂÀÍÈÅ ÂÇÀÈÌÎÑÂßÇÀÍÍÛÕ 
ÌÀÑÑÈÂÎÂ ÄÀÍÍÛÕ

Заäа÷и оптиìаëüноãо оперативноãо резервиро-
вания (сì. § 1 и 2) быëи сфорìуëированы в преä-
поëожении, ÷то резервируеìые в РСОД ìассивы
äанных испоëüзуþтся независиìо äруã от äруãа.
Это позвоëиëо ставитü и реøатü заäа÷и оптиìаëü-
ноãо резервирования отäеëüно и независиìо äëя
кажäоãо ìассива äанных. Оäнако ÷аще всеãо на
практике в СОД разноãо кëасса и назна÷ения, в
тоì ÷исëе и в РСОД, построенных на базе ВС, ре-
øаþтся заäа÷и и обрабатываþтся запросы, работа
с которыìи требует испоëüзования некотороãо
поäìножества ìассивов äанных. При÷еì, как пра-
виëо, в äанное поäìножество вхоäят ìассивы äан-
ных, взаиìосвязанных ìежäу собой (ссыëкаìи
иëи аëãоритìи÷ески). В ÷астности, обработка оä-
ноãо запроса к распреäеëенной базе äанных (РБД)
также ìожет потребоватü äоступ к äанныì из не-
скоëüких связанных äруã с äруãоì ìассивов äан-
ных, которые ìоãут бытü разìещены в разных уз-
ëах ВС, территориаëüно уäаëенных äруã от äруãа.
По этой при÷ине возникает необхоäиìостü оп-

тиìизаöии резервирования ìассивов äанных, ис-
поëüзуеìых в РСОД, с у÷етоì их взаиìосвязи äруã
с äруãоì и äруãих параìетров ВС (таких, как то-
поëоãия сети, трафик запросов разëи÷ноãо типа,
наäежностü функöионирования канаëов связи и
отäеëüных ЭВМ сети и äр.). Покажеì, ÷то äанные
заäа÷и ìожно сфорìуëироватü, испоëüзуя приве-
äенные выøе резуëüтаты.
Рассìотриì работу РСОД, построеннуþ на ос-

нове ВС, состоящей из N узëов. В систеìе ис-
поëüзуется M ìассивов äанных и реøается J раз-
ëи÷ных заäа÷. Кажäая из заäа÷ систеìы ìожет
испоëüзоватü нескоëüко разëи÷ных ìассивов и
ìожет реøатüся в нескоëüких разëи÷ных узëах се-
ти. Обозна÷иì ÷ерез Wj то ÷исëо реøений j-й за-

äа÷и, j = , которое произвоäится за некий ин-
терваë вреìени (наприìер, ÷ас, сутки, неäеëя, ìе-
сяö, квартаë и т. п.).

ρ

i I
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∑
j 1=

N

∑
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ρ t
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Ввеäеì переìеннуþ Ψjn ∈ (0, 1) такуþ, ÷то
Ψjn = 1, есëи j-я заäа÷а реøается в n-ì узëе сети;
обозна÷иì Ujm — среäнее ÷исëо инфорìаöионных
запросов j-й заäа÷и к m-ìу ìассиву äанных, а Vjm —
среäнее ÷исëо запросов на ìоäификаöиþ m-ãо ìас-
сива äанных, возникаþщих при реøении j-й заäа-
÷и; xnm — объеì резерва m-ãо ìассива, разìещен-
ноãо в n-ì узëе сети, Lm — разìер m-ãо ìассива
äанных в байтах.
Усëовиìся, ÷то заäа÷а в систеìе реøена успеø-

но тоëüко в сëу÷ае, есëи поëу÷ены ответы на все
запросы, возникаþщие в проöессе ее реøения (за-
просы на поëу÷ение и ìоäификаöиþ äанных) ко

всеì требуеìыì ìассиваì äанных. Тоãäа вероят-
ностü Pnj(X ) реøения j-й заäа÷и в n-ì узëе при рас-
преäеëении резерва X = ||xnm||

Pnj(X ) = ,

ãäе ρnm(X ) — вероятностü поëу÷ения ответа на ин-
форìаöионный запрос к m-ìу ìассиву, выäанный
в n-ì узëе сети; βnm(X ) — это вероятностü успеø-
ной обработки выäанноãо в n-ì узëе сети запроса
на обновëение m-ãо ìассива äанных. Зна÷ение
äанной вероятности зависит от тоãо, какая испоëü-
зуется äисöипëина обработки запроса, и опреäе-

m 1=

M

∏ ρnm X( )[ ]
Ujm βnm

Vjm

Òàáëèöà âåðîÿòíîñòíûõ âðåìåííûõ è ñòîèìîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê äèñöèïëèí îáðàáîòêè çàïðîñîâ

Дисöипëина Характеристика 

1
ρj = Pk(xk)rkjψjk Z = (Ujψjk + Vj yk)Zjk(xk)

tj = 2tз(1 – ψjj) + (xk)Ψjk ZP = (Ujψjk + Vj yk)ZPjk(xk)

2
ρj = 1 – [1 – rjkPk(xk)rkjψjk] Z = (Ujψjk + Vj yk)Zjk(xk)

tj = max ZP = (Ujψjk + Vj yk)ZPjk(xk)

3
ρj = (1 – Z = (Uj + Vj yk)Zjk(xk)

tj = (K + 1)tз + (xk)ψjk – B; B = tз при

n(j, j) = 1 иëи n(j, j) = K и 0 в остаëüных сëу÷аях

ZP = (Uj + Vj yk)ZPjk(xk)

4
ρj = 1 – [1 – rjkPk(xk)rkjψjk] Z = Zjk(xk), 

ji ∈ Nj; i = 

tj = 2tз(K – ψjj) + (xk)ψjk

ZP = 

ZPjk(xk),

ji ∈ Nj; i = 

Обозна÷ения: Zjk(xk) = 2(1 – rjk)Djk + [1 – Pk(xk)]Ek(xk)hk; ZPjk(xk) = 2Djk + Ek(xk)hk; Uik =  при

n(j, k) = n(j, i) + 1 и 0 в остаëüных сëу÷аях;  = Ui , jα = j, jα ∈ Nj
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ëяется по соответствуþщей форìуëе, привеäенной
в табëиöе [7]. Преäпоëожиì, ÷то зна÷ение этой ве-
роятности равно вероятности события, закëþ÷аþ-
щеãося в обновëении по крайней ìере оäноãо из
ìассивов äанных, разìещенноãо в оäноì из узëов
сети с резервоì, и посëеäуþщеãо поëу÷ения со-
общения об успеøноì обновëении этоãо ìассива.
С у÷етоì сäеëанноãо преäпоëожения вероятностü
успеøной обработки запроса на обновëение ìас-
сива äанных

βnm(X ) = 1 – [1 – rniPi(xim)rin],

ãäе Pi(xim) — вероятностü успеøной обработки за-
проса в узëе i, в котороì разìещен резерв объ-
еìоì xim; rni — наäежностü канаëа связи ìежäу n-ì
и i-ì узëоì ВС (буäеì с÷итатü, ÷то rni = rin).
Обозна÷иì ÷ерез Tnj(X ) суììарное вреìя ожи-

äания ответов на все запросы, выäанные при ре-
øении j-й заäа÷и в n-ì узëе ВС. Оно опреäеëяется
по форìуëе

Tnj(X ) = {Ujm (X ) + Ujm (X )},

ãäе (X ) — вреìя поëу÷ения ответа на запрос к

m-ìу ìассиву, выäанный в n-ì узëе (еãо зна÷ение
вы÷исëяется по соответствуþщей форìуëе из таб-
ëиöы); (X ) — вреìя обработки оäноãо запроса

на ìоäификаöиþ äанных в m-ì ìассиве, который
быë выäан в узëе n. Зна÷ение äанноãо вреìени так-
же опреäеëяется по форìуëе из табëиöы äëя äис-
öипëины 2 обработки запросов при Nj = {i/xim ≠ 0}).
В табëиöе привеäены форìуëы äëя рас÷ета ха-

рактеристик äисöипëин обработки запросов: ρj —
вероятности поëу÷ения ответа на запрос, выäан-
ный в j-ì узëе ВС; tj — вреìени обработки запроса,
выäанноãо в узëе j; ZP — разìера среäних произ-
воäитеëüных затрат на обработку запросов; Z —
разìера среäних непроизвоäитеëüных затрат на
обработку запросов.
Стоиìостü S(X ) функöионирования РСОД в те-

÷ение рассìатриваеìоãо наìи периоäа вреìени
буäет скëаäыватüся из стоиìости реøения всех за-
äа÷ систеìы и стоиìости хранения резерва в узëах
сети и, такиì образоì,

S(X ) = Wj ϕjn Vjm ZPni(xim) +

+ Ujm ZPni(xim)  + Lm snxnm,

ãäе ZPni(xim) = 2Dni + Ei(xim)hi, sn — стоиìостü хра-
нения оäноãо бита инфорìаöии в n-ì узëе в те÷е-
ние рассìатриваеìоãо периоäа вреìени.

Сфорìуëируеì заäа÷у оптиìаëüноãо оператив-
ноãо резервирования M взаиìосвязанных ìасси-
вов äанных при испоëüзовании в ка÷естве крите-
рия ìиниìуìа стоиìостных затрат на функöиони-
рование систеìы S(X ).
Необхоäиìо найти такое оптиìаëüное разìе-

щение резерва испоëüзуеìых в РСОД ìассивов
äанных по узëаì ВС, которое обеспе÷ит ìини-
ìаëüные стоиìостные затраты на функöионирова-
ние систеìы. Найäенное реøение заäа÷и äоëжно
соответствоватü оãрани÷енияì на объеì резерва,
разìещаеìоãо в кажäоì из узëов ВС, и äоëжно
обеспе÷иватü затраты вреìени на ожиäание отве-
тов на запросы не боëее заäанноãо ëиìита.
Такиì образоì, найти

S(X ) → min
при оãрани÷ениях:

Pnj(X ) ≥ ,  Tnj(X ) ≤ ,  xnmLm ≤ Qn,

j = ; n = .

Анаëоãи÷но форìуëируþтся заäа÷и поиска оп-
тиìаëüноãо разìещения в ВС резерва взаиìо-
связанных ìассивов, испоëüзуеìых в РСОД, при
äруãих критериях оптиìаëüности реøения. На-
приìер, при испоëüзовании такоãо критерия оп-
тиìаëüности разìещения резерва, как ìаксиìуì
вероятности успеøноãо реøения всех заäа÷ систе-
ìы за заäанный периоä вреìени, заäа÷а форìуëи-
руется сëеäуþщиì образоì:

P(X ) =  → max

при оãрани÷ениях

S(X ) ≤ ,  Tnj(X ) ≤ ,  xnmLm ≤ Qn, 

j = ,  n = .

4. ÐÅÇÅÐÂÈÐÎÂÀÍÈÅ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ 
Â ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÕ ÁÀÇÀÕ ÄÀÍÍÛÕ

Рассìотриì ситуаöиþ, коãäа необхоäиìо найти
оптиìаëüное разìещение резерва взаиìосвязан-
ных ìассивов äëя распреäеëенной базы äанных
(РБД), в аäрес которой поëüзоватеëяìи ВС фор-
ìируþтся поток инфорìаöионных запросов и по-
ток запросов на ìоäификаöиþ äанных.
Обозна÷иì: J — ìножество ноìеров инфорìа-

öионных запросов к ìассиваì, обрабатываеìыì

среäстваìи РБД; J o — ìножество ноìеров разëи÷-
ных запросов на ìоäификаöиþ äанных в ìассивах
РБД; Mj — ìножество ноìеров ìассивов, испоëü-
зуеìых при обработке j-ãо инфорìаöионноãо за-
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проса, j ∈ J;  — ìножество ноìеров ìассивов,

которые ìоäифиöируþтся при выпоëнении оäно-

ãо запроса j о ∈ J о. В кажäый фиксированный ин-
терваë вреìени в аäрес РБД в n-ì узëе сети в среä-
неì форìируется Unj запросов j-ãо типа (инфорìа-

öионный запрос к ìассиву äанных) и  запросов

jо-ãо типа (ìоäификаöия ìассива äанных).
Вероятностü Rn(X ) поëу÷ения ответов на все за-

просы, выäанные в n-ì узëе за рассìатриваеìый
интерваë вреìени (т. е. наäежностü обсëуживания
поëüзоватеëей n-ãо узëа сети, ãенерируþщих поток
запросов к РБД) опреäеëяется по форìуëе:

Rn(X ) =

= .

Всеìи поëüзоватеëяìи n-ãо узëа ВС, работаþ-

щиìи с РБД, за рассìатриваеìый интерваë вреìе-
ни буäет затра÷ено Tn(X ) еäиниö вреìени на ожи-

äание ответов на выäанные иìи запросы:

Tn(X ) = Unj (X ) +

+ (X ).

Стоиìостü функöионирования РБД за рассìат-
риваеìый интерваë вреìени (затраты на хранение
резерва и обработку запросов)

S(X ) = Unj ZPni(xim) +

+ ZPni(xim) + Lm Snxnm.

Поëу÷енные форìуëы позвоëяþт сфорìуëиро-
ватü заäа÷у оптиìизаöии резервирования ìассивов
äанных в РБД по критериþ ìаксиìуìа наäежнос-
ти обсëуживания поëüзоватеëей базы äанных —
необхоäиìо обеспе÷итü ìаксиìаëüнуþ вероятностü
обработки всех запросов поëüзоватеëей к РБД,
сфорìированных за рассìатриваеìый интерваë
вреìени, при оãрани÷ениях на объеì резерва, раз-
ìещаеìоãо в кажäоì из узëов сети, стоиìостü
функöионирования РБД, общее вреìя ожиäания
ответов на запросы, выäанные поëüзоватеëяìи оä-
ноãо узëа за рассìатриваеìый интерваë вреìени:

R(X ) = Rn(X ) → max

при оãрани÷ениях Tn(X ) ≤ , S(X ) ≤ ,

xnmLm ≤ Qn, n = .

Анаëоãи÷но форìуëируþтся и заäа÷и оптиìаëü-
ноãо резервирования ìассивов äанных в РБД с äру-
ãиìи критерияìи оптиìизаöии: ìиниìуì стоиìос-
ти функöионирования РБД за заäанный интерваë
вреìени; ìиниìуì суììарноãо вреìени ожиäания
ответов на запросы поëüзоватеëей РБД, сфорìи-
рованные иìи за заäанный интерваë вреìени.

5. ÐÀÇÌÅÙÅÍÈÅ ÐÅÇÅÐÂÀ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ Ñ Ó×ÅÒÎÌ 
ÈÍÒÅÍÑÈÂÍÎÑÒÈ ÒÐÀÔÈÊÀ ÇÀÏÐÎÑÎÂ

Оптиìаëüное распреäеëение оперативноãо ре-
зерва ìассивов äанных по узëаì ВС нахоäится в
непосреäственной зависиìости от трафика запро-
сов к резервируеìыì ìассиваì, возникаþщих в уз-
ëах сети при реøении заäа÷ и форìируеìых поëü-
зоватеëяìи сети. Выпоëниì ка÷ественный анаëиз
вëияния трафика запросов, возникаþщих в узëах
ВС, на оптиìаëüное распреäеëение оперативноãо
резерва ìассивов äанных. Анаëиз выпоëниì на
приìере оäнороäной поëносвязной ВС в сìысëе
разìера стоиìостных затрат на хранение резерва и
обработку запросов — S(Y ). Буäеì с÷итатü, ÷то за-
просы на ìоäификаöиþ ìассива äанных аäресу-
þтся оäновреìенно во все узëы сети с резервоì, а
инфорìаöионные запросы к ìассиву обрабатыва-
þтся в соответствии с äисöипëиной 1. Затраты бу-
äеì вы÷исëятü по форìуëе

S(Y ) = [h + 2D + h*(TY – T + 2tз)] (Uj + KVj) +

+ sK – (2D + h*2tз) (Uj + Vj), (13)

ãäе D — стоиìостü переäа÷и запроса/ответа по ка-
наëаì связи ВС; h — стоиìостü обработки оäноãо
запроса в узëе с резервоì; s — стоиìостü хранения
резерва в оäноì из узëов; Y — ìножество инäексов
узëов сети, по которыì распреäеëен резерв (рас-
преäеëение резерва по ВС); K = |Y |; TY — среäнее
вреìя обработки запроса в оäноì из узëов сети
при распреäеëении резерва Y; T — заäанная верх-
няя ãраниöа вреìени поëу÷ения ответа на запрос;
h* — стоиìостü (øтраф) превыøения вреìенеì
поëу÷ения ответа веëи÷ины T.
Сäеëаеì преäпоëожения:
— инфорìаöионные запросы, возникаþщие в

узëах без резерва, равноìерно распреäеëяþтся
ìежäу всеìи K узëаìи сети с резервоì;

— запросы, поступаþщие в кажäый из узëов с
резервоì, образуþт пуассоновский поток с пара-
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ìетроì λy; вреìя обработки запросов распреäеëе-
но по показатеëüноìу закону;

— äëя кажäоãо узëа сети j =  выпоëняþтся
равенства: Uj = U; Vj = V.
Основываясü на сäеëанных преäпоëожениях,

поëу÷иì, ÷то TY = t/(1 – λY t), ãäе t — среäнее вреìя

обработки запроса, а λY = NV + NK –1U.
Преäпоëожиì, ÷то разìещение резерва Y' ìы

поëу÷иëи на основе распреäеëения Y путеì разìе-
щения в узëе i äопоëнитеëüноãо резерва. Опреäе-
ëиì, при каких соотноøениях ìежäу зна÷енияìи U
и V справеäëиво неравенство

S(Y' ) > S(Y ), (14)

в котороì Y' = Y U {i}; (K' = |Y' | = K + 1).
При сäеëанных преäпоëожениях из форìуëы

(13) сëеäует, ÷то

S(Y' ) = S(Y ) – N(U + KV )(TY – TY')h* +
+ S – (U + V)(2D + h*2tз) +

+ NV [h + 2D + h*(TY' – T) + h*2tз, (15)

а неравенство (14) буäет эквиваëентно неравенству

V [Nh + 2D(N – 1) + Nh*(TY' – T ) +
+ h*2tз(N – 1) – NK(TY – TY')h*] >

> U [Nh*(TY – TY') + 2D + h*2tз] – S. (16)

Достато÷ныì усëовиеì выпоëнения неравенст-
ва (16) сëужит соотноøение ìежäу зна÷енияìи U
и V:

V > U [Nh*(TY – TY') + 2D + h*2tз] Ѕ
Ѕ [Nh + 2D(N – 1) + Nh*(TY' – T ) +

+ h*2tз(N – 1) – NK(TY – TY')h*]–1. (17)

Рассìотриì ÷астные сëу÷аи.
1. Зна÷ение S(Y) зависит ãëавныì образоì от

затрат на испоëüзование канаëов связи, т. е. D . h*,
D . h. В этоì сëу÷ае соотноøение (17) привоäится
к виäу

V ≥ U(N – 1)–1. (18)

2. Превыøение вреìенеì поëу÷ения ответа на
запрос веëи÷ины T несущественно, т. е. h* n h,
h* n D.
Соотноøение (17) выпоëняется при усëовии

V ≥ U(N – 1)(h/2D + 1)]–1. (19)

3. У÷итывается ãëавныì образоì вреìя поëу-
÷ения ответа на запрос, т. е. h* . D, h* . h. В этоì
сëу÷ае выражение (17) эквиваëентно соотноøениþ

V ≥ U [N(TY – TY') + 2tз][N(TY – T ) +

+ (N – 1)2tз – NK(TY – TY')]
–1. (20)

Поëу÷енные ка÷ественные резуëüтаты (при сäе-
ëанных преäпоëожениях) сфорìуëируеì в виäе ут-
вержäения,
Утверждение 1. В однородной полносвязной вы-

числительной сети при выполнении соотношения (17)
(или соотношений (18)—(20)) соответственно для
рассмотренных случаев 1—3 наименьшие стоимост-
ные затраты на хранение резерва и на обработку за-
просов достигаются при размещении резерва в одном
узле сети.
Из выражения (15) сëеäует, ÷то неравенство

S(Y' ) < S(Y ) справеäëиво при выпоëнении соот-
ноøения

U > V{Nh + 2D(N – 1) + h*[N(TY' – T ) –

– 2tз(N – 1) – NK(TY – TY')]}B
–1 + SB–1, (21)

ãäе B = Nh*(TY – TY') + 2D + h*2tз.

Рассìотриì ÷астные сëу÷аи:
1) есëи D . h*, D . h, D . S, то соотноøение

(21) эквиваëентно неравенству

U > V(N – 1); (22)

2) при h* n h, h* n D и h* n S соотноøение (21)
привоäится к виäу

U > V(N – 1) + (S + NhV )(2D)–1; (23)

3) äëя h* . D и h* . h поëу÷иì:

U > V [N(TY' – T ) + 2tз(N – 1) –

– NK(TY – TY')][N(TY – TY') + 2tз]
–1. (24)

Обобщиì поëу÷енные ка÷ественные резуëüта-
ты в виäе утвержäения, справеäëивоãо при сäеëан-
ных преäпоëожениях.
Утверждение 2. В однородной полносвязной вы-

числительной сети при выполнении соотношения (21)
(или соотношений (22)—(24)) соответственно для
рассмотренных случаев 1—3 наименьшие стоимост-
ные затраты на хранение резерва и обработку за-
просов обеспечивает размещение резерва во всех уз-
лах, в которых возникают запросы.
Пример. Покажеì на приìере реøения заäа÷и опти-

ìаëüноãо оперативноãо резервирования ìассивов äан-
ных в ВС то, как вëияет на оптиìаëüное разìещение ре-
зерва изìенение зна÷ений параìетров саìой сети. Рас-
сìотриì резуëüтат реøения заäа÷и оптиìаëüноãо резер-
вирования на приìере сеãìента оäнороäной поëносвяз-
ной ВС из пяти узëов. Параìетры узëов рассìатривае-
ìоãо сеãìента сети (в сиëу оäнороäности сети инäексы
узëов опущены):

θ = 1,5;  τ = 0,5;  U = 20;  V = 7;  q = 0,01;  S = 2,0;

r2 = 0,985;  2D = 9,0;  h = 3,0;  N = 5.

В ка÷естве критерия заäа÷и приìеì ìиниìуì стои-
ìостных затрат на обработку запросов и хранение ре-
зерва.

1 N,
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Дëя рассìатриваеìоãо наìи приìера сеãìента сети
с указанныìи параìетраìи выпоëняется соотноøение
(18). Сëеäоватеëüно, справеäëиво и утвержäение 1, из
котороãо сëеäует, ÷то при заäанных параìетрах сети ре-
зерв öеëесообразно разìеститü тоëüко в оäноì из узëов.

Проверка äанноãо утвержäения путеì реøения заäа-
÷и оптиìаëüноãо оперативноãо резервирования ìетоäоì
поëноãо перебора показывает, ÷то äëя рассìатриваеìо-
ãо фраãìента сети оптиìаëüныìи явëяþтся пятü равно-
зна÷ных (в сиëу оäнороäности сети) распреäеëений ре-
зерва: (20000), (02000), (00200), (00020) и (00002). Эти
распреäеëения резерва обеспе÷иваþт оäинаковое зна÷е-
ние öеëевой функöии S(Y ) = 1792,07.

Есëи же в параìетрах рассìатриваеìоãо сеãìента се-
ти произойäут изìенения: V = 3, h = 1,5, то в этоì сëу÷ае
буäет выпоëнятüся соотноøение (23) и буäет уже спра-
веäëиво утвержäение 2. В соответствии с этиì утверж-
äениеì при изìененных параìетрах ВС наибоëее öе-
ëесообразно разìещение резерва в кажäоì из узëов сеã-
ìента, в котороì возникаþт запросы. Реøение заäа÷и
оптиìаëüноãо оперативноãо резервирования ìетоäоì
поëноãо перебора при новых параìетрах фраãìента сети
äоказывает справеäëивостü утвержäения 2 и äает наì оä-
но оптиìаëüное распреäеëение оперативноãо резерва —
(11111), которое обеспе÷ивает сëеäуþщее зна÷ение öе-
ëевой функöии S(Y ) = 1337,49.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрены три основные стратеãии опера-
тивноãо резервирования ìассивов постоянных и
текущих оперативных äанных и указаны особен-
ности приìенения этих стратеãий в систеìах об-
работки äанных, работаþщих в распреäеëенных
вы÷исëитеëüных сетях. Описаны разëи÷ные вари-
анты хранения резерва в вы÷исëитеëüной сети и
нескоëüко возìожных äисöипëин обработки ин-
форìаöионных запросов и запросов на ìоäифика-
öиþ äанных ìассивов. Сфорìуëирована в общеì
виäе заäа÷а распреäеëения инфорìаöионноãо ре-
зерва по узëаì вы÷исëитеëüной сети, оптиìаëüно-
ãо по критериþ ìиниìуìа суììарных затрат на
обработку поступаþщих запросов и хранение ре-
зерва в узëах сети. Также сфорìуëированы заäа÷и
оптиìаëüноãо резервирования ìассивов äанных в
вы÷исëитеëüных сетях по критерияì ìаксиìуìа
вероятности успеøной обработки запроса к рас-
преäеëенныì систеìаì обработки äанных и ìи-
ниìуìа среäнеãо вреìени поëу÷ения ответа на за-
прос. Даны форìуëировки заäа÷ оптиìаëüноãо
оперативноãо резервирования ìассивов äанных в
вы÷исëитеëüных сетях с у÷етоì разëи÷ноãо роäа
взаиìосвязей ìежäу резервируеìыìи ìассиваìи и
заäа÷ оптиìаëüноãо резервирования в распреäе-
ëенных базах äанных. Привеäены ìетоäы реøения
поставëенных заäа÷ оптиìизаöии. На приìере
оäнороäной поëносвязной сети ЭВМ выпоëнен
ка÷ественный анаëиз вëияния интенсивностей за-
просов, возникаþщих в отäеëüных узëах сети, на

распреäеëение оперативноãо резерва ìассивов äан-
ных. Изëоженные в статüе резуëüтаты иìеþт прак-
ти÷ескуþ öенностü и ìоãут бытü испоëüзованы
при проектировании распреäеëенных систеì об-
работки äанных в öеëях повыøения безопасности
их функöионирования.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. NASA publication SP-480, Far Travelers -The Exploring Ma-
chines, Oran W. Nicks, 1985. — URL: http://history.nasa.gov/
SP-480/ch3.htm (äата обращения 14.07.2016).

2. NASA Space Science Data Coordinated Archive. Mariner 1.
NSSDCA ID: MARIN1. — URL: http://nssdc.gsfc.nasa.gov/
nmc/spacecraftDisplay.do?id=MARIN1 (äата обращения
23.08.2016).

3. Mariner Venus Final Project Report (NASA SP-59, 1965). —
P. 87. — URL: http://history.nasa.gov/SP-4407/ETUv5.pdf
(äата обращения 14.07.2016).

4. History of the OCLC Research Library Partnership. — URL:
http://www.oclc.org/research/partnership/history.html (äата
обращения 14.07.2016).

5. Информационная безопасностü систеì орãанизаöионноãо
управëения. Теорети÷еские основы: в 2 т. / Н.А. Кузнеöов,
В.В. Куëüба, Е.А. Микрин и äр.; отв.реä. Н.А. Кузнеöов,
В.В. Куëüба; Ин-т пробëеì переäа÷и инфорìаöии РАН. —
М.: Наука, 2006.

6. Кульба В.В., Мамиконов А.Г., Шелков А.Б. Резервирование
проãраììных ìоäуëей и инфорìаöионных ìассивов в
АСУ // Автоìатика и теëеìеханика. — 1980. — № 8. —
С. 133—141.

7. Кульба В.В., Сомов С.К., Шелков А.Б. Резервирование äан-
ных в сетях ЭВМ. — Казанü: Изä-во Казанскоãо ãос.
ун-та, 1987. — 175 с.

8. Сомов С.К. Резервирование проãраììных ìоäуëей и ин-
форìаöионных ìассивов в сетях ЭВМ: äисс. канä. техн.
наук. — М.: ИПУ РАН, 1983. — 217 с.

9. Гурин Л.С., Дымарский Я.С., Меркулов А.Д. Заäа÷и и ìето-
äы оптиìаëüноãо распреäеëения ресурсов. — М.: Сов. ра-
äио, 1968. — 463 с.

10. Machmoud S., Riordon J.S. Optimal Allocation of Resources in
Distributed Information networks // ACM Trans. on Database
Systems. — 1976. — Vol. 1, N 4. — P. 66—78.

11. Chu W.W. File Allocation in an Multiple Computer System //
IEEE Trans. on Computers. — 1969. — Vol. C-18, N 10. —
P. 885—889.

12. Casey R.G. Allocations of copies of a file in an Information
Network // AFIPS Conference Proceedings. — 1972. —
Vol. 40. — P. 617—625.

13. Akoka J. Design of optimal distributed database systems. Distrib-
uted Data Bases // Proc. Int. Symp. — 1980. — P. 229—246.

14. Ramamoorthy C.V., Wah B.W. Data management in distribut-
ed data bases // AFIPS Conference Proceedings. — 1978. —
Vol. 48. — P. 667—680.

15. Клейнрок Л. Вы÷исëитеëüные систеìы с о÷ереäяìи. — М.:
Мир, 1979. — 600 с.

Статья представлена к публикации членом редколлегии
В.В. Кульбой.

Микрин Евгений Анатольевич — акаäеìик РАН, 
ãен. конструктор, ПАО «Ракетно-косìи÷еская корпораöия
«Энерãия» иì. С.П. Короëева», ã. Короëев,

 Eugeny.Mikrin@rsce.ru,

Сомов Сергей Константинович — канä. техн. наук, веä. инженер,
Институт пробëеì управëения иì. В.А. Трапезникова РАН, 
ã. Москва,  ssomov2016@ipu.ru.

pb0516.fm  Page 56  Tuesday, October 11, 2016  10:36 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÑËÎÆÍÛÌÈ ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÐÎÖÅÑÑÀÌÈ È ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀÌÈ

57ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 5 • 2016
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ 
È ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÕ 
È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÌÀÐØÐÓÒÎÂ ÄÂÈÆÅÍÈß 

È ÄÎÑÒÀÂÊÈ ÃÐÓÇÎÂ

Þ.À. Çàê

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Построение эффективных ìарøрутов äвиже-
ния транспортных среäств, обеспе÷иваþщих с на-
иìенüøиìи затратаìи вреìени и среäств äоставку
ãрузов в установëенных объеìах и в опреäеëенные
äоãоворныìи обязатеëüстваìи сроки, — оäна из
важнейøих заäа÷ транспортной ëоãистики [1, 2].
Оптиìаëüныì с÷итается ìарøрут, по котороìу
возìожно äоставитü пассажиров иëи ãруз в крат-
÷айøие сроки и преäусìотренные ãрафикаìи пос-
тавки сроки с ìиниìаëüныìи затратаìи вреìени
иëи стоиìости.
Рассìатриваеìая в работе пробëеìа относится

к кëассу заäа÷ Vehicle Routing Problems with Pickup
and Delivery (VRPD), в которых рассìатривается
осуществëение аäресных äоставок оäноãо иëи не-
скоëüких виäов ãрузов некотороìу ÷исëу потре-
битеëей с пунктов произвоäства, хранения иëи
распреäеëения ãрузов. Среäства äоставки транс-
портные среäства — (ТС) оãрани÷енной ãрузопо-
äъеìности ìоãут состоятü из оäноãо иëи нескоëü-
ких виäов ìаøин с разëи÷ныìи техни÷ескиìи ха-

рактеристикаìи. Посëе выпоëнения заäаний все
ТС äоëжны вернутüся в свой на÷аëüный пункт ба-
зирования. В ÷астных сëу÷аях рассìатриваþтся
äопоëнитеëüные пробëеìы, связанные с необхо-
äиìостüþ возвращения остатков ãрузов от потре-
битеëей в пункты их поëу÷ения (äепот). В заäа-
÷ах Vehicle Routing Problems with Time Windows
(VRPTW) преäусìотрены äопоëнитеëüные оãра-
ни÷ения на вреìенные окна приеìа ãрузов äëя не-
котороãо ÷исëа иëи всех потребитеëей. В саìоì
общеì сëу÷ае эти заäа÷и ìоãут иìетü нескоëüко
öеëей, как наприìер, выпоëнение всех заäаний в
крат÷айøие сроки, ìиниìуì испоëüзуеìых и не-
обхоäиìых ТС, ìиниìизаöия общеãо вреìени ра-
боты всех ТС в пути, ìиниìизаöия суììарноãо
вреìени ожиäания обсëуживания всех ТС (из-за
наëи÷ия вреìенных окон), а также суììарноãо рас-
стояния поезäки и äр. В ëитературе описаны раз-
ëи÷ные постановки заäа÷ äанноãо кëасса (сì., на-
приìер, работы [3—21]). Основное вниìание при
этоì уäеëяëосü постановкаì заäа÷, в которых ãруз
в установëенноì объеìе, не превыøаþщеì ãру-
зопоäъеìности транспортноãо среäства (ТС), из

Преäëожены постановки и установëены ìатеìати÷еские свойства заäа÷ построения äо-
пустиìых и оптиìаëüных ìарøрутов выпоëнения заäаний оäниì иëи нескоëüкиìи ви-
äаìи транспортных среäств в усëовиях заäанной систеìы оãрани÷ений на сроки в пун-
ктах приеìа и äоставки ãрузов и невозìожности оäновреìенноãо выпоëнения äвух иëи
нескоëüких заäаний. На основе установëенных свойств äопустиìых и оптиìаëüных пос-
ëеäоватеëüностей разработаны аëãоритìы реøения заäа÷ ìоäифиöированныìи посëе-
äоватеëüныìи ìетоäаìи оптиìизаöии, которые проиëëþстрированы ÷исëовыìи приìе-
раìи. Привеäены резуëüтаты вы÷исëитеëüных экспериìентов.

Ключевые слова: посëеäоватеëüности выпоëнения заäаний, äопустиìые и оптиìаëüные ìарøруты,
оöенки ÷асти÷ных пëанов, ìоäифиöированные посëеäоватеëüные аëãоритìы оптиìизаöии.
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оäноãо и тоãо же пункта (äепот) оäной иëи не-
скоëüкиìи иäенти÷ныìи ìаøинаìи äоëжен бытü
äоставëен некотороìу ìножеству потребитеëей.
В ÷астных сëу÷аях рассìатриваþтся заäа÷и с оä-
ниì ìестоì приеìа ãрузов, оäниì ТС (которые
своäятся к обобщенной заäа÷е коììивояжера),
ситуаöии, коãäа потребности кажäоãо потребитеëя
ìоãут бытü уäовëетворены оäной поставкой. Ма-
теìати÷еская ìоäеëü заäа÷и в такой постановке
анаëоãи÷на известной в ëитературе заäа÷е Job-shop
scheduling with sequence-dependent setup times [15].
Автораìи рассìатриваþтся ìатеìати÷еские

ìоäеëи сфорìуëированных пробëеì в виäе ìоäе-
ëей öеëо÷исëенноãо ëинейноãо проãраììирова-
ния боëüøоãо разìера с äвух- иëи трехинäексныì
обозна÷ениеì переìенных [9, 11, 17] и построе-
ния äопустиìых экстреìаëüных путей на ãрафе
[7, 17, 21].
Заäа÷и VRPD и VRPTW относятся к кëассу

NP-сëожных пробëеì. В ка÷естве то÷ных ìетоäов
рассìатриваëисü ìетоäы äинаìи÷ескоãо проãраì-
ìирования и ìоäификаöии ìетоäа ветвей и ãра-
ниö (Column Generation) с испоëüзованиеì пре-
проöессоров и проöеäур äекоìпозиöии [18, 20].
На практике боëüøое ÷исëо кëиентов и сëожная
систеìа оãрани÷ений не позвоëяþт поëу÷итü то÷-
ное реøение заäа÷и. В связи с этиì ìноãо пубëи-
каöий посвящено разработке эвристи÷еских аëãо-
ритìов реøения заäа÷и в коìбинаöии с ìетоäаìи
разбиения ìножества пунктов на кëастеры, при-
ìенениеì ìетоäов äекоìпозиöии, сëу÷айноãо по-
иска и ãенети÷еских аëãоритìов [8, 12, 18]. Опре-
äеëенный интерес преäставëяþт сëеäуþщие поäхо-
äы: ìарøрут образуþщие и уëу÷øаþщие ìарøрут
проöеäуры, Savings-Heuristik [12], PSO — аëãоритì
оптиìизаöии роя ÷астиö [13], аëãоритì ASC [14],
MCPSO [11] и äр.), ãенети÷еские аëãоритìы [16],
а также аëãоритìы направëенноãо сëу÷айноãо по-
иска (Tabu-Search [10], поиск с запретаìи [19]),
реаëизаöия оäностороннеãо ветвëения в ìетоäе
ветвей и ãраниö. При реøении заäа÷ приìеняëисü
препроöессоры, позвоëяþщие упроститü ãраф вза-
иìосвязей ìежäу пунктаìи, искëþ÷ив завеäоìо
неэффективные и неäопустиìые в сìысëе выпоë-
нения оãрани÷ений связи, а также опреäеëитü на-
ибоëее ранние и äопустиìые саìые позäние вре-
ìена выезäа из пунктов [14, 17], а также ìетоäы
кëастерноãо анаëиза [20]. Гëавной пробëеìой при
этоì быëо поëу÷ение äопустиìоãо реøения. При
этоì не привоäиëисü оöенки то÷ности поëу÷енно-
ãо реøения. Эффективностü преäëаãаеìых поäхо-
äов поäтвержäаëасü резуëüтатаìи вы÷исëитеëüно-
ãо экспериìента.
В отëи÷ие от известных пубëикаöий, в äанной

работе преäëаãается äруãая постановка заäа÷и,
преäусìатриваþщая такие особенности:

— ãруз оäниì иëи нескоëüкиìи оäинаковыìи
иëи разëи÷ныìи по ãрузопоäъеìности и техни÷ес-
киì характеристикаì типаìи ТС ìожет äостав-
ëятüся кажäоìу из ìножества потребитеëей из раз-
ëи÷ных пунктов приеìа ãруза; на÷аëüный пункт
ìожет не совпаäатü с ìестоì приеìа ãрузов;

— боëüøие объеìы поставок при оãрани÷енной
ãрузопоäъеìности ТС ìоãут требоватü выпоëне-
ния нескоëüких ìарøрутов ìежäу соответствуþ-
щей парой пунктов;

— оäновреìенная заãрузка ТС ãрузаìи äëя раз-
ëи÷ных потребитеëей неäопустиìа;

— у÷итываþтся затраты на поãрузку и разãруз-
ку ãруза;

— вреìенные окна ìоãут бытü заäаны не тоëüко
äëя äоставки, но и äëя приеìа ãрузов.
Приìенение то÷ных, а также эвристи÷еских и

прибëиженных ìетоäов äëя реøения заäа÷ этоãо
кëасса и иссëеäование свойств äопустиìых и оп-
тиìаëüных ìарøрутов позвоëиëи разработатü аë-
ãоритìы эффективноãо отсева неäопустиìых и
завеäоìо неоптиìаëüных ìарøрутов. Поëу÷енные
оöенки позвоëяþт оöенитü то÷ностü прибëижен-
ных реøений в усëовиях реøения заäа÷ боëüøой
разìерности, а также установитü факт несовìест-
ности систеìы оãрани÷ений на ранних этапах ре-
øения.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È 
È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ

В настоящей статüе рассìатриваþтся постанов-
ки заäа÷и построения äопустиìых и оптиìаëüных
ìарøрутов äвижения ТС в усëовиях, коãäа заäано

некоторое поäìножество пунктов  приеìа и поä-

ìножество пунктов , куäа необхоäиìо äоставитü
ãруз. Транспортное среäство äоëжно выпоëнитü

некоторое ìножество заäаний k ∈  = {1, 2, ..., K}.
Заäано ìножество пар пунктов приеìа и äоставки

ãрузов äëя кажäоãо заäания  = {π1, ..., πk, ..., πK},

ãäе πk = (ik, jk), ik ∈ , jk ∈ ; а также вреìена и
(иëи) стоиìости переезäа ТС ìежäу кажäой парой
пунктов транспортной сети. Кажäое из заäаний за-
кëþ÷ается в тоì, ÷то ТС äоëжно взятü ãруз в за-

äанноì пункте i ∈  и äоставитü еãо в некоторый

фиксированный пункт из поäìножества j ∈ .
Грузопоäъеìностü ТС позвоëяет выпоëнитü каж-

äое из заäаний ìножества . Оäновреìенное вы-
поëнение äвух иëи нескоëüких заäаний неäопус-
тиìо. Усëовияìи заäа÷и ìоãут преäусìатриватüся
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потери вреìени иëи затраты на поãрузку и разãруз-
ку ãрузов, а также оãрани÷ения на сроки äостав-

ки и заãрузки ãруза в поäìножествах пунктов 

и (иëи) . Это ìножество заäаний ìожет выпоë-
нятüся оäниì иëи нескоëüкиìи виäаìи оäинако-
вых иëи разëи÷ных по техни÷ескиì характеристи-
каì ТС. Необхоäиìо найти ìарøруты äоставки
ãрузов кажäоãо ТС, обеспе÷иваþщие выпоëнение
всех оãрани÷ений заäа÷и и ìиниìизируþщие суì-
ìарные затраты среäств на выпоëнение всех за-
äаний.
Автору не известны постановки и ìетоäы реøе-

ния рассìатриваеìоãо кëасса заäа÷ в усëовиях за-
äанной систеìы усëовий и оãрани÷ений. В отëи-
÷ие от известных заäа÷ коììивояжера [22] и N
коììивояжеров [23], в общеì сëу÷ае, не сущест-
вует реøения заäа÷и в виäе заìкнутых ãаìиëüто-
новых ìарøрутов, так как ТС приäется заезжатü в
некоторые пункты боëее ÷еì по оäноìу разу. Так-
же в некоторых сëу÷аях необхоäиìы простои ТС
äо нижней ãраниöы äопустиìоãо вреìени обсëу-
живания пункта.
В äанной статüе иссëеäуþтся ìатеìати÷еские

особенности рассìатриваеìых заäа÷ этоãо кëас-
са, строятся оöенки оптиìаëüных и возìожности
поëу÷ения äопустиìых реøений, форìуëируþтся
правиëа преäпо÷тения и опреäеëения перспектив-
ности анаëизируеìых вариантов. Показано, ÷то
äëя кажäоãо анаëизируеìоãо ÷асти÷ноãо пëана
существует тоëüко некоторое äопустиìое поäìно-
жество возìожных проäоëжений, которое äоëжно
бытü выäеëено с öеëüþ сокращения ìножества
анаëизируеìых вариантов. Все это потребоваëо
разработки ориãинаëüных ìетоäов вы÷исëения
оöенок, стратеãий ветвëения, а также (на основе
«оптиìисти÷еских» оöенок возìожности выпоë-
нения оãрани÷ений) разработатü правиëа отсева
неäопустиìых проäоëжений. На этой основе
преäëаãаþтся эффективные ìетоäы реøения рас-
сìатриваеìых заäа÷ с поìощüþ посëеäоватеëüных
аëãоритìов оптиìизаöии (ìоäифиöированные
ìетоäы ветвей и ãраниö и äинаìи÷ескоãо про-
ãраììирования), у÷итываþщие спеöифику кажäой
конкретной заäа÷и. Привеäенные аëãоритìы ре-
øения иëëþстрируþтся ÷исëовыìи приìераìи.
Показано, ÷то в ряäе сëу÷аев в преäëаãаеìых ав-
тороì аëãоритìах наëи÷ие жестких оãрани÷ений
на вреìя äоставки и приеìа ãрузов в разëи÷ных
пунктах позвоëяет уже на ранних этапах искëþ-
÷итü ìарøруты, не соäержащие äопустиìых реøе-
ний, ÷то существенно сокращает ÷исëо анаëизи-
руеìых вариантов.
Транспортное среäство äоëжно äоставитü ãрузы

от некотороãо поäìножества произвоäитеëей и

скëаäов äистрибüþтеров  поäìножеству потре-

битеëей . Общее ÷исëо пунктов заãрузки и раз-
ãрузки ТС, вкëþ÷ая на÷аëüный пункт (äепот) рав-

но (n + 1) —  = (  U ) = {i = 0, 1, ..., n}. Кажäое
из заäаний закëþ÷ается в тоì, ÷то ТС äоëжно

взятü ãруз в заäанноì пункте i ∈  и äоставитü еãо
в некоторый фиксированный пункт из поäìно-

жества j ∈ . Необхоäиìо выпоëнитü некоторое

ìножество заäаний k ∈  = {1, 2, ..., K}. Есëи ãру-
зопоäъеìностü ТС не позвоëяет выпоëнитü ка-
кое-ëибо из рассìатриваеìых заäаний, то посëеä-
нее преäставëяется в виäе нескоëüких, объеìы
поставок которых ìоãут бытü разëи÷ныìи. Оäно-
вреìенное выпоëнение äвух заäаний, т. е. заãрузка
ТС äвуìя виäаìи ãрузов, неäопустиìа. Сëеäова-
теëüно, все заäания äоëжны выпоëнятüся посëеäо-
ватеëüно äруã за äруãоì. В на÷аëüный ìоìент вре-
ìени ТС нахоäится на базе (i = 0), на которуþ
äоëжно вернутüся при заверøении выпоëнения
всех перевозок. Грузы ìоãут перевозитüся оäниì
иëи нескоëüкиìи оäинаковых иëи разëи÷ных по
техни÷ескиì характеристикаì ТС. Моãут бытü за-
äаны разëи÷ноãо виäа оãрани÷ения на вреìена вы-
поëнения отäеëüных заäаний.
Пустü заäаны пары пунктов поãрузки и äостав-

ки ãрузов äëя кажäоãо из K заäаний: G(k) = (ik, jk),

ãäе ik — инäекс пункта, в котороì приниìается

ãруз, а jk — инäекс пункта, куäа он äоëжен бытü

äоставëен;  и  — вреìя, необхоäиìое äëя за-
ãрузки товара в пункте k и выãрузки ãруза в пункте

jk при выпоëнении k-ãо заäания,  =  +  —

суììарные потери на поãрузку и выãрузку ãрузов
при выпоëнении k-ãо заäания; C = ||cij || и T = ||tij ||,

i, j = 0, 1, ..., n — соответственно ìатриöы стои-
ìости и вреìени переезäа ТС ìежäу пунктаìи.
Кроìе тоãо, äëя некотороãо поäìножества за-

äаний ìоãут бытü заäаны: H 1(k) ∈ [ , ],

H 2(k) ∈ [ , ] — соответственно проìежутки

вреìени, в которые необхоäиìо принятü ãруз в
пункте ik и äоставитü еãо в пункт jk.

Рассìатриваþтся сëеäуþщие заäа÷и транспор-
тной ëоãистики.
Задача 1. Пëан перевозок осуществëяется оä-

ниì ТС. Не существует никаких оãрани÷ений на
вреìена прибытия в пункты приеìа и äоставки
ãрузов. Необхоäиìо найти ìарøрут äвижения ТС,
обеспе÷иваþщий ìиниìаëüные затраты вреìени
иëи стоиìости выпоëнения всех заäаний.
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Задача 2. При выпоëнении пëана перевозок
оäниì ТС заäаны разëи÷ноãо виäа оãрани÷ения на
сроки выпоëнения отäеëüных заäаний: ãрани÷ные
сроки заверøения выпоëнения, вреìенные окна
приеìа иëи äоставки ãрузов в некоторое поäìно-
жество пунктов и äр. Необхоäиìо найти распи-
сание выпоëнения всех заäаний, обеспе÷иваþщее
ìиниìаëüные затраты вреìени иëи стоиìости вы-
поëнения всех заäаний.
Задача 3. Все заäания выпоëняþтся M оäи-

наковыìи по техни÷ескиì характеристикаì ТС.
Оãрани÷ения на вреìена выпоëнения отäеëüных
заäаний отсутствуþт. Необхоäиìо опреäеëитü не-
пересекаþщиеся поäìножества заäаний, выпоëня-
еìых кажäыì из ТС, а также ìарøруты äвижения
кажäоãо из них, обеспе÷иваþщие ìиниìаëüные
затраты вреìени иëи стоиìости выпоëнения всех
заäаний.
Задача 4. Все заäания выпоëняþтся M разëи÷-

ныìи по техни÷ескиì характеристикаì ТС. Заäа-

ны  и ,  =  + , а также Cm = || || и

T m = || ||, i, j = 0, 1, ..., n, äëя кажäоãо типа ТС,

m = 1, ..., M. В усëовиях, коãäа заäаны разëи÷ноãо
виäа оãрани÷ения на сроки выпоëнения отäеëü-
ных заäаний и вреìена работы кажäоãо из ТС, не-
обхоäиìо опреäеëитü непересекаþщиеся поäìно-
жества заäаний, выпоëняеìых на кажäоì из ТС, а
также ìарøруты äвижения кажäоãо из них, обес-
пе÷иваþщие ìиниìаëüные затраты вреìени иëи
стоиìости выпоëнения всех заäаний. ♦
Опреäеëиì вреìя, необхоäиìое ТС äëя заверøе-

ния выпоëнения k-ãо заäания при переезäе из пунк-

та jk – 1 ∈  приеìа ãруза посëе выпоëнения стоя-

щеãо в посëеäоватеëüности переä ниì (k – 1)-ãо за-
äания:

 =  + t( jk – 1, ik) + t(ik, jk), (1)

ãäе t(ik, jk) — вреìя äвижения ТС из ik-ãо пункта

приеìа äо jk-ãо пункта äоставки ãруза k-ãо заäа-

ния, t( jk – 1, ik) — вреìя äвижения ТС из jk – 1-ãо

пункта äоставки (k – 1)-ãо заäания äо ik-ãо пункта

приеìа ãруза k-ãо заäания.
Вреìя, необхоäиìое ТС äëя прибытия в ik-й

пункт приеìа ãруза при выпоëнении k-ãо заäания
посëе прибытия в ik – 1-й пункт, и вреìя äо выпоë-

нения (k – 1)-ãо заäания соответственно

 = t( jk – 1, ik),  =

=  + t(ik – 1, jk – 1) + t(jk – 1, ik). (2)

Пустü на некотороì s-ì этапе реøения заäа÷и

выпоëнено поäìножество заäаний  и построена

поäпосëеäоватеëüностü  äоставки ãрузов в поä-

ìножество пунктов , которуþ назовеì s-ì ÷ас-

ти÷ныì пëаноì. Обозна÷иì:  — поäìножество
оставøихся пунктов äоставки ãрузов в s-ì ÷асти÷-

ноì пëане;  — поäìножество невыпоëненных
заäаний; (k – 1) — инäекс посëеäнеãо заäания в

поäпосëеäоватеëüности ; F( ) — функöия
öеëи этоãо ÷асти÷ноãо пëана (стоиìостü иëи вреìя
заверøения выпоëнения этих заäаний).
Нижние ãраниöы вреìен заверøения выпоëне-

ния сëеäуþщеãо k-ãо, k ∈ , стоящеãо первыì

посëе этой поäпосëеäоватеëüности , заäания:
— на на÷аëüноì этапе реøения

ξ( ) = [  + tij(k) + tji(0, k)], 

ξ( ) = [  + tij(k) + tji(l, k)];

ξ( ) = tji(0, k),  ξ( ) = tji(l, k);

— на некотороì s-ì этапе реøения некотороãо

l ∈ -ãо поäëежащеãо выпоëнениþ заäания

ξ( ) = [  + t(il, jl) + t( jk, il)],

ξ( ) = ( jk, il).

Зна÷ения этих параìетров буäут испоëüзованы
в äаëüнейøеì äëя оöенок возìожности выпоëне-
ния оãрани÷ений на äопустиìые ранние сроки
прибытия в пункты назна÷ения и позäние сроки
заверøения выпоëнения заäаний. Отìетиì, ÷то
наëи÷ие оãрани÷ений на ранние сроки прибытия в

некоторые пункты (зна÷ения , ) ìоãут при-

вести к некоторыì потеряì, связанныìи с просто-
яìи ТС (θki и θkj), которые äоëжны бытü у÷тены в
выражениях (1) и (2).
Пустü посëеäоватеëüностü выпоëнения заäаний

ТС иìеет виä

 = {w0, w1, ..., wk, ..., wK, w0}. (3)

Вреìя заверøения первоãо стоящеãо в посëеäо-

ватеëüности  заäания опреäеëяется выражениеì

 =  + t(0, k) + t(ik, jk).
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Ĵ
2 s,

J̃
2 s,

q0 k,
1 min

k K̃∈
τk

qk l,
1 min

k K̃∈
τk

q0 k,
2 min

k K̃∈
qk l,

2 min
k K̃∈

K̂
s –,

qk l,
1 min

k K̃∈
τk

qk l,
2 min

k K̃∈

hki
1 hkj

1

W̃

W̃

q0 k,
1 τk

pb0516.fm  Page 60  Tuesday, October 11, 2016  10:36 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÑËÎÆÍÛÌÈ ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÐÎÖÅÑÑÀÌÈ È ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀÌÈ

61ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 5 • 2016

Вреìя, необхоäиìое посëе прибытия в пункт
приеìа ãруза посëеäнеãо стоящеãо в посëеäова-

теëüности  заäания k äо прибытия в пункт 0-й
базирования ТС, опреäеëяется выражениеì

 = t(ik, 0),   =  + t(ik, 0) + t(ik, jk).

Суììарное вреìя, необхоäиìое äëя выпоëне-
ния всех заäаний, выпоëняеìых в посëеäоватеëü-
ности (3), опреäеëяется выражениеì

T( ) =  +

+  + θk, (4)

иëи

T( ) =  +

+  + θk, (5)

ãäе θk = θik + θjk и  — суììарное вреìя простоев

из-за ожиäания äопустиìоãо вреìени на÷аëа об-
сëуживания при выпоëнении k-ãо заäания на оä-

ноì и на m-ì ТС; { /(w0, w1))}, { /(wK, w0))} —

соответственно ìножество пар заäаний из посëе-
äоватеëüности (3) за искëþ÷ениеì пар (w0, w1)) и

(wK, w0).

В äаëüнейøеì оãрани÷иìся рассìотрениеì
тоëüко критериев ìиниìизаöии вреìени выпоë-
нения всеãо ìножества заäаний в виäе (4) иëи (5).
Есëи ãрузы äоставëяþтся нескоëüкиìи виäаìи

ТС и опреäеëены ìарøруты äвижения кажäоãо ТС

 = {w0, , ..., , ..., , w0}, 

m = 1, ..., M,

ãäе K m — ÷исëо заäаний, выпоëняеìых m-ì ТС, то
критерий оптиìаëüности расписания выпоëнения
заäаний ìожет бытü преäставëен в виäе:

— ìиниìизаöия суììарноãо вреìени выпоëне-
ния всех заäаний всеìи ТС:

F1( , ..., , ..., ) =  +

+  + , (6)

F1( , ..., , ..., ) =  +

+  + ; (7)

— ìиниìизаöии вреìени заверøения выпоëне-
ния всех заäаний:

F1( , ..., , ..., ) = min  +

+  + , (8)

F2( , ..., , ..., ) = min  +

+  + . (9)

Обозна÷иì T [ | ], T [ | ] — соответст-

венно вреìя первоãо и посëеäнеãо посещения i-ãо

пункта ìарøрута . Тоãäа оãрани÷ения на выпоë-
нение сроков обсëуживания пунктов ìоãут бытü
преäставëены в виäе

T [ | ] ≥ ;  T [ | ] ≤ .

Назовеì  = {0, , , ..., , ..., } — неко-

торый ÷асти÷ный ìарøрут äвижения ТС, äëя ко-

тороãо опреäеëены поäìножества пунктов  и

; Ls =  — посëеäний пункт s-ãо ÷асти÷ноãо

пëана в поäпосëеäоватеëüности ; θ( ) — вре-

ìя заверøения всех заäаний в коне÷ноì пункте Ls

в ìарøруте , и этот ìарøрут äоëжен бытü про-
äоëжен äаëüøе из этоãо пункта.
Даëее рассìатривается реøение сфорìуëиро-

ванных заäа÷ с поìощüþ посëеäоватеëüных аëãо-
ритìов оптиìизаöии (ìоäифиöированныìи ìе-
тоäаìи ветвей и ãраниö и äинаìи÷ескоãо про-
ãраììирования) на основе установëенных оöенок
возìожности выпоëнения всей систеìы оãрани-
÷ений и ìиниìаëüных зна÷ений функöии öеëи
заäа÷и, а также правиë сравнения и опреäеëения
преäпо÷тений рассìатриваеìых ÷асти÷ных ìарø-
рутов и отсева бесперспективных проäоëжений.
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2. ÎÖÅÍÊÈ ÄÎÏÓÑÒÈÌÎÑÒÈ È ÊÐÈÒÅÐÈÅÂ 
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÈ ×ÀÑÒÈ×ÍÛÕ ÏËÀÍÎÂ. 

ÏÐÀÂÈËÀ ÎÒÑÅÂÀ ÁÅÑÏÅÐÑÏÅÊÒÈÂÍÛÕ ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈÉ

Преобразуеì ìатриöу T = ||tij || разìерностüþ

(n + 1) в кваäратнуþ ìатриöу иëи ìатриöу Qβ =

= || ||, k, p = 0, 1, ..., K, β = 1, 2, разìерностüþ

(K + 1), ãäе зна÷ения  вы÷исëяþтся по фор-

ìуëаì (1), а , — по форìуëаì (2). Как прави-

ëо, (K + 1) < (n + 1), т. е. ÷исëо всех пунктов сети
превыøает ÷исëо пунктов приеìа ãрузов. Обоз-

на÷иì Q1, s = || ||, Q2, s = || ||, — соответствен-

но ìатриöы Q1 и Q2 на некотороì s-ì øаãе пре-

образования. Разìерностü ìатриö Q1, s и Q 2, s рав-

на K s, – ≤ (K + 1). При этоì äëя s = 0 справеäëиво

Q1, 0 = Q1, Q2, 0 = Q2.
Опреäеëиì

(0) = ,  =  – (0), 

β = 1, 2,  k = 1, ..., K s, (10)

(0) = ,  =  – (0), 

β = 1, 2,  k = 1, ..., K s. (11)

В поëу÷енных ìатриöах G1, s = || ||, G2, s = || ||

в кажäой строке, а в ìатриöах D1, s иëи D2, s — в
кажäой строке и в кажäоì стоëбöе соäержится по
крайней ìере по оäноìу эëеìенту, зна÷ение кото-
роãо равно нуëþ.
Опреäеëиì суììу всех привоäящих констант

ìатриö Q1, s и Q2, s:

Δβ, s = (0) + (0),  β = 1, 2. (12)

Преобразованием 1 назовеì преобразование ìат-

риö Q1, s иëи Q2, s в ìатриöы G1, s, D1, s и G2, s, D2, s

по форìуëаì (10), (11).
Отìетиì, ÷то преобразование 1 выпоëняется на

на÷аëüноì этапе реøения заäа÷и 1 иëи 2 при s = 0,

т. е. äëя ìатриö Q1, 0 = || || иëи Q2, 0 = || ||.

Пустü на некотороì øаãе реøения заäа÷и в s-ì
÷асти÷ноì пëане, коãäа остаëосü поä-ìножество

невыпоëненных заäаний , которые отражены

в ìатриöах G1, s иëи G2, s, в ка÷естве аëüтернативы

выбрано, ÷то ϑ-е заäание выпоëняется непосреäст-

венно переä заäаниеì μ, ãäе J ∈  и μ ∈ .
Преобразованием 2 назовеì выпоëнение сëеäу-

þщих вы÷исëений:

— в ìатриöах D1, s иëи D2, s вы÷еркиваеì ϑ-þ
строку и μ-й стоëбеö;

— эëеìент  иëи  ìатриö поëаãаеì стре-

ìящиìся к бесконе÷ности;
— выпоëняеì преобразование 1 вновü поëу÷ен-

ных ìатриö.
Пустü на некотороì этапе реøения заäа÷ 1 и 2

построен ÷асти÷ный ìарøрут выпоëнения заäаний

 = {w0, w1 ..., wk, ..., }. (13)

Утверждение 1. Нижняя граница функции цели
решения задач для s-го частичного плана решения за-
дач 1 и 2 (выбора очередной пары выполняемых друг
за другом заданий) определяется выражением

ξ{T [ ]} =  +  +

+  + Δβ, s,  β = 1, 2. ♦ (14)

Зäесü и в äаëüнейøеì /(w0, w1) — посëеäо-

ватеëüностü , в которой искëþ÷ена соответст-
вуþщая пара пунктов (в äанноì сëу÷ае (w0, w1)).

На на÷аëüноì этапе реøения заäа÷и нижняя
ãраниöа функöии öеëи заäа÷и расс÷итывается по
форìуëе

ξ{T( )} = Δβ, s,  β = 1, 2. (15)

Преобразуеì ìатриöы Qm, 1, s = || || иëи

Qm, 2, s = || || разìерностüþ K s кажäая сëеäуþ-

щиì образоì

(0) = , 

β = 1, 2,  k = 1, ..., K s; (16)

 =  – , 

β = 1, 2, k,  p = 1, ..., K s,  m = 1, ..., M; (17)

(0) = ,

 =  – (0),  m = 1, ..., M. (18)
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 = (0) + (0), 

m = 1, ..., M,  β = 1, 2. (19)

Преобразованием 3 назовеì преобразование ìат-

риö Qm, 1, s = | || иëи Qm, 2, s = | || в ìатри-

öы Gm, β, s = || || и Dm, β, s = || ||, β = 1, 2,

m = 1, ..., M, в резуëüтате вы÷исëений по форìу-
ëаì (16)—(18).
В резуëüтате преобразования 3 в кажäой строке

и кажäоì стоëбöе, хотя в оäной из ìатриö Dm, 1, s

иëи Dm, 2, s соäержится эëеìент, равный нуëþ. Суì-
ìа привоäящих констант преобразования 3 опре-
äеëяется также по форìуëе (19).
Есëи на некотороì этапе реøения заäа÷ 3 и 4

построены ÷асти÷ные ìарøруты выпоëнения за-
äаний на всех виäах ТС

 = { , , ..., , ..., },

m = 1, ..., M.

Утверждение 2. Нижняя граница функции цели

F1( , ..., , ..., ) решения задач на каждом
s-м этапе решения задач 3 и 4 (выбора очередной па-
ры выполняемых друг за другом заданий на одном из

ТС, т. е. ( , k), k ∈ ) определяется выра-

жением

ξ{F1[ , ..., ]} =  +

+  +  +

+ ;  β = 1, 2. ♦ (20)

На на÷аëüноì этапе реøения этих заäа÷ ниж-
няя ãраниöа функöии öеëи заäа÷и расс÷итывается
по форìуëе (15). Дëя критерия оптиìаëüности (8),
(9) нижняя ãраниöа функöии öеëи опреäеëяется
по форìуëе

Упоряäо÷иì все оставøееся поäìножество не-

выпоëненных заäаний  на некотороì этапе
реøения заäа÷и в посëеäоватеëüностü по возрас-
таниþ ãрани÷ных сроков заверøения выпоëнения
этих заäаний

{ } = {u1, u2, ..., uγ, ..., |  ≤ , 

uγ ∈ }. (22)

На на÷аëüноì этапе реøения заäа÷и (s = 0) эта
посëеäоватеëüностü иìеет виä

(  = ) = {u1, u2, ..., uk, ..., uK |  ≤ , 

uk ∈ , k = 1, ..., K}. (23)

Опреäеëиì ìиниìаëüные зна÷ения вреìен за-
верøения выпоëнения заäаний

 = ,  β = 1, 2,  k ∈ . (24)

Пустü не некотороì этапе реøения заäа÷и пос-
троен ÷асти÷ный ìарøрут выпоëнения заäаний

(13) — k ∈ , λ =  — инäекс заäания, выпоë-

няеìоãо в этой посëеäоватеëüности посëеäниì.
Вреìя заверøения этой посëеäоватеëüности заäа-
ний опреäеëяется по форìуëе

T [ ] =  + .

Утверждение 3. Если для частичного плана 
и подмножества подлежавших выполнению заданий

k ∈  справедливо хотя бы одно из системы нера-
венств

T [ ] +  > ;

T [ ] +  +  > , 

r = 2, 3, ..., K s, (25)

то подпоследовательность  не содержит допус-
тимых решений. ♦
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Ĵ
s

W̃
s

qu
L

s
p( )

u1,
1 hu1

2

W̃
s

qu
L

s u1,
ρ 2=

r
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Доказатеëüство поäобных утвержäений ìожно
найти в работах автора [3, 4, 24, 25].
Рассìотриì äве поäпосëеäоватеëüности выпоë-

нения заäаний  и , соäержащие соответст-

венно  и  поäìножества заäаний. Пустü пос-
ëеäниì в кажäой из этих поäпосëеäоватеëüностей
стоит оäно и то же заäание wϑ, и вреìена выпоë-
нения этих поäпосëеäоватеëüностей соответствен-

но равны T [ ] и T [ ].
Правило отсева неоптимальных продолжений 1.

Есëи äëя äвух поäпосëеäоватеëüностей выпоëне-

ния заäаний (p) и (λ) выпоëняþтся усëовия

 ⊆  и T [ ] m T [ ], (26)

то поäпосëеäоватеëüностü  явëяется преä-

по÷титеëüней поäпосëеäоватеëüности  и пос-
ëеäняя ìожет бытü искëþ÷ена из рассìотрения
как неперспективная.

3. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È 2 
ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÛÌ ÌÅÒÎÄÎÌ 

ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Построиì на основе ìатриöы T = ||tij || разìер-

ностüþ (n + 1) кваäратнуþ ìатриöу Q1 = || || иëи

Q2 = || ||, k, p = 0, 1, ..., K, разìерностüþ (K + 1),

ãäе зна÷ения  вы÷исëяþтся по форìуëаì (1), а

 — по форìуëаì (2).

Заäа÷а 1 реøается с поìощüþ аëãоритìов ре-

øения заäа÷и коììивояжера [22] с ìатриöаìи Q1

иëи Q2, поäробно описанных в работах [3—6], по-
этоìу в настоящей статüе на этоì поäробно оста-
навëиватüся не буäеì.
В проöессе реøения заäа÷и 2 ìоäифиöирован-

ныìи ìетоäаìи äинаìи÷ескоãо проãраììирования
[26] и посëеäоватеëüноãо анаëиза вариантов про-
извоäятся построение, анаëиз разëи÷ных äопусти-

ìых и конкурируþщих ìарøрутов  äвижения
ТС, на÷иная с на÷аëüноãо пункта i = 0, и развитие
перспективных ìарøрутов äо поëу÷ения наибоëее
эффективноãо реøения. В хоäе построения произ-
воäится отсев неперспективных ÷асти÷ных пëанов.
На кажäой итераöии аëãоритìа (s = 0, 1, 2, ..., S),
которая состоит из нескоëüких øаãов, развивает-
ся перспективный пëан с наиìенüøиì зна÷ениеì
äëины иëи нижней ãраниöы функöии öеëи. Этот
÷асти÷ный пëан проäоëжается вкëþ÷ениеì в ìар-

øрут äвижения ТС оäноãо из оставøихся аëüтер-

нативных невыпоëненных заäаний k ∈ , не

вкëþ÷енных в поäìножество  пунктов äостав-

ки ãрузов j ∈ . Затеì на основе правиë (25)
проверяется äопустиìостü рассìатриваеìых аëü-
тернативных проäоëжений, осуществëяþтся отсев
неперспективных ìарøрутов на основе правиë
преäпо÷тений (26) и переинäексаöия всех ÷асти÷-
ных пëанов. Первый äопустиìый пëан перевозок,
зна÷ение критерия оптиìаëüности котороãо ìенü-
øе иëи равно зна÷ениþ суììарных затрат ëþбоãо
из конкурируþщих и не проäоëженных äо конöа
÷асти÷ных пëанов, явëяется реøениеì заäа÷и.
Привеäенные в § 2 систеìы оöенок и правиëа

сравнения аëüтернативных ÷асти÷ных пëанов поз-
воëяþт на ранних стаäиях реøения заäа÷и отсеятü
строящиеся ìарøруты, не соäержащие äопустиìых
и оптиìаëüных реøений. Тот факт, ÷то на кажäой
итераöии развивается тоëüко строящийся ìарøрут
с наиëу÷øиì зна÷ениеì функöии öеëи, позвоëяет
искëþ÷итü анаëиз завеäоìо неоптиìаëüных ìарø-
рутов.
Алгоритм 1. Метка кажäоãо развиваþщеãося

÷асти÷ноãо пëана  соäержит параìетры:  =
= {w0, w1, ..., wk, ..., } — поäпосëеäоватеëüностü

выпоëняеìых заäаний; T [ ] — вреìя заверøения
выпоëнения этой поäпосëеäоватеëüности;  —

инäекс пункта заäания, выпоëняеìоãо в этой пос-

ëеäоватеëüности посëеäниì  и  — соот-
ветственно поäìножество заäаний, вхоäящих и не

вкëþ÷енных в посëеäоватеëüностü ; ξ{T [ ]} —
нижняя ãраниöа функöии öеëи ÷асти÷ноãо пëана

;  и  — соответственно вреìя поãрузки и

разãрузки ãрузов k-ãо заäания,  +  = ;

ψ{ } — параìетр, опреäеëяþщий, проäоëжен
ëи этот ìарøрут во все äопустиìые пункты —

ψ{ } = 1 иëи нет — ψ{ } = 0, при ψ{ } = 2
ìарøрут искëþ÷ен из äаëüнейøеãо рассìотрения
как неäопустиìый иëи как неоптиìаëüный.
Пустü на некотороì этапе реøения заäа÷и поëу-

÷ено , r = 1, ..., R, äопустиìых ìарøрутов реøе-
ния заäа÷и, функöии öеëи которых соответственно

равны F( ), среäи них ( ) = F( ) —

наиëу÷øее среäи всех поëу÷енных на äанный ìо-
ìент реøений заäа÷и. В на÷аëе проöесса реøения
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Ĵ
2s

W̃
s

W̃
s

w
L

s

W̃
s

w
L

s

J̃
2s

Ĵ
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(s = 0) форìируеì äëя ÷асти÷ноãо ìарøрута 
параìетры на÷аëüной ìетки:

(0) = {0};

 = ∅;  =  = {1, 2, ..., k, ..., K };

T [ ] = 0;

ξ{T( )} = ξ( ), ( ) = ∞;  ψ{ } = 0.

Шаг 1. На кажäой итераöии аëãоритìа выпоë-
няеì сëеäуþщий объеì вы÷исëений. Среäи всех
÷асти÷ных пëанов (s = 0, 1, 2, ..., S) выбирается

÷асти÷ный пëан , äëя котороãо

T [ ] = {T [ ]|ψ( ) = 0} 

иëи ξ{T[ ]} = {ξ{T[ ]}|ψ( ) = 0}.

Упоряäо÷иì все пункты приеìа и äоставки ãру-

зов  в посëеäоватеëüности { } в соот-
ветствии с выраженияìи (22) иëи (23). Вы÷исëиì
ìиниìаëüные зна÷ения вреìен заверøения вы-

поëнения заäаний  по форìуëе (24). Перехоäиì

к øаãу 2.

Шаг 2. Рассìатриваеì ÷асти÷ный пëан ,
посëеäнее выпоëненное заäание äëя котороãо —
заäание λ = . Дëя λ-ãо и кажäоãо заäания

k ∈  нахоäиì пары пунктов приеìа и äостав-
ки ãрузов πλ = (iλ, jλ) и πk = (ik, jk). Опреäеëиì

[ ] = max{T [ ] + t( jλ, ik), }.

Среäи поäìножества заäаний k ∈  нахоäиì
такие, äëя которых выпоëняется систеìа нера-
венств:

[ ] +  ≤ , [ ] +  ≤ , 

k ∈ { };

[ ] +  + ξ( ) ≤ , 

[ ] +  + ξ( ) ≤ , 

l ∈ { },  l = 1, 2, ..., K η,  l ≠ k.

Пустü это буäут поäìножества заäаний k ∈

∈  ⊆  и пунктов j ∈  ⊆ .

а. Есëи  = ∅, т. е. таких пунктов не сущест-

вует, то ÷асти÷ный пëан  не соäержит äопусти-
ìых реøений и искëþ÷ается из äаëüнейøеãо рас-

сìотрения. В этоì сëу÷ае поëаãаеì, ÷то ψ( ) = 2,
произвоäиì переинäексаöиþ всех рассìатривае-
ìых ÷асти÷ных пëанов и перехоäиì к øаãу 1.

б. Есëи  ≠ ∅, то äëя кажäоãо из пунктов,

ik ∈ ( /λ), k = 1, ..., K(η), ãäе K(η) — ÷исëо за-
äаний этоãо поäìножества, опреäеëяеì:

T [ ] = T [  U ik] = max{ [ ] + ; },

T [ ] = T [  U (ik, jk)] = 

= max(max{T [  U ik] +  + t(ik, jk); }; ), 

k = 1, ..., K(η).

в. Поëаãаеì ψ( ) = 1. Произвоäиì переинäек-
саöиþ всех оставøихся äëя рассìотрения поäìно-
жеств и вы÷исëяеì нижние ãраниöы функöии öе-
ëи äëя них по форìуëаì (14). Перехоäиì к øаãу 3.

Шаг 3. Проäоëжаеì ÷асти÷ный пëан  во все

пункты поäìножества  ∈ ( /λ). При этоì

ìетка кажäоãо из проäоëженных путей форìиру-
ется сëеäуþщиì образоì:

 = {0, , , ..., uη, ..., , uk}; 

uk; T( ), J2, s + k = (  U uk);

ξ[T( )]; ψ( ) = 0.

Сравниваеì кажäый вновü поëу÷енный ÷асти÷-
ный пëан со всеìи ранее построенныìи перспек-
тивныìи пëанаìи. Есëи äëя некоторой рассìат-
риваеìой пары ìарøрутов выпоëняþтся усëовия
правиëа отсева неоптиìаëüных проäоëжений 1,
то соответствуþщий неперспективный ÷асти÷ный
пëан искëþ÷ается из äаëüнейøеãо рассìотрения,

т. е. ìетка еãо ψ( ) поëаãается равной 2.

Есëи äëя некотороãо ÷асти÷ноãо пëана выпоë-

няþтся усëовия  = , то поëу÷ено äопусти-

ìое реøение заäа÷и. Поëаãаеì ψ( ) = 1 и вы-
÷исëяеì вреìя выпоëнения всеãо коìпëекса работ
с у÷етоì возврата ТС в нуëевой пункт

F( ) = T( ) + t( jk, 0),

F( ) = T( ) + .
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Ĵ
η –,

Ũ
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Есëи F( ) < ( ), то поëаãаеì ( ) =

= F( ), запоìинаеì этот ìарøрут  = 
и перехоäиì к øаãу 4.
Шаг 4. Искëþ÷аеì из äаëüнейøеãо рассìотре-

ния все проäоëженные на этой итераöии ìарøру-

ты , äëя которых справеäëиво неравенство

T[ ] ≥ F( ) иëи ξ{T [ ]} ≥ F( ), по-

ëожив äëя них ψ( ) = 3. Произвоäиì пере-
инäексаöиþ всех перспективных ÷асти÷ных пëа-

нов, äëя которых ψ( ) = 0, пронуìеровав их ин-
äексаìи s = 1, ..., S.
Есëи выпоëняþтся усëовия

( ) ≤ {ξ[T( )]|ψ( ) = 0, (27)

то ìарøрут  со зна÷ениеì функöии öеëи, рав-

ныì ( ), явëяется реøениеì заäа÷и, и аëãо-
ритì заверøает работу.
Есëи S ≠ 0 и усëовия (27) не выпоëняþтся, то

перехоäиì к øаãу 1. Есëи S = 0 и ( ) = ∞, то
не существует äопустиìых реøений заäа÷и, и аë-
ãоритì заверøает работу.
Через некоторое ÷исëо итераöий аëãоритìа бу-

äет ëибо найäено оптиìаëüное реøение заäа÷и,
ëибо установëен факт, ÷то исхоäная систеìа оãра-
ни÷ений заäа÷и явëяется несовìестна.
В Приëожении привеäены иëëþстративные

приìеры реøения заäа÷ 1 и 2.
Отìетиì, ÷то в сëу÷ае боëüøой разìерности

заäа÷и ìоãут приìенятüся прибëиженные ìетоäы
реøения, коãäа на øаãе 3 испоëüзуþтся ãрубые
правиëа отсева бесперспективных проäоëжений.
Кроìе тоãо, опреäеëенный на первых итераöиях
эффективный ìарøрут ìожет бытü проäоëжен äо
конöа (назовеì это рекорäоì). При этоì не сëеäу-
ет обращатü вниìания на äруãие, боëее короткие
конкурируþщие ìарøруты, вкëþ÷аþщие ìенüøее
÷исëо заäаний и пунктов с ëу÷øиì зна÷ениеì кри-
терия эффективности. Есëи откëонение критерия
оптиìаëüности от вы÷исëенной нижней ãраниöы
критерия в оптиìаëüноì реøении зна÷итеëüно, то
развивается сëеäуþщий ÷асти÷ный пëан äо тех пор,

пока зна÷ение T [ ] остается ëу÷øе рекорäа.

4. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× 3 È 4 ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÛÌÈ 
ÀËÃÎÐÈÒÌÀÌÈ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Построиì äëя кажäоãо ТС, m = 1, ..., M, на ос-

новании ìатриö T m = || || разìерностüþ (n + 1)

кваäратные ìатриöы Qm, β = || ||, β = 1, 2; k,

p = 0, 1, ..., K, разìерностüþ (K + 1), ãäе зна÷ения

 вы÷исëяþтся по форìуëаì (19)—(21).

Реøение заäа÷и 3 с критерияìи оптиìаëüнос-
ти (6)—(9) ìожет бытü поëу÷ено ìетоäоì ветвей и
ãраниö с поìощüþ аëãоритìов реøения заäа÷и M

коììивояжеров с ìатриöаìи Qm, β описанныìи,
наприìер, в работе автора [23]. Оöенка оптиìаëü-
ноãо зна÷ения критерия оптиìаëüности äëя каж-
äоãо поäìножества вариантов при этоì вы÷исëя-
ется по форìуëаì (20) и (21).
Аëãоритì реøения заäа÷и 4 строится на основе

ìоäифиöированных ìетоäов äинаìи÷ескоãо про-
ãраììирования и посëеäоватеëüноãо анаëиза ва-
риантов и состоит из äвух этапов. При этоì ìоãут
бытü заäаны оãрани÷ения на вреìя работы ТС:

T [ ] ≤ Hm, m = 1, ..., M. На первоì этапе ре-
øения äëя кажäоãо из ТС, m = 1, ..., M, описанныì
выøе аëãоритìоì 1 строятся äопустиìые и эффек-
тивные ÷асти÷ные ìарøруты с отсевоì неäопус-
тиìых и неэффективных пëанов. На второì этапе
анаëизируþтся разëи÷ные варианты объеäинения
разëи÷ных äопустиìых объеäинений ÷асти÷ных
ìарøрутов всех иëи некотороãо поäìножества
ìаøин в общий пëан выпоëнения всеãо коìпëек-
са заäаний и выбирается среäи этих äопустиìых
объеäинений пëан, обеспе÷иваþщий оптиìаëüное
зна÷ение критерия эффективности.
Рассìотриì некоторые свойства таких äопусти-

ìых объеäинений, а также правиëа их сравнения и
отсева бесперспективных проäоëжений.

Правило 1. Дëя äвух ÷асти÷ных пëанов  и

, соäержащих поäìножества выпоëненных за-

äаний  и  соответственно, объеäинение

в äопустиìое расписание Ω{ , } возìож-

но, есëи    = ∅.
Правило 2. Есëи äëя некотороãо объеäинения

÷асти÷ных ìарøрутов { , , ..., },
ãäе P ≤ M, выпоëнены усëовия

   = ∅,  r ≠ p, r,  p = 1, ..., P;

 = ,

то поëу÷ено äопустиìое расписание выпоëнения
всеãо коìпëекса заäаний на M ìаøинах, зна÷ение
критерия оптиìаëüности котороãо вы÷исëяется по
форìуëаì (6), (7) иëи (8), (9).
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Правило отсева. Есëи äëя äвух äопустиìых объ-

еäинений ÷асти÷ных пëанов { , , ...,

} и { , , ..., }, äëя которых

( ) =  и ( ) = ,

справеäëивы усëовия

( ) ⊆ ( ), ( ) ⊆ ( ) 

и Fα( ) ≤ Fα( ), (28)

ãäе α = 1 иëи 2, ( ) — поäìножество ìарøрутов
ТС, которые вкëþ÷ены в соответствуþщее объеäи-
нение,
и оäно из этих усëовий выпоëняется как стро-

ãое соотноøение, то объеäинение  боëее преä-

по÷титеëüно, ÷еì объеäинение , и посëеäнее
ìожет бытü отброøено как неперспективное.
При построении разëи÷ных вариантов объеäи-

нения посëеäоватеëüностей  выпоëнения заäа-
ний и вкëþ÷ении в это объеäинение сëеäуþщеãо
ТС r-я ìетка строящеãося объеäинения r = 1, ..., R
соäержит признаки:

 — ноìер ТС, вкëþ÷аеìоãо в объеäинение

;  = { , , ..., , ..., } — ноìера

ìеток кажäоãо ТС, вкëþ÷аеìоãо в объеäинение .

Отìетиì, ÷то есëи  = 0, то поäìножество и

посëеäоватеëüностü заäаний, выпоëняеìых на m-ì

ТС, не вкëþ÷ены в объеäинение ;  = ( ) —
поäìножество выпоëненных заäаний в объеäине-

нии ; ( ) — поäìножество ТС, ìарøруты

которых вкëþ÷ены в объеäинение ; { ,

, ..., } — посëеäоватеëüности выпоëне-

ния заäаний на кажäоì ТС в объеäинении ; δr —

ноìера вкëþ÷аеìых в объеäинение  ТС; Fα( ),

ξ[Fα( )], ãäе α = 1 иëи 2 — соответственно зна-
÷ение критерия оптиìаëüности и нижней ãраниöы
функöии öеëи äëя объеäинения поäпосëеäова-

теëüностей в ;  — возìожностü и перспектив-

ностü проäоëжения . При этоì  = 0, есëи
äанное объеäинение посëеäоватеëüностей ìожет

бытü проäоëжено, и  = 1 — есëи объеäинение

 уже проäоëжено во все возìожные направëе-

ния,  = 2, есëи  искëþ÷ено из рассìотрения

как неперспективное,  = 3, есëи поëу÷ено äо-

пустиìое реøение заäа÷и, т. е.  = ( ) = .
Рассìатриваþтся тоëüко äопустиìые и перс-

пективные ìетки посëеäоватеëüностей выпоëне-
ния заäаний на кажäоì ТС, äëя которых зна÷ение

ψ( ) = 1. Обозна÷иì ÷ерез , ãäе α = 1 иëи 2,
наиëу÷øие зна÷ения соответствуþщих критериев
оптиìаëüности äëя äопустиìых расписаний на
äанноì øаãе аëãоритìа. Ввеäеì с÷ет÷ик строя-
щихся объеäинений R. В на÷аëе проöесса реøения

поëаãаеì r = 0,  = ∅,  = 0, ( ) = ∅,

δ0 = 0, Fα( ) = 0,  = 0,  = ∞, а также R = 0.
Алгоритм 2. Шаг 1. Выбираеì некоторуþ r-þ

ìетку объеäинения поäпосëеäоватеëüностей, äëя

которой  = 0. Есëи таких ìеток не существует,
то перехоäиì к øаãу 4. В противноì сëу÷ае выпоë-
няеì сëеäуþщие вы÷исëения.

1.1. Среäи ìеток ТС с инäексоì m = (δr + 1) ≤ M,

äëя которой { , , ..., }, нахоäиì
посëеäоватеëüности выпоëняеìых заäаний, уäов-
ëетворяþщие усëовияì

ψ( } = 1,  ( )  ( ) = ∅.

Есëи таких ìеток не существует, то δr := (δr + 1)
и снова выпоëняеì п. 1.1.
В противноì сëу÷ае перехоäиì к øаãу 2. Есëи

m > M, то перехоäиì к øаãу 3.
Шаг 2. Поëаãаеì

{ , , ..., , },

( ) = ( ) U ( ),  δr := (δr + 1).

Вы÷исëяеì

F1( ) = F1( ) + T [ ],

F2( ) = T [ ].

Есëи m < M, то δr := (δr + 1) и вновü перехоäиì
к øаãу 1.
В противноì сëу÷ае (m = M) выпоëняеì сëеäу-

þщий объеì вы÷исëений.

2.1. Есëи ( ) = , то опреäеëяеì  =

= min{ ; Fα( )}, α = 1 иëи 2.

Даëее r := (R + 1),  = 3. Перехоäиì к øаãу 3.

2.2. Есëи ( ) ⊂ , то r := (R + 1) и пе-
рехоäиì к øаãу 1.
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Шаг 3. Дëя объеäинения  и кажäоãо из всех

построенных ранее объеäинений , ρ < (r + 1),

äëя которых ψ( ) = 0 иëи ψ( ) = 1, проверяеì
выпоëнение усëовий äоìинирования (28) в соот-
ветствии с правиëоì отсева. Есëи боëее перспек-

тивныì явëяется  (   ), то поëаãаеì

ψ( ) = 2, посëе ÷еãо перехоäиì к п. 1.1 øаãа 1.

Есëи   , то перехоäиì к øаãу 1.

Шаг 4. Есëи  ≠ ∞, то поëу÷ено оптиìаëüное
реøение заäа÷и, и аëãоритì заверøает работу. Ес-

ëи  ≠ ∞, то äопустиìых реøений заäа÷и не су-
ществует, и с соответствуþщиì сообщениеì аëãо-
ритì заверøает работу.
Отìетиì, ÷то в практи÷еских рас÷етах реøения

заäа÷и по критерияì ìиниìизаöии вреìени вы-
поëнения расписания работ (äëя сокращения ÷ис-
ëа вариантов на первоì этапе реøения заäа÷и) ìо-
ãут бытü заäаны вспоìоãатеëüные äопоëнитеëüные

оãрани÷ения на вреìена работы ТС T [ ] ≤ Hm,
m = 1, ..., M. Это сократит также объеì вы÷исëе-
ний в аëãоритìе 2.
Вычислительные эксперименты. Реøаëисü заäа-

÷и с ÷исëоì выпоëняеìых заäаний 7—15 и ÷исëоì
ТС не боëее ÷етырех. Чисëо пунктов приеìа и äо-
ставки ãрузов не превыøаëо 30. Вреìя реøения
всех заäа÷ на персонаëüноì коìпüþтере с проöес-
сороì Core i-5 Intel® Core™ i5-4200U ÷етвертой
ìоäификаöии (äо 2,6 ГГö) составëяëо не боëее
2,5 ìин. Наибоëüøее ÷исëо анаëизируеìых вари-
антов и соответственно наибоëüøий объеì вы÷ис-
ëений набëþäаëисü в заäа÷ах без оãрани÷ений с
небоëüøиìи отëи÷ияìи во вреìенах и стоиìости
перевозки ãрузов из оäноãо пункта в äруãой. На-
ëи÷ие жесткой систеìы оãрани÷ений и боëüøие
разбросы во вреìенах и стоиìости äоставки ãру-
зов позвоëяþт уже на первых итераöиях аëãоритìа
искëþ÷итü ìарøруты, не соäержащие äопустиìых
и оптиìаëüных пëанов, и существенно сократитü
÷исëо анаëизируеìых ìарøрутов. В заäа÷ах боëü-
øой разìерности при несущественных оãрани÷е-
ниях на сроки äоставки ãрузов и небоëüøих от-

ëи÷иях в зна÷ениях эëеìентов ìатриö Cm = || ||

и T m = || ||, m = 1, ..., M, ìоãут бытü приìенены

прибëиженные ìетоäы реøения заäа÷и, испоëü-
зуþщие в аëãоритìах ìетоäа ветвей и ãраниö
оäностороннþþ схеìу ветвëения äо поëу÷ения
«рекорäа» иëи в ìетоäах äинаìи÷ескоãо проãраì-
ìирования прибëиженные правиëа отсева непер-
спективных проäоëжений. Кроìе тоãо, в ìетоäах
äинаìи÷ескоãо проãраììирования испоëüзуþтся
оöенки. Проäоëжаþтся ÷асти÷ные ìарøруты с на-

иëу÷øиìи оöенкаìи и некоторые расписания не
äовоäятся äо конöа, есëи поëу÷ены реøения со
зна÷ениеì критерия эффективности, ëу÷øиì, ÷еì
эти оöенки.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Проиëëþстрируеì работу аëãоритìа реøения заäа÷ 1
и 2 на приìере. Матриöа вреìен переезäа ìежäу пунк-
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Таблица 1
Ìàòðèöà âðåìåí ïåðååçäà ìåæäó ïóíêòàìè

№

Вреìена проезäа ìежäу пунктаìи
приеìа и äоставки ãрузов

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0 ∞ 10 20 18 30 15 27 35 22 8 17 40 25
1 10 ∞ 14 18 25 36 10 41 24 32 16 20 40
2 20 14 ∞ 36 15 24 23 40 27 16 19 32 21
3 18 18 36 ∞ 20 17 26 8 19 22 25 13 26
4 30 25 15 20 ∞ 18 26 25 11 17 28 30 24
5 15 36 24 17 18 ∞ 9 16 28 15 41 23 10
6 27 10 23 26 26 9 ∞ 15 18 30 12 14 25
7 35 41 40 8 25 16 15 ∞ 36 15 28 12 18
8 22 24 27 19 11 28 18 36 ∞ 25 16 29 32
9 8 32 16 22 17 15 30 15 25 ∞ 14 28 31
10 17 16 19 25 28 41 12 28 16 14 ∞ 9 17
11 40 20 32 13 30 23 14 12 29 28 9 ∞ 25
12 25 40 21 26 14 10 25 18 32 31 17 17 ∞

Таблица 2
Çàäàíèÿ ïî äîñòàâêå ãðóçîâ

Параìетры

Ноìера и соäержание
выпоëняеìых заäаний

1 2 3 4 5 6

Пункты приеìа ãруза 1 2 4 7 8 12
Пункты äоставки ãруза 11 6 10 3 5 9

Вреìя поãрузки и разãрузки 5 3 6 7 2 4

Грани÷ные сроки выпоëнения 
заäаний

85 230 185 320 280 130

τk

Таблица 3
Ìàòðèöà âðåìåí ìåæäó âûïîëíåíèåì äâóõ ñòîÿùèõ

â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äðóã çà äðóãîì çàäàíèé

№

Необхоäиìые затраты вреìени 
ìежäу выпоëнениеì äвух ряäоì 

стоящих заäаний
Нуëевые 
зна÷ения 
строк

0 1 2 3 4 5 6

0 ∞ 10 20 30 35 22 25 10
1 65 ∞ 57 55 37 54 50 37
2 52 36 ∞ 52 41 44 51 36
3 51 50 53 ∞ 62 50 51 50
4 37 33 51 35 ∞ 34 41 33
5 45 66 54 48 46 ∞ 40 40
6 43 67 51 52 50 60 ∞ 43

Нуëевые 
зна÷ения

— — 3 2 — — — 254
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таìи äорожной сети преäставëена в табë. 1. Параìетры
øести заäаний по äоставке ãрузов привеäены в табë. 2.

Наприìер, рас÷ет эëеìента ìатриöы Q = |qk, p|,
k, p = 1, 2, ..., 6, необхоäиìоãо вреìени ìежäу выпоë-
нениеì äвух ряäоì стоящих в посëеäоватеëüности заäа-
ний qk, p = q3,1 опреäеëяется выражениеì q31 =  + t4,10 +

+ t10,1 = 6 + 28 + 16 = 50; q4,6 =  + t7,3 + t3,12 = 7 + 8 +
+ 26 = 41. Расс÷итанные эëеìенты свеäены в табë. 3.
Привеäенная ìатриöа D = |dkl | преäставëена в табë. 4.

Проöесс реøения приìера в усëовиях отсутствия оã-
рани÷ений на сроки выпоëнения заäаний ìетоäоì вет-
вей и ãраниö привеäен на рис. 1.
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Рис. 1. Дерево решений задачи при отсутствии ограничений

Рис. 2. Дерево решений задачи при наличии ограничений

τ3

τ4

Таблица 4
Ïðèâåäåííàÿ ìàòðèöà D = |dkl|

№

Привеäенная ìатриöа вреìен проезäа
ìежäу параìи пунктов выпоëняеìых заäаний

0 1 2 3 4 5 6

0 ∞ 0 7 18 25 12 15
1 28 ∞ 17 16 0 17 15
2 16 0 ∞ 14 5 8 15
3 1 0 0 ∞ 12 0 1
4 0 0 15 0 ∞ 1 8
5 5 26 11 6 6 ∞ 0
6 0 24 5 7 7 17 ∞
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Оптиìаëüная посëеäоватеëüностü выпоëнения заäа-

ний  = {0, 1, 4, 3, 2, 5, 6, 0}, а посëеäоватеëüностü пунк-

тов сети при выпоëнении этоãо расписания  = {0, 1, 11,
2, 6, 4, 10, 7, 3, 8, 5, 12, 9, 0}. Вреìя выпоëнения распи-
сания — 262.

Учет ограничений на сроки выполнения заданий. Пары
пунктов приеìа и äоставки ãрузов кажäоãо заäания оп-
реäеëены в первой и второй строках, вреìя, необхоäи-
ìое äëя заãрузки и выãрузки ãруза l-ãо заäания, — в тре-
тüей строке, а ãрани÷ные сроки вреìен заверøения вы-
поëнения заäаний привеäены в посëеäней строке табë. 2.
Необхоäиìо найти äопустиìое расписание выпоëнения
работ, ìиниìизируþщее вреìя выпоëнения расписания.

Проöесс реøения приìера ìетоäоì äинаìи÷ескоãо
проãраììирования с поìощüþ аëãоритìа 1 привеäен на
рис. 2.

Внутри эëëипсов показаны ÷астные ìарøруты äви-
жения ТС. Цифры, стоящие ряäоì с верøиной äерева,
показываþт äëину соответствуþщеãо ÷асти÷ноãо пëана.
На рис. 2 выäеëена ветвü äерева, соответствуþщая оп-
тиìаëüноìу реøениþ.

Оптиìаëüная посëеäоватеëüностü выпоëнения заäа-

ний  = {0, 1, 6, 3, 2, 4, 5, 0}, а посëеäоватеëüностü пун-

ктов сети при выпоëнении этоãо расписания  = {0, 1,
11, 12, 9, 4, 10, 2, 6, 7, 3, 8, 5, 0}. Вреìя выпоëнения рас-
писания 285.
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ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÎÁÚÅÊÒÎÂ 
ÆÅËÅÇÍÎÄÎÐÎÆÍÎÉ ÑÒÀÍÖÈÈ

À.È. Ïîòåõèí

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Реøение пробëеì повыøения безопасности
äвижения на жеëезноäорожноì транспорте связано
с иссëеäованиеì вопросов автоìатизаöии äиспет-
÷ерскоãо управëения äвижениеì поезäов в жеëез-
ноäорожной сети. Основные функöии äиспет÷ерс-
коãо управëения состоят в оперативноì контроëе
выпоëнения ãрафика äвижения и форìирования
поезäов и принятии реøений по управëениþ äви-
жениеì поезäов (при откëонении от ãрафика).
Центраëüныì звеноì в оперативноì управëе-

нии поäвижныì составоì жеëезноäорожной стан-
öии явëяется станöионный äиспет÷ер (äежурный
по станöии). Диспет÷ер еäиноëи÷но распоряжает-
ся приеìоì, отправëениеì и пропускоì поезäов
по ãëавныì и приеìоотправо÷ныì путяì жеëез-
ноäорожной станöии. С поìощüþ устройств сиã-
наëизаöии, öентраëизаöии и бëокировки он äис-
танöионно управëяет стреëкаìи и сиãнаëаìи, т. е.
форìирует поезäные и ìаневровые ìарøруты; от-
äает приказы на äвижение поезäов путеì управëе-
ния светофораìи; при необхоäиìости корректи-
рует пëаны äвижения кажäоãо поезäа в режиìе ре-
аëüноãо вреìени.
В периоäы высокой интенсивности äвижения

поезäов (а также в неøтатноì режиìе, в сëу÷ае
аварии) требуется высокая скоростü принятия ре-
øения (к приìеру, в Москве на Яросëавскоì же-
ëезноäорожноì узëе в «÷асы пик» прибываþт и от-
правëяþтся эëектропоезäа кажäые 2 ìин).
В то вреìя как расписание äвижения поезäов

тщатеëüно пëанируется с поìощüþ сëожных ìа-

теìати÷еских ìоäеëей, повсеäневная работа äис-
пет÷еров по выпоëнениþ пëан-ãрафика äвижения
поезäов опирается тоëüко на своä правиë, опыт и
ìастерство саìих äиспет÷еров. Коне÷но, совре-
ìенные систеìы äиспет÷ерскоãо контроëя и öент-
раëизаöии (наприìер, систеìа «Сетунü» [1]) су-
щественно обëеã÷аþт труä äиспет÷еров. Оäнако
при этоì отсутствует какая-ëибо поìощü äиспет-
÷еру в виäе краткосро÷ноãо проãноза по проöессу
управëения äвижениеì при наëи÷ии вреìенных
заäержек поезäов, неисправностей в инфраструк-
туре жеëезноäорожной сети, конфëиктных ситу-
аöий. Отсутствуþт оте÷ественные среäства оöенки
эффективности приниìаеìых реøений. На прак-
тике отìе÷ается, ÷то 80 % всех сëу÷аев наруøений
безопасности äвижения в перевозо÷ноì проöессе,
так иëи ина÷е, связаны с виной äиспет÷еров.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Коììуникаöионные, транспортные, произвоä-
ственные систеìы, отëи÷аþщиеся неäетерìини-
рованностüþ, асинхронностüþ, управëениеì по
событияì, параëëеëüностüþ в своих структурах,
преäставëяþтся как äискретно-событийные систе-
ìы (discrete event systems — DES) [2—4].
В настоящее вреìя во ìноãих нау÷ных öентрах

ìира веäутся øирокие иссëеäования по пробëеìе
автоìатизаöии управëения äвижениеì поезäов с
öеëüþ разработатü систеìу поääержки äиспет÷ера,
которая в состоянии преäвиäетü возìожные кон-
фëиктные ситуаöии и нахоäитü реøения, позвоëя-
þщие избеãатü (искëþ÷атü) эти ситуаöии.

Рассìотрены пробëеìы созäания систеì управëения äвижениеì поезäов, способных
преäвиäетü возìожные конфëиктные ситуаöии. С этой öеëüþ разработан форìаëüный
ìетоä преäставëения структуры жеëезноäорожных объектов (станöий, переãонов) в виäе
систеìы ëоãи÷еских функöий, на основе которых нахоäится ìножество ìарøрутов. Оп-
реäеëены ëоãи÷еские отноøения ìежäу ìарøрутаìи (совìестиìые, несовìестиìые,
вражäебные ìарøруты).

Ключевые слова: ëоãи÷еская ìоäеëü, жеëезноäорожная станöия, стреëо÷ный перевоä, ìарøрут äви-
жения поезäов, совìестиìые, вражäебные ìарøруты.
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Конфëиктные ситуаöии ìоãут возникатü по раз-
ныì при÷инаì: опозäания прибытия иëи отправ-
ëения поезäов на станöиþ (вреìенные поìехи),
неисправности эëеìентов инфраструктуры стан-
öии (стреëок, путей, светофоров и äр.), несоãëасо-
ванностü ãрупповоãо äвижения поезäов на стан-
öии и äр.
Поэтоìу иссëеäования, в основноì, ориенти-

рованы на у÷ет опреäеëенных типов поìех. Так, в
работах [5—8] иссëеäуется пробëеìа обеспе÷ения
безопасности ãрупповоãо äвижения поезäов. Мо-
äеëирование осуществëяется на основе сетей Пет-
ри. Сети Петри по текущей разìетке всеãäа то÷но
опреäеëяþт состояние жеëезноäорожной сети, по-
ëожение поезäов, а существуþщие ìетоäы анаëиза
сетей Петри позвоëяþт опреäеëятü (преäвиäетü)
возìожные конфëиктные ситуаöии.
В работах [9—11] стратеãии управëения äвиже-

ниеì транспорта состоят в оперативной перепëа-
нировке ìарøрутов äвижения в режиìе реаëüноãо
вреìени с öеëüþ оптиìизаöии äвижения при на-
ëи÷ии вреìенных поìех. Показано, ÷то äëя этоãо
необхоäиìо уìетü:

— опреäеëятü (преäвиäетü) возìожные конф-
ëиктные ситуаöии,

— осуществëятü перепëанировку ìарøрутов
äвижения кажäоãо поезäа в режиìе реаëüноãо
вреìени,

— оперативно осуществëятü заìену заäанноãо
ìарøрута аëüтернативныì.
Дëя реøения этих заäа÷ вне зависиìости от

принятой стратеãии необхоäиìо иìетü:
— ìножество ìарøрутов объекта,
— ìножество аëüтернативных ìарøрутов за-

äанноìу,
— ìножества совìестиìых, несовìестиìых,

вражäебных ìарøрутов заäанноìу ìарøруту.
Преäëаãаеìые реøения эффективны тоëüко на

ëокаëüноì уровне при наëи÷ии небоëüøих опоз-
äаний нескоëüких поезäов. Поэтоìу во всех иссëе-
äованиях основныì приеìоì борüбы с разìернос-
тüþ сëужит äекоìпозиöия боëüøих заäа÷ на ìаëые
заäа÷и, которые ìоãут бытü реøены ëокаëüныìи
äиспет÷ерскиìи систеìаìи с äаëüнейøей их ãëо-
баëüной коорäинаöией.
Чисëо ìарøрутов на крупных жеëезноäорож-

ных станöиях ìожет äостиãатü 1000 и боëее. Оä-
нако боëüøие вреìенные затраты на выпоëнение
проöессов проãнозирования и перепëанировки
äвижения поезäов обусëовëены поискоì аëüтерна-
тивных ìарøрутов, выбороì оптиìаëüноãо ìарø-
рута по заäанныì критерияì, проверкой выбран-
ноãо ìарøрута на ãрупповуþ совìестиìостü с
äействуþщиìи ìарøрутаìи на жеëезноäорожных
объектах (станöиях, переãонах).
Преäставëяет нау÷ный и прикëаäной интерес

иссëеäование такой ìоäеëи жеëезноäорожной

станöии, которая бëаãоäаря ее структурныì осо-
бенностяì сокращаëа бы перебор при реøении
указанных заäа÷. Эти особенности состоят в äиск-
ретноì характере объектов инфраструктуры стан-
öии, переãона. Наприìер, путü (занят — свобоäен),
стреëка (пряìое — боковое поëожение, занята —
свобоäна) и äр. Поэтоìу структуру жеëезноäорож-
ной станöии, переãона ìожно рассìатриватü как
реëейно-контактнуþ схеìу со ìноãиìи вхоäаìи и
выхоäаìи иëи ëоãи÷ескуþ схеìу из эëеìентов
ИЛИ, И, НЕ. Заäа÷а анаëиза ëоãи÷еской схеìы со
ìноãиìи выхоäаìи закëþ÷ается в ее описании в
виäе систеìы ëоãи÷еских функöий [12, 13], кото-
рая позвоëяет нахоäитü поëное ìножество ìарø-
рутов и сëужит исхоäной инфорìаöией äëя ëоãи-
÷еских вы÷исëений аëüтернативных ìарøрутов,
ãрупповой совìестиìости, вражäебности ìарø-
рутов и äруãих характеристик путеì приìенения
ìетоäов анаëиза и синтеза теории ëоãи÷еских
схеì. Возìожна аппаратная и проãраììная реа-
ëизаöии ëоãи÷еских вы÷исëений. По наøеìу ìне-
ниþ, этот путü иссëеäования сократит вреìенные
затраты проöессов проãнозирования и перепëани-
ровки äвижения поезäов.
В настоящей статüе рассìатривается ìетоä

преäставëения структуры жеëезноäорожной стан-
öии в виäе систеìы ëоãи÷еских функöий, на основе
которой нахоäится ìножество ìарøрутов стан-
öии и опреäеëяþтся ëоãи÷еские отноøения ìежäу
ìарøрутаìи (совìестиìые, несовìестиìые, враж-
äебные).

2. ÊÐÀÒÊÎÅ ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÎÁÚÅÊÒÀ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

В жеëезноäорожной сети России окоëо 11 тыс.
станöий. Станöией называется «разäеëüный пункт»
с путевыì развитиеì и устройстваìи, позвоëяþ-
щиìи выпоëнятü операöии по приеìу, отправëе-
ниþ, скрещениþ и обãону поезäов, а также по
приеìу, поãрузке, выãрузке и выäа÷е ãрузов и по
обсëуживаниþ пассажиров.
Основные характеристики станöий без потери

общности рассìотриì на приìере схеìы проìе-
жуто÷ной жеëезноäорожной станöии. Основныì
коìпонентоì станöии явëяется «иìенной» путü.
Особенности иìенноãо пути: поезä при äвижении
в пряìоì и обратноì направëении прохоäит еãо
поëностüþ (без ответвëений), еãо ãраниöаìи ìоãут
бытü стреëки и тупики, он свобоäен иëи занят
тоëüко оäниì поезäоì (вне зависиìости от факти-
÷еской протяженности поезäа). Иìенной путü —
это эëектри÷ески изоëированный реëüсовый у÷ас-
ток (бëок-у÷асток), состояние котороãо (свобо-
äен — занят) контроëируется и управëяется авто-
ìати÷ески иëи äиспет÷ероì и отражается состо-
яниеì светофоров, распоëоженных на ãраниöах
пути.
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Кажäый иìенной путü соеäиняется с поìощüþ
соеäинитеëüноãо реëüсовоãо у÷астка со стреëо÷ны-
ìи перевоäаìи. Стреëо÷ный перевоä сëужит äëя
соеäинения, пересе÷ения реëüсовых путей и изìе-
нения направëения äвижения поезäов. По ÷исëу и
распоëожениþ в топоëоãи÷ескоì пëане пересека-
þщихся путей стреëо÷ные перевоäы ìоãут бытü
оäино÷ные, перекрестные и äр. Основныì эëе-
ìентоì оäино÷ноãо стреëо÷ноãо перевоäа сëужит
стреëка с перевоäныì ìеханизìоì. Стреëки со-
еäиняþтся ìежäу собой и иìенныìи путяìи с по-
ìощüþ соеäинитеëüных реëüсовых у÷астков. С по-
ìощüþ перевоäноãо ìеханизìа стреëка ìожет на-
хоäитüся в оäноì из äвух поëожений — пряìоì и
боковоì. На схеìах станöий знакоì (+) обозна÷а-
ется пряìое поëожение стреëок. Поëожение стреë-
ки управëяется и контроëируется äиспет÷ероì.
Стреëки, как и иìенные пути, явëяþтся эëектри-
÷ески изоëированныìи реëüсовыìи у÷асткаìи.
Состояние стреëки (свобоäна — занята) управëя-
ется и контроëируется.
На рис. 1 изображена схеìа станöии, жирныìи

ëинияìи обозна÷ены иìенные пути: ГП — ãëав-
ный путü, пути 1 и 2 — вхоä-выхоäные пути стан-
öии, 3 — приеìоотправо÷ный путü, 4 и 5 — вы-
тяжные пути (тупики), 6 — выставо÷ный путü, 7 —
поãрузо÷но-разãрузо÷ный путü, C1, ..., C8 — стреëо÷-
ные перевоäы (стреëки). Пряìоуãоëüникоì обозна-
÷ена пëатфорìа посаäки и высаäки пассажиров
(путü 3) и ìесто поãрузки-разãрузки (путü 7). Све-
тофоры не показаны, ÷тобы не заãроìожäатü ри-
сунок, их роëü буäет рассìотрена äаëее, управëе-
ние иìи ëибо автоìати÷еское (бëокировки), ëибо
ру÷ное (äиспет÷ероì).

3. ËÎÃÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ 
ÆÅËÅÇÍÎÄÎÐÎÆÍÎÉ ÑÒÀÍÖÈÈ

3.1. Ãðàô-ñõåìà æåëåçíîäîðîæíîé ñòàíöèè

Несìотря на разëи÷ные функöионаëüные на-
зна÷ения станöий, ìоäеëü жеëезноäорожной стан-
öии äоëжна сохранитü основные внеøние свойст-
ва, как то: топоëоãи÷ескуþ схеìу иìенных путей,
схеìы соеäинитеëüных реëüсовых у÷астков и стре-

ëо÷ных перевоäов (стреëок). С этой öеëüþ исхоä-
нуþ схеìу жеëезноäорожной станöии преобразуеì
в ãраф-схеìу спеöиаëüноãо виäа. Это преобразова-
ние äостато÷но простое, покажеì еãо на приìере
проìежуто÷ной станöии.
Сфорìуëируеì правиëа преобразования.
Иìенные пути станöии (вне зависиìости от их
функöионаëüноãо назна÷ения) на ãраф-схеìе
изобразиì в виäе кружков (рис. 2), которые в
äаëüнейøеì буäеì называтü позиöияìи, ìно-
жество позиöий обозна÷иì как P, в наøеì при-
ìере P = {p1, p2, …, p7}.
Кажäый иìенной путü станöии связан со стреë-
каìи с поìощüþ соеäинитеëüных у÷астков, ко-
торые изобразиì в ãраф-схеìе виäе äвух ребер,
инöиäентных позиöии, соответствуþщей äан-
ноìу пути. То÷ки соеäинения этих ребер и по-
зиöий обозна÷иì öифраìи 1 и 2 (произвоëüно),
они распоëожены вне кружков (сì. рис. 2). Бу-
äеì ãоворитü, ÷то эти то÷ки соеäинения явëя-
þтся вхоäаìи — выхоäаìи позиöии. Вхоäы —

выхоäы i-й позиöии обозна÷иì как , .

Стреëки станöии в ãраф-схеìе изображены в
виäе узëов, ìножество узëов обозна÷иì как С,
в наøеì приìере C = {c1, c2, ..., c8}.
Узëы соеäиняþтся ìежäу собой и позиöияìи
ребраìи, которые соответствуþт соеäинитеëü-
ныì у÷асткаì станöии. Знакоì (+) обозна÷ены
ребра, которые указываþт на пряìое поëо-
жение соответствуþщих стреëок. Ребра, соот-
ветствуþщие пряìоìу и боковоìу поëоженияì
стреëки, соеäинены знакоì . Множество ре-
бер ãраф-схеìы станöии обозна÷иì как U, оно
состоит из неориентированных ребер типа

( , cj), ( , cj) и (ci, cj), ãäе pi ∈ P, ci, cj ∈ C.

Такиì образоì, ãраф-схеìа станöии преäстав-
ëяется в виäе ãрафа G, соäержащеãо äва типа вер-
øин (ìножества P и C ) и ребра (ìножество U ):
G = (P, C, U ).
Преобразованная такиì образоì схеìа жеëез-

ноäорожной станöии приниìает виä, показанный
на рис. 2. Чисëо позиöий в ãраф-схеìе станöии

Рис. 1. Схема промежуточной железнодорожной станции

Рис. 2. Граф-схема промежуточной железнодорожной станции
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2
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ìожно изìенитü (увеëи÷итü, уìенüøитü). Напри-
ìер, при пересе÷ении äвух жеëезноäорожных путей
в оäноì уровне ãраф-схеìу станöии необхоäиìо
äопоëнитü позиöией в ìесте пересе÷ения. В то вре-
ìя как позиöиþ, соответствуþщуþ ãëавноìу пути
станöии, преäназна÷енноìу äëя безостаново÷ноãо
сëеäования поезäов, ìожно опуститü (с öеëüþ эко-
ноìии ÷исëа позиöий). В общеì сëу÷ае ÷исëо и
ìеста распоëожения позиöий опреäеëяþтся ана-
ëитикоì.
Основныì эëеìентоì орãанизованноãо äвиже-

ния поезäов на станöии явëяется ìарøрут. Прос-
тыì станöионныì ìарøрутоì буäеì называтü
простой путü в ãрафе G в виäе посëеäоватеëüности
верøин и ребер:

m (pi, pj) = (pi(pi, cr, 1), cr, 1, (cr, 1, cr, 2), 
cr, 2, ..., cr, k, (cr, k, pj) pj),

ãäе позиöии pi и pj соответствуþт на÷аëу и конöу
ìарøрута, (cr, 1, cr, 2, ..., cr, k) —посëеäоватеëüностü
стреëок (узëов ãрафа G), соеäиненных ìежäу со-
бой соеäинитеëüныìи у÷асткаìи станöии (ребра-
ìи ãрафа G): (pi, cr, 1), (cr, 1, cr, 2), ..., (cr, k, pj).

Свойство простоãо ìарøрута: в норìаëüных си-
туаöиях преäпоëаãается, ÷то поезä прохоäит ìар-
øрут от на÷аëа äо конöа без остановки. Состав-
ныì ìарøрутоì буäеì называтü ìарøрут, состоя-
щий из нескоëüких простых ìарøрутов.
Не всякий путü в ãрафе G уäовëетворяет опи-

санноìу свойству ìарøрута всëеäствие особен-
ности äвижения поезäа ÷ерез стреëку. А иìенно,
поезä физи÷ески не ìожет перейти без останов-
ки из пряìоãо поëожения (направëения) стреëки
на боковое направëение, а также — с боковоãо на
пряìое.
Форìирование новоãо ìарøрута и орãаниза-

öия äвижения поезäа осуществëяется äиспет÷ероì
станöии. При этоì возìожно возникновение про-
бëеì всëеäствие опозäаний поезäа, неисправнос-
тей в инфраструктуре жеëезноäорожной сети,
конфëиктных ситуаöий при ãрупповоì äвижении
поезäов на станöии и äр. Требуþтся боëüøие вре-
ìенные затраты äëя проãнозирования и перепëа-
нировки äвижения поезäа, поиска аëüтернативных
ìарøрутов, выбора оптиìаëüноãо ìарøрута по за-
äанныì критерияì, проверки выбранноãо ìарø-
рута на ãрупповуþ совìестиìостü с äействуþщиìи
ìарøрутаìи на станöии.
Как буäет показано äаëее, преäставëение струк-

туры жеëезноäорожной станöии в виäе систеìы
ëоãи÷еских функöий позвоëяет сократитü перебор
при нахожäении ìножества ìарøрутов станöии.
Буäут разработаны:

— ëоãи÷еская ìоäеëü стреëо÷ноãо перевоäа;
— ëоãи÷еская ìоäеëü ìарøрута;

— ìетоä нахожäения ìарøрутов жеëезноäо-
рожной станöии;

— ìетоä анаëиза ìарøрутов на совìестиìостü,
вражäебностü.

3.2. Ëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü ñòðåëî÷íîãî ïåðåâîäà

Вна÷аëе рассìотриì стреëо÷ный перевоä (стреë-
ку), с поìощüþ котороãо осуществëяется управëе-
ние направëениеì äвижения поезäов. На рис. 3
привеäена схеìа обыкновенной оäино÷ной стреë-
ки С. Верøина a — основной вхоä/выхоä стреëки,
верøина b — пряìой вхоä/выхоä, верøина d — бо-
ковой вхоä/выхоä, верøина e — öентр стреëки.
Поëожение стреëки описывается зна÷ениеì ëоãи-
÷еской переìеной s: s соответствует пряìоìу по-
ëожениþ (направëениþ) стреëки (на рис. 1 и 2 оно

обозна÷ено знакоì (+)), поëожение  — боковоìу
направëениþ стреëки.
Схеìу стреëки ìожно рассìатриватü как ëоãи-

÷ескуþ схеìу: в узëе e реаëизуется ëоãи÷еская опе-
раöия «провоäное ИЛИ», ребра (b, e) и (d, e) взве-
øены ëоãи÷еской переìенной s, ребро (e, a) —
константой 1. Тоãäа, наприìер, ориентированный
путü [b, a] (b — на÷аëо, a — конеö пути) в схеìе
стреëки буäет прохоäныì (по анаëоãии — эëект-
ри÷еская провоäиìостü реëейной контактной öе-
пи), есëи s = 1. С äруãой стороны, путü [b, a] буäеì
с÷итатü разреøенныì, есëи разреøено äвижение
поезäа на вхоä b, äëя ÷еãо ввеäеì ëоãи÷ескуþ пе-
реìеннуþ x(b). Такиì образоì, буäеì с÷итатü, ÷то
путü [b, a] разреøенный и прохоäной äëя äвиже-
ния поезäа, есëи x(b) = 1 и s = 1, ÷то соответствует
еäини÷ноìу зна÷ениþ конъþнкöии sx(b). Прохо-
äиìостü разреøенноãо пути [b, a] преäставиì в ви-
äе функöии прохоäиìости f(b, a):

f(b, a) = sx(b), (1)

анаëоãи÷но нахоäиì функöии прохоäиìости äру-
ãих путей:

f(d, a) = x(d),

f(a, b) = sx(a),

f(a, d) = x(a),

f(b, d) = x(b)s  = 0,  f(d, b) = s x(d) = 0. (2)

Виäно, ÷то прохоäиìостü путей [b, d] и [d, b]
невозìожна.

S

Рис. 3. Схема стрелки С 

s

s

s s

pb0516.fm  Page 74  Tuesday, October 11, 2016  10:36 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÎÄÂÈÆÍÛÌÈ ÎÁÚÅÊÒÀÌÈ

75ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 5 • 2016

Обозна÷иì ÷ерез f(a) функöиþ прохоäиìости
на выхоäе a стреëки. Функöия f(a) о÷евиäныì
образоì поëу÷ается äизъþнкöией функöий f(b, a)
и f(d, a):

f(a) = sx(b) ∨ x(d),

анаëоãи÷но:
f(b) = f(a, b) = sx(a),

f(d) = f(a, d) = x(a). (3)

3.3. Ëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðåëîê

Рассìотриì заäа÷у поëу÷ения резуëüтируþщей
функöии прохоäиìости посëеäоватеëüноãо соеäи-
нения äвух стреëок. Дëя ее реøения приìениì из-
вестный принöип поëу÷ения выхоäной функöии
заäанной ëоãи÷еской схеìы: «от выхоäа схеìы —
к вхоäаì». Дëя этоãо рассìотриì проöесс поëу÷е-
ния резуëüтируþщей функöии прохоäиìости на
выхоäе b1 схеìы «äвойной стреëки» (рис. 4).
Шаг 1. Двиãаясü от заäанноãо выхоäа схеìы (b1),

поëу÷аеì, ÷то функöия прохоäиìости пути [a1, b1]
стреëки c1 (соãëасно выражениþ (2)) f(b1) = s1x(a1).
Шаг 2. Вхоä a1 стреëки c1 соеäинен с выхоäоì a2

стреëки c2 (ребро (a1, a2) соответствует соеäинитеëü-
ноìу у÷астку). Функöия прохоäиìости на выхоäе a2

(соãëасно выражениþ (3)) f(a2) = s2x(b2) ∨ x(d2).
Шаг 3. Поëу÷ение резуëüтируþщей функöии

прохоäиìости на выхоäе b1: отожäествиì переìен-
ные x(a1) и f(a2), поëу÷иì f(b1) = s1f(a2); поäставиì
правуþ ÷астü функöии f(a2) в функöиþ f(b1), по-

ëу÷иì: f(b1) = s1[s2x(b2) ∨ x(d2)]. Функöиþ f(b1)
преäставиì в виäе äизъþнктивной норìаëüной
форìы (ДНФ):

f(b1) = s1s2x(b2) ∨ s1 x(d2). (4)

В п. 3.5 буäет рассìотрено поëу÷ение резуëüти-
руþщей функöии прохоäиìости äëя äруãих вари-
антов посëеäоватеëüноãо соеäинения стреëок. Ана-
ëиз ДНФ функöии провоäиìости f(b1) преäставëя-
ет интерес, потоìу ÷то на приìере этой простой
форìуëы ìожно преäваритеëüно сфорìуëироватü
основные свойства функöии провоäиìости ëþбой
сëожности.

Сфорìуëируеì свойства функöии провоäиìос-
ти f(b1).

Чисëо конъþнкöий в ДНФ функöии f(b1) рав-
но ÷исëу путей, окан÷иваþщихся в верøине b1

(в наøеì приìере äва пути).
Кажäая конъþнкöия функöии f(b1) соäержит
инфорìаöии о на÷аëе и конöе соответствуþще-
ãо пути. Так, переìенная x(b2), поìиìо сиãнаëа
разреøения, указывает на путü с на÷аëоì в вер-
øине b2, переìенная x(d2) — путü с на÷аëоì в
верøине d2.

Кажäая конъþнкöия функöии f(b1) соäержит
инфорìаöии о ÷исëе стреëок и их поëожении в
кажäоì пути.
Конъþнкöии функöии f(b1) äопускаþт переста-
новку переìенных (в сиëу коììутативноãо за-
кона буëевой аëãебры (s1s2 = s2s1)). В то вреìя
как всякий путü иìеет фиксированнуþ посëе-
äоватеëüностü стреëок. Такиì образоì, ДНФ
функöия f(b1) явно не содержит инфорìаöии о
посëеäоватеëüности стреëок в путях. Дëя тоãо
÷тобы конъþнкöии функöии f(b1) соäержаëи
инфорìаöиþ о посëеäоватеëüности стреëок в
путях, поступиì сëеäуþщиì образоì. Первой
стреëке на øаãе 1 рассìотренноãо проöесса по-
ëу÷ения функöии f(b1) присвоиì поряäковый
ноìер 1. В наøеì сëу÷ае первой стреëкой яв-
ëяется стреëка с1. Поэтоìу ëоãи÷еской пере-
ìенной s1 присвоиì поряäковый ноìер 1 в виäе

верхнеãо инäекса: . Посëеäоватеëüно со стреë-
кой с1 соеäинена стреëка с2. Лоãи÷еской пере-
ìенной s2 присвоиì поряäковый ноìер 2 в виäе

верхнеãо инäекса: . Тоãäа ДНФ функöии f(b1)
запиøется как

f(b1) = x(b2) ∨ x(d2).

В этоì сëу÷ае кажäая конъþнкöия функöии
f(b1) соäержит инфорìаöиþ о посëеäоватеëüности
и оäновреìенно о поëожении стреëок соответст-
вуþщеãо пути.
Так, первой конъþнкöии соответствует путü

(b2, s2, s1, b1), второй конъþнкöии соответствует

путü (d2, , s1, b).

3.4. Ëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü ìàðøðóòà

Марøрут форìируется äиспет÷ероì станöии,
он заäает вхоäнуþ, выхоäнуþ позиöии ìарøрута и
посëеäоватеëüностü соеäиняþщих их стреëок:

(pi, pj) = (pi, cr, 1, cr, 2, ..., cr, k, pj),

s

s

Рис. 4. Схема двойной стрелки
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ãäе pi — на÷аëо, pj — конеö ìарøрута. Зäесü ìарø-
рут рассìатривается как упоряäо÷енная совокуп-
ностü позиöий и стреëок.
Даëее, есëи все стреëки свобоäны (т. е. не за-

няты в äруãих ìарøрутах), äиспет÷ер устанавëи-
вает их в поëожение, соответствуþщее äанноìу
ìарøруту, которое заäается набороì, наприìер:
(1, 0, ..., 1). В наборе «1» озна÷ает пряìое направ-
ëение, «0» — боковое направëение стреëки с.
Поëожение кажäой стреëки описывается зна÷е-
ниеì ëоãи÷еской переìеной s. Еäини÷ное зна÷е-
ние конъþнкöии (sr, 1, ...sr, k) озна÷ает, ÷то все
стреëки посëеäоватеëüности (cr, 1, cr, 2, ..., cr, k) ус-
тановëены в поëожения, соответствуþщие набору
(1, 0, ..., 1), и ìарøрут с÷итается сфорìированныì
(собранныì). Важное оãрани÷ение состоит в тоì,
÷то ìарøрут ìожет бытü расфорìирован äиспет-
÷ероì ëибо äо на÷аëа äвижения по неìу поезäа,
ëибо посëе окон÷ания äвижения, т. е. запрещает-
ся изìенятü ìарøрут во вреìя äвижения по неìу
поезäа.
Затеì путеì управëения вхоäныìи, выхоäныìи

светофораìи äиспет÷ер äает разреøение на äви-
жение поезäа по ìарøруту. Обозна÷иì как x(pi)
ëоãи÷ескуþ переìеннуþ, соответствуþщуþ сиãна-
ëу светофора, разреøаþщеãо выезä поезäа с пози-
öии pi (на÷аëо ìарøрута), анаëоãи÷но, y(pj) — раз-
реøение на въезä поезäа на позиöиþ pj (окон÷ание
ìарøрута). Тоãäа собранный ìарøрут m(pi, pj) =

= (pi, sr, 1, ...sr, k, pj) с÷итается разреøенныì.

Функöия прохоäиìости разреøенноãо ìарøру-
та иìеет виä:

f(pj) = y(pj)sr, k... , sr, 1, x(pi).

Функöия f(pj), в отëи÷ие от функöии (1), зави-
сит от переìенной y(pj) — разреøение на въезä по-
езäа на позиöиþ pj (окон÷ание ìарøрута).

3.5. Íàõîæäåíèå ïðîñòûõ ìàðøðóòîâ 
æåëåçíîäîðîæíîé ñòàíöèè

Станöиþ (сì. рис. 2) преäставëяеì как ëоãи÷ес-
куþ схеìу со ìноãиìи вхоäаìи и выхоäаìи, роëü
которых иãраþт позиöии. Пустü P — ìножество
позиöий станöии, k — ÷исëо стреëок. Дëя каж-
äой позиöии pi ∈ P, с÷итая ее выхоäной позиöией,
а остаëüные позиöии — вхоäныìи, спеöиаëüной
проöеäурой (от «выхоäа схеìы — к вхоäаì») на-
хоäиì ëоãи÷ескуþ функöиþ прохоäиìости f(pi).
Она приниìает еäини÷ное зна÷ение на ìножестве
разреøенных ìарøрутов, окан÷иваþщихся в по-
зиöии pi. Кажäый разреøенный ìарøрут преä-
ставëяется конъþнкöией. Такиì образоì, функöия

прохоäиìости f(pi) равна äизъþнкöии соответст-
вуþщих конъþнкöий.
Важныì свойствоì функöии прохоäиìости f(pi),

закëþ÷ается в тоì, ÷то ìежäу кажäой конъþнкöи-
ей и соответствуþщиì ей ìарøрутоì иìеет ìес-
то взаиìно оäнозна÷ное соответствие (сì. п. 3.3).
По функöии f(pi) поëу÷аеì ìножество ìарøрутов
станöии М(pi), окан÷иваþщихся в позиöии pi. Мно-
жество UМ(pi) по всеì pi ∈ P опреäеëяет (заäает)
ìножество ìарøрутов станöии.
Рассìотриì проöесс построения ìарøрутов на

приìере построения ìарøрутов, окан÷иваþщихся
в позиöии p1 (сì. рис. 2).

Шаг 1. Обозна÷иì как f( ) ëоãи÷ескуþ функ-

öиþ прохоäиìости, приниìаþщей еäини÷ное зна-
÷ение на ìножестве разреøенных ìарøрутах,
окан÷иваþщихся позиöией p1 вхоäоì 1:

f( ) = y( )f(a1), (5)

ãäе y( ) — разреøение въезäа на позиöиþ p1 с

вхоäа 1, f(a1) — функöия прохоäиìости на выхоäе
a1 стреëки с1.

Вхоä  соеäинен с выхоäоì a1 стреëки с1, по-

этоìу с÷итаеì, ÷то стреëка с1 — стреëка первоãо
поряäка.
На выхоäе a1 стреëки с1 (соãëасно выраже-

ниþ (3)) реаëизуется функöия прохоäиìости f(a1),
и с у÷етоì первоãо поряäка стреëки с1 иìееì:

f(a1) = x(b1) ∨ x(d1).

Вхоä b1 стреëки с1 соеäинен с выхоäоì b2 стреë-
ки с2, вхоä d1 — с выхоäоì b3 стреëки с3 (сì. рис. 2).
Такиì образоì, стреëки с2 и с3 соеäинены со стреë-
кой с1, сëеäоватеëüно, эти стреëки второãо поряäка.
Соãëасно форìуëе (4)

f(a1) = f(b2) ∨ f(b3), (6)

ãäе f(b2) — функöия прохоäиìости на выхоäе b2

стреëки с2, f(b3) — функöия прохоäиìости на вы-
хоäе b3 стреëки с3.
Шаг 2. В соответствии с рис. 2 строиì функöиþ

f(b2), которая соãëасно форìуëаì (3), с у÷етоì по-
ряäка стреëки с2, иìеет виä:

f(b2) = x( ), (7)

ãäе x( ) — ëоãи÷еская переìенная, соответству-

þщая сиãнаëу светофора, разреøаþщеãо выезä по-
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езäа с вхоäной позиöии p2 ÷ерез выхоä 1, т. е.  —

на÷аëо ìарøрута.
Шаг 3. Функöия f(b3), соãëасно форìуëаì (3),

строится анаëоãи÷но: f(b3) = x(a3), a3 = a5, в ре-
зуëüтате

f(b3) = f(a5), (8)

ãäе f(b3) — функöия прохоäиìости на выхоäе a5

стреëки с5, соеäиненной со стреëкой с3. Сëеäова-
теëüно, стреëка с5 — стреëка третüеãо поряäка.
Шаг 4. В соответствии с рис. 2 строиì функöиþ

f(a5). Соãëасно форìуëе (4)

f(a5) = x( ) ∨ f(a7), (9)

ãäе x( ) — ëоãи÷еская переìенная, соответству-

þщая сиãнаëу светофора, разреøаþщеãо выезä по-

езäа с позиöии p3 ÷ерез выхоä 2, т. е.  — на÷аëо

ìарøрута.
Даëее f(a7) — функöия прохоäиìости на выхо-

äе a7 стреëки с7, т. е. стреëки ÷етвертоãо поряäка.
Шаг 5. В соответствии с рис. 2 строиì функöиþ

f(a7). Соãëасно форìуëе (4)

f(a7) = x( ) ∨ x( ), (10)

ãäе x( ), x( ) — ëоãи÷еские переìенные, разре-

øаþщие выезä поезäа с позиöий p7, p6 соответст-

венно ÷ерез выхоä 1, т. е. ,  — на÷аëа ìарø-

рутов.
Такиì образоì, в резуëüтате построены функ-

öии провоäиìости стреëок, опреäеëены поряäки
стреëок и на÷аëüные позиöии всех ìарøрутов,
окан÷иваþщихся в позиöии p1 (сì. рис. 2).
Сëеäуþщий этап проöесса построения ìарøру-

тов состоит в посëеäоватеëüности поäстановок.
Шаг 6. Функöия f(a5) строится путеì поäста-

новки правой ÷асти форìуëы (10) в форìуëу (9):

f(a5) = x( ) ∨ [ x( ) ∨ x( )]. (11)

Даëее поäставëяеì правуþ ÷астü форìуëы (11)
в форìуëу (8), затеì правые ÷асти форìуë (7) и
(8) — в форìуëу (6), правуþ ÷астü форìуëы (6) —
в форìуëу(5).
В резуëüтате поäстановок поëу÷иì скобо÷нуþ

форìу функöии f( ):

f( ) = y( )[ x( ) ∨ [ x( ) ∨

∨ [ x( ) ∨ x( )]]].

Дизъþнктивная норìаëüная форìа функöии

f( ) иìеет виä:

f( ) = y( ) x( ) ∨ y( ) x( ) ∨

∨ y( ) x( ) ∨ y( ) x( ). (12)

Такиì образоì, функöия f( ) соäержит ÷етыре

конъþнкöии. Сëеäоватеëüно, ìножество ìарøру-

тов, окан÷иваþщихся в позиöии , соäержит ÷е-

тыре простых ìарøрута.

Марøрут с на÷аëоì в позиöии  и окон÷ани-

еì в позиöии  обозна÷иì как m( , ). Первой

конъþнкöии функöии f( ) соответствует (собран-

ный) ìарøрут

m( , ) = ( , s2, s1, ).

Анаëоãи÷но: m( , ) = ( , s5, s3, , ),

m( , ) = ( , s7, , s3, , ), m( , ) = ( ,

, , s3, , ).

Анаëоãи÷но опреäеëяþтся ìарøруты, окан÷ива-
þщиеся в äруãих позиöиях, а иìенно, ÷исëо ìарø-

рутов, окан÷иваþщихся в позиöии , равно 4, в

позиöии  — 2, в позиöии  — 2, в позиöии

— 3, в позиöии  — 3, в позиöии  — 2, в по-

зиöии  – 2,  – 2, в позиöии  — 2.

Функöия f(pi) = f( ) ∨ f( ), тоãäа в позиöии p1

окан÷иваþтся 4 ìарøрута, в позиöии p2 — 4, в по-

зиöии p3 — 4, в позиöии p4 — 3, в позиöии p5 — 3,

в позиöии p6 — 4 и в позиöии p7 — 4 ìарøрута.

Итоãо иìееì 26 простых ìарøрутов.
Нетруäно показатü, ÷то конъþнкöии, вхоäящие

в ДНФ функöии f(pi) äëя всех i, попарно ортоãо-

наëüны.
Можно показатü, ÷то:
— ÷исëо конъþнкöий, вхоäящих в ДНФ функ-

öии f(pi), не боëее ki + 1, ãäе ki — суììарное ÷исëо

стреëок, вхоäящих в ìарøруты, окан÷иваþщихся
в позиöии pi, ki ≤ k;

— ÷исëо øаãов проöесса поëу÷ения ДНФ фун-
кöии f(pi), вкëþ÷ая поäстановки, не боëее 3ki + 1.
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3.6. Íàõîæäåíèå ñîñòàâíûõ ìàðøðóòîâ 
æåëåçíîäîðîæíîé ñòàíöèè

Составной ìарøрут состоит из посëеäоватеëü-
ности äвух и боëее простых ìарøрутов. Основное
свойство составноãо ìарøрута (как и простоãо) за-
кëþ÷ается в возìожности еãо прохожäения без ос-
тановки.
Из форìуëы (12) сëеäует, ÷то проìежуто÷ныìи

позиöияìи ìоãут бытü позиöии p2, p3, p6, p7.

Обозна÷иì как h( , p3) функöиþ прохоäи-
ìости, которая приниìает еäини÷ное зна÷ение на
ìножестве составных ìарøрутов, окан÷иваþщих-

ся выхоäной позиöией , соäержащей позиöиþ p3

в ка÷естве проìежуто÷ной.

Функöия h( , p3) = y( ) x( )f( ), ãäе

f( ) — функöия прохоäиìости, которая приниìа-
ет еäини÷ное зна÷ение на ìножестве простых ìар-

øрутов, окан÷иваþщихся выхоäной позиöией .

В соответствии с рис. 2 и с поìощüþ изëожен-
ноãо проöесса (сì. п. 3.5) построиì ДНФ функöии

f( ): f( ) = y( ) x( ) ∨ y( ) x( ).

Поäставиì в функöиþ h( , p3) правуþ ÷астü фун-

кöии f( ), поëу÷иì ДНФ функöии h( , p3):

h( , p3) = y( ) x( )y( ) x( ) ∨

∨ y( ) x( )y( ) x( )].

Она соäержит äве конъþнкöии. Сëеäоватеëüно,
иìееì äва составных ìарøрута с на÷аëоì в пози-

öиях , , конöоì в позиöии  и проìежуто÷-

ной позиöии p3:

m( , p3, ) = ( , s4, s6, p3, s5, s3, , ),

m( , p3, ) = ( , , , s6, p3, s5, s3, , ).

Анаëоãи÷но вы÷исëяþтся функöии h( , p2),

h( , p6), h( , p7).

Функöия h( , p2) = 0.

Составные ìарøруты с проìежуто÷ныìи пози-
öияìи p6, p7:

m( , p7, ) = ( , s4, , s8, p7, s5, s3, , ),

m( , p7, ) = ( , , , , s8, p7, s5, s3, , ),

m( , p6, ) = ( , s4, , , p6, s5, s3, , ),

m( , p6, ) = ( , , , , , p6, s5, s3, , ).

Анаëоãи÷но опреäеëяþтся составные ìарøру-
ты, окан÷иваþщихся в äруãих позиöиях. В резуëü-
тате иìееì ÷исëо составных ìарøрутов, окан÷и-
ваþщихся в позиöии p1 — 6, в позиöии p2 — 6, в
позиöии p3 — 0, в позиöии p4 — 6, в позиöии p5 —
6, в позиöии p6 — 0, в позиöии p7 — 0. Итоãо иìееì
24 составных ìарøрутов.

3.7. Íàõîæäåíèå àëüòåðíàòèâíûõ ìàðøðóòîâ

Рассìотриì иäеþ поëу÷ения аëüтернативных

ìарøрутов заäанноìу ìарøруту m( , ) = ( ,

s2, s1, ), котороìу соответствует конъþнкöия

y( ) x( ) функöии f( ) (форìуëа (12)).

Аëüтернативные ìарøруты этоìу ìарøруту ìо-
ãут бытü ëибо простыìи ìарøрутаìи (в наøеì
сëу÷ае их нет) ëибо составныìи. Аëüтернативные
составные ìарøруты уже поëу÷ены при построе-

нии функöий h( , p3), h( , p7), h( , p6):

m( , p3, ) =

= ( , , , s6, ( , ), s5, s3, , ),

m( , p7, ) =

= ( , , , , s8, ( , ), s5, s3, , ),

m( , p6, ) =

= ( , , , , ( , ), s5, s3, , ).

4. ÀÍÀËÈÇ ÌÀÐØÐÓÒÎÂ

Покажеì, как ëоãи÷еские отноøения ìежäу
ìарøрутаìи ìожно опреäеëитü при преäставëении
структуры жеëезноäорожной станöии в виäе сис-
теìы ëоãи÷еских функöий.
В первоì прибëижении все ìножество ìарø-

рутов ìожно разäеëитü на совìестиìые, несовìес-
тиìые и вражäебные ìарøруты.
Совместимые маршруты — ìарøруты, по кото-

рыì поезäа ìоãут äвиãатüся оäновреìенно и неза-
висиìо äруã от äруãа. Это ìарøруты, которые не
иìеþт общих вхоäных, выхоäных позиöий, а также
общих стреëок. Наприìер, ìарøруты (сì. рис. 2)

m( , ) = ( , s2, s1, ), 

m( , ) = ( , s4, s6, )

не иìеþт общих вхоäных, выхоäных позиöий, а
также общих стреëок.
Вывод. Конъþнкöии совìестиìых ìарøрутов

не äоëжны иìетü общих переìенных.
Несовместимые маршруты — ìарøруты, ко-

торые не ìоãут выпоëнятüся оäновреìенно. Пара
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ìарøрутов, отëи÷аþщихся поëожениеì хотя бы
оäной стреëки, не ìоãут выпоëнятüся оäновреìен-
но, т. е. оäновреìенное äвижение поезäов по не-
совìестиìыì ìарøрутаì физи÷ески невозìожно.
Наприìер, конъþнкöии ДНФ функöии прохо-

äиìости f(pi) äëя всех pi ∈ P отëи÷аþтся äруã от

äруãа зна÷ениеì, по крайней ìере, оäной пере-
ìенной типа s.
Вывод. Конъþнкöии несовìестиìых ìарøрутов

ортоãонаëüны, т. е. их произвеäение равно нуëþ.
Враждебные маршруты — пара ìарøрутов, по

которыì оäновреìенное äвижение поезäов ìожет
привести к аварии (стоëкновениþ). Привеäеì при-
ìеры вражäебных ìарøрутов, которые ìоãут бытü
выявëены путеì простоãо анаëиза функöий про-
хоäиìости.

1. Пара ìарøрутов вражäебны äруã äруãу, есëи
они иìеþт оäну и ту же коне÷нуþ позиöиþ. На-

приìер, ìарøруты m( , ) и m( , ) враж-

äебны, так как они закан÷иваþтся в оäной пози-
öии — p3.

Вывод. Конъþнкöии ДНФ функöии прохоäи-

ìости f( ) преäставëяþт ìарøруты попарно враж-

äебные ìарøрутаì, преäставëенныìи конъþнкöи-

яìи ДНФ функöии прохоäиìости f( ) äëя всех i.

2. Марøруты противопоëожноãо направëения
(встре÷ное äвижение поезäов). Наприìер: конъ-

þнкöии y( ) x( ) и y( ) x( ) описыва-

þт встре÷ные ìарøруты. При разреøаþщих сиã-

наëах x( ) = 1 и x( ) = 1 ìожет иìетü ìесто

встре÷ное äвижение поезäов.
Вывод. Кажäый простой ìарøрут и еìу обрат-

ный (реверсивный) явëяþтся вражäебныìи ìарø-
рутаìи.

3. Марøруты переäвижений по пересекаþщиì-
ся и сëиваþщиìся путяì. Ввеäение äопоëнитеëü-
ных позиöий в ëоãи÷ескуþ ìоäеëü в то÷ки пересе-
÷ения путей своäит этот сëу÷ай к сëу÷аþ 1.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Разработаны ëоãи÷еские ìоäеëи (в виäе ëоãи-
÷еских функöий) коìпонентов жеëезноäорожных
станöий: жеëезноäорожной стреëки, посëеäова-
теëüности стреëок, станöионных ìарøрутов поез-
äа (прибытия, отправëения, переäвижения). Струк-
тура жеëезноäорожной станöии преäставëена в
виäе систеìы ëоãи÷еских функöий, на основе ко-
торой нахоäится общее ìножество ìарøрутов стан-
öии. Опреäеëены ëоãи÷еские отноøения ìежäу

разëи÷ныìи типаìи ìарøрутов: совìестиìых, не-
совìестиìых, вражäебных.
Поëу÷енные резуëüтаты ìоãут бытü поëезны

при созäании систеì поääержки принятия реøе-
ний станöионныìи äиспет÷ераìи.

Автор признателен д-ру техн. наук О.П. Кузнецову,
конструктивная и доброжелательная критика которого
способствовала улучшению статьи.
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