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ÌÎÄÅËÈ ÎÁÎËÎ×Å×ÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ ÄÀÍÍÛÕ
È ÀÍÀËÈÇÀ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÃÐÀÍÈÖÛ
Â ÇÀÄÀ×Å ÎÖÅÍÊÈ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ 
ÄÅßÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒÎÂ1

Ô.Ò. Àëåñêåðîâ, Â.Þ. Áåëîóñîâà, Â.Â. Ïåòðóùåíêî

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В те÷ение посëеäних 10 ëет принятие управ-
ëен÷еских реøений (наприìер, по разработке и
реаëизаöии проãраìì финансирования универси-
тетов) в сфере высøеãо профессионаëüноãо об-
разования базируется на оöенке эффективности
äеятеëüности высøих у÷ебных завеäений (вузов).
Так, в некоторых странах-÷ëенах ОЭСР (Веëикоб-
ритании, Испании, Итаëии, Норвеãии и Новой
Зеëанäии) разработаны систеìы оöенки резуëüта-
тивности нау÷но-техни÷еской äеятеëüности уни-
верситетов, на основе которых приниìается реøе-

ние об объеìе их финансирования из бþäжетных
исто÷ников [1].

Со стороны университетов также проявëяется
интерес к построениþ внутренних систеì ìони-
торинãа резуëüтативности как у÷ебно-образова-
теëüной, так и нау÷но-иссëеäоватеëüской äеятеëü-
ности. Порой при реаëизаöии поäобной систеìы
у÷итываþтся резуëüтаты вуза в ÷асти интеãраöии
науки и образования, коììерöиаëизаöии и äо-
стижений в сфере иссëеäований и разработок, а
также коопераöии с орãанаìи ãосуäарственной
вëасти и преäприятияìи реаëüноãо и финансовоãо
секторов эконоìики. При рас÷ете интеãраëüной
оöенки резуëüтативности поäразäеëений у÷ебноãо
завеäения во вниìание ìоãут приниìатüся баë-
ëы, которые выставëяþт эксперты при провеäе-
нии внеøней экспертизы äостиãнутых резуëüта-
тов вуза в öеëоì и еãо структурных поäразäеëений
в отäеëüности. Наприìер, в Ниäерëанäах поäоб-
ный ìеханизì испоëüзуется уже боëее 15 ëет [2].
В России, как показаë опрос оте÷ественных вы-
сøих у÷ебных завеäений в 2005 ã., также набëþäа-
ëосü активное внеäрение и развитие анаëоãи÷ных
систеì, вкëþ÷ая обратнуþ связü от внеøних экс-
пертов [3].

Как äëя внутреннеãо ìониторинãа работы вуза,
так и äëя оöенки эффективности реаëизаöии ãосу-
äарственных проãраìì поääержки университетов,

Систеìатизированы резуëüтаты эìпири÷еских работ по расøирениþ понятия эффектив-
ности вузов, способаì корректировки ìоäеëей обоëо÷е÷ноãо анаëиза äанных (ОАД) äëя
неоäнороäных выборок, обоснованиþ выбора вхоäных и выхоäных параìетров ìоäеëи,
способаì повыøения эффективности университетов. Особое вниìание уäеëено соãëа-
сованности резуëüтатов, поëу÷енных с поìощüþ разëи÷ных ìоäеëей.

Ключевые слова: высøее образование; обоëо÷е÷ный анаëиз äанных; стохасти÷еская ãраниöа; оöен-
ка эффективности.

1 Статüя поäãотовëена в резуëüтате провеäения иссëеäова-
ния в Лаборатории анаëиза и выбора реøений и Лаборатории
эконоìики инноваöий в раìках Проãраììы фунäаìентаëüных
иссëеäований НИУ ВШЭ с испоëüзованиеì среäств выäеëен-
ной НИУ ВШЭ субсиäии на ãосуäарственнуþ поääержку веäу-
щих университетов РФ в öеëях повыøения их конкурентоспо-
собности среäи веäущих ìировых нау÷но-образоватеëüных öен-
тров. Кроìе тоãо, работа выпоëняëасü при финансовой поääе-
ржке Минобрнауки РФ в раìках äоãовора № 13.G25.31.0033 от
07.09.2010 ã., закëþ÷енноãо ìежäу Минобрнауки РФ и ЗАО
«Авикоìп Сервисез» в öеëях реаëизаöии коìпëексноãо проекта
«Созäание высокотехноëоãи÷ноãо произвоäства инноваöион-
ных проãраììно-аппаратных коìпëексов äëя эффективноãо
управëения преäприятияìи и отрасëяìи эконоìики совреìен-
ной России».
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требуется построение итоãовоãо ранжирования
посëеäних. Это позвоëит провоäитü сравнитеëü-
ный анаëиз вузов (так называеìый benchmarking).
Дëя этих öеëей необхоäиìо реøитü как ìиниìуì
äве заäа÷и — выбратü критерии äëя сравнения
университетов и установитü степенü важности
кажäоãо из них. Реøение первой заäа÷и всеöеëо
зависит от соäержатеëüноãо контекста, äëя реøе-
ния второй ìоãут бытü испоëüзованы иссëеäуеìые
ниже ìатеìати÷еские ìоäеëи оöенки эффектив-
ности.

Первая ÷астü обзора посвящена описаниþ ос-
новных ìатеìати÷еских ìоäеëей, вторая преäстав-
ëяет собой обзор практики реаëизаöии ìетоäов,
приìеняеìых при оöенке эффективности универ-
ситетов. Приëожение соäержит поäробнуþ ин-
форìаöиþ о ìоäеëях, испоëüзуеìых разëи÷ныìи
автораìи.

1. ÎÁÇÎÐ ÌÎÄÅËÅÉ

1.1. Îáîëî÷å÷íûé àíàëèç äàííûõ

Обоëо÷е÷ный анаëиз äанных (ОАД) преäстав-
ëяет собой кëасси÷еский ìетоä оöенки эффектив-
ности разëи÷ных фирì, в тоì ÷исëе и вузов [4].
Пустü иìеется R университетов, кажäый из кото-
рых характеризуется N вхоäныìи и M выхоäны-
ìи параìетраìи (ресурсаìи и резуëüтатаìи, соот-
ветственно). Запиøеì заäа÷у: найти

, (1)

при оãрани÷ениях

(2)

q
il
 — i-й выхоäной параìетр k-ãо университета,

x
jl

— j-й вхоäной параìетр k-ãо университета, u
i
 и

v
j
 — весовые коэффиöиенты.

Заäа÷а (1) ìожет бытü преобразована в заäа÷у
ëинейноãо проãраììирования [5]: найти

θ
k

(3)

при оãрани÷ениях

(4)

ãäе Q, X — ìатриöы выхоäных и вхоäных параìет-
ров всех университетов разìера MЅR и NЅR, со-
ответственно, q

k
 и x

k
 — векторы выхоäных и вхоä-

ных параìетров k-ãо университета, λ — набор из R
констант, а θ

k
 — скаëяр. Оптиìаëüное в сìысëе

ìиниìуìа (3) зна÷ение веëи÷ины θ
k
 принаäëежит

отрезку [0, 1] и интерпретируется как эффектив-
ностü k-ãо университета, при÷еì ÷еì вуз эффек-
тивнее, теì бëиже зна÷ение θ к еäиниöе.

Моäеëü (1) работает в усëовиях постоянной от-
äа÷и от ìасøтаба (англ. Constant Return to Scale —
CRS). При отсутствии äанноãо преäпоëожения тре-
буется, ÷тобы в äопоëнение к оãрани÷енияì суììа
коìпонент вектора λ равняëасü еäиниöе [6] (англ.
Variable Return to Scale — VRS). Кроìе тоãо, раз-
работана ìоäеëü, в которой преäусìотрена воз-
ìожностü с÷итатü ÷астü показатеëей, поä÷иняþ-
щиìися переìенной отäа÷е от ìасøтаба, а ÷астü —
постоянной [7].

Графи÷еская интерпретаöия станäартноãо ОАД
в сëу÷ае еäинственноãо ресурса и резуëüтата при-
веäена на рис. 1.

Эффективностü фирìы B в ìоäеëях CRS и VRS

равна  и  соответственно.

max
ui vj,

θk

uiqik

i 1=

M

∑

vjxjk

j 1=

N

∑

---------------------=

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

uiqil

i 1=

M

∑

vjxjl

j 1=

N

∑

-------------------- 1≤ l, 1 ... R;, ,=

i j: ui,∀ 0≥ vj 0,≥,⎩
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

min
θk λ,

qk Qλ+– 0;≥

θkxk Xλ– 0;≥

λ 0,≥⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

Рис. 1. Интерпретация ОАД в случае одного параметра входа и
одного параметра выхода

OBx
C

OBx

------------

OBx
V

OBx

------------
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Такиì образоì, ОАД позвоëяет оöенитü эф-

фект ìасøтаба SE =  (англ. Scale Economies);

зäесü в ÷исëитеëе зна÷ение эффективности, поëу-
÷енное с поìощüþ ìоäеëи CRS, в знаìенатеëе —
с поìощüþ ìоäеëи VRS.

Принято ãоворитü, ÷то ìоäеëü (3) явëяется ори-
ентированной на вход. Можно, напротив, ìаксиìи-
зироватü отноøение ëинейной свертки вхоäных
параìетров к выхоäныì. Это привоäит к ìоäеëи
ОАД, ориентированной на выход.

Иноãäа на коìпоненты вектора λ накëаäываþт
äопоëнитеëüные оãрани÷ения (ценностные сужде-
ния), наприìер, виäа

c ≤ λ ≤ C. (5)

Дëя выбора векторов c и С ìоãут испоëüзоватü-
ся как экспертные оöенки, так и поиск оптиìаëü-
ных обìенных соотноøений ìежäу параìетраìи
вхоäа и выхоäа [8]. К приìеру, с поìощüþ ОАД и
статисти÷еских ìетоäов быëо построено ранжиро-
вание 21-ãо факуëüтета Университета Бен-Гурион
(Израиëü) [9]. Авторы отìе÷аþт, ÷то веса параìет-
ров u, v в заäа÷е (1) äëя кажäоãо университета раз-
ные, поэтоìу на основе ìоäеëи ОАД невозìожно
составитü ранжирование оöениваеìых объектов.
Дëя j-ãо факуëüтета преäпоëаãаëосü

Z
j
 = V

1
x

1j
 + ... + V

N
x
Nj

,

W
j
 = U

1
q

1j
 + ... + U

M
q
Mj

.

Даëее общие äëя всех объектов веса V, U выби-
раëисü так, ÷тобы коэффиöиент корреëяöии ìеж-
äу вектораìи Z, W быë наибоëüøиì. В ка÷естве
ранжируþщеãо показатеëя испоëüзоваëасü веëи-
÷ина T = W/Z. Позäнее, испоëüзуя иäеи работы
[10], авторы статüи [11] на основе ОАД построиëи
ìоäеëü, с поìощüþ которой стаëо возìожно оп-
реäеëятü öеëевые показатеëи ресурсов-резуëüтатов
с у÷етоì öенностных сужäений. Эта ìетоäика бы-
ëа приìенена äëя оöенки 42-х испанских универ-
ситетов, äëя кажäоãо университета быëи выäеëены
öеëевые параìетры с у÷етоì экспертноãо ìнения
и без неãо.

1.2. Ìåòîäû àíàëèçà ñòîõàñòè÷åñêîé ãðàíèöû (ÀÑÃ)

Иäея этих ìетоäов закëþ÷ается в эконоìет-
ри÷еской оöенке параìетров произвоäственной
функöии иëи функöии изäержек (иëи прибыëи)
иссëеäуеìой орãанизаöии. Есëи ãоворитü о про-
извоäственной функöии, то в ка÷естве зависиìой
переìенной ìожет выступатü ка÷ество образова-
ния, которое вуз äает стуäенту. К приìеру, в Бра-
зиëии в ка÷естве этоãо инäикатора испоëüзоваëосü
разëи÷ие ìежäу баëëаìи экзаìена (анаëоã ãосу-
äарственных экзаìенов в России) выпускника и

первокурсника [12]. В Итаëии за ка÷ество и коëи-
÷ество резуëüтатов образоватеëüной äеятеëüности
вузов отве÷аëа ÷исëенностü выпускников в соот-
ветствуþщий у÷ебный ãоä [13].

Оäнако äëя вузов наибоëее øирокое распро-
странение поëу÷иëа оöенка функöии изäержек

lnC
i
 = β – ρ

i
 + ε

i
, (6)

ãäе C
i
 — изäержки i-ãо университета, x

i
 — набор

объясняþщих параìетров, β — набор коэффиöи-
ентов, поäëежащих оöенке, ε

i
 — коìпонента, от-

ве÷аþщая за сëу÷айное откëонение от ãраниöы
эффективности, ρ

i
 — коìпонента, отве÷аþщая за

откëонение от ãраниöы эффективности по при-
÷ине неэффективности у÷ебноãо завеäения (в за-
висиìости от виäа функöии поëу÷ается техни÷ес-
кая эффективностü, эффективностü по изäержкаì
(иëи Х-эффективностü) иëи эффективностü по
прибыëи).

Отìетиì, ÷то набор объясняþщих переìен-
ных х

i
, как правиëо, не оãрани÷ивается тоëüко öе-

наìи на вхоäные параìетры (факторы произвоäст-
ва) и объеìаìи (иëи öенаìи) выхоäных параìет-
ров (объеìаìи произвоäства) — äëя функöии
изäержек иëи прибыëи, иëи как в сëу÷ае произ-
воäственной функöии — фактораìи произвоäства.
Допоëнитеëüно у÷итывается ряä контроëüных пе-
реìенных, как это быëо сäеëано, наприìер, в ра-
боте [12]. Такиìи показатеëяìи ìоãут бытü äеìоã-
рафи÷еские äанные: äоëя стуäентов, работаþщих
боëее 20 ÷ в неäеëþ; äоëя светëокожих стуäентов;
уровенü образования ìатери стуäента; äоëя сту-
äентов женскоãо поëа; уровенü от÷исëения стуäен-
тов; среäний возраст стуäентов. Кроìе тоãо, ìоãут
бытü у÷тены показатеëи, характеризуþщие среäу,
такие как среäний уровенü äохоäа и среäнее ÷исëо
ëет обу÷ения в øкоëе в реãионе, в котороì нахо-
äится университет. Допоëнитеëüно к переìенныì,
характеризуþщиì поëовуþ принаäëежностü сту-
äентов, ìесто житеëüства, возраст, тип øкоëы и
уровенü успеваеìости, ìоãут вкëþ÷атüся и äруãие
переìенные, к приìеру, разìер университета (рас-
с÷итанный исхоäя из ÷исëенности стуäентов) и
направëения поäãотовки стуäентов [13].

Также важен выбор закона распреäеëения äëя
сëу÷айной оøибки и коìпоненты неэффектив-
ности, соответственно. К приìеру, в работе [14]
преäпоëаãается, ÷то коìпоненты ρ

i
 и ε

i
 независи-

ìы и иìеþт поëунорìаëüное и норìаëüное распре-

äеëение N+(0, ) и N(0, ). Параìетры β, ,

, а также ρ
i
 и ε

i
, как правиëо, оöениваþтся с

поìощüþ ìетоäа ìаксиìаëüноãо правäопоäобия.
Оöенку ìожно провоäитü и с поìощüþ ìетоäа

θCRS

θVRS

------------

xi
T

σρ

2 σε

2 σρ

2

σε

2
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наиìенüøих кваäратов (МНК), не ввоäя äопоë-
нитеëüных преäпоëожений о законах распреäеëе-
ния коìпонент, отве÷аþщих за неэффективностü
и сëу÷айное откëонение от ãраниöы [15]. Оäнако
в этоì сëу÷ае оöенки коэффиöиентов вектора β
буäут сìещенныìи, иìенно поэтоìу øирокое
распространение поëу÷иë первый поäхоä. Необ-
хоäиìо заìетитü, ÷то иìеþтся и эìпири÷еские
поäтвержäения тоìу, ÷то оöенки эффективности
ìоãут бытü весüìа ÷увствитеëüны к спеöификаöии
ìоäеëи и выбору закона распреäеëения äëя коì-
поненты неэффективности [13].

В ка÷естве приìера, ãäе испоëüзоваëся АСГ,
привеäеì работу [16], в которой провоäиëасü
оöенка эффективности 121 анãëийскоãо универ-
ситета за периоä с 2000 по 2003 ã. и поäобно ра-
боте [17] вы÷исëяëисü эффекты ìасøтаба и äивер-
сификаöии. В статüе [16] выбирается поäхоä, ос-
нованный на тоì, ÷то некоторыì коìпонентаì
вектора разреøается бытü сëу÷айныìи веëи÷ина-
ìи с норìаëüныì распреäеëениеì. Испоëüзуþтся

äве разëи÷ные версии2. Резуëüтат — эффектив-
ностü вузов снижается от наибоëее престижноãо
кëастера к наиìенее престижноìу. Оäнако авторы
ставят поä вопрос высокуþ эффективностü пре-
стижных университетов, так как, по их ìнениþ,
они вряä ëи ìоãут бытü эффективныìи по изäе-
ржкаì. Возìожная при÷ина такоãо повеäения ìо-
äеëи закëþ÷ается в тоì, ÷то иìеþщиеся äанные
охватываþт короткий периоä.

Друãиì приìероì приìенения АСГ ìожет сëу-
житü работа [18], в которой иссëеäуется эффек-
тивностü по изäержкаì 80-ти анãëийских универ-
ситетов за периоä с 1995 по 1999 ã. Выбор авто-
ров остановиëся на трансëоãарифìи÷еской форìе
ãраниöы эффективности. Оöениваеìая ìоäеëü
иìеëа виä

lnC
it
 = x

it
•β

it
 + ρ

it
 + ε

it
, (7)

ãäе C
it
 — суììарные изäержки i-ãо университета в

t-й ãоä, x
it
 — вектор объясняþщих переìенных

(среäи которых выäеëяþтся Q — вектор выхоäных
параìетров, W — вектор изäержек, связанных с
персонаëоì, и Z — вектор ка÷ества абитуриентов.
Кроìе тоãо, в этот вектор вхоäят кваäрати÷ные
÷ëены этих объясняþщих переìенных, а также
произвеäения разëи÷ных объясняþщих переìен-
ных. Такиì образоì, у÷итывается перекрестное
вëияние параìетров), β

it
 — вектор оöениваеìых

коэффиöиентов, ρ
it
 и ε

it
 — техни÷еская неэффек-

тивностü и сëу÷айная коìпонента соответственно.

Затеì в этой работе поäниìаëся вопрос, какие
факторы привоäят к неэффективности универси-
тетов. Испоëüзоваëисü äва основных объясняþ-
щих фактора — профессорско-препоäаватеëüский
состав (ППС) и континãент стуäентов, при÷еì
кажäый из них характеризоваëся отäеëüныì набо-
роì параìетров. Такиì образоì, сна÷аëа оöенива-
ëасü ìоäеëü (7), а посëе строиëасü реãрессия поëу-
÷енных зна÷ений u

it
 на объясняþщие переìенные.

Метоäика, которой поëüзуþтся авторы, впервые
быëа изëожена в работе [19].

Такиì образоì, поскоëüку эконоìетри÷еская
ìоäеëü АСГ преäпоëаãает наëи÷ие еäинственноãо
выхоäноãо параìетра (объеìа произвоäства, изäе-
ржек иëи прибыëи), то это сиëüно оãрани÷ивает
возìожностü ее испоëüзования при оöенке эф-
фективности ìноãоаспектной äеятеëüности вузов.
Еще оäниì препятствиеì к ее øирокоìу распро-
странениþ сëужит неäостато÷ная ÷исëенностü вы-
борки. Неоäнократно быëо показано [17, 18], на-
скоëüко высока роëü функöионаëüной зависиìос-
ти форìы ãраниöы эффективности в опреäеëении
баëëа эффективности университета. Так, в транс-
ëоãарифìи÷еской форìе у÷тено перекрестное
вëияние объясняþщих переìенных и неëиней-
ностü зависиìости зависиìой переìенной от объ-
ясняþщих параìетров, но äëя ее спеöификаöии
требуется существенное ÷исëо набëþäений. Теì
не ìенее, в боëüøинстве сëу÷аев ìоäеëü АСГ ис-
поëüзуется äëя тоãо, ÷тобы сäеëатü ка÷ественные
вывоäы о структуре изäержек университета, а так-
же о факторах, оказываþщих на нее вëияние. По
этой при÷ине в ëитературе ÷аще всеãо встре÷ается
непараìетри÷еский (на основе ОАД) поäхоä к
оöенке äеятеëüности университетов.

2. ÎÁÇÎÐ ÐÀÁÎÒ

На основе провеäенноãо сравнитеëüноãо ана-
ëиза эìпири÷еских иссëеäований по оöенке эф-
фективности вузов преäставëяется возìожныì
выäеëитü øестü направëений развития ìетоäоëо-
ãи÷ескоãо инструìентария в этой сфере, о которых
äаëее ре÷ü пойäет боëее поäробно:

� расøирение понятия эффективности вузов;

� корректировка ìоäеëей ОАД äëя неоäнороäных
выборок;

� обоснование выбора вхоäных и выхоäных пара-
ìетров ìоäеëи;

� проверка соãëасованности резуëüтатов ìежäу
разныìи набораìи вхоäных и выхоäных пара-
ìетров ìоäеëи;

� оöенка факторов роста эффективности;

� проверка соãëасованности резуëüтатов по ìоäе-
ëяì АСГ и ОАД.

2 Возникаþщие при этоì техни÷еские тонкости описаны в
тексте статüи.
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2.1. Ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ ýôôåêòèâíîñòè âóçîâ

В посëеäнее вреìя набëþäается расøирение
кëасси÷ескоãо пониìания эффективности, кото-
рая теперü не оãрани÷ивается тоëüко техни÷еской
эффективностüþ, эффектоì ìасøтаба, эффектив-
ностüþ по изäержкаì иëи прибыëи. Так, в работе
[20] изу÷ается разëожение станäартной эффектив-
ности в сìысëе ОАД (обозна÷ена как TE ) на коì-
поненты TE = SE•CE•PTE. Зäесü SE — эффект
ìасøтаба, про этот инäекс упоìинаëосü в § 1. Поä

CE пониìается эффективностü заãрузки3, поä ко-
торыì пониìается коэффиöиент, показываþщий,
наскоëüко эффективно испоëüзуþтся ресурсы, не
возникает ëи ситуаöий, коãäа сокращение ресурса
привеäет к увеëи÷ениþ эффективности. Наконеö,
PTE — ÷истая техни÷еская эффективностü, пока-
затеëü, иãнорируþщий эффект ìасøтаба (сì. так-
же работу [15]).

Авторы проанаëизироваëи изìенение эффек-
тивности и ее составëяþщих äëя 45 анãëийских
университетов с 1980 по 1993 ã. Среäнее зна÷ение
эффективности TE увеëи÷иëосü на 6 проöентных
пунктов, в основноì бëаãоäаря ÷истой техни÷ес-
кой эффективности PTE и эффективности заãруз-
ки CE, тоãäа как эффект ìасøтаба SE сыãраë
ìенüøуþ роëü. Кроìе поäс÷ета зна÷ений эффек-
тивности иìи быëа вы÷исëена совокупная произ-
воäитеëüностü факторов произвоäства (Total Factor
Productivity, TFP). Дëя этоãо быë испоëüзован так
называеìый инäекс Маëüìквиста, иäея построе-
ния котороãо закëþ÷ается в опреäеëении функ-
öии расстояния ìежäу вхоäныìи и выхоäныìи
параìетраìи заäанноãо университета в опреäеëен-
ный ìоìент вреìени относитеëüно фиксирован-
ной техноëоãии произвоäства (боëее поäробно сì.
работы [15], [22]). Инäекс Маëüìквиста также ис-
поëüзуется äëя анаëиза университетов Веëикобри-
тании [23, 24], Австраëии [25], Герìании [26], Ита-
ëии [27].

В работе [28] на основе ìоäеëи ОАД оöенива-
þтся три разëи÷ных аспекта эффективности 36-ти
австраëийских университетов. Прежäе всеãо, вы-
÷исëяется общая эффективностü (Overall Efficiency),
в ка÷естве вхоäных переìенных у÷итываþтся
÷исëенностü нау÷ных работников и ÷исëенностü
аäìинистративных сотруäников, а в ка÷естве вы-
хоäных — ÷исëенностü стуäентов, ÷исëенностü
аспирантов и объеì ãрантов. Кроìе тоãо, у÷иты-
вается оöенка ка÷ества препоäавания (Performance
on delivery of educational services), äоëя от÷исëенных
стуäентов и стуäентов, работаþщих поëный ра-
бо÷ий äенü в те÷ение обу÷ения, среäняя успе-

ваеìостü стуäентов. В иссëеäуеìый периоä на-
бëþäаëосü существенное сокращение объеìов ãо-
суäарственноãо финансирования университетов,
поэтоìу австраëийские вузы вынужäенно привëе-
каëи пëатежеспособных стуäентов, эта äеятеëü-
ностü стаëа третüиì аспектоì анаëиза эффектив-
ности (Performance on fee-paying enrollments). Дëя
этоãо быëи испоëüзованы такие äанные, как ÷ис-
ëенностü иностранных стуäентов, опëа÷иваþщих
обу÷ение, ÷исëенностü оте÷ественных аспирантов,
не опëа÷иваþщих обу÷ение. Общая эффектив-
ностü и ка÷ество препоäавания оказаëисü äоста-
то÷но высокиìи, не в приìер привëекатеëüности
университетов äëя иностранных стуäентов.

Наряäу с этиì в ëитературе отäеëüное вниìание
стаëи уäеëятü эффекту äиверсификаöии äеятеëü-
ности вузов. К приìеру, вы÷исëяþтся эффекты
ìасøтаба и äиверсификаöии, провоäится ка÷ест-
венный анаëиз структуры изäержек [17]. В этоì
сëу÷ае эффект äиверсификаöии закëþ÷ается в
тоì, ÷то боëее эффективныìи вузаìи оказываþт-
ся те, у которых присутствует боëüøий набор спе-
öиаëüностей и факуëüтетов. Моäеëü иìеет виä

C = f(P
1
, P

2
, Q

1
, Q

2
, Q

3
),

ãäе С — суììарные изäержки, P
1
 — öена капитаëа

(основных среäств), P
2
 — öена труäовых ресурсов,

Q
1
, Q

2
, Q

3
 — три выхоäных параìетра (иссëеäова-

теëüская активностü, ÷исëенностü аспирантов и
ìаãистров, ÷исëенностü бакаëавров).

Дëя вы÷исëения эффекта ìасøтаба относитеëü-
но трех выхоäных параìетров приìеняется норìа-
ëизаöия виäа

ξ = ,

ãäе C(Q) — изäержки от произвоäства всех трех

выхоäных параìетров и C
k
(Q) = , зна÷ения

ξ > 1, ξ = 1 и ξ < 1 соответствуþт сëу÷аяì возрас-
таþщей, постоянной и убываþщей отäа÷и от ìас-
øтаба, соответственно. Строится аëãоритì вы÷ис-
ëения эффекта ìасøтаба äëя кажäоãо вхоäноãо и
выхоäноãо параìетра в отäеëüности.

Эффектоì ассортиìента с÷итается веëи÷ина
SC

G
 = [C(Q

1
, 0, 0)

 
+ C(0, Q

2
, 0) + C(0, 0, Q

3
) –

– С(Q)]/C(Q), ãäе C(Q
1
, 0, 0)

 
C(0, Q

2
, 0) и

C(0, 0, Q
3
) — изäержки от произвоäства тоëüко

первоãо, второãо и третüеãо выхоäных параìетров,
C(Q) — суììарные изäержки иссëеäоватеëüской
äеятеëüности, а также поäãотовки бакаëавров и ас-
пирантов.

3
 Эффективностü заãрузки отäеëüно иссëеäуется в работе [21],

ãäе приìеняþтся три спеöификаöии ìоäеëи ОАД к выборке,
состоящей из 45 анãëийских вуза за периоä 1994—2004 ãã.

C Q( )

QkCk Q( )
k 1=

3

∑
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Быëо поëу÷ено, ÷то отäа÷а от ìасøтаба äëя ву-
зов носит возрастаþщий характер, а эффектов
äиверсификаöии выявëено не быëо. Посëеäний
резуëüтат, на первый взãëяä, нео÷евиäный. Оäна-
ко университет äействитеëüно ìожет не поëу÷атü
выãоäы от оäновреìенноãо произвоäства всех
трех выхоäных параìетров, так как они необхо-
äиìы äëя функöионирования вуза. Анаëоãи÷но
вы÷исëяþтся эффекты ìасøтаба и äиверсифика-
öии äëя 121 анãëийскоãо университета за периоä
2000—2003 ãã. [16].

2.2. Êîððåêòèðîâêà ìîäåëåé ÎÀÄ 
äëÿ íåîäíîðîäíûõ âûáîðîê

Дëя вкëþ÷ения инфорìаöии о неоäнороäнос-
ти вузов в ìоäеëи ОАД наибоëее распространен
рас÷ет баëëов эффективности внутри оäнороäных
ãрупп у÷режäений. Так, в статüе [29], анаëоãи÷но
работе [30], преäпринята попытка выявитü струк-
турные разëи÷ия ìежäу треìя катеãорияìи бри-
танских университетов. Первая из них состояëа
из 47 вузов, иìевøих статус университета äо
вступëения в сиëу закона о высøеì и äаëüнейøеì
образовании 1992 ã. (Further and Higher Education
Act 1992). Вторая вкëþ÷аëа в себя 34 вуза, поëу÷ив-
øие статус университета посëе 1992 ã., а третüя —
28 коëëеäжей, спеöиаëизируþщихся на поäãотов-
ке спеöиаëистов в твор÷еских обëастях äеятеëü-
ности. Позäнее разбиение всех вузов в выборке
быëо осуществëено уже на пятü ãрупп не тоëüко в
зависиìости от äаты основания университета, но и
от еãо престижности [16].

В Герìании разнесение вузов на ãруппы произ-
воäиëосü в зависиìости от направëения äеятеëü-
ности (иссëеäоватеëüская и образоватеëüная) и
спеöиаëизаöии поäãотовки выпускников (соöи-
аëüные и естественные науки) [31]. В России срав-
нение эффективности провоäиëосü отäеëüно äëя
79 университетов техни÷ескоãо профиëя и 59 кëас-
си÷еских университетов [32]. Быëо показано, ÷то
оöенки äëя боëüøинства техни÷еских и кëасси-
÷еских вузов поëу÷иëисü сопоставиìыìи.

Испоëüзоваëасü также иäея разбиения выбор-
ки на ÷асти [33]. Критериеì посëужиëо отноøе-
ние разìера поëу÷енных ãрантов к ÷исëенности
стуäентов (в эквиваëенте поëной занятости). При
оöенке выборки в öеëоì, а также äвух оäнороäных
ãрупп боëüøинство университетов поëу÷иëо высо-
кие баëëы эффективности.

Реаëизован поэтапный рас÷ет эффективности
вузов по изäержкаì, а также с у÷етоì затра÷енных
ресурсов [34], иäеи котороãо впервые быëи из-
ëожены в работе [35]. При анаëизе äанных выяс-
ниëосü, ÷то вузы, рассìатриваþщие в ка÷естве
приоритетных заäа÷ нау÷но-иссëеäоватеëüскуþ
äеятеëüностü, иìеþт боëее высокие изäержки, ÷еì

те, которые сосреäото÷ены на поäãотовке спеöиа-
ëистов по прикëаäныì обëастяì. В связи с этиì
быëо выäеëено три ãруппы университетов в за-
висиìости от стратеãии их развития: а) нау÷ной;
б) сбаëансированной; в) прикëаäной. Даëее на пер-
воì øаãе испоëüзуеìой автораìи проöеäуры в вы-
борку быëи вкëþ÷ены тоëüко преäставитеëи ãруп-
пы а), на второì — преäставитеëи ãрупп а) и б), на
третüеì — первона÷аëüная выборка, состоящая из
45 университетов. В ка÷естве итоãовой оöенки эф-
фективности вуза, вхоäящеãо в k-þ поäãруппу,
стаë тот резуëüтат, который быë иìи поëу÷ен на
k-ì øаãе аëãоритìа. Это позвоëиëо у÷естü зависи-
ìостü изäержек университета от заниìаеìой иì
ниøи на рынке нау÷ных иссëеäований. При оöен-
ке эффективности по ресурсаì испоëüзоваëисü
öенностные сужäения, оäнако это не оказаëо вëи-
яния на основные вывоäы иссëеäования.

Друãой поäхоä [36] к тестированиþ соãëасован-
ности оöенок эффективности в ãруппах оäнороä-
ных вузов закëþ÷ается в тоì, ÷тобы проверитü
вëияние отäеëüных факторов на итоãовые оöенки
эффективности как äëя поëноãо и усе÷енноãо на-
боров параìетров, так и с вкëþ÷ениеì öенност-
ных сужäений анаëоãи÷но работе [37]. В итоãе ока-
заëосü, ÷то äëя всех ãрупп вузов характерна высо-
кая резуëüтативностü (окоëо 90 %). Несìотря на
ìенее высокие оöенки äëя ìоäеëи с усе÷енныì
набороì äанных, резуëüтаты по обеиì ìоäеëяì äа-
ëи соãëасованные баëëы, а иìенно, окоëо поëови-
ны университетов оказаëисü эффективныìи. В ре-
зуëüтате основная ãипотеза авторов о разëи÷ии
эффективности университетов, принаäëежащих к
разëи÷ныì катеãорияì, не наøëа поäтвержäения.

Кроìе тоãо, в посëеäнее вреìя приìенитеëüно
к у÷режäенияì сферы высøеãо образования стаëи
разрабатыватü спеöиаëüные ìоäификаöии ОАД,
позвоëяþщие у÷итыватü неоäнороäностü объектов
выборки в саìой ìоäеëи. Наприìер, авторы рабо-
ты [33] äопоëнитеëüно строят типоëоãиþ универ-
ситетов с у÷етоì ãеоãрафи÷ескоãо распоëожения
на базе кëастерных ìетоäов (K-среäних, ìетоäа
бëижайøеãо сосеäа). Оäнако быëо поëу÷ено, ÷то
провеäение оöенки эффективности этих у÷режäе-
ний внутри кëастеров äает резуëüтаты, схожие с
ìетоäикой разбиения вузов на ãруппы на основе
критерия «разìера поëу÷енных ãрантов к ÷исëен-
ности стуäентов». Друãиì приìероì ìожет сëу-
житü работа [38], в которой авторы, приìеняя ìе-
тоä посëеäоватеëüноãо искëþ÷ения аëüтернатив,
оöениëи эффективностü 28 российских универси-
тетов при трех разëи÷ных зна÷ениях инäекса не-
оäнороäности. Быëо показано, ÷то ранжирование
университетов по эффективности несущественно
зависит от степени неоäнороäности. Дëя иëëþст-
раöии преäëаãаеìоãо ìетоäа оöенки неоäнороä-
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ности выборки рассìотриì зäесü простейøий
äвуìерный сëу÷ай, коãäа иìеется оäин вхоäной и
оäин выхоäной параìетры (обобщение этоãо поä-
хоäа äано в работе [38]).

Есëи äостато÷но ìноãо вузов распоëаãается
äаëеко от ãраниöы эффективности (сì. рис. 1),
то это озна÷ает, ÷то в выборке присутствует не-
оäнороäностü. Общая иäея ìоäеëи состоит в тоì,
÷тобы сäвинутü CRS-ãраниöу в сторону öентра
ìасс выборки, теì саìыì уìенüøив вëияние
неоäнороäности на оöенки эффективности. Рас-
сìотриì приìер. Пустü выборка состоит из øес-
ти университетов F

1
, ..., F

6
 (рис. 2). Обозна÷иì

öентр ìасс ÷ерез B. Пустü также μ ∈ (0, 1] — па-
раìетр, характеризуþщий неоäнороäностü вы-
борки, ãäе μ = 1 озна÷ает наибоëüøуþ возìожнуþ
неоäнороäностü. Форìируется фантоìный уни-
верситет G = μB + (1 – μ)F

1
, ãäе F

1
 — эффективный

университет. Менее эффективные, ÷еì G, универ-
ситеты F

3
, ..., F

6
 оöениваþтся относитеëüно новой

ãраниöы.
Посëе тоãо как F

3
, ..., F

6
 проøëи оöенку отно-

ситеëüно новой ãраниöы, они искëþ÷аþтся из
выборки, и аëãоритì запускается на оставøеìся
ìножестве аëüтернатив, в äанноì сëу÷ае — äëя
вузов F

1
, F

2
. Аëãоритì останавëивается, коãäа все

университеты проøëи оöенку, это обязатеëüно
происхоäит по построениþ.

Друãой поäхоä к оöенке эффективности при
неоäнороäности преäставëен в работе [37]. Кëþ-

÷евая иäея состоит в тоì, ÷то ìоäеëü äоëжна у÷и-
тыватü, ÷то университеты иìеþт нау÷нуþ и обра-
зоватеëüнуþ öеëи. Авторы рассìатриваëи заäа÷у:
найти

, k = 1, ..., R,

при оãрани÷ениях

0 ≤ t
k
 :=  ≤ 1,  k = 1, ..., R

0 ≤ r
k
 :=  ≤ 1, k = 1, ..., R (8)

0 ≤ p
1
 ≤ 1;  0 ≤ p

2
 ≤ 1;  u

i
 ≥ 0;  v

j
 ≥ 0,

ãäе R — ÷исëо университетов в выборке, q
ik
 — зна-

÷ение i-ãо выхоäноãо параìетра, i = 1,…, 8, äëя k-ãо
университета, x

jk
 — зна÷ение j-ãо вхоäноãо пара-

ìетра, j = 1, 2, 3, äëя k-ãо университета, u
i
, v

j
 — ве-

са выхоäных и вхоäных параìетров, θ
k
 — эффек-

тивностü k-ãо университета, p
1
 и p

2
 — äоëи общих

и техни÷еских расхоäов, связанных соответствен-
но с образоватеëüной äеятеëüностüþ факуëüтета,
t
k
 — эффективностü у÷ебно-образоватеëüной äе-

ятеëüности k-ãо университета4, r
k
 — эффективностü

иссëеäоватеëüской äеятеëüности k-ãо универси-

тета5.
Даëее заäа÷а (8) своäиëасü к заäа÷е ëинейноãо

проãраììирования, строиëасü систеìа öенност-
ных сужäений, анаëоãи÷ная систеìе (5). Такиì
образоì, в работе [37] построена ìоäеëü, позвоëя-
þщая оöениватü разëи÷ные коìпоненты эффек-
тивности. Авторы приìениëи эту ìоäеëü к оöенке
52 факуëüтетов физики и хиìии анãëийских уни-
верситетов.

В работе [39] с поìощüþ äвух рассìотренных
выøе ìоäеëей иссëеäуется эффективностü 45 ту-

Рис. 2. Интерпретация алгоритма последовательного исключения
альтернатив

4 Зäесü преäпоëаãается, ÷то за образование отве÷аþт первые
äва вхоäных и выхоäных параìетра, преäставëенные в списке
выøе.

5
 За иссëеäоватеëüскуþ äеятеëüностü отве÷аþт все остаëü-

ные параìетры, которые не вкëþ÷ены в показатеëü t
k
.

max
ui vj,

θk

uiqik

i 1=

8

∑

vjxjk

j 1=

3

∑

---------------------=

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

uiqik

i 1=

2

∑

pjvjxjk

j 1=

2

∑
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uiqik

i 3=

8

∑
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j
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∑
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реöких университетов. Сëеäуя работе [37], автор
преäпоëаãает, ÷то университеты иìеþт äве öеëи —
образование и нау÷ные иссëеäования. Приìеняя
ìоäеëü [38], автор äеëает вывоä о существенной
разнороäности туреöких вузов.

Наконеö, в работе [40] с поìощüþ иерархи÷ес-
ких аëãоритìов в зависиìости от потенöиаëа вузов
в обëасти иссëеäований и разработок, нау÷ной и
инноваöионной активности выборка из 219 уни-
верситетов быëа разбита на øестü кëастеров иëи
пятü эконоìи÷ески обоснованных катеãорий: ни-
øевые вузы (äва объеäиненных кëастера), вузы
неопреäеëенной позиöии, потенöиаëüные и реаëü-
ные нау÷но-образоватеëüные ëиäеры, ìаркет-ëи-
äеры, вузы на хороøеì с÷ету. В своþ о÷ереäü, эф-
фективностü вузов оöениваëасü как в оäнороäных
ãруппах, так и с поправкой ОАД на неоäнороä-
ностü [38]. В отëи÷ие от работы [32] быëа рас-
сìотрена боëее поëная кëассификаöия спеöиаëи-
заöий вузов: кроìе кëасси÷еских и техни÷еских
быëи äопоëнитеëüно иссëеäованы пеäаãоãи÷ес-
кие, соöиаëüно-эконоìи÷еские, архитектурные и
ãуìанитарные вузы. На второì øаãе этой проöе-
äуры оöенки эффективности вузов быëи совìеще-
ны с типоëоãией вузов. Наибоëее высокие пока-
затеëи эффективности проäеìонстрироваëи вузы,
вхоäящие в ãруппу «ìаркет-ëиäеров». В то же вре-
ìя боëüøая ÷астü вузов характеризоваëасü оãра-
ни÷енныì потенöиаëоì äëя нау÷ной активности,
÷то, безусëовно, отразиëосü на баëëах эффектив-
ности. Провеäя пообъектный анаëиз вузов, авторы
приøëи к вывоäу, ÷то äëя практи÷еской реаëиза-
öии ОАД в российских усëовиях востребована
ìоäеëü, которая позвоëяëа бы устанавëиватü по-
роãовые зна÷ения выхоäных переìенных, характе-
ризуþщих уровенü пубëикаöионной активности
оте÷ественных вузов, так как äëя ìноãих из них
этот параìетр сëужит существенныì исто÷никоì
неэффективности.

2.3. Îáîñíîâàíèå âûáîðà âõîäíûõ è âûõîäíûõ 
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

При спеöификаöии вхоäных и выхоäных пере-
ìенных ìоäеëей иссëеäоватеëи руковоäствуþтся,
в первуþ о÷ереäü, äоступностüþ äанных и осно-
ваìи ìикроэконоìи÷ескоãо анаëиза, ãäе впервые
упоìинаþтся факторы произвоäства и ãраниöы
произвоäственных возìожностей, ìноãие авторы
также пытаþтся у÷естü универсаëüностü стратеãи-
÷еских заäа÷ университетов. Отìе÷ается, ÷то иноã-
äа труäно опреäеëитü, явëяется ëи конкретный
параìетр оöенки ресурсоì иëи резуëüтатоì [41].
В этой работе построена ìоäификаöия ОАД, ко-
торая позвоëяет с÷итатü переìенные ресурсныìи
и резуëüтативныìи в зависиìости от университе-
та. Моäеëü приìенена к оöенке университетов по
äанныì из [37].

В работе [16] äëя оöенки функöии изäержек вы-
бираþтся: ÷исëенностü бакаëавров, обу÷аþщихся
на фунäаìентаëüноì и прикëаäноì направëениях
поäãотовки, ÷исëенностü аспирантов и ìаãистран-
тов, äохоä от нау÷ной äеятеëüности. В работе [42]
особое вниìание уäеëяется проãнозированиþ ÷ис-
ëенности выпускников. Так, авторы строят ëиней-
ные реãрессионные ìоäеëи

y
i
 = a + b

1
x

1i
 + b

2
x

2i
 + b

3
x

3i
 + b

4
x

4i
 + ε

i
,

и

y
i
 = a + b

1
x

1i
 + b

2
x

2i
 + b

3
x

3i
 + b

4
x

4i
 + b

5
x

5i
 + ε

i
,

ãäе y
i
 — ÷исëенностü выпускников i-ãо универси-

тета, x
1i
 — операöионные расхоäы, x

2i
 — ÷исëен-

ностü ППС, x
3i
 — ÷исëенностü ненау÷ных работ-

ников, x
4i
 — ÷исëенностü стуäентов, x

5i
 — äохоä от

нау÷но-иссëеäоватеëüской äеятеëüности.
С поìощüþ МНК оöениваþтся коэффиöиен-

ты a, b
j
. Оöенка эффективности i-ãо университета

равна y
est

/y
act

, ãäе y
est

 — проãнозное зна÷ение ÷ис-

ëенности выпускников, а y
act

 — äействитеëüное ее

зна÷ение. При анаëизе эконоìетри÷еских ìоäеëей
авторы обнаружиëи высокуþ ìуëüтикоëëинеар-
ностü, äëя ìиниìизаöии ее вëияния на оöенки
коэффиöиентов ìоäеëи быë провеäен факторный
анаëиз.

В работе [42] также испоëüзоваëасü ìоäеëü ОАД
с äвуìя набораìи выхоäных переìенных, в оäноì
сëу÷ае в ка÷естве резуëüтата рассìатриваëасü тоëü-
ко ÷исëенностü выпускников (без у÷ета их оöенок
в äипëоìе), во второì сëу÷ае к выхоäныì пара-
ìетраì äобавëяëи äохоäы университета. В ре-
зуëüтате оказаëосü, ÷то вторая ìоäеëü äает боëее
высокие оöенки эффективности (в среäнеì на
15—20 %), ÷еì первая.

Наконеö, университеты ранжируþтся в со-
ответствии с показатеëяìи, выбранныìи соãëас-
но сëеäуþщиì рекоìенäаöияì [43]: а) у÷итыватü
стратеãи÷еские заäа÷и университета (образование,
наука иëи и то, и äруãое); б) отражатü спеöифи-
ку вуза и бытü изìериìыìи и станäартизуеìыìи;
в) бытü понятныìи, ëеãко изìеряеìыìи и соот-
ветствоватü äеятеëüности, äëя оöенки которой они
выбраны; ã) соответствоватü всеì объектаì, поä-
ëежащиì оöенке. Сëеäуя этой конöепöии, авторы
остановиëисü на операöионных изäержках на оä-
ноãо выпускника, отноøении ÷исëенности выпус-
кников к ÷исëенности ППС, отноøении ÷исëен-
ности обу÷аþщихся к ÷исëенности выпускников,
отноøении äохоäов от нау÷ных иссëеäований к
÷исëенности ППС, отноøении ÷исëенности за-
÷исëенных стуäентов (вкëþ÷ая тех, кто нахоäится
в акаäеìи÷ескоì отпуске иëи рекоìенäован к от-
÷исëениþ) к ÷исëенности выпускников.
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Существует ряä работ, в которых отäеëüное вни-
ìание уäеëяется спеöификаöии выхоäных пара-
ìетров, ÷тобы кроìе иссëеäоватеëüской активнос-
ти университета у÷естü еãо репутаöиþ (сì. напри-
ìер, работу [44]). В ÷астности, в хоäе поäãотовки
и верификаöии äанных автораìи быëо выявëено,
÷то ÷исëо пубëикаöий по резуëüтатаì нау÷ных ис-

сëеäований6 äëя ìноãих университетов быëо равно
нуëþ иëи весüìа бëизко к этоìу уровнþ. На осно-

вании тоãо, ÷то репутаöионный инäекс7 корреëи-
рован (∼90 %) с ÷исëоì опубëикованных работ,
быëо принято реøение в трех из ÷етырех испоëü-
зуеìых ìоäеëей все же искëþ÷итü из рассìотре-
ния посëеäний параìетр. К сожаëениþ, авторы
поäробно не раскрыëи разäеëы опросной анкеты,
критерии выбора респонäентов, проöеäуры аãре-
ãирования разäеëов опросника äëя конструирова-
ния итоãовоãо репутаöионноãо инäекса. Оäнако
авторы обратиëи вниìание на неäостатки поäоб-
ноãо инструìента оöенки акаäеìи÷еской резуëü-
тативности университетов: «äанная ìера явëяется
субъективной, в связи с этиì отражает преäвзя-
тостü и приверженностü респонäентов; репутаöия
всеãо университета ìожет бытü созäана ëиøü не-
боëüøой общественно активной ãруппой; она оöе-
нивается в боëüøей степени по проøëыì резуëü-
татаì, ÷еì по текущиì, такиì образоì она ìожет
бытü неаäекватныì отражениеì текущей нау÷но-
иссëеäоватеëüской äеятеëüности университета (ре-
путаöия существует и посëе ìоìента ее созäания)»
[44, c. 687].

В статüе [45] быëа разработана и апробирована
на 18-ти финских университетах ìоäеëü, позвоëя-
þщая соеäинитü непараìетри÷ескуþ оöенку ОАД
с у÷етоì важности параìетров. Привеäеì ëиøü
кëþ÷евуþ иäеþ с поìощüþ иëëþстраöии, взятой
из текста статüи. Пустü выборка характеризуется
äвуìя выхоäныìи параìетраìи и фиксированныì
уровнеì ресурса. Можно виäетü, ÷то соãëасно ОАД
эффективностü университета B на рис. 3 расс÷и-
тывается как отноøение äëины отрезка OB к äëи-

не отрезка OB1. Зафиксируеì функöиþ поëезнос-

ти, тоãäа иäеаëüной ìерой эффективности быëо

бы отноøение OB к OB4. В äействитеëüности функ-
öия поëезности неизвестна, поэтоìу авторы ап-
проксиìируþт истинное зна÷ение эффективности
сëеäуþщиì образоì. Выбирается соответствуþ-
щий у÷асток ãраниöы эффективности (в наøеì
сëу÷ае CD) и вäоëü неãо провоäится пряìая äо пе-
ресе÷ения с ëу÷оì OB. Тоãäа эффективностü объ-

екта B расс÷итывается как отноøение OB к OB2.

В работе [46] ОАД приìеняется к оöенке 25 аìе-
риканских университетов, попавøих в топ рейтин-
ãа аãентства «U.S. News and World Report». Данный
рейтинã основан на сëеäуþщих показатеëях: а) ре-
путаöия (по опросу рейтинãовоãо аãентства); б) ка-
÷ество отбора стуäентов (опреäеëяется такиìи по-
казатеëяìи, как среäний баëë при поступëении,
среäний баëë в øкоëе и т. п.); в) ка÷ество ППС
(сþäа вхоäят такие параìетры, как уäеëüный вес
÷исëенности ППС с у÷еной степенüþ PhD в об-
щей ÷исëенности, уäеëüный вес ÷исëенности ППС,
работаþщеãо по совìеститеëüству (на непоëной
ставке), в общей ÷исëенности); ã) степенü уäов-
ëетворенности стуäентов обу÷ениеì в вузе (оöени-
вается сëеäуþщиìи показатеëяìи: уäеëüный вес
÷исëенности стуäентов, закон÷ивøих бакаëавриат
за 6 ëет, и уäеëüный вес ÷исëенности первокурс-
ников, не переøеäøих на второй курс, в общей
÷исëенности); ä) изäержки в рас÷ете на оäноãо
стуäента.

Два параìетра, отве÷аþщие за степенü уäовëет-
воренности стуäентов обу÷ениеì в вузе, выбира-
þтся в ка÷естве выхоäных параìетров äëя ОАД, а
в ка÷естве ресурсных переìенных выступаþт среä-
ний баëë вступитеëüноãо экзаìена поступивøих
абитуриентов, проöент ППС с у÷еной степенüþ
PhD, отноøение ÷исëенности ППС к ÷исëенности
стуäентов, изäержки. Независиìо от параìетров

6 К поäобныì пубëикаöияì авторы отнесëи работы, кото-
рые быëи проинäексированы в 2003—2004 ãã. как в ìежäуна-
роäных указатеëях нау÷ноãо öитирования (к приìеру, в Science
Citation Index, Social Science Citation Index, Arts and Humanities
Citation Index, Index to Science and Technology, Engineering
Index), так и в наöионаëüных китайских (Statistics of Chinese
Technical Thesis and Quotation Data Base, Social Science Quota-
tion Data Base of China). Чисëо пубëикаöий из этих баз äанных
быëо взвеøено на ÷исëенностü ППС и аспирантов в зависи-
ìости от их обëасти нау÷ных интересов [44, c. 687].

7 Репутаöионный инäекс быë расс÷итан на основе опрос-
ных äанных, в которых у÷итываëисü вкëаä университета в ака-
äеìи÷еское сообщество, успеваеìостü стуäентов, резуëüтатив-
ностü вузов. В ка÷естве респонäентов быëи выбраны веäущие
у÷еные, нау÷ные сотруäники, эксперты в обëасти высøеãо об-
разования, ректоры университетов [44, c. 687].

Рис. 3. Добавление предпочтений в модель ОАД
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оöенки «U.S. News World Report» авторы также
вкëþ÷аþт разìер пëаты за обу÷ение в ка÷естве ре-
сурса, ìотивируя это теì, ÷то äанный параìетр
иìеет непосреäственное вëияние на степенü уäов-
ëетворенности стуäентов обу÷ениеì в вузе. Су-
ществование связи ìежäу ресурсаìи и резуëüта-
таìи устанавëивается с поìощüþ реãрессионноãо
анаëиза.

В итоãе ранжирования вузов, построенных рей-
тинãовыì аãентствоì «U.S. News World Report» и
с поìощüþ ОАД, поëу÷иëисü существенно разëи÷-
ныìи. Наприìер, соãëасно рейтинãу «U.S. News
World Report», первые сеìü университетов (Harvard,
Yale, Stanford, Princeton, Caltech, MIT, Duke) не
оказаëисü эффективныìи в сìысëе ìоäеëи ОАД.
Оäнако стоит отìетитü, ÷то боëüøинство универ-
ситетов нахоäиëисü бëизко к ãраниöе эффектив-
ности (тоëüко у äвух вузов из 25 зна÷ение эффек-
тивности оказаëосü ниже 90 % — 87 и 86 %).

В работе [47] оöенивается эффективностü 44 ис-
панских университетов с у÷етоì успеøности внеä-
рения университетских разработок в бизнес (know-
ledge transfer). В итоãовой ìоäеëи испоëüзуþтся
÷етыре ресурсных и три резуëüтативных показате-
ëя. В ка÷естве вхоäных параìетров выбраны ÷ис-
ëенностü ППС, ÷исëенностü техни÷еских и аäìи-
нистративных работников, изäержки и äохоäы от
нау÷ных иссëеäований. В ка÷естве резуëüтатов —
÷исëенностü выпускников (образоватеëüная со-
ставëяþщая), коëи÷ество опубëикованных работ
(иссëеäоватеëüская составëяþщая), ÷исëо коìпа-
ний, основанных на резуëüтатах нау÷но-иссëеäо-
ватеëüской äеятеëüности ãруппы у÷еных, работаþ-
щих в университете (так называеìые спин-офф
(spin-off) коìпании). Эта составëяþщая отве÷ает
за успеøностü внеäрения университетских разра-
боток в реаëüный бизнес). Авторы также испоëü-
зуþт кëастеризаöиþ (аëãоритì K-means) äëя про-
веäения боëее поäробноãо анаëиза резуëüтатов.
Выборка разбивается на три кëастера в пространс-
тве 10-ти параìетров, при разбиении у÷итывается
÷исëо спин-оффов коìпаний.

2.4. Ïðîâåðêà ñîãëàñîâàííîñòè ðåçóëüòàòîâ
ìåæäó ðàçíûìè íàáîðàìè âõîäíûõ è âûõîäíûõ 

ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

Сëеäуþщее направëение работ закëþ÷ается в
проверке соãëасованности оöенки потенöиаëа ву-
зов на основе нескоëüких ìоäеëей ОАД, отëи÷аþ-
щихся набороì вхоäных и выхоäных параìетров.
Из оте÷ественных исто÷ников выäеëиì работу
[48], в которой ìоäеëü ОАД приìеняется к оöен-
ке 29 российских университетов. Быëо выявëено,
÷то боëее то÷ные и соãëасованные с ìежäунароä-
ной практикой оöенки набëþäаþтся, коãäа в ìо-
äеëи у÷итываþтся показатеëи финансирования
вузов. Позäнее провоäиëся сравнитеëüный анаëиз

эффективности образоватеëüной, а также оäно-
вреìенно по образоватеëüной и нау÷ной, äеятеëü-
ности российских вузов внутри оäнороäных ãрупп
и поä÷еркиваëасü важностü провеäения анаëиза
внутри иìенно таких ãрупп [32]. Выявëено, ÷то бо-
ëее поëовины университетов в обеих ãруппах (тех-
ни÷еских и кëасси÷еских) характеризуþтся резуëü-
тативностüþ на уровне 80 %. Отäеëüное вниìание
в оте÷ественной ëитературе уäеëяется построениþ
типоëоãии университетов на основе эìпири÷еских
äанных [49] и соöиоëоãи÷еских опросов [3]. Среäи
поäобных критериев быëи рассìотрены эконоìи-
÷еская ìоäеëü вуза, стратеãия аäаптаöии вуза к ус-
ëовияì внеøней среäы и äр.

Дëя 109 китайских университетов быëа выявëе-
на ÷резвы÷айно высокая эффективностü вузов [44]
вне зависиìости от выбора первых äвух наборов
вхоäных и выхоäных показатеëей из испоëüзуе-
ìых ÷етырех (ãäе среäняя эффективностü состави-
ëа окоëо 91 %). Третüя и ÷етвертая ìоäеëи оказа-
ëисü ÷утü ìенее оптиìисти÷ны, среäнее зна÷ение
эффективности не превысиëо 83 %. В зависиìости
от ìоäеëи äоëя эффективных университетов варü-
ироваëасü от 20 äо 40 %.

В ряäе работ испоëüзуþтся ìоäеëи, конöепту-
аëüно схожие с ОАД. Рассìотриì основнуþ иäеþ
ìоäеëи, преäëоженной в работе [50]. Пустü, как и
ранüøе, выборка характеризуется N ресурсаìи и M
резуëüтатаìи, — ресурсы и резуëüтаты конкрет-
ноãо университета. Опреäеëяется äопустиìое ìно-
жество

T = {(x, q) ∈ |иìея х, 
ìожно произвести q}.

Пустü äана V:  → �
+
, q → V(q) — öенностная

функöия резуëüтата, а p ∈  — öены ресурсов.
Эффективностü кажäоãо университета оöенивает-
ся как

θ = {px*|V(q*) > V(q)}/px, (9)

ãäе x, q — ресурсы и резуëüтаты вуза. Рассìатри-
ваþтся обобщения на сëу÷ай неизвестной öен-
ностной функöии V и неизвестных öен p. Оптиìи-
заöионная заäа÷а (9) своäится к заäа÷е ëинейноãо
проãраììирования.

Авторы испоëüзуþт три разëи÷ные коìбина-
öии параìетров и оöениваþт 79 иссëеäоватеëü-
ских проãраìì в восüìи ãоëëанäских университе-
тах за периоä с 1996 по 2000 ã. Сравниваþтся ран-
жировки, поëу÷енные с поìощüþ ориãинаëüной
ìетоäики, а также экспертныì путеì в Ассоöиа-
öии ãоëëанäских университетов (VSNU). Анаëиз
äанных показаë, ÷то резуëüтаты схожи, но не экви-
ваëентны (корреëяöии на уровне 25—64 %). Срав-
ниваþтся ãруппы иссëеäоватеëüских проãраìì,

+
N M+

�

+
M

�

+
N

�

min
x* q* T∈,
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äëя ÷еãо авторы выäеëяþт три признака: универ-
ситет-орãанизатор проãраììы, ãоä, спеöиаëи-
заöия. Показано, ÷то некоторые университеты
иìеëи стабиëüно боëее эффективные проãраììы.
В резуëüтате быëо выäеëено три спеöиаëизаöии,
явëяþщиеся ëиäераìи в эффективности на протя-
жении всеãо периоäа.

Дëя ìоäеëи ОАД быëо выбрано äва ресурсных
и ÷етыре резуëüтативных параìетра [9]. Посëе ана-
ëиза резуëüтатов выясниëосü, ÷то оäин из резуëü-
тативных параìетров (÷исëенностü аспирантов)
не оказывает существенноãо вëияния на оöенки,
поэтоìу äаëее приìеняëасü äруãая ìоäеëü с äвуìя
ресурсныìи и треìя резуëüтативныìи переìенны-
ìи. С поìощüþ статисти÷еских тестов показано
схоäство оöенок, поëу÷енных с поìощüþ ОАД и
ранжировок, построенных по ìетоäу авторов. Ран-
жировки, поëу÷енные на основе разëи÷ных набо-
ров вхоä-выхоäных параìетров, также оказаëисü
о÷енü бëизки (корреëяöия на уровне 90 %).

2.5. Îöåíêà ôàêòîðîâ ðîñòà ýôôåêòèâíîñòè

Особое вниìание некоторые иссëеäоватеëи
уäеëяþт выявëениþ факторов, которые объясняþт
разброс эффективности вузов. В таких работах на
первоì этапе оöенивается эффективностü вузов,
на второì — иссëеäуþтся факторы, опреäеëяþщие
уровенü этой эффективности. Наприìер, äëя это-
ãо приìеняется квантиëüная реãрессия äëя оöен-
ки 73 вузов за периоä с 1997 по 1999 ã. [31]. Ав-
торы, сëеäуя работе [51], квантиëüнуþ реãрессиþ
преäставиëи в виäе: Y = Xβ + ε, ãäе Y — набор зна-
÷ений зависиìой переìенной, X — ìатриöа объ-
ясняþщих переìенных, ε — сëу÷айная коìпо-
нента, β — вектор оöениваеìых коэффиöиентов.

Тоãäа квантиëüная реãрессия уровня τ ìожет бытü
свеäена к реøениþ заäа÷и:

{τ• u
+
 + (1 – τ) •u

–
},

ãäе  = max(β
j
, 0),  = –min(β

j
, 0),  = max(u

j
, 0),

 = –min(u
j
, 0).

Вектор Y преäставëяет собой зна÷ения эффек-
тивности. В работе испоëüзуþтся äва зна÷ения
параìетра τ: 0,75 и 0,25. В первоì сëу÷ае нахоäят-
ся оöенки параìетров β äëя высокоэффективных
университетов, во второì — äëя низкоэффектив-
ных. Оäнако оказаëосü, ÷то эти коэффиöиенты
оказаëисü статисти÷ески незна÷иìыìи.

Интересен и набор объясняþщих эффектив-
ностü параìетров. Так, быëо построено пятü раз-
ëи÷ных ìоäификаöий ОАД в зависиìости от на-
правëений стратеãи÷ескоãо развития университетов
(сì. табëиöу). Как в итоãе выясниëосü, неìеöкие
вузы отëи÷аëисü боëее высокой образоватеëüной,
нежеëи нау÷но-иссëеäоватеëüской эффективнос-
тüþ. Кроìе тоãо, набëþäаëасü небоëüøая поëожи-
теëüная корреëяöия ìежäу ìоäификаöияìи, ха-
рактеризуþщиìи «конкурируþщие» направëения
развития университетов.

Позäнее быëо выявëено [50], ÷то разìер обра-
зоватеëüной проãраììы вуза несущественно вëи-
яет на еãо эффективностü по изäержкаì. Напро-
тив, внеøнее финансирование существенно ска-
зывается на поëу÷енных баëëах. В закëþ÷ении
авторы äаþт рекоìенäаöии по испоëüзованиþ
поëу÷енных резуëüтатов. В своþ о÷ереäü, в работе
[18] показано, ÷то ÷еì старøе ППС университета,
теì ìенüøие изäержки вуз несет.

min
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Стратеãи÷еские переìенные:
направëение äеятеëüности университета
(иссëеäоватеëüская, образоватеëüная)

Стратеãи÷еские переìенные:
направëение поäãотовки выпускников
(естественно-нау÷ные иëи ãуìанитарные äисöипëины)

Чисëо пубëикаöий по естественныì наукаì 
в рас÷ете на 100 выпускников.
Чисëо пубëикаöий по ãуìанитарныì наукаì 
в рас÷ете на 100 выпускников

Уäеëüный вес пубëикаöий по естественно-нау÷ныì äисöипëинаì 
в общеì ÷исëе.
Уäеëüный вес ÷исëенности выпускников, обу÷авøихся естествен-
ныì наукаì, в общей ÷исëенности выпускников

Общие äëя обеих ìоäеëей объясняþщие переìенные

Чисëо поëу÷енных ãрантов.
Чисëенностü стуäентов.
Возраст университета.
Чисëенностü насеëения, живущеãо ряäоì с университетоì.
Нахожäение университета на запаäе (фиктивная переìенная*).
Наëи÷ие образоватеëüных проãраìì ìеäиöинской спеöиаëüности (фиктивная переìенная).
Чисëо университетов в окруãе

*При наëи÷ии признака приниìает зна÷ение 1, 0 — в противноì сëу÷ае.
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Авторы работы [2] оöениваþт эффективностü
вузов, но уже в разрезе 169 иссëеäоватеëüских про-
ãраìì в ãоëëанäских университетах, опреäеëяþт,
какуþ роëü иãрает разìер и тип финансирования,
анаëизируþт, в ÷еì состоит кëþ÷евая при÷ина
разëи÷ной степени проäуктивности. Деëается по-
пытка сравнитü бибëиоìетри÷еский поäхоä и ìе-
тоä внеøней экспертизы (peer review) при оöенке
резуëüтатов иссëеäоватеëüской äеятеëüности.

Кроìе тоãо иссëеäоваëасü зависиìостü поëу-
÷енных оöенок эффективности китайских универ-
ситетов от факторов среäы [44]. К приìеру, быëо
показано, ÷то в раìках всех ÷етырех ìоäеëей эф-
фективностü вуза зависит от еãо распоëожения.
Напротив, тип финансирования (феäераëüное иëи
реãионаëüное) не иìеет существенноãо вëияния.
Позäнее вëияние среäы на эффективностü неìеö-
ких вузов быëо изу÷ено в работе [26], ãäе авторы
показаëи, ÷то рост ВВП на 1 % обеспе÷ивает повы-
øение эффективности на 4 %. При этоì в среäнеì
университеты из Восто÷ной Герìании оказаëисü
ìенее эффективныìи, ÷еì из Запаäной. В работе
[52] äëя канаäских университетов быëа восстанов-
ëена функöия, объясняþщая разброс оöенок ре-
зуëüтативности из-за вëияния переìенных окру-
жаþщей среäы. Кроìе тоãо, авторы пробоваëи
строитü отäеëüнуþ реãрессиþ äëя зна÷ения эф-
фективности. В резуëüтате у÷ет вëияния параìет-
ров окружаþщей среäы сказаëся на ÷исëе эффек-
тивных университетов. В среäнеì эффективностü
по выборке составиëа окоëо 90 %. Теì не ìенее,
äëя конкретных университетов оöенки, поëу÷ен-
ные разëи÷ныìи ìетоäаìи, сиëüно разниëисü.

В äопоëнение к отìе÷енныì выøе фактораì
поëу÷ено, ÷то не существует устой÷ивой связи
ìежäу разìероì университета и еãо эффективнос-
тüþ [26]. Резуëüтативныìи оказаëисü как крупные,
так и ìаëые университеты. Наëи÷ие ìеäиöинских
и инженерных факуëüтетов, как оказаëосü, ска-
зывается на эффективности вуза отриöатеëüно
(в среäнеì паäение эффективности составëяëо
окоëо 6—7 % при открытии факуëüтетов, указан-
ных направëений). От÷асти этот резуëüтат авторы
объясниëи теì, ÷то университеты, в состав кото-
рых вхоäят поäобные факуëüтеты, иìеþт структу-
ру управëения финансаìи и персонаëоì, отëи÷-
нуþ от äруãих вузов. С оäной стороны, эти универ-
ситеты обреìенены äопоëнитеëüныìи расхоäаìи
на соäержание таких факуëüтетов. С äруãой сторо-
ны, иìенно эти факуëüтеты приносят боëее высо-
кий äохоä от иссëеäований и разработок, ÷еì äру-
ãие факуëüтеты, особенно это характерно äëя ìе-
äиöинских факуëüтетов.

Интересен сëу÷ай Бразиëии [12], ãäе быë ис-
поëüзован øирокий круã переìенных, объясняþ-
щих уровенü ка÷ества образования в 164 вузах (из
них 88 — ÷астные) äëя 2007 ã. Но вëияние боëü-

øоãо ÷исëа этих факторов оказаëосü статисти÷ес-
ки незна÷иìыì. Приìероì такоãо фактора сëужит
уäеëüный вес стуäентов женскоãо поëа в общей
÷исëенности (изна÷аëüно он быë вкëþ÷ен автора-
ìи, ÷тобы у÷естü эффект от разработки и апроба-
öии курсов, в основе которых ëежат преäпо÷тения
стуäенток). Кроìе тоãо, у÷итываëся уровенü от-
÷исëения стуäентов, ÷тобы проконтроëироватü не-
оäнороäностü выборки ìежäу первокурсникаìи и
стуäентаìи боëее старøих курсов, но этот фактор
также оказаëся статисти÷ески незна÷иìыì. Чтобы
у÷естü разнороäностü среäы, быëи испоëüзованы
такие показатеëи, как уровенü äохоäов, ÷исëо ëет
обу÷ения в øкоëе на территории, ãäе нахоäится
вуз, оäнако и эти переìенные не повëияëи на ос-
новные резуëüтаты ìоäеëи.

В то же вреìя быëо поëу÷ено, ÷то в первуþ о÷е-
реäü ка÷ество образования зависит от ка÷ества
ППС. Так, невысокая ÷исëенностü профессоров в
рас÷ете на оäноãо стуäента отриöатеëüно вëияет на
ка÷ество образования. Оäнако, коãäа успеваеìостü
стуäентов расс÷итываëасü отäеëüно äëя кажäой ка-
теãории стуäентов, быëо показано, ÷то этот пока-
затеëü вëияет тоëüко на успеваеìостü первокурс-
ников. Этот резуëüтат весüìа неожиäанный и, ве-
роятно, соìнитеëüный. Авторы объясниëи еãо теì,
÷то вузы привëекаþт сиëüных стуäентов, а впос-
ëеäствии (на старøих курсах) вкëаä профессоров в
уровенü знаний стуäентов снижается. Этот эффект
ìожет бытü вызван теì, ÷то в ППС авторы статüи
у÷итываëи тоëüко профессоров, оäнако не прово-
äиëи анаëиз резуëüтативности их нау÷но-иссëеäо-
ватеëüской работы и стажа работы. Кроìе тоãо, в
иссëеäовании не у÷итываëасü кëассификаöия наук
по äисöипëинарноìу принöипу.

Анаëоãи÷ный эффект быë поëу÷ен äëя пеäаãо-
ãи÷еской составëяþщей образоватеëüноãо про-
öесса (требования по поëноìу выпоëнениþ у÷еб-
ноãо пëана, ãäе указаны образоватеëüные курсы и
форìы контроëя, в ка÷естве прокси-показатеëя
äëя уровня испоëüзуеìой образоватеëüной техно-
ëоãии). Кроìе тоãо, наëи÷ие развитой универси-
тетской инфраструктуры (÷исëо коìпüþтеров в
рас÷ете на оäноãо стуäента, наприìер) повыøает
успеваеìостü стуäентов. Наконеö, вузы с прева-
ëируþщей äоëей ÷астной собственности показа-
ëи боëее высокие резуëüтаты, ÷еì вузы в ãосу-
äарственной собственности, при этоì ка÷ество об-
разования в вузах обоих типов собственности быëо
äостато÷но низкиì. Это, в своþ о÷ереäü, вызваëо
особуþ озабо÷енностü авторов, поскоëüку в Бра-
зиëии ãосуäарственные вузы поëностüþ финанси-
руþтся из ãосуäарственноãо бþäжета.

Противопоëожные резуëüтаты поëу÷иëи иссëе-
äоватеëи ка÷ества образования в итаëüянских уни-
верситетах. На приìере 59 ãосуäарственных вузов
они показаëи, ÷то ìотиваöия стуäентов к у÷ебе и
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их äеìоãрафи÷еские äанные опреäеëяþт эффек-
тивностü препоäавания в вузе. Боëее низкая эф-
фективностü вузов набëþäаëасü на þãе по сравне-
ниþ с североì [13].

2.6. Ïðîâåðêà ñîãëàñîâàííîñòè ðåçóëüòàòîâ
ïî ìîäåëÿì ÀÑÃ è ÎÀÄ

Наконеö, в ряäе работ сравниваþтся резуëüтаты
оöенок, поëу÷енных с поìощüþ АСГ и ОАД. На-
приìер, в работе [26] иссëеäуется эффективностü
72-х университетов Герìании за периоä с 1998 по
2003 ã. В первой ÷асти работы äëя неìеöких вузов
вы÷исëяется инäекс Маëüìквиста, во второй —
приìеняется ОАД. Рас÷еты инäекса Маëüìквиста
показаëи, ÷то вузы Восто÷ной Герìании (несìот-
ря на боëее низкуþ среäнþþ эффективностü) про-
äеìонстрироваëи боëüøий по сравнениþ с запаä-
ныìи университетаìи рост совокупной произво-
äитеëüности факторов произвоäства.

Во второй ÷асти работы с поìощüþ АСГ оöе-
нивается функöия изäержек университетов. У÷и-
тывается перекрестное вëияние параìетров, äеëа-
þтся вывоäы о структуре изäержек университетов.
Боëüøое вниìание уäеëяется у÷ету наëи÷ия инже-
нерных и ìеäиöинских факуëüтетов и их вëияниþ
на изäержки университетов. Корреëяöия итоãовых
зна÷ений эффективности, поëу÷енных с поìощüþ
разëи÷ных ìоäеëей, составиëа приìерно 60 %.

В работе [52] к выборке, состоящей из 45 ка-
наäских университетов за периоä 1992—1993 ãã.,
также приìеняëисü оäновреìенно АСГ и ОАД.
Отìетиì, ÷то еäинственныì вхоäныì параìетроì
äëя ìоäеëи ОАД (зависиìой переìенной äëя ìо-
äеëи АСГ) быëи совокупные изäержки. Дëя ìоäе-
ëи ОАД быëо испоëüзовано äва разëи÷ных набора
вхоäных и выхоäных параìетров (некоторые вы-
хоäные переìенные в оäной ìоäеëи становиëисü
переìенныìи среäы в äруãой). Отäеëüно в работе
быë провеäен анаëиз корреëяöионной ìатриöы
резуëüтатов, который не выявиë устой÷ивой кор-
реëяöии ìежäу резуëüтатаìи, поëу÷енныìи с по-
ìощüþ разëи÷ных ìоäеëей.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Провеäен äетаëüный анаëиз прикëаäных иссëе-
äований по оöенке эффективности университетов,
а также структурных поäразäеëений разëи÷ных
уровней (от факуëüтетов äо ìикропоäразäеëений и
иссëеäоватеëüских проãраìì). Оказаëосü, ÷то ìе-
тоä анаëиза стохасти÷еской ãраниöы (АСГ), как и
инäекс Маëüìквиста, приìеняþтся весüìа реäко.
Тоëüко неìноãие иссëеäоватеëи эконоìетри÷ес-
ки оöениваþт ãраниöу эффективности в трансëо-
ãарифìи÷еской форìе, которая, к приìеру, äëя
ìноãих у÷режäений банковскоãо сектора уже стаëа
этаëонной [53]. Как правиëо, АСГ приìеняþт в

öеëях анаëиза структуры изäержек университетов,
а также факторов, их опреäеëяþщих. На основе
этих äанных ìоãут приниìатüся реøения по опти-
ìизаöии расхоäов вуза. С поìощüþ АСГ также вы-
÷исëяþтся эффекты ìасøтаба и äиверсификаöии.

Быëо показано, ÷то äëя оöенки эффективности
вузов øирокое распространение поëу÷иë обоëо-
÷е÷ный анаëиз äанных (ОАД). При постановке оп-
тиìизаöионной заäа÷и ОАД ìоãут испоëüзоватüся
оöено÷ные сужäения о важности тех иëи иных
вхоäных параìетров иëи резуëüтатов вузов (вы-
хоäных параìетров). Кроìе тоãо, ìоäификаöии
ОАД позвоëяþт по-разноìу у÷естü неоäнороä-
ностü первона÷аëüной выборки. Некоторые авто-
ры разбиваþт ìножество университетов на ãруппы
в зависиìости от их статуса иëи спеöифики нау÷-
но-иссëеäоватеëüской äеятеëüности. Ряä авторов
приниìаþт во вниìание разëи÷ия в обëастях наук
и направëениях стратеãи÷ескоãо развития высøих
у÷ебных завеäений, некоторые испоëüзуþт инфор-
ìаöиþ об усëовиях внеøней среäы и конкурент-
ноãо окружения, ÷то также явëяется поправкой на
неоäнороäностü. В посëеäнее вреìя появëяþтся
работы, в которых приìеняется кëастерный ана-
ëиз äëя поëу÷ения оäнороäных ãрупп вузов. Также
приìеняется ìетоä посëеäоватеëüноãо искëþ÷е-
ния аëüтернатив äëя у÷ета неоäнороäности внутри
ìоäеëи ОАД. Оäнако äо сих пор в сфере высøеãо
образования не наøëи äоëжноãо отражения такие
ìоäеëи у÷ета неоäнороäности выборки, как про-
ективный ОАД и ìноãозаäа÷ный ОАД, которые
активно приìеняþтся äëя анаëиза äруãих типов
орãанизаöий (сì., наприìер, работу [54]).

В ряäе работ быëо показано, ÷то оöенки эффек-
тивности существенно не зависят от ìетоäа (ин-
äексноãо, параìетри÷ескоãо иëи непараìетри÷ес-
коãо) их поëу÷ения. Искëþ÷ениеì ìожет сëужитü
тоëüко приìер Канаäы, ãäе коэффиöиент корре-
ëяöии, расс÷итанный на основе баëëов эффек-
тивности вузов в раìках ìоäеëей ОАД и АСГ, быë
невысок.

Особуþ озабо÷енностü иссëеäоватеëей вызыва-
þт обоснование выбора вхоäных и выхоäных па-
раìетров ìоäеëи и прибëижение еãо к реаëüныì
усëовияì, в которых функöионируþт вузы. Зäесü
набëþäается разброс поäхоäов к постановке заäа-
÷и: от спеöификаöии базовых факторов произ-
воäства äо вкëþ÷ения репутаöионных характерис-
тик университета. Наибоëее распространено при-
ìенение не ìенее äвух разëи÷ных составов этих
переìенных в öеëях проверки соãëасованности ре-
зуëüтатов ìежäу разныìи набораìи вхоäных и вы-
хоäных параìетров ìоäеëи. Кроìе тоãо, приìерно
с 2004 ã. стаëи появëятüся иссëеäования, öеëü ко-
торых состоит в выявëении факторов, опреäеëяþ-
щих уровенü эффективности вузов.
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Отìетиì ÷то, несìотря на стреìитеëüное раз-
витие поäхоäов к оöенке эффективности вузов, все
еще остается ряä нереøенных вопросов. Так, от-
сутствуþт работы, в которых у÷итываëасü бы вари-
ативностü баëëов эффективности с те÷ениеì вре-
ìени, вкëþ÷аëисü бы аëüтернативные изäержки и
степенü äиверсификаöии äеятеëüности вузов,
провоäиëосü бы сопоставëение резуëüтатов по
конöепöияì эффективности (функöия прибыëи,
изäержек, произвоäственная функöия). К приìе-
ру, поäобные пробëеìы уже быëи реøены в бан-
ковской отрасëи в конöе 1990-х ãã. [53]. Кроìе то-
ãо, äëя боëее корректноãо сравнения резуëüтатов
параìетри÷еских и непараìетри÷еских ìетоäов
поëезно иìетü в виäу сëеäуþщие рекоìенäаöии,
опятü же впервые преäëоженные äëя финансовоãо
сектора [55]:

— поëу÷енные разныìи ìетоäаìи оöенки эф-
фективности äоëжны иìетü сравниìое среäнее зна-
÷ение, äисперсиþ (äр. ìоìенты распреäеëения);

— ранжирования орãанизаöий по уровнþ эф-
фективности в соответствии с разныìи ìетоäаìи
äоëжны бытü приìерно оäинаковыìи;

— ìетоäы äоëжны оäинаково опреäеëятü ãруп-
пы у÷режäений, которые наибоëее и наиìенее эф-
фективны;

— оöенки эффективности äоëжны бытü устой-
÷ивыìи во вреìени (не äоëжно набëþäатüся зна-
÷итеëüных коëебаний баëëов эффективности от
оäноãо периоäа вреìени к äруãоìу, есëи тоëüко в
эти периоäы не быëо существенных структурных
и/иëи ìетоäоëоãи÷еских изìенений в систеìе уп-
равëения вузоì);

— оöенки эффективности äоëжны соответство-
ватü усëовияì среäы (в тоì ÷исëе и конкурент-
ныì), в которой функöионируþт у÷режäения;

— оöенки эффективности не äоëжны вхоäитü в
противоре÷ие с резуëüтатаìи, поëу÷енныìи при
испоëüзовании траäиöионных показатеëей эффек-
тивности таких, как äохоäностü активов (ROA), со-
отноøение äохоäов и расхоäов (income/cost ratio),
есëи орãанизаöия пресëеäует öеëü — поëу÷ение
прибыëи.

Авторы выражают благодарность профессору
А.А. Дорофеюку за ценные замечания и рекомендации.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Âõîäíûå è âûõîäíûå ïàðàìåòðû äëÿ ìîäåëè DEA

Исто÷ник Вхоäные параìетры Выхоäные параìетры

[29] Ка÷ество обу÷аþщихся в университете стуäентов.
Чисëенностü аспирантов.
Чисëенностü ППС.
Аìортизаöия основных фонäов вуза.
Расхоäы на бибëиоте÷ные нужäы и коìпüþтерное 
оснащение.
Аäìинистративные расхоäы вуза, за искëþ÷ениеì 
аìортизаöионных от÷исëений

Показатеëü иссëеäоватеëüской äеятеëüности.
Коëи÷ество у÷еных степеней, выäанных на про-
ãраììах посëевузовской поäãотовки.
Ка÷ество выпускников.

[34] Эффективностü по 
изäержкаì

Эффективностü по ресурсаì Эффективностü по 
изäержкаì

Эффективностü по ресурсаì

Совокупные 
изäержки.
Расхоäы на нау÷-
ные проекты

Чисëенностü стуäентов.
Чисëенностü аспирантов.
Чисëенностü ППС.
Рейтинã ка÷ества
абитуриентов.
Расхоäы на нау÷ные проекты.
Расхоäы на бибëиоте÷ный 
фонä и коìпüþтерное осна-
щение

Чисëенностü выпуск-
ников.
Чисëенностü обëаäа-
теëей у÷еных степе-
ней, защитивøихся в 
äанноì университете
Рейтинã нау÷ной 
и пубëикаöионной 
активности

Чисëенностü выпускников.
Чисëенностü обëаäатеëей 
у÷еных степеней, защитив-
øихся в äанноì университете.
Рейтинã нау÷ной и пубëика-
öионной активности

[37] Общие изäержки.
Расхоäы на техни÷еское оборуäование.
Расхоäы на иссëеäования

Чисëенностü стуäентов бакаëавриата.
Чисëенностü стуäентов ìаãистратуры.
Чисëенностü стуäентов аспирантуры.
Рейтинã пубëикаöионной и нау÷ной äеятеëüности.
Четыре фиктивные переìенные, отражаþщие оöен-
ку работы äепартаìента

pb0515.fm  Page 15  Wednesday, October 7, 2015  11:03 AM



ÎÁÇÎÐÛ

16 CONTROL SCIENCES ¹ 5 • 2015

[20] Чисëенностü работников университета.
Чисëенностü стуäентов бакаëавриата.
Чисëенностü ìаãистров и аспирантов.
Совокупные расхоäы (вкëþ÷аþтся все изäержки, 
кроìе фонäа опëаты труäа работникаì профессор-
ско-препоäаватеëüскоãо состава)

Дохоä от иссëеäоватеëüской и консуëüтаöионной 
äеятеëüности вуза.
Чисëо выäанных äипëоìов:

бакаëавриата;
äипëоìов ìаãистратуры и ÷исëо защищенных 

äиссертаöий на поëу÷ение степени PhD

[42] Чисëенностü:
ППС;
аäìинистративных работников;
стуäентов

Операöионные изäержки, за искëþ÷ениеì фонäа 
опëаты труäа сотруäникаì университета

Чисëенностü выпускников.
Дохоäы от нау÷но-иссëеäоватеëüской äеятеëüности 
университета

[28] Чисëенностü:
нау÷ных работников;
аäìинистративных сотруäников

Чисëенностü:
стуäентов;
аспирантов.

Суììа среäств, поëу÷енных университетоì на ãран-
товой основе на иссëеäования.
Проöент от÷исëенных стуäентов.
Среäняя успеваеìостü стуäентов.
Уäеëüный вес стуäентов, работаþщих поëный рабо-
÷ий äенü в те÷ение обу÷ения, в общей ÷исëенности 
стуäентов

[33] Чисëенностü ППС:
в эквиваëенте поëной занятости;
неакаäеìи÷ескоãо персонаëа.

Изäержки университета, за искëþ÷ениеì фонäа 
опëаты труäа.
Внеоборотные активы как прокси-переìенная äëя 
акöионерноãо капитаëа

Чисëенностü стуäентов в эквиваëенте поëной заня-
тости.
Разìер ãрантов, поëу÷енных университетоì äëя 
провеäения нау÷ных иссëеäований

[26] Чисëенностü техни÷ескоãо персонаëа.
Чисëенностü ППС.
Текущие расхоäы

Чисëо ãрантов.
Чисëенностü выпускников

[31] Моäеëü по оöенке общей эффективности

Фонä опëаты труäа.
Все про÷ие изäержки.

Чисëо пубëикаöий по естественныì наукаì.
Чисëенностü выпускников по естественныì наукаì.
Чисëо пубëикаöий по соöиаëüныì наукаì;
Чисëенностü выпускников по соöиаëüныì наукаì

[48] Моäеëü А Моäеëü В Моäеëü А Моäеëü В

Чисëенностü стуäентов (бþäжетный и внебþäжет-
ный континãенты).
Уäеëüный вес øтатных ППС с у÷еной степенüþ 
(ä-р экон. наук и канä. экон. наук) в общей ÷ис-
ëенности ППС.
Фонäовооруженностü

Рейтинã ка÷ества 
приеìа (среäнее зна-
÷ение ЕГЭ).
Рейтинã нау÷ной и 
пубëикаöионной ак-
тивности

Рейтинã ка÷ества приеìа 
(среäнее зна÷ение ЕГЭ).
Рейтинã нау÷ной и пубëика-
öионной активности.
Объеì внебþäжетных äохо-
äов/объеì бþäжетноãо фи-
нансирования

[32] Моäеëü 1 Моäеëü 2 Моäеëü 1 Моäеëü 2

Уäеëüное бþäжет-
ное финансирова-
ние вузов.
Уäеëüный вес об-
ëаäатеëей у÷еных 
степеней ППС в 
общей ÷исëенности 
ППС.
Совокупная ÷ис-
ëенностü ППС

Уäеëüное бþäжетное финан-
сирование вузов.
Уäеëüный вес обëаäатеëей 
у÷еных степеней ППС в об-
щей ÷исëенности ППС.
Среäний баëë ЕГЭ

Среäний баëë перво-
курсников, поступив-
øих по ЕГЭ.
Чисëенностü стуäен-
тов, обу÷аþщихся на 
бþäжетных и пëат-
ных ìестах

Взвеøенный уäеëüный вес 
ìоëоäых ППС и нау÷ных ра-
ботников в общей ÷исëен-
ности ППС и нау÷ных ра-
ботников.
Пубëикаöионная активностü 
работников вуза, а иìенно, 
÷исëо нау÷ных статей в ре-
öензируеìых журнаëах в 
рас÷ете на 100 сотруäников

Исто÷ник Вхоäные параìетры Выхоäные параìетры
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[39] Инвестиöионные изäержки.
Общие изäержки

Чисëенностü
бакаëавров;
ìаãистров;
аспирантов.

Чисëо пубëикаöий.
Чисëо проектов

[45] Среäнеìеся÷ные изäержки
на провеäение иссëеäований

Ка÷ество иссëеäоватеëüской работы.
Активностü иссëеäования.
Вкëаä иссëеäования.
Активностü в обëасти обу÷ения ìоëоäых спеöиаëистов.
Активностü в нау÷ной среäе

[50] Чисëенностü PhD стуäентов.
Ресурсные показатеëи, характеризуþщие иссëеäо-
ватеëüскуþ äеятеëüностü вуза

Чисëо:
PhD äиссертаöий;
статей в зарубежных реöензируеìых журнаëах;
статей в зарубежных нереöензируеìых журнаëах;
книã в (со) авторстве;
ãëав ìоноãрафий и статей в сборниках конфе-

ренöий;
статей в реöензируеìых неìеöких журнаëах;
статей в нереöензируеìых неìеöких журнаëах;
от÷етов по проектаì, выпоëненныì на ãранто-

вой основе, и разëи÷ных профессионаëüных от÷етов

[44] Отноøение ÷исëенности занятых на поëнуþ ставку 
профессоров к ÷исëенности стуäентов.
Уäеëüный вес профессоров, труäящихся на пози-
öии äоöента (англ. associate professor) и выøе, в об-
щей ÷исëенности ППС.
Чисëенностü стуäентов, обу÷аþщихся в ìаãистра-
туре иëи аспирантуре.
Изäержки на провеäенные иссëеäования.
Инäекс, изìеряþщий коëи÷ество бибëиоте÷ных 
ресурсов.
Инäекс, изìеряþщий пëощаäü каìпуса

Репутаöионный инäекс.
Чисëо пубëикаöий.
Чисëо пубëикаöий в рас÷ете на оäноãо профессора

[21] Чисëенностü бакаëавров.
Чисëенностü ìаãистров.
Затраты на ППС.
Друãие затраты

Дохоä от иссëеäоватеëüской äеятеëüности.
Коëи÷ество äипëоìов бакаëавра с у÷етоì оöенок.
Коëи÷ество ìаãистерских äипëоìов

[27] Чисëенностü:
принятых абитуриентов;
принятых абитуриентов с высокиì прохоäныì 

баëëоì;
стуäентов;
ППС;
÷исëо ìест в ауäиториях, бибëиотеках и ëабо-

раториях

Чисëенностü:
выпускников;
выпускников у проãраìì äëитеëüностüþ 4 и 5 ëет

[23] Чисëенностü персонаëа;
Затраты на персонаë и стуäен÷еские сервисы;
Затраты на акаäеìи÷еские сервисы;
Чисëенностü бакаëавров и стуäентов, поëу÷аþщих 
первуþ степенü;
Чисëенностü ìаãистрантов

Коëи÷ество äипëоìов:
бакаëавриата;
ìаãистратуры, аспирантуры.

Дохоäы от иссëеäований

[24] Операöионные изäержки Чисëенностü:
бакаëавров ìеäиöины;
бакаëавров по нау÷ныì спеöиаëüностяì;
бакаëавров по остаëüныì спеöиаëüностяì;
ìаãистрантов и аспирантов.

Дохоäы от иссëеäований.
Друãие äохоäы

Исто÷ник Вхоäные параìетры Выхоäные параìетры

pb0515.fm  Page 17  Wednesday, October 7, 2015  11:03 AM



ÎÁÇÎÐÛ

18 CONTROL SCIENCES ¹ 5 • 2015

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. OECD. Performance-based Funding for Public Research in
Tertiary Education Institutions: Workshop Proceedings, 2010.

2. Garcia-Valderrama T., Groot T. Research Quality and Efficien-
cy — an Analysis of Assessments and Management Issues in
Dutch Economics and Business Research Programs // Re-
search Policy. — 2006. — N 35. — P. 1362—1376.

3. Титова Н.Л. Стратеãии развития российских вузов: ответы
на новые вызовы. — М.: МАКС Пресс, 2008.

4. Charnes A., Cooper W., Rhodes E. Measuring the efficiency of
decision-making units // European Journal of Operational Re-
search. — 1978. — N 2. — P. 429—444.

5. Charnes A., Cooper W. Programming with linear fractional
functional Cooper // Naval Research Logistics. — 1962. —
N 9. — P. 181—186.

6. Banker R.D., Charnes A., Cooper W.W. Some Models for Esti-
mating Technical and Scale Inefficiencies in Data Envelop-
ment Analysis // Management Science. — 1984. — N 30. —
P. 1078—1092.

7. Podinovski V. Bridging the gap between the constant and varia-
ble returns-to-scale models: selective proportionality in data
envelopment analysis // Journal of the Operational Research
Society. — 2004. — N 55. — P. 265—276.

8. Podinovski V. The explicit role of weight bounds in models of
data envelopment analysis // Journal of the Operational Re-
search Society. — 2005. — N 56. — P. 1408—1418.

9. Friedman L., Sinuany-Stern Z. Scaling units via the canonical
correlation analysis in the DEA context // European Journal of
Operational Research. — 1997. — N 100. — P. 629—637.

10. Aparicio J., Ruiz J., Sirvent I. Closest targets and minimum dis-
tance to the Pareto-efficient frontier in DEA // Journal of Pro-
ductivity Analysis. — 2007. — N 28. — P. 209—218.

11. Ruiz J., Segura J., Sirvent I. Benchmarking and target setting
with expert preferences: An application to the evaluation of ed-
ucational performance of Spanish universities // European Jour-
nal of Operational Research. — 2015. — N 242. — P. 594—605.

12. Mattos E., Rocha F., Zoghbi A. Education production efficien-
cy: Evidence from Brazilian universities. — 2013. — N 31. —
P. 94—103.

13. Biggeri L., Laureti T., Secondi L. Measuring the efficiency of
teaching activities in Italian universities: An information theo-
retic approach // Economics of Education Review. — 2014. —
N 42. P. 147—164.

14. Aigner D., Lovell C., Schmidt P. Formulation and estimation of
stochastic frontier production functions // Journal of Econo-
metrics. — 1977. — N 6. — P. 21—37.

15. Coelli T., Rao D., O’Donnell C., Battese G. An Introduction to
Efficiency and Productivity Analysis. — N.-Y.: Springer, 2005.

16. Johnes G., Johnes J. Higher education institutions' costs and ef-
ficiency: taking the decomposition a further step // Economics
of Education Review. — 2009. — N 28. — P. 107—113.

17. Glass J., McKillop D., Hyndman N. Efficiency in the provision
of university teaching and research: An empirical analysis of
UK universities // Journal of Applied Econometrics. — 1995. —
N 10. — P. 61—72.

18. Stevens P. A Stochastic Frontier Analysis of English and Welsh
Universities // Education Economics. — 2005. — N 13. —
P. 355—374.

[46] Среäний баëë абитуриентов при поступëении.
Проöент ППС со степенüþ PhD.
Отноøение ÷исëенности ППС к ÷исëенности сту-
äентов.
Образоватеëüные и общие изäержки в рас÷ете на 
оäноãо стуäента

Уровенü выпуска стуäентов;
коэффиöиент сохранения стуäентов

[25] Чисëенностü:
ППС;
аäìинистративных сотруäников;
бакаëавров;
ìаãистрантов и аспирантов.

Операöионные изäержки

Коëи÷ество äипëоìов:
бакаëаврских;
ìаãистерских;
аспирантских.

Госуäарственные ãранты.
Гранты от бизнеса.
Чисëо пубëикаöий

[47] Чисëенностü:
ППС;
аäìинистративных сотруäников.

Аäìинистративные изäержки.
Дохоäы от иссëеäований

Чисëо:
выпускников;
пубëикаöий;
спин-оффов (spin-off)

[9] Операöионные изäержки.
Зарпëаты сотруäников

Разìер поëу÷енных ãрантов.
Чисëо:

пубëикаöий;
ìаãистрантов и аспирантов;
у÷ебных ÷асов

[11] Отноøение:
÷исëенности ППС к ÷исëенности стуäентов;
÷исëенности аäìинистративных сотруäников к 

÷исëенности стуäентов;
изäержек к ÷исëенности стуäентов;
пëощаäи университетских каìпусов к ÷исëен-

ности стуäентов

Уровенü выпуска стуäентов;
коэффиöиент сохранения стуäентов;
коэффиöиент проãресса стуäентов

Исто÷ник Вхоäные параìетры Выхоäные параìетры

pb0515.fm  Page 18  Wednesday, October 7, 2015  11:03 AM



ÎÁÇÎÐÛ

19ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 5 • 2015

19. Battese G., Coelli T. A model for technical efficiency effects in
a stochastic frontier production function for panel data // Em-
pirical Economics. — 1995. — N 20. — P. 325—332.

20. Allen D., Flegg A., Field K., Thurlow T. Measuring the Efficiency
and Productivity of British Universities: An Application of DEA
and the Malmquist Approach / unpublished. — 2004. — 47 p.

21. Allen D.O., Flegg A.T. Does expansion cause congestion? The
case of the Older British universities, 1994—2004 // Education
Economics. — 2007. — N 15. — P. 75—102.

22. Fare R., Grosskopf S., Norris M., Zhongyang Z. Productivity
growth, technical progress and efficiency change in industrial-
ized countries // The American Economic Review. — 1994. —
N 84. — P. 66—83.

23. Johnes J. Eddiciency and productivity change in the English
higher education sector from 1996/97 to 2004/5 // The Man-
chester School. — 2008. — N 76. — P. 653—674.

24. Johnes J., Johnes G., Kortelainen M., Thanassoulis E. Costs and
efficiency of higher education institutions in England: a DEA
analysis // Journal of Operational Research Society. — 2011. —
N 62. — P. 1282—1297.

25. Lee B.L., Worthington A.C. Efficiency, technology and produc-
tive change in Australian universities, 1998—2003 // Econom-
ics of Education Review. — 2008. — N 27. — P. 285—298.

26. Kempkes G., Pohl C. The efficiency of German universities —
some evidence from nonparametric and parametric methods //
Applied Economics. — 2010. — N 42. — P. 2063—2079.

27. Agasisti T., Dal Bianco A. Reforming the university sector: ef-
fects of teaching efficiency — evidence from Italy // Higher
Education. — 2009. — N 57. — P. 477—498.

28. Avkiran N.K. Investigating technical and scale efficiencies of Aus-
tralian Universities through data envelopment analysis // So-
cio-Economic Planning Sciences. — 2001. — N 35. — P. 57—80.

29. Johnes J. Data envelopment analysis and its application to the
measurement of efficiency in higher education // Economics of
Education Review. — 2006. — N 25. — P. 273—288.

30. Charnes A., Cooper W., Rhodes E. Evaluating Program and
Managerial Efficiency: An Application of Data Envelopment
Analysis to Program Follow Through // Management Science. —
1981. — N 27. — P. 668—697.

31. Warning S. Performance Differences in German Higher Edu-
cation: Empirical Analysis of Strategic Groups, Review of In-
dustrial Organization. — 2004. — N 24. — P. 393—408.

32. Оценка резуëüтативности университетов с поìощüþ обо-
ëо÷е÷ноãо анаëиза äанных / И.В. Абанкина, Ф.Т. Аëеске-
ров, В.Ю. Беëоусова и äр. // Вопросы образования. —
2013. — № 2. — С. 5—38.

33. Abbott M., Doucouliagos C. The efficiency of Australian univer-
sities: a data envelopment analysis // Economics of Education
Review. — 2003. — N 22. — P. 89—97.

34. Athanassopoulos A.D., Shale E. Assessing the Comparative Effi-
ciency of Higher Education Institutions in the UK by the
Means of Data Envelopment Analysis // Education Econom-
ics. — 1997. — N 5. — P. 117—134.

35. Banker R.D., Morey R.C. Use of Categorical Variables in Data
Envelopment Analysis // Management Science. — 1986. —
N 32. — P. 1613—1627.

36. Pastor T., Ruiz L., Sirvent I. A statistical test for nested radial
DEA models // Operations Research. — 2002. — N 50. —
P. 728—735.

37. Beasley J. Determining teaching and research efficiencies //
Journal of the Operational Research Society. — 1995. — N 46. —
P. 441—452.

38. Aleskerov F., Petrushchenko V. An Approach to DEA for Heter-
ogeneous Samples // Modelling, Computation and Optimiza-
tion in Information Systems and Management Sciences, Ad-
vances in Intelligent Systems and Computing 360, H.A. Le Thi,
et al. (eds.). — Switzerland: Springer, 2015. — P. 15—21.

39. Cinar Y. Research and Teaching Efficiencies of Turkish Uni-
versities with Heterogeneity Considerations: Application of
«Multi-Activity DEA» and «DEA by Sequential Exclusion of
Alternatives' Models». — 2013. HSE WP7, 04.

40. Performance-Based Typology Of Universities: Evidence From
Russia / I.V. Abankina, F.T. Aleskerov, V.Y. Belousova, et al. //
Working papers by NRU Higher School of Economics. Series
WP BRP «Science, Technology and Innovation». — 2015. —
N WP BRP 33/STI/2015.

41. Cook W.D., Zhu D. Classifying inputs and outputs in data en-
velopment analysis // European Journal of Operational Re-
search. — 2007. — N 180. — P. 692—699.

42. Katharakis G., Katharaki M. A comparative assessment of Greek
universities’ efficiency using quantitative analysis // Intern. Jour-
nal of Educational Research. — 2010. — N 49. — P. 115—128.

43. Hьfner K. Accountability in Higher Education. In Altbach,
Philip (ed.) International Higher Education: An Encyclopedia.
N 1. — N.Y.: Garland Publishing, 1991. — P. 47—58.

44. Johnes J., Yu L. Measuring the research performance of Chinese
higher education institutions using data envelopment analysis //
China Economic Review. — 2008. — N 19. — P. 679—696.

45. Korhonen P., Tainio R., Wallenius J. Value efficiency analysis
of academic research // European Journal of Operational Re-
search. — 2001. — N 130. — P. 121—132.

46. Breu T.M., Raab R.L. Efficiency and perceived quality of the
nation’s «top 25» national universities and national liberal arts
colleges: An application of data envelopment analysis to higher
education // Socio-Economic Planning Science. — 1994. —
N 28. — P. 33—45.

47. Berbegal-Mirabent J., Lafuente E., Sole F. The pursuit of
knowledge transfer activities: An efficiency analysis of Spanish
universities // Journal of Business Research. — 2013. — N 66. —
P. 2051—2059.

48. University efficiency evaluation with using its reputational com-
ponent / I.V. Abankina, F.T. Aleskerov, V.Y. Belousova, et al. //
Proc. of the 4th Intern. Conf. on Applied Operational Re-
search. — Bangkok, 2012. — P. 244—253.

49. Экономическое поëожение вузов в усëовиях бþäжетной
рефорìы, повыøения автоноìии и ввеäения ЕГЭ /
И.В. Абанкина, Т.В. Абанкина, Е.А. Никоëаенко и äр. —
М.: Изä. äоì ГУ-ВШЭ, 2010.

50. Cherchye L., Vanden Abeele P. On research efficiency: A mi-
cro-analysis of Dutch university research in Economics and
Business Management // Research Policy. — 2005. — N 34. —
P. 495—516.

51. Koenker R. Quantile Regression. — Cambridge: Cambridge
University Press, 2005.

52. McMillan M., Wing H.C. University Efficiency: A Comparison
and Consolidation of Results from Stochastic and Non-stochastic
Methods // Education Economics. — 2006. — N 14. — P. 1—30.

53. Berger
 

A.N., Humphrey D.B. Efficiency of financial institutions:
International survey and directions for future research // Euro-
pean Journal of Operational Research. — 1997. — N 98. —
P. 175—212.

54. Петрущенко В.В. У÷ет неоäнороäности в обоëо÷е÷ноì ана-
ëизе äанных // Пробëеìы управëения. — 2013. — № 5. —
С. 2—11.

55. Bauer P.W., Berger A.N., Ferrier G.D., Humphrey D.B. Consist-
ency Conditions for Regulatory Analysis of Financial Institu-
tions: A Comparison of Frontier Efficiency Methods // Journal
of Economics and Business. — 1998. — N 50. — P. 85—114.

Статья представлена к публикации членом редколлегии

А.А. Дорофеюком.

Алескеров Фуад Тагиевич — ä-р техн. наук, зав. ëабораторией,

Наöионаëüный иссëеäоватеëüский университет 
«Высøая øкоëа эконоìики» (НИУ ВШЭ); зав. ëабораторией,

Институт пробëеì управëения иì. В.А. Трапезникова РАН,

ã. Москва, � alesk@hse.ru,

Белоусова Вероника Юрьевна — канä. экон. наук, зав. отäеëоì,

НИУ ВШЭ, ã. Москва, � vbelousova@hse.ru,

Петрущенко Всеволод Владимирович — стажер-иссëеäоватеëü,

НИУ ВШЭ, ã. Москва, � goroddt@yandex.ru.

pb0515.fm  Page 19  Wednesday, October 7, 2015  11:03 AM



ÀÍÀËÈÇ È ÑÈÍÒÅÇ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

20 CONTROL SCIENCES ¹ 5 • 2015

ÓÄÊ 681.5

ÑÈÑÒÅÌÀ ÑËÅÆÅÍÈß ÄËß ÎÁÚÅÊÒÀ
Ñ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÌ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌ
Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ È ÏÎÌÅÕ

À.Ì. Öûêóíîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Оäна из основных пробëеì теории автоìати-
÷ескоãо управëения äинаìи÷ескиìи объектаìи за-
кëþ÷ается в коìпенсаöии внеøних неизìеряеìых
возìущений и поìех. В таких усëовиях проекти-
руеìая систеìа управëения äоëжна обеспе÷иватü
выпоëнение основной öеëи управëения, напри-
ìер, сëежение за этаëонныì сиãнаëоì с требуеìой
то÷ностüþ, ÷то возìожно осуществитü, есëи скоì-
пенсироватü внеøние возìущения и поìехи. Оäин
из основных поäхоäов реøения этой заäа÷и со-
стоит в приìенении робастных систеì управëе-
ния. Достато÷но поäробно эта пробëеìа изëожена
в книãе [1], ãäе привоäится кëассификаöия заäа÷
проектирования робастных систеì управëения и
разëи÷ных типов возìущений.

Существует неìаëо поäхоäов и ìетоäов, поз-
воëяþщих сконструироватü систеìы управëения,
которые коìпенсируþт априорнуþ неопреäеëен-
ностü в ìатеìати÷еских ìоäеëях объектов управ-
ëения и внеøние оãрани÷енные возìущения —
ìетоä инвариантных эëëипсоиäов [2, 3], ìетоä ìат-
ри÷ных неравенств [4, 5], ìетоä ãарантированноãо
управëения [6], реøается заäа÷а коìпенсаöии воз-
ìущения с поìощüþ ëинейноãо äинаìи÷ескоãо
реãуëятора, äëя построения котороãо приìеняется

ìетоä инвариантных эëëипсоиäов [7], испоëüзу-
þтся спеöиаëüные фиëüтры [8], приìеняется спе-
öиаëüный вспоìоãатеëüный контур [9—11], позво-
ëяþщий поëу÷итü оöенку возìущений. Заäа÷а ро-
бастноãо управëения объектаìи с запазäываниеì
иссëеäована в ряäе работ [12—14]. Реøены заäа÷и
робастноãо управëения äëя объектов с запазäыва-
ниеì нейтраëüноãо типа [15—18]. Иссëеäована
коìпенсаöия возìущений и неопреäеëенности па-
раìетров ìатеìати÷еской ìоäеëи с распреäеëен-
ныì запазäываниеì иссëеäована [19].

В настоящей статüе резуëüтаты, поëу÷енные в
работе [20], испоëüзуþтся äëя поëу÷ения оöенки
векторноãо исто÷ника поìех и коìпенсаöии вне-
øних неизìеряеìых возìущений äëя объекта с
распреäеëенныì запазäываниеì.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì объект управëения, ìатеìати÷ес-
кая ìоäеëü котороãо заäана уравнениеì

(t) = Ax(t) + D x(t + θ)dθ + Bu(t) + Γf(x, t),

z(t) = x(t) + Nξ(t),  y(t) = Cx(t), (1)

x(θ) = ϕ(θ),  θ ∈ [–h, 0],

Рассìотрена заäа÷а робастноãо сëежения за этаëонныì сиãнаëоì äëя объекта с распре-
äеëенныì запазäываниеì, коãäа на неãо äействуþт оãрани÷енные внеøние возìущения,
а вектор состояния изìеряется с поìехаìи. Поëу÷ен аëãоритì управëения, позвоëяþщий
поëу÷итü асиìптоти÷ески то÷нуþ оöенку исто÷ника поìех и коìпенсироватü внеøние
оãрани÷енные возìущения с требуеìой то÷ностüþ. Привеäен ÷исëовой приìер и резуëü-
таты ìоäеëирования.

Ключевые слова: робастное управëение, вектор состояния, возìущения, распреäеëенное запазäы-
вание.

x·

h–

0

∫
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ãäе x ∈ Rn, u(t) и y(t)  —  скаëярные управëяþ-
щее возäействие и реãуëируеìая переìенная, ко-
торая не изìеряется, z(t) — изìеряеìый вектор,

f(x, t) ∈ Rν — внеøнее, векторное возìущение,
ϕ(θ) — непрерывная на÷аëüная векторная функ-

öия, ξ ∈ R r — вектор, который явëяется исто÷ни-
коì поìех, N — ìатриöа интенсивности поìех, h —
вреìя запазäывания, A, D, B, Γ, C и N — ÷исëовые
ìатриöы соответствуþщих поряäков.

Требуется поëу÷итü аëãоритì управëения, обес-
пе÷иваþщий выпоëнение öеëевоãо усëовия

|y(t) – y
m
(t)| < δ при t ≥ T

0
, (2)

ãäе y
m
(t) — сиãнаë, который äоëжен отсëеживатüся

выхоäоì объекта управëения, веëи÷ина δ > 0 ха-
рактеризует то÷ностü сëежения, T

0
 — вреìя, по

исте÷ении котороãо с на÷аëа функöионирования
систеìы выпоëнятüся öеëевое неравенство. Ины-
ìи сëоваìи, выражение (2) озна÷ает, ÷то öеëевое
неравенство äоëжно выпоëнятüся за коне÷ное вре-
ìя, которое зависит от ìноãих факторов: на÷аëü-
ных усëовий объекта и исто÷ника поìех, веëи÷и-
ны возìущений и этаëонноãо сиãнаëа.

Буäеì реøатü сфорìуëированнуþ заäа÷у при
сëеäуþщих оãрани÷ениях.

Предположения

1. Пара (A, B) — управëяеìа, а пара (A, C) — на-
бëþäаеìа.

2. Уравнение (1) — ìиниìаëüно-фазовое, т. е.
квазипоëиноì CadjΛ(s)B явëяется ãурвиöевыì,
ãäе s — коìпëексная переìенная в преобразова-
нии Лапëаса, Λ(s) = (I

n
s – A – Dσ(s)), I

n
 — еäини÷-

ная ìатриöа поряäка nЅn, adjΛ(s) — присоеäинен-
ная ìатриöа (транспонированная ìатриöа аëãеб-
раи÷еских äопоëнений ìатриöы Λ(s)),

σ(s) = esθdθ = .

3. Ранã ìатриöы Γ пëþс разìерностü вектора-
исто÷ника поìех не äоëжны превыøатü разìер-
ности вектора x, rankΓ + r ≤ n. Без потери общнос-
ти буäеì с÷итатü ÷то rankΓ + r = n, rankN = r.

4. Коìпоненты векторной функöии f(x, t) —
ãëаäкие оãрани÷енные функöии по переìенной t,
и уäовëетворяþщие ãëобаëüныì усëовияì Лип-
øиöа по переìенныì x.

5. Функöия y
m
(t) явëяется ãëаäкой.

6. Матриöы A, B, D, N и С известны.
7. Коìпоненты векторной функöии ξ(t) — оã-

рани÷енные функöии.
Ясно, ÷то äëя выпоëнения öеëевоãо усëовия (2)

с требуеìыì зна÷ениеì веëи÷ины δ необхоäиìо

скоìпенсироватü вëияние возìущений и поìех на
реãуëируеìуþ переìеннуþ. Оäнако вектор изìе-
ряеìых переìенных z(t) несет инфорìаöиþ о воз-
ìущениях и поìехах. Поэтоìу первый этап реøе-
ния сфорìуëированной заäа÷и состоит в выäеëе-
нии сиãнаëа, который бы нес инфорìаöиþ тоëüко
о поìехах, иëи тоëüко о возìущениях.

2. ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß

Метоä реøения сфорìуëированной заäа÷и со-
стоит из äвух этапов:

— конструирование систеìы, позвоëяþщей оöе-
нитü сиãнаëы поìех и скоìпенсироватü их вëия-
ние на вектор x(t);

— проектирование систеìы, позвоëяþщей коì-
пенсироватü вëияние возìущений на то÷ностü
сëежения.

Сфорìируеì новый вектор изìерения

(t) = z(t) + Nφ(t). (3)

Зäесü φ(t) — управëяþщий сиãнаë, преäназна÷ен-
ный äëя коìпенсаöии вëияния поìех.

Выбереì в ìатриöе N r строк таких, ÷то состав-
ëенная из них ìатриöа буäет невырожäенной. Без
потери общности, буäеì с÷итатü, ÷то это первые
r строк.

Преобразуеì уравнение (1), поëожив x = T .

Береì ìатриöу T так, ÷тобы ìатриöа T –1Γ иìе-
ëа нуëевые первые r строк. Такая ìатриöа всеãäа
существует, так как rankΓ = n – r. Даëее,

(t) = T –1AT (t) + T –1DT (t + θ)dθ +

+ T –1Bu(t) + T –1Γf(x, t), (4)

ãäе T –1AT = , T –1DT = ,

T –1B = , T –1Γ = , 0
rЅr

 — нуëевая ìатриöа

поряäка nЅn. Запиøеì уравнение (4) в виäе сис-
теìы векторных уравнений

(t) = A
11

(t) + A
12

 + D
1

(t + θ)dθ + B
1
u(t),

(t) = A
21

(t) + A
22

 + D
2

(t + θ)dθ +

+ B
2
u(t) + Γ

2
f(x, t). (5)

h–

0

∫
1 e

hs––
s

------------------

z

x

x
.

x
h–

0

∫ x

A11 A12

A21 A22

D11 D12

D21 D22

B1

B2

0rЅr

Γ2

x1

.
x1 x2

h–

0

∫ x

x2

.
x1 x2

h–

0

∫ x
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Зäесü D
1
 = [D

11
 D

12
], D

2
 = [D

21
 D

22
], (t) ∈ Rr,

(t) ∈ Rn – r.

Ввеäеì новый вектор изìерения

η(t) = T –1z(t) = T –1(x(t) + Nξ(t)) =

=  + T –1Nξ(t) = ξ(t),   = T –1N.

Запиøеì это ìатри÷ное равенство в виäе äвух
равенств:

η
1
(t) = L

1
η(t) =  + N

1
ξ(t),

η
2
(t) = L

2
η(t) =  + N

2
ξ(t), (6)

ãäе η
1
(t) ∈ R r, η

2
(t) ∈ Rn – r, ηT(t) = [ (t), (t)],

L
1
= [I

r
 0

(n–r)Ѕ(n–r)
],  = [ , ], L

2
 = [0

rЅr
 I

(n–r)
].

Приниìая во вниìание равенства (6), преобра-
зуеì первое из уравнений (5):

(t) = A
11

η
1
(t) + A

12
η

2
 + D

1
η(t + θ)dθ +

+ B
1
u(t) + N

1
(t) – A

11
N

1
ξ(t) – A

12
N

2
ξ –

– D
1

ξ(t + θ)dθ. (7)

Ввеäеì вспоìоãатеëüный контур, äинаìи÷ес-
кие проöессы в котороì описываþтся уравнениеì

(t) = A
11

η
b
(t) + A

12
η

2
 + D

1
η(t + θ)dθ +

+ B
1
u(t). (8)

Составиì уравнение äëя вектора рассоãëасова-
ния ς(t) = η

1
(t) + η

b
(t), вы÷итая уравнение (8) из

уравнения (7):

(t) = A
11

ς(t) + N
1

(t) – A
1

ξ(t) –

– D
1

ξ(t+ θ)dθ. (9)

Отсþäа поëу÷аеì уравнение äëя оöенки векто-
ра, который явëяется исто÷никоì поìех:

(t) = (+A
1

(t) + D
1

(t + θ)dθ) +

+ ( (t) – A
11

ς(t)),

(θ) = 0, θ ∈ [–h, 0]. (10)

Дëя работоспособности поëу÷енноãо аëãоритìа
необхоäиìо, ÷тобы ìатриöа A

11
 быëа ãурвиöевой,

а уравнение

(t) = +A
1

(t) + D
1

(t + θ)dθ (11)

асиìптоти÷ески устой÷ивыì.

Покажеì, ÷то в этоì сëу÷ае поëу÷ается асиìп-
тоти÷ески устой÷ивая оöенка вектора ξ(t).

Приìениì преобразование Лапëаса к уравне-
нияì (9) и (10):

(I
r
s – A

11
)ς(s) = N

1
s – A

1
 – D

1
ξ(s) +

+ ς(0) – ξ(0),

I
r
s – +A

1
 + D

1
(s) =

= ((I
r
s – A

11
)ς(s) – ς(0).

Поäставив первое уравнение во второе, поëу÷иì

I
r
s – +A

1
 + D

1
(s) =

= I
r
s – A

1
 – D

1
ξ(s) +

+ ς(s) – ς(0) – ξ(0) .

Разреøиì уравнение относитеëüно оöенки (s):

(s) = ξ(s) –

– I
r
s – +A

1
 + D

1
ξ(0)).

Так как уравнение (11) асиìптоти÷ески устой÷и-

во, то квазипоëиноì det(I
r
s – (–A

1
 – D

1
 Ѕ

Ѕ (1 – e–hs)/s)) явëяется ãурвиöевы. Тоãäа ориãинаë

изображения χ(t) = L–1(I
r
s – (–A

1
 – D

1
 Ѕ

Ѕ (1 – e–hs)/s))–1ξ(0)) ìажорируется затухаþщиìи

экспонентаìи. Сëеäоватеëüно, χ(t) = 0, 0,

(t) = ξ(t). Такиì образоì, (t) = ξ(t) – χ((t).

Тоãäа, поëожив в форìуëе (3) φ(t) = – (t), поëу-

÷иì

(t) = z(t) + Nφ(t) = x(t) + Nξ(t) – N (t) =

= x(t) + χ(t). (12)

x1

x2

x x N N

x1

x2
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T

N
T
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⎜
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В резуëüтате поëу÷иëи асиìптоти÷ески то÷нуþ
оöенку вектора x(t).

Отìетиì, ÷то посëе тоãо, как отфиëüтрован
сиãнаë поìехи, ìожно воспоëüзоватüся ëþбыì из-
вестныì аëãоритìоì, который позвоëяет скоì-
пенсироватü вëияние возìущений на реãуëируе-
ìуþ веëи÷ину.

В äанноì сëу÷ае рассìатривается оäин из воз-
ìожных аëãоритìов. Сфорìируеì оöенку реãуëи-
руеìой переìенной, приниìая во вниìание фор-
ìуëу (12):

(t) = C (t) = Cx(t) + Cχ(t) = y(t) + Cχ(t).

Дëя проектирования систеìы сëежения иìееì
ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü

(t) = Ax(t) + D x(t + θ)dθ + Bu(t) + Γf(x, t),

(t) = y(t) + Cχ(t), x(θ) = ϕ(θ),

θ ∈ [–h, 0]. (13)

Приìениì преобразование Лапëаса к урав-
нениþ (13) и преобразуеì поëу÷енное ìатри÷-
ное уравнение в скаëярное относитеëüно пере-

ìенной (s):

Q
n – i

(s)σi(s) (s) = R
m – j

(s)σ j(s)u(s) +

+ M
k(m – 1 – g)

(s)σg(s)f
k
(s) +

+ Q
n – i

(s)σi(s)Cχ(s) + K(s), (14)

ãäе Q
n – i

(s)σi(s) = detΛ(s), R
m – j

(s)σ j(s) =

= CadjΛ(s)Γ
k
, M

k(m – 1 – g)
(s)σ g(s) = CadjΛ(s)Γ

k
,

Γ
k
 — k-й стоëбеö ìатриöы Γ, K(s) — преобразова-

ние Лапëаса на÷аëüных усëовий, инäексы ìноãо-
÷ëенов указываþт на их поряäок. Поряäки поëи-
ноìов M

k
(s) взяты ìаксиìаëüно возìожныìи. Их

поряäок зависит от структуры ìатриöы Γ.

Приìениì аëãоритì äеëения Евкëиäа к поëи-
ноìу Q

n
(s):

Q
n
(s) = Q

γ
(s) (s) + ΔQ

m – 1
(s),

(s) = R
m
(s)/r

m0
,  γ = n – m.

Зäесü r
m0

 — коэффиöиент при старøеì ÷ëене

поëиноìа R
m
(s). Разëожиì поëиноì Q

γ
(s) на äве со-

ставëяþщие Q
γ
(s) = Q

γ0
(s) + ΔQ

γ – 1
(s), Q

γ0
(s) — ãур-

виöев поëиноì. Тоãäа поëу÷иì Q
n
(s) = Q

γ0
(s) (s) +

+ ΔQ
γ – 1

(s) (s) + ΔQ
m – 1

(s). Поäставив этот по-

ëиноì в уравнение (14) и разäеëив ëевые и правые

÷асти уравнения на (s), поëу÷иì Q
γ0
(s) (s) =

= r
mo

u(s) + ψ
1
(s). Выпоëнив обратное преобразова-

ние Лапëаса, поëу÷иì

Q
γ0
(P) (t) = r

mo
u(t) + ψ

1
(t),

ãäе P = 1/dt — оператор äифференöирования,
ψ

1
(t) — ориãинаë изображения ψ

1
(s),

ψ
1
(s) = Q

n – i
(s)σi(s) (s) =

= R
m – j

(s)σ j(s)u(s) +

+ M
k(m – 1 – g)

(s)σg(s)f
k
(s) +

+ Q
n – i

(s)σi(s)Cχ(s) + K(s) .

Составиì уравнение äëя оøибки (t) = (t) –

– y
m
(t):

Q
γ0
(P) (t) = r

mo
u(t) + ψ

1
(t) + Q

γ0
(P)y

m
(t).

Ввеäеì новое управëяþщее возäействие u(t) =
= αϑ(t), α > 0. В резуëüтате поëу÷иì

Q
γ0
(P) (t) = αϑ(t) + ψ(t),

ãäе ψ(t) = (r
m0

 – 1)αϑ(t) + Q
γ0
(P)y

m
(t) + ψ

1
(t).

Доказано [21], ÷то аëãоритì управëения

((μP + 1)γ – 1)ϑ(t) = Q
γ0
(P) (t)

обеспе÷ивает выпоëнение öеëевоãо усëовия

| (t)| < δ
1
 за коне÷ное вреìя работы систеìы, есëи

÷исëо μ > 0 выбратü äостато÷но ìаëыì. Друãиìи
сëоваìи, ÷исëа μ и α явëяþтся параìетраìи аëãо-
ритìа, выбор которых обеспе÷ивает выпоëнение
öеëевоãо усëовия за коне÷ное вреìя.

Приниìая во вниìание равенство (t) = e(t) +
+ Cχ(t), ìожно сäеëатü вывоä. Есëи выбратü ве-
ëи÷ину δ

1
 ìенüøе ÷исëа δ, то у÷итывая усëовие

ξ(t) = 0, поëу÷иì (t) = e(t). Сëеäоватеëü-

yˆ z

x·

h–

0

∫

yˆ

yˆ

i 0=

n

∑ yˆ

j 0=

m

∑

k 1=

ν

∑
g 0=

n 1–

∑

i 0=

n

∑

i 0=

n

∑
j 0=

m

∑

g 0=

n 1–

∑

Rm

Rm

Rm

Rm

Rm yˆ

yˆ

1

Rm s( )
---------------

i 1=

n

∑ yˆ

j 1=

m

∑

k 1=

ν

∑
g 0=

n 1–

∑

i 0=

n

∑

e yˆ

e

e

e

e

e

t ∞→

lim
t ∞→

lim e
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но, существует ìоìент вреìени T
0
, по исте÷ении

котороãо буäет выпоëнено öеëевое усëовие (2). Та-
киì образоì, поëу÷иëи систеìу управëения, ìате-
ìати÷еская ìоäеëü которой иìеет виä:

(t) = z(t) + Nφ(t),  η(t) = T –1z(t), η
1
(t) = L

1
η(t),

(t) = A
11

η
b
(t) + A

12
η

2
 + D

1
η(t + θ)dθ + B

1
u(t),

ς(t) = η
1
(t) – η

b
(t),

(t) = (+A
1

(t) + D
1

(t + θ)dθ) +

+ ( (t) – A
11

ς(t)),

(θ) = 0, θ ∈ [–h, 0],  φ(t) = – (t), (t) = C (t),

(t) = (t) – y
m
(t),

u(t) = αϑ(t), ((μP + 1)γ – 1)ϑ(t) = Q
θ0

(P) (t).

3. ÏÐÈÌÅÐ

Рассìотриì объект управëения, ìатеìати÷еская ìо-
äеëü котороãо заäана уравнениеì

(t) = x(t) + x(t + θ)dθ +

+ u(t) + f(x, t),

z(t) = x(t) + ξ(t),

y(t) = [1 0 0 0]x(t),  x(θ) = ϕ(θ),  θ ∈ [–h, 0].

Ранã ìатриöа Γ равный äвуì, ξ ∈ R2, f ∈ R4, ϕ(θ) — оã-
рани÷енная на÷аëüная векторная функöия. Преäпоëо-
жение 3 выпоëнено.

Возüìеì ìатриöу преобразований

T = ,  T –1 = .

Тоãäа уравнение (4) буäет иìетü виä:

(t) = (t) + (t + θ)dθ +

+ u(t) + f(x, t),

η(t) = (t) + ξ(t).

Первое уравнение из систеìы (5) приìет виä:

(t) = (t) +  +

+ (t + θ)dθ + u(t).

Уравнение (7) запиøется как

(t) = η
1
(t) + η

2
 +

+ η(t + θ)dθ + u(t) +

(t) – ξ(t) –

– ξ(t + θ)dθ.

Матеìати÷ескуþ ìоäеëü вспоìоãатеëüноãо контура

заäаäиì в виäе

(t) = η
b
(t) + η

2
 +

+ η(t + θ)dθ + u(t).

Тоãäа поëу÷иì уравнение äëя вектора рассоãëасова-

ния ς(t) = η
1
(t) – η

b
(t)

(t) = ς(t) + (t) –

– ξ(t) – ξ(t + θ)dθ,

z

η·
b

h–

0

∫

ξ
.

N1
1–

N ξ N
h–

0

∫ ξ

N1
1– ς·

ξ ξ yˆ z

e yˆ

e

x·

3– 1 2– 1–

2– 2– 1 1

1– 1 4– 1

1– 2 1 4–

1– 1– 0 1

1– 2– 1 1

1 0 1– 1

1– 1– 1 2–
2–

0

∫

0

3

5–

4–

1 1 1 1

1 2 2 1

1 2 2 1

1 1 1 1

0,5 0,2

0,5 0

0,3 0,4

0 0,4

2 1– 1 0

3 2– 2 1–

2 1– 2 1–

1 1– 1 0

1 0 0 1–

1 1– 1 1–

0 1– 1 1

1 1– 0 1

x
.

10– 4 7– 4

9– 2 10– 6

3 2– 2– 1–

1 0 2– 3–

x

1 2– 1 1

7 6– 3 1

1 0 1– 0

4– 3 3– 0
2–

0

∫ x

4

4–

12–

7–

0 0 0 0

0 0 0 0

1 1 1 1

1 0 0 1

x

0,5 0,2–

0,3 0,2

0,2– 0,8

0 0,6

x
1

.
10– 4

9– 2
x
1

7– 4

10– 6
x
2

1 2– 1 1

7 6– 3 1 2–

0

∫ x 4

4–

η·
1

10– 4

9– 2

7– 4

10– 6

1 2– 1 1

7 6– 3 1 2–

0

∫
4

4–

0,5 0,2–

0,3 0,2
ξ
· 2,4– 0,4–

1,9– 2,2–

0,3– 0,8

1,1 0,4 2–

0

∫

η·
b

10– 4

9– 2

7– 4

10– 6

1 2– 1 1

7 6– 3 1 2–

0

∫
4

4–

ς· 10– 4

9– 2

0,5 0,2–

0,3 0,2
ξ
·

2,4– 0,4–

1,9– 2,2–
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1,1 0,4 2–
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∫

pb0515.fm  Page 24  Wednesday, October 7, 2015  11:03 AM



ÀÍÀËÈÇ È ÑÈÍÒÅÇ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

25ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 5 • 2015

откуäа поëу÷аеì уравнение äëя оöенки исто÷ника поìех

(t) = (t) – (t + θ)dθ +

+ ς(t) + (t).

Форìируеì оöенки вектора x(t) (t) = z(t) – N (t) =

= x(t) + χ(t) и реãуëируеìой переìенной (t) = (t) =

= Lx(t) + Lχ(t).

Переäато÷ная функöия по управëениþ иìеет виä:

W(s, σ(s)) = [17s2 + 100s + 69 + (137 + 30s – 7s
2)σ(s) +

+ (42 – 20s)σ2(s) + 4σ3(s)]/G(s, σ(s)),

G(s, σ(s)) = s4 + 13s
3 + 57s2 + 88s + 14 +

+ (6s3 + 56s2 + 236s + 79)σ(s) + (13s2 + 77s + 81)σ2(s) +

+ (10s + 30)σ3(s) + 4σ4(s).

Относитеëüная степенü равна äвуì, ìатеìати÷еская
ìоäеëü ìиниìаëüно-фазовая. Поэтоìу береì аëãоритì
управëения

u(t) = ρ(ϑ(t)), ϑ(t) = 5υ(t),

(μ2
P
2 + μP)υ(t) = (P2 + 7P + 12) (t),

ãäе ρ(ϑ(t)) — неëинейностü с насыщениеì, равныì 30,
которая ввеäена äëя у÷ета оãрани÷ений на управëяþщее
возäействие.

На рисунке привеäены перехоäные проöессы по
оøибке сëежения e(t) = y(t) – y

m
(t) и оøибкаì оöенива-

ния исто÷ника поìех χ
i
(t) = (t) – ξ

i
(t), i = 1, 2, ξ

1
(t) =

= sin3t + π(t), ξ
2
(t) = sin7t + π(t), + π(t), ãäе π(t) — нор-

ìированный беëый øуì,

f
i
(x, t) = sint + sinx

i
 + ln(1 + x

i

2),  i = 1, 4,

y
m
(t) = 3sin1,3t + 3sin0,7t.

ξ
· 5,37– 3,25–

1,4375– 6,125–
ξ 1 1,5

4 0,25– 2–

0

∫ ξ

23,75 7,5–

9,375 1,25

1,25 1,25

1,875– 3,125
ς·

z ξ

yˆ z

e

Переходные процессы по ошибкам слежения и оценивания помех: а и б — на÷аëüная функöия ϕ(θ) = [1 1 1 1]T, θ ∈ [–2, 0], μ = 0,01,

поãреøностü сëежения посëе 18 с не превыøает зна÷ения 0,002; оöенка поìех асиìптоти÷ески устой÷ива; в — μ = 0,1, поãреøностü

сëежения 0,03; зна÷ения μ не вëияþт на перехоäные проöессы по оøибкаì оöенивания χ
i
(t); г — на÷аëüные усëовия нуëевые,

μ = 0,01, поãреøностü сëежения 0,002

ξ
i
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Реøена заäа÷а сëежения äëя объекта, ìатеìа-
ти÷еская ìоäеëü котороãо заäана уравнениеì с
распреäеëенныì запазäываниеì. На объект äейст-
вуþт неизìеряеìые возìущения, а в канаëах из-
ìерения присутствуþт поìехи. Дëя реøения заäа-
÷и приìенен поäхоä, преäëоженный в работе [20],
который позвоëяет поëу÷итü асиìптоти÷ески то÷-
ные оöенки вектора — исто÷ника поìех. Естест-
венно, ÷то на ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü объекта уп-
равëения накëаäываþтся оãрани÷ения, пере÷ис-
ëенные в преäпоëожениях, Кроìе тоãо, требуется,
÷тобы уравнения (9) и (10), быëи асиìптоти÷ески
устой÷ивыìи при отсутствии внеøних сиãнаëов.
Резуëüтаты ìоäеëирования показываþт, ÷то преä-
ëоженный аëãоритì управëения позвоëяет поëу-
÷итü ка÷ественные перехоäные проöессы. То÷ностü
реãуëирования зависит от параìетров μ и α.

К неäостаткаì сëеäует отнести необхоäиìостü
поäбора параìетров μ и α на этапе проектирования.
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ÑÈÃÌÀ-ÔÓÍÊÖÈß Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÑÈÍÒÅÇÀ 
ÍÀÁËÞÄÀÒÅËÅÉ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ È ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ1

Ñ.À. Êðàñíîâà, À.Â. Óòêèí

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Рассìатриваþтся неëинейные систеìы управ-
ëения с функöионаëüныìи неопреäеëенностяìи
ìатеìати÷еской ìоäеëи объекта управëения и при
äействии внеøних возìущений, принаäëежащих
пространству управëения. В таких систеìах инва-
риантностü переìенных вектора состояний по от-
ноøениþ к неопреäеëенностяì ìожет бытü обес-
пе÷ена иëи с поìощüþ разрывных управëений и
орãанизаöии скоëüзящеãо режиìа [1], иëи с поìо-
щüþ непрерывноãо коìбинированноãо управëе-
ния с составëяþщей, коìпенсируþщей äействие
возìущений при наëи÷ии их оöенок. Практи÷ески
зна÷иìый ìетоä оöенивания возìущений, не тре-
буþщий составëения их äинаìи÷еской ìоäеëи, за-
кëþ÷ается в приìенении набëþäатеëей состояний
с разрывныìи корректируþщиìи возäействияìи,
функöионируþщих в скоëüзящеì режиìе [2—4].
В § 1 проäеìонстрирована проöеäура синтеза та-
коãо набëþäатеëя, реаëизуþщая принöип разäе-
ëения общеãо äвижения на разнотеìповые состав-
ëяþщие при посëеäоватеëüноì возникновении
скоëüзящих режиìов на пересе÷ении поверхнос-
тей в виртуаëüноì пространстве оøибок набëþäе-
ния. Показано, ÷то при выпоëнении опреäеëен-

ных усëовий äанный набëþäатеëü позвоëяет поëу-
÷итü текущие оöенки и неизìеряеìых переìенных
состояния, и возìущаþщих возäействий. Оäнако
äëя обеспе÷ения высокоãо ка÷ества оöенивания
требуется орãанизоватü скоëüзящий режиì, бëиз-
кий к иäеаëüноìу, при котороì изображаþщая
то÷ка систеìы, записанной относитеëüно оøибок
набëþäения, äвижется по ìноãообразиþ скоëüже-
ния, соверøая коëебания с бесконе÷но боëüøой
÷астотой и бесконе÷но ìаëой аìпëитуäой. При
боëüøой, но коне÷ной ÷астоте перекëþ÷ений воз-
никает реаëüный скоëüзящий режиì [5], в котороì
возìожны хаоти÷ные высоко÷астотные коëебания
изображаþщей то÷ки в ненуëевоì поãрани÷ноì
сëое ìноãообразия скоëüжения, ÷то привоäит к
неуäовëетворитеëüноìу ка÷еству оöенивания при
испоëüзовании бортовых коìпüþтеров с ìаëоìощ-
ныì проöессороì. Этот факт стиìуëирует разра-
ботку аëüтернативных ìетоäов синтеза набëþäате-
ëя состояний и возìущений с непрерывныìи кор-
ректируþщиìи возäействияìи.

В § 2 преäставëен основной резуëüтат — ìетоäы
синтеза набëþäатеëя состояний и возìущений с
неëинейныìи непрерывныìи корректируþщиìи
возäействияì в виäе сиãìа-функöий. Показано,
÷то такой набëþäатеëü, разìерностü котороãо рав-
на разìерности ìоäеëи объекта управëения, со-
храняет преиìущества набëþäатеëя на скоëüзя-
щих режиìах в äопреäеëüной ситуаöии и, в то же
вреìя, обеспе÷ивает ëу÷øее ка÷ество (ãëаäкостü)

Дëя неëинейных систеì, функöионируþщих в усëовиях неопреäеëенности, на основе
принöипа разäеëения äвижений разработаны ìетоäы синтеза набëþäатеëя состояний с
неëинейныìи корректируþщиìи возäействияìи в виäе сиãìа-функöий. Показано, ÷то
äëя систеì, преäставиìых в реãуëярной форìе относитеëüно внеøних возìущений, äан-
ный поäхоä позвоëяет поëу÷итü текущие оöенки неизìеряеìых переìенных состояния
и внеøних возìущений без расøирения äинаìи÷ескоãо поряäка набëþäатеëя за с÷ет ìо-
äеëи, иìитируþщей äействие внеøних возìущений. Разработанные аëãоритìы приìе-
нены в систеìе управëения асинхронныì эëектропривоäоì с непоëныì коìпëектоì из-
ìеритеëüных устройств.

Ключевые слова: неëинейная систеìа, набëþäатеëü состояний и возìущений, сиãìа-функöия,
асинхронный эëектропривоä.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(ãрант № 15-08-01543а и 14-01-31190 mol_a.
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оöениваеìых сиãнаëов в усëовиях оãрани÷енности
вы÷исëитеëüных ресурсов. Форìаëизована проöе-
äура настройки параìетров сиãìоиäаëüных кор-
ректируþщих возäействий на основе неравенств,
обеспе÷иваþщих за заäанное вреìя заäаннуþ то÷-
ностü оöенивания неизìеряеìых переìенных со-
стояния и иìеþщихся неопреäеëенностей. В § 3
в ка÷естве приëожения рассìотрена заäа÷а на-
бëþäения неизìеряеìых переìенных состояния
и внеøнеãо возìущения в асинхронноì эëектро-
привоäе, привеäены резуëüтаты ìоäеëирования.

1. ÏÐÈÍÖÈÏ ÐÀÇÄÅËÅÍÈß ÄÂÈÆÅÍÈÉ
Â ÇÀÄÀ×Å ÍÀÁËÞÄÅÍÈß

Рассìатривается ìатеìати÷еская ìоäеëü неëи-
нейноãо объекта управëения виäа

 = x
2
,   = f(x, t) + b(x

1
)u, (1)

ãäе x = col(x
1
, x

2
) ∈ X ⊂ R2 — вектор состояний;

x
1
(t) ∈ R — выхоäная (изìеряеìая) переìенная;

фазовая переìенная x
2
(t) не изìеряется, но преä-

поëаãаþтся известныìи ëибо обëастü ее изìене-
ния в проöессе управëения |x

2
(t)| ≤ X

2
, ëибо обëастü

äопустиìых на÷аëüных усëовий |x
2
(0)| ≤ X

2
; u ∈ R —

управëяþщее возäействие, b(x
1
) — известная функ-

öия, b(x
1
) ≠ 0 ∀x

1
(t), t ≥ 0. Неизвестная функöия

f(x(t), t), которая вкëþ÷ает в себя функöионаëüные
и параìетри÷еские неопреäеëенности ìоäеëи объ-
екта управëения, а также внеøние возìущения,
поëаãается оãрани÷енной вìесте со своей поëной
произвоäной:

| f(x(t), t)| ≤ F,  | (x(t), t)| ≤ F
1
 ∀x(t) ∈ X,  t ≥ 0, (2)

ãäе F и F
1
 — известные поëожитеëüные константы;

äинаìи÷еская ìоäеëü неопреäеëенностей не вво-

äится. Требование ãëаäкости на f(t) и (t) не на-

кëаäывается, äостато÷но, ÷тобы äанные функöии
быëи кусо÷но-непрерывныìи и иìеëи в кажäой
то÷ке, вкëþ÷ая то÷ки разрыва, коне÷ные правуþ и
ëевуþ произвоäные.

Моäеëüþ (1), иìеþщей реãуëярнуþ канони÷ес-
куþ форìу, описывается преäставитеëüный кëасс
äинаìи÷еских объектов управëения, наприìер,
ìехани÷еские и тепëообìенные систеìы. Моäеëи
ряäа äруãих объектов ìоãут бытü преäставëены в
виäе (1) с поìощüþ äиффеоìорфной заìены ëо-
каëüных переìенных. Мы наìеренно приняëи за
основу построений систеìу второãо поряäка, ÷то-
бы ìаксиìаëüно äетаëизироватü основнуþ иäеþ
разработанноãо ìетоäа. Без оãрани÷ения общнос-

ти нижесëеäуþщие построения распространяþтся
на объекты управëения боëее высокоãо поряäка,
ìатеìати÷еские ìоäеëи которых преäставиìы в
реãуëярноì канони÷ескоì виäе.

В äанной работе öеëü и закон управëения не äе-
таëизируþтся: пробëеìа автоìати÷ескоãо управëе-
ния систеìой (1) в разëи÷ных постановках реøа-
ëасü ìножество раз в раìках разëи÷ных поäхоäов.
Ориентируясü на базовый закон коìбинированно-
ãо управëения (по состояниþ и по возìущениþ)
ставится заäа÷а оöенивания неизìеряеìых сиãна-
ëов x

2
(t), f(t).

Эта пробëеìа ìожет бытü реøена с поìощüþ
набëþäатеëя с разрывныìи корректируþщиìи
возäействияìи, функöионируþщеãо в скоëüзящеì
режиìе, который строится на основе систеìы (1)
в виäе

 = z
2
 + v

1
,   = b(x

1
)u + v

2
, (3)

ãäе z = col(z
1
, z

2
) ∈ R2 — вектор состояний, v =

= col(v
1
, v

2
) ∈ R2 — вектор разрывных корректи-

руþщих возäействий набëþäатеëя. Заäа÷а набëþ-
äения своäится к заäа÷е стабиëизаöии систеìы,
записанной относитеëüно оøибок набëþäения

ε = x – z = col(ε
1
, ε

2
) ∈ R2 в сиëу ìоäеëи (1), (2) в

виäе

 = ε
2
 – v

1
,   = f(t) – v

2
. (4)

Соãëасно каскаäноìу ìетоäу синтеза набëþäа-
теëей состояний на скоëüзящих режиìах [4], в
первоì уравнении систеìы (4) форìируется раз-
рывное корректируþщее возäействие от известных
переìенных v

1
 = M

1
signε

1
, которое при выпоëне-

нии äостато÷ных усëовий

ε
1

 < 0 ⇒ M
1
 >  = |ε

1
(0)|/t

1
 + Φ

2
,

|ε
2
(t)| ≤ Φ

2
 ∀t ≥ 0 (5)

обеспе÷ит за коне÷ное вреìя t
1
 ≥ 0 возникновение

скоëüзящеãо режиìа на пряìой ε
1
 = 0 в äвуìерноì

пространстве оøибок набëþäения. Заìетиì, ÷то
при установке на÷аëüноãо усëовия z

1
(0) = x

1
(0) ⇒

⇒ ε
1
(0) = 0 скоëüзящий режиì возникает практи-

÷ески сразу и t
1
 ≈ 0.

При t > t
1
 äинаìи÷еский поряäок систеìы (4) по-

нижается, и из уравнения статики  = ε
2
 – v

1eq
 = 0

иìееì эквиваëентное корректируþщее возäейст-
вие v

1eq
(t) = ε

2
(t). Этот сиãнаë ìожет бытü поëу÷ен

с выхоäа фиëüтра первоãо поряäка с ìаëой посто-

x·1 x·2

f
·

f
·

z·1 z·2

ε·
1

ε·
2

ε·
1

M1
*

ε·
1
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янной вреìени μ
1

 = –τ
1
 + v

1
, τ

1
(t) = v

1eq
(t)

[1]. Тоãäа во второì уравнении систеìы (4) ìожно
сфорìироватü разрывное корректируþщее возäей-
ствие v

2
 = M

2
signτ

1
, ÷то обеспе÷ивает v

2
 = M

2
signε

2

вне ìаëой окрестности ε
2
 = 0. Аìпëитуäа разрыв-

ноãо возäействия выбирается на основе äостато÷-
ных усëовий

ε
2

 < 0 ⇒ M
2
 > |ε

2
(t

1
)|/(t

2
 – t

1
) + F. (6)

Пренебреãая быстро затухаþщиìи собственны-
ìи äвиженияìи фиëüтра, ìожно с÷итатü, ÷то за
теорети÷ески коне÷ное вреìя t

2
 > t

1
 на пересе÷е-

нии {ε
1
 = 0 � ε

2
 = 0} возникает скоëüзящий режиì.

При t > t
2
 из уравнения статики  = f(t) – v

2eq
 = 0

иìееì эквиваëентное корректируþщее возäейст-
вие v

2eq
(t) = f(t). Этот сиãнаë, который явëяется

оöенкой неизвестной функöии, также ìожет бытü
поëу÷ен с выхоäа фиëüтра первоãо поряäка:

μ
2

 = –τ
2
 + v

2
,  τ

2
(t) = v

2eq
(t) = f(t).

Тот факт, ÷то, на÷иная с ìоìента вреìени t
1
,

переìенная ε
2
(t) на÷инает ìонотонно стреìитüся

к нуëþ, позвоëяет оöенитü обëастü ее изìенения
сëеäуþщиì образоì:

|ε
2
(t)| ≤ |ε

2
(t

1
)| < X

2
 + (F + M

2
)t

1
 = Φ

2
 ∀t ≥ 0. (7)

С у÷етоì оöенки (7) выбирается аìпëитуäа раз-
рывноãо корректируþщеãо возäействия v

1
 (5).

Дëя стабиëизаöии систеìы (4) за заäанное вре-
ìя t

2
 = T с у÷етоì усëовий (6) и оöенки (7) иìееì

сëеäуþщее неравенство äëя выбора аìпëитуäы
разрывноãо корректируþщеãо возäействия v

2
:

M
2
 > |ε

2
(t

1
)|/(t

2
 – t

1
) + F ⇒ M

2
 >  =

= (X
2
 + Ft

2
)/(t

2
 – 2t

1
), 0 ≤ t

1
 < t

2
/2. (8)

Гëавное преиìущество набëþäатеëя на скоëü-
зящих режиìах — оöенивание за коне÷ное вреìя
и неизìеряеìой переìенной x

2
(t) = z

2
(t), и возìу-

щения τ
2
(t) ≈ f(t) ∀t > T без ввоäа еãо äинаìи÷еской

ìоäеëи. Данный набëþäатеëü явëяется робаст-
ныì, так как аìпëитуäы разрывных корректиру-
þщих возäействий выбираþтся на основе нера-
венств, не требуþщих äетаëизированной ìатеìа-
ти÷еской ìоäеëи объекта управëения. С äруãой
стороны, äинаìи÷еский поряäок набëþäатеëя (3)
увеëи÷ивается в äва раза из-за ввоäа фиëüтров, ко-
торые вносят äопоëнитеëüные ìаëые äинаìики.
Кроìе тоãо, ìикропроöессорная реаëизаöия раз-

рывных управëений с боëüøой, но коне÷ной ÷ас-
тотой перекëþ÷ений ìожет привести к неуäовëет-
воритеëüноìу ка÷еству оöениваеìых сиãнаëов, так
как на поëезный сиãнаë накëаäывается паразит-
ный высоко÷астотный сиãнаë с ìаëой аìпëитуäой.

Гëаäкостü оöениваеìых сиãнаëов обеспе÷иваþт
набëþäатеëи с непрерывныìи корректируþщиìи
возäействияìи. Известный способ стабиëизаöии
систеì с неопреäеëенностüþ — приìенение ãëу-
боких обратных связей. Так, выбор в систеìе (4)
ëинейных корректируþщих возäействий v

1
 = k

1
ε
1
,

v
2
 = k

2
ε
1
 с боëüøиìи коэффиöиентаìи k

1
 . k

2
 . 0

обеспе÷ит стабиëизаöиþ оøибок набëþäения с за-

äанной то÷ностüþ ||ε(t)|| ≤  ∀t > T, есëи возìу-
щаþщее возäействие не затухает со вреìенеì. Дëя
ìноãоìерных канони÷еских систеì с неопреäе-
ëенностüþ в посëеäнеì уравнении известны пара-
ìетри÷еские схеìы настройки боëüøих коэффи-
öиентов набëþäатеëя [4, 6, 7]. Основной неäоста-
ток таких набëþäатеëей: боëüøие коэффиöиенты
усиëения, зна÷ения которых обратно пропорöио-
наëüны степеняì заäаваеìой обëасти схоäиìости

k
2
(1/ ), k

1
(1/ ), привоäят к избыто÷ноìу потреб-

ëениþ ресурсов управëения на на÷аëüной стаäии,
÷то требует искусственноãо оãрани÷ения управëя-
þщеãо сиãнаëа. Кроìе тоãо, äëя поëу÷ения оöенок
иìеþщихся неопреäеëенностей потребуется ввес-
ти äифференöиаëüное уравнение, характеризуþ-
щее их äинаìику [7].

Наøа öеëü закëþ÷ается в тоì, ÷тобы, во-первых,
не расøирятü поряäок набëþäатеëя äëя поëу÷ения
оöенок возìущаþщих возäействий, во-вторых, не
прибеãатü к искусственноìу оãрани÷ениþ управ-
ëяþщеãо возäействия и, в-третüих, избежатü воз-
ìожноãо вспëеска в на÷аëе перехоäноãо проöесса
в заìкнутой систеìе с набëþäатеëеì. Этой öеëи
отве÷ает выбор корректируþщих возäействий на-
бëþäатеëя из кëасса так называеìых S-образных
непрерывных функöий с насыщениеì (sat-функ-
öия, сиãìа-функöия, арктанãенс, ãипербоëи÷ес-
кий танãенс и äр.) [8, 9]. В сëеäуþщеì параãрафе
преäставëен основной резуëüтат: показано, ÷то с
поìощüþ набëþäатеëя с непрерывныìи оãрани-
÷енныìи корректируþщиìи возäействияìи в виäе
сиãìа-функöий, разìерностü котороãо равна раз-
ìерности объекта управëения (1), ìожно поëу÷итü
оöенки не тоëüко неизìеряеìой переìенной со-
стояния, но и оãрани÷енноãо возìущения. При-
нöип разäеëения äвижений в такоì набëþäатеëе
реаëизуется в äопреäеëüной ситуаöии, ÷то приве-
äет к реøениþ заäа÷и оöенивания с некоторой,
напереä заäанной то÷ностüþ, которая обеспе÷ива-

τ·
1

μ
1

+0→
lim

ε·
2

ε·
2

τ·
2

μ
1
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lim
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*

δ
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ется за заäанное вреìя выбороì параìетров кор-
ректируþщих возäействий. Показано, ÷то в таких
набëþäатеëях, в отëи÷ие от набëþäатеëя с ãëубо-
киìи обратныìи связяìи, иìеется возìожностü
у÷итыватü иìеþщиеся оãрани÷ения на ресурсы
управëения на стаäии синтеза и избежатü сущест-
венноãо «вспëеска» на на÷аëüноì этапе проöесса
управëения.

2. ÑÈÍÒÅÇ ÍÀÁËÞÄÀÒÅËÅÉ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ 
È ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉ Ñ ÑÈÃÌÎÈÄÀËÜÍÛÌÈ 
ÊÎÐÐÅÊÒÈÐÓÞÙÈÌÈ ÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈßÌÈ

Рассìотриì неëинейнуþ ãëаäкуþ оãрани÷ен-

нуþ сиãìа-функöиþ σ(kx) = 2/(1 + e–kx) – 1,
k = const > 0, которая явëяется äопреäеëüной
реаëизаöией функöии знака y = signx в сëеäуþ-

щеì сìысëе: σ(–kx) = –σ(kx), σ(kx)  kx/2,

σ(kx) signx. Первая произвоäная сиãìа-функ-

öии — поëожитеëüная оãрани÷енная функöия, вто-
рая произвоäная — оãрани÷енная не÷етная функ-
öия:

σ'(kx) = k(1 – σ2(kx))/2,

σ''(kx) = –kσ'(kx)σ(kx). (9)

Дëя сиãìа-функöии и ее первой произвоäной в
указанных интерваëах справеäëивы оöенки:

σ(kδ) < |σ(kx)| < 1, ∀|x| > δ > 0;

σ(kδ)|x|/δ ≤ |σ(kx)| ≤ σ(kδ),

0 < σ'(kδ) ≤ σ'(kx) ≤ σ'(0) = k/2 ∀|x| ≤ δ. (10)

Отсþäа сëеäует, ÷то при |x| > δ сиãìа-функöия
бëизка к постоянной функöии, а при |x| ≤ δ — к
ëинейной. В ка÷естве ãраниöы указанноãо разäе-
ëения сиãìа-функöии при x ≥ 0 рекоìенäуется
принятü то÷ку из интерваëа kδ = c ∈ [1,3; 3], ãäе
±1,3 — абсöиссы то÷ек переãиба первой произ-
воäной σ'''(±1,3) = 0 (при этоì σ(±1,3) ≈ ±0,57,
σ'(±1,3) ≈ 0,34k); ± 3 — абсöиссы верøин сиãìа-
функöии, в которых ее кривизна äостиãает ìакси-
ìуìа, при этоì σ(±3) ≈ ±0,9, σ'(±0,9) ≈ 0,095k [8].

Дëя äаëüнейøих построений ввеäеì сиãìа-
функöиþ с переìенныì оãрани÷енныì сäвиãоì
|ϕ(t)| ≤ Δ ∀t ≥ 0:

(kx) = σ(k(x – ϕ(t)),

σ(k(x – Δ)) ≤ (kx) ≤ σ(k(x + Δ),

(kx) = k(1 – (kx))/2.

Дëя функöий (kx) и (kx) в указанных ин-
терваëах справеäëивы оöенки:

σ(kδ) < | (kx)| < 1 ∀|x| > Δ + δ, 

sign (kx) = signx ∀|x| > Δ,

σ(kδ)(|x| – Δ)/δ ≤ | (kx)| ≤ σ(k(2Δ + δ)) (11)

∀x: Δ ≤ |x| ≤ Δ + δ;

0 < σ'(k(2Δ + δ)) ≤ (kx) ≤ k/2 ∀|x| ≤ Δ + δ.

Испоëüзуеì в набëþäатеëе (3) сиãìоиäаëüные
корректируþщие возäействия виäа

v
1
 = M

1
σ(k

1
ε
1
), v

2
 = M

2
σ(k

2
v
1
), (12)

ãäе M
i
, k

i
 > 0, i = 1, 2. Иäея закëþ÷ается в тоì, ÷то-

бы в систеìе (4), (12) обеспе÷итü за заäанное вре-
ìя стабиëизаöиþ с заäанной то÷ностüþ не тоëüко

оøибок набëþäения, но и их произвоäных  ≈ 0.

Тоãäа неизìеряеìые сиãнаëы ìоãут бытü непос-
реäственно поëу÷ены из уравнений статики без
расøирения пространства состояний: v

1
 ≈ ε

2
(t),

v
2
(t) ≈ f(t).

Преäваритеëüно рассìотриì ситуаöиþ, коãäа
äëя öеëей управëения требуется поëу÷итü оöенки
тоëüко неизìеряеìой переìенной состояния x

2
(t)

систеìы (1).

Лемма. Если в системе (4), (12) условия (2) вы-

полнены, то для любых сколь угодно малых , T > 0
и любых конечных начальных условий ε

1
(0), |ε

2
(0)| ≤ X

2

найдутся такие положительные константы  > 0,

 > 0, i = 1, 2, что для всех k
i
 > , M

i
 >  будут

выполнены неравенства

|ε
1
(t)| ≤ ,  |ε

2
(t)| ≤  ∀t > T. (13)

К о н с т р у к т и в н о е  ä о к а з а т е ë ü с т в о. Кажäое
корректируþщее возäействие (12) иìеет по äва параìет-
ра. Аìпëитуäы M

i
 > 0, i = 1, 2, выбираþтся так же, как

и аìпëитуäы разрывных корректируþщих возäействий с
теì, ÷тобы обеспе÷итü попаäание оøибок набëþäения в
некоторуþ окрестностü нуëя за заäанное вреìя. Боëü-
øие коэффиöиенты k

i
 > 0, i = 1, 2, выбираþтся так, ÷то-

бы обеспе÷итü заäаннуþ то÷ностü стабиëизаöии (13).

Рассìотриì первое уравнение систеìы (4), (12):

= ε
2
 – v

1
 ⇒ v

1
 = ε

2
 – , тоãäа v

2
 = M

2
σ(k

2
v
1
) =

M
2

(k
2
ε
2
), ãäе роëü сäвиãа выпоëняет первая произвоä-

ная первой оøибки набëþäения ϕ(t) = (t) и, соãëасно

оöенкаì (11), signv
2
 = signε

2
, есëи |ε

2
| > | |.

x 0→
∼

k +∞→
∼
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Дëя реãуëяризаöии проöеäуры синтеза ввеäеì пара-
ìетри÷ескуþ связü

0 < c
i
 = k

i
δ
i
,  c

i
 ∈ [1,3; 3],  i = 1, 2, (14)

и выäеëиì интерваëы вреìени 0 ≤ t
1
 < t

2
 ≤ T äëя схоäи-

ìости переìенных ε
1, 2

(t), (t) в указанные окрестности

нуëя:

|ε
1
(t)| ≤ δ

1
 ≤  ∀t ≥ t

1
,  |ε

2
(t)| ≤ | (t)| + δ

2
, (15)

| (t)| ≤ Δ ∀t ≥ t
2
,  0 < Δ + δ

2
 ≤ , (16)

при этоì |ε
2
(t)| ≤ |ε

2
(t

1
)| < Φ

2
 (7), | (t)| ≤ | (t

1
)| ≤ Φ

2
 + M

1
.

Дëя анаëиза устой÷ивости ввеäеì äëя систеìы (4),

(12) кваäрати÷нуþ форìу V
0
 = (  + ). С у÷етоì вы-

ражений (7), (10), (11), (14) äëя ее произвоäной

 = ε
1
(ε

2
 – v

1
) + ε

2
( f – v

2
) (17)

справеäëива оöенка:  ≤ |ε
1
|(Φ

2
 – M

1
σ(c

1
)) + |ε

2
|(F –

– M
2
σ(c

2
)). Неравенство  < 0 выпоëняется при M

1
σ(c

1
)

> Φ
2
, M

2
σ(c

2
) > F вне окрестности |ε

1
| ≤ c

1
/k

1
 = δ

1
,

|ε
2
| ≤ | | + δ

2
, δ

2
 = c

2
/k

2
. Неравенства äëя выбора аìп-

ëитуä M
1, 2

, при которых усëовия (15) обеспе÷иваþтся за

заäанное вреìя, анаëоãи÷ны неравенстваì (5) и (8), а
иìенно:

M
2
 >  = ,  0 ≤ t

1
 < ,

M
1
 >  = (|ε

1
(0)|/t

1
 + Φ

2
)/σ(c

1
). (18)

Дëя öеëей анаëиза ввеäеì вспоìоãатеëüное уравне-
ние, которое характеризует äинаìику произвоäной

(t):

 = –M
1
σ'(k

1
ε
1
)  + f(t) – v

2
. (19)

Дëя обеспе÷ения выпоëнения неравенств (16) оöе-
ниì реøение уравнения (19) на интерваëе [t

1
; t

2
]:

| (t)| ≤ (Φ
2
 + M

1
)  + (F + M

2
)/(k

1
a

1
) ≤  – δ

2
,

ãäе a
1
 = M

1
(1 – σ2(c

1
))/2 > 0, тоãäа ∀α: 0 < α <  – δ

2

иìееì

k
1
 >  = max .

Выбор боëüøих коэффиöиентов на основе неравенств

k
1
 > max{ ; c

1
/δ

1
},  k

2
 >  = c

2
/δ

2
. (20)

в зависиìости от принятых зна÷ений c
i
 ∈ [1,3; 3], i = 1, 2,

δ
2
, α обеспе÷ивает заäаннуþ то÷ностü стабиëизаöии

оøибок набëþäения за заäанное вреìя (13). Леììа äо-
казана. ♦

Есëи заäа÷а оöенивания неизвестной функöии
f(t) не ставится, то äëя оöенивания фазовой пере-

ìенной x
2
(t) ìожно приìенитü укоро÷енный на-

бëþäатеëü  = v
1
, v

1
 = M

1
σ(k

1
ε
1
). Тоãäа уравнение

относитеëüно оøибки набëþäения ε
1
 = x

1
 – z

1
 при-

ìет виä  = x
2
 – v

1
, и посëе стабиëизаöии произ-

воäной оøибки набëþäения  ≈ 0 ìожно буäет

непосреäственно поëу÷итü оöенку неизìеряеìоãо
сиãнаëа: v

1
(t) ≈ x

2
(t). Дëя настройки параìетров

сиãìоиäаëüноãо корректируþщеãо возäействия v
1

воспоëüзуеìся поëу÷енныìи выøе резуëüтатаìи.
Из ëеììы вытекаþт äва сëеäствия.
Следствие 1. Если в системе (1) выполняются ус-

ловия (2), |x
2
(t)| ≤ X

2
, а также |b(x(t))u(t)| ≤  ∀t ≥ 0,

то тогда при оценивании x
2
(t) с помощью укороченного

наблюдателя неравенство |x
2
(t) – v

1
(t)| ≤  ∀t > T

будет обеспечено для любых , T > 0, если

M
1
 >  = (|ε

1
(0)|/t

1
 + X

2
)/σ(c

1
),  0 ≤ t

1
 < T,

k
1
 >  = max ,

где a
1
 = M

1
(1 – σ2(c

1
))/2 > 0, c

1
 ∈ [1,3; 3], 0 < α < .

Следствие 2. Если в системе (1) внешнее возму-
щение отсутствует, b(x

1
, x

2
) и f(x

1
, x

2
) — извест-

ные функции, удовлетворяющие условию Липшица,
|u(t)| ≥ U ∀t ≥ 0, тогда с помощью наблюдателя

= z
2
 + v

1
, = f(z

1
, z

2
) + b(z

1
, z

2
)u + v

2
 можно

обеспечить асимптотическую стабилизацию ошибок

наблюдения ε
1,2

(t) = 0 ⇒ z
1, 2

(t) = x
1,2

(t) с

помощью сигмоидальных корректирующих воздейст-
вий (12) с параметрами

M
2
 > ,

M
1
 > ,  0 ≤ t

1
 < ,
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 > , 
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(1 + N

2
t
1
) + N
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2
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 ∈ [1,3; 3], 

| f(x) + b(x)u – f(z) + b(z)u| ≤ N
1
|ε

1
| + N

2
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2
|,

ãäе N
1
 и N

2
 — известные константы.
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Замечание. Неравенства (18) и (20) наöеëены на
выбор ìиниìаëüно äопустиìых аìпëитуä M

1, 2
 при

k
i
 ∼ c

i
/δ

i
 (14), ÷то при äостато÷но ìаëых δ

i
 ìожет

привести к пëохо обусëовëенныì вы÷исëенияì.

Есëи принятü  = k
i
l
i
δ
i
,  ∈ [1,3; 3], i = 1, 2, ãäе

l
i
 > 1 — коэффиöиенты пропорöионаëüности про-

извеäения M
i
k
i
, то ìожно понизитü äопустиìые

зна÷ения k
i
 бëаãоäаря увеëи÷ениþ аìпëитуä M

i
.

Тоãäа неравенства (15) и (16) преäставиìы в виäе

|ε
1
(t)| ≤ l

1
δ

1
 ∀t ≤ t

11
,  |ε

2
(t)| ≤ | (t)| + l

2
δ

2
 ∀t ≥ t

12
,

0 ≤ t
11

 < t
1
 < t

12
 < t

2
 ≤ T.

В обëастях δ
1
 < |ε

1
| ≤ l

1
δ
1
, | | + δ

2
 < |ε

2
| ≤ | | + l

2
δ
2

äëя произвоäной кваäрати÷ной форìы (17) с у÷е-
тоì оöенок (10) и (11) справеäëива оöенка

 ≤ |ε
1
|(Φ

2
 – b

1
|ε

1
|) + |ε

2
|(F – b

2
(|ε

2
| – | |)),

ãäе b
i
 = M

i
σ(c

i
)/(l

i
δ
i
) > 0. Неравенство  < 0 вы-

поëняется при M
2
 > Fl

2
/σ( ), M

1
 > Φ

2
l
1
/σ( ). Со-

ответственно, требования (13) выпоëняþтся при
усëовиях:

M
2
 >  = max ,

M
1
 >  = max ,(21)

ãäе l
i
 > 1 выбираþтся жеëаеìыì образоì, α

i
:

0 < α
i
< δ

i
, i = 1, 2, выбираþтся так, ÷тобы обеспе-

÷итü α
2
 ≥ Φ

2
exp(–b

2
(t

2
 – t

12
)), α

1
 ≥ l

1
δ
1
exp(–b

1
(t

1
 – t

11
)),

а неравенства äëя выбора боëüøих коэффиöиен-
тов приìут виä

k
1
 > max{ ; /(l

1
δ

1
)}, k

2
 >  = /(l

2
δ

2
)}. (22)

Теперü рассìотриì общий сëу÷ай, коãäа с по-
ìощüþ набëþäатеëя (3), разìерностü котороãо
равна разìерности объекта управëения (1), реøа-
ется пробëеìа оöенивания не тоëüко неизìеряе-
ìой переìенной состояния x

2
(t), но и иìеþщихся

неопреäеëенностей f(t).

Теорема. Если в системе (4), (12) выполнены ус-

ловия (2), то для любого, достаточно малого  > 0
и любых конечных начальных условий ε

1
(0), |ε

2
(0)| ≤ X

2

найдутся такие положительные константы  > 0,

 > 0, что при k
i
 > , M

i
 >  обеспечивается

заданная точность оценивания x
2
(t), f(t), а именно:

|ε
1,2

(t)| ≤  ⇒ |x
2
(t) – z

2
(t)| ≤ ,

| (t)| ≤  ⇒ |f(t) – v
2
(t)| ≤ . (23)

К о н с т р у к т и в н о е  ä о к а з а т е ë ü с т в о. Как по-
казано в äоказатеëüстве ëеììы, усëовия (15) буäут
обеспе÷ены при выборе аìпëитуä M

i
 (18) и k

i
 > c

i
/δ

i
 (14),

i = 1, 2. Требования (23) буäут выпоëнены, есëи обеспе-

÷итü выпоëнение усëовий (16) и | f(t) – v
2
(t)| ≤ | | ≤ .

С у÷етоì форìуë (9) и v
1
 = ε

2
 –  äëя öеëей анаëиза

ввеäеì вспоìоãатеëüные äифференöиаëüные уравнения

относитеëüно произвоäных (t), (t) и (t), а иìенно

уравнение (19) и уравнения

 = –M
1
σ'(k

1
ε
1
)(  – k

1
σ(k

1
ε
1
)  + M

2
σ'(k

2
v
1
) ) + ,

 = –M
2
σ'(k

2
(ε

2
 – ))(  – ) + . (24)

Дëя анаëиза устой÷ивости виртуаëüной систеìы (19),

(24) ввеäеì кваäрати÷нуþ форìу V
1
 = (  +  + ).

С у÷етоì усëовий (2), (10) и (11) äëя произвоäной кваä-
рати÷ной форìы справеäëива оöенка

 ≤ | |(F + M
2
 – k

1
a

1
| |) + | |(F

1
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1
a

1
(| | –

– k
1
σ(c

1
)  – 0,5M

2
k

2
| |)) + | |(F

1
 + k

2
a

2
(| | – | |)),

ãäе a
1
 = 0,5M

1
(1 – σ2(c

1
)) > 0, a

2
 = 0,5M

2
(1 – σ2(c

3
)) > 0,

c
3
 = k

2
(δ + 2Δ) = c

2
 + 2k

2
Δ. Неравенство  < 0 выпоë-

няется вне указанных окрестностей при выпоëнении ус-
ëовий

| | ≤ δ
2
 + | | ≤  при k

2
 >  = max{c

2
/δ

2
; F

1
/(a

2
δ

2
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| | ≤ F
1
/k

1
a

1
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1
σ(c

1
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2
k

2
| | ≤  – δ

2
,

k
2
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2
)/M

2
,

| | ≤ (F + M
2
)/(k

1
a

1
) = Δ n  – δ

2
,

k
1
 >  =

= max ,

на основе которых выбираþтся боëüøие коэффиöиен-
ты k

1,2
, обеспе÷иваþщие заäаннуþ то÷ностü оöенива-

ния (23). Теореìа äоказана. ♦
Поëу÷енные резуëüтаты свиäетеëüствуþт о

принöипиаëüной возìожности оöенивания иìеþ-
щихся неопреäеëенностей с поìощüþ набëþäате-
ëя состояний. Еще раз поä÷еркнеì, ÷то разрабо-
танный поäхоä не требует расøирения пространс-

c
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тва состояний из-за у÷ета äинаìи÷еской ìоäеëи
возìущения. Дëя простоты изëожения при äока-
затеëüстве не у÷итываëисü собственные затухаþ-

щие äвижения вспоìоãатеëüных переìенных (t),

(t) и (t). При необхоäиìости ìожно ввести их
в рассìотрение, ÷то позвоëит обеспе÷итü нера-
венства (23) за заäанное вреìя.

Поëу÷енные с поìощüþ набëþäатеëя оöенки
z
2
(t) ≈ x

2
(t), v

2
(t) ≈ f(t) испоëüзуþтся äëя синтеза

коìбинированноãо управëения с заäанной öеëüþ
управëения систеìой (1).

3. ÑÈÍÒÅÇ ÑÈÑÒÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÀÑÈÍÕÐÎÍÍÛÌ 
ÝËÅÊÒÐÎÏÐÈÂÎÄÎÌ ÏÐÈ ÍÅÏÎËÍÛÕ ÈÇÌÅÐÅÍÈßÕ

3.1. Îïèñàíèå ìîäåëè îáúåêòà óïðàâëåíèÿ. 
Áàçîâûé çàêîí óïðàâëåíèÿ

В ка÷естве иëëþстраöии разработанных аëãо-
ритìов рассìотриì заäа÷у управëения асинх-
ронныì эëектропривоäоì, функöионируþщиì в
усëовиях неопреäеëенности и при непоëных
изìерениях. Динаìи÷еская ìоäеëü асинхронноãо
эëектропривоäа описывается в непоäвижной сис-
теìе коорäинат (α, β) в векторноì виäе систеìой
неëинейных äифференöиаëüных уравнений øес-
тоãо поряäка [10]

 = d
1
(d

2
P(x

3
)x

2
 – d

5
x

1
 + u),  = –P(x

3
)x

2
 + d

4
x

1
,

 = (d
2

STx
1
 – x

4
),   = f(t), (25)

ãäе x
1
 = col(x

1α
, x

1β
) — коìпоненты тока статора,

x
2

= col(x
2α

, x
2β

) — коìпоненты потокосöепëения

ротора, x
3
 ∈ R — скоростü вращения ваëа äвиãатеëя,

x
4
 ∈ R — ìоìент наãрузки на ваëу, u = col(u

α
, u

β
) —

напряжение питания статора (управëяþщие воз-
äействия);

P(x
3
) =  > 0, S = ,

P(x
3
)x

2
 = P(0)x

2
 + x

3
STx

2
,  STx

1
 = Sx

2
,

d
1
 = L

r
/(L

s
L

r
 – ),  d

2
 = L

h
/L

r
,  d

3
 = R

r
/L

r
,

d
4
 = R

r
d

2
,  d

5
 = d

2
d

4
 + R

s
,

ãäе d
i
 > 0, i = ; R

s
, R

r
, L

s
, L

r
, L

h
 — привеäенные

активные и инäуктивные сопротивëения статора,
ротора и взаиìоинäукöии. Пряìыì изìеренияì
поäëежат скоростü вращения ваëа äвиãатеëя x

3
(t) и

токи статора x
1
(t); f(t) поëаãается неизвестныì оã-

рани÷енныì внеøниì возäействиеì с оãрани÷ен-

ной произвоäной | f(t)| ≤ F, | (t)| ≤ F
1
, ||x

2
(t)|| ≤ X

2
,

|x
4
(t)| ≤ X

4
 ∀t ≥ 0, F, , X

2
, X

4
 — известные конс-

танты.

Ставится заäа÷а сëежения за заäанной скоро-
стüþ вращения ваëа äвиãатеëя x

3d
(t) с обеспе÷ени-

еì заäанноãо потокосöепëения в преäпоëожении,
÷то анаëити÷еский виä заäаþщих возäействий как
функöий вреìени и их произвоäных первоãо и
второãо поряäка известен.

В ìатеìати÷еской ìоäеëи (25) иìеется три уп-
равëяеìых и äве управëяþщих переìенных. Дëя
тоãо ÷тобы соãëасоватü ÷исëо управëяеìых и уп-
равëяþщих переìенных, в работе [11] преäëоже-
но свести заäа÷у сëежения за заäанныì потоко-
сöепëениеì к заäа÷е сëежения за заäанныì кваäра-
тоì вектора потокосöепëения, который обозна÷иì

|x
2d

(t)| := x
2d

 ∈ R. В сиëу ìоäеëи (25) äифферен-

öиаëüное уравнение относитеëüно управëяеìой

переìенной |x
2
| := x

2
 ∈ R приìет виä | | =

= (–P(x
3
)x

2
 + d

4
x

1
) = –d

3
|x

2
| + d

4
x

1
.

Базовый (т. е. в преäпоëожении, ÷то все сиã-
наëы известны) закон управëения, обеспе÷иваþ-
щий асиìптоти÷ескуþ стабиëизаöиþ оøибок
сëежения e

3
 = x

3
 – x

3d
, e

2
 = |x

2
| – |x

2d
|, сфорìируеì

соãëасно работаì [11, 12] по иерархи÷ескоìу при-

нöипу. Вектор тока x
1
 ∈ R2 буäеì поëаãатü фиктив-

ныì управëениеì, на коìпоненты котороãо наëо-

жиì ëокаëüные связи: d
2

STx
1d

 = x
4
 – p

3
e
3
 + J ,

d
4

x
1d

 = –p
2
e
2
 + d

3
|x

2d
| + | |. Совìестное ре-

øение этих уравнений äает выражение äëя рас÷ета
фиктивноãо управëения

x
1d

 =

= .(26)

С у÷етоì невязки ìежäу реаëüныì и выбранныì

зна÷енияìи фиктивноãо управëения e
1
 = x

1
 – x

1d
∈R2

иìееì систеìу относитеëüно оøибок с заìкнуты-
ìи ëокаëüныìи связяìи:
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1
(d
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3
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ãäе жеëаеìые теìпы схоäиìости оøибок сëеже-
ния обеспе÷иваþтся выбороì коэффиöиентов
обратной связи p

2,3
 > 0 при усëовии стабиëизаöии

невязки e
1
, ÷то, в своþ о÷ереäü, обеспе÷ивается

истинныì управëениеì. Эëектропривоäы, как пра-
виëо, управëяþтся с поìощüþ инверторов напря-
жения, работаþщих в кëþ÷евоì режиìе, поэтоìу
öеëесообразно испоëüзоватü базовый закон раз-
рывноãо управëения

u = –Usigne
1
,  signe

1
 = col(signe

1α
, signe

1β
). (27)

Выбор аìпëитуäы разрывноãо управëения на

основе äостато÷ных усëовий  < 0 ⇒ U >

> ||d
2
P(x

3
)x

2
 – d

5
x

1d
 – /d

1
|| обеспе÷ит возникно-

вение скоëüзящеãо режиìа на ìноãообразии e
1
 = 0

за коне÷ное вреìя t
d
 > 0 [1], ÷то и реøает постав-

ëеннуþ пробëеìу сëежения:

e
1
(t)  0 ⇒ e

2,3
(t)  0. (28)

3.2. Ñèíòåç íàáëþäàòåëÿ ñîñòîÿíèé è âîçìóùåíèé

Дëя реаëизаöии базовоãо закона управëения
(27) по изìеренияì x

3
(t) и x

1
(t) требуется поëу÷итü

текущие оöенки коìпонент вектора потокосöеп-
ëения x

2
(t) и ìоìента наãрузки x

4
(t) с поìощüþ на-

бëþäатеëя, построенноãо на основе систеìы (25)
в виäе

 = d
1
(d

2
P(x

3
)z

2
 – d

5
x

1
 + u) + v

1
,

 = –P(x
3
)z

2
 + d

4
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1
 + v

2
,

 = (d
2

STx
1
 – z

4
) + v

3
,   = v

4
, (29)

ãäе z
1
, z

2
 ∈ R2, z

3
, z

4
 ∈ R — переìенные состояния,

v
1
, v

2
 ∈ R2, v

3
, v

4
 ∈ R — корректируþщие возäейст-

вия набëþäатеëя. С у÷етоì выражений (25) и (29)
составиì уравнения относитеëüно оøибок набëþ-

äения ε
i
 = x

i
 – z

i
, i = :

1)  = d
1
d

2
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3
)ε

2
 – v

1
,  = –P(x

3
)ε

2
 – v

2
;

2)  = (d
2

STx
1
 – ε

4
) – v

3
,  = f(t) – v

4
. (30)

Систеìа (30) состоит из äвух связанных поäсис-
теì виäа (4). В первой поäсистеìе собственные
äвижения переìенных ε

2
(t) устой÷ивы, внеøнее

возìущение äействует тоëüко на вторуþ поäсисте-
ìу. Испоëüзуеì в äанноì набëþäатеëе сиãìои-
äаëüные корректируþщие возäействия виäа (12).

С у÷етоì непосреäственно изìеряеìых сиãнаëов
x

1,3
(t) иìееì:
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3
). (31)

Соãëасно сëеäствиþ 2 и теореìе (сì. § 2) соот-
ветственно в первой поäсистеìе систеìы (30), (31)
ìожно обеспе÷итü асиìптоти÷ескуþ стабиëиза-

öиþ оøибок набëþäения ε
1,2

(t) = 0, а во вто-

рой — заäаннуþ то÷ностü оöенивания |ε
3, 4

(t)| ≤ 

∀t > T с поìощüþ выбора параìетров корректиру-
þщих возäействий (31). С у÷етоì обозна÷ений
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анаëоãи÷но неравенстваì (18) иìееì сëеäуþщие

неравенства äëя выбора аìпëитуä M
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, i = , сиã-

ìоиäаëüных корректируþщих возäействий:

M
2
 > ,

M
1
 > ,

M
4
 > ,  t

4
 > max ,

t
1,3

 ≥ 0,

M
3
 > , t

2
 > t

1
 + ,

обеспе÷иваþщие схоäиìостü оøибок набëþäе-
ния ε

i
(t) в указанные окрестности нуëя за заäан-

ное вреìя:

||ε
1
(t)|| ≤  ∀t ≥ t

1
,  ||ε

2
|| ≤  +  ∀t ≥ t

2
; 

|ε
3
(t)| ≤  ∀t ≥ t

3
,

|ε
4
| ≤  + d

2
||ε

2
||X

1
 + J | (t)| ∀t ≥ t

4
.

e1
T

e·1

x·1d

t t
d

>
=

t
d

t< ∞→
→

z·
1

z·2

z·
3

1
J
--- z2

T
z·
4

1 4,

ε· 1 ε· 2

ε· 3
1
J
--- ε2

T ε· 4

t +∞→
lim

δ

1 4,

P

1 4,

X2 z2 0( )+( )e
d
3
t
1

–

σ c2( ) t2 t1–( ) 1/d3–
---------------------------------------------------

ε1 0( ) /t1 d1d2P Φ2+

σ c1( )
-----------------------------------------------------

2X4 z4 0( )+

σ c4( ) t4 t3–( ) t3–
------------------------------------------- t3

t3
σ c4( )
-------------+ t2,

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

ε3 0( ) /t3 d2Φ2X1 Φ4+( )/J+

σ c3( )
--------------------------------------------------------------------------

1
d3σ c2( )
--------------------

c1

k1

-----

c2

k2d3

-----------

ε· 1 t( )
d1d2d3

-----------------

c3

k3

-----

c4

k4

----- ε· 3
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Неравенство |ε
4
(t)| ≤  ìожет бытü обеспе÷ено

за заäанное вреìя T ≥ t
4
 выбороì боëüøих коэф-

фиöиентов k
i
, анаëоãи÷ныì выбору на основе не-

равенств (20), а иìенно,

k
1
 ≥ max ,

k
2
 ≥ ,  k

4
 ≥ ;

k
3
 ≥

≥max , 

ãäе a
i
 = M

i
(1 – σ2

(c
i
))/2 > 0, ∀α

i
:0 < α

i
 < Δ

i
, i = 1, 3;

∀ , δ
2
, δ

4
 > 0: Δ

3
 ≤ (  – δ

4
 – δ

2
X
1
)/J, Δ

1
 ≤

≤ d
1
d
2
d
3
(  – δ

2
), Φ

1
 = d

1
d
2

(d
2
X
2
X
1
+X

4
+J Φ

2
 +

+ M
2
), Φ

3
 = (d

2
(( Φ

2
 + M

2
)X

1
 + 2d

1
UΦ

2
) + F +

+ M
4
)/J.

Поëу÷енные оöенки испоëüзуþтся äëя вы÷ис-

ëения (z
2
, z

4
, x

3
) (26). Базовый закон управëе-

ния (27) реаëизуется в виäе u = –U
0
sign(x

1
 – )

и обеспе÷ивает выпоëнение поставëенной заäа÷и

(28) при ∀t > t
d
 > t

4
 с то÷ностüþ, ìенüøей, ÷еì .

Моäеëирование провоäиëосü в среäе Matlab-

Simulink при параìетрах ìоäеëи объекта управëе-

ния: J = 0,06, кã•ì
2
, R

s
 = 0,2596, R

r
 = 0,1484, Оì,

L
s
 = 0,0863, Гн, L

r
 = 0,0871, Гн, L

h
 = 0,0846, Гн,

f(t) = 5sint, U = 100, В, p
2
 = 1, p

3
 = 10.

Дëя реøения заäа÷и набëþäения с заäанной

то÷ностüþ  = 0,05 за заäанное вреìя Т = 2 с по-

ìощüþ набëþäатеëя (29) на основе поëу÷енных

выøе неравенств и с у÷етоì усëовий (21) и (22)

приняты сëеäуþщие параìетры сиãìоиäаëüных

корректируþщих возäействий (31): M
1
 = M

3
 = 300,

M
2
 = 10, M

4
 = 45, k

i
 = 20, i = .

δ

d1d2PΦ2 M1+( )/α1( )ln

a1 t4 t1–( )
---------------------------------------------------------------; 

Φ1

a1 Δ1 α1–( )
-----------------------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

c2 Φ2/δ2( )ln t4 t2–( )d3–( )
T t2–( )M2σ c2( )d3

--------------------------------------------------------------------

c4
δ4
-----

1
J
--- d2Φ2X1 Φ4+( ) M3+⎝ ⎠
⎛ ⎞ /α3ln

a3 t4 t3–( )
-----------------------------------------------------------------------------; 

Φ3

a3 Δ3 α3–( )
-----------------------------; 

c3

δ
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⎩ ⎭
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎧ ⎫

δ2 δ δ2
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⎛ 1
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⎠
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P P

Рис. 3. График ошибки наблюдения |e
2
(t)| Рис. 4. График ошибки наблюдения e

4
(t)

Рис. 1. График регулируемой переменной |x
2
(t)| Рис. 2. График ошибки слежения е

3
(t)

x
1d

x
1d

δ

δ

1 4,
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На рис. 1 показан ãрафик реãуëируеìой пе-

реìенной |x
2
(t)|, отрабатываþщей заäанный сиã-

наë |x
2d

| = 1; на рис. 2 — ãрафик оøибки сëежения

e
3
(t) = x

3
(t) – x

3d
(t), ãäе x

3d
(t) = sint — заäанный сиã-

наë. На рис. 3 и 4 преäставëены ãрафики оøибок

набëþäения |ε
2
(t)| = ε

2

T
(t)ε

2
(t) и ε

4
(t). Резуëüтаты

ìоäеëирования поäтвержäаþт эффективностü раз-

работанных ìетоäов оöенивания.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Дëя неëинейных систеì, преäставиìых в реãу-

ëярной канони÷еской форìе с у÷етоì возìуще-

ний, разработаны проöеäуры синтеза сиãìоиäаëü-

ных корректируþщих возäействий набëþäатеëя

состояний и возìущений, разìерностü котороãо

равна разìерности ìоäеëи объекта управëения.

Данные набëþäатеëи в äопрепреäеëüной ситуаöии

сохраняþт преиìущества набëþäатеëей с разрыв-

ныìи корректируþщиìи возäействияìи, функöи-

онируþщих в скоëüзящеì режиìе: выбор параìет-

ров корректируþщих возäействий осуществëяется

на основе неравенств; заäа÷а синтеза äекоìпози-

руется на эëеìентарные поäзаäа÷и; иìеется воз-

ìожностü поëу÷итü оöенки неизвестных правых

÷астей äифференöиаëüных уравнений без äетаëи-

заöии их äинаìи÷еской ìоäеëи. В отëи÷ие от на-

бëþäатеëей на скоëüзящих режиìах äанные на-

бëþäатеëи позвоëяþт реøитü заäа÷у оöенивания с

некоторой, напереä заäанной то÷ностüþ, но в ус-

ëовиях оãрани÷енности вы÷исëитеëüных ресурсов

и при øуìах в изìерениях обеспе÷иваþт ëу÷øее

ка÷ество оöениваеìых сиãнаëов. В отëи÷ие от на-

бëþäатеëей с ãëубокиìи обратныìи связяìи не

требуþт увеëи÷ения äинаìи÷ескоãо поряäка и поз-

воëяþт у÷итыватü иìеþщиеся оãрани÷ения на ре-

сурсы управëения на стаäии синтеза.
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ÍÀÖÈÎÍÀËÜÍÎÉ ÁÅÇÎÏÀÑÍÎÑÒÈ

À.Ô. Ðåç÷èêîâ, À.Ä. Öâèðêóí, Â.À. Êóøíèêîâ, Í.Â. ßíäûáàåâà, Â.À. Èâàùåíêî

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Обеспе÷ение наöионаëüной безопасности преä-
ставëяет собой оäну из наибоëее острых пробëеì
на совреìенноì этапе развития России. Сëож-
ностü äанной пробëеìы обусëовëивает необхоäи-
ìостü разработки ìетоäов ее реøения на основе
форìаëизованных ìетоäов совреìенноãо ìатеìа-
ти÷ескоãо аппарата и новых инфорìаöионных тех-
ноëоãий.

Реøениþ вопросов обеспе÷ения наöионаëüной
безопасности России с привëе÷ениеì ìатеìати-
÷ескоãо аппарата посвящены работы таких извес-
тных у÷еных, как В.М. Матросов, В.А. Коптþã,
С.Н. Васиëüев, А.Д. Гвиøиани [1, 2] и äр. Оäнако
преäëоженные иìи поäхоäы, основанные на при-
ìенении отäеëüных ìатеìати÷еских ìоäеëей и аë-
ãоритìов, не позвоëяþт систеìно оöенитü вëия-
ние рисков развития оте÷ественной и ìировой
эконоìики на уровенü наöионаëüной безопаснос-
ти страны.

Оäной из важнейøих составëяþщих интеãраëü-
ной оöенки уровня наöионаëüной безопасности
РФ явëяется ее соöиаëüно-эконоìи÷еская состав-

ëяþщая, поэтоìу öеëесообразна разработка ре-
зуëüтативных ìетоäов ее проãнозной оöенки.

Основныì äокуìентоì, опреäеëяþщиì ãëав-
ные направëения в сфере обеспе÷ения ãосуäарст-
венной и общественной безопасности России на
äоëãосро÷нуþ перспективу, сëужит Указ Прези-
äента РФ от 12 ìая 2009 ã. № 537 «О Стратеãии на-
öионаëüной безопасности Российской Феäераöии
äо 2020 ãоäа» [3], в соответствии с которыì основ-
ныìи характеристикаìи состояния наöионаëüной
безопасности России явëяþтся:

— уровенü безработиöы (äоëя от эконоìи÷ески
активноãо насеëения);

— äеöиëüный коэффиöиент (соотноøение äо-
хоäов 10 % наибоëее и 10 % наиìенее обеспе÷ен-
ноãо насеëения);

— уровенü роста потребитеëüских öен;
— уровенü ãосуäарственноãо внеøнеãо и внут-

реннеãо äоëãа в проöентноì отноøении от ВВП;
— уровенü обеспе÷енности ресурсаìи зäравоох-

ранения, куëüтуры, образования и науки в проöен-
тноì отноøении от ВВП;

— уровенü ежеãоäноãо обновëения вооружения,
военной и спеöиаëüной техники;

Разработан коìпëекс ìатеìати÷еских ìоäеëей систеìной äинаìики äëя проãнозирова-

ния основных показатеëей соöиаëüно-эконоìи÷ескоãо развития России, оказываþщих

вëияние на уровенü наöионаëüной безопасности страны. В основу построения коìпëекса

ìатеìати÷еских ìоäеëей поëожен ãраф при÷инно-сëеäственных связей ìежäу иссëеäу-

еìыìи показатеëяìи, на основе котороãо построена систеìа неëинейных äифферен-

öиаëüных уравнений, позвоëяþщая анаëизироватü состояние наöионаëüной безопаснос-

ти России. С поìощüþ преäëоженноãо коìпëекса ìоäеëей выпоëнен анаëиз вëияния

курса рубëя к евро на соöиаëüно-эконоìи÷еские показатеëи наöионаëüной безопасности

России.

Ключевые слова: ìатеìати÷еская ìоäеëü, систеìная äинаìика, соöиаëüно-эконоìи÷еское развитие,
показатеëи наöионаëüной безопасности.

ïðàâëåíèå â ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåìàõÓ

pb0515.fm  Page 37  Wednesday, October 7, 2015  11:03 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

38 CONTROL SCIENCES ¹ 5 • 2015

— уровенü обеспе÷енности военныìи и инже-
нерно-техни÷ескиìи каäраìи.

Указанные характеристики приняты в ка÷ест-
ве соöиаëüно-эконоìи÷еских показатеëей наöио-
наëüной безопасности РФ. Дëя всех этих показа-
теëей ìоãут бытü поëу÷ены коëи÷ественные оöен-
ки. В ка÷естве исто÷ников необхоäиìой äëя этоãо
инфорìаöии сëужат äокуìенты и соответствуþ-
щие спеöиаëисты, выступаþщие в ка÷естве экс-
пертов. Данный пере÷енü показатеëей в äаëüней-
øеì ìожет уто÷нятüся и расøирятüся с у÷етоì
спеöифики реøаеìых заäа÷, наприìер, с у÷етоì
новой реäакöии Военной äоктрины Российской
Феäераöии [4].

Цеëü преäставëенных в статüе иссëеäований за-
кëþ÷ается в построении на основе конöепöии
систеìной äинаìики еäиноãо коìпëекса взаиìо-
связанных ìатеìати÷еских ìоäеëей äëя анаëиза и
проãнозной оöенки соöиаëüно-эконоìи÷еских по-
казатеëей наöионаëüной безопасности России.

1. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÄËß ÏÐÎÃÍÎÇÍÎÉ ÎÖÅÍÊÈ 
ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÉ 

ÍÀÖÈÎÍÀËÜÍÎÉ ÁÅÇÎÏÀÑÍÎÑÒÈ ÐÎÑÑÈÈ

Разработанный коìпëекс ìатеìати÷еских ìо-
äеëей соäержит взаиìосвязаннуþ совокупностü
систеìно-äинаìи÷еских и реãрессионных ìоäеëей
äëя проãнозной оöенки соöиаëüно-эконоìи÷еских
показатеëей наöионаëüной безопасности России.

Моäеëи систеìной äинаìики позвоëяþт поëу-
÷итü отсутствуþщуþ в настоящее вреìя коìпëек-
снуþ оöенку степени вëияния при÷инно-сëеä-
ственных связей на соöиаëüно-эконоìи÷еские
показатеëи наöионаëüной безопасности России
[1, 5—7]. Такая оöенка в отëи÷ие от существуþщих
позвоëяет поëу÷итü наибоëее поëнуþ и объектив-
нуþ характеристику наöионаëüной безопасности
страны.

Матеìати÷ескуþ основу ìетоäов систеìной
äинаìики составëяþт äифференöиаëüные ìоäеëи,
вкëþ÷аþщие в себя уравнения:

— состояний систеìы

 = F( (t), (t)), (1)

ãäе (t) = (X
1
(t), ..., X

n
(t)) — вектор состояний сис-

теìы, (t) = (U
1
(t), ..., U

m
(t)) — вектор вхоäных воз-

äействий, t — текущее вреìя;

— выхоäов систеìы

(t) = H( (t), (t)),

ãäе (t) = (Y
1
(t), ..., Y

p
(t)) — вектор выхоäов сис-

теìы.
При составëении äифференöиаëüных ìоäеëей

выбираþтся переìенные состояний систеìы и
устанавëиваþтся связи ìежäу ниìи с поìощüþ
функöий в правых ÷астях уравнений (1).

Фазовое пространство переìенных состояний
систеìы опреäеëено оãрани÷енияìи

X
i

min ≤ X
i
 ≤ X

i

max;  X
i
 ∈ [0, 1];  i = ,

ãäе X
i

min и X
i

max — норìированные ìиниìаëüные и

ìаксиìаëüные зна÷ения, которые ìоãут прини-
ìатü переìенные состояния систеìы.

В соответствии с äокуìентоì [3] выбраны пе-
реìенные, сëужащие соöиаëüно-эконоìи÷ескиìи
показатеëяìи наöионаëüной безопасности России:
Х

1
 — уровенü безработиöы; Х

2
 — äеöиëüный коэф-

фиöиент; Х
3
 — уровенü роста потребитеëüских

öен; Х
4
 — уровенü ãосуäарственноãо внеøнеãо äоë-

ãа; Х
5
 — уровенü ãосуäарственноãо внутреннеãо

äоëãа; Х
6
 — уровенü обеспе÷енности ресурсаìи

зäравоохранения; Х
7
 — уровенü обеспе÷енности

ресурсаìи куëüтуры; Х
8
 — уровенü обеспе÷енности

ресурсаìи образования и науки; Х
9
 — уровенü еже-

ãоäноãо обновëения вооружения, военной и спеö-
техники; Х

10
 — уровенü обеспе÷енности военныìи

каäраìи; Х
11

 — уровенü обеспе÷енности инженер-

но-техни÷ескиìи каäраìи.
Дëя иëëþстраöии проöеäуры построения ìоäе-

ëи систеìной äинаìики на рис. 1 привеäен ãраф
äëя переìенной Х

1
, на котороì показаны вëияþ-

щие на теìпы ее изìенения факторы и взаиìосвя-
зи ìежäу ниìи.

dX t( )
dt

-------------- X U

X

U

Y X U

Y

1 n,

Рис. 1. Граф взаимосвязей факторов, влияющих на темпы изме-
нения переменной Х

1
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Дифференöиаëüное уравнение äëя переìен-
ной Х

 1
 иìеет виä

 = X
1
(t) f

1
(X

3
)f

2
(X

4
)f

5
(X

2
) –

– f
4
(X

5
)  = (I + Sc_ + D) Ѕ

Ѕ f
1
(X

3
)f

2
(X

4
)f

5
(X

2
) – (W + T + V )f

4
(X

5
), (2)

ãäе Х
1
(t) — текущее зна÷ение уровня безработиöы;

Sc_ — ìиниìаëüный уровенü заработной пëаты,
руб.; I — уровенü инфëяöии, %; D — ÷исëенностü
рабо÷ей сиëы, ÷еë.; W — преäëожение труäовых
ресурсов, ÷еë.; V — ваëовой внутренний проäукт,
ìëрä. руб.; T — наëоãи, руб.; f

1
(X

3
) — функöио-

наëüная зависиìостü уровня безработиöы от уров-
ня роста öен; f

2
(X

4
) — функöионаëüная зависиìостü

уровня безработиöы от уровня внеøнеãо äоëãа

страны; f
3
(X

2
) — функöионаëüная зависиìостü

уровня безработиöы от äеöиëüноãо коэффиöиен-
та; f

4
(X

5
) — функöионаëüная зависиìостü уровня

безработиöы от уровня внутреннеãо äоëãа.
Функöионаëüные зависиìости в разработанной

ìоäеëи испоëüзуþтся äëя аäаптаöии ìатеìати÷ес-
коãо обеспе÷ения к иссëеäуеìоìу объекту и преä-
ставëены в виäе поëиноìов

f
1
(X

3
) = 0,91  + 0,022X

1
 + 0,27;

f
2
(X

4
) = 1,3  – 2,1  + 2,3X

4
 – 0,1;

f
3
(X

2
) = 0,71  + 0,39X

2
 + 0,17; 

f
4
(X

5
) = 0,6  – 1,1  + 1,6X

5
 + 0,043.

Анаëоãи÷но уравнениþ (2) составëяþтся урав-
нения äëя äруãих переìенных и опреäеëяется виä
поëиноìов äëя них.

dX1 t( )
dt

----------------

⎝
⎜
⎛ I Sc_ D+ +( )

X1 t( )
-----------------------------------

W T V+ +( )
X1 t( )

-------------------------------

⎠
⎟
⎞

Рис. 2. Орграф взаимосвязей системных переменных Х
1

X1
2

X4
3

X4
2

X2
2

X5
3

X5
2
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На рис. 2 привеäен орãраф, отражаþщий взаи-
ìосвязи ìежäу переìенныìи Х

1
—Х

11
. Построен-

ная ìатеìати÷еская ìоäеëü иìеет виä:

Исхоäныìи äанныìи äëя ìоäеëи (3), выступа-
þщиìи в ка÷естве составëяþщих вектора вхоäов

систеìы (t) = (U
1
(t), ..., U

m
(t)), сëужат: P — ÷ис-

ëенностü насеëения, ÷еë.; E — уровенü заработной
пëаты, руб.; Bis — ÷исëо ÷астных преäприниìате-
ëей, ÷еë.; Pm — среäнеäуøевой äохоä насеëения,
руб.; Im — объеì иìпорта, руб.; Еx — объеì экс-
порта, руб.; Bd — äефиöит ãосбþäжета, руб.; Bg —
профиöит бþäжета, руб.; In — инвестиöии, руб.;
Sc — äохоäы насеëения, руб.; H — ÷исëо высøих
у÷ебных завеäений, øт.; М — ìиãраöия каäров,
÷еë.; Мn — ÷исëо выпущенных ìоноãрафий, øт.;
Tch — ÷исëенностü профессорско-препоäаватеëü-

скоãо состава с у÷еныìи степеняìи/званияìи, ÷еë.;
Sr — среäнеãоäовой объеì нау÷ных иссëеäований,
руб., Fs — объеì финансирования нау÷ных иссëе-
äований, руб.; Ai — ÷исëо аспирантов, защитив-
øихся в те÷ение ãоäа посëе окон÷ания аспиранту-
ры, ÷еë.; So — объеì ãособоронзаказа, руб.; Fn —
обновëение основных фонäов преäприятий ОПК,
%; K — ÷исëенностü соëäат-контрактников, ÷еë.;
Me — экспорт вооружения, руб.; Q — затраты на
обу÷ение и перепоäãотовку каäров, руб.; U — уро-
венü безработиöы, %; Pr — уровенü потребитеëü-
ских öен, руб.; Scl — ÷исëо у÷ебных завеäений, øт.;
F — объеì финансирования, руб.; De — äенежная
эìиссия, руб.

Дëя проверки аäекватности поëу÷енной ìате-
ìати÷еской ìоäеëи испоëüзуþтся уравнения реã-
рессии, построенные по иìеþщиìся статисти÷ес-
киì äанныì [8, 9].

Разработанные ìатеìати÷еские ìоäеëи ìоãут
бытü вкëþ÷ены в состав инфорìаöионных систеì,
испоëüзуеìых в проöессе поäãотовки, принятия
иëи оöенки эффективности реаëизаöии управëен-
÷еских реøений, затраãиваþщих вопросы наöио-
наëüной безопасности страны. Поìиìо этоãо они
ìоãут найти приìенение в соответствуþщих сис-
теìах поääержки и принятия реøений äëя анаëиза
вëияния разëи÷ных уãроз на проöессы соöиаëüно-
эконоìи÷ескоãо развития России, а также в тре-
нажерных и обу÷аþщих систеìах, испоëüзуеìых
при поäãотовке управëен÷ескоãо персонаëа, реøе-
ния котороãо непосреäственно вëияþт на рассìот-
ренные соöиаëüно-эконоìи÷еские показатеëи на-
öионаëüной безопасности России.

Аëãоритì работы разработанноãо ìатеìати÷ес-
коãо обеспе÷ения в составе инфорìаöионных сис-
теì в общеì сëу÷ае закëþ÷ается в сëеäуþщеì.

Шаг 1. Выбор интерваëа ìоäеëирования изìе-
нения переìенных Х

1
—Х

11
.

Шаг 2. Ввоä вхоäных äанных, необхоäиìых äëя
опреäеëения зна÷ений переìенных Х

1
—Х

11
 по ìо-

äеëи (3).

Шаг 3. Оöенка äостоверности вхоäных äанных.

Шаг 4. Есëи вхоäные äанные äостоверны, то пе-
рейти к øаãу 5, в противноì сëу÷ае, скорректиро-
вав неäостоверные äанные, вернутüся к øаãу 2.

Шаг 5. Опреäеëение зна÷ений переìенных
Х

1
—Х

11
 по ìоäеëи (3).

Шаг 6. Сравнение äостоверности резуëüтатов,
поëу÷енных по ìоäеëи, с известныìи резуëüтатаìи.

Шаг 7. Есëи поëу÷енные резуëüтаты äостовер-
ны, то перейти к øаãу 8, в противноì сëу÷ае, скор-
ректировав вхоäные äанные иëи ìатеìати÷ескуþ
ìоäеëü, вернутüся к øаãу 2.

dX1 t( )
dt

---------------- I Sc_ D+ +( )f1 X3( )f2 X4( )f5 X5( ) –=

W T V+ +( )f4 X5( ),–

dX2 t( )
dt

---------------- Bis I P V+ + +( )f6 X3( )f7 X4( )f8 X5( ) T Pm+( ),–=

dX3 t( )
dt

---------------- I P D+ +( )f11 x9( ) –=

T V Ex Im+ + +( )f9 X5( )f10 X4( ),–

dX4 t( )
dt

---------------- Bg In V+ +( ) Bd T+( )f12 X5( ),–=

dX5 t( )
dt

---------------- Bd I T In+ + +( ) De V+( ),–=

dX6 t( )
dt

---------------- V I+( )f16 X8( ) –=

Sc_ T P+ +( )f14 X4( )f15 X5( )f13 X6( ),–

dX7 t( )
dt

---------------- V D Sc_+ +( ) –=

Sc_ T P+ +( )f17 X1( )f18 X4( )f19 X5( ),–

dX8 t( )
dt

---------------- V H Mn Tch Sr Fs Ai+ + + + + +( ) –=

D M P I Sc_+ + + +( )f20 X5( )f21 X4( ),–

dX9 t( )
dt

---------------- So V Fn K Me+ + + +( ) –=

I Q+( )f22 X8( )f3 X1( )f11 X3( ),–

dX10 t( )
dt

------------------- So V E K+ + +( )f26 X9( )f27 X8( ) –=

U Q Pr+ +( )f24 X1( )f23 X5( )f25 X4( ),–

dX11 t( )
dt

------------------- Scl E T F+ + +( )f28 X1( ) U Q–( ).–=
⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧
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U
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Шаг 8. Выäа÷а ëиöу, приниìаþщеìу реøения,
сообщения о зна÷ениях переìенных Х

1
—Х

11
 на вы-

бранноì интерваëе ìоäеëирования, а также о то÷-
ности выпоëненных рас÷етов.

2. ÀÍÀËÈÇ ÂËÈßÍÈß ÊÓÐÑÀ ÐÓÁËß Ê ÅÂÐÎ
ÍÀ ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÈ 

ÍÀÖÈÎÍÀËÜÍÎÉ ÁÅÇÎÏÀÑÍÎÑÒÈ ÐÎÑÑÈÈ

На рис. 3 привеäены ãрафики, характеризуþ-
щие äинаìику соöиаëüно-эконоìи÷еских показа-
теëей Х

1
—Х

11
 наöионаëüной безопасности России

на интерваëах 10 и 25 ëет. Зна÷ения показатеëей
Х

1
—Х

11
 норìированы относитеëüно их зна÷ений за

2000 ã. В ка÷естве на÷аëüных усëовий приняты
зна÷ения этих показатеëей за 2013 ã., которые со-
ответственно равны: 0,52; 1,17; 1,05; 4,61; 7,54; 6,78;
1,76; 19,4; 1,33; 0,83; 0,75. Виäно, ÷то на интерваëе
10 ëет показатеëи Х

1
—Х

11
 увеëи÷иваþтся. Наибо-

ëее существенно возрастаþт показатеëи Х
8
 — уров-

ня обеспе÷енности ресурсаìи образования и науки
и Х

6
 — уровня обеспе÷енности ресурсаìи зäраво-

охранения. На интерваëе 25 ëет возрастаþт пока-
затеëи Х

5
 — внутреннеãо äоëãа страны и Х

8
 — обес-

пе÷енности ресурсаìи образования и науки и зна-
÷итеëüно уìенüøаþтся показатеëи Х

6
 — уровня

обеспе÷енности ресурсаìи зäравоохранения и Х
11

 —

уровня обеспе÷енности инженерно-техни÷ескиìи
каäраìи.

Провеäенные иссëеäования преäëоженных ìо-
äеëей показаëи, ÷то кëасси÷еская оöенка их ус-
той÷ивости затруäнитеëüна в сиëу существенной
неëинейности äифференöиаëüных уравнений [10].
Поэтоìу такуþ оöенку öеëесообразно выпоëнятü
путеì ìоäеëирования изìенения показатеëей
Х

1
—Х

11
 при разëи÷ных возìущаþщих возäействи-

ях, соäержащихся в ìатеìати÷еской ìоäеëи (3).
С поìощüþ рассìотренных ìатеìати÷еских

ìоäеëей поëу÷ены оöенки вëияния разëи÷ных
рисков развития оте÷ественной и ìировой эконо-
ìики на основные показатеëи наöионаëüной безо-
пасности России. Даëее в ка÷естве приìера при-
воäится оöенка вëияния на иссëеäуеìые показате-
ëи паäения курса рубëя к евро.

Объеì äенежной ìассы в стране DM, ìëрä.
руб., зна÷ение котороãо у÷итывается при рас÷ете
уровня инфëяöии, оказывает вëияние на зна÷ения
показатеëей Х

1
 и Х

5. 
От разìеров феäераëüных, ре-

ãионаëüных и ìестных наëоãов Т, ìëрä. руб., за-
висят зна÷ения показатеëей Х

1
—Х

3
, Х

5
, Х

6
 и Х

11
.

Разìер ВВП страны V, ìëрä. руб., оказывает не-
посреäственное вëияние на зна÷ения показатеëей
Х

1
, Х

3
—Х

10
. Зна÷ение среäнеäуøевоãо äохоäа Pm,

руб./ìес., вëияет на зна÷ение äеöиëüноãо коэффи-

öиента Х
2
. Разìер ноìинаëüной среäней заработ-

ной пëаты Е, руб./ìес., вхоäит в состав показате-
ëей Х

2
, Х

7
, Х

10
 и Х

11
.

Дëя пере÷исëенных факторов DM, T, V, X
4
, X

5
,

Pm и E строятся уравнения реãрессии и опреäе-
ëяется уровенü изìенения зна÷ений переìенных.
В ка÷естве на÷аëüных усëовий приняты норìиро-
ванные зна÷ения факторов в 2013 ã., привеäенные
в табë. 1.

На рис. 4 привеäена схеìа при÷инно-сëеäс-
твенных связей, на которой пунктирныìи стреë-
каìи показано, какие переìенные и за с÷ет ÷еãо
изìенят свои зна÷ения при паäении курса рубëя
к евро.

В табë. 2 привеäены изìенения зна÷ений фак-
торов, вëияþщих на показатеëи при паäении курса
рубëя к евро (Δ курс). Зна÷ения показатеëей нор-
ìированы относитеëüно их зна÷ений в 2000 ã. Все
испоëüзуеìые в рас÷етах äанные нахоäятся в от-
крытоì äоступе в сети Интернет.

Рис. 3. Расчетные значения показателей национальной безопас-
ности: а — на интерваëе 10 ëет; б — на интерваëе 25 ëет
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Рис. 4. Схема, отражающая влияние падения курса рубля к евро на системные переменные

Таблица 1

Çíà÷åíèÿ ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà ïîêàçàòåëè íàöèîíàëüíîé áåçîïàñíîñòè Ðîññèè

Фактор DM T V X
4

X
5

Pm Е

Зна÷ение показатеëя 38,35 6,63 9,14 7,54 4,61 11,24 13,48

Таблица 2

Èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà ïîêàçàòåëè íàöèîíàëüíîé áåçîïàñíîñòè Ðîññèè, 
ïðè ïàäåíèè êóðñà ðóáëÿ ê åâðî

Δ курс, %

Факторы

DM T V X
4

X
5 Pm E

1 361,6 135,7 100,2 22,3 46,1 144,4 166,4

2 370 130,3 96,2 23,3 46,2 138,6 159,9

3 374,4 125,3 92,4 24,1 47,1 133,1 153,4

4 375,8 120,4 86,4 25 48,2 127,7 147,3

5 380,1 115,5 87,2 25,3 48,6 122,6 141,3

6 382,4 110,9 87 25,9 49,1 117,5 135,5

7 383,7 106,5 81,5 26,2 50,2 112,6 129,7

8 396,2 102,1 78,2 27,3 51,3 108,3 125

9 400,1 97,7 74,9 28,1 53,4 103 119

10 420,3 94 68,7 28,9 54,1 99 114
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На рис. 5 отражена äинаìика факторов, вëия-
þщих на показатеëи наöионаëüной безопасности
России в зависиìости от паäения курса рубëя к
евро.

Даëее проанаëизируеì изìенение переìенных
при разëи÷ных вариантах паäения курса рубëя к
евро.

Рассìотриì показатеëü Х
1
, зна÷ение котороãо

при паäении курса руб./евро на 1 % вы÷исëяется на
основе поëу÷енноãо из ìатеìати÷еской ìоäеëи (3)
соотноøения

 = (I + Sc_ + D)f
1
(X

3
)f

2
(X

4
)f

5
(X

2
) –

– (W + T + V)f
4
(X

5
) = ((0,22 + 39,4 + 1,04) Ѕ

Ѕ 0,9•0,8•0,41 – (1,58 + 34,82 + 9,12)•0,22) ≅ 1,99.

При рас÷етах изìеняþтся зна÷ения факторов,
вхоäящих в состав переìенной, на веëи÷ины T и V,
привеäенные в табë. 2.

Анаëоãи÷но вы÷исëяется показатеëü Х
1
 при па-

äении курса рубëя к евро на 2 %:

 = (I + Sc_ + D)f
1
(X

3
)f

2
(X

4
)f

5
(X

2
) –

– (W + T + V)f
4
(X

5
) = ((0,223 + 39,4 + 1,04) Ѕ

Ќ Ѕ 0,9•0,8•0,41 – (1,58 + 32,1 + 9,11)•0,22) ≅ 2,61.

Зна÷ения показатеëя Х
1
 — уровня безработиöы

при разëи÷ных вариантах паäения курса рубëя —
привеäены в табë. 3.

Даëее выпоëниì проãнозирование зна÷ения
показатеëя Х

1
 на интерваëе [0; 25] ëет при паäении

курса рубëя к евро на 5 % (рис. 6, а). Как виäно,
в этоì сëу÷ае иìеет ìесто зна÷итеëüное увеëи÷е-
ние зна÷ения äанноãо показатеëя с 2,86 äо 187,9.

Поäобная тенäенöия набëþäается и при паäе-
нии курса рубëя на 10 %, при котороì зна÷ение по-
казатеëя Х

1
 возрастает äо отìетки 231,4 (рис. 6, б).

Данная ситуаöия в эконоìике страны свиäе-
теëüствует о неãативных посëеäствиях паäения кур-
са рубëя в перспективе, привоäящеãо к увеëи÷ениþ
÷исëенности безработных, повыøениþ уровня ин-
фëяöии, спаäу произвоäства и, как сëеäствие, к
зна÷итеëüноìу снижениþ ка÷ества жизни ãражäан.

Анаëоãи÷но осуществëяется проãнозирование
показатеëей Х

2
—Х

11
 на заäанных вреìенных ин-

терваëах.

dX1 t( )
dt

----------------

dX1 t( )
dt

----------------

Рис. 5. Изменение факторов, влияющих на показатели нацио-
нальной безопасности России при падении курса рубля к евро

Рис. 6. Изменение значений показателей национальной безо-
пасности России при падении курса рубля к евро: а — на 5 %;
б — на 10 %

Таблица 3
Èçìåíåíèå ïîêàçàòåëÿ Õ

1
 ïðè ïàäåíèè êóðñà ðóá./åâðî

Δ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Х
1

1,99 2,61 3,01 3,12 3,3 3,5 3,63 3,72 3,84 4,01
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожен поäхоä к анаëизу и проãнозной
оöенке соöиаëüно-эконоìи÷еских показатеëей на-
öионаëüной безопасности России, особенностü
котороãо закëþ÷ается в испоëüзовании новых ìо-
äеëüных реøений, основанных на ìатеìати÷ескоì
аппарате систеìной äинаìики, позвоëяþщей про-
ãнозироватü характеристики сëожных äинаìи÷ес-
ких систеì с у÷етоì боëüøоãо ÷исëа неëинейных
обратных связей.

Показана возìожностü приìенения äанноãо
поäхоäа äëя анаëиза вëияния разëи÷ных потенöи-
аëüных уãроз на проöессы соöиаëüно-эконоìи÷ес-
коãо развития страны в öеëях выработки и реаëи-
заöии эффективных управëен÷еских реøений по
норìаëизаöии эконоìи÷еской ситуаöии.

В ка÷естве ìоäеëüноãо приìера привеäен анаëиз
вëияния паäения курса рубëя к евро на основные
показатеëи наöионаëüной безопасности России.
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ÓÄÊ 519

ÈÍÍÎÂÀÖÈÎÍÍÀß ÎËÈÃÎÏÎËÈß ÊÓÐÍÎ

Â.Â. Áðååð, Ã.Ë. Ìèðçîÿí, Ä.À. Íîâèêîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Инноваöионные проäукты и/иëи усëуãи, как
резуëüтат инноваöионной äеятеëüности орãаниза-
öий (фирì), иãраþт важнуþ роëü в развитии эко-
ноìики (явëяþтся оäниì из основопоëаãаþщих
факторов эконоìи÷ескоãо роста). Оäнако орãани-
заöии, внеäряþщие и выпускаþщие инноваöион-
ный проäукт, испоëüзуþт еãо и äëя своих собст-
венных öеëей — в усëовиях рыно÷ной эконоìики
äвижущей сиëой конкуренöии сëужит стиìуë к
нововвеäенияì, веäü на основе нововвеäений уäа-
ется созäаватü и/иëи осваиватü новые рынки.

Существует ряä характерных äëя инноваöион-
ной äеятеëüности эффектов, привëекаþщих вни-
ìание ìноãих иссëеäоватеëей:

— äиффузия инноваöий, отражаþщая äинаìи-
÷еский проöесс принятия и испоëüзования нов-
øеств, в ÷астности с у÷етоì конфорìноãо повеäе-
ния [1] аãентов и распространения инфорìаöии
(сì. обзор соответствуþщих ìоäеëей в работе [2]);

— конкуренöия на рынке инноваöий, оãрани-
÷енная еìкостü рынка, наëи÷ие барüеров вхожäе-
ния на рынок, коìпëеìентарностü инноваöион-
ных техноëоãий и äр. [3—7];

— необхоäиìостü наëи÷ия спеöифи÷еской ин-
форìаöионной инфраструктуры [5, 8];

— спеöифи÷еские требования к инвестиöион-
ной поëитике [5, 9 и äр.], вкëþ÷ая управëение ин-
вестиöияìи в иссëеäования и разработки [3, 10], и
связанной с ней поëитике управëения интеëëекту-
аëüной собственностüþ [11, 12 и äр.];

— распреäеëение «роëей» у÷астников иннова-
öионноãо проöесса [5, 13 и äр.], существование
äвух типовых «роëей» — инноваторы (обëаäаþщие
уникаëüныì инноваöионныì проäуктоì (äаëее

«проäукт») и жеëаþщие внеäритü еãо на рынок) и
иìитаторы, которые всëеä за инноватороì осваи-
ваþт и произвоäят инноваöионный проäукт.

Оäниì из аäекватных инструìентов ìатеìати-
÷ескоãо ìоäеëирования пере÷исëенных эффектов
сëужит аппарат теории иãр, позвоëяþщий описы-
ватü и иссëеäоватü ситуаöии совìестноãо приня-
тия реøений нескоëüкиìи раöионаëüныìи эконо-
ìи÷ескиìи аãентаìи. Хрестоìатийной эконоìи-
ко-ìатеìати÷еской «иãровой» ìоäеëüþ (история
которой нас÷итывает уже боëее поëутора веков)
явëяется оëиãопоëия Курно (сì. ее совреìенное
описание, наприìер, в книãе [14]).

В настоящей работе рассìатривается ìоäи-
фиöированная теоретико-иãровая ìоäеëü оëиãо-
поëии Курно, в которой, поìиìо кëасси÷еской
зависиìости рыно÷ной öены от суììарноãо преä-
ëожения, уäается в явноì виäе отразитü коìпëе-
ìентарностü инноваöионных техноëоãий и посто-
янные изäержки произвоäитеëей инноваöионной
проäукöии. Поìиìо этоãо, анаëиз преäëоженной
ìоäеëи свиäетеëüствует, ÷то она позвоëяет описы-
ватü и иссëеäоватü ìноãие äруãие из пере÷исëен-
ных эффектов, характерных äëя инноваöионной
äеятеëüности. Наприìер, обы÷но в эконоìико-ìа-
теìати÷ескоì ìоäеëировании разäеëение аãентов
на инноваторов и иìитаторов ввоäится экзоãенно
(ëибо из-за разëи÷ных способностей к нау÷ениþ
[14, 15], ëибо бëаãоäаря возìожности инноваторов
приниìатü реøения ранüøе иìитаторов — в пос-
ëеäнеì сëу÷ае приниìается конöепöия равнове-
сия Штакеëüберãа [16, 17]), в то вреìя как в на-
стоящей работе априорноãо разäеëения аãентов на
инноваторов и иìитаторов не произвоäится, а оно
возникает энäоãенно из-за разëи÷ия тех иëи иных
существенных параìетров аãентов.

Рассìотрена теоретико-иãровая ìоäеëü «инноваöионной оëиãопоëии Курно», в раìках

которой иссëеäуþтся эффекты конкуренöии произвоäитеëей на рынке инноваöионноãо

проäукта, оãрани÷енности еìкости этоãо рынка и существования оптиìаëüноãо ÷исëа

äействуþщих на неì аãентов, коìпëеìентарности инноваöионных техноëоãий, конфор-

ìноãо повеäения аãентов. Поëу÷ены усëовия реаëизаöии базовоãо сöенария äинаìики

энäоãенноãо возникновения и взаиìоäействия инноваторов и иìитаторов.

Ключевые слова: оëиãопоëия Курно, конкуренöия на инноваöионноì рынке, инноваторы и иìи-
таторы, конфорìное коëëективное повеäение.
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Структура изëожения ìатериаëа сëеäуþщая:
в § 1 описывается общая ìоäеëü, которая в § 2 ис-
сëеäуется анаëити÷ески äëя ÷астноãо сëу÷ая оäно-
роäных аãентов. В § 3 на ее основе анаëити÷ески
и иìитаöионно иссëеäуþтся ìоäеëи пороãовоãо
повеäения аãентов; в § 4 и 5 — разëи÷ные сöена-
рии взаиìоäействия инноваторов и иìитаторов.

1. ÎÁÙÀß ÌÎÄÅËÜ

Пустü иìеется ìножество N = {1, ..., n} агентов
(произвоäитеëей проäукöии на некотороì рын-
ке). Дëя простоты пока не буäеì разäеëятü аãентов
на инноваторов и иìитаторов. Обозна÷иì ÷ерез

 ≥ 0 действие i-ãо аãента (объеì произвеäенной

иì проäукöии) в ìоìент вреìени k = 0, 1, ... Поëо-

жиì  = 0, i ∈ N. Обозна÷иì ÷ерез xk = ( , ..., )

вектор äействий всех аãентов в ìоìент вреìени k,
x

–i
 = (x

1
, ..., x

i – 1
, x

i + 1
, ..., x

i
) — обстановка äëя i-ãо

аãента, ÷ерез Σk =  — суììарный объеì про-

извоäства.

Преäпоëожиì, ÷то i-й аãент характеризуется
своиì типом r

i 
> 0 (эффективностью приìеняеìых

иì техноëоãий), постоянными издержками c
i
 ≥ 0

(возникаþщиìи в сëу÷ае, есëи аãент приниìает
реøение приìенитü новуþ техноëоãиþ) и иìеет
öеëевуþ функöиþ (все сëаãаеìые которой изìеря-
þтся в äенежноì выражении)

f
i
(xk) = (D – αΣk)  –

–  – c
i
I( ), (1)

ãäе D > 0, α ≥ 0 и β ≥ 0 — константы; I( ) =

=  — функöия-инäикатор; (D – aΣk) —

цена за рассìатриваеìый проäукт/усëуãу, кото-
рая зависит от коëи÷ества аãентов на рынке и от
общеãо объеìа проäукöии, произвеäенноãо иìи;

(D – aΣk)  — выру÷ка от реаëизаöии i-ì аãен-

тоì произвеäенной иì проäукöии в объеìе ;

 — кваäрати÷ные произвоäствен-

ные затраты типа Кобба — Дуãëаса i-ãо аãента, за-
висящие и от эффективности техноëоãий äруãих
аãентов. Систеìа, в которой аãент иìеет функöиþ

затрат типа Кобба — Дуãëаса, явëяется кëасси÷ес-
киì приìероì ìоäеëи, ставøей ÷резвы÷айно по-
пуëярной в эконоìико-ìатеìати÷ескоì ìоäеëи-
ровании [14, 18]. В настоящей работе приняты
кваäрати÷ные произвоäственные затраты i-ãо аãен-
та, зависящие от äвух факторов: äействий аãентов
(параìетр x) и эффективности приìеняеìых тех-
ноëоãий (параìетр r).

Из структуры öеëевой функöии (1) виäно, ÷то
она у÷итывает как снижение затрат конкретноãо
аãента с ростоì ÷исëа äруãих аãентов на рынке
(знаìенатеëü во второì сëаãаеìоì), так и зависи-
ìостü еãо «прибыëи» от постоянных изäержек
(третüе сëаãаеìое). Эти зависиìости, совìестно с
убываниеì рыно÷ной öены с ростоì суììарноãо
объеìа произвоäства (первый соìножитеëü в пер-
воì сëаãаеìоì), позвоëяþт преäпоëожитü (фор-
ìаëüный анаëиз провоäится äаëее), ÷то существу-
þт как оптиìаëüные объеìы произвоäства аãен-
тов, так и их оптиìаëüный состав — набор аãентов,
при которых их выиãрыøи (среäние, ìаксиìаëü-
ные, суììарные и äр. — в зависиìости от рассìат-
риваеìой заäа÷и) ìаксиìаëüны.

Преäпоëожиì, ÷то раöионаëüностü повеäения
аãента закëþ÷ается в стреìëении к ìаксиìизаöии
öеëевой функöии (1) выбороì своеãо äействия,
т. е. еãо наиëу÷øиì ответоì на обстановку x

–i
 бу-

äет (в преäпоëожении еäинственности ìаксиìуìа
по x

i
 функöии (1))

BR
i
(x

–i
) = arg f

i
(z, x

–i
). (2)

Приìеì сëеäуþщий вариант описания äинаìи-
ки выбираеìых аãентаìи äействий:

 = BR
i
( ),  i ∈ N, (3)

ãäе k = 1, 2, ... — ноìер периоäа вреìени.

2. ÎÄÍÎÐÎÄÍÛÅ ÀÃÅÍÒÛ

Пока (есëи не оãоворено особо) буäеì с÷итатü,
÷то все аãенты приниìаþт реøение в оäин ìоìент
вреìени (стати÷еская ìоäеëü), x

i
 ≥ 0 — действие

i-ãо аãента.
Преäпоëожиì, ÷то все аãенты оäинаковые, т. е.

выпускаþт оäинаковый объеì проäукöии (x
i
 = x),

иìеþт оäинаковуþ эффективностü приìенения
техноëоãий (r

i
 = r) и оäинаковые постоянные за-

траты (c
i
 = c). Тоãäа öеëевуþ функöиþ (1) ìожно

преäставитü в виäе:

f(x) = (D – αnх)x –  – cI(х). (4)

Рассìотриì иãру аãентов в норìаëüной форìе,
коãäа они оäнократно, независиìо и оäновреìен-

xi
k

xi
0

x1
k

xn
k

i N∈

∑ xi
k

xi
k

xi
k( )

2

2 ri β rjI xj
k( )

j i≠

∑+⎝ ⎠
⎛ ⎞

----------------------------------------------- xi
k

xi
k

1 xi
k

0,>,

0 xi
k, 0=⎩

⎨
⎧

xi
k

xi
k

xi
k( )

2

2 ri β rjI xj
k( )

j i≠

∑+⎝ ⎠
⎛ ⎞

-----------------------------------------------

max
z 0≥

xi
k

x i–
k 1–

x
2

2 r β n 1–( )rI x( )+( )
---------------------------------------------------
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но выбираþт свои äействия. Проäифференöируеì
функöиþ (4) по x (с÷итая пока, ÷то x > 0), прирав-
няеì произвоäнуþ к нуëþ и выразиì оптиìаëüное
зна÷ение äействия аãента:

x* = D . (5)

Соãëасно выражениþ (5), с увеëи÷ениеì эф-
фективности приìенения аãентоì техноëоãии
(ростоì зна÷ения параìетра r) еãо äействие (объеì
произвеäенной проäукöии) увеëи÷ивается. С рос-
тоì зна÷ения параìетра α äействие (5) уìенüøа-
ется, с ростоì зна÷ения параìетра β (который со-
äержатеëüно ìожно интерпретироватü как эффек-
тивность трансфера технологий) — увеëи÷ивается,
а от зна÷ения постоянных изäержек c оптиìаëüное
äействие аãента (5) явныì образоì не зависит.

Пример 1. В ка÷естве иëëþстраöии привеäеì ãрафик
функöии (5) при зна÷ениях параìетров ìоäеëи: D = 3000,
α = 0,7, r = 0,008, β = 0,16 — сì. непрерывнуþ кривуþ
на рис. 1.

Штриховой ëинией на рис. 1 обозна÷ен ãрафик фун-
кöии, отражаþщей ваëовый объеì (откëаäываеìый по
вспоìоãатеëüной оси) выпущенной всеìи аãентаìи про-
äукöии, функöионируþщиìи на рынке (nx*(n)). ♦

Поäставиì выражение (5) в öеëевуþ функ-
öиþ (4):

f(x*) = D2  – c. (6)

Отсþäа сëеäует, ÷то повыøение эффективнос-
ти приìенения аãентоì техноëоãии (рост параìет-
ра r) веäет к росту еãо «прибыëи» (6). С ростоì зна-
÷ения параìетра α функöия (6) убывает. С ростоì
зна÷ения параìетра β функöия (6) возрастает. Уве-
ëи÷ение же постоянных изäержек орãанизаöии
(параìетр c), естественно, снижает прибыëü.

Пример 2. В ка÷естве иëëþстраöии в усëовиях приìе-
ра 1 (выбрав с = 60 000) привеäеì ãрафик функöии (6) —
сì. непрерывнуþ кривуþ на рис. 2.

На рис. 2 øтриховой ëинией изображен ãрафик фун-
кöии, описываþщей ваëовый äохоä (откëаäываеìый по
вспоìоãатеëüной оси) всех аãентов, произвоäящих рас-
сìатриваеìый проäукт на рынке. Такиì образоì, коëи-
÷ество аãентов n*, присутствуþщих на рынке и опти-
ìаëüное с то÷ки зрения оäноãо аãента, в общеì сëу÷ае

отëи÷ается от коëи÷ества аãентов , оптиìаëüноãо с

то÷ки зрения их совокупноãо äохоäа. ♦

Найäеì (с то÷ностüþ äо окруãëения к «бëижай-
øеìу» öеëоìу ÷исëу) äиапазон зна÷ений пара-
ìетра n ∈ [n

min
, n

max
], при которых öеëевая функ-

öия (6) неотриöатеëüна ( f(x*) ≥ 0).

n
min, max

 =  –  å

å . (7)

Пример 3. Иссëеäуеì в усëовиях приìера 2 зависи-
ìостü (7) от зна÷ений параìетров r и c — сì. соответс-
твенно рис. 3 и рис. 4.

Диапазон [n
min

, n
max

] ìожет интерпретироватüся как

«емкость рынка». Отìетиì, ÷то обы÷но поä еìкостüþ
рынка пониìаþт оãрани÷ение сверху на ÷исëо еãо у÷аст-
ников иëи на объеì произвоäиìой иìи проäукöии.
В рассìатриваеìой в настоящей работе ìоäеëи, бëаãо-
äаря у÷ету трансфера техноëоãий, раöионаëüный объеì
рынка оãрани÷ен не тоëüко сверху, но и снизу. ♦

1
2
--- αn 1

2r 1 β n 1–( )+( )
------------------------------------------+⎝ ⎠

⎛ ⎞
1–

Рис. 1. График функции (5)

Рис. 2. График функции (6)

1
4
--- αn 1

2r 1 β n 1–( )+( )
------------------------------------------+⎝ ⎠

⎛ ⎞
1–

n

)

D
2

8αc
----------

1 β–
2β
------------

1
2
---

1 β–
β

------------

D
2

4αc
-----------–⎝ ⎠

⎛ ⎞
2

2
rαβ
----------– D

2
1 β–( )

αcβ
------------------------+

Рис. 3. График зависимостей значений n
min

, n
max

, n* и  от па-

раметра r

nобщ
*
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Итак, в сìысëе неотриöатеëüности выиãрыøей
оäнороäных аãентов, коìбинаöия параìетров ìо-
äеëи (α, β, r, c, D) äоëжна уäовëетворятü усëовияì:

При n ∈ [n
min

, n
max

] öеëевая функöия (6) неот-

риöатеëüна ( f(x*) ≥ 0), т. е. в ситуаöиях, коãäа оä-
нороäных аãентов сëиøкоì ìаëо иëи сëиøкоì
ìноãо, они не ìоãут в раìках рассìатриваеìой
ìоäеëи обеспе÷итü своþ безубыто÷ностü.

Вернеìся к рассìотрениþ функöии (6). Най-
äеì в раìках непрерывноãо прибëижения опти-
ìаëüное зна÷ение параìетра n*, при котороì öе-
ëевая функöия (6) äостиãает своеãо ìаксиìуìа (на
рис. 3 в раìках приìера 3 также преäставëена за-
висиìостü зна÷ения n* от параìетра r):

n* =  + 1.

Отсþäа сëеäует, ÷то повыøение эффективнос-
ти приìенения аãентоì техноëоãии (параìетр r)
веäет к сокращениþ оптиìаëüноãо ÷исëа аãентов
на рынке. С ростоì зна÷ения параìетра α это
÷исëо уìенüøается, а с ростоì зна÷ения параìет-
ра β сна÷аëа возрастает, а затеì убывает (иìеет
ìаксиìуì).

Зна÷ение параìетра n* оптиìаëüно в сìысëе
выиãрыøа оäноãо аãента. На рис. 3 в раìках при-
ìера 3 (сì. øтриховуþ ëиниþ) также преäставëена

зависиìостü зна÷ения  (оптиìаëüноãо с то÷ки

зрения «общества в öеëоì» — совокупноãо выиã-
рыøа всех äействуþщих аãентов, nf(x*)) от пара-

ìетра r. Можно заìетитü, ÷то  ≥ n*. Даннуþ

ситуаöиþ ìожно интерпретироватü, наприìер, сëе-

äуþщиì образоì: кажäоìу аãенту (в ÷астности)
выãоäно, ÷тобы на рынке быëо ìенüøе конкурен-
тов, но äëя общества в öеëоì, наоборот, ÷еì боëü-
øе конкурируþщих коìпаний на рынке, теì ниже
öена. Выøе, перехоäя от выражения (4) к выраже-
ниþ (5), преäпоëаãаëосü, ÷то все аãенты выберут
оäинаковые äействия. В Приëожении äоказыва-
ется, ÷то это преäпоëожение справеäëиво, т. е.
равновесия иãры оäнороäных аãентов ìоãут бытü
тоëüко сиììетри÷ныìи.

3. ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÏÎÐÎÃÎÂÎÃÎ ÏÎÂÅÄÅÍÈß ÀÃÅÍÒÎÂ

Рассìотриì ìоäеëü äинаìики повеäения аãен-
тов. Есëи в на÷аëüный ìоìент вреìени они выби-
раëи нуëевые äействия, то в соответствии с про-
öеäурой (3) на первоì øаãе они выберут äействия

 = 

Анаëити÷еское описание äинаìики на посëе-
äуþщих øаãах затруäнитеëüно, хотя ÷исëенно
ìожет бытü реаëизовано äëя кажäой конкретной
коìбинаöии параìетров ìоäеëи. В öеëях поëу÷е-
ния анаëити÷еских резуëüтатов, рассìотриì ÷ас-
тный сëу÷ай, коãäа аãенты выбираþт ëибо нуëе-
вые äействия, ëибо еäини÷ные: x

i
 ∈ {0; 1}, т. е. ëи-

бо выпускатü проäукт (x
i
 = 1 — äанный сëу÷ай

соäержатеëüно ìожно интерпретироватü как поë-
нуþ заãрузку произвоäственных ìощностей), ëибо
не выпускатü проäукт (x

i
 = 0).

Пример 4. Пустü r
i
 = 1/2, c

i
 = c, i ∈ N, D = 1. Обоз-

на÷иì ÷ерез  = , тоãäа ëеãко найти наиëу÷øий

ответ i-ãо аãента:

 = (9)

ãäе

(c) = , (10)

W(c) = (α – β)(α – β + 2 α β) + 2αβc(β – 1 – 2α) +

+ β2
(α2

 + c
2
 – 2 c) (11)

иëи W(c) = α2
(1 – β)

2
 + β2

[(с – 1)
2
 + α(α + 2с – 2)] –

– 2αβ(с + 1).

Выражение (9) ìожно интерпретироватü как ìоäеëü
так называеìоãо порогового коллективного поведения [1,
19, 20], при котороì аãент выбирает ненуëевое äействие,
есëи еãо обстановка ëежит в заäанноì äиапазоне. Ниж-

Рис. 4. График зависимостей значений n
min

 и n
max

 от параметра c
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няя ãраниöа этоãо äиапазона называется пороãоì кон-
формности, верхняя — порогом антиконформности.

На рис. 5 изображены зависиìости (10) — пороãи
конфорìности и антиконфорìности, äëя которых вы-
ражение (11) неотриöатеëüно при α = 0,01, β = 1,
c ∈ [0; ≈0,8]. ♦

К ìоäеëи пороãовоãо повеäения ìожно прийти
и боëее простыì способоì. Пустü аãенты выбираþт
ëибо нуëевые äействия, ëибо еäини÷ные: x

i
 ∈ {0; 1}.

Так как I( ) = , то I( ) = . Обоз-

на÷иì ÷ерез yk ожиäаеìуþ äоëþ аãентов, äейству-
þщих (выбираþщих ненуëевые äействия) на k-ì

øаãе: yk = ,  = . Пустü öеëе-

вая функöия аãента иìеет виä (сравните с функ-
öией (1)):

f
i
(yk, ) = D – αyk –  – c

i
. (12)

Поëожиì r
i
 = 1/2 (эти веëи÷ины ìожно интер-

претироватü как уäеëüные переìенные изäержки
аãентов), D = 1. Из выражений (2), (3) и (12) сëе-
äует, ÷то

 = (13)

Преäпоëожиì, ÷то аãенты разëи÷аþтся тоëüко
зна÷енияìи постоянных изäержек, и априорныì
общиì знаниеì [21] среäи них явëяется функöия
F(•) распреäеëения постоянных изäержек c. Из

выражения (13) сëеäует, ÷то при боëüøоì ÷исëе
аãентов äинаìика äоëи äействуþщих аãентов опи-
сывается сëеäуþщиì образоì [19] (на÷аëüное зна-

÷ение y0 буäеì с÷итатü заäанныì):

yk = F ,  k = 1, 2, ... (14)

Выражение (14) описывает так называеìуþ
многопороговую модель äинаìики коëëективноãо
повеäения.

Пример 5. Пустü α = 1,5, β = 33, y
0
 = 0,1, F(z) = z. Со-

ответствуþщие ãрафики функöии (14) привеäены на
рис. 6 и 7. ♦

В закëþ÷ение настоящеãо параãрафа рассìот-
риì сëу÷ай, коãäа неопреäеëенныìи явëяþтся äва
параìетра — и постоянные затраты, и эффектив-
ности аãентов. Пустü r и c — независиìые сëу÷ай-
ные веëи÷ины, описываеìые абсоëþтно непре-
рывныì распреäеëениеì F

c, r
(u, v). Соответствуþ-

щие пëотности буäеì обозна÷атü сиìвоëоì p, т. е.
p

c, r
(u, v) = p

c
(u) p

r
(v). Тоãäа, в соответствии с об-

Рис. 5. Значения порогов конформности и антиконформности
в примере 4
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Рис. 6. График функции (14) в примере 5

Рис. 7. Динамика доли действующих агентов в примере 5 (по ãо-
ризонтаëи — такты вреìени)
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щиìи ìоäеëяìи бинарноãо выбора, описанныìи в

[19], äоëя yk аãентов, äействуþщих на k-ì øаãе,

yk = p
c, r

(u, v)dudv =

= p
r
(v)dv p

c
(u)du =

= F
c

p
r
(v)dv. (15)

Пример 6. Пустü F
c
(u) — равноìерное распреäеëение

на интерваëе [0; 1], F
r
(v) — равноìерное распреäеëение

на интерваëе [1; R]. Тоãäа из выражения (15) сëеäует, ÷то
(сравните с форìуëой (14)):

y
k = dv =

= D – αy
k – 1

 – . ♦

4. ÎÄÈÍ ÈÍÍÎÂÀÒÎÐ È ÍÅÑÊÎËÜÊÎ 

ÎÄÍÎÐÎÄÍÛÕ ÈÌÈÒÀÒÎÐÎÂ

В § 2 рассìотрен сëу÷ай оäнороäных аãентов,
коãäа на рынке функöионируþт n оäинаковых
аãентов, т. е. x

i
 = x, r

i
 = r и c

i
 = c. Преäпоëожиì те-

перü, ÷то на рынке ìоãут функöионироватü äва ти-
па аãентов: оäин инноватор с характеристикаìи X,
R, C и оäнороäные имитаторы с характеристика-
ìи x, r, c.

Рассìотриì сëеäуþщий базовый сценарий коë-
ëективноãо повеäения аãентов: инноватор «вхоäит»
на рынок с инноваöионныì проäуктоì/усëуãой в
усëовиях, коãäа рассìатриваеìый проäукт на äан-
ноì рынке никто еще не произвоäиë. Коãäа ими-
таторы узнаþт о новоì проäукте, они «вкëþ÷а-
þтся» в иãру и тоже на÷инаþт выпускатü äанный
проäукт. Как тоëüко инноватору становится извес-
тно о появëении на рынке иìитаторов, он прини-
ìает реøение покинутü рынок. В раìках рассìат-
риваеìоãо сöенария преäпоëаãается, ÷то иннова-
тору «неинтересно» функöионироватü на рынке
посëе тоãо, как появиëисü иìитаторы (наприìер,
посëе окон÷ания срока äействия патента иннова-
тора). Даëее повеäение иìитаторов на рынке сво-
äится к рассìотренноìу в § 2 сëу÷аþ оäнороäных
аãентов. Перейäеì к описаниþ соответствуþщей
форìаëüной ìоäеëи.

Преäпоëожиì, ÷то раöионаëüностü повеäения
ëþбоãо аãента (как инноватора, так и иìитатора)
закëþ÷ается в стреìëении к ìаксиìизаöии своей

öеëевой функöии выбороì своеãо äействия, кото-
рое буäет наиëу÷øиì ответоì на äействие äруãих
иãроков на преäыäущеì øаãе (сì. выражение (2)).
Общая иссëеäоватеëüская схеìа, приìеняеìая в
настоящеì параãрафе, закëþ÷ается в сëеäуþщеì:

— записываеì öеëевуþ функöиþ аãента с у÷е-
тоì äействий остаëüных аãентов на преäыäущеì
øаãе;

— äифференöируеì ее по выбираеìоìу аãентоì
объеìу произвоäства x (X ) и приравниваеì к нуëþ;

— из поëу÷енноãо выражения нахоäиì опти-
ìаëüное зна÷ение äействия (наиëу÷øеãо ответа)
аãента x* (X *);

— иссëеäуеì öеëевуþ функöиþ с у÷етоì опти-
ìаëüноãо зна÷ения äействия аãента.

Итак, пустü в нуëевой ìоìент вреìени на рас-
сìатриваеìоì рынке проäукт еще не произвоäит-
ся. Данная ситуаöия соответствует шагу 0, преä-
ставëенной на рис. 8 схеìы.

Иссëеäуеì выбор аãентаìи своих äействий на
посëеäуþщих øаãах.

Действие 1. Инноватор приниìает реøение
войти на рынок и на÷атü произвоäство, так как еìу
выãоäно внесение на рынок новоãо проäукта/ус-
ëуãи. Запиøеì öеëевуþ функöиþ инноватора:

f
innov, 1

(X
1
) = (D – αX

1
)X

1
 –  – C, (16)

ãäе X
1
 — äействие инноватора в первый ìоìент вре-

ìени, R — эффективностü приìеняеìых иннова-
тороì техноëоãий, C — постоянные изäержки ин-
новатора.

u v,( ) D αy
k 1– 1

2v 1 βy
k 1–

+( )
--------------------------------------– u≥

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

∫

∞–

∞

∫
∞–

D αy
k 1–

– 1

v 1 βy
k 1–

+( )
-----------------------------------–

∫

∞–

+∞

∫ D αy
k 1–– 1

2v 1 βy
k 1–+( )

------------------------------------–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1

R

∫ D αy
k 1–– 1

2v 1 βy
k 1–+( )
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2 1 βy
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Рис. 8. Базовый сценарий: последовательность и результаты при-
нятия решений инноватором и имитаторами
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Дифференöируеì öеëевуþ функöиþ (16) по вы-
бираеìоìу инноватороì объеìу произвоäства X

1
,

приравниваеì произвоäнуþ к нуëþ и выражаеì
оптиìаëüное зна÷ение äействия инноватора:

 = D(2α + R–1)–1. (17)

Поäставиì выражение (17) в öеëевуþ функöиþ
инноватора (16):

f
innov, 1

( ) = D2(2α + R–1)–1 – C. (18)

Из усëовия неотриöатеëüности выражения (18)
поëу÷аеì, ÷то коìбинаöия параìетров ìоäеëи
(α, R, C, D) äоëжна уäовëетворятü усëовиþ:

D2(2α + R–1)–1 – C ≥ 0.

Действие 2. Иìитатор ищет свой наиëу÷øий
ответ на äействие инноватора и äруãих аãентов-
иìитаторов на преäыäущеì (нуëевоì) øаãе (коãäа
никто из аãентов не произвоäит проäукт):

f
imit, 1

(x
1
) = (D – αx

1
)x

1
 –  – c,

 = D(2α + r–1)–1,

f
imit, 1

( ) = D2(2α + r–1)–1 – c. (19)

Дëя тоãо ÷тобы иìитатор приняë реøение пока
не выхоäитü на рынок (в соответствии с базовыì
сöенариеì), зна÷ение выражения (19) äоëжно бытü
отриöатеëüныì. Поëу÷аеì, ÷то коìбинаöия пара-
ìетров ìоäеëи (α, r, c, D) äоëжна уäовëетворятü

усëовиþ: D2(2α + r–1)–1 – c < 0.

Действие 3. Инноватор проäоëжает произво-
äитü проäукöиþ, так как на преäыäущеì øаãе
иìитаторы еще не на÷аëи функöионироватü на
рынке (öеëевая функöия и оптиìаëüное äействие
инноватора не изìениëисü по сравнениþ с äейст-
виеì 1).

Действие 4. Иìитатор уже узнаë о новоì про-
äукте (инноватор на преäыäущеì øаãе на÷аë про-
извоäитü проäукт, и эта инфорìаöия известна
иìитатору). Тоãäа:

f
imit, 2

(x
2
, ) =

= (D – α(x
2
 + ))x

2
 –  – c, (20)

 = , (21)

поäставиì форìуëу (17) в выражение (21):

( ) = D . (22)

Поäставиì форìуëы (17) и (22) в выражение (20):

f
imit, 2

( ( ), ) =

=  – c.

Итак, коìбинаöия параìетров ìоäеëи (α, R, c,
D, r, β) äоëжна уäовëетворятü усëовиþ:

 – c ≥ 0.

Действие 5. Инноватор приìет реøение уйти с
рынка, так как иìитаторы уже на÷аëи выпуск äан-
ноãо проäукта (инноватор виäит резуëüтаты пре-
äыäущеãо øаãа):

f
innov, 2

(X
2
, ( )) =

= (D – α(n ( ) + X
2
))X

2
 –  – C, (23)

 = , (24)

поäставиì выражение (22) в форìуëу (24):

( ( )) = D(2α + (R + βnr)–1)–1 Ѕ

Ѕ . (25)

Поäставиì выражения (22) и (25) в форìуëу (23):

f
innov, 2

( ( ( )), ( )) =

=  Ѕ

Ѕ  – C.

Итак, коìбинаöия параìетров ìоäеëи (α, R, C,
D, r, β) äоëжна уäовëетворятü усëовиþ:

 Ѕ

Ѕ  – C < 0.
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D
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Действие 6. Иìитатор, исхоäя из резуëüтатов
преäыäущеãо øаãа (иìитатор пока не знает, ÷то
инноватор покинуë рынок, и виäит, ÷то äруãие
иìитаторы выпускаþт äанный проäукт), проäоë-
жает выпуск проäукта:

f
imit, 3

(x
3
, ) = (D – α(nx

3
 + ))x

3
 –

–  – c, (26)

 = , (27)

поäставиì выражение (17) в форìуëу (27):

( ) = D , (28)

а выражения (17) и (28) — в форìуëу (26):

f
imit, 3

( ( ), ) =

=  – c.

Итак, коìбинаöия параìетров ìоäеëи (α, R, c,
D, r, β) äоëжна уäовëетворятü усëовиþ:

 – c ≥ 0.

Действие 7. Инноватор уøеë с рынка и не на-
ìерен возвращатüся (öеëевая функöия и оптиìаëü-
ное äействие инноватора не изìениëисü по срав-
нениþ с äействиеì 5).

Действие 8. Тоëüко иìитаторы остаþтся на рын-
ке и проäоëжаþт выпускатü проäукт (сì. «сëу÷ай
оäнороäных аãентов» в § 2 — выражения (4) — (6)).

Такиì образоì, систеìу оãрани÷ений на пара-
ìетры ìоäеëи (с у÷етоì выражения (8)), при ко-
торых реаëизуется базовый сöенарий коëëектив-
ноãо повеäения (сì. рис. 8), ìожно записатü в виäе

Привеäеì (табë. 1) соäержатеëüные интерпре-
таöии наруøения систеìы неравенств (29) (оãра-
ни÷ений на параìетры ìоäеëи).

Систеìу оãрани÷ений (29) на параìетры ìоäе-
ëи, в раìках которых реаëизуется базовый сöе-
нарий, ìожно анаëизироватü как в аспекте заäа÷
параìетри÷ескоãо управëения, так и в аспекте со-
äержатеëüных интерпретаöий соответствуþщих
оãрани÷ений. Привеäеì приìер такоãо анаëиза,
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Таблица 1

Èíòåðïðåòàöèÿ îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû ìîäåëè
(÷òî ïðîèçîéäåò ïðè íàðóøåíèè îãðàíè÷åíèé)

Шаã Оãрани÷ения Интерпретаöия

1 f
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 < 0 Инноватору не выãоäно вхоäитü 

на рынок

1 f
II
 l 0 Иìитатор войäет на рынок ранü-

øе инноватора

2 f
III

 < 0 Иìитатор не войäет на рынок, на 
котороì работает оäин инноватор

3 f
IV

 l 0 Инноватор не покинет рынок, на 
котороì работаþт иìитаторы

3 f
V
 < 0 Иìитатор покинет рынок, на ко-

тороì работает инноватор

4 f
VI

 < 0 Иìитатор покинет рынок, на ко-
тороì работаþт äруãие иìитаторы

— f
VII

 m 0 При всех зна÷ениях параìетра n 
öеëевая функöия (6) буäет отриöа-
теëüна

— f
VIII

 m 0 Зна÷ение n
min

 (сì. выражение (7)) 
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— f
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 m 0 Зна÷ение n
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 (сì. выражение (7)) 
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fIV
D

2

2 2α R βnr+( ) 1–+( )
--------------------------------------------------- Ѕ=

Ѕ 1
αn r βR+( ) α R

1–+( )

2α R
1–+( ) 2α r βR+( ) 1+( )

-----------------------------------------------------------------------–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2

C– 0,<

fV
D

2 α R
1–+( )

2

2 2αn r β R n 1–( )r+( )+( ) 1–+( ) 2α R
1–+( )

2
----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- –=

c– 0,≥

fVI
1
4
---D

2 αn 1
2r 1 β n 1–( )+( )
------------------------------------------+⎝ ⎠

⎛ ⎞ 1–
c– 0,≥=

fVII
1 β–

β
------------

D
2

4αc
----------–⎝ ⎠

⎛ ⎞
2

2
rαβ
----------– D

2
1 β–( )

αcβ
------------------------+ 0,>=

fVIII
D

2

8αc
----------

1 β–
2β
------------ ––=

1
2
---

1 β–
β

------------

D
2

4αc
----------–⎝ ⎠

⎛ ⎞
2

2
rαβ
----------– D

2
1 β–( )

αcβ
------------------------+– 0,>

fIX
D

2

8αc
----------

1 β–
2β
------------ +–=

1
2
---

1 β–
β

------------

D
2

4αc
----------–⎝ ⎠

⎛ ⎞
2

2
rαβ
----------– D

2
1 β–( )

αcβ
------------------------++ 0.>

⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

(29)
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свиäетеëüствуþщеãо, ÷то существенныìи (в ÷аст-
ности, äëя отнесения аãента к инноватораì иëи
иìитатораì) явëяþтся зна÷ения параìетров r и c.

Пример 7. В ка÷естве иëëþстраöии преäставиì коì-
бинаöии зна÷ений R и r, уäовëетворяþщие систеìе нера-
венств (29) — сì. затененнуþ обëастü на рис. 9 — при зна-
÷ениях параìетров (сì. также приìеры 1—3): D = 2 500;
α = 0,7; β = 0,16; С = 300 000; c = 60 000; n = 18.

Проанаëизируеì отìе÷енные на рис. 9 то÷ки. То÷ка А
1

не уäовëетворяет систеìе неравенств (29): не выпоëня-
ется неравенство f

V
. В äанной то÷ке зна÷ение параìет-

ра R зна÷итеëüно (боëее ÷еì в 40 раз) выøе зна÷ения па-
раìетра r. Даннуþ ситуаöиþ ìожно интерпретироватü
сëеäуþщиì образоì: из-за существенной разниöы эф-
фективностей иìитатор буäет не в состоянии перенятü
опыт инноватора и на÷атü произвоäитü новый проäукт.
Коìбинаöия зна÷ений параìетров R и r в то÷ке В

1
 уäов-

ëетворяет систеìе неравенств
.
 В то÷ке E

1
 не выпоëня-

þтся неравенства f
V

÷f
IX

, т. е. иìитатор покинет рынок на

øаãе 3 (зна÷ение параìетра r сëиøкоì низкое, поэтоìу
произвоäственные затраты äëя иìитатора буäут высоки-
ìи); также при всех зна÷ениях параìетра n öеëевая фун-
кöия (6) буäет отриöатеëüна. В то÷ке F

1
 не выпоëняется

неравенство f
II
: иìитатор войäет на рынок ранüøе ин-

новатора (зна÷ения параìетров R и r приìерно равны).
В то÷ке G

1
 не выпоëняется неравенство f

I
: инноватору не

выãоäно вхоäитü на рынок (зна÷ение параìетра R сëиø-
коì низкое, поэтоìу произвоäственные затраты äëя ин-
новатора буäут высокиìи).

По анаëоãии рассìотриì про÷ие коìбинаöии зна÷е-
ний c, С, r и R, а также коìбинаöиþ отноøений C/с и
R/r, уäовëетворяþщих систеìе неравенств (29) — сì.
рис. 10—13. На äанных рисунках в то÷ках B

1
÷B

5
 коìби-

наöии зна÷ений рассìатриваеìых параìетров,
 
уäовëет-

воряþщие заäанной систеìе неравенств, совпаäаþт.

На рис. 12 преäставëен ÷астный сëу÷ай, коãäа зна÷е-
ния параìетров c = 60 000, r = 0,012 фиксированы, т. е.
осуществëяëся поäбор зна÷ений параìетров С и R, уäов-
ëетворяþщих систеìе неравенств (29), при про÷их за-
äанных зна÷ениях параìетров ìоäеëей. На рис. 13 преä-
ставëен боëее общий сëу÷ай — коãäа ищутся коìбина-
öии зна÷ений всех ÷етырех параìетров: c, С, r и R, уäов-
ëетворяþщих систеìе неравенств (29) (зна÷ения рас-
сìатриваеìых параìетров в то÷ках H, K и Z на рис. 12
и 13 совпаäаþт).

Рис. 9. Комбинации значений параметров R и r, удовлетворяю-
щие системе неравенств (29)

Рис. 11. Комбинации значений параметров с и r, удовлетворяю-
щие системе неравенств (29)

Рис. 10. Комбинации значений параметров С и с (при R = 0,4;
r = 0,012), удовлетворяющие системе неравенств (29)
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Поëу÷енные резуëüтаты анаëиза преäставëены в

своäной табë. 2. ♦
Итак, из рассìотренноãо приìера 7 ìожно сäе-

ëатü вывоä, ÷то существуþт такие коìбинаöии па-
раìетров: c, С, r и R, которые уäовëетворяþт сис-

теìе неравенств (29). Отìетиì, ÷то базовый сöе-
нарий реаëизуется при выпоëнении усëовий:

— зна÷ение параìетра R äоëжно бытü выøе
зна÷ения параìетра r (ина÷е эффективностü инно-
ватора буäет ниже иëи равна эффективности иìи-
татора);

— есëи зна÷ение параìетра R буäет во ìноãо
раз превыøатü зна÷ение параìетра r, то, возìож-
но, из-за существенной разниöы эффективностей
иìитатор буäет не в состоянии перенятü опыт ин-
новатора и на÷атü произвоäитü новый проäукт;

— есëи зна÷ения параìетров R и r буäут сëиø-
коì низкиìи, то произвоäственные затраты äëя
инноватора и иìитатора буäут высокиìи, и аãенты
понесут убытки;

— есëи постоянные затраты аãентов (зна÷ения
параìетров C и c) буäут сëиøкоì высокиìи, то
инноватор и иìитаторы понесут убытки;

— постоянные затраты инноватора выøе пос-
тоянных затрат иìитаторов (C > c — инноватор
первый осваивает рынок и несет основной ãруз за-
трат на «иссëеäования и разработки»).

Дëя простоты рассìатриваëасü ìоäеëü коëëек-
тивноãо повеäения аãентов, в которой на рынок
«вхоäит» с инноваöионныì проäуктоì/усëуãой
оäин инноватор. Поëностüþ по анаëоãии ìожно
описатü сëу÷ай, коãäа иìеется не оäин, а нескоëü-
ко инноваторов.

Рис. 12. Комбинации значений параметров С и R, удовлетворя-
ющие системе неравенств (29)

Рис. 13. Комбинации значений параметров С и R, удовлетворя-
ющие системе неравенств (29); значения параметров с и r не фик-
сированы

Таблица 2

Íåðàâåíñòâà èç ñèñòåìû (29),
êîòîðûå íàðóøàþòñÿ â õàðàêòåðíûõ òî÷êàõ, ñì. ðèñ. 9—13

Параìетры То÷ки
Неравенства, 

которые наруøаþтся

(R, r)

А
1

f
V

E
1

f
V
јf

IX

F
1

f
II

G
1

f
I

(C, c)

А
2

f
I

E
2

f
II
, f

VIII

F
2

f
V

G
2

f
IV

(c, r)

А
3

f
V
јf

IX

E
3

f
VI

јf
IX

F
3

f
II
, f

VIII

(C, R)

А
4

f
I

E
4

f
IV

F
4

f
V
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5. ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÏÎÐÎÃÎÂÎÃÎ ÏÎÂÅÄÅÍÈß ÀÃÅÍÒÎÂ: 
ÈÍÍÎÂÀÒÎÐÛ È ÈÌÈÒÀÒÎÐÛ

В раìках ìоäеëи «инноваöионной оëиãопоëии
Курно» в § 2 рассìотрена äинаìика пороãовоãо
повеäения аãентов, разëи÷аþщихся своиìи пос-
тоянныìи изäержкаìи. Оäнако это повеäение
(сì. рис. 6 и 7) отëи÷ается от повеäения, соответс-
твуþщеãо описанноìу в § 4 базовоìу сöенариþ
(сì. рис. 8). Моäифиöируеì ìоäеëü пороãовоãо
повеäения аãентов такиì образоì, ÷тобы она äа-
ваëа ту же ка÷ественнуþ картину äинаìики äоëи
äействуþщих аãентов, ÷то и в раìках базовоãо
сöенария.

Пустü x
i
 ∈ {0; 1} и иìеþтся äве ãруппы аãентов —

L и J — «инноваторы» (с эффективностяìи ρr и за-
тратаìи ρс, ãäе ρ ≥ 1) и «иìитаторы» (с эффектив-
ностяìи r и затратаìи с), при÷еì первые состав-
ëяþт äоëþ γ ∈ [0; 1] от всех аãентов (L ∪ J = N,

L ∩ J = ∅, γ = |L|/(|L| + |J |)). Обозна÷иì ÷ерез yk (zk)
ожиäаеìуþ äоëþ инноваторов (иìитаторов), äейс-
твуþщих (выбираþщих ненуëевые äействия) на
k-ì øаãе.

В ввеäенных обозна÷ениях äоëþ uk ∈ [0; 1]
аãентов, äействуþщих в k-й ìоìент вреìени, ìож-
но записатü как

uk = γ yk + (1 – γ) zk. (30)

Поëожиì r
i
 = 1/2, D = 1. Пустü öеëевая функ-

öия аãента-инноватора иìеет виä (сравните с вы-
раженияìи (1) и (12)):

f
i
(yk, zk, ) = (1 – α

L
(γyk + (1 – γ)zk))  –

–  – ρc
i

,  i ∈ L, (31)

а öеëевая функöия аãента-иìитатора иìеет виä
(сравните с выраженияìи (1) и (12)):

f
i
(yk, zk, ) = (1 – α

J
(γyk + (1 – γ)zk))  –

–  – c
i

,  i ∈ J. (32)

Соäержатеëüно, инноваторы и иìитаторы раз-
ëи÷аþтся зна÷енияìи констант α

L
 и α

J
 (эëасти÷-

ностяìи öены по «объеìу произвоäства»), эффек-
тивностяìи и постоянныìи изäержкаìи, а также
теì, ÷то переìенные изäержки инноваторов не за-
висят от äействий äруãих аãентов, а переìенные из-
äержки иìитаторов уìенüøаþтся (бëаãоäаря «пе-

реäа÷е техноëоãий» иëи «эффекту ìасøтаба» и äр. —
сì. выøе) с ростоì ÷исëа äействуþщих аãентов.

Из выражений (2), (3) и (31), (32) сëеäует, ÷то

 =

= (33)

 = (34)

Преäпоëожиì, как и ранее, ÷то аãенты разëи-
÷аþтся тоëüко зна÷енияìи постоянных изäержек,
иìеþщих функöиþ распреäеëения F(•). Из выра-
жений (33) и (34) сëеäует, ÷то при боëüøоì ÷исëе
аãентов äинаìика äоëи äействуþщих аãентов опи-
сывается сëеäуþщиì образоì [2]:

yk = F ,

k = 1, 2, ..., (35)

zk = F 1 – α(γyk – 1 + (1 – γ)zk – 1) –

– , k = 1, 2, ... (36)

Проанаëизируеì ãрубые (не у÷итываþщие «рав-
новесные» äоëи äействуþщих аãентов разëи÷ных
типов) усëовия реаëизаöии базовоãо сöенария при
с ∈ [c

min
; c

max
]:

— в на÷аëüный ìоìент вреìени оäин иннова-
тор приниìает реøение войти на «пустой» рынок
и на÷атü произвоäство, так как еìу выãоäно вне-
сение на рынок новоãо проäукта/усëуãи:

1 – 1/ρ ≥ ρc
min

; (37)

— иìитатору (оäноìу) в отсутствие инноваторов
не выãоäно вхоäитü на рынок: c

min
 ≥ 0 (÷то в раìках

рассìатриваеìых ìоäеëей выпоëнено всеãäа);

— иìитатораì (всеì вìесте) выãоäно работатü
на рынке оäновреìенно с инноватораìи:

1 – α
J
 –  ≥ c

min
; (38)

xi
k

xi
k

xi
k( )

2

ρ
------------ xi

k

xi
k

xi
k

xi
k( )

2

1 β γρy
k

1 γ–( )zk+[ ]+
---------------------------------------------------------- xi

k

xi
k

1 есëи 1 αL γyk
1 γ–( )zk+( )–( ) 1/ρ–, ρci,≥

i L,∈

0 ина÷е,,⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

xi
k

1 есëи 1 αJ γyk
1 γ–( )zk+( )–( ) –,

1

1 β γρy
k

1 γ–( )zk+[ ]+
----------------------------------------------------------– ci,  i J.∈≥

0 ина÷е.,⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

1
ρ
--- 1 α γyk 1–

1 γ–( )zk 1–+( )– 1
ρ
---–⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎝ ⎠
⎛ ⎞

⎝
⎜
⎛

1

1 β γρy
k 1–

1 γ–( )zk 1–+[ ]+
-----------------------------------------------------------------------

⎠
⎟
⎞

1
1 β γρ 1 γ–+( )+
------------------------------------------
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— инноватораì не выãоäно работатü оäновре-
ìенно с иìитатораìи:

1 – α
L
 – 1/ρ < ρc

max
; (39)

— в итоãе на рынке остаþтся тоëüко иìитато-
ры, и иì выãоäно работатü в отсутствии иннова-
торов:

1 – α
J
(1 – γ) –  ≥ c

min
. (40)

Итак, коìбинаöия параìетров ìоäеëи, уäовëет-
воряþщая систеìе оãрани÷ений (37)—(40), позво-
ëяет поëу÷итü ту же ка÷ественнуþ картину äина-
ìики äоëи äействуþщих аãентов, ÷то и в раìках
базовоãо сöенария.

Пример 8. Пустü α
L
 = 2, α

J
 = 0,1, β = 2, γ = 0,1, ρ = 2,

c
min

 = 0, c
max

 = 1, F(x) = x, y0 = 0, z0 = 0. При äанных зна-

÷ениях параìетров ìоäеëи (отìетиì, ÷то эти зна÷ения

уäовëетворяþт оãрани÷енияì (37)—(40)) систеìа (35),

(36) äеìонстрирует повеäение, соответствуþщее базово-

ìу сöенариþ (рис. 14) — сна÷аëа аãенты безäействуþт,

затеì на÷инаþт äействоватü инноваторы, потоì — иìи-

таторы, затеì инноваторы ухоäят с рынка и на неì ос-

таþтся оäни иìитаторы.

Динаìика äоëи äействуþщих аãентов (сì. жирнуþ

кривуþ на рис. 14) иìеет траäиöионный ëоãисти÷еский

виä, явëяясü при этоì «суперпозиöией» (сì. выраже-

ние (30)) äоëи äействуþщих инноваторов (øтриховая

кривая на рис. 14) и äоëи äействуþщих иìитаторов (не-

прерывная кривая на рис. 14).

В рассìотренноì приìере äоëя инноваторов состав-

ëяет 10 %. При существенноì ее изìенении (как увеëи-

÷ении, так и уìенüøении) характер äинаìики ка÷ест-

венно изìеняется. Поэтоìу ìожно выäвинутü ãипотезу

о тоì, ÷то äëя кажäой попуëяöии аãентов существует со-

ответствуþщая «оптиìаëüная» äоëя инноваторов. ♦

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрение преäëоженной ìоäеëи «иннова-
öионной оëиãопоëии Курно» (как в раìках теоре-
тико-иãровой постановки, так и в аспекте äинаìи-
ки коëëективноãо повеäения аãентов) позвоëиëо
у÷естü ряä эффектов:

— конкуренöиþ на рынке инноваöионноãо
проäукта;

— оãрани÷енностü еìкости рынка и существо-
вание оптиìаëüноãо ÷исëа äействуþщих на неì
аãентов;

— коìпëеìентарностü инноваöионных техно-
ëоãий;

— конфорìное повеäение аãентов и äр.,

а также поëу÷итü усëовия реаëизаöии базовоãо
сöенария äинаìики взаиìоäействия инноваторов
и иìитаторов (с у÷етоì возìожностей их вхоäа на
рынок и ухоäа с неãо).

Перспективныìи направëенияìи буäущих ис-
сëеäований преäставëяþтся постановка и реøение
соответствуþщих заäа÷ управëения [18] — управ-
ëения инноваöияìи [5] (наприìер, выбор управ-
ëяеìых параìетров ìоäеëи, привоäящих к реаëи-
заöии базовоãо сöенария, и/иëи к ìаксиìизаöии
уäеëüной прибыëи инноваторов, и/иëи к сниже-
ниþ равовесной öены и т. п.), а также обобщение
преäëоженных ìоäеëей на сëу÷аи: общеãо виäа
функöии переìенных изäержек типа Кобба — Дуã-
ëаса, нетривиаëüной взаиìной инфорìированнос-
ти аãентов [21] и äинаìики спроса на инноваöи-
оннуþ проäукöиþ со стороны ее потребитеëей.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Доказательство симметричности равновесия в модели,

рассмотренной в § 2. В сиëу ìонотонности функöий за-
трат, еäинственной аëüтернативой выбору äействия (5)
äëя аãента явëяется нуëевой объеì произвоäства. Преä-
поëожиì, ÷то m аãентов из n, функöионируþщих на
рынке, преäпо÷ëи не произвоäитü рассìатриваеìуþ
проäукöиþ (обозна÷иì их «коаëиöиþ» нижниì инäек-
соì «L»). Соответственно, öеëевая функöия таких аãен-
тов тожäественно равна нуëþ (сì. выражение (1)). Ис-
сëеäуеì, как наëи÷ие таких аãентов повëияет на öеëевуþ
функöиþ и äействие остаëüных (работающих аãентов из

1
1 β 1 γ–( )+
-----------------------------

Рис. 14. Динамика доли действующих агентов в рамках базового
сценария: --- — инноваторы;  — иìитаторы;  — все
аãенты
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ìножества N \L) у÷астников рынка (x
l
 > 0). Запиøеì öе-

ëевуþ функöиþ

f
l
(x

l
) = (D – α(n – m)x

l
)x

l
 –  – c,

l ∈ N \L. (П1)

Проäифференöируеì воãнутуþ функöиþ (П1) по x
l
,

приравняеì произвоäнуþ нуëþ и выразиì оптиìаëüное

зна÷ение :

 = D . (П2)

Найäеì зна÷ение öеëевой функöии j-ãо аãента ( j ∈ L),
есëи он выберет ненуëевое äействие (x

j
 > 0), при÷еì все

остаëüные аãенты своих äействий не ìеняþт:

f
j
(x

j
, ) = (D – α((n – m)  + x

j
))x

j
 –

–  – c. (П3)

Поäставиì оптиìаëüное зна÷ение (П2) в выражение
(П3):

f
j
(x

j
, ) = Dx

j
 –

–  – c. (П4)

Проäифференöируеì функöиþ (П4) по x
j
, приравня-

еì произвоäнуþ нуëþ и выразиì оптиìаëüное зна÷ение

äействия аãента ( ):

 = D Ѕ

Ѕ .

(П5)

Правая ÷астü выражения (П5) неотриöатеëüна, так
как m < n; r, D, α, β ≥ 0, а есëи все эти параìетры поëо-
житеëüны, то строãо поëожитеëüна. Такиì образоì, j-ìу
аãенту буäет выãоäно выбратü ненуëевое äействие, сëе-
äоватеëüно, выбор ÷астüþ оäнороäных аãентов нуëевых
äействий не явëяется равновесиеì их иãры.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Бреер В.В. Моäеëи конфорìноãо повеäения // Пробëеìы

управëения. — 2014. — № 1. — С. 2—13; № 2. — С. 2—17.

2. Губанов Д.А., Новиков Д.А., Чхартишвили А.Г. Соöиаëüные

сети: ìоäеëи инфорìаöионноãо вëияния, управëения и

противоборства. — М.: Физìатëит, 2010. — 228 с.

3. Гриценко Д.В. Динаìи÷еская эффективностü равновесий

Курно и Бертрана в äифференöированной оëиãопоëии в

усëовиях конкуренöии в обëасти инноваöионных разра-
боток // Эконоìи÷еские науки. — 2009. — № 54. —

С. 312—316.

4. Затонский А.В., Коптева А.В. Теоретико-иãровое ìоäеëи-

рование прибыëи преäприятий оëиãопоëисти÷еской от-

расëи с у÷етоì их произвоäственных ìощностей // Нау÷-

ный журнаë НИУ ИТМО. Сер. «Эконоìика и экоëоãи÷ес-

кий ìенеäжìент». — 2014. — № 4. — С. 147—155.

5. Новиков Д.А., Иващенко А.А. Моäеëи и ìетоäы орãаниза-
öионноãо управëения инноваöионныì развитиеì фирìы. —

М.: Ленанä, 2006. — 332 с.

6. Belleflamme P., Vergari C. Incentives to Innovate in Oligopolies //

The Manchester School. — 2011. — Vol. 79, N 1. — P. 6—28.

7. Norbдck P., Persson L., Tеg G. Acquisitions, Entry and Innova-

tion in Network Industries / IFN Working Paper No. 867. —

Stockholm: Research Institute of Industrial Economics, 2011. —

38 p.

8. Губанов Д.А., Коргин Н.А., Новиков Д.А., Райков А.Н. Сете-

вая экспертиза. — М.: Эãвес, 2011. — 166 с.

9. Иващенко А.А., Нижегородцев Р.М., Новиков Д.А. Иннова-

öионная и инвестиöионная поëитика: ìоäеëü сìены тех-

ноëоãий // Пробëеìы управëения. — 2005. — № 5. —

С. 55—57.

10. Bischi G., Lamantia F. A Dynamic Model of Oligopoly with

R&D Externalities Along Networks. Part I. // Mathematics

and Computers in Simulation. — 2012. — N 84. — P. 51—65.

11. Jansen J. On Competition and the Strategic Management of

Intellectual Property in Oligopoly / Discussion Paper No. 339. —

Berlin: Max Planck Institute, 2010. — 42 p.

12. Kamien M. Patent Licensing / Handbook of Game Theory. —
N.-Y.: Elseiver, 1992. — Vol. 1. — P. 332—354.

13. Braguinsky S., Gabdrakhmanov S., Ohyama A. A Theory of

Competitive Industry Dynamics with Innovation and Imita-

tion // Review of Economic Dynamics. — 2007. — N 10. —

P. 729—760.

14. Mas-Collel A., Whinston M.D., Green J.R. Microeconomic the-

ory. — N.-Y.: Oxford Univ. Press, 1995. — 981 p.

15. Новиков Д.А. Моäеëи обу÷ения в проöессе работы // Уп-

равëение боëüøиìи систеìаìи. — 2007. — Вып. 19. —

С. 5—22.

16. Schipper B. Imitators and optimizers in Cournot oligopoly //

Journal of Economic Dynamics and Control. — 2002. — N 12. —

P. 1981—1990.

17. Tramontana F., Gardini L., Puu T. Mathematical Properties of

a Combined Cournot-Stackelberg Model / WP-EMS Working

Papers Series in Economics, Mathematics and Statistics. —

2010. — N 7. — 26 p.

18. Novikov D. Theory of Control in Organizations. — N.-Y.: Nova

Science Publishers, 2013. — 341 p.

19. Бреер В.В. Теоретико-иãровые и стохасти÷еские ìоäеëи

коëëективноãо бинарноãо выбора // Управëение боëüøи-
ìи систеìаìи. — 2015 (в пе÷ати).

20. Бреер В.В. Теоретико-иãровые ìоäеëи конфорìноãо пове-

äения // Автоìатика и теëеìеханика. — 2012. — № 10. —

С. 111—126.

21. Novikov D., Chkhartishvili A. Reflexion and Control: Mathe-

matical Models. — Leiden: CRC Press, 2014. — 298 p.

Статья представлена членом редакционной коллегии

Ф.Т. Алескеровым.

Бреер Владимир Валентинович — канä. техн. наук, 

бизнес-анаëитик, ЗАО «Авиахэëп Групп», ã. Москва,

� breer@live.ru,

Мирзоян Гагик Левонович — канä. техн. наук, ст. эконоìист,

Институт пробëеì управëения иì. В.А. Трапезникова РАН,

ã. Москва, � mirzoyangl@yandex.ru,

Новиков Дмитрий Александрович — ÷ë.-корр. РАН, 

заì. äиректора, Институт пробëеì управëения 

иì. В.А. Трапезникова РАН, ã. Москва, � novikov@ipu.ru.

xl
2

2r 1 β n m– 1–( )+( )
----------------------------------------------------

xl
*

xl
* 2α n m–( ) 1

r 1 β n m– 1–( )+( )
------------------------------------------------+⎝ ⎠

⎛ ⎞ 1–

xl
* xl

*

xj
2

2r 1 β n m–( )+( )
-------------------------------------------

xl
* 1 rα n m–( ) 1 β n m– 1–( )+( )+

1 2rα n m–( ) 1 β n m– 1–( )+( )+
-------------------------------------------------------------------------------------

1 2rα 1 β n m–( )+( )+
2r 1 β n m–( )+( )

-------------------------------------------------------- xj
2

xj
*

xj
*

r 1 β n m–( )+( ) 1 rα n m–( ) 1 β n m– 1–( )+( )+( )
1 2rα 1 β n m–( )+( )+( ) 1 2rα n m–( ) 1 β n m– 1–( )+( )+( )
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

pb0515.fm  Page 57  Wednesday, October 7, 2015  11:03 AM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

58 CONTROL SCIENCES ¹ 5 • 2015

ÓÄÊ 378:001.891

ÑÐÀÂÍÈÒÅËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÎÖÅÍÎÊ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ 
ÌÎÄÅËÈ ÐÀØÀ, ÏÎËÓ×ÅÍÍÛÕ ÌÅÒÎÄÀÌÈ 

ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÏÐÀÂÄÎÏÎÄÎÁÈß
È ÍÀÈÌÅÍÜØÈÕ ÊÂÀÄÐÀÒÎÂ

À.À. Ìàñëàê, Ñ.È. Ìîèñååâ, Ñ.À. Îñèïîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Спеöифика управëения в соöиаëüных систеìах
обусëовëена теì, ÷то ìноãие переìенные явëяþт-
ся ëатентныìи (скрытыìи). Приìераìи ëатент-
ных переìенных сëужат уровенü жизни насеëения,
ка÷ество образования, ëи÷ностные ка÷ества и ìно-
ãие äруãие.

Непосреäственно изìеритü ëатентнуþ пере-
ìеннуþ неëüзя, ëатентная переìенная проявëяет-
ся ÷ерез так называеìые инäикаторные переìен-
ные. Наприìер, ëатентная переìенная «уровенü
жизни насеëения» соãëасно инфорìаöии, ежеãоä-
но пубëикуеìой Росстатоì, характеризуется 36-þ
разнороäныìи инäикаторныìи переìенныìи, ко-
торые изìеряþтся в рубëях, проöентах, кваäрат-
ных ìетрах, киëоãраììах и äруãих еäиниöах. Этот
набор инäикаторных переìенных явëяется опе-
раöионаëüныì опреäеëениеì ëатентной переìен-
ной. Приìераìи инäикаторных переìенных сëу-
жат среäняя зарпëата в реãионе, проöент безра-
ботиöы, пëощаäü жиëищ, потребëение ìяса, яиö,
прихоäящихся в среäнеì на оäноãо житеëя и äр.
Факти÷ески ëатентная переìенная «уровенü жиз-
ни насеëения» преäставëяет собой систеìный по-
казатеëü, который необхоäиì äëя сравнения и
ìониторинãа реãионов, а также и форìирования

оптиìаëüной поëитики управëения соöиаëüной
сферой в öеëоì.

В раìках теории изìерения ëатентных пере-
ìенных на основе операöионаëüноãо опреäеëения
осуществëяется оöенивание ëатентной переìен-
ной на интерваëüной øкаëе. Эта теория приобре-
тает все боëüøуþ попуëярностü при иссëеäовании
соöиаëüных и эконоìи÷еских систеì. Яäро теории
изìерения ëатентных переìенных составëяет се-
ìейство ìоäеëей Раøа, в которых инäикаторные
переìенные изìеряþтся на øкаëе Лайкерта [1—4].

Оäнако ìноãие ëатентные переìенные опре-
äеëяþтся ÷ерез непрерывные коëи÷ественные
инäикаторные переìенные [5, 6]. Приìероì сëу-
жит рассìотренная выøе ëатентная переìенная
«уровенü жизни насеëения». Дëя тоãо, ÷тобы вос-
поëüзоватüся теорией изìерения ëатентных пере-
ìенных, обы÷но приìеняется катеãоризаöия ин-
äикаторных переìенных [6—8]. Оäнако при кате-
ãоризаöии (сеãìентировании обëасти зна÷ения
переìенных) ÷астü инфорìаöии теряется, ÷то от-
ìе÷ено в работах [9—11]. Показано, ÷то то÷ностü
изìерения ëатентной переìенной существенно за-
висит от способа äискретизаöии коëи÷ественной
инäикаторной переìенной, в тоì ÷исëе от ÷исëа
катеãорий [12—14]. В известных работах то÷ностü
оöенок рассìатривается тоëüко в сëу÷ае испоëüзо-

В иìитаöионноì экспериìенте поëу÷ены и иссëеäованы статисти÷еские характеристики

оöенок параìетров ìоäеëи Раøа, поëу÷енных ìетоäоì ìаксиìаëüноãо правäопоäобия и

ìетоäоì наиìенüøих кваäратов. Провеäен сравнитеëüный анаëиз этих äвух наборов оöе-

нок, который показаë, ÷то оöенки параìетров ìоäеëи на основе ìетоäа наиìенüøих

кваäратов бëиже к сãенерированныì äанныì. Рассìотрена спеöифика оöенок, поëу÷а-

еìых этиìи ìетоäаìи. Опреäеëено вëияние пропусков äанных на то÷ностü вы÷исëения

параìетров äихотоìи÷еской ìоäеëи Раøа.

Ключевые слова: ëатентная переìенная, изìерение, ìоäеëü Раøа, то÷ностü оöенок, ìетоä ìакси-
ìаëüноãо правäопоäобия, ìетоä наиìенüøих кваäратов.
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вания катеãоризованных инäикаторных переìен-
ных [2, 15—18]. Поэтоìу преäставëяет интерес
иссëеäование непосреäственноãо испоëüзования
непрерывных коëи÷ественных инäикаторных пе-
реìенных в ìоäеëях Раøа. Оäниì из ìетоäов, поз-
воëяþщих выпоëнитü такое иссëеäование, явëяет-
ся ìетоä наиìенüøих кваäратов (МНК), который
в настоящей работе выбран бëаãоäаря äоступности
соответствуþщеãо проãраììноãо обеспе÷ения.

1. ÖÅËÜ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

В боëüøинстве пакетов äëя вы÷исëения пара-
ìетров ìоäеëи Раøа (CONQUEST, FACETS,
JMETRIK, MINISTEP, PARSCALE, QUEST,
RUMM, WINMIRA, WINSTEPS и äр.) приìеня-
þтся разновиäности ìетоäа ìаксиìаëüноãо прав-
äопоäобия (ММП) и парных сравнений [6]. На-
ибоëее известны äиаëоãовые систеìы RUMM и
WINSTEPS в разëи÷ных ìоäификаöиях [6]. Отëи-
÷итеëüная особенностü этих пакетов закëþ÷ается в
тоì, ÷то в сëу÷ае аäекватности äанных ìоäеëи из-
ìерения, суììа зна÷ений инäикаторных переìен-
ных (тестовый баëë) явëяется äостато÷ной статис-
тикой. Это озна÷ает, ÷то испытуеìые, набравøие
оäин и тот же тестовый баëë (независиìо от тоãо,
на какие заäания они ответиëи правиëüно) поëу-
÷аþт оäну и ту же оöенку на øкаëе ëатентной пе-
реìенной. Это принöипиаëüно важно äëя поëу-
÷ения оöенок параìетров ìоäеëи на ëинейной
øкаëе.

В äанной работе показано, ÷то МНК позвоëяет
описатü резуëüтаты тестирования с боëüøей то÷-
ностüþ, ÷еì ММП. Оäнако принöипиаëüный не-
äостаток МНК закëþ÷ается в тоì, ÷то испытуеìые
с оäниì и теì же тестовыì баëëоì ìоãут поëу÷итü
разëи÷ные оöенки уровня их поäãотовëенности.
Это озна÷ает, ÷то при испоëüзовании МНК тесто-
вый баëë не явëяется äостато÷ной статистикой,
÷то противоре÷ит основаì теории изìерения ëа-
тентных переìенных.

Цеëü äанной работы закëþ÷ается в сравнитеëü-
ноì анаëизе оöенок параìетров ìоäеëи Раøа, по-
ëу÷енных ìетоäоì ìаксиìаëüноãо правäопоäобия
и ìетоäоì наиìенüøих кваäратов. Дëя ее äости-
жения необхоäиìо реøитü сëеäуþщие заäа÷и:

— опреäеëитü, в какой степени оöенки, поëу-
÷аеìые МНК, наруøаþт принöип äостато÷ности
тестовоãо баëëа (испытуеìые, иìеþщие оäин и тот
же тестовый баëë, äоëжны иìетü оäну и ту же
оöенку на øкаëе ëатентной переìенной);

— выпоëнитü сравнитеëüный анаëиз то÷ности
вы÷исëения параìетров ìоäеëи Раøа äвуìя ìе-
тоäаìи;

— оöенитü вëияние пропусков äанных на то÷-
ностü вы÷исëения параìетров ìоäеëи Раøа äвуìя
ìетоäаìи.

В ка÷естве ìоäеëи иссëеäования выбрана äихо-
тоìи÷еская ìоäеëü Раøа äëя изìерения ëатентных
переìенных [3]. Акöент на то÷ности изìерения
ëатентной переìенной объясняется практи÷еской
важностüþ резуëüтатов изìерения [16—18].

В основе ìоäеëи Раøа ëежит ëоãисти÷еская
функöия, позвоëяþщая найти вероятностü пра-
виëüноãо ответа i-ãо испытуеìоãо с уровнеì поä-
ãотовëенности β

i
 на j-е заäание с труäностüþ δ

j

p
ij
 = . (1)

В кëасси÷еской äихотоìи÷еской ìоäеëи Раøа
эëеìенты x

ij
 ìатриöы äанных приниìаþт зна÷ения:

х
ij
 = 1, есëи i-й испытуеìый правиëüно выпоë-

ниë j-е заäание;
х
ij
 = 0, есëи i-й испытуеìый неправиëüно вы-

поëниë j-е заäание.
Есëи i-й испытуеìый не реøаë j-е заäание, то

зна÷ение инäикаторной переìенной «равно»
пробеëу.

2. ÄÀÍÍÛÅ

Иссëеäование провоäиëосü на основе иìита-
öионноãо экспериìента, поскоëüку ìоäеëü изìе-
рения неëинейная, и анаëити÷еские ìетоäы ис-
сëеäования неэффективны [6, 14]. Дëя реøения
поставëенных заäа÷ испоëüзоваëасü сëеäуþщая
схеìа. Уровенü поäãотовëенности испытуеìых
(объекты) и труäностü тестовых заäаний (инäика-
торы) варüируется в оäноì и тоì же äиапазоне от
–4,0 äо +4,0 ëоãит. Чисëо тестовых заäаний вы-
брано равныì 30, равноìерно распреäеëенных в
äиапазоне от –4,0 äо +4,0 ëоãит. Поäãотовëен-
ностü испытуеìых варüироваëасü на 20 уровнях в
äвукратной повторности (всеãо 40 уровней), рав-
ноìерно распреäеëенных в тоì же äиапазоне.
Двукратное повторение уровней поäãотовëеннос-
ти необхоäиìо äëя оöенки то÷ности их изìерения.

Данные экспериìента быëи сãенерированы в
соответствии с äихотоìи÷еской ìоäеëüþ Раøа,
т. е. äанные априорно соответствоваëи ìоäеëи из-
ìерения [6, 14].

Доëя пропусков (пропущенных äанных в ìат-
риöе) быëа выбрана равной 10 %. Коорäинаты
эëеìентов с пропущенныìи äанныìи выбираëисü
в ìатриöе сëу÷айныì образоì.

Матриöа сãенерированных äанных без пропус-
ков преäставëена в табë. 1.

e
βi δj–

1 e
βi δj–

+
-----------------------
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Таблица 1

Ìàòðèöà ñãåíåðèðîâàííûõ äàííûõ íà îñíîâå äèõîòîìè÷åñêîé ìîäåëè Ðàøà

Данные
–
4
,0
0

–
3
,7
2

–
3
,4
5

–
3
,1
7

–
2
,9
0

–
2
,6
2

–
2
,3
5

–
2
,0
7

–
1
,7
9

–
1
,5
2

–
1
,2
4

–
0
,9
7

–
0
,6
9

–
0
,4
1

–
0
,1
4

0
,1
4

0
,4
1

0
,6
9

0
,9
7

1
,2
4

1
,5
2

1
,7
9

2
,0
7

2
,3
5

2
,6
2

2
,9
0

3
,1
7

3
,4
5

3
,7
2

4
,0
0

–4,00 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–4,00 0 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–3,58 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–3,58 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–3,16 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–3,16 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–2,74 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–2,74 1 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–2,32 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–2,32 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–1,90 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

–1,90 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–1,47 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–1,47 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–1,05 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–1,05 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–0,63 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–0,63 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

–0,21 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

–0,21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,21 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0,21 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0,63 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0,63 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1,05 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1,05 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0

1,47 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0

1,47 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0

1,90 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0

1,90 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

2,32 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1

2,32 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0

2,74 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0

2,74 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1

3,16 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0

3,16 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0

3,58 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 1 0

3,58 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

4,00 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 0 1 0 0 1

4,00 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0
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3. ÌÅÒÎÄ

Реøение сфорìуëированных в § 1 заäа÷ осу-
ществëяëосü в раìках теории изìерения ëатент-
ных переìенных. Дëя поëу÷ения оöенок ëатент-
ной переìенной испоëüзоваëасü äиаëоãовая сис-
теìа ИЛП (изìерение ëатентных переìенных),
разработанная в ëаборатории объективных изìе-
рений Кубанскоãо ãосуäарственноãо университе-
та [19, 20]. В этой систеìе оöенки вы÷исëяþтся
на основе ìетоäа ìаксиìаëüноãо правäопоäобия.
Оöенки ìетоäоì МНК поëу÷ены в среäе MS Excel
[10, 11].

3.1. Îöåíêà ëàòåíòíûõ ïåðåìåííûõ
ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

Дëя вы÷исëения оöенок параìетров ìоäеëи Ра-
øа наибоëее ÷асто приìеняþт ìетоä ìаксиìаëü-
ноãо правäопоäобия, преäëоженный Р. Фиøероì.
Этот ìетоä реаëизован в äиаëоãовой систеìе ИЛП.

Вероятностная ìоäеëü выпоëнения M заäаний
äëя i-ãо испытуеìоãо преäставëяется в виäе функ-
öии правäопоäобия äискретной сëу÷айной веëи-
÷ины x

i
 = {x

i1
, x

i2
, x

i3
, ..., x

iM
}

L
i
{x

i
 | β

i
} = , (2)

ãäе P
ij
 — вероятностü правиëüноãо выпоëнения i-ì

испытуеìыì j-ãо заäания; Q
ij
 — вероятностü не-

правиëüноãо выпоëнения i-ì испытуеìыì j-ãо за-
äания теста (2).

Все заäания теста ëокаëüно независиìые, т. е.
при äанноì уровне знаний ответ на кажäое заäа-
ние теста не зависит от резуëüтатов выпоëнения
остаëüных еãо заäаний. Зна÷ение β

i
, при котороì

функöия правäопоäобия äостиãает ìаксиìуìа,
приниìаþт в ка÷естве объективной оöенки β

i 
и на-

зываþт оöенкой наибоëüøеãо правäопоäобия. Так
как функöии L

i
 и lnL

i
 äостиãаþт ìаксиìуìа при

оäноì и тоì же зна÷ении β
i
, то уäобно ввести в

рассìотрение ëоãарифìи÷ескуþ функöиþ правäо-
поäобия

lnL
i
{x

i
 | β

i
} = {x

ij
lnP

ij
 + (1 – x

ij
)lnQ

ij
}.

Анаëоãи÷ная функöия

lnL
j
{x

j
 | δ

j
} = {x

ij
lnP

ij
 + (1 – x

ij
)lnQ

ij
}

составëяется äëя вы÷исëения оöенок наибоëüøеãо
правäопоäобия параìетра δ

j
, j = 1, 2, …, M.

Систеìа уравнений äëя опреäеëения оöенок
уровня знаний в ãруппе из N испытуеìых и уровня
труäности M заäаний теста иìеет виä:

ãäе i = 1, 2, ..., N, j = 1, 2, ..., M.

3.2. Îöåíêà ëàòåíòíûõ ïåðåìåííûõ
ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

При испоëüзовании МНК параìетры β
i
 и δ

j

ìоäеëи изìерения ëатентных переìенных выби-
раþтся так, ÷тобы суììа кваäратов откëонений
вероятностей, поëу÷енных на основе ìоäеëи Ра-
øа (1), от эìпири÷еских äанных x

ij
 быëа ìини-

ìаëüной.

Такиì образоì, заäа÷а оöенивания параìетров
ìоäеëи своäится к ìиниìизаöии суììы кваäратов
откëонений:

S(β
i
, δ

j
) = (p

ij
 – x

ij
)2 =

=  → min.

Основное преиìущество МНК состоит в тоì,
÷то вìесто äихотоìи÷еских äанных х

ij
 ìожно ис-

поëüзоватü не÷еткое ìножество х
ij
, зна÷ения эëе-

ìентов котороãо варüируþтся непрерывно от 0 äо 1.
Это позвоëит приìенятü ìоäеëü äëя изìерения ëа-
тентных переìенных, инäикаторные переìенные
которых оöениваþтся на непрерывных коëи÷ест-
венных øкаëах.

Еще оäно неìаëоважное преиìущество этой
ìоäеëи закëþ÷ается в тоì, ÷то преäëаãаеìый ìе-
тоä оöенивания параìетров ìоäеëи зна÷итеëüно
расøиряет инструìентаëüные возìожности äëя по-
ëу÷ения оöенок ëатентной переìенной. Так, при
приìенении ìетоäа ìаксиìаëüноãо правäопоäо-
бия необхоäиìо спеöиаëизированное проãраì-
ìное обеспе÷ение (ИЛП, RUMM, WINSTEP), ко-
тороãо нет в свобоäноì äоступе [21, 22]. Приìене-
ние же МНК преäставëяет собой кëасси÷ескуþ
заäа÷у неëинейноãо проãраììирования. Эту заäа-
÷у ìожно реøитü в среäе MS Excel, боëее äоступ-
ной, ÷еì спеöиаëизированное проãраììное обес-
пе÷ение.

j 1=

M

∏ Pij

xij
Qij

1 xij–

j 1=

M

∑

i 1=

N

∑

Li xi βi{ }ln∂

βi∂
--------------------------------- 0,=

Lj xj δj{ }ln∂

δj∂
-------------------------------- 0,=

⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

i 1=

N

∑
j 1=

M

∑

i 1=

N

∑
j 1=

M

∑
e
βi δj–

1 e
βi δ j–

+
----------------------- xij–

⎝ ⎠
⎜ ⎟
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4. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

Оöенки ëатентной переìенной, поëу÷енные с

поìощüþ ММП и МНК, привеäены в табë. 2, ãäе

 — уровенü поäãотовëенности i-ãо испытуеìоãо,

который испоëüзоваëся при ãенерировании ìат-

риöы резуëüтатов тестирования;  — оöенка уров-

ня поäãотовëенности i-ãо испытуеìоãо; Δ
i 
— абсо-

ëþтное откëонение оöенки уровня поäãотовëен-

ности от истинноãо зна÷ения, испоëüзуеìоãо при

ãенерировании; SE — среäнекваäрати÷еская оøиб-

ка вы÷исëения оöенки уровня поäãотовëенности

испытуеìоãо.

Таблица 2

Îöåíêè ëàòåíòíîé ïåðåìåííîé ìåòîäàìè ÌÏ è ÌÍÊ áåç ïðîïóñêîâ è ñ ïðîïóñêàìè äàííûõ

№
п/п

Тесто-
вый баëë

ММП (без пропусков) МНК (без пропусков) ММП (с пропускаìи) МНК (с пропускаìи)

Δ
i SE Δ

i SE Δ
i SE Δ

i SE

1 –4,00 4 –3,77 0,23 0,70 –3,64 0,36 0,68 –4,02 0,02 0,74 –2,35 1,65 0,59

2 –4,00 3 –4,27 0,27 0,76 –3,80 0,20 0,69 –4,55 0,55 0,79 –2,61 1,39 0,60

3 –3,58 5 –3,31 0,27 0,67 –2,92 0,66 0,63 –3,43 0,15 0,70 –2,22 1,36 0,58

4 –3,58 3 –4,27 0,69 0,76 –3,67 0,09 0,68 –5,08 1,50 0,84 –2,86 0,71 0,62

5 –3,16 5 –3,31 0,16 0,67 –2,87 0,29 0,63 –4,08 0,92 0,75 –2,61 0,55 0,60

6 –3,16 8 –2,13 1,03 0,60 –1,98 1,18 0,58 –1,87 1,29 0,61 –0,80 2,36 0,53

7 –2,74 7 –2,50 0,24 0,62 –2,26 0,48 0,60 –2,39 0,35 0,64 –1,70 1,03 0,56

8 –2,74 6 –2,89 0,16 0,64 –2,46 0,27 0,61 –3,37 0,63 0,70 –2,09 0,65 0,57

9 –2,32 8 –2,13 0,18 0,60 –2,16 0,16 0,59 –2,13 0,19 0,62 –1,45 0,87 0,55

10 –2,32 6 –2,89 0,58 0,64 –2,54 0,22 0,61 –3,02 0,70 0,68 –2,22 0,10 0,58

11 –1,90 8 –2,13 0,24 0,60 –2,18 0,29 0,59 –1,79 0,11 0,60 –1,32 0,58 0,54

12 –1,90 5 –3,31 1,42 0,67 –3,12 1,23 0,64 –3,50 1,60 0,71 –2,09 0,20 0,57

13 –1,47 9 –1,78 0,31 0,59 –1,99 0,51 0,59 –2,13 0,66 0,62 –1,32 0,16 0,54

14 –1,47 10 –1,45 0,03 0,58 –1,19 0,28 0,55 –1,09 0,39 0,57 –0,80 0,67 0,53

15 –1,05 11 –1,13 0,07 0,56 –0,99 0,06 0,55 –1,12 0,07 0,57 –0,80 0,25 0,53

16 –1,05 8 –2,13 1,08 0,60 –1,77 0,71 0,58 –2,42 1,37 0,64 –1,83 0,78 0,56

17 –0,63 15 0,07 0,70 0,54 0,07 0,70 0,53 0,10 0,73 0,55 0,10 0,74 0,52

18 –0,63 14 –0,22 0,41 0,54 –0,09 0,54 0,53 0,36 0,99 0,55 0,49 1,12 0,53

19 –0,21 14 –0,22 0,01 0,54 –0,30 0,09 0,53 –0,19 0,02 0,55 0,10 0,31 0,52

20 –0,21 16 0,36 0,57 0,54 0,37 0,58 0,53 0,17 0,38 0,55 –0,03 0,19 0,52

21 0,21 17 0,65 0,43 0,54 0,98 0,77 0,53 0,82 0,61 0,55 0,49 0,28 0,53

22 0,21 19 1,23 1,02 0,55 1,02 0,81 0,53 1,28 1,06 0,56 0,75 0,54 0,53

23 0,63 18 0,94 0,30 0,54 1,00 0,37 0,53 0,95 0,32 0,55 0,75 0,12 0,53

24 0,63 18 0,94 0,30 0,54 1,03 0,39 0,53 1,19 0,56 0,56 0,88 0,25 0,54

25 1,05 19 1,23 0,18 0,55 1,22 0,16 0,54 1,16 0,11 0,56 0,62 0,43 0,53

26 1,05 18 0,94 0,12 0,54 1,02 0,03 0,53 1,48 0,43 0,56 0,75 0,30 0,53

27 1,47 19 1,23 0,24 0,55 1,13 0,35 0,53 1,65 0,18 0,57 1,14 0,34 0,54

28 1,47 20 1,53 0,06 0,56 1,36 0,12 0,54 1,63 0,15 0,57 1,52 0,05 0,55

29 1,90 20 1,53 0,36 0,56 1,37 0,52 0,54 1,57 0,33 0,57 1,14 0,76 0,54

30 1,90 20 1,53 0,36 0,56 1,27 0,63 0,54 1,61 0,28 0,57 1,26 0,63 0,54

31 2,32 26 3,69 1,37 0,68 4,09 1,78 0,73 3,16 0,84 0,64 2,43 0,11 0,58

32 2,32 22 2,17 0,15 0,58 2,13 0,18 0,56 2,49 0,17 0,61 1,91 0,41 0,56

33 2,74 25 3,26 0,53 0,65 2,84 0,11 0,60 3,41 0,67 0,66 2,43 0,31 0,58

34 2,74 25 3,26 0,53 0,65 3,17 0,43 0,62 3,85 1,11 0,69 2,55 0,18 0,59

35 3,16 28 4,69 1,53 0,84 4,09 0,94 0,73 4,63 1,48 0,78 3,07 0,09 0,62

36 3,16 26 3,69 0,53 0,68 3,76 0,61 0,68 3,53 0,38 0,67 2,43 0,73 0,58

37 3,58 27 4,15 0,57 0,74 3,55 0,03 0,66 4,38 0,80 0,75 3,07 0,51 0,62

38 3,58 26 3,69 0,11 0,68 3,15 0,43 0,62 3,88 0,30 0,70 2,81 0,77 0,60

39 4,00 26 3,69 0,32 0,68 3,14 0,86 0,62 3,88 0,12 0,70 2,68 1,32 0,60

40 4,00 28 4,69 0,69 0,84 4,03 0,03 0,72 4,90 0,90 0,82 2,94 1,06 0,61

β
i
*

β
i

^ β
i

^ β
i

^ β
i

^

βi
*

βˆ i
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4.1. Ïðàêòè÷åñêàÿ îöåíêà äîñòàòî÷íîñòè
òåñòîâîãî áàëëà ïî ÌÍÊ

Достато÷ностü тестовоãо баëëа с практи÷еской
то÷ки зрения опреäеëяется на основе корреëяöии
тестовоãо баëëа с оöенкаìи ëатентной переìен-
ной. Резуëüтаты корреëяöионноãо анаëиза приве-
äены в табë. 3.

Коэффиöиенты корреëяöии показываþт, ÷то
все виäы оöенок уровня поäãотовëенности (ММП
и МНК, без пропусков и при наëи÷ии пропусков)
äостато÷но хороøо корреëируþт с тестовыì баë-
ëоì. Такиì образоì, поëу÷енные резуëüтаты сви-
äетеëüствуþт о тоì, ÷то äëя поëу÷ения оöенок ëа-
тентной переìенной ìожно приìенятü МНК.
Оäнако необхоäиìо рассìотретü и то÷ностü поëу-
÷аеìых оöенок.

4.2. Ñðàâíåíèå àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ 
îöåíîê ëàòåíòíîé ïåðåìåííîé, 

ïîëó÷åííûõ ïî ÌÌÏ è ÌÍÊ

Абсоëþтная поãреøностü вы÷исëения оöенок
ëатентной переìенной äëя i-ãо испытуеìоãо оп-
реäеëяется на основе их бëизости к соответству-
þщиì зна÷енияì в иìитаöионноì экспериìенте:

Δ
i
 = |  – |,  — оöенка ëатентной переìенной

äëя i-ãо испытуеìоãо;  — истинное зна÷ение ëа-

тентной переìенной äëя i-ãо испытуеìоãо, кото-
рое испоëüзоваëосü äëя ãенерирования ìатриöы
тестирования.

Дëя опреäеëения бëизости оöенок параìетров
ìоäеëи, поëу÷енных обоиìи ìетоäаìи, к истин-
ныì зна÷енияì провеäен трехфакторный äиспер-
сионный анаëиз (табë. 4). Анаëизироваëосü вëия-
ние факторов:

— фактор А — ìетоä вы÷исëения оöенок, варü-
ируется на äвух уровнях (ММП и МНК);

— фактор В — варüируется на äвух уровнях —
отсутствие иëи наëи÷ие (10 %) пропусков в ìатри-
öе äанных;

— фактор С — ÷исëо уровней, на которых ва-
рüируется ëатентная переìенная (в äанноì экспе-
риìенте 20).

Проинтерпретируеì резуëüтаты, привеäенные в
табë. 4.

Фактор А незна÷иì — в среäнеì по всеì уров-
няì остаëüных факторов нет статисти÷ески зна÷и-
ìоãо разëи÷ия по абсоëþтной оøибке вы÷исëения
оöенок ëатентной переìенной ìежäу обоиìи ìето-
äаìи; эìпири÷еский уровенü зна÷иìости p = 0,780,
÷то зна÷итеëüно превыøает ноìинаëüный уровенü
зна÷иìости, равный 0,05. Среäние зна÷ения абсо-
ëþтных оøибок по обоиì ìетоäаì привеäены в
табë. 5.

Таблица 3

Êîýôôèöèåíòû êîððåëÿöèè òåñòîâîãî áàëëà ñ îöåíêàìè ÌÌÏ è ÌÍÊ áåç ïðîïóñêîâ è ñ ïðîïóñêàìè äàííûõ

Тестовый баëë
ММП

(без пропусков)
ММП

(с пропускаìи)
МНК

(без пропусков)
МНК

(с пропускаìи)

Тестовый баëë 1,000 0,998 0,989 0,996 0,994

ММП (без пропусков) 0,998 1,000 0,995 0,996 0,992

ММП (с пропускаìи) 0,989 0,995 1,000 0,989 0,994

МНК (без пропусков) 0,996 0,996 0,989 1,000 0,987

МНК (с пропускаìи) 0,994 0,992 0,994 0,987 1,000

βˆ i βi
* βˆ i

βi
*

Таблица 4

Ðåçóëüòàòû äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè 
îöåíîê óðîâíÿ ïîäãîòîâëåííîñòè èñïûòóåìûõ

Исто÷-
ник äис-
персии

Суììа 
кваä-
ратов

Степе-
ни сво-
боäы

Среä-
ний 

кваäрат

F-ста-
тис-
тика

р

А 0,023 1 0,023 0,079 0,780

В 0,025 1 0,025 0,086 0,771

С 938,880 19 49,415 167,319 Менее 
0,001

АВ 0,003 1 0,003 0,011 0,918

АС 14,862 19 0,782 2,649 0,001

ВС 3,304 19 0,174 0,589 0,904

АВС 5,689 19 0,299 1,014 0,455

Оøибка 23,627 80 0,295 — —

Всеãо 986,413 159 — — —

Таблица 5

Àáñîëþòíûå îøèáêè èçìåðåíèé

Метоä 
изìе-
рения

Среä-
нее зна-
÷ение

Объеì 
вы-

борки

Стан-
äартная 
оøибка

95%-й äоверитеëü-
ный интерваë

Нижняя
ãраниöа

Верхняя
ãраниöа

ММП 0,140 80 0,066 0,010 0,269

МНК 0,164 80 0,066 0,034 0,293
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Фактор В незна÷иì, это свиäетеëüствует о тоì,
÷то в среäнеì по всеì уровняì остаëüных факто-
ров наëи÷ие пропусков, в объеìе 10 % от общеãо
÷исëа äанных, статисти÷ески зна÷иìо не вëияет на
то÷ностü вы÷исëения оöенок (p = 0,771). Абсоëþт-

ные оøибки изìерения в зависиìости от наëи÷ия
пропусков в среäнеì äëя уровней всех остаëüных
факторов привеäены в табë. 6.

Фактор С зна÷иì (p < 0,001). Это озна÷ает, ÷то
абсоëþтная оøибка изìерения ëатентной переìен-
ной в среäнеì äëя всех уровней факторов А и В
зависит от ìестопоëожения ëатентной переìен-
ной. Поскоëüку естü зна÷иìые взаиìоäействия
факторов, инфорìаöии о зна÷иìости факторов А
и С неäостато÷но. Необхоäиìо рассìотретü взаи-
ìоäействие факторов.

Из всех взаиìоäействий зна÷иìо тоëüко взаи-
ìоäействие факторов А и С (на о÷енü высокоì
уровне зна÷иìости p < 0,001. Это озна÷ает, ÷то аб-
соëþтная оøибка изìерения ëатентной переìен-
ной зависит как от ее ìестопоëожения на øкаëе,
так и от приìеняеìоãо ìетоäа. Этот эффект иëëþс-
трируется на рис. 1, ãäе по оси абсöисс отëожены
ìоäеëируеìые зна÷ения уровня поäãотовëенности
испытуеìых, а по оси орäинат поëу÷енные оöенки
этих уровней. Дëя боëüøей наãëяäности на этоì
рисунке преäставëены оöенки то÷ности вы÷исëе-
ния ëатентной переìенной не тоëüко в зависиìос-
ти от ее ìестопоëожения на øкаëе, но и от ìетоäа
вы÷исëения оöенок и наëи÷ия пропусков äанных.
Как виäно из рис. 1, по краяì øкаëы откëонения
оöенок от истинных (ìоäеëируеìых) зна÷ений
боëüøе, ÷еì в сереäине øкаëы. Кроìе тоãо, откëо-
нения оöенок, поëу÷енных по ММП и МНК раз-
ëи÷ны, об этоì и свиäетеëüствует взаиìоäействие
факторов.

Поскоëüку фактор А явëяется незна÷иìыì, то
разëи÷иеì в разности оöенок по ММП и МНК
ìожно пренебре÷ü.

Важно сравнение рассìатриваеìых ìетоäов по
то÷ности вы÷исëения саìих оöенок уровня поäãо-
товëенности испытуеìых.

Рис. 1. Эффект взаимодействия факторов А и С

Рис. 2. Среднеквадратическая ошибка измерения (SE ) уровня
подготовленности испытуемых в зависимости от метода получе-
ния оценок параметров модели Раша и наличия пропусков

Таблица 6

Àáñîëþòíûå îøèáêè èçìåðåíèé
â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ ïðîïóñêîâ

Наëи÷ие/ 
отсутст-
вие про-
пусков

Среä-
нее 
зна-

÷ение

Объеì 
выбор-

ки

Стан-
äартная 
оøибка

95%-й
äоверитеëüный 

интерваë

Ниж-
няя

ãрани-
öа

Верх-
няя

ãрани-
öа

Без про-
пусков

0,139 80 0,061 0,018 0,260

С пропу-
скаìи

0,164 80 0,061 0,043 0,285
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4.3. Ñðàâíåíèå îöåíîê ëàòåíòíîé ïåðåìåííîé
ïî òî÷íîñòè èõ âû÷èñëåíèÿ

То÷ностü вы÷исëения оöенок важна при прак-
ти÷ескоì приìенении резуëüтатов изìерения. То÷-
ностü оöенок ëатентной переìенной äëя äихото-
ìи÷еской ìоäеëи Раøа вы÷исëяется как

SE
i
 = 1/ ,

ãäе P
ij
 — вероятностü правиëüноãо выпоëнения i-ì

испытуеìыì j-ãо заäания.
В öеëях наãëяäности на рис. 2 преäставëены

оöенки то÷ности вы÷исëения уровня поäãотовëен-
ности испытуеìых по обоиì ìетоäаì при наëи÷ии
и отсутствии пропусков.

Дëя анаëиза то÷ности вы÷исëения оöенок (SE)
обоиìи ìетоäаìи провеäен äисперсионный ана-
ëиз на основе поëной ìоäеëи трехфакторноãо эк-
спериìента (табë. 7). Анаëизируется вëияние тех
же факторов, ÷то и в преäыäущеì сëу÷ае, оäнако
зäесü фактор А зна÷иìый (p < 0,001). Это озна÷ает,
÷то то÷ностü вы÷исëения оöенок зависит от ìето-
äа (табë. 8). Как и сëеäоваëо ожиäатü, в среäнеì по
уровняì всех остаëüных факторов то÷ностü вы÷ис-
ëения оöенок по МНК ìенüøе, ÷еì по ММП.

Фактор С также зна÷иìый (p < 0,001). Это хо-
роøо виäно на рис. 2, ãäе среäнекваäрати÷еская
оøибка оöенки существенно зависит от зна÷е-
ния ëатентной переìенной. Среäнекваäрати÷ес-
кая оøибка наиìенüøая в сереäине интерваëа
варüирования и увеëи÷ивается по ìере уäаëения
от неãо.

Фактор В незна÷иìый (p < 0,231), но äëя на-
ãëяäности в табë. 9 привеäены среäнекваäрати-
÷еские оøибки без пропусков и при наëи÷ии
пропусков äанных в среäнеì äëя всех уровней
остаëüных факторов. Виäно, ÷то при наëи÷ии про-
пусков среäнекваäрати÷еская оøибка (SE) не-
скоëüко боëüøе.

Преäставëяет интерес эффект зна÷иìоãо взаи-
ìоäействия факторов А и В, т. е. зависиìости среä-
некваäрати÷еской оøибки (SE) от ìетоäа вы÷ис-
ëения оöенок и наëи÷ия пропущенных äанных
(p < 0,001). Он объясняется теì, ÷то среäнекваä-
рати÷еская оøибка вы÷исëения оöенок по МНК
всеãäа ìенüøе, ÷еì по ММП. Это вызвано теì, ÷то
при испоëüзовании МНК нет оãрани÷ения на то,
÷то испытуеìые с оäинаковыì тестовыì баëëоì
äоëжны поëу÷итü оäинаковые оöенки. Поэтоìу
оöенки поëу÷аþтся боëее то÷ныìи.

5. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ ÏÎËÓ×ÅÍÍÛÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Провеäенное иссëеäование показывает, ÷то äëя
вы÷исëения оöенок параìетров äихотоìи÷еской
ìоäеëи Раøа ìожно приìенятü МНК. Дëя выбран-
ной схеìы экспериìента разëи÷ие ìежäу оöенка-
ìи, поëу÷енныìи äвуìя ìетоäаìи (ММП и МНК)
практи÷ески несущественно.

Pij 1 Pij–( )
j 1=

M

∑

Таблица 7

Ðåçóëüòàòû äèñïåðñèîííîãî àíàëèçà òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ 
îöåíîê óðîâíÿ ïîäãîòîâëåííîñòè èñïûòóåìûõ

Исто÷-
ник äис-
персии

Суììа 
кваäра-

тов

Степе-
ни сво-
боäы

Среä-
ний 

кваäрат

F-ста-
тистика

р

А 0,195 1 0,195 102,834 Менее 
0,001

В 0,003 1 0,003 1,458 0,231

С 0,557 19 0,029 15,482 Менее 
0,001

АВ 0,069 1 0,069 36,434 Менее 
0,001

АС 0,055 19 0,003 1,539 0,094

ВС 0,015 19 0,001 0,412 0,984

АВС 0,020 19 0,001 0,559 0,924

Оøибка 0,152 80 0,002 — —

Всеãо 1,066 159 — — —

Таблица 8

Àáñîëþòíûå îøèáêè èçìåðåíèé

Метоä 
изìе-
рения

Среä-
нее зна-
÷ение

Объеì 
вы-

борки

Стан-
äартная 
оøибка

95%-й 
äоверитеëüный 

интерваë

Нижняя
ãраниöа

Верхняя
ãраниöа

ММП 0,648 80 0,005 0,639 0,658

МНК 0,578 80 0,005 0,569 0,588

Таблица 9

Àáñîëþòíûå îøèáêè èçìåðåíèé
â çàâèñèìîñòè îò íàëè÷èÿ ïðîïóñêîâ

Наëи÷ие/ 
отсутст-
вие про-
пусков

Среä-
нее 

зна÷е-
ние

Объеì 
вы-

борки

Стан-
äарт-
ная 

оøибка

95%-й
äоверитеëüный 

интерваë

Нижняя
ãраниöа

Верхняя
ãраниöа

Без про-
пусков

0,609 80 0,005 0,600 0,619

С пропу-
скаìи

0,617 80 0,005 0,608 0,627
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Даëüнейøее иссëеäование приìениìости МНК
öеëесообразно вести по äвуì направëенияì:

— опреäеëитü ãраниöы приìениìости МНК в
зависиìости об ÷исëа испытуеìых, ÷исëа инäика-
торов (тестовых заäаний), объеìа пропущенных
äанных и оãрани÷ений на оöенки МНК;

— второе, наверное, наибоëее важное направëе-
ние, это сравнение оöенок, поëу÷енных по ММП и
МНК, äëя поëитоìи÷еских äанных. Это позвоëит
опреäеëитü возìожностü поëу÷ения äостато÷но
то÷ных оöенок параìетров ìоäеëи Раøа äëя не-
прерывных коëи÷ественных инäикаторов.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ 

В раìках иìитаöионноãо ìоäеëирования сãене-
рирована ìатриöа äанных на основе äихотоìи÷ес-
кой ìоäеëи Раøа, по которыì вы÷исëены пара-
ìетры ìоäеëи Раøа ìетоäоì ìаксиìаëüноãо прав-
äопоäобия и ìетоäоì наиìенüøих кваäратов.

Рассìотрена спеöифика оöенок, поëу÷аеìых
этиìи ìетоäаìи. Как и сëеäоваëо ожиäатü, оöенки
параìетров ìоäеëи на основе МНК бëиже к сãе-
нерированныì äанныì, поскоëüку нет оãрани÷е-
ния на то, ÷то оöенки испытуеìых äоëжны бытü
оäни и те же в сëу÷ае оäинаковоãо тестовоãо баëëа.

Опреäеëено вëияние пропуска äанных в сãене-
рированных äанных на то÷ностü вы÷исëения оöе-
нок параìетров ìоäеëи Раøа.
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Ç.Ã. Ðóäåíêî

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Оäна из заäа÷ проöесса стратеãи÷ескоãо пëани-
рования закëþ÷ается в разработке инвестиöион-
ной стратеãии, опреäеëяþщей äоëãосро÷ные ин-
вестиöионные öеëи äеятеëüности преäприятия и
ìеханизìы реаëизаöии öеëей с у÷етоì возìожных
изìенений внеøней и внутренней среäы. Инвес-
тиöионная стратеãия устанавëивает приоритеты
направëений и форìы инвестиöионной äеятеëü-
ности, характер форìирования инвестиöионных
ресурсов и посëеäоватеëüностü этапов реаëиза-
öии äоëãосро÷ных инвестиöионных öеëей, ãрани-
öы возìожной инвестиöионной активности орãа-
низаöии и форìаëизованнуþ систеìу критериев,
по которыì осуществëяþтся пëанирование, реаëи-
заöия и оöенка инвестиöионной äеятеëüности [1].
Эффективная реаëизаöия инвестиöионной страте-
ãии — оäин из кëþ÷евых факторов успеøноãо раз-
вития преäприятия, который в äоëãосро÷ной пер-
спективе обеспе÷ивает äостижение поставëенных
стратеãи÷еских öеëей. Инструìентоì реаëизаöии
инвестиöионной стратеãии сëужит форìирование
инвестиöионной проãраììы, которая состоит из
совокупности проектов, обëаäаþщих опреäеëен-
ныìи характеристикаìи: описание объектов инвес-
тирования, объеìы требуеìоãо финансирования
и необхоäиìых ресурсов, преäпоëаãаеìые резуëü-
таты реаëизаöии. В сиëу существования бþäжет-
ных и ресурсных оãрани÷ений появëяется необхо-
äиìостü реøатü заäа÷у преäваритеëüноãо выбора
проектов в öеëях форìирования оптиìаëüной ин-
вестиöионной проãраììы. Допоëнитеëüная сëож-
ностü äанной заäа÷и закëþ÷ается в тоì, ÷то на
практике инвестиöионные проекты не явëяþтся
независиìыìи, а оказываþт вëияние äруã на äру-
ãа. В зависиìости от характеристик проектов и
оказываеìоãо вëияния ìоãут бытü выäеëены сëе-
äуþщие типы взаиìозависиìости.

Зависимость по эффекту набëþäается при уве-
ëи÷ении иëи уìенüøении итоãовоãо резуëüтата
реаëизаöии нескоëüких проектов относитеëüно
суììы эффектов кажäоãо проекта в отäеëüности.
В öеëях иëëþстраöии рассìотриì äва проекта по
выпуску новоãо товара на рынок. Есëи товары
коìпëеìентарные, то объеì общих проäаж превы-
сит суììу инäивиäуаëüных проäаж кажäоãо това-
ра. Обратная ситуаöия набëþäается у взаиìоза-
ìеняеìых товаров, оäновреìенный выпуск кото-
рых уìенüøает суììарный объеì инäивиäуаëüных
проäаж.

Зависимость по ресурсам существует у проек-
тов, оäновреìенная реаëизаöия которых ìожет
уìенüøитü разìер требуеìых ресурсов. Приìероì
сëужит иссëеäоватеëüские проекты, выпоëняеìые
на оäноì ëабораторноì оборуäовании, расхоäы
на приобретение котороãо ìоãут бытü разäеëены
ìежäу проектаìи.

Технологическая зависимость набëþäается при
необхоäиìости оäновреìенноãо выпоëнения не-
скоëüких проектов иëи взаиìноãо искëþ÷ения
проектов по техноëоãи÷ескиì требованияì. Оä-
ниì из сëу÷аев техноëоãи÷еской зависиìости яв-
ëяþтся рекоìенäатеëüные зависиìости, при нару-
øении которых ìоãут изìенятüся первона÷аëüные
характеристики проектов (проäоëжитеëüностü ра-
бот, затраты, эффект).

Заäа÷а форìирования портфеëя взаиìозависи-
ìых проектов рассìотрена ряäоì зарубежных ав-
торов. В работе [2] проанаëизирована взаиìозави-
сиìостü ìежäу ИТ-проектаìи и разработана ìо-
äеëü оптиìизаöии распреäеëения ресурсов ìежäу
зависиìыìи проектаìи в раìках разработки ИТ
систеìы. Автораìи работы [3] рассìотрена заäа÷а
управëения иссëеäоватеëüскиìи проектаìи в про-
öессе трансфорìаöии нау÷ной иäеи в коне÷ный
проäукт и изëожен поäхоä к описаниþ зависиìос-
ти по ресурсаì, техноëоãи÷еской зависиìости и

Рассìотрена заäа÷а форìирования оптиìаëüноãо портфеëя инвестиöионных проектов,

взаиìозависиìых по эффекту. Преäëожен аëãоритì нахожäения оптиìаëüноãо реøения

заäа÷и, основанный на приìенении ìетоäа сетевоãо проãраììирования. На приìере

рассìотрена работа преäëоженноãо аëãоритìа.

Ключевые слова: ìатеìати÷еское проãраììирование, управëение портфеëеì проектов, взаиìоза-
висиìые проекты.
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вëияния фактора бизнес-среäы, отражаþщеãо воз-
äействие изìенения рыно÷ных усëовий на распре-
äеëение ресурсов ìежäу проектаìи. Поäхоä осно-
ван на приìенении ìетоäа тест-кейсов в совокуп-
ности с ìетрикой DEA, оöениваþщей показатеëи
выпоëнения проекта. В работе [4] иссëеäован про-
öесс отбора проектов при созäании саìоëета. В öе-
ëях описания взаиìозависиìостей ìежäу проекта-
ìи ввеäена кваäрати÷ная ìатриöа зависиìостей,
эëеìенты которой отражаþт äохоä проекта, зави-
сящий от реаëизаöии äруãоãо проекта.

В российской ëитературе вопросы взаиìноãо
вëияния проектов также наøëи отражение в ряäе
пубëикаöий. В работах [5, 6] анаëизируþтся заäа÷и
каëенäарноãо пëанирования проекта, у÷итываþ-
щие поряäок выпоëнения работ проекта. Моäеëü
взаиìоäействия ìежäу инноваöионныìи проек-
таìи, основанная на у÷ете эконоìи÷еских связей
ìежäу проектаìи ÷ерез зависиìостü от общих ре-
сурсов, рассìотрена в пубëикаöии [7]. Заäа÷а оп-
тиìизаöии портфеëя проектов, взаиìозависиìых
по эффекту, и заäа÷а оптиìизаöии проектов с ре-
коìенäатеëüныìи зависиìостяìи — оãрани÷ени-
яìи на поряäок выпоëнения проектов, иссëеäова-
ëисü в работе [8].

В общеì виäе оптиìизаöия портфеëя взаиìо-
зависиìых проектов преäставëяет собой заäа÷у не-
выпукëоãо кваäрати÷ноãо проãраììирования, ко-
торая относится к кëассу NP-труäных [9]. Сущес-
твуþщие поäхоäы к реøениþ заäа÷ кваäрати÷ной
оптиìизаöии ìоãут бытü разäеëены на äве ãруппы:
основанные на ìоäификаöии аëãоритìов реøения
заäа÷ выпукëой оптиìизаöии и первона÷аëüно
разработанные äëя реøения äискретных заäа÷ оп-
тиìизаöии. К первой ãруппе относятся ìетоä вы-
äеëения активных оãрани÷ений [10] и ìетоä поис-
ка внутренней то÷ки [11]. Оба ìетоäа явëяþтся
итераöионныìи и состоят в построении посëеäо-
ватеëüности то÷ек x

k + 1
 = x

k
 + q

k
p

k
, которая схо-

äится к реøениþ исхоäной заäа÷и. Основной не-
äостаток äанных ìетоäов закëþ÷ается в тоì, ÷то
их приìенение ãарантирует нахожäение ëиøü ëо-
каëüноãо оптиìуìа. Дëя поиска ãëобаëüноãо опти-
ìаëüноãо реøения приìеняþтся поäхоäы второй
ãруппы, которые закëþ÷аþтся в построении оöен-
ки сверху äëя исхоäной заäа÷и и ее приìенении в
аäаптированных к непрерывноìу сëу÷аþ ìетоäах
äискретной оптиìизаöии: ìетоä ветвей и ãраниö,
ìетоä отсе÷ений. Среäи существуþщих поäхоäов
к поëу÷ениþ оöенки сверху ìоãут бытü выäеëены
ëинеаризаöия öеëевой функöии [12], ëаãранжева
[13] и поëуопреäеëенная реëаксаöия [14]. Труäно-
сти в приìенении äанных поäхоäов закëþ÷аþтся
в зна÷итеëüноì увеëи÷ении ÷исëа переìенных в
сëу÷ае ëинеаризаöии и необхоäиìости привëе÷е-

ния труäоеìких ìетоäов неäифференöируеìой
оптиìизаöии в сëу÷ае äвух остаëüных поäхоäов.

В настоящей статüе преäëожен аëãоритì на-
хожäения оöенки сверху äëя кваäрати÷ной опти-
ìизаöионной заäа÷и, основанный на приìенении
ìетоäа сетевоãо проãраììирования [15]. Данный
ìетоä первона÷аëüно разрабатываëся äëя реøе-
ния äискретных заäа÷ оптиìизаöии. Показана
возìожностü еãо приìенения äëя реøения непре-
рывной оптиìизаöионной заäа÷и и поëу÷ено äо-
стато÷ное усëовие существования оптиìаëüноãо
реøения оöено÷ной заäа÷и.

1. ÇÀÄÀ×À ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÏÎÐÒÔÅËß 
ÂÇÀÈÌÎÇÀÂÈÑÈÌÛÕ ÏÐÎÅÊÒÎÂ

Рассìотриì n инвестиöионных проектов (вы-
пуск новых проäуктов). Преäпоëожиì, ÷то пара-
ìетры в заäа÷е норìаëизованы. Обозна÷иì x

i
 —

объеì финансирования i-ãо проекта. Заäаны оãра-
ни÷ения:

— ìаксиìаëüный объеì финансирования i-ãо
проекта, опреäеëяеìый возìожностяìи произвоäс-
тва и рыно÷ныì спросоì;

— разìер постоянных затрат на разработку и
освоение i-ãо проекта;

— суììарный объеì финансирования не пре-
выøает зна÷ения С.

Эффект (äохоä) от реаëизаöии i-ãо проекта ра-
вен b

i
x
i
, ãäе b

i
 — рентабеëüностü i-ãо проекта.

Дëя описания взаиìосвязей ìежäу проектаìи
ввеäеì n Ѕ n ìатриöу взаиìозависиìости [a

ij
]. Зна-

÷ение эëеìента a
ij
 ≥ 0 показывает äопоëнитеëüный

эффект, который поëу÷ает проект i от успеøной
реаëизаöии проекта j. Есëи a

ij
 = 0, то эффект от ре-

аëизаöии проекта i не зависит от проекта j. Диаãо-
наëüные эëеìенты ìатриöы a

ii
 равны 0. Такиì об-

разоì, суììарный эффект äëя i-ãо проекта равен

a
ij
, ãäе A — ìножество проектов, принятых к

реаëизаöии.
Заäа÷а форìирования инвестиöионноãо порт-

феëя взаиìозависиìых проектов ìожет бытü запи-
сана в виäе:

  max, (1)

c
i
x
i
 ≤ C, (2)

0 ≤ x
i
 ≤ 1,  i = , (3)

ãäе c
i
 — коэффиöиенты, поëу÷енные в резуëü-

тате норìаëизаöии веëи÷ин x
i
, i = .

j A∈
∑

i j, 1=

n

∑ aijxixj bixi
i 1=

n

∑+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

xi{ } i, 1 n,=

i 1=

n

∑

1 n,

1 n,
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Дëя приìенения ìетоäа сетевоãо проãраììи-
рования преäставиì эëеìенты a

ij
 в виäе суììы u

ij

и v
ij
:

a
ij
 = u

ij
 + v

ij
;  i, j = . (4)

Есëи выпоëняется усëовие (3), то относитеëüно
параìетров u

ij
 и v

ij
 справеäëиво неравенство:

a
ij
x
i
x
j
 ≤ u

ij
x
i
 + v

ij
x
j
;  i, j = , (5)

которое сëеäует из тоãо, ÷то

u
ij
x
i
x
j
 ≤ u

ij
x
i
, v

ij
x
i
x
j
 ≤ v

ij
x
j
 при 0 ≤ x

i
 ≤ 1, i, j = .

У÷итывая соотноøение (5), запиøеì заäа÷у ëи-
нейноãо проãраììирования, реøение которой яв-
ëяется оöенкой сверху äëя исхоäной заäа÷и:

x
i

, (6)

c
i
x
i
 ≤ C, (7)

0 ≤ x
i
 ≤ 1,  i = . (8)

Дëя нахожäения то÷ноãо оптиìаëüноãо реøе-
ния заäа÷и (6)—(8) ìожет бытü приìенен «жаäный
аëãоритì», закëþ÷аþщийся в выборе проектов c
ìаксиìаëüныì отноøениеì эффекта к затратаì
[5]. Дëя этоãо упоряäо÷иì x

i
 по убываниþ äанноãо

отноøения (относитеëüноãо эффекта):

[(u
ij
 + v

ji
) + b

i
]. (9)

Пустü первые k зна÷ений x
i
, уäовëетворяþщие

неравенству (7), равны 1, а остаëüные n — k зна-
÷ений — 0 (форìаëüно k-е зна÷ение ìожет поëу-
÷итüся ìенüøе 1, но поскоëüку реøается заäа÷а
поëу÷ения оöенки сверху, то оно окруãëяется äо 1).
Тоãäа в оптиìаëüноì реøении зна÷ение öеëевой
функöии (6) явëяется оöенкой сверху äëя исхоä-
ной заäа÷и (1)—(3) и равно

. (10)

Поставиì заäа÷у выбора параìетров u
ij
 и v

ij
, ìи-

ниìизируþт поëу÷еннуþ оöенку:

  min, (11)

a
ij
 = u

ij
 + v

ij
, i, j = . (12)

Заäа÷а (10) — (12) явëяется обобщенной äвойс-
твенной äëя исхоäной заäа÷и, и в работе [15] по-
казано, ÷то она выпукëая. Опреäеëиì äостато÷ное

усëовие существования оптиìаëüноãо реøения
äанной заäа÷и.

Утверждение. Если существуют значения u
ij
 и v

ij
,

i, j = , удовлетворяющие условию (12), при ко-

торых выполняются соотношения

 = ,

i, j = , (13)

то данные значения являются оптимальным решени-
ем задачи (10)—(12).

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Ввеäеì обозна÷ение:

(u
ij
 + v

ji
) + b

i
 = s

i
.

Преäпоëожиì, ÷то в оптиìаëüноì реøении заäа÷и
(6)—(8) существует проект, относитеëüный эффект ко-
тороãо на δ превосхоäит эффект p от кажäоãо из остаëü-
ных n – 1 проектов. По резуëüтатаì упоряäо÷ения по от-
ноøениþ (9) äанный проект перейäет на первуþ пози-
öиþ, и в этоì сëу÷ае зна÷ение функöии (10) равно

s
i
 = δc

1
 + pC. (14)

Пустü рассìатриваеìый проект взаиìосвязан с m – 1
проектаìи портфеëя. Поскоëüку у всех проектов, за ис-
кëþ÷ениеì первоãо, оäинаковый относитеëüный эф-
фект p, то не наруøая общности преäпоëожиì, ÷то äан-
ные m – 1 проектов заниìаþт позиöии со второй по m.
Уìенüøиì на небоëüøуþ веëи÷ину относитеëüный эф-
фект (p + δ) первоãо проекта путеì изìенения s

i
 так,

÷тобы эффект первоãо проекта не снизиëся ниже p:

 = r
1
,   = r

i
,  i = ,

Δ
1
 – Δ

i
 = 0, (15)

ãäе r
i
 — относитеëüный эффект, поëу÷енный посëе из-

ìенения s
i
, i = .

Снова упоряäо÷иì проекты по убываниþ отноøения
(9), при этоì рассìатриваеìые m проектов останутся на
первых m позиöиях. Есëи m > k, то зна÷ение функöии
(10) в сиëу соотноøения (15) уìенüøится по сравнениþ
с веëи÷иной (14), ÷то противоре÷ит преäпоëожениþ об
оптиìаëüности исхоäноãо реøения:

s
i
 = δc

1
 – Δ

1
 + ΣΔ

j
 + pC < δc

1
 + pC.

При m ≤ k повториì описанный выøе поäхоä к пе-
рераспреäеëениþ относитеëüноãо эффекта, но уже с äру-
ãиì проектоì. Перераспреäеëение эффекта ìожно про-
воäитü äо тех пор, пока не выпоëнится усëовие (13). ♦

Реøение заäа÷и (6)—(8) ìожет сëужитü в ка÷ес-
тве оöенки сверху äëя поäìножества реøений при
приìенении ìетоäа ветвей и ãраниö. При нахож-
äении реøения заäа÷и (6)—(8), в котороì зна÷е-

1 n,

1 n,

1 n,

max
xi{ }

i 1=

n

∑ uij vji+( ) bi+
j 1=

n

∑

i 1=

n

∑

1 n,

1
ci

----

j 1=

n

∑

i 1=

k

∑ uij vji+( ) bi+
j 1=

n

∑

i 1=

k

∑ uij vji+( ) bi+
j 1=

n

∑
uij vij,{ } i, 1 n,=

1 n,

1 n,

1
ci

---- uij vji+( ) bi+
j 1=

n

∑
1
cj

---- uji vij+( ) bj+
i 1=

n

∑

1 n,

j 1=

n

∑

i 1=

k

∑

s
1

Δ
1

–

c
1

-----------------

si Δi+

ci
--------------- 2 m,

i 2=

m

∑

1 m,

i 1=

k

∑
j 2=

k

∑
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ния öеëевой функöии оöено÷ной и исхоäной заäа÷
совпаäаþт, поëу÷енное реøение явëяется опти-
ìаëüныì реøениеì заäа÷и (1)—(3). Даëее пока-
жеì на приìере работу преäëоженноãо аëãоритìа.

2. ÏÐÈÌÅÐ

Рассìотриì заäа÷у оптиìизаöии:

(7x
1
 + 3x

1
x
2
 + x

1
x
3
 + 4x

2
 + 2x

2
x
3
 + 4x

3
)  max, (16)

x
1
 + x

2
 + x

3
 ≤ 2, (17)

0 ≤ x
1,2,3

 ≤ 1. (18)

Преäставиì коэффиöиенты öеëевой функöии в ви-
äе (4):

u
12

 + v
12

 = 3;  u
13

 + v
13

 = 1;  u
23

 + v
23

 = 2. (19)

Прировняеì коэффиöиенты соãëасно усëовиþ (13):

7 + u
12

 + u
13

 = 4 + v
12

 + u
23

 = 4 + v
13

 + v
23

. (20)

Посëе поäстановки усëовий (19) в выражение (20)
поëу÷иì:

u
12

 = 0, v
12

 = 2, u
13

 = 0,  v
13

 = 1, u
23

 = 0, v
23

 = 2.

Заäа÷а поëу÷ения оöенки сверху (6)—(8) äëя исхоä-
ной заäа÷и:

(7x
1
 + 7x

2
 + 7x

3
)  max, (21)

x
1
 + x

2
 + x

3
 ≤ 1, 0 ≤ x

1,2,3
 ≤ 1. (22)

Оптиìаëüные реøения заäа÷и (21), (22) привеäены в
табëиöе, ãäе f(x) — зна÷ение öеëевой функöии заäа÷и
(21), (22) в оптиìаëüноì реøении, f

0
(x) — зна÷ение öе-

ëевой функöии исхоäной заäа÷и (16)—(18).

Поскоëüку äëя {x
1
 = 1; x

2
 = 1; x

3
 = 0} зна÷ение f(x)

совпаäает с f
0
(x), то äанное реøение явëяется оптиìаëü-

ныì реøениеì исхоäной заäа÷и (16)—(18).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожен аëãоритì реøения заäа÷и оптиìи-
заöии портфеëя инвестиöионных проектов с у÷е-
тоì их взаиìноãо вëияния на итоãовый эффект,
поëу÷аеìый от реаëизаöии сфорìированноãо пор-
тфеëя проектов. Аëãоритì основан на приìенении
ìетоäа сетевоãо проãраììирования к реøениþ за-
äа÷и кваäрати÷ной оптиìизаöии. В ка÷естве пер-

спективных направëений äаëüнейøих иссëеäова-
ний преäставëяþтся:

— разработка аëãоритìа реøения обобщенной
äвойственной заäа÷и;

— приìенение сетевых ìетоäов äëя реøения
заäа÷и форìирования оптиìаëüноãо портфеëя
проектов с у÷етоì наëи÷ия нескоëüких типов вза-
иìозависиìостей.
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ÌÅÒÎÄÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÐÈÑÊÀÌÈ
ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÐÅÊËÀÌÛ Â ÑÌÈ

Ã.À. Øìàòîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Понятие риска øироко употребëяется äëя ре-
øения заäа÷ управëения, обеспе÷ения безопаснос-
ти и стабиëüности в эконоìике, поëитике и äруãих
обëастях ÷еëове÷еской äеятеëüности, поäробнее
сì. работы [1—5] и ссыëки в них. Оно трактуется
весüìа øироко — как вероятность появëения не-
бëаãоприятноãо исхоäа, как невозможность конт-
роëироватü зна÷иìые обстоятеëüства, как поня-
тие, противопоëожное понятиþ надежности и
безопасности и т. п. Поскоëüку понятие риска
весüìа ìноãоãранное, существует ìножество ìе-
тоäов кëассификаöии, у÷ета, оöенки и вы÷исëе-
ния рисков, основанных на ìетоäах теории веро-
ятностей, теории иãр, теории катастроф, а также
на экспертных оöенках. Боëüøой интерес преä-
ставëяет заäа÷а разработки количественных ìето-
äов оöенки рисков, так как вëаäение этиìи ìето-
äаìи позвоëяет не тоëüко предсказывать риски в
той иëи иной обëасти äеятеëüности, но и реøатü
заäа÷и управления и оптимизации рисков.

В настоящей работе изëожены ìетоäы коëи÷ес-
твенной оöенки рисков неэффективноãо разìеще-
ния рекëаìы, базируþщиеся на анаëити÷ескоì
аппарате теории ìеäиапëанирования. Приìене-
ние этих ìетоäов в проöессе разìещения рекëаìы
поìоãает приниìатü реøения в усëовиях неопре-
äеëенности на основе коëи÷ественных вероятнос-
тных оöенок. Метоäы теории ìеäиапëанирования,
развитые в работах [6—8], позвоëяþт количествен-

но и объективно оöениватü риски разìещения рек-
ëаìы в СМИ. Риск разìещения рекëаìы опреäе-
ëяется как вероятностü тоãо, ÷то необхоäиìая äëя
реøения рекëаìной заäа÷и интенсивностü рек-

ëаìноãо возäействия на öеëевуþ ауäиториþ не äо-
стиãается. Объективностü оöенки риска обусëов-
ëена теì обстоятеëüствоì, ÷то риск опреäеëяется
как вероятностü осуществëения небëаãоприятноãо
исхоäа разìещения рекëаìы, которая ìожет бытü
вычислена в зависиìости от параìетров разìеще-
ния — ÷исëа разìещений, параìетров ìеäиа, ин-
тенсивности пëанируеìой рекëаìы и äр. В этой
связи разработка ìетоäов теории ìеäиапëанирова-
ния, с поìощüþ которых ìожно реøатü заäа÷и уп-
равëения рискаìи разìещения рекëаìы в СМИ,
преäставëяется актуаëüной.

1. ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÅÍÍÎÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÐÈÑÊÀ 
ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÐÅÊËÀÌÛ

Опреäеëение риска как вероятности небëаãо-
приятноãо резуëüтата разìещения рекëаìы осно-
вывается на понятии эффективного охвата ауäи-
тории. Опреäеëение этоãо понятия и ìетоäика еãо
вы÷исëения с поìощüþ ìетоäов теории ìеäиапëа-
нирования привеäены в работах [6—8]. Эффектив-
ный охват G

эф
 ауäитории — это, с оäной стороны,

доля ауäитории, поëу÷ивøей эффективное ÷исëо
контактов fэф, с äруãой стороны, вероятность тоãо,

÷то преäставитеëü öеëевой ауäитории поëу÷ит эф-
фективное ÷исëо контактов fэф.

Эффективное ÷исëо (÷астота) контактов fэф за-

äает уровенü интенсивности рекëаìноãо возäейс-
твия, необхоäиìый äëя äостижения поставëенной
цели рекëаìы. Отìетиì, ÷то в теории ìеäиапëа-
нирования терìины «÷астота контактов» и «÷исëо
контактов» употребëяþтся как синониìы. Коëи-
÷ественно эффективная ÷астота fэф равна ÷исëу

рекëаìных контактов, прихоäящихся в среäнеì

Изëожены ìетоäы коëи÷ественной оöенки рисков разìещения рекëаìы в СМИ. Пока-

зано, ÷то приìенение теории ìеäиапëанирования позвоëяет разработатü ìетоäику вы-

÷исëения рисков разìещения рекëаìы, связанных с неäостижениеì необхоäиìой äëя

реøения рекëаìных заäа÷ интенсивности рекëаìноãо возäействия.

Ключевые слова: рекëаìа, риск, ìеäиапëанирование, оптиìизаöия, эффективностü.
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на преäставитеëя öеëевой ауäитории, äостато÷но-
ãо äëя тоãо ÷тобы öеëü рекëаìы (наприìер, запо-
ìинание рекëаìноãо сообщения) быëа äостиãнута.
Зна÷ение эффективной ÷астоты fэф зависит от ря-

äа факторов: öеëи рекëаìы, особенностей öеëевой
ауäитории и СМИ, в которых разìещается рекëа-
ìа, параìетров рекëаìных сообщений (äëитеëü-
ности рекëаìных теëе- и раäиороëиков, разìера
поëосы рекëаìноãо объявëения в прессе) и äруãих
факторов. Эффективная ÷астота f

эф
 нахоäится сëе-

äуþщиìи способаìи: с поìощüþ иссëеäований,
на основе опыта разìещения рекëаìы, а также по
спеöиаëüно разработанныì ìетоäикаì, наприìер,
ìетоäикаì Остроу, Росситера — Перси (поäробнее
сì. в работе [8]).

Риск ρ неэффективноãо разìещения рекëаìы
опреäеëиì как вероятностü тоãо, ÷то сëу÷айно
выбранный преäставитеëü öеëевой ауäитории не
поëу÷ит запëанированное рекëаìоäатеëеì эффек-
тивное ÷исëо контактов f

эф
 с рекëаìой. Тоãäа, ис-

поëüзуя вероятностное опреäеëение эффективно-
ãо охвата ауäитории и опреäеëение риска, приве-
äенные выøе, риск ìожно вы÷исëитü как

ρ = 1 – Gэф, (1)

ãäе G
эф

 — эффективный охват ауäитории.

В общеì сëу÷ае эффективный охват Gэф ìожно

вы÷исëитü, зная спектр охвата g( f ) и функöиþ эф-
фективности контактов E( f ) по форìуëе

G
эф

 = E( f )g( f ). (2)

Зäесü E( f ) — функöия эффективности, описыва-
þщая изìенение эффективности рекëаìных кон-
тактов в окрестности эффективной ÷астоты f

эф
,

g( f ) — функöия спектра охвата, f
max

 — ìаксиìаëü-

но возìожное ÷исëо рекëаìных контактов.

Соãëасно äанныì иссëеäований эффектив-
ности рекëаìы (сì., наприìер, книãу [9, с. 325])
функöиþ эффективности контактов E( f ) ìожно
описатü сëеäуþщиìи ìоäеëяìи:

— функöия E( f ) возрастает с увеëи÷ениеì ÷ас-
тоты f так, ÷то скоростü ее роста ìонотонно убы-
вает;

— функöия E( f ) возрастает с увеëи÷ениеì ÷ас-
тоты в узкоì ÷астотноì интервале эффективности
Δf вбëизи эффективной ÷астоты f

эф
 так, ÷то ско-

ростü ее роста сна÷аëа возрастает, а затеì убывает
(в этоì сëу÷ае ãоворят, ÷то функöия E( f ) иìеет так
называеìый S-образный виä); параìетры функ-
öии эффективности f

эф
 и Δf опреäеëяþтся экспе-

риìентаëüно, исхоäя из реакöии öеëевой ауäито-
рии на рекëаìное возäействие.

Спектр охвата g( f ), как и охват ауäитории, ìож-
но опреäеëитü äвуìя эквиваëентныìи способаìи.
С оäной стороны, g( f ) — это распреäеëение охвата
ауäитории по ÷исëу контактов f, с äруãой стороны
g( f ) — вероятностü тоãо, ÷то преäставитеëü öеëе-
вой ауäитории поëу÷ит ровно f контактов с рек-
ëаìой. Спектр охвата g( f ) вы÷исëяется на основе
бинарной ìоäеëи ауäитории по ìетоäике, изëо-
женной в работах [6—8]. Эта ìетоäика позвоëяет
вы÷исëятü ìоно- и ìуëüтиìеäийные спектры, а
также ìоäеëироватü эффекты синерãии ìуëüтиìе-
äийных контактов.

Спектр охвата g( f ) явëяется функöией параìет-
ров СМИ, в которых разìещается рекëаìа (рей-
тинã, преäеëüный охват, äоëя постоянной ауäито-
рии и вероятностü контактов постоянной ауäи-
тории с ìеäиа), ÷исëа разìещений рекëаìы m

j
 в

кажäоì СМИ, j — ноìер СМИ, j = 1, 2, ..., L; L —
÷исëо СМИ, в которых разìещается рекëаìа.

Даëее изëожены äва способа вы÷исëения рис-
ков, основанные на анаëити÷еских оöенках и ÷ис-
ëенноì ìоäеëировании.

2. ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÀß ÎÖÅÍÊÀ ÐÈÑÊÎÂ 
ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÐÅÊËÀÌÛ

На приìере разìещения рекëаìы в äвух ìеäиа
покажеì возìожностü анаëити÷еской ìиниìиза-
öии рисков разìещения рекëаìы. Сфорìуëируеì
усëовия заäа÷и. Пустü иìеþтся äва ìеäиа (СМИ)
с параìетраìи: рейтинãи кажäоãо СМИ — R

1 
и R

2
,

преäеëüные охваты —  и , стоиìости разìе-
щения рекëаìы в кажäоì СМИ — v

1
 и v

2
.

Заäа÷а ìиниìизаöии риска состоит в нахожäе-
нии оптиìаëüных ÷исеë разìещений рекëаìы в
первоì m

1
 и второì m

2
 СМИ, которые обеспе÷и-

ваþт наиìенüøий риск ρ неэффективноãо разìе-
щения рекëаìы при заданном рекëаìноì бþäжете
V = const.

При вы÷исëении риска буäеì поëаãатü, ÷то эф-
фективная ÷астота f

эф
 = 1. Тоãäа E( f ) = 1, и из вы-

ражений (1) и (2), а также форìуëы (3.12) из ра-
боты [8] сëеäует, ÷то

ρ = 1 – E( f )g( f ) = 1 – g( f ) =

= 1 – G(m
1
, m

2
),

ãäе G(m
1
, m

2
) — охват ауäитории иëи вероятностü

тоãо, ÷то преäставитеëü öеëевой ауäитории иìеë
контакт с рекëаìой при усëовии, ÷то в первоì ìе-

f 1=

f
max

∑

G1
∞

G2
∞

f 1=

f
max

∑
f 1=

f
max

∑
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äиа рекëаìа разìещаëасü m
1
 pаз, а во второì — m

2

раз. Охват ауäитории G(m
1
, m

2
) в усëовиях незави-

сиìоãо обращения к этиì СМИ, как показано в
работе [8], вы÷исëяется по форìуëе G(m

1
, m

2
) =

= G
1
(m

1
) + G

2
(m

2
) – G

1
(m

1
)G

2
(m

2
). С у÷етоì ска-

занноãо риск ρ ìожно преäставитü как функöиþ
÷исëа разìещений m

1
, m

2
:

ρ(m
1
, m

2
) = 1 – G

1
(m

1
) – G

2
(m

2
) +

+ G
1
(m

1
)G

2
(m

2
), (3)

ãäе G
j

 — охваты ауäитории первыì (j = 1) и вторыì

( j = 2) ìеäиа, которые соãëасно форìуëе (13) из
работы [6] явëяþтся функöияìи ÷исеë разìеще-
ния рекëаìы m

j
, рейтинãов ìеäиа R

j
 и их преäеëü-

ных охватов :

G
j
(m

j
) = . (4)

Поскоëüку все параìетры ìеäиа (зäесü — R
j
 и )

фиксированы, риск (3) ìожно рассìатриватü как
функöиþ äвух переìенных ρ = ρ (m

1
, m

2
).

Искëþ÷иì оäну переìеннуþ, наприìер, пере-
ìеннуþ m

2
, испоëüзуя усëовие постоянства рек-

ëаìных затрат v
1
m

1
 + v

2
m

2
 = V = const. Тоãäа функ-

öия риска (4) буäет функöией оäной переìенной
ρ = ρ(m

1
). Приравнивая первуþ произвоäнуþ этой

функöии по m
1
 к нуëþ, поëу÷иì уравнение отно-

ситеëüно крити÷еской то÷ки m
1
, в которой реаëи-

зуется экстреìуì функöии ρ(m
1
):

1 – 1 –  Ѕ

Ѕ ln(1 – R
1
/ ) –

– 1 – 1 –  Ѕ

Ѕ (v
1
/v

2
) ln(1 – R

2
/ ) = 0.

Это уравнение ìожет бытü реøено ÷исëенныìи
ìетоäаìи. Есëи пренебре÷ü сëаãаеìыìи второãо
поряäка ìаëости по произвеäенияì охватов пер-
воãо и второãо СМИ, то äанное уравнение иìеет
прибëиженное анаëити÷еское реøение äëя крити-
÷еской то÷ки m

1
:

m
1
 = ln v

1
lnq

2
/(v

2
ln q

1
) ln , (5)

ãäе q
j
 = 1 – R

j
/ ; j = 1, 2. Вы÷исëяя вторуþ про-

извоäнуþ функöии ρ(m
1
) в то÷ке экстреìуìа, не-

труäно показатü, ÷то найäенная крити÷еская то÷ка
явëяется то÷кой ìиниìуìа.

На рис. 1 показана зависиìостü риска разìеще-
ния рекëаìы от ÷исëа разìещений m

1
, построенная

при зна÷ениях параìетров ìеäиа: R
1
 = 10 %, = 40 %,

R
2
 = 20 %, = 30 % и стоиìостей разìещения:

v
1

= 8 000 руб., v
2
 = 15 000 руб., V = 125 000 руб.

Соãëасно форìуëе (5) при этих зна÷ениях пара-
ìетров ìиниìуì риска äостиãается в тоì сëу÷ае,
есëи m

1
 = 10, m

2
 = 3.

Такиì образоì, провеäена анаëити÷еская ìи-
ниìизаöия риска разìещения рекëаìы в СМИ.
Показано существование ìиниìуìа риска разìе-
щения рекëаìы в зависиìости от ÷исеë разìеще-
ния рекëаìы в СМИ и их параìетров.

3. ×ÈÑËÅÍÍÀß ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈß ÐÈÑÊÎÂ
ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÐÅÊËÀÌÛ

Есëи ÷исëо СМИ, в которых разìещается рек-
ëаìа, боëüøе äвух, то анаëити÷еское нахожäение
ìиниìуìов риска разìещения рекëаìы стано-
вится затруäнитеëüныì ввиäу ãроìозäкости соот-
ветствуþщих вы÷исëений. В этоì сëу÷ае оптиìи-
заöиþ необхоäиìо провоäитü ÷исëенныìи ìетоäа-
ìи. Соãëасно форìуëаì (1) и (2) риск, связанный
с разìещениеì рекëаìы, ìожно преäставитü как
функöиþ ÷исëа разìещений ρ = ρ(m

j
). С÷итая m

j

äействитеëüныìи переìенныìи, преäставиì их в
виäе m

j
 = V

j
/v

j
, ãäе V

j
 — затраты на разìещение рек-

Gj
∞

Gj
∞

1 1 Rj/Gj
∞–( )

mj
–

Gj
∞

G1
∞

⎩
⎨
⎧

G2
∞

1 R2/G2
∞–( )

V/v
2

m
1
v
1
/v

2
–( )

⎭
⎬
⎫

1 R1/G1
∞–( )

m
1

G1
∞

G2
∞

⎩
⎨
⎧

G1
∞

1 R1/G1
∞–( )

m
1

⎭
⎬
⎫

1 R2/G2
∞–( )

V/v
2

m
1
v
1
/v

2
–( )

G2
∞

q2

V/v
2

G2
∞

G1
∞

q1q2

v
1
/v

2( )

Gj
∞

Рис. 1. Зависимость риска r размещения рекламы от числа m
1

размещения рекламы при постоянном рекламном бюджете
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ëаìы, v
j 
— стоиìостü оäноãо разìещения рекëаìы

в j-ì СМИ. Риск ρ явëяется функöией затрат V
j
 на

разìещение рекëаìы в кажäоì СМИ: ρ = ρ(V
j
).

Испоëüзуя целевую функцию ρ(V
j
), оптиìизируеì

разìещение рекëаìы. Оптиìизаöия осуществëя-
ется äвуìя способаìи:

1) путеì ìиниìизаöии öеëевой функöии риска

ρ(V
1
, …, V

L
) ⇒ min

при заданном рекëаìноì бþäжете (оãрани÷ение на
переìенные V

j
)

V
j
 = V0 = const;

2) путеì ìиниìизаöии рекëаìноãо бþäжета

V
j
 ⇒ min

при заданном уровне риска

ρ(V
1
, ..., V

L
) = ρ0 = const. (9)

Зäесü V
0
 — заäанный рекëаìный бþäжет, ρ

0
 — за-

äанный риск не поëу÷итü необхоäиìуþ äëя äо-
стижения öеëи рекëаìы ÷астоту рекëаìных кон-

тактов, V
j
 — рекëаìный бþäжет, m

j
 и v

j
 — ÷исëо

и стоиìостü разìещений рекëаìы в j-ì СМИ,
V

j
= m

j 
v
j
.

Сфорìуëируеì ìетоäику оöенки риска разìе-
щения рекëаìы. Дëя этоãо преäваритеëüно сфор-
ìуëируеì критерий эффективности разìещения,
связанный с поставëенной рекëаìоäатеëеì öеëüþ
рекëаìы. Пустü öеëüþ рекëаìной каìпании яв-
ëяется созäание освеäоìëенности о новой ìарке
товара, выхоäящеãо на рынок. В этоì сëу÷ае при
разìещении рекëаìы нужно обеспе÷итü такуþ ин-
тенсивностü рекëаìноãо возäействия (÷астоту
рекëаìных контактов f

эф
), которая äостато÷на äëя

запоìинания преäìета рекëаìы. Дëя реøения
этой заäа÷и необхоäиìо преäваритеëüно (äо раз-
ìещения рекëаìы) опреäеëитü параìетры эффек-
тивности: эффективнуþ ÷астоту f

эф
 и äопустиìый

риск ρ тоãо, ÷то эта ÷астота контактов не буäет äо-
стиãнута. Даëее нужно выбратü способ оптиìиза-
öии, который осуществëяется рекëаìоäатеëеì,
исхоäя из соображений эконоìи÷еской иëи коì-
ìуникативной эффективности рекëаìы. Миниìи-
заöия риска ρ(V

1
, ..., V

L
) иëи рекëаìноãо бþäжета

V
j
 осуществëяется численными ìетоäаìи, на-

приìер, ãраäиентныìи, в которых испоëüзуется
текущая рентабеëüностü СМИ Rent

j
 [8]. При вы-

÷исëении риска ρ испоëüзоваëасü функöия эффек-
тивности виäа: E( f ) = 1, есëи f ≥ f

эф
; E( f ) = 0, есëи

1 ≤ f < f
эф

.

Изëоженная ìетоäика позвоëяет оöенитü зави-
сиìостü риска ρ от параìетров разìещения рек-
ëаìы — ÷исëа разìещений m

j
, эффективной ÷ас-

тоты f
эф

 и äр.

На рис. 2 привеäены зависиìости рисков
разìещения рекëаìы от ÷исëа контактов TRP
(target rating point — суììарноãо рейтинãа), поëу-
÷енные в резуëüтате оптиìизаöии разìещения
рекëаìы при разных зна÷ениях эффективной ÷ас-
тоты f

эф
. Суììарный рейтинã вы÷исëяется по фор-

ìуëе TRP = m
j
R

j
, и преäставëяет собой коëи-

÷ественнуþ ìеру интенсивности разìещаеìой
рекëаìы: коëи÷ественно TRP равен ÷исëу контак-
тов с рекëаìой в проöентах от ÷исëенности öеëе-
вой ауäитории (поäробнее сì. в работе [8]).

Зависиìости ρ(TRP) поëу÷ены сëеäуþщиì об-
разоì. Оптиìизироваëосü разìещение рекëаìы
на 10-ти теëеканаëах Екатеринбурãа äëя öеëевой
ауäитории «женщины 25—44 ëет с уровнеì äохоäа
не ниже среäнеãо» в соответствии с критериеì эф-
фективности, преäусìатриваþщеì ìиниìизаöиþ
риска разìещения при заäанноì рекëаìноì бþä-
жете (оптиìизаöионная заäа÷а 1, сфорìуëирован-
ная выøе).

j 1=

L

∑

j 1=

L

∑

j 1=

L

∑

j 1=

L

∑

j 1=

L

∑

Рис. 2. Зависимость риска r неэффективного размещения рек-
ламы от числа контактов TRP: 1 — f

эф
 = 1; 2 — f

эф
 = 3; 3 — f

эф
 = 5
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Из рис. 2 виäно, ÷то увеëи÷ение эффективной
÷астоты f

эф
 при неизìенноì ÷исëе контактов TRP

привоäит к существенноìу увеëи÷ениþ риска ρ
неэффективноãо разìещения рекëаìы, а рост ÷ис-
ëа контактов TRP при фиксированноì уровне эф-
фективной ÷астоты f

эф привоäит к уìенüøениþ

риска. Наприìер, соãëасно резуëüтатаì, преäстав-
ëенныì на рис. 2, риск тоãо, ÷то преäставитеëü öе-
ëевой ауäитории не поëу÷ит ни оäноãо рекëаìноãо
контакта при TRP = 160 % составëяет 28 %; риск
не поëу÷итü трех рекëаìных контактов составëяет
60 %; риск не поëу÷итü пяти рекëаìных контактов
равен 84 % (при тоì же TRP = 160 %).

Чисëо контактов TRP и рекëаìный бþäжет свя-
заны ìежäу собой пряìо пропорöионаëüной зави-
сиìостüþ. Поэтоìу резуëüтаты, преäставëенные
на рис. 2, позвоëяþт оöенитü разìер рекëаìноãо
бþäжета, äостато÷ный äëя тоãо ÷тобы риск не по-
ëу÷итü необхоäиìое (эффективное) ÷исëо контак-
тов, не превыøаë заäанноãо уровня. Проиëëþст-
рируеì сказанное приìероì. Пустü в резуëüтате
анаëиза рекëаìноãо откëика установëено, ÷то не-
обхоäиìое äëя реøения рекëаìной заäа÷и эффек-
тивное ÷исëо контактов f

эф
 = 3, а äопустиìый уро-

венü риска ρ = 50 %. Тоãäа, соãëасно äанныì, преä-
ставëенныì на рис. 2, рекëаìный бþäжет äоëжен
бытü такиì, ÷тобы обеспе÷итü интенсивностü рек-
ëаìы, заäаннуþ зна÷ениеì TRP = 220 %. Есëи же
эффективная ÷астота f

эф
 = 5, то разìещение рек-

ëаìы и увеëи÷ение рекëаìноãо бþäжета необхо-
äиìо проäоëжатü äо тех пор, пока риск ρ, опреäе-
ëяеìый кривой 3 на рис. 2, не станет равныì 50 %.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Изëожена ìетоäика ìоäеëирования и управëе-
ния рискаìи, связанныìи с разìещениеì рекëа-

ìы в СМИ. Сфорìуëированы ìетоäы вы÷исëения
рисков и ìетоäы оптиìизаöии разìещения рекëа-
ìы, позвоëяþщие ìиниìизироватü риски неэф-
фективноãо разìещения рекëаìы. Показано су-
ществование оптиìуìов ÷исеë разìещения рекëа-
ìы, соответствуþщих ìиниìуìу риска. Поëу÷ены
зависиìости рисков разìещения рекëаìы от эф-
фективной ÷астоты контактов при разных зна÷е-
ниях интенсивности рекëаìы, оöениваеìой ÷ис-
ëоì контактов.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÈ
ÁÅÑÏÈËÎÒÍÛÕ ËÅÒÀÒÅËÜÍÛÕ ÀÏÏÀÐÀÒÎÂ
ÏÐÈ ÑËÅÆÅÍÈÈ ÇÀ ÏÎÄÂÈÆÍÎÉ ÖÅËÜÞ

Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÀÍÒÅÍÍÎÉ ÐÅØÅÒÊÈ

Ê.Â. Àíäðååâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Постановка заäа÷и опреäеëения эëеìентов äви-
жения öеëи (ЭДЦ) по уãëоìерной инфорìаöии
известна с 1947 ãоäа [1]. С ее реøениеì связаны
äве основные труäности: резуëüтаты изìерений
неëинейно зависят от коорäинат öеëи [2] и при
сëежении за поäвижной öеëüþ возникает пробëе-
ìа ее набëþäаеìости [3], ÷то требует от БПЛА вы-
поëнения ìаневров. Заäа÷а пëанирования траек-
тории БПЛА при опреäеëении ЭДЦ по уãëоìер-
ныì äанныì äостато÷но поäробно иссëеäована в
работах [4—6]. Оäнако, как буäет показано äаëее,
у÷ет оãрани÷ений на то÷ностü набëþäений, обус-
ëовëенных физи÷еской структурой äетектора сиã-
наëа, установëенноãо на борту БПЛА [7], ìожет
существенно вëиятü как на виä проãраììных тра-
екторий поëета, так и на то÷ностü оöенки ЭДЦ.

В настоящей работе рассìотрен сëу÷ай сëеже-
ния за öеëüþ в раäиоäиапазоне с поìощüþ ëиней-
ной антенной реøетки (антенные эëеìенты разìе-
щены вäоëü пряìой ëинии на равноì расстоянии
äруã от äруãа), распоëоженной вäоëü фþзеëяжа

БПЛА. Антенные реøетки (иëи «уìные антенны» —
smart antennas) и аëãоритìы опреäеëения уãëа при-
хоäа сиãнаëа (AoA — Angle of Arrival) поëу÷иëи
øирокое распространение, в ÷астности, и в теëе-
коììуникаöиях [8, 9]. Некоторые аëãоритìы оп-
реäеëения AoA опираþтся на законы Фурüе-опти-
ки [10] и основаны на построении псевäоспект-
раëüной пëотности, наприìер, аëãоритì Бартëетта
[11], Capon [12] и MUSIC [13], которые описаны
в работе [8]. Поскоëüку эти аëãоритìы базируþтся
на построении спектраëüной пëотности, они требу-
þт существенных вы÷исëитеëüных затрат, связан-
ных со сканированиеì возìожных зна÷ений AoA,
и построениеì спектраëüной пëотности äëя каж-
äоãо возìожноãо зна÷ения. Аëüтернативный поä-
хоä связан с приìенениеì аëãоритìа ESPRIT —
Estimation of Signal Parameters via Rotational
Invariants [14], не требуþщеãо сканирования всех
возìожных зна÷ений AoA, оöенки котороãо выво-
äятся непосреäственно из корреëяöионной ìатри-
öы сиãнаëа [8]. Аëãоритì основан на тоì, ÷то ис-
хоäная ëинейная антенная реøетка ìожет бытü раз-
äеëена на äве иäенти÷ных антенных реøетки,
при÷еì оäна из äруãой поëу÷ается параëëеëüныì

Рассìотрена заäа÷а оптиìизаöии траекторий поëета беспиëотноãо ëетатеëüноãо аппарата
(БПЛА), осуществëяþщеãо сëежение за поäвижной öеëüþ с поìощüþ ëинейной антен-
ной реøетки путеì уãëовых азиìутаëüных набëþäений. Показано, ÷то то÷ностü изìере-
ния азиìутаëüных направëений на öеëü существенно зависит от взаиìноãо распоëоже-
ния öеëи и БПЛА, ÷то привоäит к наëи÷иþ «сëепых» зон — зна÷ений уãëов с присущиìи
иì высокиìи оøибкаìи изìерений. Отìе÷ено, ÷то у÷ет такой структуры набëþäений
позвоëяет ставитü заäа÷у о выборе оптиìаëüных (в сìысëе то÷ности сëежения за öеëüþ)
траекторий поëета БПЛА и необхоäиìости ввеäения äопоëнитеëüных оãрани÷ений на
интенсивностü еãо ìаневрирования. Оптиìаëüные траектории поëу÷ены известныìи
÷исëенныìи ìетоäаìи, основанныìи на принöипе ìаксиìуìа Л.С. Понтряãина.

Ключевые слова: уãëовые набëþäения, фиëüтр Каëìана, принöип ìаксиìуìа Понтряãина, вырож-
äенная заäа÷а оптиìаëüноãо управëения.
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переносоì. В ка÷естве приìера ìожно привести
антеннуþ реøетку с ÷етныì ÷исëоì эëеìентов и
разбиениеì на ìассивы ÷етных и не÷етных эëеìен-
тов. Аëãоритì ESPRIT работает в преäпоëожениях:

— приниìаеìый сиãнаë узкопоëосный;
— поìеха преäставëяет собой аääитивный бе-

ëый øуì, ÷то выпоëняется тоëüко при отсутствии
ìноãоëу÷евоãо распространения сиãнаëа иëи при
äостато÷но боëüøой высоте поëета БПЛА [15] по
сравнениþ с эëеìентаìи ëанäøафта.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÑÏÎÑÎÁ ÐÅØÅÍÈß

Рассìотриì БПЛА, выпоëняþщий поëет на
фиксированной высоте с постоянной по ìоäуëþ
скоростüþ V. С борта БПЛА осуществëяется на-
бëþäение за öеëüþ, äвижущейся равноìерно и
пряìоëинейно со скоростüþ v вäоëü пëоской по-
верхности Зеìëи. Управëение БПЛА заäается уã-
ëоì рысканüя γ = γ(t) — ãëаäкой функöией вреìе-
ни. Ввеäеì пряìоуãоëüнуþ систеìу коорäинат с
на÷аëоì отс÷ета в öентре ìасс БПЛА и выбереì
коорäинатные оси так, ÷тобы относитеëüные ко-
орäинаты öеëи (x, y) = (x(t), y(t)) заäаваëисü сис-
теìой äифференöиаëüных уравнений

(1)

с некоторыìи на÷аëüныìи усëовияìи (x0, y0).

Зäесü v
x
 и v

y
 — неизвестные, но постоянные зна-

÷ения коìпонент вектора скорости öеëи. Преäпо-
ëаãается, ÷то вреìя T выпоëнения ìиссии БПЛА
фиксировано. Есëи относитеëüные коорäинаты
öеëи то÷но известны, то известно и то÷ное азиìу-
таëüное направëение на öеëü

θ(t) = arctn . (2)

Реаëüные набëþäения φ(t) = θ(t) + n(t) соäержат
аääитивнуþ оøибку n = n(t), иìеþщуþ норìаëü-
ное распреäеëение с нуëевыì среäниì. Диспер-
сия распреäеëения оøибок явëяется функöией
направëения (2) на öеëü и ориентаöии антенной
реøетки, опреäеëяеìой направëениеì äвижения
БПЛА иëи уãëоì рысканüя.

Фиëüтр Каëìана [16] — на сеãоäня, пожаëуй,
оäин из наибоëее распространенных способов по-
ëу÷ения оöенок ЭДЦ по серияì заøуìëенных на-
бëþäений. Есëи функöия набëþäений неëинейная
(как, наприìер, функöия (2)), то приìеняется рас-
øиренный фиëüтр Каëìана, в уравнения котороãо
поäставëяется ëинеаризованная (в окрестности те-
кущей оöенки) функöия набëþäений [2]. Пустü
ЭДЦ заäаþтся фазовыì вектороì ρ = ρ(t):

ρ = (x, y, v
x
, v

y
)'. (3)

Зäесü и äаëее сиìвоë «øтрих» озна÷ает транс-
понирование.

В соответствии с уравненияìи фиëüтра Каëìа-

на [17] эвоëþöия оöенки  = (t) вектора (3) ЭДЦ
описывается стохасти÷ескиì äифференöиаëüныì
уравнениеì

 = F  + PH'R
–1(φ – H ), (4)

на÷аëüное усëовие котороãо преäставëяет собой ãа-
уссовский вектор с заäанныìи среäниì ρ

0
 = (x

0
, y

0
,

, )' и ìатриöей ковариаöии P
0
. Динаìика

систеìы описывается уравнениеì  = Fρ, ãäе

F = ,

P = P(t) — ìатриöа ковариаöии текущей оöенки
ЭДЦ, R = R(t) — скаëярная функöия, характери-
зуþщая äисперсиþ øуìа в набëþäениях (опреäе-
ëена ниже), а H = H(t) — ëинеаризованная вектор-
функöия набëþäений

H =  ⇒ H = ,

ãäе r = .

В сëу÷ае, коãäа öеëü не соверøает ìаневров,
эëеìенты ìатриöы ковариаöии поä÷иняþтся ìат-
ри÷ноìу уравнениþ Риккати [17]

 = FP + PF' – PH'R
–1
HP'. (5)

Критериеì ка÷ества поëу÷аеìой оöенки ЭДЦ
ìожет сëужитü сëеä ìатриöы ковариаöии в коне÷-
ный ìоìент вреìени T :

G = trP |
t = T = p

xx
 + p

yy
 +  + , (6)

ãäе tr — оператор сëеäа ìатриöы, p с инäексаìи
обозна÷ает соответствуþщие äиаãонаëüные эëе-
ìенты ìатриöы ковариаöии (сì. Приëожение).

При пëанировании ìиссии БПЛА буäущие на-
бëþäения не ìоãут бытü испоëüзованы äëя уто÷не-
ния ЭДЦ. По этой при÷ине заäа÷а оптиìаëüноãо
пëанирования траектории реøается при экстрапо-
ëяöии на÷аëüной оöенки ЭДЦ. Иныìи сëоваìи,
уравнение (4) ìеняется боëее простыì уравнениеì

d /dt = F , ÷то эквиваëентно заìене v
x
 и v

y
 на 

и  в уравнении (1). Заäа÷а оптиìаëüноãо управ-

ëения состоит в тоì, ÷тобы найти такуþ функöиþ
вреìени γ = γ(t), äëя которой систеìа (1), (5) с на-

x· V γcos vx,+–=

y· V γsin vy+–= t 0 T,[ ],∈,⎩
⎨
⎧

x t( )
y t( )
---------

ρ̂ ρ̂

dρ̂
dt
------- ρ̂ ρ̂

vx
0

vy
0

dρ
dt
------

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

θ( )∂
x y vx vy, , ,( )∂

--------------------------------

ρ ρ̂=

y

r
--– y

r
-- 0 0, , ,⎝ ⎠

⎛ ⎞

x
2

y
2+

P
·

pxxvx
pvyvy t T=

ρ̂ ρ̂ vx
0

vy
0
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÷аëüныìи усëовияìи ρ0, P0 реаëизовываëа бы ìи-

ниìаëüно возìожное зна÷ение функöионаëа (6).

При реøении заäа÷и необхоäиìо сна÷аëа опре-
äеëитü зависиìостü среäнекваäрати÷еской оøиб-
ки σ(α) опреäеëения AoA от взаиìноãо распоëо-
жения антенной реøетки и öеëи, посëе ÷еãо по-
явëяется возìожностü вкëþ÷итü эту зависиìостü в
явноì виäе в уравнение (5). Даëее заäа÷а опти-
ìаëüноãо управëения ìожет бытü свеäена к äвух-
то÷е÷ной заäа÷е с поìощüþ принöипа ìаксиìуìа
Л.С. Понтряãина и реøена ÷исëенно.

Рассìотриì уãоë α (рис. 1) ìежäу то÷ныì на-
правëениеì на öеëü и норìаëüþ к ëинии фþзеëя-
жа, вäоëü которой установëены антенные эëеìен-
ты. Линия фþзеëяжа заäается еäини÷ныì векто-
роì (cosγ, sinγ). Норìаëü к ней преäставëяет собой
еäини÷ный вектор (sinγ, –cosγ), ãäе γ — уãоë рыс-
канüя БПЛА. То÷ностü опреäеëения AoA оöениì с
поìощüþ вы÷исëитеëüноãо экспериìента в преä-
поëожении, ÷то ìноãоëу÷евое распространение
сиãнаëа отсутствует, а ìоäеëü øуìа в канаëе преä-
ставëяет собой аääитивный ãауссовый øуì. В ре-
зуëüтате поëу÷ена зависиìостü среäнекваäрати-
÷еской оøибки опреäеëения AoA от зна÷ения α,
изображенная на рис. 2.

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà 
ïðè îïðåäåëåíèè s(a)

Из резуëüтатов вы÷исëитеëüноãо экспериìента
виäно, ÷то σ(α) äостато÷но хороøо аппроксиìи-
руется зависиìостüþ

σ(α) ≈ , (7)

ãäе σ
0
 = σ(0).

Поскоëüку äëя кажäоãо зна÷ения α быëо вы-

поëнено 104 независиìых испытаний, то ìожно с
высокой степенüþ äостоверности утвержäатü, ÷то
распреäеëение оøибки опреäеëения AoA норìаëü-
ное с нуëевыì среäниì äëя зна÷ений α впëотü
äо 60°. Боëüøие зна÷ения α ìоãут бытü охаракте-
ризованы как «сëепые» зоны, поскоëüку то÷ностü
опреäеëения уãëа прихоäа сиãнаëа становится
сëиøкоì низкой.

Запиøеì теперü зависиìостü (7) как функöиþ
x, y, γ. Дëя этоãо найäеì cosα с поìощüþ скаëяр-
ноãо произвеäения вектора относитеëüных коор-
äинат öеëи и еäини÷ноãо вектора норìаëи к ëинии
антенной реøетки:

cosα = (x, y)  = .

Перепиøеì уравнение (7) в виäе

 =  = .

Коэффиöиент η(x, y, γ) возрастания оøибки
опреäеëения AoA поëностüþ заäает äисперсиþ R в
уравнении (5).

Матри÷ный ìножитеëü H'R
–1
H в уравнении (5)

ìожет бытü записан как

H'R
–1
H = ,  H

xx
 = ,

ãäе H
xx
 — (2Ѕ2) сиììетри÷ная ìатриöа с эëеìен-

таìи

h
1
 = η(x, y, γ),  h

2
 = – η(x, y, γ),

h3 = η(x, y, γ).

Рис. 1. Линейная антенная решетка, нормаль к ней и направление
на цель

Рис. 2. Зависимость ошибки определения AoA от азимутального
направления на цель

Чисëо отс÷етов при оöенке ìатриöы ковариаöии 
сиãнаëа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 500

Чисëо эëеìентов антенной реøетки . . . . . . . . . 40

Расстояние ìежäу эëеìентаìи антенной реøет-
ки, äëин воëн . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,25

Отноøение «сиãнаë/øуì» на приеìнике, äБ  . . 0

Чисëо независиìых экспериìентов äëя оöенки σ 
äëя кажäоãо зна÷ения α  . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

4
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В резуëüтате уравнение (5) фиëüтра Каëìана
приниìает виä

 = FP + PF' – P P'. (8)

Уравнение (8) описывает эвоëþöиþ всех äесяти
эëеìентов сиììетри÷ной ìатриöы P = P(t) разìе-
роì 4Ѕ4.

2. ÄÂÓÕÒÎ×Å×ÍÀß ÇÀÄÀ×À È ÑÏÎÑÎÁ ÅÅ ÐÅØÅÍÈß

Сфорìуëированная заäа÷а оптиìаëüноãо уп-
равëения преäставëяет собой заäа÷у Майера. В со-
ответствии с принöипоì ìаксиìуìа Л.С. Пон-
тряãина, эта заäа÷а ìожет бытü свеäена к äвухто-
÷е÷ной заäа÷е [18]. Из усëовий трансверсаëüности
÷астü ãрани÷ных усëовий буäет опреäеëена на ëе-
воì конöе траектории (при t = 0), а ÷астü — на пра-
воì (при t = T ). Запиøеì усëовия трансверсаëü-
ности в виäе, преäëоженноì в работе [19]:

[∂G – Hδt + ψ•δξ]  = 0,

ãäе H — ãаìиëüтониан заäа÷и, сиìвоë δ обозна-
÷ает вариаöиþ, то÷кой обозна÷ено скаëярное про-
извеäение, инäекс i сиìвоëизирует набор ãрани÷-
ных усëовий в на÷аëüной то÷ке траектории БПЛА,
а инäекс f — в коне÷ной, G — оптиìизируеìый
функöионаë (6). Вектор фазовых переìенных ξ со-
стоит из эëеìентов ìатриöы ковариаöии P = P(t)
(вы÷исëяþтся в Приëожении) и относитеëüных
коорäинат x, y öеëи:

ξ = (ξ
1
, ξ

2
, ξ

3
, ξ

4
, ξ

5
, ξ

6
, ξ

7
, ξ

8
, ξ

9
, ξ
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, ξ
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, ξ

12
) =

= (p
xx
, p

xy
, p

yy
, , , ,

, , , , x, y),

а вектор сопряженных переìенных ψ опреäеëен
как

ψ = (ψ
1
, ψ

2
, ψ

3
, ψ

4
, ψ

5
, ψ

6
, ψ

7
, ψ

8
, ψ

9
, ψ
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, ψ

11
, ψ

12
),

ψ = – , 

ãäе ãаìиëüтониан H = •ψ.

На÷аëüные усëовия (i) поëностüþ заäаны ап-
риорныì зна÷ениеì ìатриöы ковариаöии и на-
÷аëüной оöенкой ЭДЦ. Поскоëüку вреìя выпоë-
нения ìиссии фиксировано (т. е. δT = 0), усëовия
трансверсаëüности ìожно переписатü в виäе

[δG + ψ•δξ]
f
 = 0,

÷то опреäеëяет зна÷ения сопряженных переìен-
ных в коне÷ной то÷ке ( f ) выпоëнения ìиссии, т. е.

при t = T:  = –1,  = 0. Соãëас-

но принöипу ìаксиìуìа Л.С. Понтряãина, необ-
хоäиìыì усëовиеì оптиìаëüности выбранноãо уп-

равëения γ явëяется ìаксиìуì ãаìиëüтониана H
по этоìу управëениþ в кажäой то÷ке траектории.
Гаìиëüтониан заäа÷и иìеет виä:

H = H
0
(xsinγ – ycosγ)4 + D – ψ

11
(Vcosγ – v

x
) –

– ψ12(Vsinγ – v
y
), (9)

ãäе

H
0
 = ,

а выражения äëя А, В, С и D опреäеëены в При-
ëожении.

Опиøеì äаëее проöеäуру ÷исëенноãо реøения
заäа÷и поиска ìаксиìуìа ãаìиëüтониана, заìе-
тив, ÷то ãаìиëüтониан преäставëяет собой поëи-
ноì ÷етвертой степени от триãоноìетри÷еских
функöий управëения, поэтоìу при γ ∈ [0, 2π) он
ìожет иìетü нескоëüко ëокаëüных ìаксиìуìов.

В хоäе ÷исëенноãо реøения управëение хранит-
ся в виäе посëеäоватеëüности зна÷ений в разëи÷-
ные ìоìенты вреìени с интерваëоì Δt n T. Пос-
коëüку приìеняëся ìетоä реøения äифференöи-
аëüных уравнений с переìенныì øаãоì, то äëя
поëу÷ения управëения в произвоëüный ìоìент
вреìени приìеняëасü интерпоëяöия.

Дëя поëу÷ения оптиìаëüной траектории при-
ìеняëся итеративный аëãоритì, на кажäоì øаãе
котороãо зна÷ение функöионаëа G строãо убыва-
ет. Кажäая итераöия состоит из нескоëüких øаãов.
Сна÷аëа реøается систеìа äифференöиаëüных
уравнений äëя фазовых переìенных с известныìи
на÷аëüныìи усëовияìи äëя пряìоãо вреìени
«сëева направо», затеì по известныì зна÷енияì
фазовых переìенных строится реøение систеìы
сопряженных уравнений «справа наëево» с ãрани÷-
ныìи усëовияìи в ìоìент t = T [20]. Дëя перехоäа
к сëеäуþщей итераöии необхоäиìо обновитü оп-
тиìаëüное управëение. Дëя этоãо быë выбран та-
кой способ (уравнение записано äëя кажäой то÷ки
траектории, в которой хранится управëение):

γ
k + 1

 = aγ
k
 + (1 – a) ,

ãäе γ
k + 1 — новое управëение на текущей итераöии

k + 1 с ноìероì в кажäой то÷ке траектории, а

 — оптиìаëüное управëение, поëу÷енное из

усëовия ãëобаëüноãо ìаксиìуìа ãаìиëüтониана по
управëениþ при известных фазовых и сопряжен-
ных переìенных в кажäой то÷ке траектории. Па-
раìетр a ∈ (0, 1) выбран äëя сãëаживания [20].

Аëüтернативой поиску ãëобаëüноãо ìаксиìуìа
ãаìиëüтониана сëужит изìенение управëения про-
порöионаëüно ãраäиенту ãаìиëüтониана по управ-
ëениþ:

H
γ
 = 4H0(xsinγ – ycosγ)3(xcosγ + ysinγ) +

+ ψ
11

Vsinγ – ψ
12

Vcosγ. (10)
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Оäнако такой ìетоä ìожет привести к схо-
äиìости к ëокаëüноìу ìаксиìуìу ãаìиëüтониа-
на. Оптиìаëüное управëение ищется в äиапазоне
γ ∈ θ ± π, поскоëüку H(γ) явëяется периоäи÷еской
функöией арãуìента γ, а θ — азиìутаëüное направ-
ëение на öеëü. Как буäет показано äаëее, в äейс-
твитеëüности оптиìаëüное управëение нахоäится
в äиапазоне γ ∈ θ ± π/2.

3. ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÈ ÏÎËÅÒÀ ÁÏËÀ

Оптиìаëüные траектории поëета поëу÷ены с
поìощüþ описанной выøе ÷исëенной проöеäуры
в преäпоëожении äискретноãо вреìени. В сëу÷ае
непрерывноãо вреìени äëя поëу÷ения R в уравне-
нии (5) необхоäиìо уìножитü среäнекваäрати-
÷ескуþ оøибку опреäеëения AoA на кваäратный
коренü из периоäа ìежäу посëеäоватеëüныìи на-
бëþäенияìи. Преäпоëожиì, ÷то то÷ностü опре-
äеëения эëеìентов скорости äвижения öеëи важ-
нее то÷ности опреäеëения коорäинат. В ка÷естве
еäиниöы äëины в выражении (6) уäобно выбратü
киëоìетр, а в ка÷естве еäиниöы скорости — ìетр
в секунäу. На÷аëüная ìатриöа ковариаöии берет-
ся äиаãонаëüноãо виäа с заäанныìи эëеìентаìи

{ , , , }.

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà 
äëÿ ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèé ïîëåòà ÁÏËÀ

Дëя реøения заäа÷и рассìотриì сна÷аëа сëу-
÷ай η(x, y, γ) ≡ 1 и сфорìуëируеì возìожные труä-

ности, связанные с поëу÷ениеì искоìоãо ре-
øения.

На рис. 3 преäставëена траектория поëета
БПЛА äëя сëу÷ая, коãäа то÷ностü опреäеëения
азиìутаëüноãо направëения на öеëü не зависит от
взаиìноãо распоëожения БПЛА и öеëи, т. е. при
η(x, y, γ) ≡ 1, иëи при «изотропноì» сенсоре. В этоì
сëу÷ае ãаìиëüтониан иìеет еäинственный ìакси-
ìуì в кажäой то÷ке траектории при γ ∈ θ ± π, а по-
ëу÷енная функöия управëения и соответствуþщая
ей траектория ãëаäкие. При этоì ìаксиìаëüное
уãëовое ускорение БПЛА вäоëü проãраììной тра-
ектории уäовëетворит ëþбыì конструкöионныì
оãрани÷енияì. Дëя реаëüной антенной реøетки
ãаìиëüтониан состоит из äвух сëаãаеìых, в кото-
рые вхоäит управëение. Первое сëаãаеìое

H1(γ) = ... – ψ11Vcosγ – ψ12Vsinγ (11)

заäает оптиìаëüное управëение БПЛА в сëу÷ае
η(x, y, γ) ≡ 1 и опреäеëяет ìаневры, необхоäиìые
äëя набëþäаеìости öеëи (сì. рис. 3 и 4), оно иìеет
еäинственный ìаксиìуì при γ ∈ θ ± π. Максиìуì
второãо сëаãаеìоãо

H2(γ) = H0(xsinγ – ycosγ)4 — ... (12)

äостиãается в тоì сëу÷ае, коãäа БПЛА äвижется в
направëении, перпенäикуëярноì направëениþ на
öеëü (γ = θ ± π/2). При такоì управëении äостиãа-
ется ìаксиìаëüная то÷ностü собираеìых уãëовых
набëþäений.

На рис. 4 преäставëена зависиìостü функöии
управëения от вреìени äëя сëу÷ая η(x, y, γ) ≡ 1.
Боëее тонкиìи ëинияìи показаны веëи÷ины
γ = θ ± π/2, обозна÷енные как «направëение на-
иëу÷øей то÷ности». В ìоìенты вреìени 160 и
180 с оптиìаëüное управëение пересекает ãраниöу

Скоростü поëета БПЛА, ì/с  . . . . . . . . . . . . . . . 100

Среäнекваäрати÷еская оøибки опреäеëения 
азиìута σ

0
 (7), ìраä  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

Частота прихоäа набëþäений, Гö . . . . . . . . . . . 10

Вреìя выпоëнения ìиссии, с . . . . . . . . . . . . . . 210

Скоростü äвижения öеëи, ì/с . . . . . . . . . . . . . . 15

На÷аëüное расстояние ìежäу БПЛА и öеëüþ, кì 20

На÷аëüная априорная оøибка опреäеëения 
коорäинат öеëи σ

x
, кì  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

На÷аëüная априорная оøибка опреäеëения 
скорости öеëи σ

v
, ì/с . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

σx
2 σx

2 σv
2 σv

2

Рис. 3. Оптимальная траектория БПЛА при слежении за под-
вижной целью для случая h(x, y, g) º 1

Рис. 4. Функция управления БПЛА при слежении за подвижной
целью для случая h(x, y, g) º 1:  — направëение наиëу÷øей
то÷ности; ----- — уãоë в направëении öеëи;  — опти-
ìаëüное управëение
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секторов обзора — уãоë в направëении öеëи. Так
как ìаксиìуì ãаìиëüтониана (9) äостиãается на
интерваëе ìежäу ìаксиìуìаìи сëаãаеìых (11) и
(12), итоãовое оптиìаëüное управëение ìожет ока-
затüся разрывныì в те ìоìенты вреìени, коãäа
ìаксиìуì сëаãаеìоãо (11) при äвижении вäоëü
траектории пересе÷ет ãраниöу секторов обзора.

Иìенно такой сëу÷ай проäеìонстрирован на
рис. 5. Соответствуþщая этоìу управëениþ траек-
тория не явëяется ãëаäкой (рис. 6, тонкая ëиния),
т. е. äëя поëу÷ения физи÷ески реаëизуеìоãо уп-
равëения необхоäиìы äопоëнитеëüные оãрани÷е-
ния на интенсивностü ìаневрирования БПЛА.

Ввеäеì новуþ фазовуþ переìеннуþ γ, которая
в преäыäущеì варианте постановки заäа÷и иãраëа
роëü управëения. Дëя у÷ета оãрани÷ений на интен-
сивностü ìаневрирования заäаäиì äинаìику уãëа
рысканüя в виäе äифференöиаëüноãо уравнения

 = sinu,

ãäе u = u(t) — новое управëение. Такой способ за-
äания управëения позвоëяет естественныì обра-
зоì оãрани÷итü ìоäуëü ìаксиìаëüноãо боковоãо
ускорения БПЛА веëи÷иной gmax. Ввеäение новой

фазовой переìенной вëе÷ет за собой новуþ сопря-
женнуþ переìеннуþ ψ13, äинаìика которой опи-

сывается в то÷ности уравнениеì (10). Новый ãа-
ìиëüтониан иìеет виä:

H
new

 = H
old

 + ψ13 sinu,

ãäе H
old

 заäается уравнениеì (9), в котороì γ те-
перü явëяется фазовой переìенной.

Оптиìаëüное управëение u опреäеëяется ìакси-
ìизаöией ãаìиëüтониана H

new
 и зависит от знака

переìенной ψ13. В сëу÷ае ψ13 > 0 БПЛА выпоëняет

ìаневр с ìаксиìаëüной интенсивностüþ в оäну
сторону, в сëу÷ае ψ13 < 0 — в äруãуþ. Дëя ψ13 ≡ 0 на

какоì-ëибо у÷астке траектории необхоäиìо найти
особое управëение. Леãко убеäитüся в тоì, ÷то H

old

явëяется первыì интеãраëоì при ψ
13

 ≡ 0.

Чисëенный ìетоä поиска оптиìаëüной траек-
тории с у÷етоì оãрани÷ений на интенсивностü ìа-
неврирования БПЛА состоит в сëеäуþщеì. С по-
ìощüþ ìетоäа ãраäиентноãо спуска, испоëüзуя
уравнение (10) при ψ13 ≡ 0, сëеäует найти такое уп-

равëение, при котороì H
old

 = const. В противноì

сëу÷ае, в зависиìости от знака переìенной ψ13,

необхоäиìо äвиãатüся с ìаксиìаëüно äопустиìыì
боковыì ускорениеì gmax. Анаëоãи÷ный поäхоä,

позвоëяþщий у÷естü оãрани÷ения на фазовые пе-

Рис. 5. Функция управления БПЛА при слежении за подвижной це-
лью при использовании антенной решетки в случае h(x, y, g) º 1:

 — зна÷ение γ, äоставëяþщее ìаксиìуì (11), ----- —
ãраниöы секторов обзора γ = θ + π/2;  — оптиìаëüное уп-
равëение

Рис. 6. Траектории полета БПЛА при слежении за подвижной це-
лью при наличии (жирная линия) и отсутствии (тонкая линия) ог-
раничений на интенсивность маневрирования БПЛА

γ· V

gmax

----------

V

gmax

----------

Рис. 7. Функция управления БПЛА при слежении за подвижной
целью при наличии ограничений на интенсивность маневрирова-

ния БПЛА: ----- — •100; ••••• — ãраниöы секторов об-

зора;  — оптиìаëüное управëение

old∂

γ∂
---------------

H
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реìенные, описан в работе [19]. Кроìе тоãо, яв-
ное вкëþ÷ение новых переìенных γ и ψ

13
 в сис-

теìы äифференöиаëüных уравнений äëя фазовых
и сопряженных переìенных не требуется. Новая
(сì. рис. 6) траектория поëета БПЛА ãëаäкая. На
рис. 7 преäставëено соответствуþщее такой траек-
тории непрерывное управëение. Дëя поëу÷енной
траектории ëокаëüный ìаксиìуì ãаìиëüтониана в
кажäой то÷ке траектории, ãäе ψ13 ≠ 0, явëяется ãëо-

баëüныì. На этоì же рисунке äëя наãëяäности
преäставëена зависиìостü H

γ
 (сì. уравнение (10))

от вреìени. Это зна÷ение оказывается бëизкиì к
нуëþ в те ìоìенты вреìени, ãäе усëовие на ìакси-
ìаëüнуþ переãрузку строãо выпоëнено. Коëи÷ест-
венные оöенки поëу÷аеìых то÷ностей опреäеëения
коорäинат преäставëены в табëиöе. Обозна÷иì ÷е-
рез Δx арифìети÷еский коренü сëеäа ìатриöы P

x
 —

коорäинатной ÷асти ìатриöы ковариаöии оöенки
ЭДЦ, а ÷ерез Δv — арифìети÷еский коренü сëеäа
ìатриöы P

v
 (сì. Приëожение). Данные веëи÷ины

ìоãут рассìатриватüся как 1σ äоверитеëüные об-
ëасти (иëи разìер 50 % äоверитеëüной обëасти [2])
äëя коорäинат и коìпонент скоростей öеëи.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрен ìетоä поëу÷ения проãраììных оп-
тиìаëüных траекторий БПЛА, сëеäящеãо за поä-
вижной öеëüþ с поìощüþ азиìутаëüных набëþäе-
ний, приниìаеìых ëинейной антенной реøеткой.
У÷ет физи÷еской структуры сенсора изìеняет виä
оптиìаëüных траекторий БПЛА, а также привоäит
к 2,5-кратныì потеряì в оöенке зна÷ения функ-
öионаëа. Оäнако есëи БПЛА выпоëняет поëет
вäоëü оптиìаëüной траектории, вы÷исëенной äëя
сëу÷ая η(x, y, γ) ≡ 1 и осуществëяет набëþäения с
поìощüþ антенной реøетки, то зна÷ение функöи-
онаëа G = 4,961, ÷то боëее, ÷еì впятеро боëüøе оп-
тиìаëüноãо зна÷ения функöионаëа, поëу÷енноãо
вäоëü траектории, вы÷исëенной с у÷етоì свойств
антенной реøетки. Потоìу физи÷еские свойства
сенсора на борту БПЛА äоëжны бытü у÷тены при
пëанировании траектории поëета.

Пробëеìа построения траектории набëþäате-
ëя, осуществëяþщеãо уãëовые набëþäения, связа-

на с набëþäаеìостüþ öеëи [3]. Есëи набëþäатеëü
äвижется вäоëü траектории, при которой то÷ностü
набëþäений ìаксиìаëüна (т. е. коãäа направëе-
ние на öеëü ортоãонаëüно направëениþ äвижения
БПЛА), то поëу÷итü оöенки коорäинат öеëи не-
возìожно, и зна÷ение функöионаëа возрастает в
этоì сëу÷ае боëее ÷еì в 100 раз, ÷то показывает не-
обхоäиìостü БПЛА соверøатü ìаневры.

Рассìотренная заäа÷а оптиìаëüноãо управëе-
ния сëужит поискоì коìпроìиссноãо реøения: с
оäной стороны (сì. выражение (12)), äëя поëу÷е-
ния то÷ных оöенок ЭДЦ необхоäиìо, ÷тобы то÷-
ностü набëþäений быëа бы высокой. С äруãой
стороны (сì. выражение (11)), БПЛА äоëжен вы-
поëнятü ìаневры, сбëижаясü с öеëüþ (сì. рис. 3).
Оäнако при сбëижении с öеëüþ боëüøая ÷астü на-
бëþäений попаäает в «сëепуþ» зону сенсора —
зна÷ения уãëов, при которых то÷ностü опреäеëе-
ния азиìутаëüных направëений низкая. Необхо-
äиìостü сìены секторов набëþäения (äвух обëас-
тей с высокой то÷ностüþ набëþäения по ëевоìу
и правоìу бортаì БПЛА) привоäит к тоìу, ÷то
оптиìаëüное управëение оказывается разрывной
функöией. Ввеäение äопоëнитеëüных оãрани÷е-
ний на фазовые переìенные позвоëиëо разреøитü
эту пробëеìу и поëу÷итü ãëаäкие траектории по-
ëета БПЛА.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Система дифференциальных уравнений для элементов

матрицы ковариации. Запиøеì уравнение (5) в бëо÷ноì
виäе

 =  =

= .

Зäесü кажäый бëок иìеет разìер 2×2 и ìожет бытü
преäставëен в виäе эëеìентов

P
x
 = ,  P

v
 = ,

P
xv
 = .

Система дифференциальных уравнений для сопряжен-

ных переменных. Гаìиëüтониан ìожно записатü в виäе

H = H
ψP

 – ψ
11

(Vcosγ – v
x
) – ψ

12
(Vsinγ – v

y
),

ãäе H
ψP

 соответствует скаëярноìу произвеäениþ пер-

вых äесяти эëеìентов фазовоãо вектора и первых äесяти
сопряженных переìенных и явëяется ëинейной функ-
öией эëеìентов h

{1,2,3}
 ìатриöы H

xx
. Группируя ìножи-

Îæèäàåìûå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå îøèáêè îïðåäåëåíèÿ
êîîðäèíàò öåëè ïðè äâèæåíèè ÁÏËÀ

âäîëü îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé

Сöенарий G Δx, ì Δv, ì/с

Сëу÷ай η(x, y, γ) ≡ 1 0,369 73,8 0,603
Нет оãрани÷ений на ìанев-
рирование БПЛА

0,837 139,4 0,904

Максиìаëüное уãëовое уско-
рение БПЛА 1g

0,951 160,8 0,962
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теëи переä этиìи эëеìентаìи, перепиøеì ãаìиëüтони-
ан в виäе:

H
ψP

 = –(Ah
1
 + Bh

2
 + Ch

3
) + D.

Дëя первых äесяти сопряженных переìенных иìееì
äифференöиаëüные уравнения:

(П2)

(П3)

Дëя посëеäних äвух сопряженных переìенных иìе-
еì äифференöиаëüные уравнения:

 = A(h
1
)
x
 + B(h

2
)
x
 + C(h

3
)
x
,

 = A(h
1
)
y
 + B(h

2
)
y
 + C(h

3
)
y
. (П4)

Чтобы записатü äвухто÷е÷нуþ заäа÷у в явноì виäе,
необхоäиìо вы÷исëитü ÷астные произвоäные h

{1,2,3}
 по

переìенныì x и y. Дëя этоãо необхоäиìо сна÷аëа про-
äифференöироватü η:

η
x
 = 4y(xsinγ – ycosγ)(ysinγ + xcosγ)r–6

,

η
y
 = 4x(xsinγ – ycosγ)(ysinγ + xcosγ)r–6

.

Запиøеì теперü ÷астные произвоäные эëеìентов
ìатриöы H

xx
:

(h
1
)
x
 = – η + η

x
, (h

1
)
y
 = η – η

y
,

(h
2
)
x
 = η – η

x
,

(h
2
)
y
 = η + η

y
,

(h
3
)
x
 = η + η

x
, (h

3
)
y
 = – η – η

y
.

Такиì образоì, систеìа äифференöиаëüных уравне-
ний äëя сопряженных переìенных опреäеëяется выра-
женияìи (П1)—(П4).
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