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ÌÅÒÎÄÛ ÎÖÅÍÊÈ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ ÍÅ×ÅÒÊÈÕ 
ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ. ÎÁÇÎÐ. 
×. 1. Àïïðîêñèìàöèîííûå ìåòîäû

Н.П. Деменков, , И.А. Мочалов

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Интеãраëüные ìоäеëи, поä которыìи в настоя-
щей статüе пониìаþтся ìоäеëи, описываеìые ин-
теãраëüныìи уравненияìи, øироко приìеняþтся
в разëи÷ных разäеëах прикëаäной физики, ìеха-
ники, эконоìики и äруãих обëастях, иìеþщих
äеëо с ìатеìати÷ескиìи описанияìи разëи÷ных
объектов. В теории äифференöиаëüных уравнений
утвержäение о существовании и еäинственности
реøения äоказывается с поìощüþ принöипа сжа-
тых отображений, коãäа исхоäная на÷аëüная за-
äа÷а преäставëяется в виäе эквиваëентной интеã-
раëüной ìоäеëи [1].

В теории управëения интеãраëüные ìоäеëи
обы÷но преäставëяþт систеìы управëения, охва-
÷енные обратной связüþ [2]. Интеãраëüные ìоäе-
ëи Винера — Хопфа испоëüзуþтся при описании
äействуþщих на систеìу возìущений, которые
преäставëяþт собой оäну из ìатеìати÷еских ìо-
äеëей в описании неопреäеëенности при обработ-
ке текущей инфорìаöии от объекта [3]. Интеãраëü-

ные уравнения Фреäãоëüìа и Воëüтерра испоëü-
зуþтся в теории упруãости, ãазовой äинаìике и
эëектроäинаìике, экоëоãии, т. е. везäе, ãäе äейст-
вуþт законы сохранения ìассы, иìпуëüса и энер-
ãии. Во всех пере÷исëенных сëу÷аях неизвестные
переìенные нахоäятся поä знакоì интеãраëа.

В реаëüных усëовиях систеìы управëения на-
хоäятся поä возäействиеì разëи÷ноãо роäа возìу-
щений. Дëя их преäставëения испоëüзуþтся раз-
ëи÷ные ìатеìати÷еские ìоäеëи, теория которых
в настоящее вреìя интенсивно разрабатывается и
активно приìеняется в разëи÷ных объектовых при-
ëожениях. Наибоëее интенсивно äëя этих öеëей
испоëüзуется теория интерваëов [4, 5], теория не-
÷етких ìножеств [6], теория возìожностей [7], ãиб-
риäная вероятностная теория, теория не÷еткой
ìатеìати÷еской статистики и не÷етких сëу÷айных
проöессов [8] и äр.

Дëя описания неопреäеëенностей в статüе ис-
поëüзуется теория не÷етких ìножеств, явëяþщая-
ся наибоëее аäекватной и универсаëüной в преä-
ставëении разëи÷ноãо роäа возìущений. Дейст-
витеëüно, нетруäно показатü, ÷то пере÷исëенные

Аннотация. Преäставëен обзор разëи÷ных ìетоäов, как существуþщих, так и вновü преä-
ëаãаеìых, оöенивания интеãраëüных ìоäеëей в усëовиях неопреäеëенностей, которые
описываþтся не÷еткиìи ìоäеëяìи. На основе не÷еткоãо интеãраëа, в котороì преäеëü-
ный перехоä опреäеëяется в ìетрике Хаусäорфа, рассìотрены заäа÷а оöенки состояния
ìоäеëей, описываеìых не÷еткиìи интеãраëüныìи уравненияìи Фреäãоëüìа — Воëüтер-
ра, и не÷еткие ìетоäы ее реøения, а иìенно: не÷еткое преобразование Лапëаса, ìетоä
«вëожения» ìоäеëей, сутü котороãо состоит в преобразовании исхоäной систеìы в сис-
теìу увеëи÷енной разìерности, реøаеìуþ траäиöионныìи ìетоäаìи ëинейной аëãеб-
ры, тейëоровское оöенивание вырожäенных яäер, нахоäящихся поä знакоì интеãраëа и
преäставëяеìых степенныìи поëиноìаìи, оöенивание невырожäенных яäер вырожäен-
ныìи форìаìи с поìощüþ тейëоровской аппроксиìаöии. Показано, ÷то в некоторых
сëу÷аях резуëüтаты оöенивания связаны с реøениеì не÷етких систеì ëинейных аëãеб-
раи÷еских уравнений. Дëя них реøены тестовые приìеры.

Ключевые слова: не÷еткий интеãраë Риìана, не÷еткая интеãраëüная ìоäеëü, не÷еткие ìетоäы оöе-
нивания интеãраëüных ìоäеëей.

Е.А. Микрин

бзорыО
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выøе ìоäеëи сëеäуþт из ìоäеëи теории не÷етких
ìножеств. Наприìер, в статüе [9] реøается не÷ет-
кая систеìа ëинейных уравнений (НСЛУ), оäна из
коорäинат реøения которой поëу÷ается в виäе не-
÷еткой функöии принаäëежности. Оäнако, фикси-
руя у нее основание, поëу÷иì реøение äëя этой
коорäинаты в виäе интерваëа.

Анаëоãи÷ныìи рассужäенияìи ìожно поëу÷итü
интерваëы реøения äëя не÷етких äифференöи-
аëüных уравнений. В теории возìожностей функ-
öия принаäëежности трактуется как некая пëот-
ностü распреäеëения вероятностей, äëя которой,
оäнако, не выпоëняþтся аксиоìы вероятностей,
принятые в траäиöионной статисти÷еской тео-
рии. Поэтоìу поëаãается, ÷то теория возìожнос-
тей описывает не ìассовые явëения, а возìожнос-
ти инäивиäуаëüноãо объекта.

Гибриäная теория вероятностей преäставëяет
траäиöионное вероятностное пространство äëя
сëу÷айных веëи÷ин в виäе траäиöионных пëот-
ностей вероятностей с на÷аëüныìи иëи öентраëü-
ныìи ìоìентаìи в виäе не÷етких переìенных с
заäанныìи функöияìи принаäëежностей, как пра-
виëо, в виäе треуãоëüников. Приìенитеëüно к тра-
äиöионныì сëу÷айныì проöессаì ãибриäная тео-
рия äëя не÷етких ìарковских сëу÷айных проöессов
оперирует не÷еткиìи состоянияìи, поëу÷аеìыìи
путеì укрупнения ÷етких состояний. Это позвоëя-
ет уìенüøитü разìерностü перехоäной ìатриöы и,
как сëеäствие этоãо, соответствуþщие вы÷исëи-
теëüные труäности при ее обращении.

В öеëоì ìожно констатироватü, ÷то теория не-
÷етких ìножеств в нынеøнеì ее состоянии преä-
ставëяет собой некое яäро, вокруã котороãо ãруп-
пируþтся разëи÷ные ìоäеëи неопреäеëенностей.

Исхоäя из сказанноãо, сëеäует, ÷то основная
öеëü настоящей статüи закëþ÷ается в преäставëе-
нии разëи÷ных ìетоäов, как существуþщих, так
и вновü преäëаãаеìых, оöенивания интеãраëüных
ìоäеëей в усëовиях неопреäеëенностей, которые
преäставëяþтся не÷еткиìи ìоäеëяìи.

Нау÷ная новизна преäëаãаеìой статüи состоит
в новых ìетоäах оöенивания состояния интеãраëü-
ных ìоäеëей, разработанных автораìи, — таких
как оöенивание состояния ìетоäоì вырожäенных
яäер, не÷еткий ìетоä наиìенüøих кваäратов, не-
÷еткий ìетоä Гаëеркина. Кроìе тоãо, в тех сëу÷а-
ях, коãäа в резуëüтате оöенивания появëяþтся не-
÷еткие систеìы ëинейных аëãебраи÷еских урав-
нений, автораìи показано, ÷то ìоãут возникатü
«сиëüные/сëабые» резуëüтаты оöенивания. Впер-
вые это быëо иссëеäовано автораìи ранее при ре-
øении НСЛУ и затеì быëо приìенено äëя оöени-
вания интеãраëüных ìоäеëей.

Ниже ввоäятся не÷еткие интеãраëüные ìоäеëи
в виäе уравнений Фреäãоëüìа — Воëüтерра и при-
воäятся некоторые ìетоäы их реøения.

1. ÁÀÇÎÂÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Основные опреäеëения теории не÷етких ìно-
жеств äаны в работе [6]. Ниже привоäятся опре-
äеëения, которые испоëüзованы в настоящей ста-
тüе. Приняты сëеäуþщие обозна÷ения: не÷еткие
переìенные (÷исëа) иìеþт нижний инäекс «н»,
наприìер, xн — не÷еткая переìенная (эëеìент),
yн(x) — не÷еткая функöия ìноãих переìенных, ãäе

x = (x1, x2, ..., xn
)Т, (x) — не÷еткая произвоäная

по переìенной x
i
, (t) — не÷еткая произвоäная

вектора xн по вреìени.

Принаäëежностü эëеìента x некотороìу ìно-
жеству X (x ∈ X ) форìаëизуется с поìощüþ функ-
ции принадлежности r(x), r ∈ [0,1], x = xн ∈ Х äëя
не÷еткоãо эëеìента хн:

r(x) = ,

ãäе r(x) — ìноãозна÷ная функöия: r(x) — ëевая
ветвü, (x) — правая ветвü соответственно относи-
теëüно r(x) = 1.

Дëя r(x) ÷асто испоëüзуется еãо уровневое преä-

ставëение в виäе обратноãо отображения r–1(x) =

= x(r) = (x(r), (r) | r ∈ [0, 1]). Совокупностü {xн} за-
äает не÷еткое ìножество Xн. Дëя обозна÷ения xн
иноãäа испоëüзуется öепо÷ка эквиваëентных преä-

ставëений xн ⇔ r(x), r ∈ [0, 1] ⇔ (r(x), (x) | r,  ∈

∈ [0, 1] ⇔ (x(r), (r) | r ∈ [0, 1]) и т. ä.
Нечеткая функция (отображение) ÷етких пере-

ìенных yн(x). Пустü E — ìножество всех не÷етких
переìенных с заäанной функöией принаäëежнос-
ти r(x), r ∈ [0, 1], x ∈ R. Тоãäа yн(х): R → E опре-
äеëяет не÷етко-зна÷иìуþ функöиþ. В параìетри-
÷еской форìе иìеет ìесто преäставëение

yн(x) = y(x, r) = ( (x, r), (x, r) | r ∈ [0, 1]).

Банахово пространство не÷етких переìенных
ввоäится в соответствии с поäхоäоì, принятыì в
функöионаëüноì анаëизе [10]. Cовокупностü {xн} с
операöияìи сëожения и уìножения, с существо-
ваниеì противопоëожноãо эëеìента образует век-
торное (ëинейное) пространство E. В пространст-
ве E опреäеëена ìетрика

d(xнi
, xнj

) = {max[|x
i
(r) – (r)|, | (r) – x

j
(r)|]}

и норìа

||xнi
 – xнj

|| = d(xнi
, xнj

).

yнxi
'

x
·
н

r x( ) 0 1,[ ],∈

r x( ) 0 1,[ ],∈⎩
⎨
⎧

r

x

r r

x

y y

sup
r 0 1,[ ]∈

xj xi
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Даëее опреäеëяется не÷еткая посëеäоватеëü-
ностü Коøи

{xнn
}: {d(xнn

, xнm
) → 0}

n, m → ∞ 

и поëнота E: xнn
  xн,  xн ∈ E.

Это привоäит к банахову пространству не÷ет-
ких переìенных (E, d). Пара (E, d) образует поë-
ное ìетри÷еское пространство.

Нечеткая непрерывность в то÷ке опреäеëяется с
поìощüþ ëокаëüноãо преäеëüноãо перехоäа в этой
то÷ке, который трактуется относитеëüно ìетрики
Хаусäорфа. Не÷еткая непрерывностü в интерваëе
опреäеëяется как не÷еткая непрерывностü äëя всех
зна÷ений интерваëа.

Нечеткая производная функöии по ее ÷еткоìу
арãуìенту соãëасно общеìу поäхоäу нахоäится пу-
теì опреäеëения äëя некоторой не÷еткой функ-
öии, опреäеëенной ранее, операöий: вы÷итания
иëи существования противопоëожноãо эëеìента,
уìножения на константу, преäеëüноãо перехоäа
относитеëüно заäанной ìетрики. В статüе испоëü-

зуется äва типа не÷етких произвоäных: (x) —

Сейккаëа (Seikkala — S) и (x) — Бакëей-Фей-

ринãа (Buckley-Feuring — BF). Иìеет ìесто утвер-
жäение: есëи не÷еткие произвоäные существуþт
при x = x* и непрерывны в этой то÷ке, то обе не-

÷еткие произвоäные при x = x* равны ìежäу собой.

Поä нечетким интегралом пониìается еãо ри-
ìановско-не÷еткая трактовка [11].

Пустü иìеется не÷еткое отображение fн: [a, b] ⊂
⊂ R → E, ãäе E — не÷еткое ìножество. Есëи äëя
кажäоãо разбиения P = {t0, ..., tн} ∈ [a, b] и ∀ξ

i
 ∈

∈ [t
i – 1, t

i
], i =  äопускается преäставëение

R
p

= fн(ξi
)(t

i
 – t

i – 1), Δ = max{|t
i
 – t

i – 1|, i = },

тоãäа не÷еткий интеãраë (Риìана) äëя fн(t) преä-

ставëяет собой

fн(t)dt = R
p
, (1)

ãäе «lim» опреäеëяется в ìетрике d(u, v) Хаусäор-
фа, т. е. äëя u, v ∈ E ⇒ d(u, v) = sup{max[|u(r) – v(r)|,

| (r) – (r)|]}, r ∈ [0, 1] ⊂ R, u, , v,  — непара-
ìетри÷еские преäставëения не÷етких переìен-
ных u, v.

Дëя не÷еткой непрерывной в ìетрике Хаусäорфа

функöии fн(t) = f(t, r) = ( (t, r), (t, r)| r ∈ [0, 1]) при

выпоëнении соотноøения (1) иìеþт ìесто соот-
ноøения

 = (t, r)dt;  = (t, r)dt,

r ∈ [0, 1] ⊂ R,

ãäе сиìвоëы «_» и «—» — обозна÷аþт объекты ниж-
неãо и верхнеãо зна÷ений соответственно.

Есëи не÷еткая переìенная zн(t), t ∈ [a, b] ⊂ R,

нахоäится поä знакоì не÷еткоãо интеãраëа, то иìе-
ет ìесто не÷еткое интеãраëüное уравнение

zн(t) + K(t, τ)zн(τ)dτ = f(t).

По анаëоãии с траäиöионной кëассификаöией
разëи÷аþт нечеткие интегральные модели, описы-
ваеìые уравненияìи Фреäãоëüìа — Воëüтерра I и
II роäов:

K(t, τ)zн(τ)dτ = uн(t) — не÷еткая интеãраëüная

ìоäеëü, описываеìая уравнениеì Фреäãоëüìа I ро-
äа, t ∈ [t1, t2] ⊂ R; K(t, τ) — ÷еткое иëи не÷еткое яäро;

zн(t) – λ K(t, τ)zн(τ)dτ = uн(t) — не÷еткая интеã-

раëüная ìоäеëü, описываеìая уравнениеì Фреä-
ãоëüìа II роäа; λ ∈ K — параìетр.

Преäеëы интеãрирования ìоãут бытü как ко-
не÷ныìи, так и бесконе÷ныìи. Переìенные уäов-
ëетворяþт неравенству: t1 ≤ t, τ ≤ t2, а яäро K(t, τ)
и свобоäный ÷ëен uн(t) äоëжны бытü непрерыв-
ныìи ëибо уäовëетворятü усëовияì, называеìыì
фреäãоëüìовыìи.

В общеì сëу÷ае из не÷етких уравнений Фреä-
ãоëüìа I, II роäов сëеäуþт не÷еткие уравнения
Воëüтерра I, II роäов. Уравнения Воëüтерра отëи-
÷аþтся от уравнений Фреäãоëüìа теì, ÷то оäин из
преäеëов интеãрирования в них — переìенный:

K(t, τ)zн(τ)dτ = uн(t), t1 ≤ t ≤ t2 — не÷еткая ин-

теãраëüная ìоäеëü, описываеìая уравнениеì Воëü-
терра I роäа; K(t, τ) — ÷еткое иëи не÷еткое яäро;

zн(t) – λ K(t, τ)zн(τ)dτ = uн(t) — не÷еткая интеã-

раëüная ìоäеëü, описываеìая уравнениеì Воëü-
терра II роäа.

Интеãраëüное уравнение Воëüтерра ìожно с÷и-
татü ÷астныì сëу÷аеì уравнения Фреäãоëüìа, есëи
соответствуþщиì образоì äостроитü яäро. У÷и-

n ∞→
→

yн
 S
'

yн
 BF
'

1 n,

i 1=

n

∑ 1 n,

a

b

∫
Δ 0→
lim

u v u v

f f

f t r,( ) td
a

b

∫
a

b

∫ f f t r,( ) td
a

b

∫
a

b

∫ f

a

b

∫

t1

t2

∫

t1

t2

∫

t1

t

∫

t1

t

∫
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тывая, ÷то уравнения Воëüтерра обëаäаþт ряäоì
важных свойств, которые не присущи уравненияì
Фреäãоëüìа и не вывоäятся из них, в äаëüнейøеì
буäеì испоëüзоватü тоëüко общие свойства урав-
нений Фреäãоëüìа и Воëüтерра.

Достато÷ные усëовия существования и еäинс-
твенности реøения не÷етких интеãраëüных урав-
нений Фреäãоëüìа — Воëüтерра второãо роäа при-
веäены в работах [12—14]. Пустü äëя опреäеëен-
ности иìееì не÷еткое уравнение Воëüтерра II роäа.
Дëя существования не÷еткоãо реøения приìеня-
ется ìетоä посëеäоватеëüных не÷етких прибëиже-
ний, при этоì поëаãается, ÷то не÷еткие прибëи-
жения опреäеëены в пряìоуãоëüнике П = [τ, t], на
котороì они иìеþт не÷еткуþ непрерывностü и оã-
рани÷енностü не÷еткой произвоäной по Сейккаëа.
Тоãäа посëеäоватеëüностü не÷етких прибëижений
схоäится в ìетрике Хаусäорфа к не÷еткоìу реøе-
ниþ и, кроìе тоãо, из-за оãрани÷енности произ-
воäной сëеäует схоäиìостü по t, т. е. посëеäова-
теëüностü не÷етких прибëижений схоäится равно-
ìерно к искоìой не÷еткой переìенной, которая и
приниìается за не÷еткое реøение исхоäноãо не-
÷еткоãо интеãраëüноãо уравнения. Еäинственностü
не÷еткоãо реøения äоказывается ìетоäоì от про-
тивноãо.

Привеäенные выøе не÷еткие уравнения Фреä-
ãоëüìа — Воëüтерра I и II роäа соответственно
ìожно преäставитü в краткой (операторной) фор-
ìе [15]:

λ(Kzн)(t)zн(t) = uн(t), 

[I – λ(Kzн)(t)]zн(t) = uн(t), (2а)

ãäе

(Kzн)(t) = K(t, τ)zн(τ)dτ (2б)

— оператор äëя не÷етких уравнений Фреäãоëüìа;

(Kzн)(t) = K(t, τ)zн(τ)dτ (2с)

— оператор äëя не÷етких уравнений Воëüтерра I,
II роäа соответственно, I — еäини÷ный оператор.

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Иìеется не÷еткая ìоäеëü, описываеìая интеã-
раëüныì уравнениеì, заäанныì в оäной из форì —
(2а), (2б) иëи (2с). Необхоäиìо рассìотретü раз-
ëи÷ные ìетоäы не÷еткой оöенки ее состояния.

3. ÌÅÒÎÄÛ ÍÅ×ÅÒÊÎÃÎ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈß

3.1. Îöåíèâàíèå ìåòîäîì íå÷åòêîãî 
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà

Опреäеëение не÷еткоãо преобразования Лап-

ëаса и еãо свойства поäробно изëожены в статüях
[16, 17]. Таì же привеäены приìеры приìенения
этоãо преобразования äëя нахожäения реøения
разëи÷ных не÷етких интеãраëüных уравнений Воëü-

терра типа свертки с ÷еткиìи и не÷еткиìи яäра-
ìи. Заäа÷а обобщена на сëу÷ай наëи÷ия в не÷ет-
коì интеãраëüноì уравнении не÷еткой äифферен-

öиаëüной составëяþщей в ÷астных произвоäных.
Это позвоëяет распространитü ìетоäику приìене-
ния не÷еткоãо преобразования Лапëаса на сëу÷ай
не÷етких ëинейных уравнений в ÷астных произ-
воäных второãо поряäка парабоëи÷ескоãо и ãипер-
боëи÷ескоãо типов.

3.2. Îöåíèâàíèå ìåòîäîì «âëîæåíèÿ (embedding)»

Рассìатривается не÷еткая ìоäеëü в форìе ин-

теãраëüноãо уравнения Фреäãоëüìа II роäа

xн(s) = fн(s) + K(s, τ)xн(τ)dτ, (3)

существование и еäинственностü реøения которо-
ãо, усëовия на функöии fн и K(s, τ), опреäеëение

реøения äëя уравнения с не÷еткиìи параìетраìи,

пространство функöий, в котороì ищется реøе-
ние, а также усëовия, при которых уравнение (3)

существует, поäробно изëожены в работах [13, 14].

То÷ное не÷еткое реøение уравнения (4) ищется
в виäе бесконе÷ной суììы [13]

xн(s) = aнi
h

i
(s), (4)

ãäе {h
i
(�)} — посëеäоватеëüностü функöий в про-

странстве L2(a, b), aнi
 — не÷еткие коэффиöиенты.

Прибëиженное реøение уравнения (4) преäста-
виì в виäе аппроксиìируþщей коне÷ной суììы

xн(s) g (s) = h
i
(s),

ãäе  — не÷еткие коэффиöиенты, поäëежащие

оöенке, h
i
(s) — известные функöии. Дëя их нахож-

äения поäставиì выражение (s) в уравнении (3)

t1

t2

∫

t1

t

∫

a

b

∫

i 1=

∞

∑

xнn
∼

i 1=

n

∑ aнi
∼

aнi
∼

xнn
∼
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вìесто xн. В итоãе поëу÷иì уравнение виäа (3), ре-
øениеì котороãо явëяется

h
i
(s) = fн(s) + K(s

j
, τ)h

i
(τ)dτ. (5)

В резуëüтате иìееì n неизвестных не÷етких пе-

реìенных , ...,  в уравнении (5). Дëя их на-
хожäения необхоäиìо иìетü n уравнений, поэтоìу
испоëüзуется n то÷ек s1, ..., sn ∈ [a, b]. Поëу÷иì

НСЛУ относитеëüно :

h
i
(s

j
)  = fнi

(s
j
) + K(s

j
, τ)h

i
(τ)dτ ,

j = ,

иëи в ìатри÷ной форìе:

A  = fн + B , (6)

ãäе A = (a
ij
), B = (b

ij
) — ìатриöы с ÷еткиìи эëе-

ìентаìи; a
ij
 = h

i
(s

j
); b

ij
 = K(s

j
, τ)h

i
(τ)dτ, i, j = ;

 = ( , ..., )Т; fн = (fн(s1), ..., fн(sn))
T — вектор

с не÷еткиìи коìпонентаìи.
Матри÷ное уравнение (6) привоäится к стан-

äартной форìе

aн = fн,   = A – B, (7)

и äаëее поëу÷енная систеìа реøается ìетоäоì
«вëожения» [9, 18].

Соãëасно ìетоäу «вëожения» уравнение (7)
преобразуется к расøиренной (вëоженной) систе-
ìе:

S(2nЅ 2n)�Хн(2nЅ 2n) = Yн(2nЅ 2n),

ãäе Хн = ( , ..., | , ..., )T; 

Yн = ( , ..., | , ..., )T.

Матриöа S иìеет бëо÷нуþ структуру: S =

= . Матриöа S1 поëу÷ается из ìатриöы

А — В, есëи в ней все отриöатеëüные эëеìенты за-
ìенитü нуëяìи; ÷тобы построитü ìатриöу S2, в
ìатриöе А — В отриöатеëüные эëеìенты заìеняþт
их ìоäуëяìи, остаëüные эëеìенты — нуëяìи:

s
ij
 = a

ij
 – b

ij
,  s

i + n, j + n
 = a

ij
 – b

ij
,  a

ij
 – b

ij
 > 0;

s
i, j + n

 = –(a
ij
 – b

ij
),  s

i + n, j
 = –(a

ij
 – b

ij
),

a
ij
 – b

ij
 < 0.

Есëи |S | ≠ 0, т. е. S не вырожäена, то

Xн = S–1
Yн,

ãäе S–1 = ; U = 0,5[(S1 + S2)
–1 + (S1 – S2)

–1];

V = 0,5[(S1 + S2)
–1 – (S1 – S2)

–1].

Сëу÷ай, коãäа ìатриöа S явëяется вырожäен-
ной, поäробно рассìотрен в статüях [19, 20].

Оöенка то÷ности прибëиженноãо реøения по-
ëу÷ается из сëеäуþщих соотноøений.

Векторы остатков r
n
 и оøибки ε

n
 опреäеëяþтся

посреäствоì ìетрики Хаусäорфа:

rн = D(fн, L ) = (d(fн, L ), ..., d(fн, L ))T,

ε
n
 = D( , xн) = (d( , xн1), ..., d( , xнn

))T,

ãäе

L = I – K, а K = (Kxн)(s) = K(s, τ)xн(τ)dτ.

Оöенка то÷ности прибëиженноãо реøения по-
ëу÷ена в работе [21]:

||ε
n
|| ≤ ||r

n
||�[1 – ||K ||]–1 при ||K || < 1.

Пример 1. Иìееì

xн(s) = fн(s) + (s + 1)xн(τ)dτ,

ãäе a = –1, b = 1, а

fн(s) = f(s, r) = ( (s, r)) = s3(r2 + r),

(s, r) = s3(4 – r3 – r)|r ∈ [0, 1]),  –1 ≤ s, τ ≤ 1.

Необхоäиìо найти оöенку состояния по ìетоäу «вëо-
жения».

Решение. Выбираеì в ка÷естве h1(s) = 1, h2(s) = s3 и
поëаãаеì, ÷то s1 = –1; s2 = 1, тоãäа эëеìенты уравнения
(5) буäут иìетü виä:

(s1) = –(r2 + r),  (s2) = (r2 + r),

(s1) = –(4 – r3 – r),  (s2) = (4 – r3 – r);

A =  = ; 

B = ,

i 1=

n

∑ aнi
∼

i 1=

n

∑ aнi
∼

a

b

∫
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⎜ ⎟
⎛ ⎞

b11 = 1– 1+( )1 τd
1–

1

∫ b12 = 1– 1+( ) 1–( )3 τd
1–

1

∫

b21 = 1 1+( )1 τd
1–

1

∫ b22 = 1 1–( )13 τd
1–

1

∫
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
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B =  ⇒  = A – B =  ⇒ S =  ⇒

⇒ (S1 + S2)
–1 =  = 0,5 ,

(S1 – S2)
–1 =  = 0,5  ⇒

⇒  = ;

V = 0,5[(S1 + S2)
–1 – (S1 – S2)

–1] = .

На основании этоãо поëу÷иì:

 = ,

(8)

Прибëиженная оöенка состояния

xн(s) g xнn = 2(s) = aн1h1(s) +  =

= aн1 + aн2s
3,

ãäе aн1, aн2 быëи поëу÷ены ранее в систеìе уравнений (8).

Можно показатü, ÷то эта оöенка ìожет бытü сиëü-
ной/сëабой по ìетоäике, изëоженной автораìи в статü-
ях [19, 20]. ♦

3.3. Òåéëîðîâñêîå îöåíèâàíèå

В общеì виäе этот ìетоä обы÷но рассìатрива-
ется äëя не÷еткой систеìы интеãраëüных уравне-
ний [21]. Дëя простоты ниже буäет реаëизован
÷астный сëу÷ай этой систеìы, коãäа она заäается
в виäе оäноãо уравнения Фреäãоëüìа II роäа:

xн(s) = fн(s) + K(s, τ)xн(τ)dτ, (9)

ãäе a ≤ s, τ ≤ b; K(s, τ) — заäанное ÷еткое яäро, äиф-
ференöируеìое по своиì арãуìентаì на отрезке
[a, b] ⊂ R; хн(s) — не÷еткое неизвестное, поäëежа-
щее нахожäениþ из уравнения (9).

Даëее поëаãаеì, ÷то fн(s), xн(s) преäставëены в
параìетри÷еской форìе:

fн(s) = f(s, r) = ( (s, r), (s, r) |r ∈ [0, 1]), 

xн(s) = x(s, r) = (x(s, r), (s, r) |r ∈ [0, 1]).

Тоãäа уравнение (9) в параìетри÷еской форìе
буäет иìетü виä:

(10)

r ∈ [0, 1],

в котороì

U(τ, r) = 

(τ, r) = 

Пустü äаëее на отрезке [a, b] ⊂ R выпоëнены не-
равенства:

Тоãäа систеìа уравнений (10) ìожет бытü пре-
образована к виäу:

(11)
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по степеняì n, тоãäа äëя фиксированной то÷ки
τ = z поëу÷иì:

ãäе (τ, r) = , (τ, r) = .

Дифференöируя оба уравнения (12) p =  раз
по переìенной s, поëу÷иì:

(s, r) = (s, r) + (s, τ) (τ, r) Ѕ

Ѕ (τ – z)idτ + (s, τ) (τ, r)(τ – z)idτ,

(s, r) = (s, r) + (s, τ) (τ, r) Ѕ

Ѕ(τ– z)idτ + (s, τ) (τ, r)(τ– z)idτ, (13)

ãäе (s, r) = , (s, r) = ,

(s, τ) = , p = .

Посëе переìены ìест сиìвоëов интеãраëа и
суììы систеìу уравнений (13) ìожно преäставитü
в виäе:

(s, r) = (s, r) + (s, τ) (τ, r)Ѕ

Ѕ(τ – z)idτ + (s, τ) (τ, r)(τ – z)idτ,

(s, r) = (s, r) + (s, τ) (τ, r) Ѕ

Ѕ(τ– z)idτ + (s, τ) (τ, r)(τ– z)idτ, (14)

иëи, ввеäя обозна÷ения

 = (s, τ)(τ – z)idτ,

 = (s, τ)(τ – z)idτ,

запиøеì уравнение (14) в виäе:

(s, r) = (s, r) + (s, τ) (τ, r) +

+ (τ, r),

(s, r) = (s, r) + (s, τ) (τ, r) +

+ (τ, r),  p = . (15)

Ввеäя в уравнение (15) векторы

X(s, r) = ( , ..., )T, (s, r) = ( , ..., )T,

F(s, r) = ( , ..., )T, (s, r) = ( , ..., )T,

и ìатриöы

S
1 = ( ),  S2 = ( ), (p, i) = ,

поëу÷иì при s, z = a* ∈ [a, b] уравнение (15) в ìат-
ри÷ной форìе:

X = F + (S1 + S2)X, X = (X, )T, F = (F, )T, (16)

откуäа поëу÷иì реøение:

X = F + SX, S =  ⇒ (S – I)X = –F ⇒

⇒ X * = –(S – I)–1
F,  |S – I | ≠ 0.

Схоäиìостü реøения X * к то÷ноìу реøениþ

(X *  ) äоказывается в работе [22].

Пример 2. Рассìотриì интеãраëüное уравнение
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в котороì
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2(r – 2) ;

r ∈ [0,1] ⊂ R1.
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Необхоäиìо найти xн(s) = x(s, r) = (x(s, r), (s, r)).

Чтобы найти реøение, преäставиì уравнение (17) в
параìетри÷еской форìе:

x(s, r) = sr + s
2(1 + τ)x(τ, r)dτ,

(s, r) = s
2(r – 2) s

2(1 + τ) (τ, r)dτ. (18)

В этих выражениях яäро K(s, τ) = s
2(1 + τ) ≥ 0

∀τ ∈ [0, 2], ãäе проìежуток [0,2] опреäеëяет преäеëы
интеãрирования в уравнении (18), поэтоìу этот проìе-
жуток не иìеет то÷ки разбиения с, которая преäставëена
в систеìе уравнений (12).

Преäставиì неизвестные функöии x(τ, r), (τ, r),
которые в уравнении (17) нахоäятся поä знакоì интеã-
раëа в виäе тейëоровскоãо поëиноìа по степеняì n, по-
ëожив при этоì äëя простоты вы÷исëений n = 1. Тоãäа
при τ = z ∈ [0,2] поëу÷иì:

x(τ, r) = 1 + (τ – z),

(τ, r) = 1 + (τ – z),  0 ≤ τ, z ≤ 2, r ∈ [0, 1].

Так как n = 1, ÷исëо äифференöирований p по s каж-
äоãо из уравнений (18) äает зна÷ения p = 0,1, сëеäова-
теëüно,

p = 0 ⇒  ⇒ 

p = 1 ⇒  ⇒ 

Даëее рассìатриваþтся векторы X, F и эëеìенты ìат-
риöы S:

X = (x |s = a*, r), (s = a*, r); ( |s = a*, r), (s = a*,

r)T— вектор не÷етких переìенных, поäëежащий опреäе-
ëениþ; a* ∈ [a, b];

F = (s = a*, r) = a*r,  = 1�r; (s = a*, r) =

= a*
2(r – 2),  = a*(r – 2)  — заäанный вектор

не÷етких переìенных.

Эëеìенты  ìатриöы S2 равны нуëþ, так как про-

ìежуток [0,2] не иìеет то÷ки разбиения с. Это äает

S
2 = (  = 0). Эëеìенты  ìатриöы S1 преäставëяþт

собой

 = (s, τ)(τ – z)idτ =

= [(s = a* = 0)2(1 + τ) (τ – z = a* = 0)idτ = 0, 

p, i = 0, 1,

поэтоìу S1 = ( ) = 0. Это озна÷ает, ÷то

S = ,

откуäа из уравнения (16) поëу÷иì:

S – I |
s = 0 = –I.

В резуëüтате ìатри÷ное уравнение

(S – I)|
S = 0�X = –F ⇒ IX = F

буäет иìетü виä:

 =  ⇒ xн = x(s, r) =

= x(s, r)|
a = s = sr, (s, r) = s

2(r – 2)|r ∈ [0,1] .

В общеì сëу÷ае заäается не÷еткая систеìа интеã-
раëüных уравнений [22, 23]

xнi
(s) = fнi

(s) + K
ij
(s, τ)xнi

(τ)dτ,  i = . (19)

Зäесü поëаãается a ≤ s, τ ≤ b, K
ij
(s, τ), i, j = , — за-

äанные ÷еткие яäра, äифференöируеìые по своиì арãу-
ìентаì на проìежутке [a, b]; fнi

 — заäанные не÷еткие

функöии; xнi
(s) = (xн1(s),..., xнm

(s))T — не÷еткий вектор,
поäëежащий опреäеëениþ. Не÷еткие переìенные fнi

(s),

xнi
(s) преäставëяþтся в параìетри÷еской форìе

fнi
(s) = f

i
(s, r) = ( (s, r), (s, r)|r ∈ [0, 1]),

xнi
(s) = x

i
(s, r) = (x

i
(s, r), (s, r)|r ∈ [0, 1]),  i = ,

и äаëее приìеняется ìетоäика преобразований, которая
быëа реаëизована в оäноìерноì сëу÷ае: разбиение пре-
äеëов интеãрирования проìежутка [a, b] с поìощüþ то-

÷ек c
ij
, i, j = ; преäставëение неизвестных переìен-

ных x
i
(s, r), (s, r) в виäе тейëоровских поëиноìов по

степеняì n в произвоëüной то÷ке τ = z ∈ [a, b] ⊂ R; äиф-

ференöирование p =  раз по s кажäоãо из уравнений
(19), преäставëенных в параìетри÷еской форìе; пере-
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ìена ìестаìи сиìвоëов  и ; ввеäение соответствуþ-

щих обозна÷ений äëя векторов и ìатриö.

В резуëüтате пере÷исëенных преобразований появят-
ся НСЛУ типа (16):

SX = F, (20)

ãäе X(�) = ( (�), (�), ..., (�), (�))T — неизвес-

тный вектор не÷етких переìенных; сиìвоë (�) обозна-
÷ает (s = a, r); (n) — ноìер произвоäной и степенü тей-

ëоровскоãо разëожения; (�) = (x
k
(�), ..., (�))T;

(�) = ( (�), ..., (�))T, k = , — коìпоненты

вектора X;

F(�) = ( (�), (�), ..., (�), (�))T — заäан-

ный вектор не÷етких переìенных;

=–( (�), ..., (�))T;

=–( (�), ..., (�))T;

S =  — ìатриöа с ìатри÷ныìи эëе-

ìентаìи

W
(i, j) = ;

 =  = ;

 =  = . ♦

Пример 3. Иìееì

(s, r) = s�r – s
2(r3 – 2) – s

2
r – s

2
r(r4 + 2);

(s, r) = s
2(r – 2) + s

2(r3 – 2) – s(r – 2) +

+ s
2
r(r4 + 2);

(s, r) = s(s5 + 2r) – 14,1(s – 2)2(r3 – 2) – (s2 + 1)r –

– 0,3(s – 2)3r(r4 + 2);

(s, r) = (s2 + 1)(r – 2) – s(3r
3 – 6) +

+ 0,9(s – 2)2(r3 – 2) + 4,7(s – 2)r(r4 + 2);

K11(s, τ) = s2(1 + τ); K12(s, τ) = s2(1 – τ2); 

K21(s, τ) = (1 + s2)τ; K22(s, τ) = (s – 2)(1 – τ3),

0 ≤ s, τ ≤ 2, — совокупностü яäер.
Решение. В этих усëовиях при z = 0 (z — то÷ка тей-

ëоровскоãо разëожения) поëу÷иì:

W
(1,1) = ; W (1,2) = (0)

i, j;  i, j = ;

W
(2,1) = ;  W (2,1) = .

Реøение НСЛУ (20) äает:

X = S–1
F,

ãäе

X = X(a = 0, r) = (x1, , , , x2, , , )T;

S
–1

F = (0, r, 0, 2 – r, 0, r5 + 2r, 0, 6 – r3)T. ♦

3.4. Îöåíèâàíèå íå÷åòêîãî ñîñòîÿíèÿ 
ìåòîäîì âûðîæäåííûõ ÿäåð

Поëаãается, ÷то есëи яäро уравнения преäстав-
ëяется в виäе коне÷ной суììы произвеäений функ-
öий от τ на функöиþ от s, тоãäа уравнение (19) с

яäроì K(s, τ) = a
i
(s)b

i
(τ) преäставëяет собой

не÷еткое интеãраëüное уравнение Фреäãоëüìа с
÷еткиì вырожäенныì яäроì [22, 23]. Зäесü, как
и ранее (сì. п. 3.2) äëя существования и еäинст-
венности не÷еткоãо реøения по ìетоäу посëеäо-
ватеëüных прибëижений поëаãается, ÷то a

i
(s) оп-

реäеëено, кусо÷но-непрерывно по Хаусäорфу и
оãрани÷ено первой произвоäной по Сейккаëа на
s ∈ [a, b] ⊂ R, b

i
(τ) иìеет анаëоãи÷ное оãрани÷ение

на τ ∈ [0, t] ⊂ R.

Моäифиöируеì известный ìетоä реøения тра-
äиöионноãо уравнения с вырожäенныì яäроì äëя
реøения соответствуþщеãо не÷еткоãо уравнения
[24].

Пустü иìееì не÷еткое интеãраëüное уравнение
(19), яäро котороãо

K(s, τ) = a
i
(s)b

i
(τ),
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и на проìежутке интеãрирования [a, b] выпоëнены
такие типы неравенств:

(i):  (ii): 

(iii): 

Тоãäа в сëу÷ае (i) äëя систеìы уравнений (19)
буäут справеäëивы соотноøения

xн(s) = fн(s) + K(s, τ)xн(τ)dτ ⇔

⇔ (21)

Уìножив соотноøения (21) на b
i
(τ) и затеì про-

интеãрировав их на проìежутке [a, b], поëу÷иì со-
отноøения

x
i
 =  + x

i
,   = (τ)b

i
(τ)dτ,

 = b
i
(τ)a

j
(τ)dτ,

 = ,   = (τ)b
i
(τ)dτ,  i = .

Эти соотноøения привоäят к НСЛУ

Xн = АХн + Fн,

ãäе

Xн = (X | )T;  X = (x1, ..., xn
);   = ( , ..., );

Fн = (F | )T,

Fн = (F | );  F = ( , ..., ),   = ( , ..., );

A = ;  A1 = ( ),   = b
i
(τ)a

j
(τ)dτ,

i, j = , 

и которое ìожно преäставитü в траäиöионной
форìе, принятой в теории не÷етких вы÷исëений
[19, 20]:

(I – A)Xн = Fн, I — еäини÷ная ìатриöа. (22)

В статüях [19, 20] рассìотрен сëу÷ай, коãäа
|I – A| = 0.

Пример 4. Рассìотриì интеãраëüное уравнение виäа
(21):

xн(s) = fн(s) + sτxн(τ)dτ,  s ∈ [0, 0,5],

в котороì

fн(s) = f(s, r) = ( (s, r), (s, r)|r ∈ [0, 1]);

K(s, τ) = sτ ≥ 0,  a
i
(s) = s,  b

i
(τ) = τ.

Реøение нахоäится из не÷еткоãо ìатри÷ноãо урав-
нения (22), в котороì эëеìенты ìатриö преäставëяþт
собой

Xн = X(s, r) = (x | )T; 

Fн = F(s, r) =  = (τ)τdτ  = (τ)τdτ ;

 = τ2dτ =  = ; 

I – A = 1 –  = 1 –  = .

Сëеäоватеëüно,

x1 = (τ)τdτ,  = (τ)τdτ

и реøение уравнения иìеет виä:

xн(s) = (х(s, r), (s, r) | r ∈ [0, 1]),

в котороì

х(s, r) = (s, r) + sx1,  (s, r) = (s, r) + s . 

В сëу÷ае (ii) посëе вы÷исëений, анаëоãи÷ных (i), с
у÷етоì свойства уìножения äëя не÷етких переìенных x
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поëу÷иì

( |X )T = (–IX |–I )T,

откуäа посëе преобразований буäеì иìетü:

 =  +  ⇔  =

=  +  ⇔ (I + A)Xн = –Fн. ♦

3.5. Îöåíêà íå÷åòêîãî ñîñòîÿíèÿ 
ìåòîäîì íåâûðîæäåííîãî ÿäðà, 

àïïðîêñèìèðóåìîãî âûðîæäåííûì

Пустü в соотноøении (21) яäро иìеет виä
K(s, τ) = K(s�τ), тоãäа в соответствии с тейëоров-
скиì разëожениеì при (s�τ) g 0 поëу÷иì:

K(s�τ) e
i
(s�τ)i = a

i
(s)b

i
(τ).

Сëеäоватеëüно, äëя уравнения

xн(s) = fн(s) + K(s, τ)xн(τ)dτ

ìожет бытü приìенен ìетоä из п. 3.4.
Пример 5. Иìееì

xн(s) = fн(s) + sin(s�τ)xн(τ)dτ.

Испоëüзуеì тейëоровскуþ аппроксиìаöиþ яäра
K(s�τ) g s�τ, тоãäа äаëее приìеняþтся резуëüтаты при-
ìера 4.

При аппроксиìаöии

K(s�τ) g s�τ – (s�τ)3 =  + 

интеãраëüное уравнение также реøается ìетоäоì, опи-
санныì в п. 3.4. ♦

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

На основе опреäеëения не÷еткоãо интеãраëа
Риìана сфорìуëирована постановка заäа÷и об оöе-
нивании состояний ìоäеëей, описываеìых не÷ет-
киìи интеãраëüныìи уравненияìи Фреäãоëüìа —
Воëüтерра в преäпоëожении существования и
еäинственности их реøений.

Рассìотрены разëи÷ные ìетоäы оöенивания
не÷етких интеãраëüных уравнений, а иìенно: не-
÷еткое преобразование Лапëаса, ìетоä «вëожения»
ìоäеëей, тейëоровское оöенивание вырожäенных
яäер, оöенивание невырожäенных яäер вырожäен-
ныìи форìаìи. Дëя них реøены тестовые приìе-

ры и показано, ÷то некоторые реøения связаны с
реøениеì не÷етких систеì ëинейных аëãебраи-
÷еских уравнений.

В ÷асти 2 статüи буäут рассìотрены äруãие не-
÷еткие ìетоäы оöенивания состояний ëинейных и
неëинейных ìоäеëей интеãраëüных уравнений,
связанные с ìетоäоì наиìенüøих кваäратов и еãо
ìоäификаöияìи, оöениваниеì по ìетоäаì Гаëер-
кина, Чебыøева и функöияì sinc.
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ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÑÎÎÁÙÅÑÒÂÀ 
Â ÑÎÖÈÀËÜÍÛÕ ÑÅÒÅÂÛÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐÀÕ. 

×. 1. Îò îñíîâíîãî ïîíÿòèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêèì 
ìîäåëÿì ôîðìèðîâàíèÿ1

Д.А. Губанов, И.В. Петров

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Интернет и онëайновые соöиаëüные сети от-
крыëи боëüøие возìожности äëя эффективноãо
произвоäства, распространения и потребëения ин-
форìаöии в обществе, и, сëеäоватеëüно, возìож-
ности äëя раöионаëüноãо обсужäения разëи÷ных
вопросов и форìирования взвеøенных ìнений по
ниì. Оäнако, как оказаëосü, äоступностü и разно-
образие исто÷ников инфорìаöии и преäставëен-
ных в них аëüтернативных то÷ек зрения не приво-
äит автоìати÷ески к повыøениþ ка÷ества поëу-
÷аеìой инфорìаöии и коìпетентности ëþäей в
общественно важных вопросах. Напротив, по ìно-
ãиì вопросаì в обществе происхоäит расхожäе-

ние преäставëений и форìирование отäеëüных
сообществ с разëи÷ныìи, нереäко äиаìетраëüно
противопоëожныìи то÷каìи зрения на оäни и те
же вопросы. Объясняется это теì, ÷то у÷астники
соöиаëüной сети не явëяþтся поëностüþ раöио-
наëüныìи аãентаìи, эффективно аãреãируþщиìи
инфорìаöиþ по интересуþщиì их вопросаì, пос-
коëüку на обработку инфорìаöии инäивиäаìи ока-
зываþт существенное возäействие соöиаëüно-пси-
хоëоãи÷еские факторы.

Во ìноãих преäìетных обëастях выявëение и
иссëеäование в соöиаëüных сетях информационных
сообществ — ìножеств инäивиäов, обëаäаþщих
бëизкиìи и устой÷ивыìи преäставëенияìи по не-
котороìу вопросу — явëяется важной заäа÷ей. На-
приìер, в соöиоëоãии и поëитоëоãии с÷итается,
÷то форìирование изоëированных сообществ (ин-
форìаöионных пузырей и эхо-каìер) преäставëя-
ет уãрозу äëя общества. Эìпири÷еские иссëеäо-

Аннотация: Преäставëен обзор иссëеäований, связанных с инфорìаöионныìи сообщес-
тваìи во взаиìоäопоëняþщих направëениях: ìоäеëи форìирования инфорìаöионных
сообществ в соöиаëüных сетевых структурах и прикëаäные аспекты выявëения и анаëиза
инфорìаöионных сообществ в соöиаëüных сетевых структурах. В раìках первоãо направ-
ëения рассìатриваþтся ìатеìати÷еские ìоäеëи форìирования инфорìаöионных сооб-
ществ в усëовиях неопреäеëенности, в которых инäивиäы стреìятся прийти к истинноìу
преäставëениþ относитеëüно интересуþщеãо их вопроса. Наибоëее реëевантныìи зäесü
явëяþтся ìоäеëи äинаìики преäставëений, в которых преäставëения узëов изìеняþтся
поä вëияниеì äруãих узëов сети и у÷итываþтся факторы (в ÷астности, топоëоãия сети и
оãрани÷ения раöионаëüности инäивиäов сети), веäущие к форìированиþ инфорìаöи-
онных сообществ. В первой ÷асти обзора äано понятие инфорìаöионноãо сообщества,
изëожен проöесс обработки инфорìаöии и принятия реøений аãентоì в соöиаëüной се-
ти в усëовиях внеøней неопреäеëенности, выäеëены факторы, вëияþщие на форìиро-
вание инфорìаöионных сообществ в сети. Иссëеäованы базовые ìоäеëи äинаìики преä-
ставëений с байесовскиìи аãентаìи и их расøирения.

Ключевые слова: соöиаëüные сетевые структуры, инфорìаöионное сообщество, форìирование ин-
форìаöионных сообществ, выявëение инфорìаöионных сообществ, форìирование преäставëений.

1 Иссëеäование выпоëнено при финансовой поääержке
РФФИ в раìках нау÷ноãо проекта № 19-17-50225.
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вания показываþт наëи÷ие саìых разнообразных
инфорìаöионных сообществ в соöиуìе (напри-
ìер, поëяризованных сообществ респубëиканöев
и äеìократов в США). В этих иссëеäованиях изу-
÷аþтся разëи÷ные аспекты: поëу÷ение поëüзова-
теëеì аëüтернативной инфорìаöии в зависиìости
от преäпо÷тений еãо контактов в сети и аëãорит-
ìов онëайновой соöиаëüной сети [1], взаиìоäей-
ствие сообществ с разныìи преäставëенияìи [2],
инфорìаöионные роëи поëüзоватеëей [3] и äр. Дëя
иссëеäования ÷аще всеãо приìеняþтся статисти-
÷еские ìетоäы и ìетоäы ìаøинноãо обу÷ения (на-
приìер, ìетоäы корреëяöионноãо и кëастерноãо
анаëиза), а также ìетоäы соöиаëüно-сетевоãо ана-
ëиза, опираþщиеся на феноìен ãоìофиëии2 [1—5].
Приìенение таких ìетоäов требует преäваритеëü-
ной обработки äанных и посëеäуþщей интерпре-
таöии поëу÷енных резуëüтатов, т. е. иссëеäоватеëü
äоëжен иìетü преäставëение о законоìерностях
äинаìики ìнений в соöиаëüных сетях и о сущес-
твовании в них инфорìаöионных сообществ. Осо-
бенности обработки инфорìаöии инäивиäоì ис-
сëеäуþтся в обëасти коãнитивистики, психоëоãии и
соöиаëüной психоëоãии (сì., наприìер, работу [8]),
а äëя ìоäеëирования äинаìики преäставëений в
сетях с у÷етоì этих особенностей разрабатываþт-
ся форìаëüные ìикроуровневые ìоäеëи оãрани-
÷енно раöионаëüных аãентов (сì., наприìер, ра-
боты [9—13]). На практике приìенятü эти ìоäеëи
äëя выявëения сообществ непросто из-за принятых
упрощений и преäпоëожений, сëожности иäенти-
фикаöии параìетров ìоäеëей и отсутствия ÷етко
сфорìуëированноãо понятия инфорìаöионноãо
сообщества.
Цеëü настоящеãо обзора состоит в рассìотрении

ìоäеëей форìирования инфорìаöионных сооб-
ществ в соöиаëüных сетях (иìеþщих как ìикро-
эконоìи÷еские, так и коãнитивные и соöиаëüно-
психоëоãи÷еские основания) и ìетоäов их выяв-
ëения. Обзор состоит из трех ÷астей. Структура
первой ÷асти обзора такова: в § 1 äано опреäеëение
инфорìаöионноãо сообщества; в § 2 кратко рас-
сìотрен проöесс обработки инфорìаöии и приня-
тия реøений аãентоì в соöиаëüной сети в усëовиях
внеøней неопреäеëенности, выäеëены факторы,
вëияþщие на äинаìику преäставëений в соöиаëü-
ной сети и — в итоãе — на форìирование инфор-
ìаöионных сообществ в сети; в § 3 кратко рассìот-
рены форìаëüные ìоäеëи äинаìики преäставëе-
ний c байесовскиìи аãентаìи, которые веäут к
форìированиþ инфорìаöионных сообществ.

1. Î ÏÎÍßÒÈÈ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÑÎÎÁÙÅÑÒÂÀ

Понятие сообщества (community) явëяется äо-
воëüно не÷еткиì, оно ÷асто испоëüзуется нефор-
ìаëüно. Привеäеì некоторые из иìеþщихся оп-
реäеëений. Сообщество — «объеäинение ëþäей,
нароäов, ãосуäарств, иìеþщих общие интересы,
öеëи» [14]. Сообщество ìожно рассìатриватü:
как объеäинение инäивиäов:
— как ãруппу ëþäей с общиìи характеристика-

ìи иëи интересаìи, живущих вìесте в преäеëах
боëüøеãо общества,

— как совокупностü инäивиäов с общиìи ин-
тересаìи, распреäеëенных по всеìу обществу,

— как объеäинение ëþäей иëи наöий, иìеþщих
общуþ историþ иëи общие соöиаëüные, эконоìи-
÷еские и поëити÷еские интересы;
как общество в öеëоì [15].
В ка÷естве приìеров сообществ ìожно привес-

ти нау÷ное сообщество и языковое сообщество.
Из опреäеëений сообщества прежäе всеãо сëе-

äует общностü характеристик инäивиäов, вхоäящих
в неãо. Этот эффект тесно связан с гомофилией —
скëонностüþ инäивиäов форìироватü связи на
основании общности характеристик [6, 7]. С этой
то÷ки зрения существует пряìая связü с опреäе-
ëениеì в теории сëожных сетей, в котороì сооб-
ществоì называþт ìножество узëов, преиìущест-
венно связанных äруã с äруãоì, нежеëи с узëаìи
äруãих сообществ [16]. В раìках äанной работы ав-
торов интересуþт такие характеристики инäиви-
äов, как их преäставëения относитеëüно тех иëи
иных вопросов (пробëеì). Поэтоìу буäеì пони-
ìатü информационное сообщество как совокупностü
инäивиäов, явëяþщихся у÷астникаìи соöиаëüной
сети и объеäиненных общиìи устой÷ивыìи преä-
ставëенияìи3 относитеëüно заäанных вопросов
(сì. ввеäенное наìи форìаëüное опреäеëение со-
общества в äокëаäе [17]).
Дëя описания и объяснения äинаìики форìи-

рования инфорìаöионных сообществ в соöиаëü-
ных сетях необхоäиìы соответствуþщие ìоäеëи
äинаìики преäставëений инäивиäов. Зäесü ìожно
выäеëитü äва типа зна÷иìых äинаìи÷еских про-
öессов в соöиаëüных сетях (рис. 1): проöесс изìе-
нения преäставëений инäивиäов сети (состояния
сети) в раìках фиксированной топоëоãии и про-
öесс изìенения топоëоãии сети, коãäа состояние
сети «возäействует» на топоëоãиþ (еäиноìыøëен-
ники на÷инаþт ÷аще взаиìоäействоватü äруã с
äруãоì). Обы÷но с÷итается, ÷то äинаìика топоëо-
ãии происхоäит в ìеäëенноì вреìени, а äинаìика
состояний — в быстроì. Наибоëее интересныìи и2 Иссëеäования ãоìофиëии активно веäутся в соöиоëоãии

(в ÷астности, изу÷ение свиäетеëüств ее наëи÷ия и при÷ин воз-
никновения — сì., наприìер, работы [6, 7]). В настоящей ста-
тüе ìы не претенäуеì на обзор резуëüтатов, поëу÷енных в со-
öиоëоãии.

3 Терìины «преäставëение», «ìнение» и «убежäение» рас-
сìатриваþтся как синониìы.
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сëожныìи преäставëяþтся ситуаöии, коãäа оба
проöесса вëияþт äруã на äруãа, возäействуя, в своþ
о÷ереäü, на форìирование инфорìаöионных со-
обществ в соöиаëüной сети.
В настоящеì обзоре рассìотрены ìоäеëи äина-

ìики преäставëений инäивиäов в сетях с фикси-
рованной структурой (в некоторых сëу÷аях с изìе-
няþщиìися весаìи связей), в которых инäивиäы
в проöессе соöиаëüных взаиìоäействий пытаþтся
разреøитü неопреäеëенностü относитеëüно рас-
сìатриваеìоãо вопроса. Общностü итоãовых преä-
ставëений инäивиäов и преäставëяет собой усëо-
вие форìирования инфорìаöионных сообществ
в сети. Эти ìоäеëи рассìотрены äаëее в первой и
во второй ÷астях обзора.

2. ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÉ 
Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎÉ ÑÅÒÈ

У÷астники соöиаëüных сетей обìениваþтся
инфорìаöией и пытаþтся устранитü неопреäеëен-
ностü относитеëüно некотороãо вопроса (который
при построении ìоäеëей обы÷но форìаëизуется
в виäе зна÷ения некотороãо параìетра), форìи-
руя относитеëüно неãо свое преäставëение. В тео-
рии управëения соöиаëüно-эконоìи÷ескиìи сис-
теìаìи обы÷но преäпоëаãается, ÷то раöионаëüные
инäивиäы (аãенты) обëаäаþт преäставëенияìи
(beliefs) о состоянии прироäы (state of nature) θ ∈ Θ.
Инäивиäуаëüные преäпо÷тения аãента опреäеëе-
ны на ìножестве резуëüтатов äеятеëüности, кото-
рые зависят, в ÷астности, от äействия аãента и со-
стояния прироäы. В соответствии с ãипотезой ра-
öионаëüноãо повеäения аãент выбирает äействие,
которое привоäит к наиëу÷øеìу äëя неãо резуëü-
тату. И зäесü существенна та инфорìаöия, кото-
рой он обëаäает относитеëüно состояния прироäы.
Раöионаëüный аãент стреìится устранитü сущест-
вуþщуþ неопреäеëенностü и приниìатü реøения
в усëовиях поëной инфорìированности (ãипотеза
äетерìинизìа) [18]. В настоящей работе ре÷ü иäет
прежäе всеãо об устранении внеøней объективной
неопреäеëенности — неопреäеëенности состояния
прироäы. Преäпоëаãается, ÷то раöионаëüный аãент

пытается устранитü неопреäеëенностü при поìо-
щи внеøней инфорìаöии о состоянии прироäы и
в проöессе взаиìоäействия с сосеäяìи (äействия
которых раскрываþт иìеþщуþся у них ÷астнуþ
инфорìаöиþ), изìеняя свои преäставëения в со-
ответствии с некоторыìи ìеханизìаìи обновëе-
ния преäставëений (иëи правиëаìи обработки
инфорìаöии) (рис. 2). Раöионаëüные аãенты при
рас÷ете апостериорных преäставëений приìеняþт
правиëо Байеса.
Оäнако инäивиäы не явëяþтся поëностüþ ра-

öионаëüныìи. Психоëоãи отìе÷аþт (сì., напри-
ìер, работы [19—21]), ÷то инäивиäы обëаäаþт
ограниченной рациональностью в сиëу разëи÷ных
коãнитивных оãрани÷ений (прежäе всеãо, оãрани-
÷енноãо объеìа паìяти и оãрани÷енных вы÷исëи-
теëüных возìожностей) и психи÷еских особен-
ностей (сì. на рис. 2 психи÷еские коìпоненты,
äетаëüное описание которых привеäено в работе
[22]) и äопускаþт систеìати÷еские оøибки, вëия-
þщие на обработку инфорìаöии (коãнитивные
искажения). Поэтоìу зäесü ìоãут бытü рассìотре-
ны эвристи÷еские способы обновëения, которые
основываþтся на эìпири÷еских законоìерностях
и äеìонстрируþт набëþäаеìые на практике соöи-
аëüно-психоëоãи÷еские эффекты. В ÷астности, со-
öиаëüное вëияние на убежäения инäивиäа рас-
сìатривается в кëасси÷еской ìоäеëи ДеГроота [9],
в которой аãент обновëяет свое преäставëение на
основе инфорìаöии о преäставëениях еãо äове-
ренноãо окружения в соöиаëüной сети. В соäержа-
теëüно боëее боãатых ìоäеëях (наприìер, рассìот-
ренных в работах [10—12]) сиëа вëияния сосеäей
зависит от тоãо, наскоëüко их преäставëения со-
ãëасуþтся с преäставëениеì аãента (у÷итывается
скëонностü инäивиäа к поäтвержäениþ своей то÷-
ки зрения), и это ìожет привести к возникнове-
ниþ в сети сообществ аãентов, внутри которых
поääерживаþтся оäинаковые преäставëения.
В öеëоì на äинаìику преäставëений инäиви-

äов в соöиаëüной сети вëияþт такие факторы (сì.
рис. 2), как:

Состояние природы θ ∈ Θ, относитеëüно кото-
роãо форìируþт преäставëения инäивиäы (на-
приìер, относитеëüно форìы Зеìëи иëи курса
ваëþт на завтра).
Представление индивида относительно состоя-
ния природы. Преäставëение ìожет бытü заäано,
в ÷астности, при поìощи некоторой то÷е÷ной
оöенки иëи распреäеëения субъективных веро-
ятностей на ìножестве Θ. Преäставëения инäи-
виäа оãрани÷ены паìятüþ и ìоãут зависетü от
еãо преäставëений по иныì вопросаì.
Механизм обновления представлений. Отправной
то÷кой в теории управëения соöиаëüно-эконо-
ìи÷ескиìи систеìаìи сëужит преäпоëожение
о тоì, ÷то аãенты раöионаëüны и äействуþт по

Рис. 1. Взаимовлияние состояния сети и ее топологии
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правиëу Байеса, оäнако оãрани÷енно раöио-
наëüные инäивиäы ìоãут приìенятü эвристи-
÷еские правиëа.
Действие индивида, которое отражает еãо преä-
ставëения. Действие из äискретноãо ìножества
обы÷но ìенее инфорìативно, ÷еì äействие из
континуаëüноãо, поскоëüку неäостато÷но хоро-
øо отражает преäставëения аãента.
Предпочтения индивида, заäаваеìые на резуëü-
татах еãо äеятеëüности, иëи инäуöированная
преäпо÷тенияìи öеëевая функöия, которая за-
висит от äействий инäивиäов и состояния при-
роäы.
Структура социальной сети. О÷евиäно, ÷то
структура сети вëияет на форìирование преä-
ставëений инäивиäов. Привеäеì приìеры сете-
вых эффектов: несвязные сети реäко привоäят
к соãëасованныì преäставëенияì инäивиäов;
инäивиäы, заниìаþщие выãоäное поëожение в
структуре связей сети, обы÷но оказываþт суще-
ственное вëияние на ìнение остаëüных; и äр.
Пере÷исëенные факторы (с у÷етоì в кажäоì из

них психи÷еских особенностей инäивиäов) обус-
ëовëиваþт разëи÷ные инфорìаöионные эффекты
в соöиаëüной сети, рассìатриваеìые в ìоäеëях
äинаìики преäставëений:

— возникновение истинного или ложного консен-
суса представлений в сети и, как сëеäствие, —
форìирование ãëобаëüноãо инфорìаöионноãо со-

общества (с у÷етоì привеäенноãо выøе опреäе-
ëения);

— возникновение разногласий в сети и, как сëеä-
ствие, — форìирование разëи÷ных инфорìаöион-
ных сообществ в сети.
Даëее рассìатриваþтся ìатеìати÷еские ìоäе-

ëи äинаìики преäставëений аãентов в сети, кото-
рые у÷итываþт пере÷исëенные факторы и äеìон-
стрируþт указанные инфорìаöионные эффекты,
и, сëеäоватеëüно, возìожностü форìирования ин-
форìаöионных сообществ в сети. Перви÷ныì яв-
ëяется разäеëение ìоäеëей по интеëëектуаëüныì
возìожностяì аãентов сети и способу обновëения
преäставëений аãентов на ìоäеëи с раöионаëüны-
ìи байесовскиìи аãентаìи и ìоäеëи с оãрани÷ен-
но-раöионаëüныìи аãентаìи, которые руковоä-
ствуþтся эвристи÷ескиìи правиëаìи обновëения
преäставëений.

3. ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÅ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÕ ÑÎÎÁÙÅÑÒÂ
Â ÌÎÄÅËßÕ Ñ ÁÀÉÅÑÎÂÑÊÈÌÈ ÀÃÅÍÒÀÌÈ

3.1. Ôîðìèðîâàíèå ïðåäñòàâëåíèé èíäèâèäà

В ìоäеëях с байесовскиìи аãентаìи рассìатри-
вается в основноì вопрос о возìожности форìи-
рования аãентаìи в сети истинных преäставëений
о состоянии прироäы. Множество возìожных зна-
÷ений состояния прироäы Θ заäано, как и ìно-

Рис. 2. Процесс обработки информации и принятия решений агентом в социальной сети
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жество аãентов, у которых иìеþтся преäставëения
относитеëüно состояния прироäы в виäе распре-
äеëения вероятностей. Нау÷ение происхоäит в про-
öессе обработки äоступной аãенту инфорìаöии
относитеëüно состояния прироäы: частного/закры-
того сигнала (private signal) и, возìожно, äействий
еãо сосеäей (есëи аãент поëу÷ает инфорìаöиþ о
äействиях сосеäей, то нау÷ение называется социаль-
ным, social learning). Дëя тоãо, ÷тобы бытü инфор-
ìативныì, сиãнаë s äоëжен зависетü от состояния
прироäы θ, но в то же вреìя он, вообще ãоворя,
не поëностüþ раскрывает состояние прироäы, т. е.
преäставëяет собой сëу÷айнуþ веëи÷ину. Обработ-
ка инфорìаöии происхоäит при поìощи правиëа
Байеса — поступаþщая инфорìаöия испоëüзуется
äëя обновëения априорных убежäений инäивиäа и
форìирования апостериорных убежäений:

f(θ|s) = ,

ãäе f(θ) — априорная пëотностü распреäеëения θ;
φ(s |θ) — усëовная пëотностü распреäеëения пара-
ìетра s при усëовии θ; f(θ|s) — апостериорная пëот-
ностü распреäеëения параìетра θ при усëовии s.
В кëасси÷еских ìоäеëях нау÷ения все аãенты

знаþт структуру ìоäеëи: априорные вероятности
зна÷ений состояния прироäы и то, как заäаны
÷астные сиãнаëы (их распреäеëения при усëовии
тех иëи иных зна÷ений состояния прироäы). Эта
инфорìаöия — общее знание (common knowledge):

1) кажäоìу аãенту известна эта структура;
2) всеì аãентаì известно 1;
3) всеì аãентаì известно 2 и т. ä. äо бесконе÷-

ности.
Оäнако аãентаì неизвестна реаëизаöия состоя-

ния прироäы и реаëизаöия ÷ужих ÷астных сиãна-
ëов. Преäпоëожение об общеì знании структуры
ìоäеëи явëяется äовоëüно сиëüныì, в ряäе иссëе-
äований оно осëабëяется (сì., наприìер, работы
[23, 24]).
Даëее рассìатриваþтся äве базовые ìоäеëи об-

новëения преäставëений инäивиäа, в которых при-
ниìаþтся конкретные преäпоëожения о структуре
инфорìированности инäивиäа, а инфорìаöионное
взаиìоäействие ìежäу инäивиäаìи отсутствует.

3.2. Áàçîâûå ìîäåëè îáíîâëåíèÿ 
ïðåäñòàâëåíèé èíäèâèäà

Рассìотриì äве базовые ìоäеëи обновëения
преäставëений инäивиäа. Кратко их ìожно опи-
сатü так: в простой бинарной ìоäеëи состояние
прироäы приниìает äва зна÷ения (состояние яв-
ëяется äискретныì) и кажäый аãент поëу÷ает би-
нарный сиãнаë о состоянии прироäы, а в ãауссов-
ской ìоäеëи состояние прироäы и ÷астные сиãна-

ëы явëяþтся реаëизаöияìи ãауссовских сëу÷айных
веëи÷ин.
В бинарной модели ìножество зна÷ений состо-

яния θ ∈ {θ0, θ1}, ãäе θ0 < θ1, в простоì сëу÷ае
θ ∈ {0, 1}. Распреäеëение вероятностей характери-
зуется оäниì ÷исëоì — вероятностüþ состояния 1.
Частные сиãнаëы приниìаþт зна÷ение 1 иëи 0 в
соответствии с вероятностяìи P(s = 1 | θ = 1) = q
и P(s = 0 | θ = 0) = q'. Частный сиãнаë называется
симметричным, есëи q = q'. В этоì сëу÷ае пара-
ìетр q называется то÷ностüþ сиãнаëа (обы÷но
с÷итается, ÷то q > 1/2).
Правиëо Байеса в сëу÷ае бинарной ìоäеëи уäоб-

но преäставитü в виäе отноøения правäопоäобия:

 = � .

В бинарной ìоäеëи сиãнаë привоäит к оãрани-
÷енноìу изìенениþ преäставëений. Есëи субъек-
тивныì преäставëениеì состояния 1 явëяется μ, то
еãо äисперсия равна μ(1 – μ), т. е. новая инфор-
ìаöия ìожет увеëи÷итü äисперсиþ и уìенüøитü
уверенностü в поëу÷енной оöенке. В сëу÷ае посëе-
äоватеëüности сиãнаëов {s

t
} с оäинаковой то÷нос-

тüþ q правиëо Байеса приìеняется посëеäоватеëü-
но. При t → ∞ преäставëение аãента μ

t
 → θ, при÷еì

äисперсия оöенки стреìится к нуëþ.
В гауссовской модели состояние прироäы явëя-

ется реаëизаöией сëу÷айной веëи÷ины, иìеþщей
норìаëüное распреäеëение (норìаëüной сëу÷айной
веëи÷ины иëи норìаëüно распреäеëенноãо сëу÷ай-

ноãо вектора). В простоì сëу÷ае θ ∼ N(m, ). Точ-

ность распреäеëения обозна÷ается как ρθ = 1/ .

Частный сиãнаë s = θ + ° иìеет норìаëüное рас-
преäеëение, ãäе øуì ° ∼ N(0, 1/ρ

°
). Посëе поëу÷е-

ния сиãнаëа s обновëенное распреäеëение θ оста-
ется норìаëüныì N(m', 1/ρ' ), еãо параìетры опре-
äеëяþтся как

ρ' = ρ + ρ
°
,

m' = αs + (1 – α)m, ãäе α = ρ
°
/ρ' .

Сëеäоватеëüно, в простой ãауссовской ìоäеëи
нау÷ения набëþäения привоäят к повыøениþ то÷-
ности преäставëений инäивиäа (уìенüøениþ äис-
персии), а апостериорное ожиäание θ преäставëя-
ет собой взвеøеннуþ суììу сиãнаëа и априорноãо
ожиäания (с отражаþщиìи то÷ностü весаìи).
Такиì образоì, в базовых ìоäеëях нау÷ения

аãент, поëу÷ая посëеäоватеëüностü инфорìатив-
ных сиãнаëов, прихоäит к истинной оöенке со-
стояния прироäы. Рассìотриì теперü вопросы
форìирования разëи÷ных инфорìаöионных сооб-
ществ в привеäенных ìоäеëях.

φ s |θ( )f θ( )
φ s |θ( )f θ( ) θ'd∫
-------------------------------------

P θ = 1|s( )
P θ = 0|s( )
--------------------------

P s |θ = 1( )
P s |θ = 0( )
--------------------------

P θ = 1( )
P θ = 0( )
----------------------

σθ
2

σθ
2
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3.3. Ôîðìèðîâàíèå ðàçëè÷íûõ 
èíôîðìàöèîííûõ ñîîáùåñòâ

Возникает вопрос: ìоãут ëи байесовские аãен-
ты4 прийти к разныì убежäенияì, есëи они поëу-
÷аþт оäну и ту же инфорìаöиþ (оäинаковуþ пос-
ëеäоватеëüностü сиãнаëов) о состоянии прироäы?

Наличие когнитивных ограничений
Аãенты ìоãут прийти к разныì убежäенияì, ес-

ëи априорные представления агентов различны и их
память ограничена. В работе [25] некоторые из по-
ëу÷аеìых аãентаìи сиãнаëов относитеëüно состо-
яния прироäы ìоãут бытü неоäнозна÷ныìи и ìо-
ãут бытü истоëкованы по-разноìу в зависиìости
от текущих преäставëений. В ÷астности, аãент в
ìоìент вреìени t ìожет поëу÷итü инфорìативные
относитеëüно состояния прироäы сиãнаëы a иëи b,
иëи неоäнозна÷ный сиãнаë ab, который он вынуж-
äен из-за оãрани÷ений паìяти интерпретироватü и
сохранятü в паìяти как a иëи b. Аãент форìирует
убежäение λ относитеëüно состояния прироäы по
правиëу Байеса и интерпретирует поступаþщий
сиãнаë ab как a, есëи λ

t – 1 > 1/2, иëи как b, есëи
λ

t – 1 < 1/2 (проявëяя теì саìыì скëонностü к поä-

твержäениþ своей то÷ки зрения). Есëи вероятностü
появëения неоäнозна÷ных сиãнаëов существенна,
то аãенты, приäерживаþщиеся разных априорных
преäставëений (наприìер, первый аãент с÷итает
боëее вероятныì состояние A, а второй — B), в
итоãе с поëожитеëüной вероятностüþ приäут к
противопоëожныì убежäенияì относитеëüно со-
стояния прироäы.

Наличие когнитивных искажений
В работе [26] ìоäеëируется эффект склонности

агента к подтверждению своей точки зрения на базе
бинарной ìоäеëи. Дëя ìоäеëирования скëонности
к поäтвержäениþ своей то÷ки зрения ввоäится
преäпоëожение: есëи аãент поëу÷ает сиãнаë, про-
тиворе÷ащий еãо убежäениþ о состоянии ìира, то
он с вероятностüþ q > 0 неверно интерпретирует
(восприниìает) этот сиãнаë как поäтвержäаþщий
еãо убежäение. При этоì он не поäозревает о не-
правиëüной интерпретаöии сиãнаëа и äействует как
обы÷ный байесовский аãент. Доказано, ÷то в сëу-
÷ае скëонности к поäтвержäениþ своеãо ìнения
(выражаеìоãо параìетроì q) аãент ìожет в итоãе
прийти к неверноìу убежäениþ, несìотря на вос-
приниìаеìуþ иì бесконе÷нуþ посëеäоватеëüностü
инфорìативных сиãнаëов. Соответственно, инäи-
виäуаëüные вероятности q ìоãут привести к раз-
ноãëасияì аãентов в обществе.

Сложная модель представлений: 
дополнительные факторы и вопросы

В работе [27] показано, ÷то в некоторых сëу÷аях
усиëение разноãëасий инäивиäов при набëþäении
оäних и тех же äанных явëяется раöионаëüныì,
есëи инäивиäы äеëаþт разные предположения о до-
полнительных факторах, влияющих на зависимости
между рассматриваемыми величинами: состоянием
мира и полученным сигналом (т. е. преäставëения
инäивиäа о пробëеìной ситуаöии явëяþтся боëее
боãатыìи, ÷еì инäивиäов в кëасси÷еских ìоäеëях
нау÷ения). С этиì же аспектоì связана работа [28],
в которой рассìатривается роëü убежäений отно-
ситеëüно «вспоìоãатеëüноãо» вопроса, не иìеþ-
щеãо пряìоãо отноøения к «основноìу» вопросу,
но вëияþщеãо на интерпретаöиþ сиãнаëов, свя-
занных с основныì вопросоì. Эти убежäения ìо-
ãут привести к поëяризаöии преäставëений по ос-
новноìу вопросу. С некоторой натяжкой (в сиëу
спеöифи÷ности функöии поëезности аãентов) к
этоìу кëассу ìоäеëей ìожно отнести ìоäеëü [29],
в которой состояние прироäы θ = (α, β) явëяется

реаëизаöией сëу÷айной веëи÷ины  = ( , ),

,  ∈ {0, 1}, а аãенты с разныìи ÷астныìи сиã-
наëаìи об α, поëу÷ая общие сиãнаëы о β, прихоäят
к разëи÷ныì преäставëенияì относитеëüно опти-
ìаëüных äействий.

Различные априорные представления

В работе [30] рассìатривается поëяризаöия
преäставëений байесовских инäивиäов в ситуаöии
коëëективноãо выбора: существует некоторая про-
бëеìа, зависящая от состояния ìира и требуþщая
реøения (выбора некоторой поëитики). Избирате-
ëи в зависиìости от своих преäставëений о состо-
янии ìира ãоëосуþт за ту иëи инуþ аëüтернативу,
посëе ÷еãо набëþäаþт степенü успеøности ре-
зуëüтата выбора (резуëüтат выбранной поëитики)
и корректируþт свои преäставëения относитеëüно
состояния прироäы. Поëяризаöия искëþ÷ена, ес-
ëи и тоëüко есëи усëовная пëотностü резуëüтата
выбора (относитеëüно состояния ìира и выбран-
ной поëитики) обëаäает свойствоì ìонотонности
отноøения правäопоäобия (анãë. Monotone Likeli-
hood Ratio Property, MLRP). В противноì сëу÷ае по-
ëяризаöиþ искëþ÷итü неëüзя äаже в сëу÷ае небоëü-
øих различий в априорных представлениях: показа-
ны соответствуþщие приìеры äëя äискретных и
непрерывных инäикаторов успеøности выбранной
поëитики.

Различные априорные представления 
относительно условных распределений сигналов

Аãенты также ìоãут прийти к разноãëасияì, ес-
ëи разëи÷ны их априорные преäставëения относи-
теëüно состояния прироäы, а также представления

4 Хотя в этоì поäразäеëе рассìатриваþтся ситуаöии с äвуìя
аãентаìи, рассужäения приìениìы и äëя ìножества аãентов
äвух типов.

θ
∼

α
∼

β
∼

α
∼

β
∼
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относительно условных распределений сигналов. Рас-
сìотриì поäробнее этот аспект.
В работе [31] рассìатривается ìоäеëü нау÷ения

с äвуìя байесовскиìи аãентаìи, с ноìераìи 1 и 2,
которые набëþäаþт посëеäоватеëüностü сиãнаëов

внеøней среäы , ãäе s
t
 ∈ {a, b}. Состояние

прироäы заäается параìетроì θ ∈ {A, B} (истин-
ныì явëяется состояние A), а априорное преä-
ставëение аãента i относитеëüно вероятности то-

ãо, ÷то θ = A, заäается параìетроì πi ∈ (0, 1).
Аãенты с÷итаþт, ÷то äëя заäанноãо параìетра θ
поступаþщие сиãнаëы явëяþтся независиìыìи и
оäинаково распреäеëенныìи: P(s

t
 = a | θ = A) = pA

и P(s
t
 = b | θ = B) = p

B
. Обы÷но эти вероятности

с÷итаþтся известныìи, но в äействитеëüности воз-
ìожна неопреäеëенностü относитеëüно зна÷ения
вероятности pθ (θ ∈ {A, B}), которая заäается äëя
кажäоãо аãента i еãо распреäеëениеì субъективных

вероятностей .

Рассìотриì бесконе÷нуþ посëеäоватеëüностü

сиãнаëов s ≡ , и пустü S — ìножество всех

таких посëеäоватеëüностей. Апостериорное убеж-
äение аãента i относитеëüно зна÷ения параìетра θ
при усëовии набëþäения посëеäоватеëüности сиã-

наëов 

(s) ≡ P i(θ = A | ).

Апостериорная вероятностü в сиëу тоãо, ÷то
сиãнаëы независиìы и оäинаково распреäеëены,
зависит от ÷исëа сиãнаëов s

t
 = a к ìоìенту вреìе-

ни n:
r
n
(s) ≡ #{t ≤ n |s

t
 = a}.

Соãëасно усиëенноìу закону боëüøих ÷исеë
r
n
(s)/n схоäится с вероятностüþ, равной еäиниöе,

к некотороìу зна÷ениþ ÷астоты ρ(s) ∈ [0, 1] äëя

всех аãентов. Опреäеëиì ìножество  ≡ {s ∈ S:

∃ r
n
(s)/n}. Тоãäа

(s) = ,

ãäе P
i(r

n
|θ) — вероятностü набëþäения ровно r

n

сиãнаëов s
t
 = a в посëеäоватеëüности из n первых

сиãнаëов соãëасно .

Оказывается [31], ÷то есëи äëя кажäоãо  ве-

роятностü некотороãо  > 1/2 равна еäиниöе, т. е.

( ) = 1 и äëя p <  (p) = 0, то äëя кажäоãо

i = 1, 2: P i( (s) = 1 |θ = A) = 1 (асимптоти-

ческое научение); P i( | (s) – (s)| = 0) = 1

(асимптотическое согласие). Такиì образоì, есëи
инäивиäы знаþт усëовные распреäеëения сиãна-
ëов (которые оäинаковы äëя них), то они узнаþт
истинное состояние прироäы из набëþäений (по÷-
ти, наверное, при n → ∞) и приäут к консенсусу
относитеëüно состояния θ в сëу÷ае набëþäения
оäинаковой посëеäоватеëüности сиãнаëов. Есëи

преäеëüная ÷астота сиãнаëа a равна , то инäи-

виä с÷итает, ÷то θ = A, есëи она равна 1 – , то

θ = B. Вероятностü всех остаëüных сëу÷аев äëя
аãента равна нуëþ, и есëи инäивиäы äëя äостато÷-
но боëüøих n < ∞ набëþäаþт ρ (÷астоту сиãнаëов a),

отëи÷аþщееся от  и 1 – , то они приписы-

ваþт это откëонение изìен÷ивости выборки (sam-
pling variation). Оäнако по ìере роста выборки
(при n → ∞) становится сëожно объяснитü изìен-
÷ивостüþ выборки ÷астоту сиãнаëа, отëи÷аþщуþ-

ся от  и 1 – . Поэтоìу естественно разреøитü

инäивиäаì заäаватü поëожитеëüные (хотя и не-
боëüøие) вероятности всеì возìожныì зна÷ени-
яì pθ. Такое äопущение веäет к саìыì разëи÷ныì

посëеäствияì, ÷то иëëþстрирует
Теорема 1. Предположим, что для каждого аген-

та i и значения параметра θ функция распределе-

ния  имеет непрерывную, ненулевую и конечную

плотность  на отрезке [0, 1], тогда (для s ∈ ):

асимптотическое научение отсутствует, т. е.

P
i( (s) ≠ 1|θ = A) = 1; асимптотическое со-

гласие отсутствует (есть разногласия между аген-

тами), т. е. P i( | (s) – (s)| ≠ 0) = 1 всякий

раз, когда π1 ≠ π2 и  =  для каждого значения

θ ∈ {A, B} [31, 32].
Факти÷ески нау÷ение в усëовиях такоãо типа

неопреäеëенности ìожет привести к усилению раз-
ногласий двух байесовских агентов после получения
одной и той же бесконечной последовательности
сигналов, ÷то невозìожно в раìках станäартной
ìоäеëи. Этот резуëüтат сфорìуëирован в сëеäуþ-
щей теореìе.

Теорема 2. Предположим, что для каждого аген-
та i и значения параметра θ функция распределения

 имеет непрерывную, ненулевую и конечную плот-

ность  на отрезке [0, 1], тогда существует такое

° > 0, ÷то |R1(ρ) – R2(ρ)| > ° для каждого значения

st{ }t 0=
n

Fθ
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∞
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частоты ρ ∈ [0, 1] (R1(ρ) ≡ (1 – ρ)/ (ρ) — от-

ношение правдоподобия). Тогда существует такое

открытое множество априорных представлений π1

и π2, что для всех сигналов s ∈  выполняется нера-

венство | (s) – (s)| > |π1 – π2|, в частности,

P( | (s) – (s)| > |π1 – π2|) = 1 [31].

Такиì образоì, äаже небоëüøие разëи÷ия в ап-
риорных преäставëениях аãентов привоäят к раз-
ëи÷ныì интерпретаöияì сиãнаëов, и есëи перво-
на÷аëüное несоответствие явëяется небоëüøиì, то
посëе по÷ти ëþбой посëеäоватеëüности сиãнаëов
разноãëасия ìежäу аãентаìи буäут нарастатü.
В рассìотренных выøе ìоäеëях нау÷ения и

форìирования инфорìаöионных сообществ сете-
вое взаиìоäействие ìежäу аãентаìи отсутствует.
В общеì же сëу÷ае инäивиäы — ÷ëены соöиуìа —
взаиìоäействуþт ìежäу собой в раìках соöиаëü-
ной сети, соответственно, äействия сосеäей в сети
ìоãут преäоставитü аãенту äопоëнитеëüнуþ инфор-
ìаöиþ о состоянии прироäы. Такой виä взаиìо-
äействия буäет рассìотрен во второй ÷асти обзора.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В первой ÷асти обзора кратко изëожена кон-
öепöия инфорìаöионноãо сообщества и рассìот-
рены реëевантные ìоäеëи форìирования преäстав-
ëений инäивиäов, которые стреìятся устранитü
неопреäеëенностü относитеëüно заäанноãо(-ых)
вопроса(-ов), форìируя в итоãе инфорìаöионные
сообщества. Описаны поäхоäы к ìоäеëированиþ
обновëения преäставëений инäивиäов и вëияние
разëи÷ных факторов на äостижение истинных
преäставëений и форìирование в сети оäноãо иëи
нескоëüких разëи÷ных инфорìаöионных сооб-
ществ. В обществе с байесовскиìи аãентаìи, как
правиëо, äостиãается истинное преäставëение от-
носитеëüно иссëеäуеìоãо вопроса, и äëя возник-
новения разëи÷ных инфорìаöионных сообществ
необхоäиìо осëабитü требование раöионаëüности
инäивиäов и/иëи ввести äопущения о разëи÷ной
инфорìированности инäивиäов.
Во второй ÷асти обзора буäут рассìотрены воп-

росы форìирования инфорìаöионных сообществ
в сетевых ìоäеëях с байесовскиìи аãентаìи, а
также с наивныìи («эвристи÷ескиìи») инäивиäа-
ìи. Эìпири÷ескиì иссëеäованияì, связанныì с
вопросаìи существования инфорìаöионных со-
обществ в реаëüных соöиаëüных сетях, и их осо-
бенностяì, буäет посвящена третüя, закëþ÷итеëü-
ная ÷астü обзора.
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Abstract. This survey covers the literature related to information communities in mutually com-
plementary areas: the formation of information communities in social networks and some ap-
plied aspects of identifying and analyzing information communities in social networks. First,
mathematical models describing the formation of information communities under uncertainty
are considered. Among these models, the most relevant ones are the mathematical models of
opinion/belief dynamics reflecting any changes in the beliefs of nodes under the influence of oth-
er network nodes and significant effects (in particular, the preservation of differences in beliefs
and the divergence of beliefs) that lead to the formation of information communities. In part I
of the survey, the concept of an information community is first presented. Then information
processing and decision-making by an agent in a social network under external uncertainty are
outlined. The factors influencing the formation of information communities in the network are
highlighted, and the basic models of Bayesian agents and their extensions are investigated.

Keywords: social networks, information community, formation of information communities, analysis of in-
formation communities, belief formation.
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È ÎÄÍÈÌ ÓÊËÎÍßÞÙÈÌÑß1

В.Н. Афанасьев, А.А. Семион

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Теория äифференöиаëüных иãр как направëе-
ние ìатеìати÷еской теории управëения тесно свя-
зана с ìатеìати÷еской теорией оптиìаëüных про-
öессов, теорией иãр, вариаöионныì ис÷исëениеì
и теорией äифференöиаëüных уравнений. Пробëе-
ìы теории äифференöиаëüных иãр иìеþт своиì
исто÷никоì такие актуаëüные прикëаäные заäа-
÷и, как пресëеäование оäноãо управëяеìоãо объ-
екта äруãиì, привеäение управëяеìоãо объекта в
заäанное состояние при неизвестных заранее воз-
ìущаþщих сиëах, заäа÷и военноãо характера, эко-
ноìи÷еские заäа÷и и äр. Становëение теории äиф-
ференöиаëüных иãр связано с иìенаìи R.P. Isaacs
[1, 2], J.V. Breakwell [3], Л.С. Понтряãина [4, 5],
Е.Ф. Мищенко [6], Б.Н. Пøени÷ноãо [7] и ìноãих

äруãих зарубежных и советских у÷еных. С конöа
70-х ãоäов проøëоãо века появиëасü своеãо роäа
саìостоятеëüная ÷астü прикëаäной теории äиф-
ференöиаëüных иãр, в которой рассìатриваþтся
заäа÷и пресëеäования, заäа÷и убеãания, заäа÷и за-
щиты öеëи [8—19]. В работах Л.С. Понтряãина и
Е.Ф. Мищенко [4—6] поëу÷ены äостато÷ные усëо-
вия заверøения пресëеäования в ëинейных äиффе-
ренöиаëüных иãрах. В иссëеäованиях Н.Н. Красов-
скоãо, А.И. Субботина [8], их у÷еников и сотруäни-
ков изу÷аþтся позиöионные äифференöиаëüные
иãры, äëя которых сфорìуëированы заäа÷и сбëи-
жения и укëонения, преäëожены реаëизуеìые на
ЭВМ проöеäуры управëения. Некоторое поäвеäе-
ние итоãов развития теории äифференöиаëüных
иãр в приëожении к конфëиктно-управëяеìыì
систеìаì на сереäину 70-х ãоäов проøëоãо века
соäержится в книãе Л.А. Петросяна [9]. Сущест-
венное развитие теория äифференöиаëüных иãр в
приëожении к заäа÷аì «пресëеäования» претер-
пеëа всëеäствие работ А.А. Меëикяна, Л.С. Виø-
невеöкоãо, Н.В. Овакиìян [10—13], В.С. Паöко,

Аннотация. Рассìатривается äифференöиаëüная иãра, в которой у÷аствуþт нескоëüко иã-
роков. Преäпоëаãается, ÷то иìеется некоторое пространство, в которое проникает некий
иãрок-зëоуìыøëенник, оäновреìенно с этиì появëяþтся нескоëüко иãроков, заäа÷а ко-
торых закëþ÷ается в тоì, ÷тобы перехватитü зëоуìыøëенника. Зëоуìыøëенник при об-
наружении пресëеäоватеëей пытается укëонитüся от встре÷и с ниìи. Динаìика кажäоãо
объекта описывается стаöионарной ëинейной систеìой. С ввеäениеì кваäрати÷ескоãо
функöионаëа и при рассìотрении заäа÷и äифференöиаëüной иãры как пробëеìы опти-
ìаëüноãо управëения реøаþтся äве поäзаäа÷и: первая — построение стратеãии пресëе-
äования зëоуìыøëенника с нескоëüкиìи иãрокаìи, иìеþщиìи равнуþ поëнуþ инфор-
ìаöиþ об иãре, вторая — при непоëной инфорìаöии о зëоуìыøëеннике, активно про-
тивоäействуþщеì поëу÷ениþ пресëеäоватеëяìи поëной инфорìаöии о себе. Привеäены
резуëüтаты ìоäеëирования. Поëу÷енные резуëüтаты рассìотренной заäа÷и äифференöи-
аëüной иãры с нуëевой суììой ìоãут бытü поëезныìи äëя иссëеäования коне÷ной стаäии
пресëеäования, в которой у÷аствуþт нескоëüко пресëеäуþщих и оäин укëоняþщийся.

Ключевые слова: äифференöиаëüные иãры, ëинейная äинаìика, оптиìаëüное управëение с обрат-
ной связüþ, функöии Ляпунова, уравнение Риккати.

1 Работа выпоëнена при поääержке Российскоãо Фонäа
Фунäаìентаëüных иссëеäований (Проект 19-8-00535).
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С.С. Куìкова [14, 15]. На 18-ì и 19-ì ìежäуна-
роäных конãрессах по автоìати÷ескоìу управëе-
ниþ (International Federation of Automatic Control
World Congress, IFAC WC) иìеëисü отäеëüные сек-
öии, на которых рассìатриваëисü äокëаäы, свя-
занные с теорией äифференöиаëüных иãр и прак-
тикой приìенения этой теории к заäа÷аì управ-
ëения в конфëиктных состояниях [15—19].

В настоящей статüе рассìатривается äиффе-
ренöиаëüная иãра, в которой у÷аствуþт нескоëü-
ко иãроков. Преäпоëаãается, ÷то иìеется некото-
рое пространство, в которое проникает иãрок-
зëоуìыøëенник, оäновреìенно с этиì появëяþтся
нескоëüко иãроков, заäа÷а которых закëþ÷ается
в тоì, ÷тобы перехватитü зëоуìыøëенника. Зëо-
уìыøëенник при обнаружении пресëеäоватеëей
пытается укëонитüся от встре÷и с ниìи. Динаìика
кажäоãо объекта описывается стаöионарной уп-
равëяеìой ëинейной систеìой. Отìетиì, ÷то та-
кая постановка заäа÷и иãры äостато÷но попуëяр-
на. Так, наприìер, в пубëикаöиях [19, 20] преä-
ставëены разработанные и проанаëизированные
распреäеëенные иãровые стратеãии äëя поäобных
заäа÷. Преäëаãаеìые реøения основаны на интеã-
раöии кооперативной теории управëения и äиф-
ференöиаëüной теории иãр. В этих работах пока-
зано, ÷то преäëаãаеìые иãровые стратеãии с нену-
ëевой суììой преäставëяþт собой реøения Нэøа
по отноøениþ к ввеäенныì функöионаëаì ка÷ест-
ва, оöениваþщиì äействия иãроков. В настоящей
статüе с ввеäениеì кваäрати÷ескоãо функöионаëа
ка÷ества заäа÷а äифференöиаëüной иãры рассìат-
ривается как пробëеìа оптиìаëüноãо управëения
[21], т. е. äифференöиаëüной иãры с нуëевой суì-
ìой. Реøаþтся поäзаäа÷и построения стратеãии
пресëеäования зëоуìыøëенника с нескоëüкиìи
иãрокаìи, иìеþщиìи равнуþ поëнуþ инфорìа-
öиþ об иãре, и при непоëной инфорìаöии о зëо-
уìыøëеннике, активно противоäействуþщеì по-
ëу÷ениþ пресëеäоватеëяì поëной инфорìаöии о
себе. Привеäены резуëüтаты ìоäеëирования. Ис-
сëеäуеìая иãра с нуëевой суììой ìожет бытü по-
ëезна äëя иссëеäования коне÷ной стаäии пресëе-
äования, в которой у÷аствуþт нескоëüко пресëе-
äуþщих объектов и оäин укëоняþщийся.
Материаë статüи структурирован сëеäуþщиì

образоì. В § 1 осуществëена постановка заäа÷и, в
которой нескоëüко пресëеäоватеëей и оäин зëо-
уìыøëенник. Пресëеäоватеëи пытаþтся пойìатü
зëоуìыøëенника, в то вреìя как посëеäний пы-
тается скрытüся от них. Кажäый из иãроков спо-
собен обнаружитü äруãоãо иãрока в своеì раäиусе
÷увствитеëüности. Такиì образоì, иãра преäстав-
ëяет собой иãру с распреäеëенной инфорìаöией.
Сäеëаны преäпоëожения, искëþ÷аþщие сëу÷аи,
коãäа зëоуìыøëенник не набëþäает ни оäноãо пре-

сëеäоватеëя, иëи пресëеäоватеëи не набëþäаþт ни
оäин объект в своеì раäиусе ÷увствитеëüности.

Дëя оöенки äействий пресëеäоватеëей и зëо-
уìыøëенника, укëоняþщеãося от встре÷и с пре-
сëеäоватеëяìи, в заäа÷е с нуëевой суììой воäится
общий функöионаë ка÷ества, который пресëеäо-
ватеëи стреìятся ìиниìизироватü, а укëоняþщий-
ся зëоуìыøëенник — ìаксиìизироватü.
В § 2 рассìатривается кëасси÷еская äифферен-

öиаëüная иãра, преäставëяþщая собой äифферен-
öиаëüнуþ иãру с ãëобаëüной инфорìаöией. Резуëü-
тат такой иãры основан на теории оптиìаëüноãо
управëения. Доказывается теореìа об усëовиях
существования реøений äифференöиаëüной иãры
с нуëевой суììой. В этоì же разäеëе рассìатри-
вается äифференöиаëüная иãра с распреäеëенной
инфорìаöией.

В § 3 рассìатривается ситуаöия, коãäа укëоня-
þщийся зëоуìыøëенник созäает искусственные
поìехи с öеëüþ поìеøатü пресëеäоватеëяì и по-
ëу÷итü преиìущество в иãре. Это озна÷ает, ÷то
пресëеäоватеëи буäут поëу÷атü инфорìаöиþ о
поëожении укëоняþщеãося с øуìаìи. А зна÷ит,
и управëения, построенные äëя пресëеäоватеëей,
буäут соäержатü этот øуì. Такиì образоì, траек-
тории, по которыì пресëеäоватеëи буäут настиãатü
укëоняþщеãося, явëяþтся субоптиìаëüныìи. К то-
ìу же, зëоуìыøëенник строит своþ стратеãиþ от-
носитеëüно всех пресëеäоватеëей, которых он «ви-
äит», т. е. старается убежатü от öентра ìасс всех
пресëеäоватеëей, а так как их поëожения явëяþтся
сëеäствиеì возäействия øуìов, то и траектория
зëоуìыøëенника буäет соäержатü øуìовуþ со-
ставëяþщуþ.

В § 4 преäставëены резуëüтаты ìатеìати÷еско-
ãо ìоäеëирования заäа÷ äифференöиаëüной иãры
«пресëеäования» в разëи÷ных постановках, рас-
сìотренных в преäыäущих разäеëах статüи.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

В рассìатриваеìой заäа÷е ÷исëо иãроков равно
n + 1: n пресëеäоватеëей и оäин зëоуìыøëенник,
укëоняþщийся от пресëеäоватеëей. Кажäый из иã-
роков способен обнаружитü äруãоãо иãрока в сво-
еì раäиусе ÷увствитеëüности. Такиì образоì, иãра
явëяется иãрой с распреäеëенной инфорìаöией.
Сäеëаеì нескоëüко преäпоëожений.

Предположение 2.1. Пустü набëþäение ìежäу
ëþбой парой «пресëеäоватеëü — зëоуìыøëенник»
взаиìное, а набëþäение ìежäу äвуìя пресëеäова-
теëяìи не обязатеëüно взаиìное.

Предположение 2.2. Пустü существует по край-
ней ìере оäна пара «пресëеäоватеëü — зëоуìыø-
ëенник», такая ÷то кажäый ÷ëен этой пары набëþ-
äает äруãоãо и кажäый пресëеäоватеëü набëþäает
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по крайней ìере оäноãо äруãоãо партнера по пре-
сëеäованиþ.

Без этих преäпоëожений в рассìатриваеìой за-
äа÷е возìожны сëеäуþщие нежеëатеëüные сëу÷аи:
зëоуìыøëенник не набëþäает ни оäноãо пресëе-
äоватеëя, иëи пресëеäоватеëи не набëþäаþт ни
зëоуìыøëенника, ни оäноãо из пресëеäоватеëей.

Преäпоëожиì, ÷то äифференöиаëüная иãра
«заäа÷а пресëеäования» иìеет ìесто в m-ìерноì
Евкëиäовоì пространстве, ãäе поëожения иãро-
ков ìоãут бытü записаны ÷ерез векторы: y(t) =

= [y1(t), y2(t), ..., ym
(t)]T, т. е. y(t) ∈ Rm, — äëя зëо-

уìыøëенника и x
j
(t) = [x

j1(t), xj2(t), ..., xjm
(t)]T, т. е.

x
j
(t) ∈ Rm, ãäе j = 1, 2, ..., n, — äëя пресëеäоватеëей

соответственно. Ввеäеì вектор z
j
(t) ∈ Rm

z
j
(t) = x

j
(t) – y(t),  j = 1, 2, 3, ..., n,

зна÷ение котороãо соответствует расстояниþ ìеж-
äу зëоуìыøëенникоì и j-ì пресëеäоватеëеì. Этот
вектор опреäеëяет «раäиус ÷увствитеëüности» каж-
äоãо из иãроков.

В боëее коìпактноì виäе, есëи xT = [ , , ...,

] и zT = [ , , ..., ], то

z(t) = x(t) – 1
n
 ⊗ y(t).

Зäесü 1
n
 — вектор-стоëбеö разìера nЅ1 с эëе-

ìентаìи, равныìи 1, и сиìвоë ⊗ обозна÷ает про-
извеäение Кронекера. В рассìатриваеìых äаëее
заäа÷ах t ∈ [t0, tf].

Предположение 2.3. Сфорìуëируеì öеëи äиф-
ференöиаëüной иãры. Пустü иìеется некоторое
поëожитеëüное ÷исëо ε < 1 такое, ÷то:

— есëи в некоторый ìоìент t1, t0 ≤ t1 ≤ t
f
, в сиëу

äействий оäноãо иëи нескоëüких пресëеäоватеëей

выпоëняется усëовие ||z
j
(t1)||

2 ≤ ε, то иãра останав-
ëивается, так как в резуëüтате пресëеäования осу-
ществëен перехват зëоуìыøëенника. Это явëяется
öеëüþ иãры äëя пресëеäоватеëей;

— есëи же при ëþбоì t, ãäе t0 ≤ t ≤ t
f
, ||z(t)||2 > ε,

т. е. усëовие перехвата не выпоëняется, то при
t = t

f
 иãра останавëивается по исте÷ении назна-

÷енноãо вреìени окон÷ания иãры. Это явëяется
öеëüþ иãры äëя зëоуìыøëенника.
Пустü äинаìика äифференöиаëüной иãры опи-

сывается обыкновенныì ëинейныì äифференöи-
аëüныì уравнениеì [9, 10]

z(t) = u
p
(t) – 1

n
 ⊗ u

e
(t), (1)

ãäе u
p
(t) = x(t) — вектор скоростей пресëеäова-

теëей и u
e
(t) = y(t) — вектор скорости зëоуìыø-

ëенника.
В сëу÷ае иãры с ненуëевой суììой äëя систе-

ìы (1) ìожно записатü äва функöионаëа ка÷ества
[19] — пресëеäоватеëи ìиниìизируþт первый, а
зëоуìыøëенник ìаксиìизирует второй функöио-
наë ка÷ества:

J
p
(z(�), u

p
(�)) = k

pf
z
T(t

f
)z(t

f
) +

+ dt (2)

— äëя ãруппы из n пресëеäоватеëей,

J
e
(z(�), u

e
(�)) = – k

ef
z
T(t

f
)z(t

f
) +

+ dt (3)

— äëя укëоняþщеãося зëоуìыøëенника, ãäе k
pf

,

k
ef
, q

p
, q

e
, r

p
, r

e
 — поëожитеëüны.

Так как первое сëаãаеìое функöионаëа (2)
характеризует коне÷нуþ «стоиìостü» äифферен-
öиаëüной иãры, а параìетр ε опреäеëяет ìоìент
успеøноãо перехвата, т. е. выпоëнение усëовия

||z(t1)||
2 ≤ ε, t0 ≤ t1 ≤ t

f
, то с позиöии пресëеäоватеëей

невыпоëнение заäа÷и перехвата äоëжно оöени-
ватüся высоко. У÷итывая посëеäнее, в сëу÷ае есëи
ε < 1, параìетр k

pf
 ìожет бытü назна÷ен в виäе

k
pf

= 1/ε. Дëя убеãаþщеãо зëоуìыøëенника зна÷е-
ние первоãо сëаãаеìоãо функöионаëа (3) оöенива-
þщеãо «стоиìостü» еãо иãры в коне÷ный ìоìент
вреìени, äоëжно бытü низкиì, т. е. параìетр k

ef

ìожет бытü назна÷ен из усëовия k
ef
 = ε.

Функöионаëы ка÷ества, записанные выøе, оз-
на÷аþт, ÷то пресëеäоватеëи пытаþтся ìиниìи-
зироватü взвеøенные расстояния ìежäу ниìи и
убеãаþщиì зëоуìыøëенникоì с ìиниìаëüной за-
тра÷енной энерãией, в то вреìя как убеãаþщий
зëоуìыøëенник стреìится ìаксиìизироватü взве-
øенные расстояния ìежäу ниì и пресëеäоватеëя-
ìи, затра÷ивая как ìожно ìенüøуþ энерãиþ.
В отëи÷ие от работ [19, 20], в настоящей статüе

рассìатривается äифференöиаëüная иãра с нуëевой
суììой. Преäпоëаãается, ÷то существует общий
функöионаë ка÷ества, такой ÷то n пресëеäовате-
ëей стреìятся ìиниìизироватü еãо, а зëоуìыø-

x1
T

x2
T

xn
T

z1
T

z2
T

zn
T

d

dt
-----

d

dt
-----

d

dt
-----

1
2
---

1
2
---

t0

tf

∫
z t( )
up t( )

1n ue t( )⊗

T
qpI 0 0

0 rpI 0

0 0 0

z t( )
up t( )

1n ue t( )⊗

1
2
---

1
2
---

t0

tf

∫
z t( )
up t( )

1n ue t( )⊗

T
qeI– 0 0

0 0 0

0 0 reI

z t( )
up t( )

1n ue t( )⊗
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ëенник, убеãаþщий от пресëеäования, — ìакси-
ìизироватü еãо. Рассìатривая äифференöиаëüнуþ
иãру как пробëеìу оптиìаëüноãо управëения [21],
объеäиниì функöионаëы (2) и (3):

JΣ(z(�), u
p
(�), u

e
(�)) = J

p
(z(�), u

p
(�)) – J

e
(z(�), u

e
(�)) =

= z
T(t

f
)Fz(t

f
) + {zT(t)Qz(t) + (t)Ru

p
(t) –

– (1
n
 ⊗ u

e
(t))TP(1

n
 ⊗ u

e
(t))}dt, (4)

ãäе F = [k
pf
 + k

ef
]I

n
, Q = [q

p
 + q

e
]I

n
, R = r

p
I
n
, P = r

e
I
n
,

k
pf
, k

ef
, q

p
, q

e
, r

p
, r

e
 поëожитеëüны, I

n
 — еäини÷ная

ìатриöа разìерности nЅn.

Существование оптиìаëüных управëений рас-
сìатриваеìой äифференöиаëüной иãры устанав-
ëивается поëожитеëüной опреäеëенностüþ ìатриö
F, Q, R и P [22]. Как буäет показано ниже, назна-
÷ение параìетров r

p
 и r

e
 таких, ÷тобы выпоëняëосü

усëовие r
p
 < nr

e
, соответствует сëу÷аþ «сиëüных»

пресëеäоватеëей, коãäа пресëеäоватеëи превосхо-
äят убеãаþщеãо по своиì äинаìи÷ескиì возìож-
ностяì.

Есëи иãра преäставëяется иãрой с распреäеëен-
ной инфорìаöией, то äëя ìатеìати÷ескоãо описа-
ния ситуаöий иëи этапов äифференöиаëüной иãры
ввеäеì, по анаëоãии с работой [19], «ìатриöу ÷ув-
ствитеëüности»

S(t) = , (5)

ãäе инäекс 0 соответствует укëоняþщеìуся зëо-
уìыøëеннику, а инäекс 1 ∼ n соответствует n пре-
сëеäоватеëяì. Параìетр s

ij
(t), t ∈ [t0, tf ], i, j = 0, 1,

2, ..., n (0 ≤ s
ij
(t) ≤ 1), озна÷ает степенü важности äëя

i-ãо иãрока инфорìаöии, испоëüзуеìой иì при
выпоëнении заäа÷и äифференöиаëüной иãры, о
состоянии j-ãо иãрока в ìоìент вреìени t. В сëу-
÷ае, есëи 0 < s

ij
(t) ≤ 1, то i-й иãрок набëþäает j-ãо

иãрока, и есëи s
ij
(t) = 0, то i-й иãрок не набëþäает

j-ãо иãрока. Поскоëüку кажäый из иãроков всеãäа
набëþäает саìоãо себя, то äиаãонаëüные эëеìен-
ты ìатриöы (5) всеãäа постоянны и равны еäини-
öе. Такиì образоì, на отäеëüных этапах инфорìа-
öия, испоëüзуеìая иãрокаìи äëя выпоëнения за-
äа÷и äифференöиаëüной иãры, ìожет ìенятüся,
÷то отображается в соответствуþщих управëяþ-
щих возäействиях зëоуìыøëенника и пресëеäова-
теëей. Способы «опреäеëения степени важности»,
т. е. заäа÷а нахожäения параìетров ìатриöы S(t) в
зависиìости от усëовий иãры, в äанной статüе не

рассìатриваþтся. Функöионаë (4) äëя äифферен-
öиаëüной иãры с нуëевой суììой и распреäеëен-
ной инфорìаöией буäет записан в п. 2.2.

В сëу÷ае иãры с ãëобаëüной инфорìаöией ìат-
риöа ÷увствитеëüности буäет постоянна, а ее эëе-
ìенты — равны еäиниöе.

2. ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÀß ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÈÃÐÀ 
È ÈÃÐÀ Ñ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÅÉ

2.1. Êëàññè÷åñêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà

Кëасси÷еская äифференöиаëüная иãра преä-
ставëяет собой äифференöиаëüнуþ иãру с ãëобаëü-
ной инфорìаöией. Резуëüтат такой иãры основан
на теории оптиìаëüноãо управëения, заäа÷ей кото-

рой явëяется синтез таких управëений (t) и (t),

при которых

JΣ(z, (t), u
e
(t)) ≤ JΣ(z, (t), (t)) ≤

≤ JΣ(z, up
(t), (t)).

Дëя кëасси÷еской äифференöиаëüной иãры с
нескоëüкиìи пресëеäоватеëяìи и ëинейной об-
ратной связüþ резуëüтат преäставëяется сëеäуþ-
щей теореìой.

Теорема 3.1. Дана дифференциальная игра с n
преследователями и одним уклоняющимся от пресле-
дования злоумышленником с динамикой (1) и функ-
ционалом (4). Игра имеет цену при условии r

p
 < nr

e
,

если стратегии игроков определяются выражениями

(t) = – K(t)z(t),

(t) = – ( ⊗I
m
)K(t)z(t), (6)

ãäе

K(t) = –K(t) K(t) –

– [q
p
 + q

e
]I

n
,

K(t
f
) = [k

pf
 + k

ef
]I

n
. (7)

Доказатеëüство этоãо утвержäения соäержится
в Приëожении.

Как виäно из уравнения (7), ìатриöа K(t) сиì-
ìетри÷еская. Из äвух возìожных реøений урав-
нения (7) выбирается поëожитеëüно опреäеëенная
ìатриöа K(t). Посëеäнее устанавëивается при оп-
реäеëении усëовий существования оптиìаëüных
управëений в кëасси÷еской äифференöиаëüной
иãре. Дëя этоãо ввеäеì в рассìотрение функöиþ

1
2
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1
2
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T
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Ляпунова с поëожитеëüно опреäеëенной сиììет-
ри÷еской ìатриöей K(t):

V(z(t)) = zT(t)K(t)z(t).

В соответствии с теореìой Ляпунова, устой÷и-

вое реøение ìатри÷ноãо уравнения (7) буäет, есëи
выпоëняется усëовие

V(z(t)) = zT(t) z(t) + K(t)z(t) +

+ z
T(t)K(t)  ≤ –z

T(t)[q
p
 + q

e
]z(t). (8)

Уравнение (1) с управëенияìи (6) иìеет виä:

z(t) = K(t)z(t). (9)

Перепиøеì неравенство (8) с у÷етоì уравне-
ния (9):

z
T(t) K(t)+K(t) K(t)+

+ [q
p
 + q

e
]I

n
z(t) –

– z
T(t)K(t) K(t)z(t) ≤ 0.

У÷итывая уравнение (7), поëу÷иì усëовие су-
ществования оптиìаëüных управëений äифферен-

öиаëüной иãры:

z
T(t)K(t) K(t)z(t) ≥ 0.

О÷евиäно, ÷то это усëовие выпоëняется, есëи
ìатриöа, стоящая в кваäратных скобках, буäет по-
ëожитеëüно опреäеëенной, т. е.

 > , (10)

÷то ìожно поëу÷итü соответствуþщиì назна÷ени-

еì параìетров r
p
 и r

e
, иëи ìатриö øтрафа R = r

p
I
n

и P = nr
e
I
n
.

Посëеäнее сфорìуëируеì в виäе сëеäуþщей те-
ореìы.

Теорема 3.2. Дифференциальная игра (1), (4) име-
ет цену, если матрицы штрафа функционала качес-
тва (4) R и P связаны соотношением R ≺ P.

Отìетиì, ÷то при выпоëнении усëовия (10) уп-
равëения (6) обеспе÷иваþт äостижение функöио-
наëа ка÷ества сеäëовой то÷ки, т. е.

JΣ(z(�), (�), u
e
(�)) ≤ 

≤ JΣ(z
0(�), (�), (�)) ≤ JΣ(z(�), u

p
(�), (�)).

Из усëовия (10) сëеäует ëоãи÷ный с то÷ки зре-
ния иãры вывоä, ÷то ÷еì боëüøе иãроков-пресëе-
äоватеëей, теì успеøнее äëя них ìожет оказатüся
исхоä иãры.

Теорема 3.3. Дана дифференциальная игра с n
преследователями и одним уклоняющимся от пре-
следования с динамикой (1) и функционалом (4).

Обозначим через (t, z(�)) минимаксную величину,

достигаемую функционалом JΣ(z(�), (�), u
e
(�)) при

оптимальных управлениях, реализованных с исполь-
зованием обратной связи. Эта величина равна

(t, z(t)) = z
T(t)K(t)z(t),  t0 ≤ t ≤ t

f
,

где K(t) — симметрическая положительно опреде-
ленная матрица, являющаяся решением уравнения (7)
с краевым условием, заданным на правом конце.
Доказатеëüство этоãо утвержäения соäержится

в Приëожении.
В сëу÷ае, коãäа n = 1, т. е. пресëеäоватеëü оäин,

управëения (6) становятся равныìи

(t) = – z(t),  (t) = – z(t),

ãäе параìетры k
p
(t) и k

e
(t) нахоäятся из реøений

уравнений (7), коãäа K(t) = [k
p
(t) + k

e
(t)]I

m
 и n = 1:

k
p
(t) – (t) – k

p
(t)k

e
(t) + q

p
 = 0,

k
p
(t

f
) = k

pf
, (11)

k
e
(t) – (t) + k

p
(t)k

e
(t) + q

p
 = 0,

k
e
(t

f
) = k

ef
. (12)

2.2. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà 
ñ ðàñïðåäåëåííîé èíôîðìàöèåé

Основной иäеей построения стратеãий äëя äиф-
ференöиаëüной иãры с распреäеëенной инфорìа-
öией явëяется то, ÷то кажäый иãрок приниìает ре-
øение на основе ëиøü той инфорìаöии, которая
äоступна еìу в äанный ìоìент вреìени. Динаìи-
ка изìенения инфорìаöии, которой распоëаãаþт
иãроки относитеëüно äруã äруãа и которая ис-
поëüзуется при форìировании соответствуþщих
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управëяþщих возäействий зëоуìыøëенника и пре-
сëеäоватеëей, отображается «ìатриöей ÷увстви-
теëüности» (5).
Запиøеì в общеì виäе форìуëу äëя вектора,

обозна÷аþщеãо расстояние ìежäу j-ì пресëеäова-
теëеì, зëоуìыøëенникоì и остаëüныìи пресëеäо-
ватеëяìи:

(t) = x
j
(t) – d

ij
(t)x

i
(t) – f

j
(t)y(t). (13)

Есëи убеãаþщий зëоуìыøëенник набëþäает
äействия нескоëüких пресëеäоватеëей, то еìу ìо-
жет бытü äоступна инфорìаöия

(t) = e
i
(t)x

i
(t) – y(t). (14)

В выражениях (13) и (14), так же, как и в работе
[20], d

ij
(t), f

j
(t), e

i
(t) — коэффиöиенты, составëен-

ные из эëеìентов ìатриöы (5), характеризуþщие
соответствуþщуþ ситуаöиþ набëþäений иãроков
относитеëüно äруã äруãа:

d
ij
(t) = [1 – s0j(t)] ,  f

j
(t) = s0j(t),

e
j
(t) = .

Стратеãии äëя пресëеäоватеëей буäут выãëяäетü
так:

(t) = – (t) =

= – x
j
(t) – d

ij
(t)x

i
(t) – f

j
(t)y(t) (15)

äëя j = 1, 2, ..., n.

Убеãаþщий зëоуìыøëенник форìирует управ-
ëение, испоëüзуя äоступнуþ инфорìаöиþ (14):

(t) = – (t) =

= – e
i
(t)x

i
(t) – y(t) . (16)

Параìетры k
p
(t) и k

e
(t) в выражениях (15) и (16)

нахоäятся из реøений уравнений (11), (12), коãäа
K(t) = [k

p
(t) + k

e
(t)]I

n
 и n = 1.

Отìетиì, ÷то привеäенные выражения äëя уп-
равëяþщих возäействий поëу÷ены соответствуþ-
щиì синтезоì с испоëüзованиеì äинаìики сис-

теìы (1) и соответствуþщиìи кваäрати÷ескиìи
функöионаëаìи (2) и (3).
Перепиøеì выражения (15) и (16) в боëее коì-

пактной форìе с поìощüþ произвеäения Кроне-
кера:

(t) = –R
–1

K(t){x(t) – [D(t) ⊗ I
m
]x(t) –

– F(t) ⊗ y(t)}, (17)

(t) = –P
–1(  ⊗ I

m
) Ѕ

Ѕ K(t){[ET(t) ⊗ I
m
]x(t) – y(t)}. (18)

Зäесü K(t) — реøение уравнения (7), E(t) =

= [e1(t)...en
(t)]T, F(t) = [ f1(t)...fn(t)]

T, D(t) = [d
ij
(t)] ∈

∈ R
nЅn.
Поäстановкой оптиìаëüных управëений (15) и

(16) в функöионаë (4) найäеì выражение äëя этоãо
функöионаëа. Посëе ряäа преобразований поëу-
÷иì:

(z(t), x(t), y(t)) = z(t
f
)Fz(t

f
) +

+ {xT(t)H(D(t), E(t))x(t)}dt +

+ {xT(t)L(D(t), E(t))y(t) +

+ y
T(t)W(F(t))y(t)}dt, (19)

ãäе

H(D(t), E(t), K(t)) = Q + K(t)R–1
K(t) –

– K(t)R–1
K(t)D(t) ⊗ I

m
 – [D(t) ⊗ I

m
]TK(t)R–1

K(t) +

+ [D(t) ⊗ I
m
]TK(t)R–1

K(t)D(t) ⊗ I
m
 –

– n[F(t) ⊗ I
m
]T[(  ⊗ I

m
)K(t)]T Ѕ

Ѕ P
–1[(  ⊗ I

m
)K(t)]F(t) ⊗ I

m
,

L(D(t), E(t), F(t)) = 2[D(t) ⊗ I
m
]TK(t)R–1

K(t) Ѕ

Ѕ [F(t) ⊗ I
m
] – 2K(t)R–1

K(t)[F(t) ⊗ I
m
] –

– 2(  ⊗ I
m
)TQ + 2n[ET(t) ⊗ I

m
)T Ѕ

Ѕ [(  ⊗ I
m
)K(t)]TP–1[(  ⊗ I

m
)K(t)],

W(F(t), K(t)) = nQ + [F(t) ⊗ I
m
]TK(t)R–1

K(t) Ѕ

Ѕ F(t) ⊗ I
m
 – n[(  ⊗ I

m
)K(t)]TP–1(  ⊗ I

m
)K(t).

Из преäставëенноãо выøе виäно, ÷то поäынтеã-
раëüное выражение функöионаëа (19) у÷итывает
как поëожения пресëеäоватеëей и укëоняþщеãо-
ся, так и взаиìное распоëожение пресëеäовате-
ëей и укëоняþщеãося. Отìетиì, ÷то зна÷ение это-
ãо функöионаëа при оптиìаëüных управëениях за-
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висит от коëи÷ества иãроков, а также от эëеìентов
d

ij
(t), f

i
(t), e

i
(t) соответствуþщих ìатриö D(t), F(t),

E(t), т. е. от тоãо, как и какая инфорìаöия äоступ-
на иãрокаì на протяжении иãры.
В сëу÷ае иãры с оäниì пресëеäоватеëеì и оä-

ниì убеãаþщиì зëоуìыøëенникоì и с ãëобаëüной
инфорìаöией (т. е. в сëу÷ае кëасси÷еской äиффе-
ренöиаëüной иãры, сì. п. 2.1) параìетры n = 1,
D(t) = 0, E(t) = 1, и тоãäа управëения (17) и (18)
становятся такиìи же, как и (6). Функöионаë в
этоì сëу÷ае приниìает виä

(z(t)) = z(t
f
)Fz(t

f
) + z

T(t){Q + K(t)R–1
K(t) –

– K(t)P–1
K(t)}z(t)dt

и (t, z(t)), в соответствии с теореìой 3.3, равен

(t, z(t)) = z
T(t)K(t)z(t),  t0 ≤ t ≤ t

f
.

Рассìотриì ÷астный сëу÷ай, возникаþщий в
äифференöиаëüной иãре с распреäеëенной инфор-
ìаöией и бинарной ìатриöей ÷увствитеëüности (5).
Выражение s

ij
(t) в этой ìатриöе озна÷ает набëþäе-

ние иãрокоì i иãрока j в ìоìент вреìени t. Так как
ìатриöа бинарная, то есëи s

ij
(t) = 1, то иãрок i на-

бëþäает иãрока j, и есëи s
ij
(t) = 0, то иãрок i не на-

бëþäает иãрока j. Поскоëüку кажäый из иãроков
всеãäа набëþäает саìоãо себя, то äиаãонаëüные
эëеìенты ìатриöы (5) всеãäа постоянны и равны
еäиниöе.

Случай 1. Пустü j-й иãрок-пресëеäоватеëü не на-
бëþäает убеãаþщеãо зëоуìыøëенника, т. е. s0j = 0,

f
j
 = 0, и из выражения (17) иìееì:

(t) = – x
j
(t) – d

ij
(t)x

i
(t) .

Это озна÷ает, ÷то в этоì сëу÷ае j-й иãрок-пресëе-
äоватеëü буäет сëеäоватü за набëþäаеìыìи бëи-
жайøиìи пресëеäоватеëяìи.

Случай 2. Есëи j-й иãрок-пресëеäоватеëü на-
бëþäает убеãаþщеãо зëоуìыøëенника, т. е. s0j = 1,

f
j
 = 1, и äопустиì, ÷то этот иãрок не иìеет инфор-

ìаöии о äруãих пресëеäоватеëях, т. е. d
ij
 = 0, то из

выражения (16) иìееì:

(t) = – [x
j
(t) – y(t)].

Это озна÷ает, ÷то j-й иãрок буäет пресëеäоватü
убеãаþщеãо зëоуìыøëенника саìостоятеëüно.
При рассìотрении стратеãии äëя убеãаþщеãо

зëоуìыøëенника (18) отìетиì, ÷то в сëу÷ае, есëи

убеãаþщий буäет набëþäатü нескоëüких пресëеäо-
ватеëей в своеì раäиусе ÷увствитеëüности, то он
сфорìирует такое управëение, ÷тобы попытатüся
«убежатü» от öентра ìасс всех обнаруженных пре-
сëеäоватеëей.

3. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÀß ÈÃÐÀ Ñ ÏÎÌÅÕÀÌÈ

Рассìотриì ситуаöиþ в äифференöиаëüной иã-
ре пресëеäования, коãäа зëоуìыøëенник созäает
искусственные поìехи с öеëüþ поìеøатü пресëе-
äоватеëþ и поëу÷итü преиìущество в иãре. Это бу-
äет озна÷атü, ÷то пресëеäоватеëи буäут поëу÷атü
инфорìаöиþ о поëожении укëоняþщеãося зëо-
уìыøëенника с øуìаìи. А зна÷ит и управëения,
построенные äëя пресëеäоватеëей, буäут соäер-
жатü этот øуì. Такиì образоì, траектории, по ко-
торыì пресëеäоватеëи буäут настиãатü зëоуìыø-
ëенника, явëяþтся субоптиìаëüныìи. Кроìе тоãо,
укëоняþщийся зëоуìыøëенник строит своþ стра-
теãиþ относитеëüно всех пресëеäоватеëей, кото-
рых он «виäит», т. е. старается убежатü от öентра
ìасс всех пресëеäоватеëей, а так как их поëожения
явëяþтся сëеäствиеì возäействия øуìов, то и саì
зëоуìыøëенник буäет иìетü траекториþ, иìеþ-
щуþ øуìовуþ составëяþщуþ. Отìетиì, ÷то на
саìоãо укëоняþщеãося зëоуìыøëенника не буäут
возäействоватü созäаваеìые иì поìехи, и еãо стра-
теãия управëения по-прежнеìу зависит тоëüко
ëиøü от поëожений саìих пресëеäоватеëей.

Управëения äëя пресëеäоватеëя и зëоуìыøëен-
ника в äифференöиаëüной иãре с ãëобаëüной ин-
форìаöией буäут опреäеëятüся соответствуþщиìи
выраженияìи

u
p
(t) = – z(t),  u

e
(t) = y(t).

Пустü n(t) — поìеха, созäаваеìая укëоняþщиì-
ся зëоуìыøëенникоì. Пустü эта поìеха явëяется
«беëыì øуìоì» с характеристикаìи M[n(t)] = 0,

M[nT(t)n(τ)] = N(t)δ(t – τ). С новыìи усëовияìи в
äифференöиаëüной иãре пресëеäоватеëи буäут
«виäетü» укëоняþщеãося по траектории y *(t) =
= y(t) + n(t). Сëеäует отìетитü, ÷то при наëи÷ии
øуìов ìожет возникнутü пробëеìа с выпоëнени-
еì усëовия заäа÷и перехвата, сфорìуëированноãо
в Преäпоëожении 2.3. Ввеäеì äëя рассìатривае-
ìоãо сëу÷ая новое усëовие выпоëнения заäа÷и пе-
рехвата:

E[|| (t1)||
2] ≤ ε,

ãäе E[|| (t1)||
2] — среäнекваäрати÷еское расстояние

ìежäу зëоуìыøëенникоì и j-ì пресëеäоватеëеì,
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иëи E[||z
j
(t) – n(t)||2] ≤ ε. У÷итывая тот факт, ÷то

øуì, выставëяеìый зëоуìыøëенникоì, «беëый»,

поэтоìу E[nT(t)z
j
(t)] = 0, усëовие перехвата буäет

иìетü виä:

E[||z(t)||2] ≤ ε – N.

Из посëеäнеãо выражения виäно, ÷то при N > ε
заäа÷а перехвата невыпоëниìа.
Запиøеì виä стратеãий управëения в сëу÷ае

кëасси÷еской äифференöиаëüной иãры:

u
p
(t) = – z*(t) = – [z(t) – n(t)].

Запиøеì уравнения стратеãий иãроков äëя сëу-
÷ая äифференöиаëüной иãры с распреäеëенной ин-
форìаöией:

u
e
(t) = – e

i
(t)x

i
(t) – y(t) ,

u
pj
(t) = – x

j
(t) – d

ij
(t)x

i
(t) – f

j
(t)y*(t) . 

Заìетиì, ÷то в сëу÷ае, коãäа пресëеäоватеëü
«не виäит» укëоняþщеãося зëоуìыøëенника, а
зна÷ит, строит своþ стратеãиþ управëения на ос-
нове тех пресëеäоватеëей, которые виäят укëоня-
þщеãося зëоуìыøëенника, то еãо траектория все
же буäет иìетü заøуìëенный виä всëеäствие за-
øуìëенности траекторий пресëеäоватеëей, на ко-
торые ориентируется этот пресëеäоватеëü.

4. ÏÐÈÌÅÐ

4.1. Êëàññè÷åñêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà

Сìоäеëируеì äифференöиаëüнуþ иãру, в которой
кажäый иãрок иìеет поëнуþ инфорìаöиþ, т. е. иãру с
ãëобаëüной инфорìаöией. Пустü иìеется оäин зëоуìыø-
ëенник, три пресëеäоватеëя. Тоãäа äинаìика äифферен-
öиаëüной иãры при испоëüзовании синтезированных
управëений описывается обыкновенныì ëинейныì äиф-
ференöиаëüныì уравнениеì

x1(t) = – (x1(t) – y(t)),  x1(t0) = [–3, 0]T,

x2(t) = – (x2(t) – y(t)), x2(t0) = [3, 0]T,

x3(t) = – (x3(t) – y(t)),  x3(t0) = [4, 1]T,

y(t) = – ,

y(t0) = [0, 3]T.

Зäесü параìетры k
p
(t) и k

e
(t) опреäеëяþтся реøенияìи

уравнений

k
p
(t) = –q

p
 + (t) – k

p
(t)k

e
(t),

k
p
(t

f
) = k

pf
 = 1/ε,

k
e
(t) = –q

e
 – (t) + k

p
(t)k

e
(t),

k
e
(t

f
) = k

ef
 = ε.

Параìетры r
p
 = 1, r

e
 = 2, q

p
 = 1, q

e
 = 2, k

pf
 = 20,

k
ef

= 0,05 — коэффиöиенты функöионаëа ка÷ества виäа

(4); параìетр, опреäеëяþщий усëовие прекращения пре-
сëеäования, ε = 0,04; t ∈ [0,4].

На рис. 1. Преäставëены проöессы изìенения пара-
ìетров k

p
(t) и k

e
(t).

На посëеäуþщих рисунках преäставëены ãрафики
перехоäных проöессов разëи÷ных рассìотренных выøе
заäа÷. На рис. 2 показаны траектории пресëеäоватеëей
и укëоняþщеãося в кëасси÷еской иãре без øуìов и с
øуìаìи. Обе иãры закон÷иëисü перехватоì зëоуìыø-
ëенника, т. е. выпоëняется усëовие ||z(t1)|| ≤ ε, t1 < 4 c (на

рис. 2, а t1 = 3,58 c, на рис. 2, б t1 = 3 c, ãäе с — усëовное

ìаøинное вреìя).
При ìоäеëировании кëасси÷еской äифференöиаëü-

ной иãры с öентрированныìи øуìаìи приìеняется ис-
хоäная ìоäеëü с теìи же на÷аëüныìи усëовияìи.

4.2. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà 
ñ ðàñïðåäåëåííîé èíôîðìàöèåé

Преäпоëожиì, ÷то на÷аëüное поëожение иãроков
не изìениëосü и явëяется такиì же, как в п. 4.1. Про-
веäеì ìоäеëирование äифференöиаëüной иãры, в кото-
рой кажäый иãрок иìеет оãрани÷еннуþ инфорìаöиþ о
äруãих иãроках, у÷аствуþщих в той же иãре. Пустü ìат-
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Рис. 1. Процессы изменения параметров k
p
(t) и k

e
(t)
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риöа ÷увствитеëüности изìеняется три раза во вреìени,
÷то ìожно выразитü такиì образоì:

S1 = ,  S2 = ,  S3 = .

В первый периоä вреìени зëоуìыøëенника «виäит»
тоëüко оäин возìожный пресëеäоватеëü, äвое äруãих
пресëеäоватеëей, не «виäя» зëоуìыøëенника, «виäят»
первоãо пресëеäоватеëя и сëеäуþт за ниì; в сëеäуþщий
периоä вреìени укëоняþщеãося зëоуìыøëенника виäят

уже äва пресëеäоватеëя и пытаþтся «пойìатü» еãо, в то
вреìя как оставøийся пресëеäоватеëü сëеäует за äруãи-
ìи пресëеäоватеëяìи. В коне÷ный периоä вреìени каж-
äый из иãроков «виäит» äруã äруãа и саìа äифференöи-
аëüная иãра становится иãрой с ãëобаëüной инфорìаöи-
ей, т. е. кëасси÷еской äифференöиаëüной иãрой.

Как и в п. 4.1, воспоëüзуеìся сëу÷аеì äифференöи-
аëüной иãры с распреäеëенныìи стратеãияìи, взятыì в
ка÷естве базовоãо, и äобавиì øуìы. Все операöии по
поëу÷ениþ реøения провоäятся анаëоãи÷но операöияì
в преäыäущеì разäеëе. На рис. 3 показаны траектории
пресëеäоватеëей и укëоняþщеãося в иãре с распреäеëен-
ныìи стратеãияìи без øуìов и с øуìаìи.

1 0 0 1

0 1 1 1

0 0 1 1

1 0 0 1

1 0 1 1

0 1 1 1

1 0 1 1

1 0 0 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

Рис. 2. Переходные процессы «задачи преследования» в простой
игре: а — без øуìов (вреìя окон÷ания иãры — 3,58 с); б — с øу-
ìаìи (вреìя окон÷ания иãры — 3 с)

Рис. 3. Переходные процессы «задачи преследования» в игре с
распределенной информацией: а — без øуìов (вреìя окон÷ания
иãры — 3,88 с); б — с øуìаìи (вреìя окон÷ания иãры — 4 с)
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На преäставëенных ãрафиках рис. 3 показаны ìо-
ìенты поäкëþ÷ения к пресëеäованиþ укëоняþщеãося
зëоуìыøëенника при вхожäении в зоны ÷увствитеëü-
ности пресëеäоватеëей, т. е. в ìоìенты еãо обнаруже-
ния. Графики, поìещенные на рис. 3, а, показываþт ус-
пеøное выпоëнение заäа÷и перехвата, т. е. выпоëняется

усëовие ||z
j
(t1)||

2 ≤ ε, t1 < 4 c, t1 = 3,88 с. На рис. 3, б äе-

ìонстрируется неуспеøное выпоëнение заäа÷ перехвата,

т. е. усëовия ||z(t)||2 > ε, t0 ≤ t ≤ t
f
, и иãра останавëивается

по исте÷ении назна÷енноãо вреìени иãры t = t
f
 = 4 c.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В статüе рассìотрена äифференöиаëüная иãра
«пресëеäование», в которой у÷аствуþт нескоëüко
иãроков. Преäпоëаãается, ÷то в некотороì про-
странстве иìеется иãрок-зëоуìыøëенник, который
при обнаружении äруãих иãроков, выпоëняþщих
роëи пресëеäоватеëей, преäприниìает попытки
укëонитüся от встре÷и с посëеäниìи. Динаìика
кажäоãо объекта описывается стаöионарной ëи-
нейной систеìой общеãо типа. В статüе преäстав-
ëены реøения построения стратеãий äëя нескоëü-
ких пресëеäоватеëей и оäноãо укëоняþщеãося зëо-
уìыøëенника äëя äвух поäзаäа÷ — стратеãии в
ситуаöии, коãäа все иãроки иìеþт поëнуþ ин-
форìаöиþ о состоянии всех у÷астников иãры, и
при непоëной инфорìаöии об укëоняþщеìся зëо-
уìыøëеннике, активно противоäействуþщеì по-
ëу÷ениþ защитникаìи поëной инфорìаöии о себе.
Рассìотрены также распреäеëенные стратеãии и
некоторые ÷астные сëу÷аи äифференöиаëüной иã-
ры «пресëеäования». Основной иäеей построения
стратеãий äëя этой иãры явëяется то, ÷то кажäый
иãрок приниìает реøение на основе ëиøü той ин-
форìаöии, которая äоступна еìу в äанный ìоìент
вреìени. Поëу÷енные в работе теорети÷еские по-
ëожения проиëëþстрированы резуëüтатаìи ìате-
ìати÷ескоãо ìоäеëирования.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  Теореìы 3.1. Запиøеì ãаìиëü-
тониан систеìы

H(z, u
p
, u

e
, λ) = {zT(t)[q

p
 + q

e
]z(t) + r

p
(t)u

p
(t) –

– nr
e
(1

n 
⊗ u

e
(t))T(1

n 
⊗ u

e
(t))} + λT(t)[u

p
(t) – 1

n 
⊗ u

e
(t)].

Зäесü λ(t) — сопряженная переìенная [22], которая оп-
реäеëяется как реøение уравнения

λ(t) = –  = –[q
p
 + q

e
]z(t) (П.1)

с краевыì усëовиеì

λ(t
f
) =  = [k

pf
 + k

ef
]z(t

f
).

Оптиìаëüные управëения и явëяþтся то÷каìи ста-
öионарности ãаìиëüтониана, т. е.

 = 0,   = r
p
 > 0, (П.2)

 = 0,   = –nr
ep
 < 0. (П.3)

Усëовия (П.2) и (П.3) опреäеëяþт виä оптиìаëüных
управëений

(t) = – λ(t),  (t) = – (  ⊗ λ(t)). (П.4)

С у÷етоì поëу÷енноãо, переìенная λ(t) опреäеëяет-
ся из реøения äвухто÷е÷ной краевой заäа÷и (уравнения
Эйëера — Лаãранжа)

z(t) = λ(t),

z0(t) = z0,

λ(t) = –[q
p
 + q

e
]z(t),

λ(t
f
) = [k

pf
 + k

ef
]z(t

f
).

Поиск вспоìоãатеëüной переìенной λ(t) буäеì вы-
поëнятü, приìеняя ìетоä проãонки [22]. Опреäеëиì λ(t)
с то÷ностüþ äо ìатриöы K(t) в виäе

λ(t) = K(t)z(t). (П.5)

Поëная произвоäная выражения (П.5) буäет иìетü
виä

λ(t) = z(t) + K(t)  =  +

+ K(t) K(t) z(t). (П.6)

Приравнивая выражения (П.1) и (П.6), буäеì иìетü:

K(t) = –K(t) K(t) –

– [q
p
 + q

e
]I

m
,

K(t
f
) = [k

pf
 + k

ef
]I

m
.  

У÷итывая выражения (П.4) и (П.5), управëения при-
ниìаþт виä:

(t) = – K(t)z(t),  (t) = – (  ⊗ I
m
)K(t)z(t). ♦
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Д о к а з а т е ë ü с т в о  Теореìы 3.3. Поäставиì в по-
äынтеãраëüнуþ ÷астü функöионаëа

JΣ(z(�), u
p
(�), u

e
(�)) = z

T(t
f
)Fz(t

f
) + {zT(t)Qz(t) +

+ (t)Ru
p
(t) – (1

n 
⊗ u

e
(t))TP(1

n 
⊗ u

e
(t))}dt

выражение d[zT(t)K(t)z(t)]/dt, коìпенсировав еãо вне ин-

теãраëа соотноøениеì 0,5[zT(t)K(t)z(t) – z
T(t

f
)K(t

f
)z(t

f
)].

Буäеì иìетü:

JΣ(z(�), u
p
(�), u

e
(�)) = z

T(t
f
)Fz(t

f
) + [zT(t)K(t)z(t) –

– z
T(t

f
)K(t

f
)z(t

f
)] + {zT(t)Qz(t) + (t)Ru

p
(t) –

– (1
n 

⊗ u
e
(t))TP(1

n 
⊗ u

e
(t))}dt + z

T(t) z(t) +

+ K(t)z(t) + zT(t)K(t) dt. (П.7)

Заìетиì, ÷то при оптиìаëüных управëениях

(t) = –R
–1

K(t)z(t),

(t) = –P
–1(  ⊗ K(t)z(t)), (П.8)

ãäе

K(t) + K(t)[–R
–1 + P–1(1

n
 ⊗ )]K(t) + Q = 0, 

K(t
f
) = F, (П.9)

уравнение äинаìики систеìы описывается выражениеì

z(t) = [–R
–1 + P–1(  ⊗ I

m
)]K(t)z(t),

z(t0) = z0. (П.10)

Так как ÷ерез (t, z(t)) быëа обозна÷ена ìиниìакс-

ная веëи÷ина функöионаëа JΣ(z(t), up
(t), u

e
(t)), то выраже-

ние (П.7) при соответствуþщей поäстановке выражений
(П.8) и (П.10) с у÷етоì уравнения (П.9) приниìает виä:

(t, z(t)) = z
T(t)K(t)z(t),  t0 ≤ t ≤ t

f
. ♦
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Abstract. A differential game of several players is considered as follows. One player (attacker) pene-
trates some space, and several other players (pursuers) appear simultaneously to intercept the attacker.
Upon detecting the pursuers, the attacker tries to evade them. The dynamics of each player are de-
scribed by a time-invariant linear system of a general type with scalar control. A quadratic functional
is introduced, and the differential game is treated as an optimal control problem. Two subproblems
are solved as follows. The first subproblem is to construct a strategy for pursuing the attacker by several
players who have complete equal information about the game. The second subproblem is to construct
such a strategy under incomplete information about the attacker who is actively opposing the pursuers.
The simulation results are presented. The zero-sum differential game solution can be used for studying
the final stage of pursuit, in which several pursuers and one evader participate.

Keywords: differential games, linear dynamics, optimal feedback control, Nash equilibrium, Lyapunov functions,
Riccati equation.
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ÌÅÒÎÄ ÁÅÇÓÑËÎÂÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÄËß ÇÀÄÀ×È 
Ñ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÉ ÖÅËÅÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÅÉ, 

ÇÀÄÀÍÍÎÉ ÍÀ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ØÊÀËÅ ÂÐÅÌÅÍÈ

В.Б. Гусев

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Цеëенаправëенные развиваþщиеся систеìы,
такие как наöионаëüная и реãионаëüная эконоìи-
ка, крупное ìноãоотрасëевое хозяйство, приìеня-
þт ìеханизìы экстреìаëüноãо управëения, наöе-
ëенноãо на ìаксиìизаöиþ öеëевоãо показатеëя [1].
Такиì показатеëеì ìожет бытü, наприìер, ваëо-
вой выпуск, äобавëенная стоиìостü, прибыëü и äр.
В кризисной ситуаöии, при наëи÷ии ìаëо преä-
сказуеìоãо внеøнеãо окружения (эконоìи÷еские
санкöии, финансовые катастрофы, форс-ìажор-
ные обстоятеëüства) ìетоäы управëения, основан-
ные на знаниях о реãуëярных хозяйственных про-
öессах, не äаþт жеëаеìоãо резуëüтата. Так, ìеж-
äунароäное разäеëение труäа, обы÷но иãраþщее
поëожитеëüнуþ роëü, в усëовиях санкöий стано-
вится беспоëезныì. В такой ситуаöии успеøное

веäение хозяйства äоëжно преиìущественно ори-
ентироватüся на еãо внутренние возìожности, за-
ìкнутые внутри эконоìи÷еской систеìы техноëо-
ãи÷еские öикëы, т. е. в опреäеëенноì сìысëе бытü
автоноìныì [2].

Матеìати÷еские ìоäеëи, приìеняеìые в кри-
зисные периоäы при управëении развиваþщиìися
систеìаìи, ìоãут иìетü ìаëуþ то÷ностü иëи вооб-
ще отсутствоватü. В таких сëу÷аях äëя управëения
прихоäится оãрани÷иватüся тоëüко зна÷енияìи на-
бора öеëевых показатеëей. Кроìе тоãо, в иìеþщей-
ся статисти÷еской от÷етности обы÷но привоäятся
показатеëи хозяйственной äеятеëüности тоëüко
äëя опреäеëенных периоäов (ìесяö, квартаë, ãоä).
Все это оãрани÷ивает возìожности приìенения
ìетоäов, преäпоëаãаþщих испоëüзование ãëаäкой
öеëевой функöии, и требует у÷ета при разработке
соответствуþщих ìетоäов управëения и принятия
реøений.

Аннотация. Разрабатывается ìетоä прибëижения к экстреìуìу нестаöионарной öеëевой
функöии, заäанной на äискретной øкаëе вреìени. Метоä äоëжен обеспе÷иватü äопус-
тиìуþ (контроëируеìуþ) веëи÷ину поãреøности. Также требуется опреäеëитü усëовия,
которыì äоëжны уäовëетворятü øкаëа вреìени, испоëüзуеìый öеëевой показатеëü, па-
раìетры вëияния на неãо внеøней среäы. Рассìотрена заäа÷а поиска безусëовноãо экс-
треìуìа äëя нестаöионарной öеëевой функöии, коãäа ее зна÷ения, зависящие от коìпо-
нент вектора управëения, заäаны на äискретноì наборе ìоìентов вреìени. Дëя поиска
реøения преäëожен äискретный ãраäиентный ìетоä безусëовной оптиìизаöии. Сфор-
ìуëированы усëовия еãо работоспособности. Поëу÷ена оöенка нижней ãраниöы поãреø-
ности реøения, обусëовëенной веëи÷иной øаãа по вреìени, скоростüþ изìенения öе-
ëевой функöии и оöенкаìи ее произвоäных äо второãо поряäка по коìпонентаì вектора
управëения. Приìенение ìетоäа äеìонстрируется на ÷исëенной ìоäеëи экстреìаëüноãо
реãуëятора, преäназна÷енноãо äëя управëения нестаöионарныì объектоì с неëинейной
öеëевой функöией. Чисëенные экспериìенты показаëи, ÷то варüирование параìетров
реãуëятора в äостато÷но øирокоì äиапазоне не оказывает существенноãо вëияния на ка-
÷ественное повеäение рас÷етной траектории. Разработанный ìетоä ìожет бытü приìе-
нен äëя рас÷ета управëяþщей функöии экстреìаëüноãо реãуëятора систеìы, инфорìа-
öия о которой преäставëена тоëüко зна÷енияìи öеëевой функöии в äискретные ìоìенты
вреìени.

Ключевые слова: нестаöионарная систеìа, экстреìаëüный реãуëятор, безусëовная оптиìизаöия,
нижняя ãраниöа поãреøности.
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В усëовиях неопреäеëенности в отноøении за-
конов повеäения объекта управëения наибоëее
поäхоäящиì ìетоäоì преäставëяется экстреìаëü-
ное реãуëирование, состоящее в установëении и
поääержании такоãо режиìа работы, при котороì
äостиãается экстреìаëüное (ìиниìаëüное иëи ìак-
сиìаëüное) зна÷ение некотороãо критерия, харак-
теризуþщеãо ка÷ество функöионирования объек-
та. Заäа÷а построения ìеханизìов управëения äëя
ìоäеëей автоноìных систеì иìеет ìноãо общеãо
с пробëеìой экстреìаëüноãо реãуëятора, осущест-
вëяþщеãо автоìати÷еский поиск и поääержание
экстреìаëüноãо зна÷ения реãуëируеìой веëи÷ины.
Это обеспе÷ивает опреäеëеннуþ устой÷ивостü ре-
ãуëируеìоãо объекта. Оãрани÷ениеì приìениìос-
ти экстреìаëüноãо реãуëятора явëяется то, ÷то при
еãо функöионировании невозìожно контроëиро-
ватü äоëãосро÷ные посëеäствия управëения. Кро-
ìе тоãо, в сëу÷ае оãрани÷енноãо объеìа инфорìа-
öии об объекте еãо инерöионные свойства ìоãут
не у÷итыватüся.
В 1960-х ãã. экстреìаëüное реãуëирование офор-

ìиëосü в саìостоятеëüное направëение в теории
неëинейных систеì автоìати÷ескоãо управëения
[3], а экстреìаëüные реãуëяторы поëу÷иëи øиро-
кое приìенение. Наприìер, они приìеняëисü в
реëейных экстреìаëüных систеìах [4], иìпуëüсных
саìонастраиваþщихся и экстреìаëüных систеìах
автоìати÷ескоãо управëения [5], при настройке
резонансных контуров и автоìати÷еских изìери-
теëüных устройств, при отыскании оптиìаëüных
параìетров настраиваеìых ìоäеëей, при управëе-
нии хиìи÷ескиìи реактораìи, наãреватеëüныìи
установкаìи проöессов фëотаöии, äробëения [6].

Дëя построения ìетоäов поиска управëения в
экстреìаëüных реãуëяторах в зависиìости от степе-
ни инфорìированности об объекте приìеняþтся
разëи÷ные поäхоäы, отëи÷аþщиеся обоснованнос-
тüþ ìетоäа и характероì схоäиìости резуëüтата к
экстреìуìу. Так, в работе [7] äëя ìоäеëирования
проöесса ìетабоëизìа преäëожен эвристи÷еский
аëãоритì экстреìаëüноãо реãуëирования, осущест-
вëяþщий сëу÷айный поиск ëу÷øеãо откëика на
кажäоì øаãе итераöий. Схоäиìостü проöесса äе-
ìонстрироваëасü на приìере äëя конкретноãо объ-
екта. В работе [8] управëение поäа÷ей возäуха u в
топку на основе экстреìаëüноãо реãуëирования
стати÷еской характеристики f инерöионноãо объ-
екта преäëожен ìетоä виäа

Δu(i + 1) = hsign[Δf(i + 1)Δu(i)],

ãäе u — скаëярный управëяþщий параìетр; f — из-
ìеряеìый параìетр откëика (критерий управëе-
ния); i — ìоìент вреìени. Схоäиìостü проöесса
реãуëирования в этой работе также äеìонстриро-
ваëасü экспериìентаëüно. Частный сëу÷ай экстре-
ìаëüноãо реãуëятора с неëинейной öеëевой функ-

öией описан в работе [9] äëя конкретной ëинейной
äинаìи÷еской систеìы, описываеìой обыкновен-
ныì äифференöиаëüныì уравнениеì первоãо по-
ряäка; веëи÷ина øаãа реãуëирования зäесü выби-
раëасü постоянной, а еãо знак — обратно знаку
произвоäной по управëениþ. В упоìянутой пуб-
ëикаöии äоказываëасü схоäиìостü проöесса реãу-
ëирования в преäпоëожении то÷ноãо знания äи-
наìики систеìы и зна÷ений произвоäных öеëевой
функöии по вреìени и управëениþ. Преäëаãае-
ìый ниже аëãоритì этоãо не требует.
Пустü в ìоäеëи нестаöионарной автоноìной

систеìы äëя поиска управëения приìеняется кри-
терий безусëовной оптиìизаöии виäа

F(y, u) → 

в кажäой то÷ке t, ãäе u(t) — вектор управëения;
F(y, u) — öеëевая функöия, ãëаäкая и выпукëая
по u; y(t, p, x, u) — вектор состояния систеìы; p —
вектор параìетров; x(t) — вектор состояния вне-
øней среäы. Есëи такое оптиìаëüное управëение
существует, оно зависит от текущеãо состояния
систеìы и ìожет опреäеëятüся, наприìер, с поìо-
щüþ ãраäиентноãо ìетоäа безусëовной оптиìиза-
öии, исхоäя из необхоäиìоãо усëовия экстреìуìа

 = 0.

Есëи в соответствуþщие ìоìенты вреìени из-
вестны тоëüко зна÷ения öеëевой функöии и теку-
щее состояние систеìы у÷итывается в них неявно,
äëя поиска управëения по зна÷ениþ этой функöии
буäеì испоëüзоватü такуþ записü:

f(t, u) = F(y(t, p, x(t), u), u).

Пробëеìа схоäиìости ãраäиентноãо ìетоäа без-
усëовной оптиìизаöии äëя нестаöионарных заäа÷
такоãо типа рассìатриваëасü в работе [10]. В ней
преäпоëаãаëосü то÷ное знание ãраäиента öеëевой
функöии, ÷то позвоëиëо äоказатü схоäиìостü ите-
раöионноãо проöесса äëя äискретноãо вреìени

u(t
k + 1) = u(t

k
) – γ

k
∇

u
f(t

k
, u(t

k
)),

ãäе усëовия схоäиìости соäержат требование:

a > 0 : ||u*(t
k + 1) – u*(t

k
)|| ≤ a,

u*(t) — то÷ка экстреìуìа функöии f(t, u) в ìоìент t;
a опреäеëяет откëонение преäеëüноãо зна÷ения
u(t

k
) от то÷ки экстреìуìа u*(t

k
) при k → ∞; веëи-

÷ина øаãа γ
k
 опреäеëяется исхоäя из свойств ìат-

риöы ∇
uu

f. Резуëüтаты, поëу÷енные в работе [10],

развиваþтся в статüе [11] путеì осëабëения усëо-
вия схоäиìости итераöионноãо проöесса:
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При рассìотрении нестаöионарных заäа÷ безу-
сëовной оптиìизаöии в работах [10, 11] контро-
ëироваëосü как откëонение реøения от то÷ноãо
зна÷ения в текущий ìоìент t, так и откëонение в
преäеëе при t → ∞. В ка÷естве неäостатка ÷исто
ãраäиентных ìетоäов отìетиì относитеëüно ìеä-
ëеннуþ схоäиìостü к то÷ноìу реøениþ. Возìож-
ныì объяснениеì этоãо явëяется тот факт, ÷то при
прибëижении к то÷ке экстреìуìа öеëевой функ-
öии с ãëаäкиìи произвоäныìи норìа ãраäиента
||∇

u
f(t

k
, u)|| ìожет стреìитüся к нуëþ быстрее, ÷еì

растет øаã γ
k
. Поэтоìу прибëиженное реøение

«отстает» от то÷ноãо на кажäоì øаãе. Метоäы,
преäëоженные в работах [8, 9], äопускаþт «опе-
режение» то÷ноãо реøения, ÷то не уìенüøает их
поãреøности, но уìенüøаþт вреìя прибëижения
к неìу.
В сëу÷ае, коãäа заìеры зна÷ений öеëевой фун-

кöии произвоäятся в äискретные ìоìенты вреìе-
ни, оöенка произвоäной ∇

u
f(t, u) ìожет бытü по-

ëу÷ена тоëüко прибëиженно, наприìер, с поìощüþ
спëайн-преäставëения функöии f(t, u), которое не
явëяется оäнозна÷ныì. Ожиäаеìое сëеäствие та-
ких преäпоëожений — увеëи÷ение поãреøности
реøения по сравнениþ с ìетоäаìи, испоëüзуþщи-
ìи то÷ные оöенки произвоäных öеëевой функöии.
Боëее тоãо, поãреøностü реøения с те÷ениеì вре-
ìени не буäет убыватü äо нуëя, т. е. неустраниìа.
Можно ожиäатü, ÷то ее веëи÷ина äоëжна увеëи-
÷иватüся с ростоì интерваëа äискретизаöии вре-
ìенноãо интерваëа и скорости изìенения öеëевоãо
показатеëя. В такой ситуаöии понятие «откëоне-
ние реøения от то÷ноãо зна÷ения» (ввиäу неоä-
нозна÷ности посëеäнеãо) некорректно и ìожет
бытü заìенено на «откëонение реøения от оäноãо
из то÷ных зна÷ений» иëи на «откëонение реøения
от ìножества то÷ных зна÷ений».

Цеëü настоящей статüи закëþ÷ается в разработ-
ке ìетоäа прибëижения к экстреìуìу нестаöио-
нарной öеëевой функöии, заäанной на äискрет-
ной øкаëе вреìени, обеспе÷иваþщеãо äопустиìуþ
(контроëируеìуþ) веëи÷ину поãреøности. Также
требуется опреäеëитü усëовия, которыì äоëжны
уäовëетворятü øкаëа вреìени, испоëüзуеìый öеëе-
вой показатеëü, параìетры вëияния на неãо внеø-
ней среäы. Такой ìетоä ìожет бытü приìенен äëя
построения экстреìаëüноãо реãуëятора систеìы,
опреäеëенной в äискретные ìоìенты вреìени.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Пустü öеëевая функöия f(t, u) иìеет непрерыв-
ные произвоäные по арãуìентаì и выпукëа по u,

ãäе t — скаëяр, u ∈ Rn — вектор, и заäана вìесте

с вектороì u(t) на äискретноì ряäе зна÷ений
t1 < t2 < ... < t

i
.

Рассìатривается заäа÷а поиска безусëовноãо
экстреìуìа öеëевой функöии в ìоìент вреìени
t
i + 1:

f(t
i + 1, u) → .

А иìенно, требуется опреäеëитü зна÷ение век-
тора управëяþщей функöии u = u(t

i + 1), обеспе÷и-

ваþщее прибëижение öеëевой функöии f(t
i + 1, u)

к экстреìаëüноìу зна÷ениþ, испоëüзуя зна÷ения
u(t

j
), f(t

j
, u(t

j
)), j ≤ i, и оöенитü поãреøностü поëу-

÷енноãо резуëüтата.

2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

Пустü функöия f(t, u) иìеет непрерывные ÷аст-
ные произвоäные первоãо поряäка по арãуìен-

таì. Обозна÷иì k-þ коìпоненту вектора  =

u
k(t

i
), k = 1, ..., n, f

i
 = f(t

i
, u

i
), i = 1, 2, ... . Прибëи-

жения ÷астных произвоäных первоãо поряäка äëя
äанных по äвуì то÷каì иìеþт виä:

 ≅  = ,

иëи в векторной форìе

∇
u
f
i
 ≅ f

i
.

Зäесü ãраäиент и еãо прибëижения относятся к

зна÷енияì арãуìентов t
i
, u

i
. Обозна÷иì также u

i

вектор с коìпонентаìи .

Утверждение 1. Пустü функöия f(t, u) непре-
рывно äифференöируеìа по арãуìентаì, известны
ее зна÷ения на äискретноì наборе зна÷ений t

i
 с

øаãоì Δt, при кажäоì t
i
  ≠ 0 и существует то÷ка

стаöионарности функöии по арãуìенту u.
Найäется веëи÷ина h

i
 такая, ÷то ìетоä рас÷ета

u
i + 1 = u

i
 + h

i
u

i
/(|| f

i
|| + α

i
)

при 0 ≤ α
i
 ≤ h/  – (|| f

i
||)

реаëизует посëеäоватеëüностü зна÷ений u
i
, откëо-

няþщихся от то÷ки стаöионарности  так, ÷то

знаки разностей коìпонент  –  и  – ,

k = 1, ..., n, противопоëожны. Такиì образоì, ре-

extr
u

ui
k

f∂

u
k∂

--------

i

fi 1+ fi–

ui 1+
k

ui
k

–

-----------------------
Δfi

Δui
k

---------

∇u

∇
f

Δui
k

Δfi
---------

f∂
t∂
----

ti

∇f ∇u

fi∂
t∂
------Δti⎝ ⎠

⎛ ⎞ ∇u

u
∼

ui
k

u
k)

ui 1+
k

u
k)
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зуëüтат u
i
 коëебëется вокруã то÷ек стаöионарности

 = 0.

Утверждение 2. Пустü в äопоëнение к усëовияì
Утвержäения 1 существуþт вторые произвоäные
функöии f(t, u) по арãуìенту u, которые образуþт
ìатриöу ∇

uu
f, äëя которой выпоëняется усëовие

сиëüной выпукëости по u в кажäой то÷ке t
i
, u

i
:

||∇
uu

f
i
|| > 0.

При коэффиöиенте |h
i
| ≥  и при

0 ≤ α
i

≤ h/  – || f
i
||, ãäе прибëижение ãра-

äиента относится к зна÷енияì арãуìентов t
i
, u

i
, ìе-

тоä рас÷ета

u
i + 1 = u

i
 + h

i
u

i
/(|| f

i
|| + α

i
)

реаëизует посëеäоватеëüностü зна÷ений u
i
, откëо-

няþщихся от то÷ек стаöионарности поо÷ереäно
по кажäой коорäинате в противопоëожных на-
правëениях на веëи÷ину Δu

i
, нижняя ãраниöа нор-

ìы которой inf ||Δu
i
|| =  äостиãается

при |h
i
| = .

Утверждение 3. Есëи реøается заäа÷а на по-
иск ìаксиìуìа, выбор знака øаãа h

i
 поä÷иняется

правиëу: знак h
i
 совпаäает со знакоì веëи÷ины

 при Δf(t
i
, u

i
) ≥ 0 и иìеет

противопоëожный знак при Δf(t
i
, u

i
) < 0.

Доказатеëüства всех трех утвержäений привеäе-
ны в приëожении.

Замечание 1. Есëи заäана äопустиìая поãреø-
ностü реøения δ, то äопустиìый кëасс функöий
f(t, u), äëя которых ||Δu

i
|| ≤ δ, äоëжен уäовëетворятü

усëовиþ  ≤ δ на рассìатривае-

ìоì отрезке вреìени (иëи, есëи необхоäиìо, всей
обëасти опреäеëения). Из этоãо сëеäует, ÷то ÷еì

боëüøе веëи÷ина  и Δt, теì боëüøе поãреø-

ностü.
Замечание 2. Из Утвержäения 1 сëеäует, ÷то ко-

ëебатеëüный проöесс обеспе÷ивает прибëижение к
экстреìуìу уже на первоì øаãе ìетоäа, а из Заìе-
÷ания 1 — ÷то проöесс не выхоäит за преäеëы
трубки ||Δu

i
|| ≤ δ.

Замечание 3. Утвержäение 3 приìениìо при ус-

ëовии, коãäа произвоäная  изìеняется в интер-

ваëе Δt
i
 так, ÷то знак веëи÷ины 

постоянный при t ∈ [t
i
, t

i + 1]. Дëя оöенки 

ìожно испоëüзоватü такуþ оöенку прибëижения
по треì то÷каì, есëи интерваë вреìени Δt посто-
янный:

 ≅ .

Эта оöенка ìожет бытü поëу÷ена из систеìы
уравнений

f
i + 1 – f

i
 ≅ (u

i + 1 – u
i
) + ,

f
i
 – f

i + 1 ≅ (u
i
 – u

i + 1) + 

в преäпоëожении, ÷то произвоäная  ìаëо изìе-

няется за вреìя Δt.
Замечание 4. Поëаãая в ìетоäе рас÷ета управëе-

ния веëи÷ину α такой, ÷то α
i
 ≥ α = const ≥ 0, по-

ëу÷иì боëее øирокий разìах приращения

Δu
i + 1(α) = h u

i
/(|| f

i
|| + α) ≥ Δu(α

i
),

äëя котороãо знаки разностей  –  и  – 

также противопоëожны. Чеì боëüøе разностü

α
i
– α, теì боëüøе разìах коëебаний u

i
 – .

Допустиìуþ веëи÷ину параìетров α
i
 и h

i
 ìожно

выбиратü в äовоëüно øирокоì äиапазоне, не иìея

то÷ных оöенок веëи÷ин , ||∇
uu

f
i
||. Чеì бëиже

зна÷ение параìетра α
i
 к нуëþ, теì разброс Δu

i
 бу-

äет боëüøе. Уìенüøение параìетра h
i
 уìенüøает

разброс Δu
i
, но при сëиøкоì ìаëоì h

i
 аëãоритì

расхоäится (суììарная поãреøностü нарастает в
проöессе итераöий).

Замечание 5. Поскоëüку вëияние внеøних фак-
торов на öеëевуþ функöиþ отражается на веëи-

÷ине произвоäной , то разброс зна÷ений уп-

равëения пряìо зависит от веëи÷ины этоãо воз-
äействия.

Замечание 6. Поскоëüку зна÷ения öеëевой функ-
öии f(t, u) вы÷исëяþтся (иëи изìеряþтся) тоëüко

∇u f
u ti,)

f∂
t∂
---- ∇u f Δt

i

fi∂
t∂
------Δti⎝ ⎠

⎛ ⎞ ∇u

∇f ∇u

hiΔt ∇f ui

∇uu fi
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1/2

f∂
t∂
---- ∇u f Δt

i

Δf ti ui,( ) Δti
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----

t ti ti 1+,[ ]∈
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⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

^

f∂
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i

Δt ∇f ui ∇u fi

∇uu fi
----------------------------------------------
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в узëах äискретной сетки вреìени и äëя соответ-
ствуþщих зна÷ений векторов управëения, ìожно
построитü спëайн-прибëижение этой функöии
нужной ãëаäкости и уже äëя нее приìенятü то÷ные
ìетоäы ãраäиентноãо спуска [10, 11]. Оäнако то÷-
ностü поëу÷енноãо резуëüтата останется коне÷ной,
поскоëüку такая спëайн-аппроксиìаöия не еäинс-
твенна. К тоìу же вы÷исëитеëüная сëожностü это-
ãо ìетоäа буäет зна÷итеëüно превыøатü сëожностü
преäëоженноãо поäхоäа.

3. ÏÐÈÌÅÐ ÐÀÑ×ÅÒÀ

В ка÷естве иëëþстраöии ìетоäа прибëиженноãо по-
иска экстреìуìа äëя нестаöионарной систеìы с äиск-
ретныì вреìенеì испоëüзуется ÷исëенная реаëизаöия
ìоäеëи экстреìаëüноãо реãуëятора äëя упрощенной ìо-
äеëи выпуска проäукöии. Она преäставëена привеäен-
ныìи ниже коне÷но-разностныìи соотноøенияìи в
äискретноì вреìени. Оäнако при поиске реøения, в со-
ответствии с постановкой заäа÷и, испоëüзуþтся тоëüко
зна÷ения öеëевой функöии и управëения в преäыäущий
и текущий ìоìенты вреìени.

В ка÷естве управëения (и оäновреìенно параìетра
состояния) выступает объеì выпуска проäукöии u(t).
Цеëевая функöия — прибыëü

r(t) = f(t, u(t)) = p(t)u(t) – C0 – cu2(t) → ,

ãäе t = 0, 1, 2, ...; p(t)u(t) — выру÷ка; C0 — постоянные

изäержки; C0 + cu2 — оöенка поëных изäержек, вкëþ-

÷аþщая оöенки затрат на фонäообразование, опëаты
труäа и пряìых затрат; p(t) — öена еäиниöы проäукöии
(параìетр внеøней среäы),

p(t) = dp(t – 1),  p(0) = p0.

Зäесü d — коэффиöиент роста, p0 — на÷аëüная öена.

Оöенка преäеëüной прибыëи (ãраäиента öеëевой
функöии по управëениþ) вы÷исëяется так:

e(t) = (r(t) – r(t – 1))/(u(t) – u(t – 1)).

Управëение на сëеäуþщеì øаãе расс÷итывается в со-
ответствии с ìетоäоì прибëижения к экстреìуìу:

u(t – 1) = u(t) + h/((e(t)(|e(t)| + α)).

Зäесü δ — параìетр стабиëизаöии, k — коэффиöиент
связи.

На рисунке привеäены резуëüтаты рас÷етов äëя ìо-
äеëи выпуска проäукöии с параìетраìи С0 = 1; c = 1 и
экстреìаëüноãо реãуëятора с параìетраìи α = 0,1; h = 1.
Цена на проäукöиþ с на÷аëüныì зна÷ениеì p0 = 3 из-
ìеняется с постоянныì теìпоì d = 1,03. То÷ное опти-
ìаëüное реøение иìеет виä:

u(t) = .

Оптиìизируþщий реãуëятор выпуска проäукöии äо-
воëüно быстро (за оäин øаã) прибëижает выпуск про-
äукöии к оптиìаëüноìу и с те÷ениеì вреìени отсëежи-
вает еãо оптиìаëüный уровенü в раìках поãреøности
ìетоäа.

Разìах коëебаний вокруã оптиìаëüноãо уровня вы-
пуска обусëовëен äискретныì характероì ìоäеëи, не-
стаöионарныì повеäениеì öены на проäукöиþ и нето÷-
ностüþ поäбора параìетров реãуëятора. С ростоì про-
извоäной öены по вреìени поãреøностü реøения воз-
растает, ÷то соответствует привеäенной оöенке прибëи-
жения. Веëи÷ина h

i
 на на÷аëüных øаãах иìеет оöенку

|h
i
| =  ≅ 1, знак + 1; оöенка коэффиöиента α

i

выбираëасü из соображения устой÷ивости проöесса так,

÷тобы || f
i
|| . α

i
 > 0. На траектории их ìожно уто÷нятü,

поäбирая экспериìентаëüно так, ÷тобы уровенü, äости-
ãаеìый öеëевой функöией f(t, u(t)) в те÷ение нескоëü-
ких øаãов äискретноãо аëãоритìа, быë ìаксиìаëüныì.
В äанноì приìере зна÷ения этих коэффиöиентов α

i
, h

i

на всей траектории быëи постоянныìи.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìатриваеìый ìетоä ìаëо крити÷ен к выбо-
ру параìетров δ, k. Посëеäние ìожно опреäеëятü,
исхоäя из усëовий приìенения ìетоäа в конкрет-
ной ситуаöии, соответствуþщей усëовияì при-
кëаäной заäа÷и. Так, в привеäенноì выøе приìе-
ре веëи÷ина параìетров соответствует теìпу при-
роста öены проäукöии. Кроìе тоãо, äëя оöенки h
ìоãут бытü приìенены коне÷но-разностные при-
бëижения произвоäных функöии f(t, u). Параìетр
α тоãäа ìожет выбиратüся в соответствии с оöен-

кой α ≅ || f0||
2
h/ . Чисëенные экспериìен-

ты показаëи, ÷то варüирование параìетров реãу-
ëятора в äостато÷но øирокоì äиапазоне не ока-
зывает существенноãо вëияния на ка÷ественное
повеäение рас÷етной траектории.

Результаты расчетов для экстремального регулятора:  — оп-
тиìаëüное реøение;  — рас÷етное реøение;  — опти-
ìаëüная прибыëü;  — рас÷етная прибыëü

♦
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е л ь с т в о  Утверждения 1. Испоëüзуя ëи-
нейный отрезок ряäа Тейëора — Лаãранжа äëя функöии
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UNCONSTRAINED OPTIMIZATION OF A TIME-VARYING OBJECTIVE 
FUNCTION ON A DISCRETE TIME SCALE

V.B. Gusev

V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
 gusvbr@mail.ru

Abstract. This paper develops an approximate method to optimize a time-varying objective
function on a discrete time scale. The method should provide an admissible (controllable) error
value. The conditions to be satisfied by the time scale, the objective function, and the envi-
ronment’s parameters are established. The unconstrained optimization of a time-varying ob-
jective function that depends on the control vector components is considered on a discrete set
of time instants. To find a solution, a discrete gradient constrained optimization method is pro-
posed. Efficiency conditions for the gradient method are formulated. A lower bound on the so-
lution error is obtained in terms of the time step, the rate of change of the objective function,
and its first- and second-order derivatives with respect to the control vector components. The
method is illustrated on a numerical example of an optimal controller design for a time-varying
plant with a nonlinear objective function. According to the numerical experiments, the wide-
range variations of the controller’s parameters have no significant effect on the qualitative be-
havior of the resulting trajectory. The method can be used to calculate an optimal control func-
tion for a system with a discrete-valued objective function.

Keywords: time-varying system, optimal controller, unconstrained optimization, lower bound on error.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Активные системы. Выäеëиì äва кëасса систеì,
вкëþ÷аþщих в себя ÷еëовека (такие систеìы, за-
иìствуя терìиноëоãиþ [1, 2], буäеì называтü ак-
тивными системами):

— естественные, существуþщие иëи возникаþ-
щие «саìостоятеëüно», в отсутствие внеøнеãо субъ-
екта, форìируþщеãо иëи заäаþщеãо öеëü их äе-
ятеëüности. Такие систеìы осуществëяþт öеëепо-
ëаãание саìостоятеëüно, их ãëобаëüная öеëü —
развитие (äëя котороãо необхоäиìы сохранение и,
бытü ìожет, аäаптаöия и воспроизвоäство). В тер-
ìинах систеìотехники [3, 4] активные систеìы с
внутренниì öеëепоëаãаниеì явëяþтся системами,
состоящими из систем (system of systems, SoS), от-
носящиìися к кëассаì коëëаборативных (collabo-
rative) иëи виртуаëüных (virtual);

— искусственные, созäаваеìые некоторыì субъ-
ектоì äëя äостижения еãо öеëей. В терìинах сис-
теìотехники [3, 4] активные систеìы с внутренниì
öеëепоëаãаниеì явëяþтся управëяеìыìи (directed
SoS) иëи оповещаеìыìи (acknowledged SoS) извне
систеìаìи, состоящиìи из систеì.

В зависиìости от наëи÷ия выäеëяеìоãо в явноì
виäе субъекта, ìожно разëи÷атü субъектные (осу-
ществëяþщие собственнуþ äеятеëüностü, еäино-
образно описываеìуþ методологией комплексной
деятельности (МКД) [5] äëя ëþбоãо виäа этих сис-
теì) и бессубъектные систеìы (посëеäние саìи по
себе äеятеëüности не осуществëяþт; то÷нее ãово-
ря, их «äеятеëüностü» преäставëяет собой совокуп-
ностü äеятеëüностей их составëяþщих).

Поëу÷аеì три варианта (из ÷етырех возìожных
коìбинаöий оäин вариант ëоãи÷ески противоре-
÷ив), приìеры реаëизаöий которых привеäены в
табë. 1.

Естественные систеìы вкëþ÷аþт в себя в ка-
÷естве своих составëяþщих естественные систеìы

Аннотация. Преäëожена общая вероятностная ìоäеëü, еäинообразно описываþщая фор-
ìирование и освоение инäивиäуаëüноãо, коëëективноãо и общественноãо опыта на раз-
ëи÷ных уровнях ÷еëове÷еской äеятеëüности. Рассìотрен ряä ее ÷астных сëу÷аев, охва-
тываþщих ìноãие известные в ìатеìати÷еской психоëоãии ìоäеëи нау÷ения, а также
ìоäеëи разработки и освоения техноëоãий, развиваеìые в раìках ìетоäоëоãии коìпëек-
сной äеятеëüности.

Ключевые слова: опыт, äеятеëüностü, знания, техноëоãия, куëüтура, кривая опыта.

Таблица 1
Êëàññèôèêàöèÿ ñèñòåì

Естественные систеìы 
(внутреннее öеëепоëаãа-

ние)

Искусственные 
систеìы (внеøнее 

öеëепоëаãание)

Субъ-
ектные 
систеìы

Инäивиä Орãанизаöия
Преäприятие
Госуäарство
Частный сëу÷ай: 
инäивиä-сотруä-
ник, у котороãо 
внутренние ìоти-
вы соãëасованы с 
внеøниìи öеëяìи

Бессубъ-
ектные 
систеìы

Соöиаëüные общности: 
Группа 
Сеìüя 
Роä 
Пëеìя 
Общество 
Этнос 
Нароä 

Эконоìи÷еские 
общности:

Рынок 
Набор независиìых 
взаиìоäействуþ-
щих эконоìи÷еских 
субъектов

—

правление в социально-экономических системахУ
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(приìер — ëþбая соöиаëüная общностü вкëþ÷ает
в себя инäивиäов) и искусственные систеìы (при-
ìер — рынок). Искусственные систеìы также ìо-
ãут вкëþ÷атü в себя в общеì сëу÷ае в ка÷естве своих
составëяþщих и естественные систеìы (приìер —
инäивиäы и их ãруппы, работаþщие на преäпри-
ятии), и искусственные систеìы (приìер — поä-
систеìы преäприятия). В общеì же сëу÷ае актив-
ная систеìа (АС) ìожет вкëþ÷атü в себя инäиви-
äов и äруãие АС (рис. 1).
В ка÷естве отступëения отìетиì, ÷то ÷еëове-

÷еская äеятеëüностü ìожет рассìатриватüся в раì-
ках АС разноãо уровня и ìасøтаба (табë. 2), и пер-
спективной заäа÷ей МКД явëяется их еäинооб-
разное описание (за искëþ÷ениеì, наверное, äвух
нижних уровней).
Кроìе тоãо, отìетиì, ÷то отнесение той иëи

иной систеìы к конкретноìу кëассу зависит от ас-
пекта ее рассìотрения. Так, наприìер, соöиаëüная
ãруппа саìа по себе явëяется бессубъектной есте-
ственной систеìой. Но при иссëеäовании про-

бëеìатики управëения такой ãруппой со стороны
äруãих субъектов (инäивиäа, äруãой ãруппы иëи
ãосуäарства) ее вìесте с субъектоì управëения не-
обхоäиìо рассìатриватü как субъектнуþ искусст-
веннуþ систеìу.
Дëя естественных бессубъектных систеì систе-

ìообразуþщиìи фактораìи сëужат как ìеханиз-
ìы функöионирования (механизм — систеìа, уст-
ройство, опреäеëяþщие поряäок какоãо-нибуäü
виäа äеятеëüности [2]) этих систеì, т. е. усëовия,
принöипы, норìы, требования и критерии оöенки
как äеятеëüности составëяþщих систеìы по от-
äеëüности, так и их взаиìоäействия [5, 6]. Меха-
низìы функöионирования образуþт ìноãоуровне-
вуþ систеìу вëоженных контуров обратной связи,
опреäеëяþщих зависиìостü усëовий, принöипов,
норì и т. ä. (в тоì ÷исëе управëяþщих возäейст-
вий) от преäыäущих и текущих резуëüтатов äе-
ятеëüности и факторов неопреäеëенности. Меха-
низìы функöионирования бессубъектных систеì,
как правиëо, явëяþтся рефëексивныìи — приìе-

Рис. 1. Структура активной системы

Таблица 2
×åëîâå÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü

Уровенü Типовой объект Доìинируþщая форìа активности эëеìентов

Куëüтурный Этнос, нароä Воспроизвоäство и развитие äеятеëüности
Поëити÷еский Госуäарство, институт Институöионаëизаöия äеятеëüности
Эконоìи÷еский Орãанизаöия, преäприятие Коëëективная практи÷еская äеятеëüностü
Соöиаëüный Общество Коììуникативная äеятеëüностü

Группа, коëëектив; сеìüя, роä, пëеìя Коëëективная практи÷еская äеятеëüностü
Психи÷еский Ли÷ностü Инäивиäуаëüная практи÷еская äеятеëüностü

Инäивиä Внутренняя äеятеëüностü
Биоëоãи÷еский Орãанизì Жизнеäеятеëüностü
Физи÷еский Теëо Движение
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раìи сëужат естественный отбор, конкуренöия,
конфëикты, распространение иäей и äр. Эти ìе-
ханизìы обеспе÷иваþт (саìо)управëение такиìи
систеìаìи.
В поäсистеìах (АС иëи инäивиäах) выäеëиì

ìатериаëüнуþ составëяþщуþ (наприìер, äëя ин-
äивиäа — еãо теëо и ìатериаëüные среäства äе-
ятеëüности) и неìатериаëüнуþ (äëя инäивиäа —
психика, äëя коëëективноãо субъекта — культура)
(сì. рис. 1). Зна÷итеëüнуþ ÷астü неìатериаëüных
коìпонентов составëяет опыт.

Опыт. Поä опытом пониìаþт [7—9]:
1) совокупностü практи÷ески усвоенных зна-

ний, навыков, уìений и привы÷ек (инäивиäуаëü-
ный опыт);

2) отражение в ÷еëове÷ескоì сознании объек-
тивноãо ìира, общественной практики, направ-
ëенной на изìенение ìира (и общественно-исто-
ри÷еский опыт, и инäивиäуаëüный опыт кажäоãо
отäеëüноãо ÷еëовека).
Катеãория опыта тесно связана с такиìи кате-

ãорияìи, как образование, техноëоãии и куëüтура
(рис. 2).
Действитеëüно, образование преäставëяет собой

развитие опыта [10] и вкëþ÷ает в себя нау÷ение
(научение — проöесс и резуëüтат приобретения
инäивиäуаëüноãо опыта [11]). Совреìенный обзор
ìатеìати÷еских ìоäеëей нау÷ения ìожно найти в
работах [11, 12], обзор ìоäеëей нау÷ения в теории
автоìати÷ескоãо управëения — в работе [13].

Технологии (в соответствии с работой [5], тех-
ноëоãия — систеìа усëовий, критериев, форì, ìе-
тоäов и среäств посëеäоватеëüноãо äостижения
поставëенной öеëи) явëяþтся операöионаëüныì
отражениеì проверенноãо ìассовой практикой и
систеìатизированноãо опыта практи÷еской äе-
ятеëüности [14].

Культура вкëþ÷ает в себя [7]:
— объективные резуëüтаты äеятеëüности ëþäей

(ìаøины, техни÷еские сооружения, резуëüтаты
познания (книãи, произвеäения искусства, нор-
ìы права и ìораëи и т. ä.) — первый коìпонент
куëüтуры;

— субъективные ÷еëове÷еские сиëы и способ-
ности, реаëизуеìые в äеятеëüности (ощущения,
восприятия, знания, уìения, произвоäственные и
профессионаëüные навыки, уровенü интеëëекту-
аëüноãо, эстети÷ескоãо и нравственноãо развития,
ìировоззрение, способы и форìы взаиìноãо об-
щения ëþäей и т. ä.) — второй коìпонент куëü-
туры [15].
Преäìетные резуëüтаты äеятеëüности ÷еëове-

÷ества (первый коìпонент куëüтуры) отражаþтся
в таких форìах общественноãо сознания, как язык
(пониìаеìый в øирокоì сìысëе — как естествен-
ный роäной и иностранные языки, так и искусст-
венные языки), обыäенное сознание, поëити÷еская

иäеоëоãия, право, ìораëü, реëиãия (иëи антиреëи-
ãия — атеизì), искусство, наука, фиëософия [15].
Второй коìпонент куëüтуры — субъективные

÷еëове÷еские сиëы и способности. Они выражаþт-
ся в ëи÷ностных знаниях, в тоì ÷исëе в образных,
÷увственных знаниях, которые не переäаþтся сëо-
ваìи (понятияìи), в уìениях, навыках, в развитии
тех иëи иных инäивиäуаëüных способностей, в
ìировоззрении кажäоãо ÷еëовека и т. ä. [7].
Привеäеì нескоëüко öитат и опреäеëений, ха-

рактеризуþщих понятие куëüтуры:
— «совокупностü ãенети÷ески ненасëеäуеìой

инфорìаöии в обëасти повеäения ÷еëовека»
(Ю.М. Лотìан);

— совокупностü устой÷ивых форì ÷еëове÷ес-
кой äеятеëüности (организационная культура);

— «Как зароäыø в утробе ìатери повторяет в
фантасти÷ески ускоренноì ìасøтабе вреìени всþ
эвоëþöиþ жизни на Зеìëе протяженностüþ ìиë-
ëиарä ëет, так и растущий ÷еëовек за 20 ëет äоëжен
освоитü куëüтуру, которуþ ÷еëове÷ество созäаваëо
4 ìиëëиона ëет.» [7, с. 32];

— совокупностü принятых типовых норì äе-
ятеëüности (способ станäартизаöии и реãуëяöии
повеäения) и соответствуþщих резуëüтатов. Ос-
новная функöия куëüтуры — воспроизвоäство и
конструирование/развитие äеятеëüности.
Такиì образоì, куëüтура ìожет рассìатриватü-

ся как обобщенный и проверенный общественной
практикой опыт [7, 12, 16, 17] — сì. рис. 1.

Формирование опыта ìожет происхоäитü путеì
еãо саìостоятеëüноãо приобретения субъектоì (ин-
äивиäуаëüныì иëи коëëективныì) в проöессе сво-
ей äеятеëüности иëи посреäствоì освоения «÷ужо-
ãо» опыта в проöессе у÷ебной äеятеëüности (рис. 3).
В зависиìости от способов и среäств фиксаöии

и трансëяöии опыта (иëи äаже øире — в сëу÷ае
инäивиäа — коìпонентов психики, есëи относитü
к øироко трактуеìоìу опыту преäставëения, убеж-
äения, отноøения, ìировоззрение ëи÷ности и äр.)
ìожно разëи÷атü:

Рис. 2. Опыт и смежные категории
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— эксплицитно транслируемый опыт (explicit
experience; форìой переäа÷и котороãо, как прави-
ëо, явëяется текст; приìер — знания, техноëоãии);

— имплицитно транслируемый опыт (tacit expe-
rience, tacit knowledge; который переäается, как
правиëо, в невербаëизуеìых и нетекстуаëüных фор-
ìах; приìер — убежäения, ìировоззрение);

— нетранслируемые компоненты, которые, ìо-
жет бытü, и трансëируþтся «биоëоãи÷ески» (при-
ìер — биопсихи÷еские свойства ëи÷ности; спе-
öифика физиоëоãии инäивиäов, обусëовëенная
кëиìатоì, ëанäøафтоì и образоì жизни), но на-
стоëüко ìеäëенно, ÷то в раìках настоящеãо рас-
сìотрения ìоãут с÷итатüся неизìенныìи.

Виды опыта пере÷исëены в табë. 3.
Субъект в проöессе своей äеятеëüности ìожет

у÷аствоватü (рис. 4) в:
1) освоении общественноãо опыта;

2) форìировании/приобретении инäивиäуаëü-
ноãо опыта;

3) освоении коëëективноãо опыта;
4) форìировании коëëективноãо опыта;
5) форìировании общественноãо опыта.
Освоение общественноãо и/иëи коëëективноãо

опыта ìожет усëовно рассìатриватüся как «обу÷е-
ние с у÷итеëеì», а форìирование инäивиäуаëüно-
ãо опыта — как «обу÷ение без у÷итеëя».
Заäа÷ей настоящеãо иссëеäования явëяется со-

зäание общей ìоäеëи форìирования опыта, ко-
торая (иëи ее ÷астные сëу÷аи) аäекватно и еäино-
образно описываëа бы форìирование и освоение
инäивиäуаëüноãо, коëëективноãо и общественно-
ãо опыта (сì. рис. 4), трансëируеìоãо экспëиöитно
иëи иìпëиöитно на разëи÷ных уровнях äеятеëüнос-
ти (сì. табë. 2) ëþбых кëассов систеì (сì. табë. 1).
Структура изëожения такова: в § 1 ввоäится

общая ìоäеëü опыта; в § 2 привоäится систеìа
кëассификаöии ìоäеëей опыта; в § 3 и 4 рассìат-
ривается ряä ÷астных ìоäеëей форìирования/ос-
воения соответственно инäивиäуаëüноãо и коë-
ëективноãо/общественноãо опыта; закëþ÷ение со-
äержит пере÷исëение перспективных направëений
äаëüнейøих иссëеäований.

1. ÎÁÙÀß ÌÎÄÅËÜ ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÎÏÛÒÀ

Расøириì ìоäеëü нау÷ения, привеäеннуþ в
разäеëе 3.3.4 книãи [18], äопоëнив ее эффектаìи
изìен÷ивости внеøней среäы, привоäящиìи к ус-
тареваниþ опыта иëи, ÷то эквиваëентно, забыва-
ния/утраты опыта, а также боëее сëожноãо форìи-
рования опыта с у÷етоì освоения опыта äруãиìи
субъектаìи и взаиìоäействия субъектов1.

Рис. 3. Формирование опыта

Рис. 4. Индивидуальный, коллективный и общественный опыт

1 В преäëоженной ìоäеëи эффект физиоëоãи÷ескоãо забы-
вания опыта не буäеì отäеëятü от эффекта отказа от ранее ус-
военноãо опыта при появëении новых техноëоãий. Разäеëение
äвух, вообще ãоворя, разноприроäных и разноскоростных эф-
фектов — объективноãо изìенения техноëоãий и вызванноãо
этиì жесткоãо иëи ìяãкоãо (с у÷етоì распреäеëения параìет-
ров АЭ) отказа от опыта и субъективноãо физиоëоãи÷ескоãо
эффекта еãо забывания и, в общеì виäе, реãуëярной тенäенöии
возрастных изìенений параìетров познаватеëüных характе-
ристик АЭ — позвоëит (при варüировании характеристик äвух
скоростей) анаëизироватü ряä соöиаëüных эффектов (куëüтур-
ное взаиìоäействие покоëений, снижение коëëективноãо опы-
та (в тоì ÷исëе куëüтуры) в ревоëþöионные периоäы и äр. Эти
эффекты ìоãут статü преäìетоì äаëüнейøих иссëеäований.

Таблица 3
Âèäû îïûòà

Уровенü Опыт

Соöиаëüная систеìа Общественный
Группа Коëëективный
Ли÷ностü Инäивиäуаëüный
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Пустü АС состоит из известноãо ìножества
N = {1, ..., n} активных эëеìентов (АЭ — эëеìен-
тов активной систеìы, которые ìоãут бытü инäи-
виäаìи, иëи АС нижестоящеãо уровня).
Буäеì с÷итатü, ÷то в кажäоì периоäе кажäый

из АЭ набëþäает оäно из K возìожных зна÷ений
фактора неопределенности (ФН); в общеì сëу÷ае
зна÷ения, набëþäаеìые разныìи АЭ, отëи÷аþтся
äруã от äруãа. Ввеäеì понятие «комплексного фак-
тора неопределенности», еãо текущее состояние бу-
äеì характеризоватü совокупностüþ всех состоя-
ний, с которыì стаëкиваþтся все АЭ в периоäе t.
Коìпëексный ФН преäставиì ìатриöей w(t) =

= ||ω
ik
(t)|| с бинарныìи эëеìентаìи (ω

ik
(t) ∈ {0; 1}).

Пустü в текущеì периоäе t ФН äëя i-ãо АЭ приняë
состояние k(i), тоãäа еäини÷ные зна÷ения приìут
эëеìенты ω

ik(i)(t), остаëüные эëеìенты приìут ну-

ëевые зна÷ения. О÷евиäно, ìатриöа ||ω
ik
(t)|| обëа-

äает свойствоì ω
ik
(t) = 1, i = .

Обозна÷иì ìножество всех таких ìатриö ÷ерез

W (о÷евиäно, еãо ìощностü равна K n). Тоãäа на
ìножестве W заäаäиì распреäеëение вероятностей
состояний коìпëексноãо ФН среäы {pω(t)}, зави-

сящее от вреìени, и буäеì с÷итатü, ÷то текущее
состояние ω(t) наступает независиìо от преäыäу-
щих. Опреäеëиì функöиþ ι(ω) нуìераöии эëеìен-

тов ìножества: ι(ω) = kn
i – 1ω

ik
.

Тоãäа pω(t) ≡ pι(ω)(t) ≡ 1.

Частныì явëяется сëу÷ай, коãäа состояния, на-
бëþäаеìые кажäыì из АЭ, независиìы äруã от
äруãа; обозна÷иì p

ik
(t) вероятностü набëþäения i-ì

АЭ k-ãо состояния p
ik
(t) ≡ 1, i = , также

обозна÷иì k(i) ноìер состояния, набëþäаеìоãо i-ì

АЭ, тоãäа pω(t) = p
ik(i)(t).

Опиøеì состояние АС ìатриöей v(t) = ||v
ik
(t)||,

эëеìенты которой — бинарные переìенные, ха-
рактеризуþщие формирование опыта (освоение тех-
ноëоãии — äаëüøе в раìках ìатеìати÷еской ìо-
äеëи буäеì испоëüзоватü этот терìин) АЭ äëя раз-
ëи÷ных состояний ФН. Эëеìент v

ik
(t) приниìает

зна÷ение 1, есëи посëе t-ãо периоäа i-й АЭ сфор-
ìироваë/освоиë опыт при k-ì состоянии ФН.

Преäпоëаãаеì сëеäуþщий ìеханизì эвоëþöии
АС в те÷ение периоäа t + 1.

Пустü коìпëексный ФН приняë состояние
w(t + 1), при этоì i-й АЭ стаëкивается с k-ì со-
стояниеì ФН. Тоãäа (сì. рис. 3):

äëя ëþбоãо неосвоенноãо i-ì АЭ состояния ФН
l (v

il
(t) = 0) происхоäит формирование опыта

(v
il
(t + 1) = 1) с вероятностüþ 0 ≤ w

ikl
({v(�)|t – τ;

t}) ≤ 1, зависящей в общеì сëу÷ае от вреìени, от
текущеãо v(t) и τ преäыäущих состояний АС, а
с вероятностüþ 1 – w

ikl
({v(�)|t – τ; t}) форìиро-

вания опыта не происхоäит (v
il
(t + 1) = 0). Зäесü

и ниже с поìощüþ нотаöии {v(�)|t1; t2} буäеì
обозна÷атü предысторию — упоряäо÷енный на-
бор зна÷ений веëи÷ин v(�) в те÷ение проìежут-
ка от периоäа t1 äо t2 вкëþ÷ая ãрани÷ные пери-

оäы (есëи t2 = t1, то зависиìостü от преäысто-
рии отсутствует);
äëя ëþбоãо освоенноãо i-ì АЭ состояния ФН l
(v

il
(t) = 1) происхоäит забывание опыта (v

il
(t +

+ 1) = 0) с вероятностüþ 0 ≤ u
ikl

({v(�)|t – τ; t}) ≤ 1,

зависящей в общеì сëу÷ае от вреìени, от теку-
щеãо v(t) и τ преäыäущих состояний АС, а с ве-
роятностüþ 1 – u

ikl
({v(�) | t – τ; t}) забывания не

происхоäит (v
il
(t + 1) = 1).

Сеìантика рассìатриваеìой ìоäеëи отражает
возìожностü форìирования опыта, в тоì ÷исëе —
освоения активныì эëеìентоì техноëоãии, переäа-
÷и знаний от оäних эëеìентов äруãиì, забывания
и/иëи устаревания знаний, в тоì ÷исëе бëаãоäаря
эвоëþöии внеøней среäы и повторной аäаптаöии
АС к изìененияì внеøней среäы, отражаеìыì ре-
аëизуþщиìися зна÷енияìи ФН.
При этоì проöесс форìирования-забывания

опыта äëя кажäоãо состояния ФН кажäыì АЭ преä-
поëаãается бинарныì (состояния = 〈освоено | не

k 1=

K

∑ 1 n,

i 1=

n

∑
k 1=

K

∑

ω Ω∈
∑

ω Ω∈
∑

⎝
⎜
⎛

k 1=

K

∑ 1 n,
⎠
⎟
⎞

i 1=

n

∏

Рис. 5. Альтернативы в периоде t
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освоено〉) и сëу÷айныì, ÷то отражает еãо неопре-
äеëенностü. Саìи перехоäы из оäноãо состояния в
äруãое äëя разных АЭ и разных состояний ФН
происхоäят независиìо äруã от äруãа. Преäпоëаãа-
ется, ÷то в те÷ение оäноãо периоäа не ìожет про-
исхоäитü боëее оäноãо события — форìирования
опыта иëи еãо забывания. Вìесте с теì, зависи-
ìости вероятностей перехоäа из оäноãо состояния
в äруãое от текущеãо и преäыäущеãо состояний
всех АЭ в составе АС позвоëяþт отражатü äоста-
то÷но сëожные законоìерности повеäения АС.
Наприìер, набëþäая оäно состояние, АЭ ìожет в
общеì сëу÷ае сфорìироватü (путеì переäа÷и еìу
опыта äруãиìи АЭ) опыт, соответствуþщий äруãо-
ìу состояниþ ФН.

Запиøеì уравнения эвоëþöии вероятностей ос-
воения и ìатеìати÷еских ожиäаний уровней сфор-
ìированности опыта. Обозна÷иì q(t) = ||q

ik
(t)||, ãäе

вероятностü тоãо, ÷то k-е состояние ФН освоено
i-ì АЭ посëе t-ãо периоäа q

ik
(t) = Pr(v

ik
(t) = 1) =

= E[v
ik
(t)], тоãäа по форìуëе поëной вероятности

q
ik
(t + 1) = Pr(v

ik
(t + 1) = 1 | v

ik
(t) = 0)

Pr(v
ik
(t) = 0) + Pr(v

ik
(t + 1) = 1 | v

ik
(t) = 1)

Pr(v
ik
(t) = 1) = W

ik
(q(t))(1 – q

ik
(t)) +

+ (1 – U
ik
(q(t)))q

ik
(t) = W

ik
(q(t)) +

+ [1 – W
ik
(q(t)) – U

ik
(q(t))]q

ik
(t), (1)

ãäе функöии W
ik
(v(t)) и U

ik
(v(t)) иìеþт сìысë ве-

роятностей w
ikl

{�} освоения и u
ikl

{�} забывания, ус-

реäненных по состоянияì ФН с у÷етоì их вероят-
ностей p

m
(t) и вероятностей состояний АС в теку-

щий и преäыäущие периоäы:

W
ik
(q(t)) = p

m
(t) w

imk
({z(t)|t – τ; t}) Ѕ

Ѕ π({z(�), q(�)|t – τ; t}, i–, k–), (2)

U
ik
(q(t)) = p

m
(t) u

imk
({z(t)|t – τ; t}) Ѕ

Ѕ π({z(�), q(�)|t – τ; t}, i–, k–), (3)

ãäе π({z(�), q(�)|t – τ; t}, i–, k–) — усëовные веро-
ятности тоãо, ÷то состояния АЭ посëе периоäов
{t – τ; t} приниìаëи зна÷ения z(�), а вероятности
освоения быëи равны q(�), при усëовии, ÷то осво-
ение техноëоãии при k-ì состоянии ФН посëе t-ãо
периоäа приняëо конкретное известное зна÷ение.
Усëовные вероятности π(�) вы÷исëяþтся по фор-

ìуëе (4), ãäе произвеäение берется по всеì корте-
жаì 〈α; β; γ〉 кроìе кортежа 〈α; β; γ〉 = 〈i; k; t〉:

π({z(�), q(�)|t – τ; t}, i–, k–) =

= (yαβ(γ)zαβ(γ) +

+ (1 – yαβ(γ))(1 – zαβ(γ))). (4)

Дëя ÷астноãо сëу÷ая независиìости состояний
ФН, набëþäаеìых кажäыì из АЭ, выражения (2)
и (3) приìут виä:

W
ik
(y(t)) = p

ik(i)(t) wι(ω)ik Ѕ

Ѕ ({z(t)|t – τ; t}) π({z(�), q(�)|t – τ; t}, i–, k–)

U
ik
(q(t)) = p

ik(i)(t) uι(ω)ik Ѕ

Ѕ ({z(t)|t – τ; t})π({z(�), q(�)|t – τ; t}, i–, k–).

Такиì образоì,

q
ik
(t + 1) = 

= W
ik
(q(t)) + (1 – W

ik
(q(t)) – U

ik
(q(t)))q

ik
(t), (5)

иëи в разностной форìе:

Δq
ik
(t + 1) =

= W
ik
(q(t)) – (W

ik
(q(t)) + U

ik
(q(t)))q

ik
(t). (6)

Итак, поëу÷ены рекуррентные соотноøения,
отражаþщие äинаìику ìатеìати÷еских ожиäаний
уровней сфорìированности опыта. Дëя возìож-
ности вы÷исëения их зна÷ений в ëþбой ìоìент
вреìени остается заäатü ìатриöу на÷аëüных зна-
÷ений q(0). По уìоë÷аниþ буäеì поäразуìеватü,
÷то на на÷аëüный (нуëевой) ìоìент вреìени у АЭ
не сфорìирован опыт ни äëя оäноãо из состояний
ФН.

Зна÷ениеì L
i
(t) критерия индивидуального опы-

та («уровня нау÷ения») i-ãо АЭ буäеì с÷итатü ве-
роятностü тоãо, ÷то реаëизуется уже встре÷авøееся
еìу ранее, успеøно освоенное и не забытое иì
зна÷ение ФН (ìатеìати÷еское ожиäание äоëи ос-
военных зна÷ений):

L
i
(t) = 1 – p

ik
(t)(1 – q

ik
(t)),  i = . (7)

В ка÷естве зна÷ения критерия коллективного
опыта буäеì с÷итатü ëибо вероятностü Lmax(t) тоãо

÷то, хотя бы для одного из АЭ реаëизуется уже

m 1=

K
n

∑
z t( )...z t τ–( )
zik t( ) 0=

∑

m 1=

K
n

∑
z t( )...z t τ–( )
zik t( ) 1=

∑

α 1...n; β 1...K; γ t τ...t;–= = =

α; β; γ; s〈 〉 i; k; t〈 〉≠

∏

ω Ω∈
∑

i 1=

n

∏
z t( )...z t τ–( )
zik t( ) 1=

∑

ω Ω∈
∑

i 1=

n

∏
z t( )...z t τ–( )
zik t( ) 1=

∑

k 1=

K

∑ 1 n,
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встре÷авøееся еìу ранее, успеøно освоенное и не
забытое иì зна÷ение ФН:

Lmax(t) = 1 – (1 – L
i
(t)), (8)

ëибо вероятностü Lmin(t) тоãо, ÷то для каждого из
АЭ реаëизуется уже встре÷авøееся ранее, успеøно
освоенное и не забытое зна÷ение ФН:

Lmin(t) = L
i
(t). (9)

Посëеäоватеëüностü зна÷ений критерия опыта
по анаëоãии с кривой нау÷ения назовеì кривой
опыта.
Критерий коëëективноãо опыта ìожет рассìат-

риватüся как аãреãированная характеристика ре-
зуëüтатов форìирования опыта коëëективоì в öе-
ëоì.

Переход к непрерывному времени. Пустü АС и
АЭ функöионируþт в непрерывноì вреìени —
форìирование и забывание опыта происхоäят в ви-
äе независиìых потоков эëеìентарных событий,
интенсивности w

ikl
({v(�)|t – τ; t}) и u

ikl
({v(�)|t – τ; t})

которых известныì образоì зависят от преäысто-
рии состояний АС в текущий и преäыäущие ìо-
ìенты вреìени {v(�) | t – τ; t}.
Пустü ФН изìеняет свои состояния какиì-то

образоì (не важно, в äискретноì иëи непрерыв-
ноì вреìени), но независиìо от АС, и ìы знаеì
их эвоëþöиþ {p

ik
(t)}.

Вìесто систеìы разностных уравнений (5),
описываþщей äинаìику АС с известныìи на÷аëü-
ныìи усëовияìи, ìожно испоëüзоватü систеìу
äифференöиаëüных уравнений виäа

dq
ik
(t)/dt =

= W
ik
(q(t)) – (W

ik
(q(t)) + U

ik
(q(t)))q

ik
(t). (10)

2. ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÌÎÄÅËÅÉ ÎÏÛÒÀ

Выражения (1)—(10) описываþт проöесс и ре-
зуëüтат форìирования инäивиäуаëüноãо и коëëек-
тивноãо опыта в ìаксиìаëüно общеì сëу÷ае (при
ìиниìаëüных преäпоëожениях). Дëя возìожнос-
ти операöионаëüноãо описания и иссëеäования
необхоäиìо ввеäение упрощений (äопоëнитеëüных
преäпоëожений о структуре и свойствах ìоäеëи).
Поэтоìу ввеäеì систеìу кëассификаöий, основа-
нияìи которых явëяþтся свойства коìпонентов
ìоäеëи (основания 1—9 явëяþтся независиìыìи).

1. Свойства состояний комплексного ФН, на-
блюдаемых АЭ в кажäоì периоäе вреìени. По это-
ìу основаниþ буäеì пока выäеëятü общий (рас-

сìотренный выøе) и ÷астный сëу÷ай, закëþ÷аþ-
щийся в тоì, ÷то в кажäый ìоìент вреìени все АЭ
набëþäаþт оäну и ту же реаëизаöиþ состояния
ФН. При этоì свойства ФН буäут описыватüся не
nK-ìерныì распреäеëениеì {pω(t)}, а K-ìерныì

распреäеëениеì {p
k
(t)}, ãäе p

k
(t) = 1.

2. Зависимость состояний комплексного ФН от
времени. Зäесü общиì явëяется рассìотренный
выøе сëу÷ай произвоëüной известной зависиìос-
ти распреäеëения вероятностей состояний коìп-
ëексноãо ФН от вреìени, а ÷астныì — стаöионар-
ное (не зависящее от вреìени) распреäеëение.

3. Зависимость вероятности освоения от време-
ни. Общиì явëяется рассìотренный выøе сëу÷ай
произвоëüной известной зависиìости вероятности
освоения от вреìени, а ÷астныì — отсутствие ка-
кой-ëибо зависиìости.

4. Зависимость вероятности забывания от вре-
мени. Поëностüþ анаëоãи÷но п. 3.

5. Зависимость вероятности освоения от предыс-
тории процесса. Общиì явëяется рассìотренный
выøе сëу÷ай известной зависиìости вероятности
освоения от τ ≤ t преäыäущих состояний. Отäеëüно
выäеëиì сëу÷аи τ = 0 (не зависящей от вреìени ве-
роятности освоения) и τ = 1 (вероятностü освоения
зависит тоëüко от преäыäущеãо состояния).

6. Зависимость вероятности забывания от пре-
дыстории процесса. Поëностüþ анаëоãи÷но п. 5.

7. Зависимость вероятности освоения для i-го
АЭ от состояний других АЭ. Общиì явëяется рас-
сìотренный выøе сëу÷ай известной зависиìости
вероятности освоения от состояний всех АЭ. «Про-
ìежуто÷ный» сëу÷ай — коãäа вероятностü освое-
ния äëя i-ãо АЭ зависит от состояний еãо «сосе-
äей» — АЭ из известноãо ìножества N

i
(t). Частныì

явëяется сëу÷ай, коãäа äëя кажäоãо АЭ еãо веро-
ятности освоения зависят тоëüко от еãо собствен-
ных состояний.

8. Зависимость вероятности забывания для i-го
АЭ от состояний других АЭ. Анаëоãи÷но п. 7.

9. Возможность формирования опыта вне зави-
сиìости от реаëизовавøеãося состояния ФН. Об-
щиì явëяется сëу÷ай, коãäа путеì переäа÷и опыта
от äруãих АЭ конкретный АЭ ìожет сфорìиро-
ватü опыт, соответствуþщий состояниþ ФН, от-
ëи÷аþщеìуся от набëþäаеìоãо иì еãо состояния.
Частныì явëяется сëу÷ай, коãäа у АЭ форìиру-
ется опыт, соответствуþщий тоëüко теì состоя-
нияì ФН, которые он набëþäает.

10. Число АЭ. Общий сëу÷ай — известное ÷исëо
АЭ n > 1, ÷астный сëу÷ай — n = 1.
Рассìотриì в поряäке усëожнения ряä ìоäе-

ëей (ìоäеëи 1—6 — инäивиäуаëüноãо опыта, ìоäе-
ëи 7—12 — коëëективноãо и общественноãо опыта).

i 1=

n

∏

i 1=

n

∏

k 1=

K

∑
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3. ÌÎÄÅËÈ ÈÍÄÈÂÈÄÓÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÛÒÀ

Модель 1 (рассìотрена в работе [14, разäеë 2.2]),
в которой иìеется оäин АЭ, все параìетры стаöи-
онарны, форìирование опыта, соответствуþщеãо
набëþäаеìоìу АЭ состояниþ ФН, эффективно
(вероятностü освоения равна еäиниöе), а забыва-
ние отсутствует.
Обозна÷иì ÷ерез p

k
 > 0 вероятностü тоãо, ÷то на

о÷ереäноì øаãе АЭ буäет преäъявëено k-е состо-

яние ФН о÷евиäно, ÷то p
k
 = 1 . Вектор этих

вероятностей обозна÷иì ÷ерез P = (p1, ..., pK
).

В рассìатриваеìоì сëу÷ае n = 1 и i = 1,
сëеäоватеëüно, m = l. Так как вероятностü освое-
ния тожäественно равна еäиниöе, то приниìаеì
W

mj
({v(�) | t – τ; t}) = 1 при m = l и W

mj
({v(�) | t – τ;

t}) = 0 при m ≠ l независиìо от преäыстории
{v(�) | t – τ; t}, т. е. W

mj
({v(�)|t – τ; t}) = δ

mj
, ãäе δ

m
 —

сиìвоë Кронекера. Так как забывание отсутствует,
то u

mj
({v(�) | t – τ; t}) ≡ 0, U

j
(q(t)) ≡ 0. Из выражения

(2) поëу÷аеì:

U
j
(q(t)) = p

m
(t) W

mj
({z(t) | t – τ; t}) Ѕ

Ѕ π({z(t) | t – τ; t}, j, q(t)) =

= p
m
(t) δ

mj
 = p

j
(t). (11)

Действитеëüно, в суììе δ
mj

 сиìвоë

Кронекера берется тоëüко оäин раз, так как при-
сутствует усëовие z

j
(t) = 0, и это усëовие своäит

суììу к еäинственноìу эëеìенту, äëя котороãо
m = j. Поëу÷аеì:

q
j
(t + 1) = p

j
(t) + [1 – p

j
(t)]q

j
(t).

Так как вероятности стаöионарны, то q
j
(t + 1) =

= p
j
 + (1 – p

j
)q

j
(t), иëи Δq

j
(t + 1) = p

j
(1 – q

j
(t)), иëи

1 – q
j
(t + 1) = (1 – p

j
)(1 – q

j
(t + 1)). Из выражения

(8) поëу÷аеì, ÷то зна÷ение критерия опыта

L(t) = 1 – p
k
(1 – q

k
(t)) = 1 – p

k
(1 – p

k
) Ѕ

Ѕ (1 – q
k
(t – 1)) = 1 – p

k
(1 – p

k
)t. (12)

Модель 2. Пустü в усëовиях ìоäеëи 1 иìеется
еäинственное состояние ФН (K = 1), но вероят-

ностü освоения w ∈ (0; 1] ìожет бытü ìенüøе еäи-
ниöы. Опуская инäекс, соответствуþщий ноìеру
состояния ФН, по анаëоãии с выражениеì (19) по-
ëу÷аеì: W(q(t)) = w,

q
j
(t + 1) = w + [1 – w]q

j
(t),

иëи 1 – q
j
(t + 1) = (1 – w)(1 – q

j
(t + 1)). Из выра-

жения (11) поëу÷аеì кривуþ опыта (ср. с выраже-
ниеì (12) при w = p

k
 = 1/K):

L(t) = 1 – (1 – w)t. (13)

Модель 3. Пустü в усëовиях ìоäеëи 1 вероят-
ностü освоения w(q) ∈ (0; 1] оäинакова äëя всех
состояний ФН и не зависит от вреìени в явноì
виäе. По анаëоãии с выражениеì (11) поëу÷аеì:
W

j
(q(t)) = w(q(t))p

j
(t). Так как вероятности стаöио-

нарны, то из выражения (5) поëу÷аеì: q
j
(t + 1) =

= w(q(t))p
j
 + (1 – w(q(t))p

j
)q

j
(t), иëи 1 – q

j
(t + 1) =

= (1 – w(q(t))p
j
)(1 – q

j
(t)). Пустü вероятностü осво-

ения преäставëяет собой известнуþ функöиþ g(�)
от текущеãо зна÷ения критерия опыта, т. е.
w(q(t)) = g(L(q(t))). Тоãäа из 1 – q

j
(t + 1) = (1 –

– g(L(t))p
j
)(1 – q

j
(t)) поëу÷иì:

1 – q
j
(t) = (1 – p

j
g(L(τ)).

Обозна÷иì b
j
(t) = 1 – q

j
(t), тоãäа b

j
(t + 1) = (1 –

– g(L(t))p
j
)b

j
(t), сëеäоватеëüно,

L(t) = 1 – p
k
b

k
(t) = 1 – p

k
(1 – p

k
g(L(τ)),

ΔL(t) = g(L(t)) (1 – p
k
g(L(τ)).

Дëя сëу÷ая равноìерноãо распреäеëения

(p
j
= 1/K, i = ) иìееì b

j
(t) = b(t) и

L(t) = 1 – p
k
b

k
(t) = 1 – b

k
(t) =

= 1 – b(t) = q(t).

Поëу÷аеì:

ΔL(t) = p
k
(b

k
(t – 1) – b

k
(t)) =

= b
k
(t – 1) – 1 – g(L(t – 1)) b

k
(t – 1)  =

= 1 – 1 + g(L(t – 1))b(t – 1)  =

⎝
⎜
⎛

k 1=

K

∑
⎠
⎟
⎞

m 1=

K

∑
z t( )...z t τ–( ) X;∈

zj t( ) 0=

∑

m 1=

K

∑
z t( )...z t τ–( ) X;∈

zj t( ) 0=

∑

z t( )...z t τ–( ) X;∈
zj t( ) 0=

∑

k 1=

K

∑
k 1=

K

∑

k 1=

K

∑

τ 0=

t 1–

∏

k 1=

K

∑
k 1=

K

∑
τ 0=

t 1–

∏

k 1=

K

∑ p
k

2

τ 0=

t 2–

∏

1 n,

k 1=

K

∑
k 1=

K

∑ 1
K
----

k 1=

K

∑

k 1=

K

∑ 1
K
---- ⎝

⎛
⎝
⎛ 1

K
---- ⎠

⎞
⎠
⎞

k 1=

K

∑ 1
K
---- ⎝

⎛ 1
K
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= g(L(t – 1))b(t – 1)) = g(L(t – 1))b(t – 1)) =

= g(L(t – 1))(1 – L(t – 1)).

Откуäа

ΔL(t) = g(L(t – 1))(1 – L(t – 1)). (14)

В зависиìости от g(�), в ка÷естве реøений раз-
ностноãо уравнения (14) поëу÷аеì экспоненту, ãи-
пербоëу иëи ëоãисту (сì. ìоäеëи разëи÷ных кри-
вых нау÷ения и обзор в работе [14]):

Модель 4 (рассìотрена в работе [18, разäеë 3.3.4])
явëяется пересе÷ениеì ÷астных сëу÷аев по всеì
äевяти выøепривеäенныì основанияì кëассифи-
каöии. Она отëи÷ается от ìоäеëи 1 наëи÷иеì ста-
öионарных вероятностей освоения и забывания,
отëи÷ных в общеì сëу÷ае соответственно от еäи-
ниöы и нуëя.
Преäпоëожиì, ÷то при первой реаëизаöии

k-ãо состояния ФН форìирование соответствуþ-
щеãо опыта происхоäит с известной вероятнос-
тüþ 0 ≤ w

k
 ≤ 1, ãäе w

k
 — вероятность освоения, а с

вероятностüþ 1 – w
k
 освоение не происхоäит. Пос-

ëе тоãо, как форìирование k-ãо коìпонента опыта
произоøëо, на кажäоì сëеäуþщеì периоäе вреìе-
ни оно изìеняется так:

— есëи реаëизоваëосü состояние ФН, отëи÷ное
от k-ãо, то резуëüтат освоения k-ãо состояния не
ìеняется;

— есëи повторно реаëизоваëосü k-е состояние
ФН, то с вероятностью забывания 0 ≤ u

k
 ≤ 1 k-й

коìпонент опыта «забывается», а с вероятностüþ
1 – u

k
 не ìеняется.

Векторы вероятностей освоения и забывания
обозна÷иì соответственно ÷ерез W = (w1, ..., wK

),

U = (u1, ..., uK
). Отìетиì, ÷то эти векторы в общеì

сëу÷ае не уäовëетворяþт усëовиþ норìировки.
По анаëоãии с выражениеì (11), поëу÷аеì:

W
j
(q(t)) = w

j
p

j
, U

j
(q(t)) = u

j
p

j
. Поäставëяя в выраже-

ние (5), поëу÷иì:

q
j
(t + 1) = p

j
w

j
 + (1 – p

j
(w

j
 + u

j
))q

j
(t). (15)

Приìеì на÷аëüные усëовия q
j
(0) = α

j
 ∈ [0; 1],

тоãäа из выражения (15) поëу÷иì посëеäоватеëüно
по возрастаниþ t:

q
j
(t) = (1 – (1 – p

j
(w

j
 + u

j
))t) +

+ (1 – p
j
(w

j
 + u

j
))tα

j
. (16)

Поäставëяя суììу (16) в выражение (7), нахо-
äиì:

L(P, W, U, t) = p
k

(1 – (1 – p
k
(w

k
+ u

k
))t) +

+ α
k
(1 – p

k
(w

k
 + u

k
))t = p

k
 +

+ (1 – p
k
(w

k
 + u

k
))t. (17)

Есëи в сëу÷ае успеøноãо форìирования k-ãо
коìпонента опыта в некотороì периоäе АЭ поëу-
÷ает в этоì периоäе вознаãражäение h

k
, то еãо суì-

ìарный по T0 периоäаì ожиäаеìый выиãрыø (от
форìирования опыта в проöессе работы) равен

F(P, W, U, T ) =

= p
k
h

k
(1 – (1 – p

k
(w

k
 + u

k
))t).

Вы÷исëяя суììу ãеоìетри÷еской (по вреìени)
проãрессии, поëу÷иì:

F(P, W, U, T0) = T0 – (1 – p
k
(w

k
+ u

k
))Ѕ

Ѕ .

В сëу÷ае оäинаковых äëя всех состояний веро-
ятностей освоения w

k
 = w и вероятностей забыва-

ния u
k
 = u (буäеì называтü этот сëу÷ай однород-

ным), из выражения (17) поëу÷иì:

L(P, w, u, t) = 1 – p
k
(1 – p

k
(w + u))t ,

t = 0, 1, 2, ... (18)

Частный оäнороäный сëу÷ай (w = 1, u = 1) при

равноìерноì распреäеëении: L(t) =  – 

(асиìптота 0,5 соäержатеëüно объясняется теì,
÷то факт забывания обнаруживается при повтор-
ной реаëизаöии освоенноãо состояния ФН).

Вероятностü 
освоения g(�)

Разностное уравнение Кривая 
нау÷ения

g(L) = γK ΔL(t) = γ(1 – L(t – 1)) Экспоненöи-
аëüная

g(L) = μKL ΔL(t) = 
= μL(t – 1)(1 – L(t – 1))

Лоãисти÷еская

g(L) = 

=ηK(1 – L)a
ΔL(t) = 

= η(1 – L(t – 1))a + 1
Степенная

k 1=

K

∑ 1
K
----

1
K
----

1
K
----

1
K
----

wj

wj uj+
----------------

k 1=

K

∑ wk

wk uk+
------------------

k 1=

K

∑
k 1=

K

∑ wk

wk uk+
------------------

k 1=

K

∑ αk pk

wk

wk uk+
------------------–⎝ ⎠

⎛ ⎞

t 1=

T0

∑
k 1=

K

∑ wk

wk uk+
------------------

k 1=

K

∑ pkhkwk

wk uk+
------------------

⎝
⎜
⎛

1 1 pk wk uk+( )–( )
T0

–

pk wk uk+( )
---------------------------------------------------------

⎠
⎟
⎞

w
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⎝
⎜
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k 1=

K

∑
⎠
⎟
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1
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2
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Ввеäеì преäпоëожение (условие обучаемости)
[18]: вероятности P, W и U таковы, ÷то

p
k
 (w

k
 + u

k
) < 1,  k = . (19)

В работе [18] показано, ÷то усëовие (19) ìожет
наруøатüся не боëее ÷еì äëя оäноãо состояния
ФН, а также, ÷то в соответствии с преäпоëожени-
яìи I—VI:

— на÷аëüное зна÷ение (в нуëевой ìоìент вре-
ìени) критерия опыта равно нуëþ;

— кривая опыта не убывает и асиìптоти÷ески

стреìится к p
k

, при÷еì скоростü ее рос-

та ìонотонно убывает.
Ввеäеì параìетр ρ ∈ [0; 1/K]. Обозна÷иì ÷ерез

Pρ,K = P = (p1, ..., pK
) | p

k
 = 1, p

k
 ≥ ρ, k = 

ìножество K-ìерных распреäеëений вероятностей,
зна÷ение кажäой из которых не ìенее порога ρ.

В работе [14] äоказано, ÷то ìаксиìуì анаëоãа
выражения (17) по всевозìожныì распреäеëенияì
вероятностей P ∈ Pρ,K äостиãается на равноìерноì
распреäеëении. Попробуеì поëу÷итü анаëоãи÷ный
резуëüтат äëя рассìатриваеìой ìоäеëи.

Утверждение 1. Если

w
k
 ∈ (0; 1], u

k
 ∈ [0; 1), k = , (20)

то ∀ρ ∈ (0; 1/K] ∃ t(ρ, W, U) =  – 1

такое, что ∀ τ > t(ρ, W, U) функция (17) строго вог-
нута по {p

k
} ∈ Pρ,K.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозна÷иì

α
k
 =  ∈ (0; 1], β

k
 = w

k
 + u

k
 ∈ (0; 2), k = ,

и запиøеì выражение (25) в виäе:

x
t
(P, W, U) = α

k
p
k
[1 – (1 – β

k
p
k
)t]. (21)

Двойныì äифференöированиеì выражения (21) не-
труäно проверитü, ÷то усëовие

t >  – 1

ãарантирует строãуþ воãнутостü функöии (21) по всеì
переìенныì {p

k
} ∈ Pρ,K. ♦

Следствие. Если

u
k
 =  – w

k
,  k = , (22)

то равномерное распределение p
k
 = 1/K, k = 

представляет собой единственное решение задачи

xτ(P, W, U) → . (23)

Справеäëивостü сëеäствия вытекает из резуëü-
тата утвержäения 1 и тоãо, ÷то в раìках усëовия
(22) функöия (17) сиììетри÷на по всеì переìен-
ныì {p

k
} ∈ Pρ,K (сì. также äоказатеëüство утверж-

äения 4 в работе [14]). Отìетиì, ÷то в раìках ус-
ëовия (22) всеãäа иìеет ìесто усëовие обу÷аеìос-
ти (19).
Такиì образоì, при наëи÷ии забывания и от-

ëи÷ных от еäиниöы вероятностях освоения равно-
ìерное распреäеëение в общеì сëу÷ае не явëяется
оптиìаëüныì (в сìысëе заäа÷и (23)); äостато÷ныì
усëовиеì еãо оптиìаëüности явëяется усëовие (22),
ãäе w

k
 ∈ (0; 1].

В оäнороäноì сëу÷ае äëя оптиìаëüности рав-
ноìерноãо распреäеëения (в сìысëе заäа÷и (23))
äостато÷но выпоëнения усëовия w + u = 1, при ко-
тороì всеãäа иìеет ìесто усëовие (19) и ÷астныì
сëу÷аеì котороãо явëяется базовая ìоäеëü (в ко-
торой w = 1, u = 0).
Поäставëяя в выражение (18) равноìерное рас-

преäеëение p
k
 = 1/K, k = , поëу÷иì:

x
t
(K, w, u) =  =

= [1 – exp(–γ(K, w, u)t)],

ãäе γ(K, w, u) = ln(1 + 1/(K – (u + w))) — скорость
формирования опыта. Так как (w + u) ∈ (0; 2), то
äëя выпоëнения усëовия обу÷аеìости (19) äоста-
то÷но, ÷тобы K ≥ 2.

Модель 5 (обучение и продуктивная деятель-
ность). Преäпоëожиì, ÷то АЭ обëаäает äаëüно-
виäностüþ T0. Из этоãо ãоризонта первые T ∈ {0,

1, ..., T0} периоäов заниìает обу÷ение. В на÷аëüный
ìоìент субъект приниìает реøение X = (X1, ..., XK

)

о распреäеëении (оäноì и тоì же äëя всех T
буäущих периоäов вреìени) своеãо вреìени ìеж-
äу K возìожныìи виäаìи äеятеëüности, ãäе X

k
 —

äоëя вреìени, затра÷иваеìая иì на форìирова-

ние опыта в k-ì виäе äеятеëüности, X ∈ ΔK =

= s ∈  | s
k
 = 1 .

Пустü забывание отсутствует, тоãäа из выраже-
ния (16) поëу÷аеì зависиìостü ìатеìати÷ескоãо
ожиäания тоãо, ÷то k-й коìпонент опыта АЭ посëе
периоäа t успеøно сфорìирован:

q
k
(X

k
, t) = 1 – (1 – w

k
X

k
)t,  k = . (24)

1 K,

k 1=

K

∑ wk

wk uk+
------------------

⎩
⎨
⎧

k 1=

K

∑ 1 K,
⎭
⎬
⎫

1 K,

2
ρ min wk uk+{ }

k 1 K,=

---------------------------------------------

wk

wk uk+
------------------ 1 K,

k 1=

K

∑

2
ρ min βk{ }

k 1 K,=

-------------------------------

wk 1 K,

1 K,

max
P Pρ K,∈

1 K,

w

w u+
------------- 1 1

w u+

K
-------------–⎝ ⎠

⎛ ⎞
t

–⎝ ⎠
⎛ ⎞

w

w u+
-------------

⎩
⎨
⎧

ℜ+
K

k 1=

K

∑
⎭
⎬
⎫

1 K,
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Вектор q = (q1, ..., qK
) в ìоäеëях обу÷ения буäеì

называтü квалификацией АЭ.

Заверøив обу÷ение, АЭ приступает к проäук-
тивной äеятеëüности (с÷итаеì, ÷то обу÷ения в
проöессе проäуктивной äеятеëüности не происхо-
äит). В кажäоì ее периоäе с вероятностüþ p

k
 ре-

аëизуется k-е состояние ФН, ÷то заставëяет АЭ
выпоëнятü k-й виä коìпëексной äеятеëüности.
В сëу÷ае, есëи к äанноìу периоäу опыт, соответст-
вуþщий k-ìу виäу äеятеëüности сфорìирован, АЭ
выпоëняет этот виä äеятеëüности и поëу÷ает вы-
ãоäу h

k
; есëи опыт не сфорìирован, то АЭ не по-

ëу÷ает выãоäу.
Такиì образоì, в кажäый периоä вреìени

t ∈ {T + 1, ..., T0} своей проäуктивной äеятеëü-

ности k-ãо типа АЭ поëу÷ает ожиäаеìый «äохоä»
h

k
q

k
(T ), равный ìатеìати÷ескоìу ожиäаниþ по-

ëу÷ения вознаãражäения h
k
 в сëу÷ае успеøноãо äо-

стижения резуëüтата k-й äеятеëüности (с÷итаеì,
÷то, есëи соответствуþщий опыт у АЭ сфорìиро-
ван и не забыт иì, то резуëüтат äостиãается). Зна-
÷ение öеëевой функöии АЭ в ìоìент вреìени t

равно f(X, t) = h
k
p

k
q

k
(X

k
, T ), t ∈ {T + 1, ..., T0}

(так как с÷итается, ÷то обу÷ения в проöессе про-
äуктивной äеятеëüности не происхоäит, то веро-
ятности успеøноãо äостижения резуëüтатов опре-
äеëяþтся резуëüтатаìи обу÷ения, äостиãнутыìи к
ìоìенту окон÷ания обу÷ения).
Рассìотриì задачу распределения АЭ своего вре-

мени с öеëüþ ìаксиìизаöии буäущеãо ожиäаеìоãо
«äохоäа» в еäиниöу вреìени проäуктивной äе-
ятеëüности

h
k
p

k
q

k
(X

k
, T ) → . (25)

Поäставëяя разностü (24) в выражение (25), за-
пиøеì посëеäнþþ заäа÷у в виäе:

h
k
p

k
(1 – w

k
X

k
)T → . (26)

h
k
p

k
w

k
T(1 – w

k
X

k
)T – 1 = λ;

X
k
 = ;

X
k
 =  –  = 1;

 = .

Реøая заäа÷у усëовной оптиìизаöии (26), по-
ëу÷аеì анаëити÷еское выражение äëя оптиìаëü-
ноãо распреäеëения вреìени АЭ на обу÷ение:

 = ,

k = . (27)

В ÷астноì сëу÷ае (при еäини÷ных вероятностях
освоения и оäинаковых «äохоäах» от разëи÷ных
виäов äеятеëüности) поëу÷аеì:

 = 1 – . (28)

Иìея реøение (27), (28) заäа÷и (26) при фик-
сированноì T, сфорìуëируеì задачу об оптималь-
ной продолжительности обучения АЭ. Есëи в кажäый
ìоìент вреìени в проöессе обу÷ения АЭ несет
постоянные изäержки c ≥ 0, то заäа÷а закëþ÷ается
в выборе ìоìента окон÷ания обу÷ения, при кото-
роì разностü ìежäу ожиäаеìыì äохоäоì и затра-
таìи буäет ìаксиìаëüна:

f(X *, T + 1)(T0 – T ) – cT → . (29)

Поäставëяя разностü (28) в выражение (29), по-
ëу÷иì заäа÷у скаëярной оптиìизаöии:

(T0 – T ) h
k
p

k
 Ѕ

Ѕ  – cT →

→ . (30)

Реøение заäа÷и (30) äаст ожиäаеìый выиãрыø
АЭ при посëеäоватеëüноì обу÷ении и проäуктив-
ной äеятеëüности. Аëüтернативой явëяется обуче-
ние во время работы, коãäа в те÷ение всех T0 пе-
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риоäов реаëизуþтся те иëи иные состояния ФН,
и АЭ форìирует на практике соответствуþщий
опыт äеятеëüности, äостиãая позитивноãо резуëü-
тата (и поëу÷ая за неãо «вознаãражäение») в сëу÷ае
успеøноãо освоения. Буäеì с÷итатü, ÷то при обу-
÷ении в проöессе работы АЭ несет затраты c в каж-
äоì периоäе, тоãäа при отсутствии забывания в си-
ëу выражения (25) еãо суììарный ожиäаеìый вы-
иãрыø буäет равен:

F(P, W, T0) – cT0 =

= p
k
h

k
[T0 – (1 – p

k
w

k
) ] – cT0. (31)

Сравнение зна÷ений выражений (30) и (31) поз-
воëяет в кажäоì конкретноì сëу÷ае (при кажäоì
наборе зна÷ений параìетров ìоäеëи) ответитü на
вопрос о тоì, какая стратеãия — посëеäоватеëüное
обу÷ение и проäуктивная äеятеëüностü иëи обу÷е-
ние во вреìя работы — боëее выãоäна äëя АЭ (в
сìысëе суììарноãо ожиäаеìоãо выиãрыøа).

Пример 1. При еäини÷ных вероятностях освоения,
оäинаковых «äохоäах» от разëи÷ных виäов äеятеëüности
и равноìерноì распреäеëении вероятностей из выраже-

ния (28) нахоäиì:  = . Из выражения (30) поëу÷аеì

заäа÷у: (T0 – T)h  – cT →  (сì. воã-

нутуþ кривуþ на рис. 6, иëëþстрируþщуþ зависиìостü
критерия этой заäа÷и от T).

Суììарный ожиäаеìый выиãрыø АЭ при обу÷ении
в проöессе работы (сì. выражение (31)) в рассìатрива-

еìоì сëу÷ае равен h  – cT0 (сì. ãо-

ризонтаëüнуþ пряìуþ на рис. 6).

Пустü K = 10, T0 = 100, h = 4, тоãäа при c = 2 сущес-
твует оптиìаëüное вреìя обу÷ения, равное 18 периоäаì
вреìени, при котороì посëеäоватеëüное обу÷ение и
проäуктивная äеятеëüностü äаþт боëüøий суììарный
ожиäаеìый выиãрыø (приìерно 242,8), ÷еì обу÷ение
во вреìя работы (при котороì суììарный ожиäаеìый
выиãрыø равен приìерно 200,0). Есëи затраты в еäи-
ниöу вреìени уìенüøатся — наприìер, c = 1 — то оп-
тиìаëüныì становится обу÷ение во вреìя работы (ср.
рис. 6, а и б). ♦
Анаëоãи÷нуþ ìоäеëü ìожно построитü и в сëу-

÷ае ненуëевых на÷аëüных усëовий äëя {q
j
}, поëу÷ив

зависиìостü оптиìаëüноãо реøения от на÷аëüноãо
опыта АЭ.

Модель 6 (детерминированная модель с одним
субъектом). Пустü в усëовиях ìоäеëи 1 иìеется
еäинственное состояние ФН (K = 1), которое ре-
аëизуется с еäини÷ной вероятностüþ, а вероят-
ностü освоения w(q, t) ∈ [0; 1] не зависит от пре-
äыстории в явноì виäе. По анаëоãии с выражени-
еì (11), опуская инäекс, соответствуþщий ноìеру
состояния ФН, поëу÷аеì: W(q(t), t) = w(q(t), t). Из
выражения (5) поëу÷аеì разностное уравнение

q(t + 1) = w(q(t), t) + (1 – w(q(t), t))q(t),

котороìу, соãëасно выражениþ (10), соответствует
äифференöиаëüное уравнение

(t) = w(q, t)(1 – q). (32)

Сеìейство äифференöиаëüных уравнений (32)
с на÷аëüныì усëовиеì q(0) ∈ [0; 1] и с параìет-
роì — ëипøиöевой функöией w(�, �) ∈ [0; 1] — об-
ëаäает сëеäуþщиìи свойстваìи:

— реøение уравнения (32) существует и еäинс-
твенно;

— кривая опыта q(t) явëяется строãо ìонотонно
возрастаþщей и ∀t ≥ 0 (t) ≤ 1, т. е. скоростü ее
роста оãрани÷ена;

— кривая опыта q(t) явëяется замедленно-асим-

птотической, т. е. q(t) = 1, (t) = 0.

Есëи äопуститü возìожностü забывания, то по
анаëоãии поëу÷иì сеìейство äифференöиаëüных
уравнений с на÷аëüныì усëовиеì q(0) ∈ [0; 1] и с

k 1=

K

∑ pkwk( )
T0 1–

Рис. 6. Ожидаемые суммарные выигрыши АЭ в примере 1 при:
а) с = 2, б) с = 1 (по ãоризонтаëи — вреìя обу÷ения T)
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äвуìя параìетраìи — ëипøиöевыìи функöияìи
w(�, �) ∈ [0; 1] и u(�, �) ∈ [0; 1]:

(t) = w(q, t)(1 – q) – u(q, t)q. (33)

Иссëеäуеì äифференöиаëüное уравнение (33).
В ÷астности, охарактеризуеì еãо сеìейство ре-
øений и ответиì на вопрос, äëя каких функöий
вреìени q(t) ∈ [0; 1] ìожно поäобратü ëипøиöе-
вы функöии w(�, �) ∈ [0; 1] и u(�, �) ∈ [0; 1], ÷тобы
q: [0, +∞) → [0; 1] быëо реøениеì уравнений (33).

Утверждение 2
2. Для того, чтобы непрерывно

дифференцируемая функция q: [0, +∞) → [0; 1], та-
кая, что функция  липшицева, была решением урав-
нений (33) при некоторых липшицевых функциях
w(�, �) ∈ [0; 1] и u(�, �) ∈ [0; 1], необходимо и доста-
точно, чтобы имели место соотношения

∀t ≥ 0 – q(t) ≤ (t) ≤ 1 – q(t). (34)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Усëовия (34) сëеäуþт из усëо-
вия q(t) ∈ [0; 1] и оãрани÷ений на зна÷ения функöий
w(�, �) и u(�, �). Обратно, пустü функöия q(t), уäовëетво-
ряþщая усëовияì утвержäения, явëяется реøениеì
уравнений (33). Поëожиì:

w(t) := (t) + q(t), u(t) := 1 – (t) – q(t),  t ≥ 0. (35)

Иìееì: w(t)(1 – q(t)) – u(t)q(t) ≡ ( (t) + q(t))(1 –

– q(t)) – (1 – (t)) – q(t))q(t) ≡ (t). Кроìе тоãо, из со-
отноøения (35) сëеäует, ÷то w(t) ∈ [0; 1] и u(t) ∈ [0; 1]
при всех t ≥ 0 ♦
Охарактеризуеì «поëожение равновесия»: пра-

вая ÷астü выражения (33) обращается в ноëü при

q(t) = .

Из выражения (35) сëеäует, ÷то, есëи q(0) = 0,
то еäинственной кривой опыта с постоянной
(не зависящей от вреìени) вероятностüþ освое-
ния γ > 0 явëяется экспоненöиаëüная кривая q(t) =
= γ(1 – exp(–t)).

4. ÌÎÄÅËÈ ÊÎËËÅÊÒÈÂÍÎÃÎ 
È ÎÁÙÅÑÒÂÅÍÍÎÃÎ ÎÏÛÒÀ

Модель 7 (освоение общественного опыта — сì.
стреëку 1 на рис. 4). Освоение субъектоì обще-
ственноãо опыта ìожет бытü описано общей ìо-
äеëüþ § 1 со сëеäуþщей ìоäификаöией. Преäпо-
ëожиì, ÷то забывание отсутствует. Усëовно ìож-
но с÷итатü, ÷то «общественный опыт» соäержит
всþ необхоäиìуþ инфорìаöиþ об оптиìаëüных
äействиях при ëþбых зна÷ениях ФН и «управëяет»
обу÷ениеì субъекта, котороìу состояния ФН

преäъявëяþтся посëеäоватеëüно (буäеì с÷итатü,
÷то в соответствии с их нуìераöией), при÷еì оäно
и то же состояние повторяется äо тех пор, пока ве-
роятностü тоãо, ÷то соответствуþщий коìпонент
опыта сфорìирован (сì. также выражение (13))

(t) = 1 – (1 – w
k
)t,  t = 0, 1, 2, ...,

не äостиãнет требуеìоãо зна÷ения q*. Необхоäиìое
äëя этоãо вреìя (среäнее ÷исëо повторений) равно

(q*) = .

Сëеäоватеëüно, äëя äостижения требуеìоãо
зна÷ения q* äëя всех K возìожных зна÷ений ФН

потребуется вреìя t1(q*) = . В оäно-

роäноì сëу÷ае t1(q*) = .

Модель 8 (формирование индивидуального опы-
та — сì. стреëку 2 на рис. 4). Вообще, форìиро-
вание инäивиäуаëüноãо опыта описываþт все ìо-
äеëи 1—6. Зäесü рассìотриì ÷астный сëу÷ай: в
отсутствии забывания в сëу÷ае равноìерноãо рас-
преäеëения вероятностей (p

k
 = 1/K) реаëизаöии

разëи÷ных состояний ФН форìирование опыта
буäет описыватüся выражениеì (÷астный сëу÷ай
выражений (16), (17))

(W ) = 1 – ,  t = 0, 1, 2, ...

В оäнороäноì сëу÷ае  = 1 – . Сëеäо-

ватеëüно, äëя äостижения требуеìоãо зна÷ения q*

необхоäиìо вреìя t2(q*) = .

Утверждение 3. Отношение  =  ≥

≥ 1, характеризующее относительную эффектив-
ность освоения общественного опыта по сравнению
с формированием индивидуального опыта, не зави-
сит от q*, монотонно по w и K.

Модель 9 (освоение коллективного опыта — сì.
стреëку 3 на рис. 4). Совìестная äеятеëüностü
субъектов в раìках коëëективов (÷астный сëу÷ай
коëëектива — команда [19]) поäразуìевает воз-
ìожностü обìена ìежäу субъектаìи опытоì, при-
обретаеìыì в проöессе äеятеëüности.
Преäпоëожиì, ÷то забывание отсутствует; ко-

ìанäа вкëþ÷ает n АЭ, äëя кажäоãо из которых в
2 Данное утвержäение принаäëежит ä-ру физ.-ìат. наук

С.Е. Жуковскоìу.
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кажäый периоä äискретноãо вреìени реаëизуется
в соответствии с распреäеëениеì P некоторое (оä-
но äëя всех субъектов) состояние ФН, опыт äе-
ятеëüности в котороì субъекты форìируþт неза-
висиìо в раìках ìоäеëи (17)), а затеì обìенива-
þтся всей иìеþщейся у них инфорìаöией (т. е.
форìирования опыта äëя некотороãо состояния
ФН хотя бы оäниì ÷ëеноì коìанäы äостато÷но,
÷тобы с÷итатü, ÷то опыт äеятеëüности в этоì со-
стоянии сфорìирован у всех ÷ëенов коìанäы).
Эëеìенты ìатриöы W = ||w

ik
|| ìоãут интерпретиро-

ватüся как эффективности «обу÷ения на своеì и
÷ужоì опыте» разëи÷ных субъектов при разëи÷-
ных состояниях ФН.
Тоãäа k-е состояние ФН окажется неосвоенныì

i-ì ÷ëеноì коìанäы посëе t периоäов с вероятнос-

тüþ (1 – p
k
w

ik
)t, а вероятностü тоãо, ÷то оно ока-

жется неосвоенныì ни оäниì из ÷ëенов коìанäы,

равна (1 – p
k
w

ik
)t. Поëу÷аеì выражение äëя

кривой опыта коìанäы в öеëоì и кажäоãо из ее
÷ëенов (вероятности тоãо, ÷то ни оäин из ÷ëенов
коìанäы не встретится с новыì äëя коìанäы со-
стояниеì ФН):

(P, W) = 1 – p
k

(1 – p
k
w

ik
)t,

t = 0, 1, 2, ... (36)

В сëу÷ае оäнороäных АЭ и равноìерноãо рас-
преäеëения вероятностей выражение (38) приìет

виä:  = 1 – . Дëя äостижения требуеìоãо

зна÷ения q* необхоäиìо вреìя t3(y*) = .

Поëу÷иëи, ÷то t3(q*) = t
2(q*).

Утверждение 4. Полный обмен опытом между
субъектами сокращает время формирования индиви-
дуального опыта во столько раз, сколько АЭ участ-
вует в этом обмене.
Сäеëанный вывоä справеäëив в раìках посто-

янной вероятности освоения w. Боëее реаëисти÷-
ной преäставëяется убываþщая зависиìостü ве-
роятности освоения w(n) от ÷исëа взаиìоäейству-
þщих субъектов. Также перспективныì явëяется
рассìотрение ìоäеëей с коэффиöиентаìи w

ij
, за-

висящиìи не от состояний ФН, а от пар АЭ —
приниìаþщеãо (i) и переäаþщеãо ( j) опыт.

Модель 10 (формирование коллективного опы-
та — сì. стреëку 4 на рис. 4). Преäпоëожиì, ÷то
äëя n субъектов в кажäый периоä äискретноãо вре-
ìени реаëизуется в соответствии с распреäеëени-

еì P некоторое (оäно äëя всех субъектов) состоя-
ние ФН. Буäеì с÷итатü, ÷то присутствует забыва-
ние, которое отразиì ìатриöей U = ||u

ik
||. Ввеäеì

проìежуто÷ное обозна÷ение π
ikt

 — вероятностü то-
ãо, ÷то k-е состояние ФН буäет освоено i-ì ÷ëеноì
коìанäы посëе t периоäов. Соãëасно выражениþ

(16), π
ikt

 = (1 – (1 – p
k
(w

ik
 + u

ik
))t), откуäа

поëу÷иì, ÷то k-е состояние ФН окажется неосво-
енныì i-ì ÷ëеноì коìанäы посëе t периоäов с ве-
роятностüþ

1 – π
ikt

 = 1 – (1 – (1 – p
k
(w

ik
 + u

ik
))t) =

=  + (1 – p
k
(w

ik
 + u

ik
))t.

Тоãäа вероятностü тоãо, ÷то она окажется не-
освоенной ни оäниì из ÷ëенов коìанäы, равна

(1 – π
ikt

) =  + (1 – p
k
(w

ik
 +

+ u
ik
))t . Поëу÷аеì выражение äëя кривой опыта —

ìатеìати÷ескоãо ожиäания вероятности тоãо, ÷то
äëя о÷ереäноãо состояния ФН, реаëизуþщеãося в
t + 1-ì периоäе, опыт буäет сфорìирован хотя бы
у оäноãо субъекта (сì. выражение (7)):

Lmax(P, W, U, t) = 1 – p
k

 +

+ (1 – p
k
(w

ik
 + u

ik
))t ,  t = 0, 1, 2, ... (37)

Как отìе÷аëосü выøе, в ка÷естве зна÷ения кри-
терия ãрупповоãо/коëëективноãо опыта ìожно рас-
сìатриватü ëибо вероятностü Lmax(t) тоãо ÷то, хотя
бы одному из АЭ буäет преäъявëено уже встре÷ав-
øееся ранее, успеøно освоенное и не забытое иì
состояние ФН (сì. выражение (37)), ëибо вероят-
ностü Lmin(t) тоãо, ÷то каждому из АЭ буäет преäъ-
явëено уже встре÷авøееся ранее, успеøно освоен-
ное и не забытое иì состояние ФН (сì. выраже-
ние (8)):

Lmin(P, W, U, t) =

= p
k

(1 – (1 – p
k
(w

ik
 + u

ik
))t) , 

t = 0, 1, 2, ... (38)

Соäержатеëüно, форìирование общественно-
ãо/коëëективноãо опыта отëи÷ается от форìиро-
вания инäивиäуаëüноãо опыта теì, ÷то äëя «за-
крепëения» способов эффективной äеятеëüности
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при тоì иëи иноì состоянии ФН ìножество субъ-
ектов äоëжно стоëкнутüся с этиì состояниеì ìно-
ãократно, ÷то в раìках ìоäеëи ìожет бытü отра-
жено, в тоì ÷исëе низкой вероятностüþ освоения
(сì. ìоäеëü 12 ниже).
Дëя оäнороäноãо сëу÷ая оäинаковых АЭ (u

ik
 = 0,

w
ik
 = w) и равноìерноãо распреäеëения вероятнос-

тей, преäпоëаãая, ÷то вероятностü освоения ìенü-
øе еäиниöы и с÷итая, ÷то забывание отсутствует,
поëу÷иì, ÷то выражения (37) и (38) приìут соот-
ветственно виä (сì. также выражение (36)):

Lmax(n, w, t) = 1 – ,  t = 0, 1, 2, ...,

Lmin(n, w, t) = , t = 0, 1, 2, ...

Из выражения резуëüтатов ìоäеëи 8 поëу÷аеì
выражение äëя кривой опыта оäноãо АЭ с еäини÷-
ной вероятностüþ освоения при всех состояниях
ФН при отсутствии забывания (сì. также выраже-
ние (13)):

(w = 1) = 1 – ,  t = 0, 1, 2, ...

Из усëовия Lmax(n, w, t) =  посëе несëожных

преобразований поëу÷аеì справеäëивостü сëеäуþ-
щеãо утвержäения.

Утверждение 5. В отсутствии забывания при

n(w) = K – K  формирование коллективного

опыта с вероятностью освоения w(n) эквивалентно
формированию индивидуального опыта АЭ с единич-
ной вероятностью освоения.
Аëüтернативная форìуëировка утвержäения 5:

в отсутствии забывания при

n(w) = 

форìирование инäивиäуаëüноãо опыта АЭ с еäи-
ни÷ной вероятностüþ освоения эквиваëентно фор-
ìированиþ опыта коëëективоì из n(w) АЭ с оäи-
наковой вероятностüþ освоения w.

Модель 11 (детерминированная модель с не-
сколькими взаимодействующими субъектами).

Пустü иìеется еäинственное состояние ФН
(K = 1), которое реаëизуется с еäини÷ной вероят-
ностüþ, а вероятности освоения и забывания не
зависят в явноì виäе от преäыстории (сì. также

ìоäеëü 6). Тоãäа из выражения (1) поëу÷аеì сис-
теìу разностных уравнений:

q
i
(t + 1) = W

i
(q(t), t) + [1 – W

i
(q(t), t) –

– U
i
(q(t), t)]q

i
(t),  i = , (39)

которыì соответствует систеìа äифференöиаëü-
ных уравнений

(t) = w
i
(q, t)(1 – q

i
) – u

i
(q, t)q

i
,  i = ,

с на÷аëüныì усëовиеì y(0) ∈ [0; 1)n и с äвуìя па-
раìетраìи — ëипøиöевыìи вектор-функöияìи

w: [0; 1]nЅ  → [0; 1]n и u: [0; 1]nЅ  → [0; 1]n.

Разностное уравнение (39) иìеет впоëне конк-
ретнуþ структуру (с заäанныìи оãрани÷енияìи на
зна÷ения функöий в правой ÷асти), поэтоìу не
преäставëяется возìожныì записатü непосреäст-
венно в еãо терìинах, наприìер, линейные модели
(сì. обзор в разäеëе 3.2 книãи [13], а также ра-
боту [20])

Δq
i
(t + 1) = a

ij
(q

j
(t) – q

i
(t)), (40)

ãäе a
ij
 ≤ 1, иëи модели порогового поведения [10]

q
i
(t + 1) = I , (41)

ãäе N
i
(t) ∈ 2N — ìножество «соседей» i-ãо АЭ в пе-

риоäе t, δ
i
(t) ∈ [0; 1] — еãо «порог».

Поэтоìу поступиì так: буäеì у÷итыватü вëия-
ние äруãих АЭ не на состояние рассìатриваеìоãо
АЭ непосреäственно (а еãо состояниеì явëяется
ожиäаеìое зна÷ение опыта q), а на вероятностü
освоения. Преäпоëожиì, ÷то вероятностü освое-
ния ìожет бытü преäставëена в виäе суììы äвух
функöий

W
i
(q(t), t) = d

i
(q

i
) + D

i
(q–i

),  i = , (42)

приниìаþщих зна÷ения от нуëя äо еäиниöы каж-
äая, но в суììе не превыøаþщих еäиниöы, ãäе
q−i

 = (q1, ..., qi − 1, qi + 1, ..., qn
) — обстановка äëя

i-ãо АЭ.

Соäержатеëüно интерпретируеìыìи приìера-
ìи таких зависиìостей явëяþтся «ëинейная ìо-
äеëü» (с инäексоì L — от анãë. linear, ср. с выра-
жениеì (40))

(q(t)) = α
i
 + β

i
a

ij
q

j
(t), (43)

1
w

K
----–⎝ ⎠

⎛ ⎞
nt

1 1
w

K
----–⎝ ⎠

⎛ ⎞
t

–⎝ ⎠
⎛ ⎞

n

Lt
2

1
1
K
----–⎝ ⎠

⎛ ⎞
t

Lt
2

1
1
K
----–⎝ ⎠

⎛ ⎞
1/n

1
1
K
----–⎝ ⎠

⎛ ⎞ln

1
w

K
----–⎝ ⎠

⎛ ⎞ln

-------------------------

1 n,

q· i 1 n,

ℜ+
1 ℜ+

1

j Ni t( )∈
∑

j Ni t( )∈
∑

1
Ni t( )
---------------- qj t( ) δi t( )≥

j Ni t( )∈
∑⎝ ⎠

⎛ ⎞

1 n,

Wi
L

j Ni t( )∈
∑



УПРАВЛЕНИЕ В СОЦИАЛЬНО-ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

58 CONTROL SCIENCES ¹ 1 � 2021

иëи «пороãовая ìоäеëü» (с инäексоì T — от анãë.
threshold, ср. с выражениеì (41))

(q(t)) = α
i
 + β

i
I (44)

с константаìи α
i
 + β

i
 m 1, i = .

При этоì первое сëаãаеìое в правых ÷астях
выражений (42), (43) и (44) ìожет интерпретиро-
ватüся как отражаþщее эксплицитно транслируемый
(непосреäственно переäаваеìый субъекту и осва-
иваеìый субъектоì) опыт, а второе сëаãаеìое —
как иìпëиöитно трансëируеìый (поëу÷аеìый и ос-
ваиваеìый субъектоì опосреäованно, путеì взаи-
ìоäействия с äруãиìи субъектаìи).

Естественный отбор (конкуренöиþ) в рас-
сìатриваеìоì кëассе ìоäеëей ìожно у÷естü, на-
приìер, преäпоëожив, ÷то W

i
(q(t), t) → 0 при

q
i
(t) n q

j
(t).

Пример 2. Пустü иìеþтся äва аãента с оäинаковой и
стаöионарной вероятностüþ забывания u и вероятнос-

тяìи освоения W
i
(q(t), t) = γ

i
, i = . Со-

äержатеëüно, АЭ конкурируþт за постоянное äëя каж-
äоãо периоäа коëи÷ество ресурса, который распреäеëя-
ется ìежäу ниìи пропорöионаëüно их опыту. Вероят-
ностü освоения в кажäоì периоäе пропорöионаëüна по-

ëу÷енноìу в проøëоì периоäе коëи÷еству ресурса, а ко-
эффиöиент пропорöионаëüности γ

i
 ìожет интерпрети-

роватüся как отражаþщий инäивиäуаëüные способнос-
ти АЭ к обу÷ениþ.

Преäпоëожиì, ÷то аãенты разëи÷аþтся на÷аëüныìи
зна÷енияìи опыта: q1(0) = 0,1, q2(0) = 0,2 (первоìу АЭ

соответствует непрерывная кривая на рис. 7, второìу —
пунктирная), но первый аãент, хотü и иìеет хуäøие
«стартовые усëовия», боëее способный: γ1 = 0,2, γ2 = 0,1.

В отсутствии забывания оба аãента успеøно обу÷а-
þтся и при äостато÷но боëüøоì ãоризонте вреìени äе-
ëят ресурс попоëаì (сì. рис. 7, а). При наëи÷ии забы-
вания (u = 0,2) первый аãент побежäает в конкуренöии
и при äостато÷но боëüøоì ãоризонте вреìени поëу÷ает
весü ресурс (сì. рис. 7, б). ♦

Модель 12 (формирование общественного опы-
та — сì. стреëку 4 на рис. 4). В ìоäеëи 10 с÷ита-
ëосü, ÷то äëя форìирования коëëективноãо опыта
äостато÷но, ÷тобы опыт сфорìироваëся хотя бы у
оäноãо из ÷ëенов коëëектива. В настоящей ìоäеëи
буäеì с÷итатü, ÷то äëя форìирования обществен-
ноãо опыта необхоäиìо, ÷тобы опыт сфорìиро-
ваëся у всех еãо ÷ëенов.
При такоì поäхоäе критерий опыта ìуëüтипëи-

кативен по поäìножестваì — в усëовиях ìоäеëи
10 äëя оäнороäноãо сëу÷ая оäинаковых АЭ и рав-
ноìерноãо распреäеëения вероятностей, есëи об-
щество состоит из äвух поäìножеств: N = N1 ∪ N2,

N1 ∩ N2 = ∅, |N1| = n1, |N2| = n2, то

Lmin(n, w, t) = Lmin(n1, w, t)Lmin(n2, w, t).

Из выражений Lmax(n, w, t) = 1 –  и

Lmin(n, w, t) = , t = 0, 1, 2, ..., ìожно

оöенитü повеäение зависиìости ожиäаеìоãо вре-
ìени, необхоäиìоãо äëя äостижения заäанноãо
уровня q* коëëективноãо опыта, от ÷исëа АЭ:

t(n, q*) ∼ . (45)

Виäно, ÷то вреìя (45) äостато÷но ìеäëенно
растет с ростоì ÷исëа АЭ (приìерно ëинейно по
ëоãарифìу ÷исëа АЭ). Но так как коëëективный
опыт растет ëинейно по ÷исëу АЭ, то поëу÷аеì,
÷то справеäëиво

Утверждение 6. Общественный опыт формиру-
ется примерно в n ln(n) медленнее коллективного.

Из усëовия Lmin(n, w, t) =  посëе несëожных

преобразований поëу÷аеì справеäëивостü сëеäуþ-
щеãо утвержäения.
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Рис. 7. Динамика опыта АЭ в примере 2 при: а — u = 0, б —
u = 0,2 (по ãоризонтаëи — вреìя)
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Утверждение 7. В отсутствии забывания при

w(n, t) = K  формирование

общественного опыта с единичной вероятностью ос-
воения эквивалентно формированию индивидуаль-
ного опыта одного агента с вероятностью освоения
w(n, t).

В сиëу утвержäения 7 общественный опыт ìож-
но рассìатриватü как опыт оäноãо интеãраëüноãо
виртуаëüноãо субъекта.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Резуëüтаты § 3 и § 4 свиäетеëüствуþт, ÷то из-
вестные (сì. работы [11, 14, 18]) ìоäеëи нау÷ения,
в тоì ÷исëе кривые нау÷ения (20)—(26), соответст-
вуþт ÷астныì сëу÷аяì описанной во второì разäе-
ëе общей ìоäеëи опыта. В работах [14, 18] показа-
но, ÷то ìоäеëи нау÷ения, в своþ о÷ереäü, обобща-
þт ìоäеëи: испытаний сëожных систеì и проверки
их характеристик; ìассовоãо произвоäства и по-
выøения еãо эффективности в хоäе освоения (ìо-
äеëи Т. Райта и еãо посëеäоватеëей); тестирова-
ния проãраììноãо обеспе÷ения; распространения
знаний (иäей, теорий, конöепöий) в обществе;
управëения знанияìи и извëе÷ения/приобретения
знаний; ìаøинноãо обу÷ения (machine learning);
итеративноãо нау÷ения и тестирования знаний в
пеäаãоãике, психоëоãии и физиоëоãии ÷еëовека и
животных. В этих же обзорах [14, 18] ìожно найти
ссыëки на ìноãо÷исëенные работы экспериìен-
таëüноãо опреäеëения характеристик нетривиаëü-
ных проöессов, ëежащих в основании ìоäеëей на-
у÷ения.
Пере÷исëиì преäставëяþщиеся перспективны-

ìи направëения äаëüнейøих иссëеäований:

Форìирование опыта явëяется существенныì
коìпонентоì ëþбой äеятеëüности, поэтоìу
«стратеãи÷ески» важной преäставëяется разра-
ботка в раìках МКД общей ìатеìати÷еской
ìоäеëи коìпëексной äеятеëüности (позвоëяþ-
щей операöионаëüно äекоìпозироватü и аãре-
ãироватü ÷астные ìоäеëи), отражаþщей в тоì
÷исëе активный выбор субъектов и у÷итываþ-
щей проöессы форìирования их опыта.
Систеìа кëассификаöий ìоäеëей опыта, при-
веäенная в § 2, позвоëяет на реãуëярной основе
ãенерироватü разëи÷ные ÷астные ìоäеëи фор-
ìирования и освоения инäивиäуаëüноãо и коë-
ëективноãо опыта. Разработка и иссëеäование
такоãо роäа ìоäеëей преäставëяется впоëне
обоснованныì «такти÷ескиì» øаãоì. Перспек-
тивныì явëяется уãëубëенное изу÷ение совìес-
тноãо форìирования опыта в проöессе работы,
оптиìизаöии проäоëжитеëüности вреìени обу-

÷ения äо перехоäа к проäуктивной äеятеëüнос-
ти, вëияния забывания и ãëубины преäыстории,
роëи зависиìости состояний факторов неоп-
реäеëенности от вреìени, вëияния структуры
опыта (ëоãи÷еских связей ìежäу еãо коìпонен-
таìи), заäа÷ оптиìизаöии/управëения проöес-
са форìирования опыта и äр.
Преäëоженная ìоäеëü опыта преäставëяется
äостато÷но боãатой äëя тоãо, ÷тобы попытатüся
описатü еþ такие явëения и проöессы, как:
— управление персоналом, вкëþ÷ая еãо найì,

расстановку, развитие (в первуþ о÷ереäü, коне÷но,
иìенно развитие), проäвижение и увоëüнение, а
также модели человеческого капитала;

— управление риском и информационной безопас-
ностью;

— эволюция (вкëþ÷ая адаптацию, конкуренцию
и естественный отбор) в биоëоãи÷еских систеìах
(с установëениеì взаиìосвязи с траäиöионно ис-
поëüзуеìыì äëя этих заäа÷ ìатеìати÷ескиì аппа-
ратоì — коне÷ных автоìатов3 [21, 22], äифферен-
öиаëüных уравнений [23—25], эвоëþöионных иãр
[26, 27] и äр.);

— разëи÷ные характерные вреìена и иерархи÷-
ностü экспëиöитно трансëируеìоãо, иìпëиöитно
трансëируеìоãо и нетрансëируеìоãо опыта, у÷и-
тываеìые в психологических и социологических поä-
хоäах;

— отбор, форìирование, освоение, закрепëе-
ние и трансëяöия общественноãо опыта, рассìат-
риваеìые как феноìены культуры.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ìîäåëè ViSE

В ìоäеëи ViSE (Voting in Stochastic Environ-
ment) ãоëосования в стохасти÷еской среäе [1] рас-
сìатривается общество, состоящее из n агентов.
Кажäый аãент характеризуется соöиаëüной уста-
новкой, опреäеëяþщей еãо стратеãиþ ãоëосова-
ния, и текущиì бëаãосостояниеì (капитаëоì),
выраженныì äействитеëüныì ÷исëоì. Поä страте-
ãией пониìается аëãоритì испоëüзования инфор-
ìаöии о преäëожении и обществе äëя принятия
реøения о поääержке иëи не поääержке вынесен-
ноãо на ãоëосование преäëожения. Стохастичес-
кая среда ãенерирует преäëожение обществу —
вектор реаëизаöий независиìых оäинаково рас-
преäеëенных сëу÷айных веëи÷ин. Кажäая коìпо-
нента с ноìероì i этоãо вектора естü предлагаемое
приращение капитала i-ãо аãента. Преäëожение
выносится на ãоëосование, в хоäе котороãо каж-
äый аãент, äействуя соãëасно своеìу аëãоритìу ãо-
ëосования, отäает ãоëос «за» иëи «против». Есëи
ãоëосов «за» боëüøе 50 %, то преäëожение прини-

ìается и к капитаëу аãентов прибавëяþтся соот-
ветствуþщие коìпоненты преäëожения (в боëее
общеì сëу÷ае ãоëосов «за» äоëжно бытü боëüøе αn,
ãäе α — относительный порог голосования, n — ÷ис-
ëо аãентов). В противноì сëу÷ае капитаëы у÷аст-
ников остаþтся неизìенныìи. Преäëожения вы-
носятся на ãоëосование посëеäоватеëüно; ãоëосо-
вание по оäноìу преäëожениþ называется «ходом»
иëи «шагом» посëеäоватеëüности приниìаеìых ре-
øений. В хоäе серии ãоëосований параìетры рас-
преäеëения, ãенерируþщеãо преäëожения, и стра-
теãии ãоëосования аãентов остаþтся неизìенныìи.
В настоящей статüе в ка÷естве ãенератора преäëо-
жений рассìотрено норìаëüное распреäеëение.
Цеëü иссëеäований — анаëиз эффективности стра-
теãий ãоëосования аãентов и проöеäур принятия
коëëективных реøений по критерияì увеëи÷ения
инäивиäуаëüных капитаëов аãентов и их суììы.

В статüях [1, 2] и äруãих работах по ìоäеëи ViSE
рассìатривается ряä ее вариантов, ввоäиìых на-
ëожениеì äопоëнитеëüных усëовий. Конкретные
äетаëи ìоäеëи, непосреäственно относящиеся к
теìатике настоящеãо иссëеäования, обсужäаþтся
в посëеäуþщих разäеëах статüи.

Аннотация. В раìках ìоäеëи соöиаëüной äинаìики, опреäеëяеìой ãоëосованиеì в сто-
хасти÷еской среäе, рассìотрены три схеìы перераспреäеëения äохоäов, направëенные
на поääержку у÷астников с просоöиаëüной стратеãией. Первая из них преäставëяет собой
поäохоäный наëоã, вторая — наëоã, ãарантируþщий кажäоìу такоìу у÷астнику прира-
щение капитаëа не ниже среäнеãо, третüя — наëоã, ãарантируþщий просоöиаëüныì
у÷астникаì в öеëоì среäнее приращение капитаëа не ниже среäнеãо по обществу. Оöе-
нена общественная поëезностü просоöиаëüноãо ãоëосования. Провеäен сравнитеëüный
анаëиз эффективности указанных наëоãовых схеì по степени их вëияния на капитаë
аãентов с разныìи стратеãияìи. Установëено, ÷то эффективностü поäохоäноãо наëоãа
опреäеëяется усëовияìи внеøней среäы. Вторая и третüя наëоãовые схеìы ëиøены этоãо
неäостатка, но вторая схеìа изëиøне преìирует просоöиаëüных аãентов. Общиì раöи-
онаëüныì основаниеì рассìотренных наëоãовых схеì явëяется то, ÷то при их приìене-
нии у÷астники-эãоисты поëу÷аþт боëüøий äохоä, ÷еì в обществе без просоöиаëüных
аãентов. Теì саìыì, есëи приìенение указанных схеì привеäет к выбору ÷астüþ у÷аст-
ников просоöиаëüной стратеãии ãоëосования, то это повысит ожиäаеìый äохоä всех без
искëþ÷ения аãентов.

Ключевые слова: ìоäеëü ViSE, аëüтруизì, ãоëосование, соöиаëüная äинаìика, наëоã, яìа ущерба.
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Моäеëü ViSE относится к теории ãоëосования,
которая, в своþ о÷ереäü, преäставëяет собой ÷астü
теории выбора (Social choice). В отëи÷ие от ряäа
ìоäеëей теории иãр, аãенты в ìоäеëи ViSE не
рассìатриваþтся как иãроки, ìаксиìизируþщие
свои функöии поëезности. Они иìеþт капитаë,
но их повеäение не всеãäа своäится к еãо ìакси-
ìизаöии — оно иìеет, вообще ãоворя, произвоëü-
нуþ структуру, заäаваеìуþ иссëеäоватеëеì. Ос-
новной эëеìент этоãо повеäения — персонаëüный
(и при этоì не обязатеëüно постоянный) аëãоритì
ãоëосования аãента, общество же характеризуется
ìеханизìоì принятия коëëективных реøений. Ис-
сëеäоватеëü, анаëизируþщий (в преäпоëожениях
ìоäеëи) эффективностü ìеханизìов принятия ин-
äивиäуаëüных и коëëективных реøений, стоит на
позиöии соöиаëüноãо äизайнера, пытаþщеãося по-
нятü, какие из найäенных законоìерностей ìоãут
оказатüся поëезныìи в реаëüной жизни.

ßìà óùåðáà

Дëя ìоäеëи ViSE известен сöенарий, в котороì
общество, состоящее из аãентов с эãоисти÷еской
соöиаëüной установкой, äействует нераöионаëü-
но, приниìая преäëожения, которые в öеëоì не-
выãоäны äëя неãо, поскоëüку привоäят к отриöа-
теëüноìу суììарноìу приращениþ капитаëа [2].
Эгоистической стратегией называется стратеãия,
при которой у÷астник поääерживает преäëожение
тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа оно увеëи÷ивает еãо
ëи÷ный капитаë. Эффект обнищания и разорения
общества в этоì сëу÷ае принято называтü ямой
ущерба.
Эту ситуаöиþ иëëþстрирует рис. 1, ãäе по вер-

тикаëüной оси отëожено среäнее приращение ка-
питаëа (СПК) у÷астника за оäин øаã в небëаãопри-
ятной среäе, ìатеìати÷еское ожиäание преäëо-
жений которой откëаäывается по ãоризонтаëüной
оси. Коìпоненты преäëожения среäы зäесü и äа-
ëее преäставëяþт собой реаëизаöии независиìых

норìаëüно распреäеëенных сëу÷айных веëи÷ин с
σ = 12. В рассìатриваеìой ситуаöии «непреäвзя-
тые» преäëожения среäы факти÷ески привоäят к
тоìу же резуëüтату, ÷то и ìанипуëяöия повесткой
äня в параäоксе А.В. Маëиøевскоãо, описанноì,
наприìер, в работе [3, с. 92—95].

Действитеëüно, эффект разорения общества
всëеäствие реаëизаöии реøений, принятых боëü-
øинствоì ãоëосов еãо кëасси÷ески раöионаëüных
у÷астников, в известноì сìысëе параäоксаëен.
Еãо появëение связано с теì, ÷то в зоне уìеренно-
неãативноãо ìатеìати÷ескоãо ожиäания нереäко
встре÷аþтся преäëожения, которые боëüøинству
аãентов несут небоëüøое увеëи÷ение капитаëа, а
остаëüной ÷асти общества — превосхоäящее по
ìоäуëþ суììарное уìенüøение. Такие преäëоже-
ния приниìаþтся боëüøинствоì ãоëосов, но об-
щее бëаãосостояние общества при их реаëизаöии
уìенüøается.
Оäниì из способов защиты от яìы ущерба яв-

ëяется поäбор наиëу÷øеãо пороãа ãоëосования α
[2]. В сëу÷ае неãативной среäы этот оптиìуì обы÷-
но выøе 50 %. Соответствуþщая зависиìостü суì-
ìарноãо капитаëа от пороãа ãоëосования сравниìа
с резуëüтатаìи работы [4], ãäе изу÷аëосü вëияние
иных общественных ìеханизìов (торãи, взятки)
на эффективностü реøений, опреäеëяþщих соöи-
аëüнуþ äинаìику.

Âëèÿíèå àëüòðóèñòè÷åñêèõ àãåíòîâ 
íà áëàãîñîñòîÿíèå îáùåñòâà

Друãой фактор, способный уìенüøитü яìу
ущерба, — присутствие в обществе аãентов, кото-
рые при ãоëосовании руковоäствуþтся не ëи÷ныìи
интересаìи, а интересаìи всеãо общества. Страте-
ãиþ аãента, поääерживаþщеãо преäëожение тоãäа
и тоëüко тоãäа, коãäа оно увеëи÷ивает суììарное
бëаãосостояние общества, называþт альтруисти-
ческой. Повеäение, приносящее поëüзу обществу,
также называþт просоциальным. В сëу÷ае, преäстав-
ëенноì на рис. 1, заìена трех эãоистов на у÷аст-
ников-аëüтруистов заìетно увеëи÷ивает среäнее
приращение бëаãосостояния общества за øаã, ÷то
äеìонстрирует рис. 2.

Зäесü и äаëее резуëüтаты поëу÷ены ìетоäоì
иìитаöионноãо ìоäеëирования с поìощüþ про-
ãраììы ViSE Experiment Module [5]. Поëу÷ение
тех же резуëüтатов анаëити÷ески — заäа÷а как ìи-
ниìуì высокой сëожности, поскоëüку äëя соот-
ветствуþщих ìноãократных интеãраëов не уäает-
ся найти общеãо выражения ÷ерез станäартные
функöии.

Присутствие аãентов-аëüтруистов всеãäа пози-
тивно сказывается на бëаãосостоянии общества:
äоëя принятых нераöионаëüных (в отноøении все-

Рис. 1. Среднее приращение капитала общества из 25 агентов с
эгоистической стратегией
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ãо общества) реøений существенно снижается.
Оäнако саìи аëüтруисты в этоì сëу÷ае явëяþтся
«аутсайäераìи»: как показывает рис. 3, их капитаë
заìетно ìенüøе среäнеãо по обществу. Эта зако-
ноìерностü набëþäается и при äруãих зна÷ениях
параìетров.
Это объясняется теì, ÷то аëüтруисты при ãоëо-

совании не у÷итываþт изìенение своеãо ëи÷ноãо
капитаëа в сëу÷ае реаëизаöии преäëожения сре-
äы. Поэтоìу они поääерживаþт в ÷исëе про÷их
преäëожения, обоãащаþщие общество в öеëоì, но
уìенüøаþщие их собственный капитаë. Такиì об-
разоì, обществу выãоäно наëи÷ие аëüтруисти÷ных
аãентов, но их роëü оказывается «жертвенной».
Ситуаöия, коãäа общество никак не поощряет

у÷астников, преäохраняþщих еãо от разорения, в

жизни преäставëяется несправеäëивой. Кроìе то-
ãо, в варианте ìоäеëи, ãäе у÷астники ìоãут ìенятü
свой принöип ãоëосования на инäивиäуаëüно бо-
ëее выãоäный, обеспе÷ение просоöиаëüныì аãен-
таì äохоäа не ниже среäнеãо буäет ãарантироватü,
÷то они не изìенят своþ стратеãиþ на эãоисти÷ес-
куþ. Есëи же поëожение просоöиаëüных аãентов
станет ëу÷øе среäнеãо по обществу, то в упоìяну-
тоì варианте ìоäеëи äоëя таких аãентов буäет рас-
ти, ÷то привеäет к увеëи÷ениþ и бëаãосостояния
всеãо общества.
В раìках ìоäеëи ViSE нет необхоäиìости преä-

ставëятü всякое (в тоì ÷исëе просоöиаëüное) по-
веäение аãента как резуëüтат ìаксиìизаöии еãо
функöии поëезности — это затруäниëо бы описа-
ние сëожных типов повеäения, характерных äëя
реаëüной жизни. Так, в реаëüности соöиаëüная ус-
тановка, направëенная на поääержание всеãо об-
щества, обусëовëивается ÷еëовекоëþбиеì, необ-
хоäиìостüþ поääержки репутаöии и äр., но поäоб-
ная ìотиваöия ìожет отойти на второй пëан при
серüезных ìатериаëüных потерях, а потоì без
внеøних при÷ин снова вернутüся.
Цеëü иссëеäования в настоящей работе закëþ-

÷ается в анаëизе ìеханизìов ìатериаëüной поä-
äержки аãентов с просоöиаëüныìи стратеãияìи.
Возìожностü сìены аãентаìи своих стратеãий ãо-
ëосования на инäивиäуаëüно боëее выãоäные äо-
пускается, но конкретные ìеханизìы такоãо из-
ìенения не рассìатриваþтся, поскоëüку äëя äо-
стижения поставëенных öеëей это не требуется.
В работе преäëаãаþтся и иссëеäуþтся нескоëüко
аëãоритìов поääержки просоöиаëüных аãентов,
сутü которых — перераспреäеëение äохоäов (ины-
ìи сëоваìи, просоöиаëüное ãоëосование стиìуëи-
руется за с÷ет наëоãов), а также иссëеäована эф-
фективностü просоöиаëüной стратеãии при раз-
ëи÷ных параìетрах среäы.
Ранее вопрос ãоëосования в обществе аëüтруис-

ти÷ных аãентов иссëеäоваëся в статüе [6]. Как и в
настоящей работе, в ìоäеëи, рассìатриваеìой в
указанной статüе, аãент стреìится при ãоëосова-
нии ìаксиìизироватü функöиþ бëаãосостояния,
зна÷ение которой ìонотонно увеëи÷ивается при
росте потребëения (анаëоãия увеëи÷ения капита-
ëа) ëþбоãо аãента. При этоì на ãоëосование выно-
сятся схеìы проãрессивноãо, кваäрати÷но завися-
щеãо от произвоäства, наëоãообëожения; äоказано
наëи÷ие «саìопоäтвержäаþщеãося» равновесия.
В статüе [7] в резуëüтате ëабораторных экспе-

риìентов установëено, ÷то äенежные стиìуëы
(«monetary incentives») ìотивируþт просоöиаëüное
повеäение в сëу÷ае еãо приватноãо (непубëи÷ноãо)
характера. В работе [8] иссëеäуется вопрос сни-
жения внутренней ìотиваöии к просоöиаëüноìу
повеäениþ при еãо äенежноì стиìуëировании на

Рис. 2. Сравнение эффективности общества из 25 эгоистов и об-
щества с 22 эгоистами и 3 альтруистами:  — общество
с треìя аëüтруистаìи;  — общество эãоистов

Рис. 3. Среднее за шаг приращение капитала агентов, сгруппи-
рованных по стратегиям, в обществе из 22 эгоистов и 3 альтру-
истов:  — эãоисты;  — аëüтруисты
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приìере «зеëеных» (экоëоãи÷еских) наëоãов. Вы-
воä авторов таков: есëи наëоã привоäит к позитив-
ныì изìененияì в обществе, еãо ввеäение оправ-
äано äаже в сëу÷ае уìенüøения «ìораëüной» ìо-
тиваöии.
Вопрос о поäборе ìетоäа наëоãообëожения

аãентов c поìощüþ ãоëосования боëüøинствоì
иссëеäоваëся в работе [9], основной резуëüтат ко-
торой — вывоä о тоì, ÷то проãрессивное наëоãо-
обëожение выãоäно «среäнеìу кëассу», а также в
работе [10], в которой изу÷аëся вопрос выбора ëи-
нейноãо поäохоäноãо наëоãа путеì ãоëосования.

1. ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÜ ÀËÜÒÐÓÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÒÐÀÒÅÃÈÈ 
ÊÀÊ ÔÓÍÊÖÈß ÁËÀÃÎÏÐÈßÒÍÎÑÒÈ ÑÐÅÄÛ

Как отìе÷аëосü выøе, присутствие в обществе
небоëüøой äоëи аãентов-аëüтруистов позвоëяет
существенно уìенüøитü ëибо äаже устранитü яìу
ущерба. Выясниì, при каких параìетрах среäы
наëи÷ие аëüтруистов боëüøе всеãо увеëи÷ивает ка-
питаë общества. Дëя этоãо сравниì среäнее оäно-
øаãовое приращение капитаëа общества, состоя-
щеãо из 25 эãоистов, и общества с 22 эãоистаìи и
3 аëüтруистаìи при σ = 12 и разëи÷ных зна÷ениях
ìатеìати÷ескоãо ожиäания преäëожений среäы.
Резуëüтат сравнения преäставëен на рис. 4, ãäе
«выãоäой от аëüтруисти÷еской стратеãии» названа
разностü СПК äвух указанных обществ.
Как показывает рис. 4, аãенты с аëüтруисти÷ес-

кой стратеãией приносят обществу ìаксиìаëüнуþ
выãоäу в нейтральной среäе, ãенерируþщей поëо-
житеëüные и отриöатеëüные преäëожения с рав-

ной вероятностüþ. В небëаãоприятной среäе, наи-
боëее опасной äëя общества («äно» яìы ущерба),
поìощü трех аëüтруистов в абсоëþтноì выраже-
нии ìенüøе. В то же вреìя ее äостато÷но, ÷тобы
практи÷ески поëностüþ устранитü яìу ущерба.

2. ÍÀËÎÃÎÂÛÅ ÑÕÅÌÛ ÑÒÈÌÓËÈÐÎÂÀÍÈß 
ÀËÜÒÐÓÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÃÎËÎÑÎÂÀÍÈß

Как отìе÷аëосü выøе, аãенты-аëüтруисты, по-
ìоãаþщие обществу приниìатü раöионаëüные ре-
øения в уìеренно-неãативной среäе, нужäаþтся в
поääержке, которая буäет направëена на увеëи÷е-
ние относитеëüноãо бëаãосостояния аëüтруистов и
преäпоëожитеëüно преäотвратит сìену их страте-
ãии на эãоисти÷ескуþ. Рассìотриì возìожные
схеìы перераспреäеëения äохоäов общества в их
поëüзу. Такое перераспреäеëение ìожно рассìат-
риватü как взиìание наëоãа. Простейøая схеìа —
«пëоский» поäохоäный наëоã. Посëе кажäоãо при-
нятоãо преäëожения эãоисты, поëу÷ивøие поëожи-
теëüное приращение капитаëа, от÷исëяþт v про-
öентов ëи÷ноãо приращения капитаëа за текущий
øаã в фонä, среäства котороãо поровну äеëятся
ìежäу аãентаìи с аëüтруисти÷еской стратеãией
ãоëосования. Критериеì эффективности способа
поääержки буäеì с÷итатü увеëи÷ение СПК аëüтру-
иста посëе ввеäения наëоãа, а также увеëи÷ение
СПК аãента-эãоиста по сравнениþ с еãо прираще-
ниеì в обществе, состоящеì искëþ÷итеëüно из та-
ких аãентов.
На рис. 5 показаны приращения капитаëа у÷ас-

тников в обществе с поäохоäныì наëоãоì. Обще-
ство, как и ранüøе, состоит из 22 эãоистов и 3 аëü-
труистов (12 % общества). Приìенена ставка по-
äохоäноãо наëоãа в 13 % (налог № 1). Как виäно из
ãрафика, в резуëüтате перераспреäеëения äохоäы
аëüтруистов значительно превыøаþт äохоäы эãо-
истов. В то же вреìя бëаãосостояние эãоистов ос-
тается боëее высокиì, ÷еì в обществе без аëüтру-
истов. Такиì образоì, аãенты, ãоëосуþщие аëüтру-
исти÷ески, приносят поëüзу всеìу обществу, при
этоì становясü ãëавныìи бенефиöиараìи — «за-
жито÷ной» стратой; бытü «аëüтруистаìи1» о÷енü
выãоäно. Есëи позвоëитü аãентаì ìенятü страте-
ãиþ, то эãоисты буäут ãотовы ãоëосоватü аëüтруис-
ти÷но, ÷тобы из наëоãопëатеëüщиков превратитü-
ся в наëоãопоëу÷атеëей.

Рис. 4. График сравнения СПК (и их разности) общества из
25 эгоистов и общества из 22 эгоистов и 3 альтруистов:

 — эãоисти÷еское общество;  — общество
с треìя аëüтруистаìи;  — выãоäа от аëüтруисти÷ес-
кой стратеãии

1 В некоторых сëу÷аях наиìенование «аëüтруисты» закëþ-
÷ается в кавы÷ки, ÷тобы поä÷еркнутü, ÷то оно относится к
у÷астникаì с аëüтруисти÷еской стратегией голосования. В сиëу
рассìатриваеìой общественной поääержки ìотиваöия к выбо-
ру этой стратеãии ìожет бытü ìеркантиëüной, т. е. эãоисти÷ес-
кой. Наиìенование «эãоисты» также относится тоëüко к стра-
теãии ãоëосования.
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В связи с этиì отìетиì, ÷то разниöа ìежäу бëа-
ãосостояниеì эãоистов и аëüтруистов зависит от
соотноøения ÷исëа аãентов с разныìи стратеãия-
ìи. Чеì боëüøе в обществе аëüтруистов, теì ìенü-
øуþ «прибавку» кажäый из них поëу÷ает из наëо-
ãовоãо фонäа. В резуëüтате кривые СПК преäста-
витеëей äвух катеãорий у÷астников сбëижаþтся äо
поëноãо сëияния. Разниöа äохоäов аãентов разных
катеãорий зависит также от бëаãоприятности сре-
äы. В сиëу этих при÷ин естественно поäбиратü
ставку поäохоäноãо наëоãа в зависиìости от пара-
ìетров общества и среäы. Фиксированная ставка
ìожет привоäитü к неäостато÷ной иëи, наоборот,
избыто÷ной поääержке аëüтруистов. Так, в сëу÷ае,
преäставëенноì на рис. 5, набëþäается разрыв в
äохоäах, который труäно оправäатü.
Такиì образоì, äопоëнитеëüныì критериеì

оöенки способа поääержки ìожет сëужитü степенü
зависиìости эффекта приìенения наëоãа от пара-
ìетров внеøней среäы. Описанная выøе пробëе-
ìа ìожет бытü реøена посреäствоì боëее ãибких
схеì наëоãообëожения. Вот оäна из таких схеì
(налог № 2):

1. Посëе кажäоãо принятоãо преäëожения рас-

с÷итываеì  — СПК у÷астника на текущеì øаãе.
2. Нахоäиì суììу поëожитеëüных превыøений

наä СПК по обществу: S
exc

 = I{c
i
 > }�(c

i
 – ),

ãäе c
i
 — приращение капитаëа аãента i на текущеì

øаãе, I{�} — инäикаторная функöия события. Зна-
÷ение инäикаторной функöии равно еäиниöе, ес-
ëи утвержäение, указанное в фиãурных скобках,
верно, и нуëþ в иноì сëу÷ае.

3. Нахоäиì суììу, необхоäиìуþ äëя переäа÷и
аëüтруистаì, ÷тобы их инäивиäуаëüные прираще-
ния капитаëа стаëи не ниже среäних по обществу:

S
don

 = Altr(i)I{c
i
 < }�{  – c

i
}, ãäе Altr(i) = 1, есëи

i — аëüтруист, и Altr(i) = 0 в противноì сëу÷ае.
4. Нахоäиì коэффициент изъятия доходов:

u = .

5. С кажäоãо аãента i, у котороãо приращение ка-
питаëа выøе зна÷ения , взиìаеì наëоã (c

i
 – )u.

6. Собранный на äанноì øаãе наëоãовый фонä
распреäеëяеì ìежäу аãентаìи-аëüтруистаìи, ÷üи
приращения капитаëа быëи ниже зна÷ения , äо-
воäя их в то÷ности äо уровня .
Отìетиì, ÷то коэффиöиент u не ìожет превы-

ситü еäиниöу, поскоëüку в суììу S
exc

 вхоäят все
превыøения äохоäов наä среäниì, а S

don
 естü суì-

ìарный äефиöит äохоäов (по отноøениþ к среä-
неìу) ëиøü аëüтруистов, которыì преäëожены
приращения, ìенüøие среäнеãо. Поэтоìу äохоä
«с÷астëив÷иков», у которых c

i
 > , не ìожет опус-

титüся ниже зна÷ения .
Итак, схеìа взиìания наëоãа № 2 ãарантирует,

÷то кажäый аëüтруист поëу÷ит от кажäоãо преäëо-
жения приращение капитаëа не ниже среäнеãо по
обществу. При этоì наëоã пëатят не тоëüко эãоис-
ты, но и аëüтруисты, которыì исхоäно äостаëосü
приращение выøе среäнеãо. Ожиäаеìые прира-
щения капитаëа у÷астников при наëоãе № 2 пока-
заны на рис. 6.

Рис. 5. Среднее за шаг приращение капитала участников в случае
подоходного налога в 13 %. Сравнение с обществом, состоящим
из эгоистов:  — аëüтруисты (3 аëüтруиста в обществе);

 — эãоисты (3 аëüтруиста в обществе);  —
эãоисты (без аëüтруистов)
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Рис. 6. Среднее за шаг приращение капитала участников в случае
налога № 2. Сравнение с СПК альтруистов при 13%-ном подо-
ходном налоге (налог № 1):  — эãоисты (наëоã № 2);

 — аëüтруисты (наëоã № 2);  — аëüтруисты
(наëоã № 1)
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Поä÷еркнеì, ÷то сбор наëоãов опреäеëяет ëиøü
перераспреäеëение капитаëа внутри общества: про-
öесс принятия реøений не ìеняется, сëеäоватеëü-
но, на среäний капитаë общества наëоãи вëияния
не оказываþт. Как виäно из рис. 6, äохоäы аëüтру-
истов, как и при наëоãе № 1, заìетно превыøаþт
äохоäы эãоистов. Отëи÷ие от наëоãа № 1 состоит в
тоì, ÷то в небëаãоприятной среäе äохоäы «аëüтру-
истов» оказываþтся еще нескоëüко выøе. В äейст-
витеëüности, в зависиìости от ÷исëенности у÷аст-
ников с аëüтруисти÷еской стратеãией ãоëосования,
они ìоãут поëу÷атü при наëоãе № 2 как боëüøий,
так и ìенüøий, ÷еì при поäохоäноì наëоãе, äохоä.
Рассìотриì теперü налог № 3, призванный

уìенüøитü разниöу ìежäу äохоäаìи «аëüтруистов»
и эãоистов. Аëãоритì еãо сбора и распреäеëения
таков:

1. Посëе кажäоãо принятоãо преäëожения рас-

с÷итываеì  — СПК у÷астника на текущеì øаãе, а

также СПК аãентов-аëüтруистов . Есëи  ≥ ,

то без изìенений реаëизуется текущее преäëоже-
ние среäы, ина÷е перехоäиì к øаãу 2.

2. Нахоäиì суììу поëожитеëüных превыøе-
ний капитаëа наä среäниì приращениеì за хоä:

S
eхс = I{c

i
 > }�(c

i
 – ), как при наëоãе № 2.

3. Нахоäиì, как и при наëоãе № 2, суììу воз-
ìещений, необхоäиìуþ äëя тоãо, ÷тобы кажäый
аëüтруист поëу÷иë за хоä как ìиниìуì среäнее по

обществу приращение: S
don

 = Altr(i)I(c
i
 < ) Ѕ

Ѕ (  – c
i
).

4. Нахоäиì коэффициент изъятия доходов, обес-
пе÷иваþщеãо ãруппе аëüтруистов среäнее по об-

ществу приращение:  = .

5. Нахоäиì коэффициент прибавки — отноøе-
ние наëоãа, обеспе÷иваþщеãо аëüтруистаì среä-
нее по обществу приращение капитаëа, к S

don
:

q = .

6. С кажäоãо аãента i, ÷üе приращение выøе

среäнеãо, взиìаеì наëоã (c
i
 – ) .

7. Кажäоìу аëüтруисту, ÷üе исхоäное прираще-
ние капитаëа на äанноì øаãе ниже среäнеãо при-

ращения , äопëа÷иваеì из наëоãовоãо фонäа суì-

ìу, равнуþ (  – c
i
)q.

Привеäенный аëãоритì ãарантирует, ÷то на
кажäоì øаãе среднее приращение капитаëа аëüтру-

истов не ниже  — среäнеãо приращения по об-
ществу. Есëи исхоäно оно ниже, то выпëатаìи из
наëоãовоãо фонäа оно привоäится к среäнеìу; ес-
ëи выøе, то остается без изìенений.

На рис. 7 виäно, ÷то СПК аëüтруистов при на-
ëоãе № 3 заìетно ниже, ÷еì при наëоãе № 2. Менü-
øе и превыøение äохоäа «аëüтруиста» наä äохо-
äоì эãоиста.
Объясниì эту законоìерностü. Преäпоëожиì,

÷то аëüтруисты за øаã поëу÷иëи приращения в
среäнеì боëüøие, ÷еì эãоисты. Тоãäа наëоã № 3
не взиìается. При этоì наëоã № 2 обеспе÷иë бы
поëожитеëüнуþ прибавку теì аëüтруистаì, ÷ей ис-
хоäный äохоä быë ниже среäнеãо. И есëи прира-

щение выøе уровня  быëо ëиøü у аëüтруистов, то
общий äохоä аëüтруистов при наëоãе № 2 не из-
ìениëся бы; в противноì сëу÷ае он увеëи÷иëся бы
из-за эãоистов и стаë бы выøе, ÷еì при наëоãе № 3.

Теперü рассìотриì сëу÷ай, в котороì аëüтру-
исты поëу÷иëи за øаã в среäнеì ìенüøее прира-
щение капитаëа, ÷еì эãоисты. При наëоãе № 3 пос-
ëе перераспреäеëения äохоäов СПК аëüтруистов и

эãоистов буäут равны äруã äруãу и зна÷ениþ .
При наëоãе № 2 кажäый аëüтруист, исхоäно иìев-

øий приращение капитаëа ниже уровня , теперü

поëу÷ит приращение, равное зна÷ениþ . Прира-
щение же капитаëа аëüтруиста, исхоäно превы-

øавøее зна÷ение , останется выøе уровня .
Поэтоìу среäнее итоãовое приращение капитаëа
аëüтруистов при наëоãе № 2 в кажäоì сëу÷ае ока-
жется не ìенüøе, ÷еì при наëоãе № 3. В сиëу сто-
хасти÷ности преäëожений с вероятностüþ, рав-
ной еäиниöе, вреìя от вреìени буäут приниìатüся
преäëожения, при которых наëоã № 2 обеспе÷ит

Рис. 7. Среднее за шаг приращение капитала участников при на-
логе № 3. Сравнение с СПК «альтруистов» при налоге № 2:

 — эãоисты (наëоã № 3);  — аëüтруисты (на-
ëоã № 3);  — аëüтруисты (наëоã № 2)
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аëüтруистаì большее приращение капитаëа, ÷еì
наëоã № 3.
Привеäенное рассужäение äоказывает, ÷то ожи-

äаеìое приращение капитаëа «аëüтруистов» при

наëоãе № 3 (и ненуëевой äисперсии σ2) всеãäа ни-
же, ÷еì при наëоãе № 2.
Своäные резуëüтаты по всеì рассìотренныì

обществаì привеäены на рис. 8.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В работе преäëожены и иссëеäованы способы
поääержки аãентов с просоöиаëüныì повеäениеì
при ãоëосовании, поä÷иняþщеìся ìоäеëи ViSE.
Установëено, ÷то аëüтруисты увеëи÷иваþт капитаë
общества, ÷то поìоãает устранитü параäокс «яìы
ущерба». При этоì без перераспреäеëения äохоäов
бëаãосостояние просоöиаëüных аãентов ãоразäо
ниже, ÷еì у у÷астников-эãоистов, из ÷еãо ëоãи÷но
преäпоëожитü, ÷то такие аãенты заäуìаëисü бы о
сìене стратеãии, ÷то привеëо бы к ухуäøениþ со-
стояния всеãо общества. Рассìотрены три виäа на-
ëоãов: поäохоäный (№ 1), наëоã с «поäтяãивани-
еì» (на кажäоì øаãе) дохода каждого альтруиста
äо среäнеãо по обществу (№ 2) и наëоã с «поäтя-
ãиваниеì» среднего дохода альтруистов äо среäнеãо

по обществу (№ 3). Приìенение кажäоãо из этих
наëоãов обеспе÷ивает аëüтруистаì боëüøий среä-
ний капитаë, ÷еì эãоистаì, ÷то созäает äëя них
«ìеркантиëüный» стиìуë к выãоäноìу äëя обще-
ства аëüтруисти÷ескоìу ãоëосованиþ. Выãоäа об-
щества при этоì проявëяется в тоì, ÷то все у÷аст-
ники, как эãоисты, так и «аëüтруисты», поëу÷аþт
боëüøий среäний капитаë, ÷еì в обществе без аëü-
труистов.
При этоì ìожет возникнутü пробëеìа ÷резìер-

ноãо преìирования «аëüтруистов». Из рассìотрен-
ных поäхоäов ëу÷øе всеãо защищает от нее наëоã
№ 3, преìируþщий аëüтруистов в среäнеì в ìенü-
øеì объеìе, ÷еì наëоã № 2. Посëеäствия ввеäе-
ния поäохоäноãо наëоãа с фиксированной ставкой
(№ 1) сиëüно зависят от бëаãоприятности среäы и
äоëи аãентов-аëüтруистов, ÷то свиäетеëüствует о
еãо неãибкости. Вìесте с теì аäìинистрирование
наëоãов № 2 и № 3 требует поëной инфорìаöии о
äохоäах у÷астников и боëее сëожных рас÷етов, ÷то
äеëает эти наëоãи ìенее прозра÷ныìи и нескоëüко
усëожняет их практи÷еское приìенение. При этоì
во всех рассìотренных ìетоäах перераспреäеëе-
ния эãоисты в резуëüтате поëу÷аþт боëüøий äо-
хоä, ÷еì в обществе без просоöиаëüных аãентов,
÷то äеëает появëение аëüтруистов, поääерживае-

Рис. 8. Сводные данные о приращении капитала участников при рассмотренных налогах, без налогов и в обществе, состоящем из
эгоистов
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ìых наëоãоì, привëекатеëüныì в тоì ÷исëе äëя
аãентов с эãоисти÷еской стратеãией.

В сравнении со статüей [11], в которой поиск
оптиìаëüноãо способа наëоãообëожения ìотиви-
рован стреìëениеì обеспе÷итü разìер обществен-
ноãо бëаãа, ìаксиìизируþщий суììарнуþ функ-
öиþ поëезности общества, в настоящей работе
преäëожен и иссëеäован äруãой критерий опти-
ìаëüности наëоãа — степенü поääержки аãентов,
÷üя стратеãия способствует увеëи÷ениþ бëаãосо-
стояния общества. Законоìерности, выявëенные в
хоäе äанноãо иссëеäования, ìоãут бытü испоëüзо-
ваны при разработке реаëüных аëãоритìов наëоãо-
обëожения.
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TAX INCENTIVES FOR PROSOCIAL VOTING 
IN A STOCHASTIC ENVIRONMENT

V.A. Afonkin

Moscow Institute of Physics and Technology, Dolgoprudny, Russia
 afonkinvadim@yandex.ru

Abstract. Three income redistribution algorithms supporting the agents with prosocial voting are
considered within the Voting in Stochastic Environment (ViSE) model of social dynamics. The
first algorithm is income tax; the second one ensures that the income of each agent with the
prosocial strategy is not smaller than the average income; the third one ensures that the average
income of prosocial agents is not smaller than that of the entire society. The social utility of
prosocial voting is analyzed. The three algorithms are compared with each other. The effective-
ness of income tax depends on the environment. The second and third algorithms do not suffer
from this disadvantage. However, under certain conditions, the second algorithm provides too
many bonuses to prosocial agents. With any of these income redistribution algorithms, the egoists
get more profit than in a society without any prosocial agents. Thus, whenever such tax schemes
motivate some participants to choose the prosocial voting strategy, this will increase the expected
income of all agents.

Keywords: ViSE model, altruism, voting, social dynamics, tax, pit of losses, prosocial behavior.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В работах [1—3] преäëожена ìетоäика постро-
ения небëокируеìых фотонных коììутаторов со
стати÷еской саìоìарøрутизаöией äëя опти÷еских
суперкоìпüþтерных систеì. Систеìная сетü явëя-
ется небëокируеìой, есëи в ней äëя ëþбой пере-
становки пакетов ìожно проëожитü бесконфëик-
тные пути от исто÷ников к приеìникаì. Систеì-
ная сетü явëяется саìоìарøрутизируеìой, есëи
бесконфëиктные пути ìожно проëожитü ëокаëüно
по узëаì сети без их взаиìоäействия тоëüко на ос-
нове ìарøрутной инфорìаöии в пакетах. Нако-
неö, саìоìарøрутизаöия явëяется стати÷еской,
есëи ëþбой исто÷ник ìожет саìостоятеëüно на-
ìетитü бесконфëиктные пути к своеìу приеìнику
без взаиìоäействия с äруãиìи исто÷никаìи.

Заäа÷а построения небëокируеìых систеìных
сетей äо посëеäнеãо вреìени не иìеëа своеãо поë-
ноãо реøения. В ëу÷øеì сëу÷ае преäëаãаëисü пе-

рестраиваеìые ìноãокаскаäные сети Кëоза [4, 5].
В перестраиваеìых сетях [4] возìожна бесконф-
ëиктная реаëизаöия ëþбой перестановки пакетов
äанных, но бесконфëиктное расписание äëя каж-
äой перестановки прихоäится составëятü отäеëü-
но, и оно не явëяется саìоìарøрутизируеìыì.

Известны небëокируеìые сети Кëоза [6]. Оäна-
ко äëя них äо сих пор не преäëожено проöеäур ни
стати÷еской, ни хотя бы äинаìи÷еской ìарøрути-
заöии. Кроìе тоãо, они иìеþт зна÷итеëüно боëü-
øуþ сëожностü, ÷еì перестраиваеìые сети Кëоза,
и на практике не приìеняþтся.
В ка÷естве систеìной сети øироко приìеняет-

ся p-и÷ный r-ìерный обобщенный ãиперкуб [7, 8].
Оäнако при r > 2 он не явëяется ни небëокируе-
ìыì, ни äаже перестраиваеìыì. Дëя превращения
еãо в перестраиваеìуþ сетü прихоäится увеëи÷и-
ватü в неì ÷исëо канаëов. Так, при p = 2 äостато÷-
но уäвоитü ÷исëо канаëов оäноãо изìерения [9].
При этоì сäвоенный ãиперкуб, в котороì все ка-

Аннотация. Преäëожен новый ìетоä построения äвухкаскаäноãо äуаëüноãо фотонноãо
коììутатора с повыøенныìи функöионаëüныìи характеристикаìи в систеìноì базисе
из ìаëоканаëüных фотонных коììутаторов и фотонных ìуëüтипëексоров и äеìуëüтип-
ëексоров. В äуаëüноì коììутаторе совìещены øинный и коììутаторный способы раз-
реøения конфëиктов. Метоä обеспе÷ивает построение небëокируеìых коììутаторов
со стати÷еской саìоìарøрутизаöией, а также обеспе÷ивает существенное повыøение
быстроäействия коììутаторов при оäинаковоì ÷исëе канаëов и существенное увеëи÷е-
ние ÷исëа канаëов при оäинаковоì быстроäействии по сравнениþ с ранее построенныìи
небëокируеìыìи äуаëüныìи коììутатораìи. Построенные небëокируеìые коììутато-
ры иìеþт ìаксиìаëüное возìожное äëя них быстроäействие и øирокуþ ìасøтабируе-
ìостü по ÷исëу канаëов. Показано, ÷то äуаëüные коììутаторы иìеþт сопоставиìуþ
коììутаöионнуþ сëожностü по сравнениþ с поëныìи коììутатораìи и иìеþт ìенüøуþ
канаëüнуþ сëожностü, ÷еì поëные коììутаторы.

Ключевые слова: физи÷еский уровенü, фотонный коììутатор, äуаëüный коììутатор, ìноãокаскаä-
ный коììутатор, бесконфëиктная саìоìарøрутизаöия, небëокируеìый коììутатор, стати÷еская
саìоìарøрутизаöия, квазипоëный орãраф, коììутаöионные свойства, пряìые канаëы, ìасøтаби-
руеìостü и быстроäействие.
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наëы äубëированы, иìеет бесконфëиктные распи-
сания сразу äëя äвух перестановок [10].
Неäавно уäаëосü сäеëатü небëокируеìыì трех-

ìерный ãиперкуб с äинаìи÷еской саìоìарøрути-
заöией [11]. Оäнако äëя этоãо потребоваëосü уве-
ëи÷итü ÷исëо канаëов и степенü составëяþщих
коììутаторов по÷ти втрое.
Теì не ìенее, заäа÷а построения небëокируе-

ìой саìоìарøрутизируеìой сети иìеет реøение
в ÷астноì сëу÷ае сетей с топоëоãией квазипоëно-
ãо ãрафа и орãрафа [12]. К сожаëениþ, ÷исëо N
абонентов (проöессоров) таких сетей не превос-
хоäит кваäрата степени p составных коììутато-

ров: N = p(p – 1)/σ + 1 и N = p2 соответственно,
ãäе σ — ÷исëо разных канаëов ìежäу абонентаìи.
При этоì они иìеþт коììутаöионнуþ сëожностü
боëüøе, а канаëüнуþ сëожностü ìенüøе, ÷еì у
поëноãо ãрафа. Квазипоëный ãраф изоìорфен та-
коìу ìатеìати÷ескоìу объекту, как непоëная урав-
новеøенная бëок-cхеìа [13—17], а квазипоëный
орãраф изоìорфен äвухìерноìу обобщенноì ãи-
перкубу (параëëеëоãраììу) иëи äвухìерноìу ìуëü-
тикоëüöу. В ÷астности, äва ìëаäøих изìерения ÷е-
тырехìерноãо ãиперкуба Dragonfly (CRAY XC-30)
[8] выпоëнены в виäе параëëеëоãраììа 6Ѕ16 и
преäставëяþт собой небëокируеìуþ саìоìарøру-
тизируеìуþ поäсетü.
Сети с топоëоãией квазипоëных ãрафов и орã-

рафов ìожно расøирятü, увеëи÷ивая ÷исëо их
абонентов, и не ìенятü при этоì свойств небëо-
кируеìости и саìоìарøрутизируеìости. Это осу-
ществëяется с поìощüþ ìетоäа инвариантноãо
расøирения систеìных сетей [12, 18]. К сожаëе-
ниþ, при этоì еще боëüøе увеëи÷ивается коììу-
таöионная сëожностü расøиренных сетей, ÷то
сиëüно оãрани÷ивает их ìасøтабируеìостü.
Отìетиì, ÷то боëüøинство совреìенных сис-

теìных сетей (сети Кëоза [5], обобщенные ãипер-
кубы [8], ìноãоìерные торы [19], иерархия поë-
ных ãрафов коìпании IBM [20], тоëстое äерево
Melanox [21, 22]) не ìоãут бесконфëиктно реаëи-
зоватü произвоëüнуþ перестановку пакетов в оä-
ноì сеансе. Часто прихоäится орãанизовыватü
повторные переäа÷и забëокированных в буферах
пакетов. В настоящее вреìя преäëаãаþтся уже фо-
тонные коìпüþтеры [23], фотонные сети которых
не соäержат в канаëах никакой буферной паìяти
äëя забëокированных пакетов.
В работах [1—3] ввеäено понятие äуаëüных сетей

и построены новые äуаëüные сети, приãоäные äëя
фотонных коìпüþтеров, которые бесконфëиктно
реаëизуþт произвоëüные перестановки пакетов
при нескоëüко ìенüøеì канаëüноì быстроäейст-
вии. Метоäика построения этих сетей основана на
÷етырех базовых поëожениях.
Приìенение ÷етырехканаëüноãо коììутатора
новой структуры, который явëяется дуальным по

способу разрешения конфликтов. Он совìещает
øинный способ (развеäение конфëиктуþщих
сиãнаëов по разныì тактаì в оäноì канаëе) и
коììутаторный способ (развеäение конфëик-
туþщих сиãнаëов по разныì канаëаì).
Допущение о переäа÷е сиãнаëüной и управëяþ-
щей инфорìаöии äëя коììутаторов параëëеëü-
но на разных ÷астотах äëя кажäоãо разряäа äан-
ных. Это позвоëяет снятü пробëеìу синхрони-
заöии сиãнаëов разных канаëов.
Способ каскаäирования коììутаторов, по ко-
тороìу I-й канаë J-ãо коììутатора оäноãо кас-
каäа поäсоеäиняется к J-ìу канаëу I-ãо коììу-
татора в сëеäуþщеì каскаäе. С поìощüþ об-
ìенных связей преäыäущий и сëеäуþщий кас-
каäы äоëжны вкëþ÷атü в себя оäинаковое
÷исëо коììутаторов с оäинаковыì ÷исëоì ка-
наëов кажäый. Этот способ позвоëяет созäаватü
ìноãоканаëüные коììутаторы с ìаëыì ÷исëоì
каскаäов.
Баëансировка быстроäействия и сëожности
ìноãокаскаäноãо коììутатора основывается на
приìенении ìетоäа инвариантноãо расøире-
ния систеìных сетей [4], сохраняþщеãо небëо-
кируеìостü и быстроäействие коììутатора при
увеëи÷ении ÷исëа еãо канаëов. Это ìетоä бази-
руется на испоëüзовании расøиренной схеì-
ной базы, состоящей как из коììутаторов pЅp
на p канаëов, так и пар ìуëüтипëексоров 1Ѕp и
äеìуëüтипëексоров pЅ1 (p ≥ 2).
В работах [1—3] оäна из схеì äуаëüноãо коììу-

татора 4Ѕ4 иìеет виä äвухкаскаäной схеìы из ÷е-
тырех äеìуëüтипëексоров и ÷етырех ìуëüтипëек-
соров с обратныìи связяìи ÷ерез ëинии заäержки
(рис. 1). Каскаäы коììутатора соеäинены обìен-
ныìи связяìи.
Есëи изìерятü сëожностü ìуëüтипëексоров М4

и äеìуëüтипëексоров Д4 в ÷исëе то÷ек коììутаöии
как равнуþ ÷етыреì, то коììутаöионная сëож-
ностü коììутатора заäается как S1 = 32.

Коìбинаöия из äвух управëяþщих ÷астот оäно-
зна÷но опреäеëяет режиì äеìуëüтипëексора, в ко-
тороì инфорìаöионный сиãнаë ìожет бытü на-
правëен на оäин из ÷етырех выхоäов. Возìожные
коìбинаöии управëяþщих сиãнаëов привеäены в
табë. 1.

Таблица 1
Óïðàâëÿþùèå ÷àñòîòû äëÿ ôîòîííîãî êîììóòàòîðà 4Ѕ4

Ноìер выхоäа Управëяþщие ÷астоты

1 λ1λ1

2 λ1λ2

3 λ2λ1

4 λ2λ2
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Сиãнаëы с выхоäов äеìуëüтипëексора поступа-
þт на вхоäы ìуëüтипëексора. Оäин из них пропус-
кается на выхоä, а остаëüные возвращаþтся на
свои ëинии заäержки ЛЗδ. С поìощüþ обратных
связей ÷ерез ЛЗδ в коììутаторе реаëизуется функ-
öия äинаìи÷еской заäержки сиãнаëов.
Дуаëüный коììутатор КК4 обеспе÷ивает не-

бëокируеìостü при стати÷еской саìоìарøрутиза-
öии, есëи выбратü соответствуþщуþ äëину ëинии
заäержки δ. Зна÷ение δ зависит от ноìера каскаäа,
в котороì испоëüзуется коììутатор КК4.
В первоì каскаäе δ = 1. Пустü на вхоäы коì-

ìутатора КК4 оäновреìенно поступаþт ÷етыре
сиãнаëа äëитеëüностüþ T0, приниìаеìой за оäин
такт. С поìощüþ äинаìи÷еской заäержки сиãна-
ëов на еãо выхоäах возìожна реаëизаöия оäноãо из
÷етырех вариантов разìещения сиãнаëов: по оäно-
ìу на кажäоì выхоäе, по äва сиãнаëа поäряä на
äвух выхоäах, оäин и три сиãнаëа поäряä на äвух
выхоäах и ÷етыре сиãнаëа поäряä на оäноì выхоäе.
Они преäставëены на рис. 2. В резуëüтате коììу-
татор КК4 окажется небëокируеìыì на ëþбоì
вхоäноì трафике при äëитеëüности периоäа T1 ин-

форìаöионных сиãнаëов в ÷етыре такта.
Сëеäоватеëüно, небëокируеìый саìоìарøру-

тизируеìый коììутатор КК4 иìеет такие харак-
теристики: периоä сиãнаëов T1 = 4 = N1 тактов,
÷исëо канаëов N1 = 4 и коììутаöионнуþ сëож-

ностü S1 = 32 = .

В работах [1—3] быë рассìотрен äвухкаскаäный
коììутатор 16Ѕ16 К216 с обìенныìи связяìи, со-
стоящий из ÷етырех коììутаторов КК4 в кажäоì
каскаäе. В первоì каскаäе испоëüзуþтся ЛЗ1, а во
второì — ЛЗ0, т. е. ëинии заäержки не испоëüзу-
þтся. На произвоëüной перестановке пакетов К216

оказаëся небëокируеìыì саìоìарøрутизируеìыì
коììутатороì с такиìи характеристикаìи: ÷исëо

канаëов N2 = 16, периоä сиãнаëов T2 = 4 = 

тактов и коììутаöионная сëожностü S2 = 2�4�32 =

= 256 = .

В работах [1—3] быë рассìотрен ÷етырехкас-
каäный коììутатор 256Ѕ256 К4256 с обìенныìи
связяìи, состоящий из 16 коììутаторов К216 в
кажäоì каскаäе. Он состоит из ÷етырех каскаäов
коììутаторов КК4. В первоì каскаäе испоëüзу-
þтся ЛЗ1, во второì — ЛЗ4, в третüеì — ЛЗ15 и
в ÷етвертоì — ЛЗ0, т. е. ëинии заäержки не ис-
поëüзуþтся. На произвоëüной перестановке паке-
тов К4256 оказаëся небëокируеìыì саìоìарøру-
тизируеìыì коììутатороì с такиìи характерис-

тикаìи: периоä сиãнаëов T4 = 49 ≈ 3  тактов,

÷исëо канаëов N4 = 256 и коììутаöионная сëож-

ностü S4 = 2�16�256 = 8192 = . Отìетиì

зäесü боëüøой периоä разряäов (низкое быстро-
äействие) и ìаëуþ сëожностü этоãо коììутатора.
В работах [1—3] быëа преäëожена баëансировка

соотноøения «быстроäействие — сëожностü» с по-
ìощüþ инвариантноãо расøирения коììутаторов
с ìаëыì периоäоì. В ÷астности, расøиряëся коì-
ìутатор К216 посреäствоì испоëüзования внеø-

них ìуëüтипëексоров М4 и äеìуëüтипëексоров Д4.
В резуëüтате быë построен небëокируеìый саìо-
ìарøрутизируеìый коììутатор К364, состоящий
из 16-ти коììутаторов К216 и 64-х äеìуëüтипëек-
соров Д4 и ìуëüтипëексоров М4 и иìеþщий такие
характеристики: ÷исëо канаëов N3 = 64, периоä

Рис. 1. Обобщенная схема дуального коммутатора КК4: М4 —
ìуëüтипëексор на ÷етыре вхоäа, Д4 — äеìуëüтипëексор на ÷е-
тыре выхоäа, ЛЗδ — ëиния заäержки äëиной в δ сиãнаëов

N1
5/2

N2
1/2

N2
2

Рис. 2. Разные варианты распределения входных сигналов по ли-
ниям и тактам

N4
1/2

N4
1,625
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сиãнаëов T3 = 4 =  тактов и коììутаöионнуþ

сëожностü S3 = 16�256 + 4�128 = 4�608 = .

В настоящей статüе небëокируеìый коììута-
тор с топоëоãией квазипоëноãо орãрафа испоëü-
зуется не тоëüко äëя расøирения äвухкаскаäных
коììутаторов, а сразу äëя их построения. В ре-
зуëüтате уäается построитü коììутаторы с боëü-
øиì быстроäействиеì (ìенüøиì периоäоì сиãна-
ëов) и с боëüøиì ÷исëоì канаëов, ÷еì в работах
[1—3].
В § 1 рассìатривается структура и характерис-

тики коììутатора с топоëоãией квазипоëных ãра-
фов при ëþбоì ÷исëе портов p. В § 2 рассìатри-
вается основная иäея повыøения быстроäействия
и ÷исëа канаëов äëя p = 2 на приìере построе-
ния небëокируеìоãо трехкаскаäноãо коììутато-
ра. В § 3 эта иäея реаëизуется поëностüþ на при-
ìере построения небëокируеìоãо äвухкаскаäноãо
коììутатора при p = 2. В § 4 äается построение
анаëоãи÷ноãо äвухкаскаäноãо коììутатора при ëþ-
боì p. В § 5 описывается расøирение äвухкаскаä-
ноãо коììутатора в коììутаторы с боëüøиì ÷ис-
ëоì канаëов и неизìенныì периоäоì сиãнаëов.

1. ÍÅÁËÎÊÈÐÓÅÌÛÉ ÑÀÌÎÌÀÐØÐÓÒÈÇÈÐÓÅÌÛÉ 
ÊÎÌÌÓÒÀÒÎÐ Ñ ÒÎÏÎËÎÃÈÅÉ 

ÊÂÀÇÈÏÎËÍÎÃÎ ÎÐÃÐÀÔÀ

Пустü иìеется N1 = p2 äуаëüных коììутаторов
pЅp (ККp). Дëя p = 4 схеìа кажäоãо из них приве-
äена на рис. 1. В общеì сëу÷ае они преäставëяþт

собой äвухкаскаäнуþ схеìу с обìенныìи связяìи,
в первоì каскаäе которой нахоäятся p äеìуëüти-
пëексоров pЅ1 (Дp), а во второì каскаäе — p ìуëü-
типëексоров 1Ѕp (Мp) с обратныìи связяìи ÷ерез
ëинии заäержки ЛЗδ по кажäоìу вхоäу. Кажäый
коììутатор ККp иìеет коììутаöионнуþ сëож-

ностü S1 = 2p
2.

Из N1 = p2 коììутаторов ККp а также N1 ìуëü-

типëексоров Мp без ëиний заäержки и N1 äеìуëü-

типëексоров Дp ìожно составитü небëокируеìый
саìоìарøрутизируеìый коììутатор N1ЅN1 со
структурой квазипоëноãо орãрафа — КПN1. Меж-

соеäинения в неì заäаþтся табëиöей инöиäенöий,
в ка÷естве приìера которой äëя p = 4 привеäена
табë. 2. Схеìа саìоãо коììутатора КП16 изобра-
жена на рис. 3.
Коììутатор КПN1 явëяется небëокируеìыì не

тоëüко на перестановках пакетов, но и при ëþбоì
распреäеëении N1 пакетов по выхоäаì, при кото-
роì на кажäый выхоä направëяется не боëее p па-
кетов.

N3
1/3

N3
2,028

Таблица 2
Ìåæñîåäèíåíèÿ â êîììóòàòîðå 16Ѕ16 ÊÏ16 

ñ òîïîëîãèåé êâàçèïîëíîãî îðãðàôà

Сиìпëексные 
канаëы от абонентов

Коììу-
таторы 

4Ѕ4 КК4

Сиìпëексные 
канаëы к абонентаì

1 2 3 4 1 1 5 9 13
2 3 4 1 2 2 6 10 14
3 4 1 2 3 3 7 11 15
4 1 2 3 4 4 8 12 16
5 6 7 8 5 5 9 13 1
6 7 8 5 6 6 10 14 2
7 8 5 6 7 7 11 15 3
8 5 6 7 8 8 12 16 4
9 10 11 12 9 9 13 1 5
10 11 12 9 10 10 14 2 6
11 12 9 10 11 11 15 3 7
12 9 10 11 12 12 16 4 8
13 14 15 16 13 13 1 5 9
14 15 16 13 14 14 2 6 10
15 16 13 14 15 15 3 7 11
16 13 14 15 16 16 4 8 12

Рис. 3. Коммутатор КП16 с топологией квазиполного орграфа.
Квадраты задают коммутаторы КК4, а треугольники — мульти-
плексоры М4 и демультиплексоры Д4
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Коììутатор КПN1 иìеет такие характеристики:

÷исëо канаëов N1 = p2, периоä сиãнаëов τ = p и

коììутаöионнуþ сëожностü Σ = S1N1 + 2pN1 =

= 2p
2
N1 + 2pN1 = 2p

3(p + 1). В äаëüнейøеì äëя
ëþбых коììутаторов рассìатривается и кабеëüная
сëожностü по ÷исëу сиìпëексных канаëов в них.

Дëя КПN1 она заäается как Λ = 2pN1 = 2p3. Все ха-
рактеристики коììутатора преäставëены в табë. 3.
Коììутатор КПN1 ìы с÷итаеì оäнокаскаäныì —

по ÷исëу каскаäов коììутаторов ККp. В äаëüней-
øеì ÷исëо каскаäов с÷итается по ÷исëу каскаäов
коììутаторов ККp.
Поä÷еркнеì, ÷то коììутатор КПN1 явëяется не-

бëокируеìыì не тоëüко на перестановках пакетов,
но и при ëþбоì распреäеëении N1 вхоäных паке-
тов по выхоäаì, при котороì на кажäый выхоä на-
правëяется не боëее p пакетов.
Расøирение табëиöы äо p = 8 объясняется теì,

÷то уже разработан äуаëüный фотонный коììута-
тор 8Ѕ8, т. е. КК8 [24].
В § 2 и 3 испоëüзуþтся äуаëüные коììутаторы

КК2 и КП4, преäставëенные на рис. 4. Заìетиì,
÷то оäнокаскаäный коììутатор КП4 иìеет те же
периоä сиãнаëов и ÷исëо канаëов, ÷то и äвухкас-
каäный коììутатор, построенный из КК4 в рабо-
тах [1—3].

2. ÍÅÁËÎÊÈÐÓÅÌÛÉ ÑÀÌÎÌÀÐØÐÓÒÈÇÈÐÓÅÌÛÉ 
ÒÐÅÕÊÀÑÊÀÄÍÛÉ ÊÎÌÌÓÒÀÒÎÐ

Составиì из äуаëüноãо коììутатора КП4 саìо-
ìарøрутизируеìуþ äвухкаскаäнуþ сетü С216 с об-
ìенныìи связяìи, преäставëеннуþ на рис. 5. Она
состоит из äвух каскаäов, кажäый каскаä — из ÷е-
тырех коììутаторов КП4. К сожаëениþ, эта сетü
не явëяется 16-канаëüныì небëокируеìыì коììу-
татороì, так как ìожет иìетü конфëикты сиãнаëов
на каскаäе ìуëüтипëексоров М2, выäеëенных се-
рой заëивкой. Конфëиктоватü ìоãут сиãнаëы в
первоì и второì тактах. Чтобы разреøитü эти кон-
фëикты äостато÷но иìетü в указанных ìуëüтипëек-

сорах ЛЗδ c δ = 2, как показано на рис. 6. Тоãäа
ìожно усëовно с÷итатü, ÷то они образуþт второй
каскаä äуаëüных коììутаторов без äеìуëüтипëек-
соров. В резуëüтате образуется трехкаскаäный не-
бëокируеìый саìоìарøрутизируеìый коììутатор
К316. Он обëаäает такиìи характеристикаìи: ÷ис-

ëо канаëов N3 = 16 = 24, периоä сиãнаëов T3 = 4,

Таблица 3
Õàðàêòåðèñòèêè êîììóòàòîðà ÊÏN1

p 2 3 4 5 6 7 8

N1 4 9 16 25 36 49 64

Σ 48 216 640 1500 3024 5488 9216

Σ

Λ 16 54 128 250 432 686 1024

Λ

N1
2,79

N1
2,45

N1
2,33

N1
2,27

N1
2,24

N1
2,21

N1
2,19

N1
2

N1
1,82

N1
1,75

N1
1,72

N1
1,69

N1
1,68

N1
1,67

Рис. 4. Неблокируемый самомаршрутизируемый коммутатор
КП4

Рис. 5. Двухкаскадная сеть С
2
16
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коììутаöионная сëожностü S3 = 2N1Σ|
p = 2 = 384 =

=  и кабеëüная сëожностü L3 = 2N1Λ +

+ N1|p = 2 = 144 = .

Сравниì характеристики äанноãо трехкаскаä-
ноãо коììутатора и описанноãо во ввеäении äвух-
каскаäноãо коììутатора, составëенноãо из КК4.
Они иìеþт по 16 канаëов, отноøение периоäов
сиãнаëов γ = T3/T2 = 2/4 = 0,5 и отноøение коì-

ìутаöионных сëожностей σ = S3/S2 = 384/256 = 1,5.

Произвеäение γσ = 0,75 показывает во скоëüко раз
сокращение периоäа сиãнаëа ìенüøе увеëи÷ения
коììутаöионной сëожности.
Испоëüзуя коììутаторы КП16 анаëоãи÷ныì

образоì, ìожно построитü äвухкаскаäнуþ саìо-
ìарøрутизируеìуþ сетü С3256 с обìенныìи свя-
зяìи. Она состоит из äвух каскаäов по 16 коììу-
таторов КП16 в кажäоì каскаäе. В этой сети ìоãут
бытü конфëикты на ìуëüтипëексорах М4 первоãо
каскаäа. Дëя тоãо, ÷тобы сäеëатü С3256 трехкаскаä-

ныì небëокируеìыì саìоìарøрутизируеìыì коì-
ìутатороì, äостато÷но испоëüзоватü в ìуëüти-
пëексорах М4 ëинии заäержки ЛЗδ c δ = 4 (рис. 7).
В резуëüтате образуется трехкаскаäный небëоки-
руеìый саìоìарøрутизируеìый коììутатор К3256

с такиìи характеристикаìи: ÷исëо канаëов N3 =

= 256 = 44, периоä сиãнаëов T3 = 11, коììутаöи-

онная сëожностü S3 = 2N1Σ|
p = 4 = 20�480 = 

и кабеëüная сëожностü L3 = 2N1Λ + N1|p = 4 =

= 4�352 = . Обоснование зна÷ения δ и T3 äа-

ется ниже в ëеììе 1.
Сравниì характеристики äанноãо трехкаскаäно-

ãо коììутатора при p = 4 и описанноãо во ввеäении

÷етырехкаскаäноãо коììутатора с теì же p. Они
иìеþт по 256 канаëов, отноøение периоäов сиãна-
ëов γ = T3/T4 = 10/49 ≈ 0,204 и отноøение коììу-
таöионных сëожностей σ = S3/S4 = 20�480/8�192 =

= 2,5. Произвеäение γσ = 0,51 показывает, во скоëü-
ко раз сокращение периоäа сиãнаëа ìенüøе уве-
ëи÷ения коììутаöионной сëожности.
Дëя произвоëüноãо p > 2 трехкаскаäный коììу-

татор К3p
4 строится анаëоãи÷но из коììутаторов

КПp
2. Дëя неãо ìожно сфорìуëироватü сëеäуþ-

щуþ ëеììу.
Лемма 1. Для неблокируемости коммутатора

К3p
4 достаточно, чтобы мультиплексор Мp первого

каскада имел ЛЗδ c δ = p и период сигналов длитель-
ности

T3 = p2. (1)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. На вхоäы Мp поступает p сиã-
наëов с возìожныì их распреäеëениеì на отрезке от 1
äо p тактов. В конфëиктной ситуаöии они распреäеëены
ìаксиìаëüно на отрезе от 1 äо p тактов. Дëя тоãо ÷тобы
при ëþбых конфëиктах перви÷ные сиãнаëы не накëаäы-
ваëисü на сиãнаëы, заäержанные в ЛЗδ, äостато÷но вы-
поëнения усëовия δ = p.

N3
2,15

N3
1,79

Таблица 4
Õàðàêòåðèñòèêè êîììóòàòîðîâ Ê3N3

p δ N3=p
4

T3=p
2 S3 L3

2 2 16 4 384 = 144 = 

3 3 81 9 3888 = 1053 = 

4 4 256 16 20 480 = 4352 = 

5 5 625 25 75 000 = 13 125 = 

6 6 1 296 36 217 728 = 32 400 = 

7 7 2 401 49 537 824 = 69 629 = 

8 8 4 096 64 1 179 648 = 135 168 = 

N3
2,15

N3
1,79

N3
1,88

N3
1,58

N3
1,79

N3
1,51

N3
1,74

N3
1,47

N3
1,71

N3
1,45

N3
1,70

N3
1,43

N3
1,68

N3
1,42

N3
1,79

N3
1,51

Рис. 6. Мультиплексор М2 с линиями задержки для первого кас-
када

Рис. 7. Мультиплексор М4 с линиями задержки для первого кас-
када
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Максиìаëüное ÷исëо конфëиктуþщих сиãнаëов воз-
никает при распреäеëении всех сиãнаëов по p тактаì.
В этоì сëу÷ае разреøение конфëикта потребует повтор-
ноãо пропускания конфëиктуþщих сиãнаëов ÷ерез ЛЗδ
p раз, ÷то распреäеëит их на отрезке от 1 äо p2 тактов.
Что и требоваëосü äоказатü. ♦
Справеäëивостü форìуëы (1) быëа поäтвержäе-

на ÷исëенныì ìоäеëированиеì на ìоäеëи коììу-
татора с синхронной ãенераöией произвоëüных
перестановок пакетов.

При произвоëüноì p ≥ 2 коììутаторы К3p
4
 иìе-

þт характеристики, преäставëенные в табë. 4.

3. ÍÅÁËÎÊÈÐÓÅÌÛÉ ÑÀÌÎÌÀÐØÐÓÒÈÇÈÐÓÅÌÛÉ 
ÄÂÓÕÊÀÑÊÀÄÍÛÉ ÄÂÎÈ×ÍÛÉ ÊÎÌÌÓÒÀÒÎÐ

Трехкаскаäный коììутатор К316 ìожно пре-
вратитü в небëокируеìый äвухкаскаäный коììу-
татор К216 способом внутреннего распараллелива-
ния, есëи вырезатü каскаä М2 с ЛЗp из первоãо кас-
каäа (рис. 5) и развести конфëиктуþщие сиãнаëы
по äвуì копияì второãо каскаäа (рис. 8). Выхоäы
с этих копий объеäиняþтся äопоëнитеëüныì кас-
каäоì М2. Коììутатор К216 иìеет такие характе-
ристики: ÷исëо канаëов N2 = 16, периоä сиãнаëов

T2 = 2, коììутаöионнуþ сëожностü S2 = N1(Σ –

– pN1) + pN2|p = 2 = 576 =  и кабеëüнуþ сëож-

ностü L2 = (p + 1) N1Λ + pN2|p = 2 = 224 = .

Отìетиì, ÷то коììутатор К216 иìеет боëüøуþ
нескоëüко боëüøуþ сëожностü, ÷еì К316. Заìетиì

также, ÷то äвухкаскаäный коììутатор К216 и äвух-
каскаäный коììутатор, составëенный из коììута-
торов КК4 в работах [1—3], иìеþт оäинаковое
÷исëо канаëов, но первый иìеет вäвое ìенüøий
периоä сиãнаëов.

4. ÍÅÁËÎÊÈÐÓÅÌÛÉ ÑÀÌÎÌÀÐØÐÓÒÈÇÈÐÓÅÌÛÉ 
ÄÂÓÕÊÀÑÊÀÄÍÛÉ P-È×ÍÛÉ ÊÎÌÌÓÒÀÒÎÐ

При p > 2 из коììутаторов КПN1 (N1 = p2) спо-
собом внутреннего распараллеливания ìожно пос-
троитü небëокируеìый саìоìарøрутизируеìый

äвухкаскаäный p-и÷ный коììутатор K2N1
2 иëи

K2N2 (рис. 9) с ÷исëоì канаëов N2 = p4. На рис. 9
трапеöия С2,1 обозна÷ает схеìу коììутатора КПN1

без выхоäных ìуëüтипëексоров Мp, иìеþщуþ N1

вхоäов и N1 ãрупп выхоäов по p выхоäов в ãруппе.
Кваäрат С2,2 обозна÷ает схеìу поëноãо коììутато-
ра КПN1 с N1 вхоäаìи и N1 выхоäаìи. Треуãоëüник
С2,3 — схеìу ìуëüтипëексора Мp.

Набор из N1 схеì С2,1 обозна÷ается как набор

. В неì выхоäы схеì С2,1 нуìеруþтся как I, J, k,

ãäе I (1 ≤ I ≤ N1) заäает ноìер схеì С2,1 в , J

(1 ≤ J ≤ N1) — ноìер ãруппы из p выхоäов схеìы
С2,1 и k (1 ≤ k ≤ p) — ноìер выхоäа в ãруппе.

N2
2,29

N3
1,95

C2
*

Рис. 8. Двоичный двухкаскадный неблокируемый самомаршру-
тизируемый коммутатор К

2
16. Каналы к копиям второго каскада

и от них обозначены пунктиром

C2
*
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Рис. 9. Двухкаскадный p-ичный неблокируемый самомаршрутизируемый коммутатор К
2
N

2
. Каналы к k-й и p-й копиям второго каскада

и от них обозначены короткими и длинными пунктирами
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Набор из N1 схеì С2,2 обозна÷ается как набор
С2. В неì вхоäы схеì С2,2 нуìеруþтся как I, J, ãäе
I (1 ≤ I ≤ N1) заäает ноìер схеìы С2,2 в наборе С2,

а J (1 ≤ J ≤ N1) — ноìер вхоäа схеìы С2,2. Иìеется
p копий набора С2.

Межäу выхоäаìи схеì С2,1 в наборе  и вхо-
äаìи схеì С2,2 в кажäой из p копий набора С2 иìе-
þт ìесто обìенные связи, при которых выхоäы I,

J, k набора  поäсоеäиняþтся ко вхоäаì J, I, k-й
копии набора С2.

Набор  и кажäый набор С2 в k-й ãруппе иìе-
þт обìенные связи, а иìенно: выхоäы I, J, k схеì
С2,1 соеäиняþтся со вхоäаìи J, I схеì С2,2 в k-й ко-
пии наборов С2. Выхоäы k копий наборов С2 объ-
еäиняþтся N2 схеìаìи в выхоäы коììутатора K2N2.

Кажäая схеìа С2,1 иìеет коììутаöионнуþ сëож-

ностü S2,1 = ∑ – pN1 = 2p2
N1 + pN1 и кабеëüнуþ

сëожностü вìесте с выхоäныìи ëинияìи на копии
С2,2 – L2,1 = Λ = 2pN1. Кажäая копия С2,2 иìеет коì-

ìутаöионнуþ сëожностü S2,2 = ∑ = 2p2
N1 + 2pN1 и

кабеëüнуþ сëожностü L2,2 = Λ = 2pN1. Кажäая схе-
ìа С2,3 иìеет коììутаöионнуþ сëожностü S2,3 = p

и кабеëüнуþ сëожностü вìесте с вхоäныìи ëини-
яìи с копий С2,2 – L2,3 = p. В резуëüтате коììута-
öионная и кабеëüная сëожности коììутатора K2N2

составëяþт S2 = N1S2,1 + pN1S2,2 + N2S2,3 = 2N2(p
3 +

+ 2p2 + p) = 2( + 2 + ) и L2 = N1L2,1 +

+ pN1L2,2 + N2L2,3 = N2(2p
2 + 2p + p) = 2  +

+ 3  соответственно. В табë. 5 преäставëены

характеристики коììутаторов K2N2 в их сопостав-
ëении с коììутатораìи K3N3 (табë. 4).

Из табë. 5 сëеäует, ÷то äвухкаскаäные коììута-
торы K2N2 и äвухкаскаäные коììутаторы, состав-
ëенные из коììутаторов ККp в работах [1—3], при
оäинаковых p иìеþт существенно боëüøее ÷исëо

канаëов (N2 = ) и оäинаковый периоä сиãнаëов

(T2 = T2 = p), но при боëüøей коììутаöионной

сëожности (S2 ≈ N2
2 и S2 = 2 ) соответственно.

5. ÐÀÑØÈÐÅÍÈß ÍÅÁËÎÊÈÐÓÅÌÛÕ 
ÑÀÌÎÌÀÐØÐÓÒÈÇÈÐÓÅÌÛÕ ÄÂÓÕÊÀÑÊÀÄÍÛÕ 

P-È×ÍÛÕ ÊÎÌÌÓÒÀÒÎÐÎÂ

В äанноì разäеëе приìеняется ìетоä инвари-
антноãо расøирения систеìных сетей [18], кото-
рый позвоëяет увеëи÷иватü ÷исëо абонентов, не
ìеняя заäержек переäа÷и, посреäствоì увеëи÷ения
сëожности сети. Дëя расøирения коììутаторов
К2N2 в этоì ìетоäе испоëüзуþтся отäеëüные ìуëü-

типëексоры Мd и äеìуëüтипëексоры Дd, у кото-

рых d преäставëяет собой äеëитеëü N2, т. е. d = p
r

(r = 1, 2, ...). Это ìетоä уже приìеняëся в работах
[1—3] при r = 1 äëя расøирения коììутаторов,
построенных в ÷исто коììутаторной схеìной базе.
Сутü этоãо ìетоäа состоит в сëеäуþщеì. Берет-

ся d2
 коììутаторов К2N2. Кажäый из них разäеëя-

ется на n = N2/d зон по d портов (пар «вхоä — вы-

хоä») в кажäой. Части коììутаторов К2N2 в ëþбой
зоне явëяþтся также коììутатораìи dЅd. Все

вìесте они явëяþтся хребтоì коììутатора КП1d
2

с топоëоãией квазипоëноãо орãрафа (наприìер,

C2
*

C2
*

C2
*

N2
7/4

N2
3/2

N2
5/4

N2
3/2

N2
5/4

Таблица 5
Õàðàêòåðèñòèêè êîììóòàòîðîâ Ê2N2

p N2 = p4
T2 = S2 L2 γ = S2/S3 σ = T3/T2 γ/σ

2 16 2 576 = 224 = 1,50 2 0,75

3 81 3 7776 = 2187 = 2,00 3 0,67

4 256 4 51 200 = 11 264 = 2,50 4 0,63

5 625 5 225 000 = 40 625 = 3,00 5 0,60

6 1 296 6 762 048 = 116 640 = 3,50 6 0,58

7 2 401 7 2 152 296 = 285 719 = 4,00 7 0,57

8 4 096 8 5 308 416 = 622 592 = 4,50 8 0,56

N2
1/4

N2
2,29

N2
1,95

N2
2,04

N2
1,75

N2
1,96

N2
1,68

N2
1,91

N2
1,65

N2
1,89

N2
1,63

N2
1,87

N2
1,61

N2
1,86

N2
1,60

N2
2

N2
3/2
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сì. рис. 3 äëя d = p = 4 и рис. 4 äëя d = p = 2). Дëя
образования кажäоãо такоãо коììутатора äоста-

то÷но поäкëþ÷итü к неìу d2 вхоäов ÷ерез ìуëüти-

пëексоры Мd, и d2 выхоäов — ÷ерез äеìуëüтипëек-
соры Дd по соответствуþщей табëиöе ìежсоеäи-
нений (наприìер, сì. табë. 2 äëя d = p = 4). При
этоì образуется расøиренный коììутатор КР2R2,

ãäе R2 = nd
2 = dN2. В неì сиãнаë с ëþбоãо вхоäа

поступает на еäинственноþ (!) копиþ коììутато-
ра К2N2, с которой он без äопоëнитеëüных заäер-
жек прохоäит на ëþбой заäанный выхоä. Поэтоìу
КР2R2 явëяется небëокируеìыì саìоìарøрутизи-

руеìыì коììутатороì, как и К2N2.

Приìер расøирения коììутатора КР216 в
коììутатор КР232 при d = p = 2 иëëþстрируется
табë. 6 и рис. 10.

Таблица 7
Õàðàêòåðèñòèêè êîììóòàòîðà ÊÐ2R2 äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé p è d

p 2 3 4 5 6 7 8

T2 2 3 4 5 6 7 8

d = p

R2 32 243 1024 3125 7776 16 807 32 768

d = p2

R2 64 729 4096 15 625 46 656 117 649 262 144

d = p3

R2 128 2187 16 384 78 125 279 936 823 543 2 097 152

d = p4

R2 256 6561 65 536 390 625 1 679 616 5 764 801 16 777 216

S2
* R2

2,25
R2

2,03
R2

1,97
R2

1,93
R2

1,91
R2

1,90
R2

1,89

L2
* R2

1,89
R2

1,74
R2

1,69
R2

1,66
R2

1,65
R2

1,64
R2

1,63

S2
* R2

2,21
R2

2,03
R2

1,97
R2

1,94
R2

1,93
R2

1,92
R2

1,91

L2
* R2

1,91
R2

1,78
R2

1,74
R2

1,72
R2

1,71
R2

1,7
R2

1,69

S2
* R2

2,18
R2

2,02
R2

1,98
R2

1,95
R2

1,94
R2

1,93
R2

1,92

L2
* R2

1,92
R2

1,81
R2

1,78
R2

1,76
R2

1,75
R2

1,74
R2

1,74

S2
* R2

2,16
R2

2,02
R2

1,98
R2

1,96
R2

1,95
R2

1,94
R2

1,93

L2
* R2

1,93
R2

1,84
R2

1,8
R2

1,79
R2

1,78
R2

1,77
R2

1,77

Таблица 6
Ðàçìåùåíèå êîììóòàòîðîâ KK2 â ðàñøèðåííîì êîììóòàòîðå ÊÐ232 ïðè d = p = 2

Ноìер 
копии 
К216

Порты коììутатора К216

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Состав коììутаторов КР232 из коììутаторов KK2

1 1 KK2 2 KK2 3 KK2 4 KK2 5 KK2 6 KK2 7 KK2 8 KK2
2 1 KK2 2 KK2 3 KK2 4 KK2 5 KK2 6 KK2 7 KK2 8 KK2
3 1 KK2 2 KK2 3 KK2 4 KK2 5 KK2 6 KK2 7 KK2 8 KK2
4 1 KK2 2 KK2 3 KK2 4 KK2 5 KK2 6 KK2 7 KK2 8 KK2

Рис. 10. Схема подсоединения входов и выходов коммутатора
КР

2
32 в i-й зоне коммутатора КР

2
16
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Коììутатор КР2R2 иìеет коììутаöионнуþ

сëожностü  = d 2
S2 + 2R2d = d 22(  + 2  +

+  + N2) и кабеëüнуþ сëожностü  = d 2
L2 +

+ 2R2d = d 2(2  + 3  + N2). В табë. 7 при-

воäятся все характеристики КР2R2 при разных зна-
÷ениях p и d. Отìетиì практи÷еское сохранение
уäеëüной сëожности (на оäин канаë) расøиренно-
ãо коììутатора при увеëи÷ении ÷исëа еãо канаëов
и сохранении еãо быстроäействия (периоäа сиã-
наëов).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В настоящей работе преäëожена ìетоäика пос-
троения небëокируеìых саìоìарøрутизируеìых
фотонных коììутаторов øирокой ìасøтабируе-
ìости на базе новых äуаëüных фотонных коììу-
таторов с ìаëыì ÷исëоì канаëов p. В äуаëüных
коììутаторах конфëикты сиãнаëов разреøаþтся
посреäствоì их развеäения ëибо по разныì кана-
ëаì, ëибо по разныì вреìенныì тактаì. Посëеä-
ний способ требует увеëи÷ения периоäа сиãнаëов в
p раз äëя p-канаëüноãо äуаëüноãо коììутатора pЅp.

Построены äуаëüные фотонные коììутаторы
øирокой ìасøтабируеìости с ìиниìаëüно воз-
ìожныì äëя них периоäоì сиãнаëов, который в p
раз боëüøе äëитеëüности сиãнаëа. Масøтабируе-
ìостü äостиãается путеì испоëüзования коììута-
торов с топоëоãией квазипоëных орãрафов и спо-
соба инвариантноãо расøирения ëþбых сетей на
их основе, который позвоëяет увеëи÷иватü ÷исëо
канаëов сети с сохранениеì таких ее свойств, как
периоä сиãнаëов, небëокируеìостü и саìоìарøру-
тизируеìостü посреäствоì ее распараëëеëивания с
увеëи÷ениеì ее сëожности. Этот способ испоëüзу-
ет расøиреннуþ эëеìентнуþ базу, состоящуþ из
коììутаторов pЅp вìесте с ìуëüтипëексораìи 1Ѕp
и äеìуëüтипëексораìи pЅ1.

Построены трех- и äвухкаскаäные небëокируе-
ìые саìоìарøрутизируеìые N-канаëüные коììу-

таторы NЅN с N = p
4. В первоì из них баëанс ìеж-

äу äëиной периоäа и сëожностüþ сìещен в сто-
рону ìенüøей сëожности при боëüøоì периоäе.
В äвухкаскаäноì коììутаторе баëанс сìещен в
сторону ìиниìаëüноãо периоäа при боëüøой сëож-
ности. В неì коììутаöионная сëожностü оказа-
ëасü сопоставиìой со сëожностüþ поëноãо коììу-
татора, а кабеëüная сëожностü оказаëасü сущест-
венно ìенüøе, ÷еì у поëноãо коììутатора. В этих
коììутаторах иìеется тоëüко äва каскаäа коììу-
таторов pЅp и äва каскаäа ìуëüтипëексоров 1Ѕp и
äеìуëüтипëексоров pЅ1.

Выøеупоìянутые коììутаторы быëи расøире-

ны äо R-канаëüных коììутаторов RЅR с R = N
 r

(r = 1, 2, 3, 4) посреäствоì испоëüзования еще
оäноãо каскаäа ìуëüтипëексоров 1Ѕd и äеìуëüтип-

ëексоров dЅ1 с d = pr
. Эти R-канаëüные коììута-

торы явëяþтся небëокируеìыìи саìоìарøрути-
зируеìыìи коììутатораìи с ìиниìаëüныì пе-
риоäоì сиãнаëов. Их коììутаöионная сëожностü
сопоставиìа со сëожностüþ поëноãо коììутатора,
а канаëüная сëожностü существенно ìенüøе ее.
Основной резуëüтат äанной работы по сравне-

ниþ с работаìи [1—3] закëþ÷ается в существен-
ноì сокращении периоäа сиãнаëов при оäинако-
воì ÷исëе канаëов и в существенноì увеëи÷ении
÷исëа канаëов при оäинаковоì периоäе сиãнаëов.
Ина÷е ãоворя, основная новизна работы состоит в
разработке ìетоäа построения небëокируеìых са-
ìоìарøрутизируеìых äуаëüных фотонных коììу-
таторов с ìиниìаëüно возìожныì периоäоì сиã-
наëов и с возìожностüþ äостижения ìаксиìаëü-
ноãо ÷исëа канаëов при практи÷ески неизìенной
сëожности.

В работах [1—3] и в настоящей работе äана ìе-
тоäика построения принöипиаëüно новых äуаëü-
ных систеìных сетей, обëаäаþщих такиìи свойст-
ваìи:

— они явëяþтся небëокируеìыìи сетяìи со
стати÷еской саìоìарøрутизаöией пакетов, т. е. се-
тяìи с бесконфëиктной саìоìарøрутизаöией на
произвоëüных перестановках пакетов;

— они обëаäаþт øиро÷айøей ìасøтабируеìос-
тüþ при ìаксиìаëüноì äостижиìоì на них быст-
роäействии и сëожностüþ, сопоставиìой со сëож-
ностüþ поëноãо коììутатора;

— их ìаксиìаëüное быстроäействие тоëüко в
нескоëüко раз (2—4) ìенüøе физи÷ески äостижи-
ìоãо быстроäействия;

— они äопускаþт баëансировку соотноøения
сëожностü/быстроäействие с уìенüøениеì сëож-
ности äо уровня небëокируеìой сети Кëоза, äëя
которой нет проöеäур бесконфëиктной саìоìар-
øрутизаöии, но при существенно ìенüøеì быст-
роäействии небëокируеìой сети.

В äаëüнейøеì преäпоëаãается приäатü äуаëü-
ныì сетяì свойство канаëüной отказоустой÷ивос-
ти посреäствоì заìены квазипоëноãо орãрафа на
квазипоëный ãраф. Кроìе тоãо, преäпоëаãается при
каскаäировании äуаëüных сетей приìенятü способ
внутреннеãо распараëëеëивания сети (§ 3, 4) вìес-
то способа внеøнеãо распараëëеëивания (инвари-
антноãо расøирения). Это позвоëит обеспе÷итü
ìасøтабирование äуаëüных сетей с ìенüøиìи на-
кëаäныìи затратаìи.
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TWO-STAGE DUAL PHOTON SWITCHES
IN AN EXTENDED SCHEME BASIS

E.A. Barabanova, K.A. Vytovtov and V.S. Podlazov

V.A. Trapeznikov Institute of Control Sciences, Russian Academy of Sciences, Moscow, Russia
 elizavetaalexb@yandex.ru,  vytovtov_konstan@mail.ru,  podlazov@ipu.ru

Abstract. This paper proposes a new method for constructing a two-stage dual photon switch with
enhanced functional characteristics in the system basis of low-channel photon switches and pho-
ton multiplexers and demultiplexers. The method yields non-blocking switches with static self-
routing. Also, the method ensures a significant speed-up for the switches with the same number
of channels and a significant increase in the number of channels with the same speed compared
to the non-blocking dual switches known previously. The non-blocking self-routing dual photon
switches presented below have the highest possible speed and a maximum possible number of
channels with almost the same complexity. As is shown in the paper, the dual switches have a
switching complexity comparable with full switches and, at the same time, a lower channel com-
plexity.

Keywords: physical level, photon switch, dual switch, multistage switch, conflict-free self-routing, non-
blocking switch, static self-routing, quasi-complete digraph, switching properties, direct channels, scalability
and speed.
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