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«Управление плазмой в токамаках. Ч. 1. Проблема управляемого термо-
ядерного синтеза. Токамаки. Компоненты систем управления» (с. 2–20)

Рис. 9. Конструкция токамака 
Глобус-М: 1 – опорная конструкция 
токамака; 2 – межвитковые распорки 
тороидальных катушек; 3 – крепления 
полоидальных катушек; 4 – централь-
ный соленоид; 5 – бандажное кольцо; 
6 – клиновой зажим; 7 – обмотка 
тороидального поля; 8 – «медленные» 
обмотки полоидального поля; 9 – 
«быстрые» обмотки управления (го-
ризонтальное поле); 10 – «быстрые» 
обмотки управления (вертикальное 
поле); 11 – вакуумная камера; 12 – 
компенсационные обмотки 

Рис. 10. Схема размещения основных систем и диагностик на токамаке Глобус-М: 
вид сверху; полоидальная магнитная система не показана 
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ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏËÀÇÌÎÉ Â ÒÎÊÀÌÀÊÀÕ1.
×. 1. Ïðîáëåìà óïðàâëÿåìîãî òåðìîÿäåðíîãî ñèíòåçà. 

Òîêàìàêè. Êîìïîíåíòû ñèñòåì óïðàâëåíèÿ

Ю.В. Митришкин, П.С. Коренев, А.А. Прохоров, Н.М. Карцев, М.И. Патров

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Цеëü обзора состоит в преäставëении токаìа-
ков с пëазìой как сëожных неустой÷ивых неста-
öионарных ìноãосвязных неëинейных объектов
управëения с распреäеëенныìи параìетраìи и не-
опреäеëенностяìи, а также в рассìотрении систеì
ìаãнитноãо и кинети÷ескоãо управëения пëазìой
и тенäенöий их развития.
Пëазìа в токаìаке [1—4] нахоäится в торои-

äаëüной аксиаëüно сиììетри÷ной ìаãнитной кон-
фиãураöии, созäанной ìаãнитныì поëеì токов
в обìотках тороиäаëüноãо поëя, распреäеëенныì
токоì саìой пëазìы и токаìи в обìотках поëои-
äаëüноãо поëя. Аббревиатура «токаìак» расøиф-
ровывается как ТОроиäаëüная КАìера с МАãнит-
ныìи Катуøкаìи (аббревиатура, как и саì то-
каìак, преäëожена в Институте атоìной энерãии
иì. И.В. Кур÷атова, ã. Москва). Всëеäствие эф-

фекта инäукöии, переìенное ìаãнитное поëе тока
в öентраëüноì соëеноиäе (инäукторе) ãенерирует
вихревое эëектри÷еское поëе, которое пробивает
ãаз, наприìер, воäороä, в вакууìной каìере тока-
ìака и созäает пëазìу (поëностüþ ионизованный
ãаз), по которой протекает ток. Такиì образоì, то-
каìак преäставëяет собой трансфорìатор тока.
Тороиäаëüный пëазìенный øнур стреìится

увеëи÷итü свой боëüøой раäиус, так как поëный
ток пëазìы на аксиаëüно сиììетри÷ных у÷астках
тора те÷ет в разные стороны, ÷то привоäит к рас-
таëкиваниþ противопоëожно направëенных токов.
Кроìе тоãо, растаëкиваþщие сиëы увеëи÷иваþтся
из-за ãазокинети÷ескоãо äавëения пëазìы. Поэто-
ìу äëя обеспе÷ения пëазìенноãо разряäа необхо-
äиìа систеìа управëения с обратной связüþ, ста-
биëизируþщая ãоризонтаëüное поëожение пëазìы
с поìощüþ вертикаëüноãо ìаãнитноãо поëя.
В совреìенных токаìаках пëазìа вытянута по

вертикаëи, ÷то увеëи÷ивает äавëение пëазìы при
тоì же тороиäаëüноì поëе. Но это вызывает неус-
той÷ивостü вертикаëüноãо поëожения пëазìы, по-
этоìу äëя стабиëизаöии поëожения пëазìы отно-
ситеëüно ãоризонтаëüной пëоскости необхоäиìа

Преäставëены разëи÷ные конöепöии перспективных токаìаков — ëиäеров в реøении
пробëеìы управëяеìоãо терìояäерноãо синтеза. Рассìотрена эвоëþöия токаìаков от
круãëых в вертикаëüноì попере÷ноì се÷ении с боëüøиì аспектныì отноøениеì äо то-
каìаков с ìаëыì аспектныì отноøениеì впëотü äо сфери÷еских. Привеäена кëассифи-
каöия совреìенных токаìаков. Уäеëено вниìание ìетоäаì äиаãностики пëазìы по ìаã-
нитныì изìеренияì вне пëазìы, испоëнитеëüныì устройстваì, приìеняеìыì как при
ìаãнитноì, так и при кинети÷ескоì управëении пëазìой, а также äëя ее äопоëнитеëü-
ноãо наãрева. Рассìотрены ìаãнитные и кинети÷еские ìоäеëи пëазìы, неустой÷ивости
и срывы пëазìенноãо øнура.

Ключевые слова: управëяеìый терìояäерный синтез, терìояäерная эëектростанöия, токаìак, пëаз-
ìа, кëассификаöия токаìаков, äиаãностика, äопоëнитеëüный наãрев, испоëнитеëüные устройства,
восстановëение равновесия пëазìы, ìаãнитные и кинети÷еские ìоäеëи пëазìы, неустой÷ивости
пëазìы, срывы.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке Российс-
коãо нау÷ноãо фонäа (ãрант № 17-19-01022), § 1—6 и Россий-
скоãо фонäа фунäаìентаëüных иссëеäований (ãрант № 17-08-
00293), § 7.
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систеìа управëения с обратной связüþ, стабиëи-
зируþщая вертикаëüное поëожение пëазìы с по-
ìощüþ ãоризонтаëüноãо поëя.
Дëя уäержания высокотеìпературной пëазìы

вбëизи первой стенки токаìака необхоäиìа ìно-
ãоìерная систеìа управëения форìой пëазìы.
При этоì ток пëазìы äоëжен управëятüся реãуëя-
тороì в отäеëüноì контуре управëения иëи общиì
реãуëятороì, который оäновреìенно управëяет
токоì и форìой пëазìы [5—7].
При возрастании äавëения пëазìы появëяþтся

неустой÷ивые резистивные пристено÷ные ìоäы,
поäавëение которых требует äопоëнитеëüных ка-
туøек и систеìы с обратной связüþ [8].
На основе пере÷исëенных факторов ìожно за-

кëþ÷итü, ÷то проектирование совреìенных тока-
ìаков äоëжно провоäитüся совìестно с проекти-
рованиеì систеì ìаãнитноãо управëения пëазìой.
Дëя äопоëнитеëüноãо наãрева пëазìы испоëü-

зуется инжекöия нейтраëüных атоìов и эëект-
роìаãнитные воëны. Испоëнитеëüные устройства
äопоëнитеëüноãо наãрева äаþт возìожностü кине-
ти÷ескоãо управëения пëазìой, т. е. управëения
профиëяìи тока пëазìы [9, 10], запасоì устой÷и-
вости [11], äавëениеì и теìпературой [12] äëя äо-
стижения оптиìаëüных режиìов пëазìенноãо раз-
ряäа. Коìпëексирование ìаãнитноãо и кинети÷ес-
коãо управëений пëазìой [13] созäаст основу äëя
систеì управëения пëазìой буäущих терìояäер-
ных реакторов, позвоëяþщуþ повыситü наäеж-
ностü их экспëуатаöии.
Настоящий обзор состоит из ÷етырех ÷астей.

В неì рассìатриваþтся разëи÷ные конöепöии
конструкöий совреìенных токаìаков, а также раз-
ëи÷ные систеìы ìаãнитноãо и кинети÷ескоãо уп-
равëения пëазìой, которые показаëи себя рабо-
тоспособныìи как при ÷исëенноì ìоäеëировании
äëя äействуþщих токаìаков и проектов токаìа-
ков, так и в физи÷ескоì экспериìенте.
Частü 1 посвящена общей пробëеìе управëяе-

ìоãо терìояäерноãо синтеза, основныì характер-
ныì особенностяì токаìаков и коìпонентаì сис-
теì управëения пëазìой в них. Описаны конст-
рукöия и äиаãности÷еская систеìа сфери÷ескоãо
токаìака Гëобус-М (Физико-техни÷еский инсти-
тут иì. А.Ф. Иоффе РАН, ã. Санкт-Петербурã). По-
ëу÷енные на неì экспериìентаëüные äанные бы-
ëи испоëüзованы в МГУ иì. М.В. Лоìоносова и
Институте пробëеì управëения иì. В.А. Трапез-
никова РАН äëя разработки ориãинаëüных систеì
управëения поëожениеì, токоì и форìой пëазìы.
В ÷астях 2 и 3 рассìотрены систеìы ìаãнитноãо

управëения пëазìой, а в ÷асти 4 — систеìы кине-
ти÷ескоãо управëения пëазìой и их интеãраöия с
систеìаìи ìаãнитноãо управëения в öеëях äости-
жения оптиìаëüных режиìов работы токаìаков в

стаöионарных и перехоäных режиìах äëя поëу÷е-
ния ìаксиìаëüных запасов устой÷ивости и äопус-
тиìоãо ка÷ества управëения.

1. ÏÐÎÁËÅÌÀ ÓÏÐÀÂËßÅÌÎÃÎ
ÒÅÐÌÎßÄÅÐÍÎÃÎ ÑÈÍÒÅÇÀ

В настоящее вреìя боëüøуþ ÷астü энерãии ÷е-
ëове÷ество поëу÷ает от сжиãания орãани÷еских ис-
копаеìых — уãëя, нефти и ãаза. Хотя ископаеìые
виäы топëива не буäут поëностüþ ис÷ерпаны в
те÷ение нескоëüких сотен ëет, эксперты проãно-
зируþт äефиöит энерãии ìенее ÷еì ÷ерез 50 ëет
при нынеøних теìпах потребëения [14]. Возоб-
новëяеìые исто÷ники энерãии, такие как соëне÷-
ная энерãия, ãиäроэëектроэнерãия, ãеотерìаëüная
энерãия и энерãия ветра привëекатеëüны с экоëо-
ãи÷еской то÷ки зрения, но не ìоãут обеспе÷итü
äостато÷ноãо выхоäа энерãии, ÷тобы статü поëно-
öенной заìеной ископаеìоãо топëива. Атоìная
энерãетика, поëу÷аþщая выäеëяеìуþ в реакöиях
äеëения атоìов тяжеëых эëеìентов энерãиþ, ìо-
жет произвоäитü äостато÷ное коëи÷ество энерãии,
но, к сожаëениþ, побо÷ные проäукты äеëения
о÷енü раäиоактивны и äовоëüно äоëãове÷ны. Кро-
ìе тоãо, атоìные эëектростанöии требуþт тщатеëü-
ноãо контроëя за всеìи рабо÷иìи параìетраìи,
ина÷е, в сëу÷ае аварии, возäействие на экоëоãиþ
от выброса вреäных веществ ìожет существенно
превыситü возäействие тепëовых станöий.
Оäниì из перспективных исто÷ников энерãии

буäущеãо явëяþтся реакöии терìояäерноãо синте-
за, в хоäе которых происхоäит сëияние яäер ëеãких
эëеìентов, наприìер, воäороäа. Хотя техноëоãи-
÷ески управëяеìый терìояäерный синтез ÷резвы-
÷айно сëожен, терìояäерная энерãетика иìеет
зна÷итеëüные преиìущества по сравнениþ с су-
ществуþщиìи исто÷никаìи энерãии. В ÷астности,
запасов топëива äëя терìояäерных реакöий на
зеìëе хватит на ìноãо тыся÷ ëет, так как необхо-
äиìые изотопы воäороäа ìоãут бытü поëу÷ены из
воäы и øироко äоступноãо ëития. Реакöии сëия-
ния яäер не привоäят к заãрязнениþ возäуха иëи
образованиþ парниковых ãазов при норìаëüной
экспëуатаöии, поскоëüку проäукт реакöии сëия-
ния преäставëяет собой ãеëий. В отëи÷ие от атоì-
ных станöий, в терìояäерных реакторах-токаìа-
ках не буäут прохоäитü неконтроëируеìые öепные
реакöии с высвобожäениеì боëüøоãо коëи÷ества
энерãии, а зна÷ит, отсутствует риск возникнове-
ния поäобноãо роäа яäерных аварий. Деëо в тоì,
÷то в ëþбой ìоìент ìожно закрытü кëапаны по-
äа÷и топëива в каìеру токаìака и, теì саìыì,
прекратитü проöесс синтеза. Отìетиì также, ÷то
терìояäерный реактор не произвоäит äоëãоживу-
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щих раäиоактивных отхоäов. Основные раäиоак-
тивные побо÷ные проäукты в реакторе преäстав-
ëяþт собой нейтронно-активированные ìатериа-
ëы (т. е. ставøие раäиоактивныìи в резуëüтате
нейтронной боìбарäировки первой стенки тока-
ìаков), которые ìожно свести к ìиниìуìу путеì
выбора спеöиаëüноãо ìатериаëа. Боëüøинство из
этих раäиоактивных ìатериаëов, поëу÷енных в ре-
акторе, ìоãут бытü безопасно и ëеãко утиëизиро-
ваны в те÷ение нескоëüких äесятиëетий, в отëи÷ие
от боëüøинства побо÷ных проäуктов äеëения, ко-
торые требуþт спеöиаëüноãо хранения и обработ-
ки в те÷ение тыся÷ ëет.
Существует ìножество возìожных реакöий

яäерноãо синтеза, отëи÷аþщихся усëовияìи про-
хожäения  и  коëи÷ествоì  выäеëяеìой  энерãии.
С этих позиöий, наибоëüøий практи÷еский инте-
рес преäставëяет реакöия сëияния изотопов воäо-
роäа: äейтерия и трития

 +  →  +  + 17,6 МэВ.

При сëиянии яäер äейтерия и трития образу-
ется яäро ãеëия-4 и нейтрон, который несет 80%
энерãии синтеза. Яäра ãеëия-4 остаþтся в пëазìе
и вносят своþ энерãиþ äëя поääержания терìо-
яäерной реакöии. Нейтроны поãëощаþтся первой
стенкой в токаìаке-реакторе, наãреваþт ее, а за-
теì тепëо отвоäится äëя äаëüнейøеãо превраще-
ния еãо в эëектроэнерãиþ.
Дейтерий-тритиевая сìесü обëаäает ÷резвы÷ай-

но боëüøой энерãоеìкостüþ: 1 ã сìеси эквиваëен-
тен 10 000 ë нефти! Проöесс заправки, преäусìот-
ренный äëя реактора с терìояäерныì топëивоì,
испоëüзует небоëüøуþ ÷астü энерãии, созäаваеìой
реактороì äëя извëе÷ения äейтерия из ìорской
воäы, тоãäа как тритий поëу÷аþт путеì нейтрон-
ной боìбарäировки ëития.
Поскоëüку яäра атоìов поëожитеëüно заряже-

ны, то соãëасно закону Куëона они оттаëкиваþтся
äруã от äруãа. При обы÷ной теìпературе реакöий
сëияния не происхоäит, поскоëüку атоìы не обëа-
äаþт äостато÷ной äëя преоäоëения куëоновскоãо
барüера энерãией. Теìпература äëя прохожäения

терìояäерной реакöии составëяет окоëо 109 К. При
äанных теìпературах топëиво нахоäится в состоя-
нии поëностüþ ионизированноãо ãаза — пëазìы.
Дëя поëожитеëüноãо выхоäа энерãии пëазìа в ре-
акторе äоëжна уäовëетворятü критериþ Лоусона

[2] nτT > 3•1021 ì–3 cЅкэВ, ãäе τ — вреìя уäержа-
ния энерãии, в те÷ение котороãо пëазìа сохраняет
äостато÷нуþ äëя прохожäения реакöии энерãиþ,
n — конöентраöия ÷астиö пëазìы, T — теìпера-
тура пëазìы.

2. ÒÎÊÀÌÀÊÈ

2.1. Ýâîëþöèÿ òîêàìàêîâ

Первый токаìак быë построен в 1954 ã. в ИАЭ
иì. И.В. Кур÷атова, посëе ÷еãо иссëеäования уäер-
жания высокотеìпературной пëазìы в токаìаках
на÷аëи вести во ìноãих ëабораториях ìира. Всеãо
с 1954 ã. быëа построена 221 установка типа то-
каìак, 41 из которых äействуþт в настоящее вре-
ìя [15].
За всþ историþ токаìаков произоøëа их эво-

ëþöия от «круãëых», иìеþщих круã в вертикаëü-
ноì попере÷ноì се÷ении и окруженных ìеäныì
кожухоì, äо совреìенных вытянутых по вертика-
ëи [2]. В первых токаìаках при äвижении пëазìы
в провоäящеì ìеäноì кожухе навоäиëисü токи
Фуко, äействия которых äеìпфироваëо скоростü
äвижения и иãраëо роëü реãуëятора пряìоãо äей-
ствия. В совреìенных установках äëя управëения
параìетраìи пëазìенноãо øнура (ìаãнитныìи,
кинети÷ескиìи и äр.) приìеняþтся активные
систеìы управëения с обратныìи связяìи. Поëо-
иäаëüные [2, 6, 7, 16] систеìы уäержания и уп-
равëения пëазìой в токаìаках проøëи путü от
скаëярных систеì управëения ãоризонтаëüныì
поëожениеì пëазìы äо ìноãосвязных систеì, уп-
равëяþщих поëожениеì, форìой и токоì пëазìы.
За посëеäние 30 ëет ìощностü, ãенерируеìая на

установках типа токаìак, выросëа в 108 раз [14].
Такой проãресс äостиãнут в резуëüтате ка÷ествен-

D21 T31 He4
2 n10

2 © ITER Organization, http://www.iter.org/.

Рис. 1. Вид токамака-реактора ITER2
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ноãо ска÷ка в развитии теории физики пëазìы и
пониìания проöессов, происхоäящих во вреìя раз-
ряäа в пëазìе токаìака.
Фунäаìентаëüная заäа÷а, возникаþщая при раз-

работке совреìенных токаìаков — это поиск ìе-
тоäов и поäхоäов к обеспе÷ениþ оптиìаëüных и
наäежных усëовий протекания терìояäерной реак-
öии синтеза. Боëüøая ÷астü иссëеäований уäержа-
ния и наãрева пëазìы на äействуþщих токаìаках
направëены в поääержку разработки ìежäуна-
роäноãо проекта ITER (анãë. International Thermo-
nuclear Experimental Reactor; в русской транскрип-
öии ИТЭР — Интернаöионаëüный Терìояäер-
ный Экспериìентаëüный Реактор) [17] (рис. 1),
который äоëжен открытü путü к проекту DEMO
(анãë. DEMOnstration Power Plant) — первой терìо-
яäерной некоììер÷еской эëектростанöии (рис. 2)
[18]. Токаìак ITER станет первой экспериìентаëü-
ной терìояäерной установкой, которая буäет про-
извоäитü на поряäок боëüøе энерãии, ÷еì потреб-
ëятü. Разработкой и сооружениеì ITER заниìается
ìежäунароäное сообщество, куäа вхоäят преäста-
витеëи Европейскоãо соþза, Японии, США, Рос-
сии, Китая, Южной Кореи и Инäии.
В табë. 1 привеäены сравнитеëüные характе-

ристики токаìака-ректора ITER и терìояäерной
эëектростанöии DEMO [18], проектируеìой на
принöипе токаìака-реактора. Терìояäерная эëект-
ростанöия DEMO буäет посëеäней ступенüкой пе-
реä созäаниеì коììер÷еских терìояäерных эëек-
тростанöий. В отëи÷ие от ITER, явëяþщеãося
экспериìентаëüной установкой äëя иссëеäования
высокотеìпературной пëазìы, DEMO буäет иìетü

конструкöиþ, прибëиженнуþ к буäущиì проìыø-
ëенныì реактораì, боëее техноëоãи÷нуþ äëя öе-
ëей наäежной экспëуатаöии и заìены коìпонен-
тов. Буäет оптиìизирована систеìа охëажäения
поä боëее высокие теìпературы при ãенераöии
энерãии, уìенüøено коëи÷ество äиаãности÷еских
поäсистеì, буäут испоëüзованы тоëüко необхоäи-
ìые äëя функöионирования систеìы, обеспе÷ены
саìопоääерживаþщаяся реакöия синтеза и äëи-
теëüностü иìпуëüса боëее äвух ÷асов. Резуëüтаты,
поëу÷енные на ITER, позвоëят сузитü äиапазон
требований и оäновреìенно оптиìизироватü их на
установке DEMO.

2.2. Ïðèíöèï äåéñòâèÿ òîêàìàêîâ

В токаìаках эëектроìаãнитные поëя токов,
протекаþщих в ìаãнитных катуøках, возäейству-
þт на заряженные ÷астиöы пëазìы и испоëüзуþт-
ся äëя уäержания и управëения пëазìой в оãрани-
÷енноì объеìе каìеры. Токи в катуøках поëои-
äаëüных и тороиäаëüных поëей совìестно с поëеì
тока пëазìы созäаþт резуëüтируþщее винтовое
ìаãнитное поëе токаìака (рис. 3). Заряженные
÷астиöы не покиäаþт такуþ ìаãнитнуþ конфиãу-
раöиþ, вращаясü по ëарìоровскиì раäиусаì с öик-
ëотронной ÷астотой вäоëü винтовых ìаãнитных
ëиний внутри тора. Тороиäаëüное поëе в токаìа-

3 © Max-Planck-Institute-fur-Plasmaphysik: http://www.ipp.
mpg.de/986351/fusion_e.pdf.

Рис. 2. Схема термоядерной электростанции на дейтериево-три-
тиевом топливе3

Таблица 1
Õàðàêòåðèñòèêè òîêàìàêà-ðåàêòîðà ITER

è òåðìîÿäåðíîé ýëåêòðîñòàíöèè DEMO [18]

Характеристика ITER
A = 3,1

DEMO 1
A = 3,1

DEMO 2
A = 2,6

Аспектное отноøение
А = R/a

6,2/2,0 9,1/2,9 7,5/2,9

Вытянутостü k / 
треуãоëüностü δ

1,7/
0,33

1,6/0,33 1,8/0,33

Пëощаäü поверхности, 
ì2 / объеì пëазìенноãо 
øнура, ì3

683/831 1428/2502 1253/2217

Ток пëазìы, МА 17 20 22

Тороиäаëüное поëе на 
боëüøоì раäиусе, Тë

5,3 5,7 5,6

Дëитеëüностü
разряäа, c

400 Боëее 
7200

Боëее 
7200

Выхоäная терìояäерная 
ìощностü, МВт / про-
извоäиìая эëектри÷е-
ская ìощностü, МВт

500/0 2037/500 3255/953

Приì е ÷ а н и е: R и а — боëüøой и ìаëый ра-
äиусы пëазìы, k и δ — ее вытянутостü и треуãоëüностü
(сì. äаëее рис. 6, в и г).
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ках на поряäок сиëüнее поëоиäаëüноãо, обы÷но
оно составëяет нескоëüко еäиниö тесëа. Катуøка
тороиäаëüноãо поëя иìеет боëüøое ÷исëо витков и
при токах в нескоëüко киëоаìперов созäает поëе,
эквиваëентное поëþ оäноãо витка с токоì во ìно-
ãо ìеãааìперов. В зависиìости от сопротивëения
катуøек (обы÷но ìеäных иëи сверхпровоäящих),
äиапазон напряжения, необхоäиìоãо äëя созäания
тока, составëяет от нескоëüких еäиниö äо сотен
воëüт äëя установивøеãося режиìа, а äëя перехоä-
ных проöессов требования зна÷итеëüно выøе. Су-
ществуþт конструкöии токаìаков, наприìер, JET
(Веëикобритания), в öентраëüноì соëеноиäе ко-
торых установëен жеëезный серäе÷ник äëя уве-
ëи÷ения ìаãнитноãо потока, инäуöируþщеãо ток
пëазìы, оäнако в боëüøинстве установок иìеется
возäуøный öентраëüный соëеноиä, к ниì отно-
сится, наприìер, токаìак DIII-D (США).
Маãнитные поëя токаìака созäаþт внеøнее

ìаãнитное äавëение, которое уравновеøивает внут-
реннее кинети÷еское äавëение пëазìы. Небоëü-
øое возìущение ìаãнитноãо поëя ìожет привес-
ти к ëокаëüноìу расøирениþ пëазìенноãо øнура,
которое ìожет экспоненöиаëüно увеëи÷иватüся,

есëи не буäет своевреìенно поäавëено. Боëüøин-
ство поäобных неустой÷ивостей пëазìы ìожно
описыватü с поìощüþ теории ìаãнитоãиäроäина-
ìики (МГД) [19].
Ток пëазìы созäается анаëоãи÷но току во

втори÷ной обìотке трансфорìатора — вихревыì
эëектри÷ескиì поëеì, созäаваеìыì изìенениеì
тока в öентраëüноì соëеноиäе, иãраþщиì роëü
перви÷ной обìотки трансфорìатора. Оäнако, по-
скоëüку ток пëазìы не переìенный, äëя еãо поä-
äержания требуется постоянное повыøение тока в
соëеноиäе, ÷то оãрани÷ивает äëитеëüностü разряäа
в токаìаке. Поэтоìу äëя поääержания стаöионар-
ноãо разряäа токаìака необхоäиìы äруãие, неоìи-
÷еские исто÷ники тока. Наибоëее перспективен
бутстрэп-ток, созäаваеìый ãраäиентоì пëотности
÷астиö пëазìы (от анãë. bootstrap — саìозаãрузка,
саìонастройка), а также ток, вызванный исто÷ни-
каìи äопоëнитеëüноãо наãрева пëазìы.

2.3. Êëàññèôèêàöèÿ ñîâðåìåííûõ òîêàìàêîâ
ïî ïîëîèäàëüíûì ñèñòåìàì

В табë. 2 привеäены основные характеристики
äействуþщих вытянутых по вертикаëи наибоëее
проäвинутых токаìаков в сìысëе систеì управëе-
ния пëазìой (сì. ÷асти 2—4 настоящеãо обзора в
сëеäуþщих выпусках журнаëа), а также сооружае-
ìоãо экспериìентаëüноãо токаìака-реактора ITER
и проекта токаìака-реактора DEMO äëя терìо-
яäерной эëектростанöии.
Поëоиäаëüные систеìы совреìенных токаìа-

ков с вытянутыì по вертикаëи попере÷ныì се÷е-
ниеì ìожно усëовно разäеëитü на три ãруппы.

z «Тепëые» катуøки поëоиäаëüноãо поëя (не
сверхпровоäящие) распоëожены внутри тороиäаëü-
ной обìотки, катуøка управëения вертикаëüныì
поëожениеì пëазìы — вне вакууìной каìеры. К
такиì токаìакаì относятся NSTX, DIII-D (США),
JT-60U (Япония), TCV (Швейöария).

z «Тепëые» катуøки поëоиäаëüноãо поëя рас-
поëожены вне тороиäаëüной обìотки, катуøка
управëения вертикаëüныì поëожениеì пëазìы —
вне вакууìной каìеры. К такиì токаìакаì при-
наäëежат JET (Веëикобритания), ASDEX Upgrade
(Герìания), Гëобус-М (Россия).

z Сверхпровоäящие катуøки поëоиäаëüноãо
поëя разìещены вне тороиäаëüной обìотки, катуø-
ка управëения вертикаëüныì поëожениеì пëаз-
ìы — внутри вакууìной каìеры. Приìеры таких
установок: EAST (Китай), ITER (Франöия), KSTAR
(Южная Корея). В установке KSTAR [27] и в про-
екте токаìака JT-60SA [30] внутри каìеры поìе-
щена не тоëüко обìотка управëения вертикаëüныì
поëожениеì пëазìы, но и обìотка управëения
ãоризонтаëüныì поëожениеì пëазìы, ÷то зна÷и-
теëüно усиëивает эффективностü управëения.

4 © Проектный öентр ИТЭР (Россия): http://www.iterrf.ru/
upload/docs/Booklet_new.pdf.

Рис. 3. Вытянутый токамак с воздушным центральным солено-
идом: 1 — внутренние и внеøние катуøки поëоиäаëüноãо ìаã-
нитноãо поëя; 2 — вакууìная каìера; 3 — катуøки тороиäаëü-
ноãо ìаãнитноãо поëя; 4 — пëазìенный виток с ìаãнитныìи

винтовыìи ëинияìи4
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2.4. Äîïîëíèòåëüíûé íàãðåâ ïëàçìû â òîêàìàêàõ

При выпоëнении критерия Лоусона [2] пëазìа
выäеëяет äостато÷но тепëа, ÷тобы поääерживатü
своþ теìпературу, но äëя еãо äостижения äжоуëе-
ва наãрева токоì пëазìы неäостато÷но, возникает
необхоäиìостü дополнительного наãрева пëазìы.
Допоëнитеëüный наãрев пëазìы также ìожет бытü
испоëüзован äëя управëения профиëяìи ее тока,
теìпературы и äавëения в öеëях äостижения энер-
ãети÷ески выãоäных рабо÷их режиìов и поäавëе-
ния МГД-неустой÷ивостей.
При прохожäении тока Ip пëазìа выäеëяет

äжоуëево тепëо P ∼ η , ãäе η — уäеëüное сопро-

тивëение пëазìы. Оäнако сопротивëение пëазìы
паäает с повыøениеì ее теìпературы по закону

η ∼ T –3/2, поэтоìу оìи÷еский наãрев перестает
бытü эффективныì при боëüøих теìпературах и
необхоäиìы äопоëнитеëüные ìетоäы наãрева.
Оäин из основных ìетоäов äопоëнитеëüноãо

наãрева — это наãрев инжекöией пу÷ков нейтраëü-
ных ÷астиö. Эëектроìаãнитное поëе не препятст-
вует попаäаниþ нейтраëüных ÷астиö внутрü пëаз-
ìы, ãäе они ионизируþтся в стоëкновениях с ÷ас-
тиöаìи пëазìы, переäавая иì своþ кинети÷ескуþ
энерãиþ. Наприìер, пу÷ки äейтерия ìощностüþ
20 МВт испоëüзуþтся в токаìаках DIII-D [20] и
ASDEX Upgrade [25].
Друãой ìетоä наãрева пëазìы основан на ис-

поëüзовании раäиовоëн, резонируþщих с ÷асти-
öаìи пëазìы и переäаþщиìи иì своþ энерãиþ.
Разëи÷аþт наãрев раäиовоëнаìи с ионной öикëот-
ронной ÷астотой (äесятки ìеãаãерö) и с эëектрон-
ной öикëотронной ÷астотой (сотни ãиãаãерö). Так,
на токаìаке DIII-D приìеняþтся систеìы ионно-
ãо наãрева (30—120 МГö, 6 МВт) и эëектронноãо
(110 ГГö, 6 МВт) наãрева [31], на токаìаке ASDEX

Upgrade — систеìы ионноãо (30—120 ГГö, 6 МВт)
и эëектронноãо (140 ГГö, 4 МВт) наãрева [32, 33].
На токаìаке TCV приìеняется систеìа наãрева
раäиовоëнаìи с эëектронныìи öикëотронныìи
÷астотаìи, состоящая из 9-ти ãиротронов (82 и
118 ГГö, 4,5 МВт) [12, 23]. На токаìаке EAST при-
ìеняется наãрев раäиовоëнаìи с ионныìи öик-
ëотронныìи ÷астотаìи (27 МГö, 6 МВт) [34].

3. ÄÈÀÃÍÎÑÒÈÊÀ ÏËÀÇÌÛ Â ÒÎÊÀÌÀÊÀÕ

Изìеритеëüные систеìы — важнейøий коìпо-
нент систеìы управëения ëþбоãо токаìака. Они
позвоëяþт опреäеëятü физи÷еские веëи÷ины, опи-
сываþщие повеäение и структуру наãретой пëазìы
внутри каìеры токаìака, и осуществëятü äиаãнос-
тику пëазìы. Изìеритеëüные устройства, требуþ-
щие физи÷ескоãо контакта с пëазìой äаже на ко-
роткий проìежуток вреìени, приìеняþтся край-
не оãрани÷енно, поскоëüку высокотеìпературная
пëазìа ìожет äостато÷но быстро вывести их из
строя. Также в экспериìентах приìеняþтся инф-
ракрасные äат÷ики, оäнако они не обеспе÷иваþт
изìерения с äостато÷ныì вреìенныì разреøени-
еì äëя боëüøинства öеëей управëения пëазìой
[35]. Наибоëее простой и øироко распространен-
ный вариант — приìенение äëя äетектирования
ãраниöы и интеãраëüных параìетров пëазìы ìаã-
нитных äат÷иков, изìеряþщих изìенения ìаãнит-
ноãо поëя и потока вне пëазìы [4, 6, 35], но внутри
обëасти ìаãнитноãо поëя, созäаваеìоãо пëазìой.
Все äат÷ики, относящиеся к ìаãнитной äиа-

ãностике, работаþт по оäноìу и тоìу же основно-
ìу принöипу, а иìенно: инäуöированное напря-
жение U0 в катуøке равно скорости изìенения

ìаãнитноãо потока, прохоäящеãо ÷ерез витки этой

Таблица 2
Õàðàêòåðèñòèêè äåéñòâóþùèõ òîêàìàêîâ è òîêàìàêîâ-ðåàêòîðîâ ITER è DEMO

Токаìак Страна Гоä запуска Боëüøой 
раäиус, ì

Маëый 
раäиус, ì

Тороиäаëüное 
поëе, Тë

Ток пëазìы, 
МА

DIII-D [20] США 1986 1,66 0,67 2,2 3,0
NSTX [21] США 1999 1,85 0,65 0,3 1,4
JT-60U [22] Япония 1991 3,40 1,00 2,7 5,5
TCV [23] Швейöария 1992 0,88 0,25—0,7 1,4 1,2
JET [24] Веëикобритания 1992 3,00 1,25—2,1 4,0 6,0
ASDEX Upgrade [25] Герìания 1991 1,65 0,5—0,8 3,9 1,4
EAST [26] Китай 2006 1,75 0,4—0,8 5,0 0,5
KSTAR [27] Респубëика Корея 2008 1,8 0,5 3,5 2,0
ITER [28, 29] Франöия 2025 6,2 2,0 5,3 17
DEMO 1 [18] — 2040—2045 9,1 2,9 5,7 20,0

Ip
2
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катуøки, взятой со знакоì ìинус (в соответствии
с законоì Фараäея):

U0 = –N  = –N BdS,

ãäе N — ÷исëо витков катуøки, Φ — ìаãнитный
поток, прохоäящий ÷ерез катуøку, B — вектор
ìаãнитной инäукöии.
Дëя описания эëектроìаãнитных явëений в ка-

ìере токаìака ввоäится функöия поëоиäаëüноãо

потока ψ(r, t) = BdS как ìаãнитноãо потока

на оäин раäиан, прохоäящеãо ÷ерез окружностü S
с öентроì на вертикаëüной оси токаìака (рис. 4).
Данная функöия зависит от коорäинаты r на по-
ëоиäаëüной пëоскости и от вреìени t.

Поëоиäаëüный ìаãнитный поток ψ в токаìаке
изìеряется путеì интеãрирования напряжения U0,
пропорöионаëüноãо эëектроäвижущей сиëе, инäу-
öированной в äат÷ике 4 ìаãнитноãо потока (flux
loop, рис. 5), который распоëаãается вне вакууì-
ной каìеры в тороиäаëüноì направëении. Дат÷ик
ìаãнитноãо потока состоит из оäноãо витка про-
воäа, называеìоãо также петëей. Интеãрированное
напряжение петëи с соответствуþщиì коэффиöи-
ентоì преäставëяет собой поëоиäаëüный ìаãнит-
ный поток, прохоäящий ÷ерез ее контур:

ψ(r, t) = – U0(τ)dτ + ψ(r, t0).

Дëя осесиììетри÷ной пëазìы это изìерение
äает зна÷ение поëоиäаëüноãо потока в опреäеëен-
ной то÷ке поëоиäаëüной пëоскости.
Сеäëовые петëи 2 (saddle loop, сì. рис. 5), ко-

торые конструируþтся посреäствоì соеäинения
äвух äат÷иков ìаãнитноãо потока, позвоëяþт из-
ìеритü разниöу в поëоиäаëüноì ìаãнитноì пото-
ке ìежäу äвуìя то÷каìи на поëоиäаëüной пëос-
кости в прибëижении осесиììетри÷ной пëазìы:

ψ(r1, t) – ψ(r2, t) =

= – U0(τ)dτ + ψ(r1, t0) – ψ(r2, t0).

В преäпоëожении постоянства ìаãнитноãо по-
тока ÷ерез петëþ они äаþт возìожностü изìеритü
ìаãнитное поëе, норìаëüное к поверхности петëи.
Маãнитное поëе изìеряется также с поìощüþ

ìаãнитных зонäов 3 (magnetic probe, сì. рис. 5),
которые реаãируþт на изìенение ìаãнитноãо по-
тока, прохоäящеãо ÷ерез них. Маãнитный зонä —
это ìноãовитковая катуøка инäуктивности, соеäи-
ненная с äат÷икоì напряжения. В преäпоëожении
оäнороäности ìаãнитноãо поëя внутри катуøки
инäуöированное напряжение U0 связано с ëокаëü-
ныì ìаãнитныì поëеì B(r, t) соотноøениеì

B(r, t)n = – U0(τ)dτ + B(r, t0)n,

ãäе n — вектор норìаëи к попере÷ноìу се÷ениþ
катуøки, N — ÷исëо витков, S — пëощаäü попе-
ре÷ноãо се÷ения катуøки. Это выражение прибëи-
женное, так как ìаãнитный поток не постоянен на
краях зонäа.
Кроìе этоãо, äëя изìерения токов приìеняþт

петëи (пояса) Роãовскоãо [2]. На рис. 5 показан
пояс Роãовскоãо 1, который изìеряет суììу Isum

тороиäаëüноãо тока пëазìы Ip и тока в вакууìной

dΦ
dt
-------- d

dt
----- ∫

Рис. 4. Цилиндрические координаты r, j, z и тороидальные ко-
ординаты r, j, q в токамаке

Рис. 5. Магнитные измерения в токамаке: 1 — пояс Роãовскоãо;
2 — сеäëовая петëя; 3 — ìаãнитный зонä; 4 — äат÷ик ìаãнит-
ноãо потока

1
2π
------

S r( )
∫

1
2π
------

t0

t

∫

1
2π
------

t0

t

∫

1
NS
--------

t0

t

∫
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каìере, прохоäящих ÷ерез ее се÷ение, интеãрируя
ìаãнитное поëе в заìкнутоì контуре вокруã изìе-
ряеìоãо тока. По закону Аìпера ток, протекаþ-
щий ÷ерез заìкнутый контур, опреäеëяется ÷ерез
интеãраë ìаãнитной инäукöии по этоìу контуру

Isum = Bdl. Есëи витки пояса Роãовскоãо ìаëы

по сравнениþ с общиì разìероì катуøки, то тоã-
äа изìенение инäукöии B ìаëо на оäноì витке
при изìерении потока вäоëü катуøки на ìаëоì от-
резке dl, а ìаëое изìенение потока при этоì ìож-
но поëу÷итü в виäе dΦ = nSBdl, ãäе n — ÷исëо вит-
ков на еäиниöу äëины катуøки, S — пëощаäü по-
пере÷ноãо се÷ения катуøки. Тоãäа поëный поток,
пронизываþщий пояс Роãовскоãо, равен веëи÷ине

Φ = nS Bdl, а изìеряеìый суììарный ток с у÷етоì
вы÷исëенноãо потока Φ и закона Фараäея опреäе-
ëяется соотноøениеì:

Isum(t) =  = – U0(τ)dτ + Isum(t0).

Маãнитная äиаãностика — основная функöия
изìеритеëüноãо коìпëекса ëþбоãо токаìака. Рас-
сìотрение äруãих виäов äиаãностики выхоäит за
раìки äанноãо обзора. Отìетиì ëиøü их боëüøое
разнообразие, которое возникает, прежäе всеãо,
из-за особенностей высокотеìпературной пëазìы,
изëу÷аþщей в øирокоì спектре äëин воëн — от
виäиìоãо äиапазона äо жесткоãо рентãеновскоãо
изëу÷ения, а также, из-за необхоäиìости контроëя
не тоëüко интеãраëüных параìетров пëазìы, но и
ëокаëüных в объеìе пëазìенноãо øнура веëи÷ин.

4. ÌÎÄÅËÈ ÏËÀÇÌÛ

4.1. Óðàâíåíèÿ ýâîëþöèîííûõ ìîäåëåé ïëàçìû

Маãнитоäинаìи÷еское равновесие пëазìы в то-
каìаке принято описыватü функöией F(Ψ) поëои-
äаëüноãо потока Ψ, пропорöионаëüной в то÷ке P
потоку ìаãнитной инäукöии ÷ерез окружностü S,
перпенäикуëярнуþ аксиаëüной оси Z и прохоäя-
щуþ ÷ерез рассìатриваеìуþ то÷ку (сì. рис. 4).
Зная распреäеëение поëоиäаëüноãо потока, ãра-
ниöу пëазìы ìожно найти как наибоëüøуþ замк-
нутую ëиниþ уровня поëоиäаëüноãо потока в ка-
ìере токаìака, а в соответствии с теореìой Гаусса
divB = 0 поëоиäаëüное ìаãнитное поëе выражается
как Bp = ∇ψЅ∇ϕ.

Из закона Аìпера rotB = μ0J, ãäе J — вектор
пëотности тока, μ0 — ìаãнитная постоянная, урав-
нения баëанса сиë в пëазìе JЅB = ∇p и усëовия
аксиаëüной сиììетрии токаìака сëеäует уравне-

ние Грэäа — Шафранова [2, 4, 6], описываþщее
равновесие пëазìы. В öиëинäри÷еских коорäина-
тах оно иìеет виä:

r  +  = –μ0r
2  – F ,

ãäе p — ãазокинети÷еское äавëение пëазìы, а
функöия F(ψ) связана с тороиäаëüныì ìаãнитныì
поëеì: F(ψ) ≡ rBϕ.

В преäеëе бесконе÷ной провоäиìости пëазìы
контуры ìаãнитноãо потока как бы «вìорожены» в
пëазìу, и зна÷ение поëоиäаëüноãо потока на ãра-
ниöе пëазìы не ìеняется. Но сопротивëение пëаз-
ìы неäостато÷но ìаëо, ÷тобы иì ìожно быëо
пренебре÷ü на протяжении разряäа токаìака, и
ìаãнитное равновесие пëазìы претерпевает эво-
ëþöиþ в соответствии с законоì Оìа. Проекöиþ
äифференöиаëüноãо закона Оìа на ìаãнитные ëи-
нии в пëазìе называþт уравнениеì äиффузии по-
ëоиäаëüноãо потока. В преäеëе боëüøоãо аспект-
ноãо отноøения и круãëоãо се÷ения пëазìы оно
иìеет виä [36]:

σC  = ρ  + rJni,

ãäе σC — провоäиìостü пëазìы вäоëü сиëовых ëи-

ний, а Jni — пëотностü токов неоìи÷ескоãо проис-

хожäения, к которыì относится бутстрэп-ток, то-
ки, созäаваеìые систеìаìи äопоëнитеëüноãо на-
ãрева (токи увëе÷ения) и äр.
Дëя опреäеëения провоäиìости и неоìи÷еских

токов в уравнении äиффузии поëоиäаëüноãо пото-
ка необхоäиìы распреäеëения äавëения и пëот-
ности эëектронов и ионов пëазìы. Эти веëи÷ины
нахоäятся путеì реøения уравнений переноса
÷астиö и энерãии в пëазìе [37]:

 + ∇(nuα) = Sα,

 + ∇  = Pα.

Зäесü инäекс α = i, e указывает тип ÷астиö (ионы
иëи эëектроны), nα — конöентраöия ÷астиö, Sα —

исто÷ники ÷астиö, qα — поток тепëа, переносиìый

÷астиöаìи, uα — скоростü ÷астиö, Pα — ìощностü

исто÷ников энерãии ÷астиö, куäа вхоäят оìи÷ес-
кий и äопоëнитеëüный наãрев, обìен энерãией
ìежäу эëектронаìи и ионаìи, а также потери на
изëу÷ение. Эти веëи÷ины берутся из теорети÷ес-
ких иëи (так как на äанный ìоìент отсутствует за-

1
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Φ
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кон÷енная теория проöессов переноса в токаìаке)
из эìпири÷еских ìоäеëей в зависиìости от режи-
ìа работы токаìака.

4.2. Ïëàçìîôèçè÷åñêèå êîäû íåëèíåéíûõ 
ýâîëþöèîííûõ ìîäåëåé ïëàçìû

4.2.1. Ïëàçìà ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé

Дëя реøения уравнений эвоëþöионных ìоäе-
ëей пëазìы, в настоящее вреìя разработан ряä
пëазìофизи÷еских коäов. Они состоят из äвух
ãрупп. Первая ãруппа — это коäы, преäназна÷ен-
ные äëя ìоäеëирования пëазìы со свобоäной ãра-
ниöей. В ÷астности, в ГНЦ РФ «Троиöкий инсти-
тут инноваöионных и терìояäерных иссëеäований
(ТРИНИТИ)» (ã. Троиöк) разработана неëинейная
äинаìи÷еская пëазìофизи÷еская ìоäеëü пëазìы
в токаìаке [37]. В основе ìоäеëи ëежит äвуìер-
ное равновесие пëазìы со свобоäной ãраниöей во
внеøних ìаãнитных поëях, усреäненный по ìаã-
нитныì поверхностяì транспорт пëазìенных ки-
нети÷еских параìетров и поëоиäаëüноãо ìаãнит-
ноãо потока, а также систеìа активных катуøек
поëоиäаëüноãо поëя и структура пассивной стаби-
ëизаöии. Моäеëü пëазìы в токаìаке ÷исëенно ре-
аëизована в коäе DINA.
В разëи÷ных странах и на разëи÷ных токаìаках

созäаны äруãие неëинейные коäы со свобоäной
ãраниöей пëазìы анаëоãи÷ноãо назна÷ения, отëи-
÷аþщиеся от коäа DINA разëи÷ныìи особеннос-
тяìи (наëи÷иеì ненуëевой ìассы пëазìы, то÷нос-
тüþ рас÷ета уравнений равновесия и äиффузии
ìаãнитноãо поëя, скоростüþ с÷ета, ìетоäоì ре-
øения уравнения Грэäа — Шафранова и äр.): TSC
(Tokamak Simulation Code, США) [38], JETTO
(Итаëия) [39], CORSICA (США) [40], UEDGE
(США) [41], PET (Россия) [42], SCoPE (Россия)
[4], EDGE2D (Анãëия) [43], MAXFEA (Итаëия)
[44], B2-IRENE (Герìания) [45], PARASOL (Япо-
ния) [46] и äр.

4.2.2. Ïëàçìà ñ ôèêñèðîâàííîé ãðàíèöåé

Вторая ãруппа — это коäы, преäназна÷енные
äëя ìоäеëирования пëазìы с фиксированной ãра-
ниöей, которая заäается поëüзоватеëеì. К ниì
относятся ìноãие коäы, спеöиаëизируþщиеся на
рас÷ете транспортных проöессов в пëазìе. В их
÷исëо вхоäят ASTRA (Россия) [47], CRONOS
(Франöия) [48], TRANSP и PTRANSP [49, 50],
ONETWO [51] и BALDUR [52] (все США).
Транспортные коäы ìоãут испоëüзоватüся сов-

ìестно с коäаìи со свобоäной ãраниöей пëазìы,
созäавая ãибриäнуþ транспортнуþ и ìаãнитнуþ
ìоäеëи. Так, коä DINA-CH быë объеäинен с
коäоì CRONOS [53], а коä TSC [38] — с коäоì
PTRANSP [50].

4.3. Ëèíåàðèçàöèÿ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ïëàçìû

В заäа÷ах управëения форìой, токоì и поëоже-
ниеì пëазìы в токаìаке, как правиëо, требуется
уäерживатü пëазìу возëе жеëаеìоãо равновесноãо
поëожения. Маëостü откëонений от равновесия,
обеспе÷иваеìая систеìаìи управëения с обратной
связüþ, позвоëяет описыватü пëазìу ëинейныìи
ìоäеëяìи, äëя управëения которыìи существуþт
разëи÷ные поäхоäы. Дëя äанных заäа÷ в ка÷естве
основноãо уравнения сëужит неëинейное äиффе-
ренöиаëüное уравнение Кирхãофа, описываþщее
взаиìосвязаннуþ ìаãнитнуþ систеìу провоäни-
ков с токаìи, вкëþ÷ая пëазìенный виток [54, 55]:

 + RIc = Nu,  N = , 

Ψ, Ic ∈ Rn,  u ∈ Rm,  n > m,

ãäе Ψ — вектор поëоиäаëüных потоков, усреäнен-
ных по попере÷ныì се÷енияì контуров и прони-
зываþщих их в вертикаëüных пëоскостях, Ic —
вектор токов в активных обìотках поëоиäаëüных
поëей и пассивных контурах, R — ìатриöа сопро-
тивëений контуров, u — вектор внеøних напря-
жений, приëоженных к обìоткаì поëоиäаëüных
ìаãнитных поëей, который преäставëяет собой
вектор входного воздействия на объект управëе-
ния, ΞmЅm — еäини÷ная ìатриöа разìероì mЅm,
0(n–m)Ѕm — нуëевая ìатриöа разìероì (n – m)Ѕm.
Еäиниöы в ìатриöе N соответствуþт напряжени-
яì на активных обìотках поëоиäаëüных поëей и
секöиях öентраëüноãо соëеноиäа в соответствии с
вектороì u, а нуëи — нуëевыì напряженияì на
контурах пассивных структур.
Линеаризованное уравнение Кирхãофа при ìа-

ëых откëонениях от поëожения равновесия иìеет
виä

δ  + δ  + δ  + δ  + RδIc = Nδu.

Зäесü Ip — поëный ток пëазìы, rp — вектор коор-
äинат ìаãнитной оси пëазìы, ξ — вектор пара-
ìетров, описываþщих профиëü тока, наприìер,
отноøение ãазокинети÷ескоãо äавëения пëазìы к
äавëениþ поëоиäаëüноãо ìаãнитноãо поëя βp и

внутреннþþ инäуктивностü пëазìы li: ξ = [βp li]
T.

Форìу поëоиäаëüноãо се÷ения пëазìенноãо øну-
ра уäобно описыватü в виäе

h = h(Ic, Ip, rp, ξ),

куäа вхоäят вектор токов в обìотках управëения и
пассивных структурах Iс, поëный ток пëазìы Ip,

Ψ· Ξm m×

0 n m–( ) m×

Ψ∂
Ic∂

------- I·c
Ψ∂
Ip∂

------- I·p
Ψ∂
rp∂

------- r
·
p

Ψ∂
ξ∂

------- ξ·
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поëожение ìаãнитной оси rp и вектор возìуще-
ния ξ. Линеаризуя это уравнение, поëу÷иì

y = δh = δIc + δIp + δrp + δξ.

Приращение тока пëазìы δIp ìожет бытü
описано ëинеаризованныì уравнениеì Кирхãофа
äëя контура пëазìы ëибо выражено ÷ерез при-
ращения δI и δξ с у÷етоì физи÷ескоãо усëовия
«вìороженности» поëоиäаëüноãо потока в пëазìу

 = JΨdS = const, ãäе J — пëотностü тока пëаз-

ìы, откуäа

δIc + δIp + δrp + δξ = 0.

Анаëоãи÷но, сìещение поëожения пëазìы δrp

ìожет бытü описано уравнениеì äвижения m  = F
ëибо, с пренебрежениеì ìассой пëазìы, ëинейно
выражено из усëовия баëанса äействуþщих на
пëазìу сиë F:

δrp + δIc + δIp + δξ = 0.

Итоãовая систеìа уравнений в пространстве со-
стояний ëинейной ìоäеëи пëазìы иìеет виä:

δ  = AδI + Bδu + Eδ ,

y = CδI + Fδξ,

ãäе А, В, C, E и F — ìатриöы Якоби. В вектор со-
стояний δI вхоäят приращения токов в активных и
пассивных контурах токаìака δIc, а также ìоãут
вхоäитü: приращение поëноãо тока пëазìы δIp, сìе-

щение поëожения пëазìы δrp и еãо скоростü δ .

Есëи искëþ÷итü произвоäнуþ δ  из первоãо урав-
нения äанной систеìы с поìощüþ заìены пе-
реìенных x ≡ δI – Eδξ, то уравнения ëинейной
ìоäеëи при обозна÷ении u = δu приìут станäарт-
нуþ форìу преäставëения ëинейной äинаìи÷ес-
кой систеìы с управëениеì в пространстве состо-
яний и у÷етоì присутствия вектора внеøнеãо воз-
ìущения δξ в обоих уравнениях, позвоëяþщеãо
ìоäеëироватü «ìаëые срывы» в пëазìе токаìаков:

 = Ax + Bu + AEδξ,

y = Cx + (CE + F )δξ.

Поä÷еркнеì, ÷то в äанной ìоäеëи отсутствует
стати÷еская связü ìежäу вектороì управëения u и
вектороì выхоäных сиãнаëов y в терìинах ABCD-

преäставëения ëинейной äинаìи÷еской систеìы:
ìатриöа D явëяется нуëевой. Физи÷ески äанный
факт объясняется теì, ÷то ток в пëазìе и ее ìаã-
нитная конфиãураöия не ìоãут изìенитüся ìãно-
венно поä возäействиеì сиãнаëов управëения, так
как требуется некоторое вреìя äëя проникновения
эëектроäвижущей сиëы внутрü пëазìы, ÷то созäа-
ет äинаìику распространения управëяþщеãо воз-
äействия в пëазìе. Матеìати÷ески описание äан-
ноãо проöесса своäится к реøениþ äвуìерноãо
уравнения в ÷астных произвоäных äëя инäуöиро-
ванноãо в пëазìе напряжения [4].

4.4. Âîññòàíîâëåíèå ðàâíîâåñèÿ ïëàçìû
ïî âíåøíèì ìàãíèòíûì èçìåðåíèÿì

Эвоëþöионные коäы позвоëяþт поëу÷итü рас-
преäеëения пëотности тока и поëоиäаëüноãо пото-
ка äëя ëþбоãо ìоìента вреìени в ìоäеëируеìоì
пëазìенноì разряäе по экспериìентаëüныì изìе-
ренияì. Оäнако в хоäе экспериìента эти распре-
äеëения не известны, а форìа пëазìы и профиëи
ее параìетров äоëжны бытü иäентифиöированы
по показанияì äиаãностики вне пëазìы. Данная
обратная заäа÷а называется заäа÷ей восстановле-
ния равновесия плазмы [35].
В заäа÷е восстановëения равновесия необхоäи-

ìо найти распреäеëение поëоиäаëüноãо потока ψ,
обëастü пëазìы S и распреäеëение пëотности то-
ка пëазìы J в ней, уäовëетворяþщее уравнениþ
Грэäа — Шафранова:

r  +  = 

J = rp'(ψ) + F(ψ)F'(ψ)

с ãрани÷ныìи усëовияìи ψ|r = 0 = ψ|r = ∞ = 0, и со-
ãëасуþщиеся с показанияìи иìеþщейся ìаãнит-
ной äиаãностики, куäа, как правиëо, вхоäит поë-

ный ток пëазìы JdS = Ip, зна÷ения поëоиäаëüно-

ãо потока в наборе N то÷ек вне пëазìы ψ(ri) = Ψi,
i = 1, ..., N, и зна÷ения поëоиäаëüноãо ìаãнитноãо
поëя в наборе M то÷ек вне пëазìы ∇ψ(rj)Ѕ∇ϕ(rj) =
= Bpj, j = 1, ..., M. Также возìожны äопоëнитеëü-
ные оãрани÷ения на распреäеëение пëотности то-
ка, сëеäуþщие из изìерений кинети÷еских пара-
ìетров и профиëя запаса устой÷ивости q.
Оäниì из саìых распространенных поäхоäов к

реøениþ заäа÷и восстановëения равновесия явëя-
ется ìетоä итераöий Пикара с ëинейной параìет-
ризаöией пëотности тока пëазìы [56—58]. В äан-
ноì ìетоäе на кажäой итераöии функöии p' и FF',

h∂
Ic∂

------- h∂
Ip∂

------- h∂
rp∂

------- h∂
ξ∂

------

Ψ 1
Ip
----

S
∫
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Ip∂
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rp∂
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r
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вхоäящих в уравнение Грэäа — Шафранова, преä-
ставëяþт в виäе ëинейных коìбинаöий базисных
функöий, зависящих от зна÷ений поëоиäаëüноãо
потока преäыäущей итераöии:

 = akαk(ψn – 1),  Fn  = b1βl(ψn – 1).

Зна÷ения коэффиöиентов ak и bl нахоäятся на
кажäой итераöии ìиниìизаöией функöионаëа,
состоящеãо из кваäратов разностей ìежäу расс÷и-
танныìи и изìеренныìи зна÷енияìи поëноãо то-
ка пëазìы, поëоиäаëüноãо потока и поëоиäаëüно-
ãо ìаãнитноãо поëя, который явëяется, в такоì
преäставëении, кваäрати÷ныì функöионаëоì. При
этоì, поскоëüку заäа÷а восстановëения равнове-
сия явëяется некорректной по Аäаìару, приìеня-
þтся техники реãуëяризаöии, наприìер, реãуëяри-
заöия Тихонова иëи SVD-разëожение [59]. Данная
проöеäура повторяется на кажäой итераöии, пока
не буäет äостиãнута схоäиìостü к реøениþ.
Описанный аëãоритì труäоеìкий, и äëя еãо

приìенения в реаëüноì вреìени разряäа токаìа-
ка требуþтся упрощения, наприìер, оãрани÷ение
оäной итераöией при испоëüзовании равновесия
преäыäущеãо ìоìента вреìени в ка÷естве нуëево-
ãо прибëижения. Друãая возìожная ìоäификаöия
закëþ÷ается в преäставëении пëазìы в виäе набо-
ра фиëаìентов [60], преäставëяþщих собой набор
конöентри÷еских иäеаëüных провоäников с тока-
ìи, аппроксиìируþщий ìаãнитнуþ конфиãура-
öиþ пëазìы. В этоì сëу÷ае пëотностü тока пëазìы
преäставëяется в виäе ëинейной коìбинаöии äе-
ëüта-функöий. Фиëаìенты ìоãут бытü фиксиро-
ваны в пространстве, а ìоãут бытü äвижущиìися,
с опреäеëяеìыìи ìиниìизаöией функöионаëа
невязки коорäинатаìи.
Метоä фиëаìентов не позвоëяет восстановитü

профиëи параìетров пëазìы, но ìожет приìе-
нятüся в заäа÷ах, в которых äостато÷но опреäеëитü
поëожение и форìу пëазìы. Дëя таких заäа÷ также
поäхоäят аëãоритìы восстановëения форìы пëаз-
ìы, не восстанавëиваþщие поëоиäаëüный поток в
обëасти пëазìы. Приìероì такоãо аëãоритìа сëу-
жит коä XLOC [61], который аппроксиìирует по-
ëоиäаëüный поток в обëасти вакууìа поëиноìи-
аëüныìи функöияìи с оãрани÷ениеì Δ*ψ = 0.
Граниöа пëазìы при этоì нахоäится, как ëиния
уровня потока, соäержащая X-то÷ку, в которой
∇ψ = 0. Также äëя поäобных заäа÷ приìеняþтся
аëãоритìы, основанные не на реøении уравне-
ний равновесия пëазìы, а на реãрессионноì ана-
ëизе боëüøоãо коëи÷ества экспериìентаëüных
äанных [62].
Матеìати÷ески строãо показано [4], ÷то оäних

тоëüко ìаãнитных изìерений неäостато÷но äëя

опреäеëения внутренних параìетров пëазìы, та-
ких как профиëи тока и äавëения пëазìы. Буäу÷и
некорректно поставëенной, заäа÷а восстановëе-
ния равновесия, в общеì сëу÷ае, неустой÷ива по
вхоäныì äанныì и ìожет иìетü нескоëüко реøе-
ний, существенно разëи÷аþщихся по внутренниì
параìетраì.
Преоäоëетü äанные труäности позвоëяет ìетоä,

основанный на испоëüзовании ε-сетей и реаëизо-
ванный в коäе SDSS (Substantially Different Solutions
Searcher, Россия) [63—67]. В äанноì ìетоäе в ка-
÷естве на÷аëüноãо прибëижения приниìается
равновесие, восстановëенное ëþбыì äруãиì ìе-
тоäоì, наприìер, оäниì из выøеописанных. За-
теì äëя окрестности äанноãо равновесия строится
ε-сетü [68], т. е. набор правых ÷астей уравнения

pn'
k
∑ Fn'

l
∑

Рис. 6. Магнитные конфигурации: а — виäы ìаãнитных поверх-
ностей в токаìаке; б — конфиãураöия с верхней Х-то÷кой на то-
каìаке Гëобус-М; в — к опреäеëенияì боëüøоãо и ìаëоãо ра-
äиусов пëазìы и ее вытянутости; г — к опреäеëениþ треуãоëü-
ности пëазìы
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Грэäа — Шафранова, позвоëяþщий аппроксиìи-
роватü произвоëüное равновесие в рассìатривае-
ìой обëасти с поãреøностüþ, не превыøаþщей ε.
Разбор равновесий, соответствуþщих эëеìентаì
ε-сети, позвоëяет найти все существенно разëи÷а-
þщиеся реøения заäа÷и восстановëения и оöе-
нитü их поãреøностü.
В ка÷естве приìеров на рис. 6, а привеäены

виäы ìаãнитных поверхностей в токаìаке, а на
рис. 6, б — восстановëенные равновесия в виäе
систеìы ëиний равноãо уровня äëя поëоиäаëüно-
ãо потока токаìака Гëобус-М (коä FCDI [58]). На
рис. 6, в, г показаны ãеоìетри÷еские параìетры
сепаратрисы пëазìы. Боëüøой раäиус пëазìы —
среäнее арифìети÷еское ìежäу ìаксиìаëüныì и
ìиниìаëüныì боëüøиì раäиусоì на сепаратрисе
R = (Rmax + Rmin)/2, ìаëый раäиус — поëуразностü
ìаксиìаëüноãо и ìиниìаëüноãо боëüøоãо раäиуса
на сепаратрисе a = (Rmax – Rmin)/2, вытянутостü
пëазìы — отноøение вертикаëüноãо и раäиаëüно-
ãо разìеров пëазìы k = (Zmax – Zmin)/(Rmax – Rmin),
верхняя треуãоëüностü пëазìы — сìещение верх-
ней то÷ки сепаратрисы относитеëüно боëüøоãо
раäиуса сепаратрисы, отнесенное к ìаëоìу раäи-
усу δup = (R(Zmax) – R)/a, нижняя треуãоëüностü
δdown = (R(Zmin) – R)/a.

5. ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ È ÑÐÛÂÛ

Уравнение Грэäа — Шафранова описывает рав-
новеснуþ конфиãураöиþ пëазìы в токаìаке, оä-
нако оно не отражает устой÷ивостü равновесия.
При анаëизе устой÷ивости иссëеäуется эвоëþöия
равновесия пëазìы при возìущениях (ìоäах) оп-

реäеëенноãо виäа, наприìер, ξ(r)ei(ωt + mθ – nϕ) (сì.
рис. 4). Дëя устой÷ивости равновесия необхоäи-
ìо, ÷тобы все возìожные ìоäы быëи затухаþщи-
ìи ëибо иìеëи вреìена развития ìноãо боëüøе
äëитеëüности разряäа. Анаëиз устой÷ивости преä-
ставëяет собой ÷резвы÷айно сëожнуþ заäа÷у, äëя
реøения которой во ìноãих сëу÷аях прихоäится
прибеãатü к ÷исëенноìу ìоäеëированиþ разряäа.
Но реøение этой заäа÷и необхоäиìо, поскоëüку
неустой÷ивости пëазìы ìоãут привоäитü к боëü-
øиì срываì, при которых теряется ìаãнитное
уäержание, и пëазìа прихоäит в соприкосновение
со стенкаìи токаìака, ÷то ìожет привести к ава-
рии и повреäитü установку.
Иссëеäованияì боëüøих срывов пëазìенноãо

øнура в токаìаках и при÷ин их возникновения
уäеëяется в настоящее вреìя боëüøое вниìание,
так как они не äоëжны возникатü при работе тер-
ìояäерноãо ректора. Дëя этоãо, в ÷астности, стро-
ятся ìоäеëи проöессов боëüøих срывов по экспе-

риìентаëüныì äанныì и изу÷аþтся проöессы вза-
иìоäействия пëазìы при боëüøих срывах с первой
стенкой токаìака [69]. В этоì проöессе важнуþ
роëü иãраþт ãаëо-токи (анãë. halo — ореоë), кото-
рые появëяþтся в сëое вне сепаратрисы при взаи-
ìоäействии пëазìы со стенкой [2, 69] во вреìя
развития вертикаëüной неустой÷ивости пëазìы.
В этоì сëу÷ае возникаþт боëüøие ìехани÷еские
сиëы, äействуþщие на стенку. Наприìер, в тока-
ìаке JET они ìоãут äостиãатü зна÷ений в нескоëü-
ко сотен киëонüþтонов при возäействии на ваку-
уìнуþ каìеру [2].
Неустой÷ивости пëазìы накëаäываþт оãрани-

÷ения на рабо÷ие параìетры токаìака. Иìенно
из-за неустой÷ивостей äëя работы токаìака необ-
хоäиìы сиëüные уäерживаþщие ìаãнитные поëя,
при которых отноøение кинети÷ескоãо äавëения p
пëазìы к äавëениþ ìаãнитноãо поëя B, обозна÷а-

еìое β, не превыøает зна÷ений поряäка 10–2. На
основании анаëиза боëüøоãо объеìа экспериìен-
таëüных äанных разных установок установëено
эìпири÷ески преäеëüное äостижиìое зна÷ение β
äëя устой÷ивоãо равновесия [70]:

βmax =  = 0,028  ,

ãäе a — ìаëый раäиус пëазìенноãо øнура. Данное
усëовие накëаäывает оãрани÷ение на äопустиìое
äавëение пëазìы в токаìаке.
Уäобныì параìетроì äëя описания устой÷и-

вости пëазìы сëужит запас устой÷ивости q [2],
опреäеëяеìый äëя ìаãнитной поверхности как

q(L) = dl, ãäе интеãрирование произвоäит-

ся по поëоиäаëüноìу се÷ениþ поверхности, Bϕ и
Bp — тороиäаëüное и поëоиäаëüное ìаãнитные
поëя. В прибëижении круãëоãо се÷ения пëазìы и
боëüøоãо аспектноãо отноøения (R/a), профиëü
q(ρ) выражается ÷ерез профиëü тока пëазìы I(ρ):

q(ρ) = . Такиì образоì, оãрани÷ения на

профиëü q своäятся к оãрани÷енияì на профиëü
тока. Так, анаëиз устой÷ивости ìоäы m = 1 при-
воäит к важноìу критерию Крускала — Шафранова
[70, 71]

q(a) =  > 1,

÷то озна÷ает необхоäиìостü превыøения отноøе-
ния тороиäаëüной Bϕ(a) и поëоиäаëüной Bθ(a) со-
ставëяþщих ìаãнитноãо поëя наä аспектныì от-

p

B2/2μ0
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⎛ ⎞

max
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------- МА

ì•Тë
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2π
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ноøениеì R/a. Это эквиваëентно оãрани÷ениþ на
поëный ток пëазìы при заäанной сиëе тороиäаëü-
ноãо ìаãнитноãо поëя:

Ip < .

Наруøение оãрани÷ений на профиëü запаса
устой÷ивости привоäит к образованиþ винтовой
неустой÷ивости пëазìы. Разëи÷аþт äва основных
виäа винтовой МГД-неустой÷ивости в токаìаке:
неустой÷ивостü ãраниöы (кинк-ìоäа), которая
иìеет тип поверхностной воëны, и äиссипативнуþ
тиринã-неустой÷ивостü (от анãë. tearing — разры-
вание) внутренних обëастей пëазìы. Физи÷ески,
эта оäна и та же неустой÷ивостü. При описании
разниöа закëþ÷ается ëиøü в выборе усëовий у ãра-
ниöы øнура. В первоì сëу÷ае преäпоëаãается ва-
кууìный зазор ìежäу иäеаëüно провоäящей пëаз-
ìой и каìерой. Во второì — зазор «запоëняется»
пëазìой с коне÷ной эëектропровоäностüþ. Есëи
в первоì сëу÷ае проäëитü пëазìенный øнур äо
каìеры, а во второì — сäеëатü пëазìу иäеаëüно
провоäящей, то øнур оказывается устой÷ив по
отноøениþ ко всеì резонансныì винтовыì воз-
ìущенияì, кроìе ìоäы m = 1, ÷то соответствует
критериþ Крускаëа — Шафранова q(a) > 1.
По ìере наãрева пëазìы ее провоäиìостü рас-

тет, а с ней растет и пëотностü тока в ãоря÷еì öен-
тре пëазìы, ÷то также привоäит к уìенüøениþ за-
паса устой÷ивости q(0). При äостижении зна÷ения
q(0) < 1, возникаþщая неустой÷ивая ìоäа m = 1
привоäит к резкоìу срыву пëотности и теìперату-
ры в öентре пëазìы, к коëебанияì теìпературы и
пëотности, называеìыìи пилообразными колебани-
ями. Физика пиëообразных коëебаний не изу÷ена
äо конöа, но известно, ÷то на их аìпëитуäу и пе-
риоä вëияþт наëи÷ие быстрых ионов и äавëение
пëазìы, а также крутизна профиëя q. Пиëообраз-
ные коëебания не привоäят к срыву пëазìенноãо
øнура и с÷итаþтся ÷астüþ рабо÷еãо режиìа тока-
ìака, оäнако они ìоãут понижатü устой÷ивостü
пëазìы к äруãиì ìоäаì. По этой при÷ине на не-
которых токаìаках приìеняþтся систеìы управ-
ëения аìпëитуäой пиëообразных коëебаний, ис-
поëüзуþщие инжекторы нейтраëüных ÷астиö и
наãрев раäиовоëнаìи эëектронных и ионных öик-
ëотронных ÷астот.
Усëовия устой÷ивости ìоãут зависетü не тоëüко

от поëноãо тока пëазìы, но и от виäа профиëя то-
ка. Так, пëазìа с постоянной пëотностüþ тока,
резко обрываþщиìся на ãраниöе пëазìы, неус-
той÷ива по отноøениþ ко всеì ìоäаì m > 1 — у
края пëазìы жеëатеëен ìаëый ãраäиент тока. На-
ëи÷ие поверхности с запасоì устой÷ивости q = 2
вбëизи сепаратрисы привоäит к нарастаниþ свя-

занных с коне÷ной провоäиìостüþ пëазìы ти-
ринã-ìоä, которые веäут к разрываниþ сиëовых
ëиний поëя и образованиþ «ìаãнитных островов».
В резуëüтате это явëение вызывает ускорение про-
öессов переноса и боëüøой срыв пëазìы. Поэтоìу
на практике оãрани÷ение Крускаëа — Шафранова
усиëиваþт äо q(a) > 3.
С профиëеì устой÷ивости q также связаны

оãрани÷ения на äопустиìуþ пëотностü пëазìы.
С увеëи÷ениеì пëотности ускоряþтся связанные
с ÷астотой стоëкновений проöессы переноса и
растут раäиаöионные потери на ãраниöе пëазìы,
÷то привоäит к уìенüøениþ теìпературы в поãра-
ни÷ноì сëое. С уìенüøениеì теìпературы уве-
ëи÷ивается сопротивëение поãрани÷ноãо сëоя, и
сëой перестает провоäитü ток, ÷то веäет к уìенü-
øениþ эффективной обëасти пëазìы, уìенüøе-
ниþ запаса устой÷ивости q на эффективной ãра-
ниöе и посëеäуþщеìу срыву пëазìенноãо øнура.
Дëя сохранения устой÷ивости пëотностü пëазìы n
не äоëжна превыøатü установëенной Гринваëü-
äоì преäеëüной пëотности [72]:

n[1020 ì–3] <  .

Дëя заäа÷ управëения пëазìой фиксированной
пëотности n äанный критерий ìожет бытü рас-
сìотрен как оãрани÷ение снизу на поëный ток
пëазìы Ip.

В öеëоì МГД-возìущения оказываþт сущест-
венное вëияние на разряä токаìака и явëяþтся оä-
ной из основных при÷ин ухуäøения уäержания
пëазìы и äаже ìоãут привоäитü к боëüøоìу сры-
ву, т. е. окон÷аниþ разряäа. По этой при÷ине по-
ëу÷ение режиìов в отсутствии крупноìасøтабных
МГД-неустой÷ивостей в установках типа токаìак
явëяется актуаëüной заäа÷ей. Кроìе созäания ус-
той÷ивой по отноøениþ к МГД-ìоäаì ìаãнитной
конфиãураöии пëазìенноãо øнура, также приìе-
няþтся и активные ìетоäы их поäавëения. На-
приìер, ëокаëüныì наãревоì на ÷астотах эëект-
ронно-öикëотронноãо резонанса уäается эффек-
тивно вëиятü на профиëü äавëения, преäотвращая
развития неустой÷ивых ìоä.
В иссëеäованиях токаìаков уäеëяется боëüøое

вниìание поиску конфиãураöий пëазìы с повы-
øенныì äавëениеì, т. е. с высокиìи зна÷енияìи
теìпературы, пëотности и вреìенеì уäержания,
позвоëяþщих прибëизитüся к выпоëнениþ крите-
рия Лоусона. Но такие конфиãураöии ÷асто поä-
вержены новыì неустой÷ивостяì. Так, на совре-
ìенных токаìаках, как правиëо, изу÷ается вытя-
нутая по вертикаëи пëазìа. В сравнении с круãëой
конфиãураöией, вытянутая пëазìа позвоëяет äо-
стиãатü зна÷итеëüно боëüøеãо äавëения при той

2πa2Bϕ

μ0R
--------------------

Ip

πa2
--------- МА

ì2
----------
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же сиëе ìаãнитноãо поëя. Дëя растяжения пëазìы
по вертикаëи в пëазìе созäается ãоризонтаëüное
поëе, направëенное в противопоëожные стороны в
верхней и нижней ÷астях пëазìы (рис. 7). Оäнако
при такой конфиãураöии ìаëые сìещения пëазìы
по вертикаëи привоäят к увеëи÷ениþ äействуþ-
щих в этоì направëениþ сиë Аìпера JpЅBR, и
пëазìа становится вертикаëüно неустой÷ивой. По-
этоìу äëя работы совреìенных токаìаков необхо-
äиìа систеìа управëения с обратной связüþ, ре-
ãуëируþщая токи в катуøках ãоризонтаëüноãо по-
ëя и стабиëизируþщая поëожение пëазìы.
Еще оäной перспективной конфиãураöией пëаз-

ìы явëяется режиì уëу÷øенноãо уäержания, так
называеìый H-режиì (от анãë. High-confinement —
уëу÷øенное уäержание), возникаþщий при сиëü-
ноì äопоëнитеëüноì наãреве и характеризуþ-
щийся зна÷итеëüно повыøенныì вреìенеì уäер-
жания энерãии. Оäнако такой режиì поäвержен
вëияниþ ELM-неустой÷ивостей (от анãë. Edge Lo-
calized Modes — краевые ëокаëизованные ìоäы).
Данные ìоäы, как правиëо, иìеþт n ∼ 10, m ∼ 30
и привоäят к периоäи÷ескиì выбросаì энерãии

пëазìы, ÷то веäет к ухуäøениþ уäержания и ìо-
жет повреäитü каìеру токаìака. Дëя борüбы с
ELM-неустой÷ивостüþ приìеняþтся систеìы уп-
равëения ÷астотой и аìпëитуäой выбросов, в кото-
рых преäусìотрены наãрев краевых обëастей пëаз-
ìы и аксиаëüно асиììетри÷ные ìаãнитные поëя.

6. ÈÑÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÅ ÓÑÒÐÎÉÑÒÂÀ ÑÈÑÒÅÌ 
ÌÀÃÍÈÒÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÏËÀÇÌÎÉ È ÈÕ ÌÎÄÅËÈ

Дëя управëения поëожениеì, форìой и токоì
пëазìы в токаìаке приìеняþтся ìаãнитные äат-
÷ики, (сì. § 3), поäкëþ÷енные ÷ерез реãуëяторы
к управëяеìыì исто÷никаì питания, такиì как:
ìноãофазные тиристорные выпряìитеëи (рис. 8, а)
[73—74], инверторы напряжения на сиëовых тран-
зисторах (рис. 8, б) [75—77], тиристорные инвер-
торы тока (рис. 8, в) [78].
Тиристорные выпряìитеëи обëаäаþт относи-

теëüно ìаëыì быстроäействиеì и приìеняþтся
äëя питания катуøек тороиäаëüных и поëоиäаëü-
ных поëей äëя управëения форìой и токоì пëаз-
ìы [79, 80]. Иноãäа они приìеняþтся вìесте с ка-
туøкаìи поëоиäаëüных поëей äëя управëения вер-
тикаëüныì и ãоризонтаëüныì поëожениеì пëазìы,
наприìер, на токаìаке ASDEX Upgrade [33]. При
синтезе ëинейных реãуëяторов äëя систеì ìаãнит-
ноãо управëения пëазìой в токаìаке ìоäеëи тирис-
торных выпряìитеëей с äостато÷ной то÷ностüþ ап-
проксиìируþтся переäато÷ныìи функöияìи в
виäе äинаìи÷ескоãо звена первоãо поряäка с транс-

портныì запазäываниеì виäа W(s) = e–Ts/(Ts + 1),
ãäе параìетр T зависит от характеристик конкрет-
ноãо выпряìитеëя [79].
Инверторы напряжения и тока обëаäаþт боëее

высокиì быстроäействиеì, по сравнениþ с тирис-
торныìи выпряìитеëяìи, и приìеняþтся äëя пи-
тания катуøек поëоиäаëüных поëей иëи отäеëü-
ных катуøек ãоризонтаëüноãо и вертикаëüноãо по-
ëей в öеëях управëения поëожениеì пëазìы и

Рис. 7. Природа вертикальной неустойчивости вытянутой плазмы

Рис. 8. Силовые части исполнительных устройств: а — ìноãофазный тиристорный выпряìитеëü; б — транзисторный инвертор на-
пряжения; в — тиристорный инвертор тока
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поäавëения ее неустой÷ивости по вертикаëüной
коорäинате [78, 80]. Моäеëи äанных устройств
сëожные и неëинейные. Оäнако äëя öеëей синтеза
систеì управëения обы÷но äостато÷но аппрокси-
ìаöии в виäе коэффиöиента усиëения [80, 82, 83],
так как неëинейная äинаìика на поряäок быстрее
управëяеìых проöессов в пëазìе токаìака. Ин-
верторы напряжения ìоãут работатü в режиìе øи-
ротно-иìпуëüсной ìоäуëяöии [76, 77] ëибо в ре-
ëейноì режиìе, обеспе÷иваþщеì скоëüзящий ре-
жиì иëи автокоëебатеëüные проöессы [78, 83] в
заìкнутой систеìе управëения.

7. ÑÔÅÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÒÎÊÀÌÀÊ ÃËÎÁÓÑ-Ì

7.1. Êîíñòðóêöèÿ òîêàìàêà Ãëîáóñ-Ì

Установка Гëобус-М преäставëяет собой сфе-
ри÷еский токаìак новоãо покоëения, преäназна-
÷енный äëя иссëеäования физи÷еских проöессов
в пëазìе сфери÷еской конфиãураöии и отработки
инженерных рекоìенäаöий äëя сфери÷еских тока-
ìаков ìеãааìперноãо äиапазона [84].
Основные параìетры сфери÷ескоãо токаìака

Гëобус-М: Ток пëазìы Ip äо 0,3 МА, тороиäаëüное
ìаãнитное поëе Bт ≤ 0,4 Тë. Боëüøой раäиус уста-
новки R = 0,36 ì, ìаëый раäиус a = 0,24 ì, ÷то со-
ответствует аспектноìу отноøениþ 1,5, при этоì
вертикаëüная вытянутостü øнура k ìожет äости-
ãатü 2,2, а треуãоëüностü δ — 0,4.
Эëектроìаãнитная систеìа токаìака спроекти-

рована по кëасси÷еской схеìе, коãäа все обìотки
распоëожены вне вакууìной каìеры, а обìотки
поëоиäаëüноãо поëя распоëожены вне обìотки
тороиäаëüноãо поëя (рис. 9, сì. третüþ страниöу
обëожки).
Шестнаäöатü оäновитковых D-образных кату-

øек изãотовëены из эëектротехни÷еской ìеäи, со-
еäинены посëеäоватеëüно и образуþт обìотку то-
роиäаëüноãо поëя. Прохоäящие ÷ерез внутренний
öиëинäр вакууìной каìеры ÷асти катуøек изãо-
товëены в виäе 16 изоëированных äруã от äруãа
бронзовых сеãìентов. На образованный сеãìен-
таìи öентраëüный стерженü наäета обìотка äëя
созäания вихревоãо эëектри÷ескоãо поëя — öент-
раëüный соëеноиä. Соëеноиä выпоëнен из ìеäно-
серебряноãо спëава в виäе äвухсëойной катуøки,
общая высота обìотки составëяет 1,3 ì. Девятü
пар поëоиäаëüных обìоток разбиты на три функ-
öионаëüные ãруппы: обìотки коìпенсаöии рассе-
янноãо поëя, «ìеäëенные» и «быстрые» обìотки
управëения поëожениеì и форìой пëазìы. Сис-
теìа поëоиäаëüных катуøек позвоëяет созäаватü
ìаãнитные конфиãураöии как ëиìитерные, так и
äиверторные, с оäной иëи äвуìя X-то÷каìи.

Обращает на себя вниìание о÷енü ìаëое рас-
стояние (2—3 сì) ìежäу внеøней ìаãнитной по-
верхностüþ пëазìенноãо øнура и стенкой разряä-
ной каìеры. Эта особенностü явëяется оäной из
кëþ÷евых, отëи÷аþщих токаìак Гëобус-М от äру-
ãих сфери÷еских токаìаков. Приìенение конст-
рукöии, в которой пëазìа тесно вписана в объеì
вакууìной каìеры, иìеет ряä преиìуществ. Ка-
туøки ìаãнитной систеìы токаìака ìоãут бытü
ìаксиìаëüно прибëижены к пëазìе без необхоäи-
ìости поìещатü их в вакууì. Теì саìыì уìенüøа-
ется объеì созäаваеìоãо внеøнеãо ìаãнитноãо по-
ëя и снижается ìощностü исто÷ников питания äëя
еãо созäания. Кроìе тоãо, упрощается конструк-
öия саìих катуøек, так как снижаþтся требования
по отвоäу от них тепëа по сравнениþ с обìоткаìи,
распоëоженныìи в вакууìе. Оäновреìенно с этиì
бëизко распоëоженная провоäящая стенка оказы-
вает стабиëизируþщее возäействие на пëазìен-
ный øнур.
Иìеется также ряä преиìуществ, испоëüзуеìых

при проектировании äиаãности÷ескоãо оборуäова-
ния. Наприìер, äат÷ики ìаãнитной äиаãностики
ìоãут бытü распоëожены бëизко к внеøней ìаã-
нитной поверхности пëазìы, ÷ерез äиаãности÷ес-
кие патрубки ìожет бытü реаëизован боëее øи-
рокий ракурс обзора äëя набëþäения за пëазìой.
К неãативныì ìоìентаì, связанныì с конструк-
öией установки Гëобус-М, сëеäует отнести повы-
øеннуþ наãрузку на стенку разряäной каìеры из-
за ìаëой пëощаäи поверхности по сравнениþ с
объеìоì пëазìы, а также боëее жесткие требова-
ния к систеìе управëения поëожениеì пëазìен-
ноãо øнура (то÷ностü и ìаëое вреìя перехоäных
проöессов, быстроäействие исто÷ников питания в
контуре управëения).
Обìотки токаìака питаþтся от сиëовых транс-

форìаторов, поäкëþ÷енных к высоковоëüтной се-
ти переìенноãо тока 110 кВ с поìощüþ øестифаз-
ных тиристорных выпряìитеëей и быстрых ти-
ристорных инверторов тока с ÷астотой äо 3 кГö.
Исто÷ники питания охва÷ены петëяìи обратной
связи и позвоëяþт поääерживатü заäанные поëо-
жение, форìу и ток пëазìы. Систеìа охëажäения
обìоток эëектроìаãнитной систеìы обеспе÷ивает
работу токаìака с ÷астотой 6 иìпуëüсов в ÷ас при
äëитеëüности разряäа 0,3 с и ìаксиìаëüно äо-
стиãнутоì в экспериìенте токе 0,36 МА. Обы÷ный
(рабо÷ий) äиапазон токов составëяет 180—250 кА.
Ток пëазìы поääерживается за с÷ет расхоäа ìаã-
нитноãо потока систеìы поëоиäаëüных катуøек,
воëüт-секунäная пëощаäü которой равна 0,33 В•с.
Вкëаä öентраëüноãо соëеноиäа в созäание ìаãнит-
ноãо потока составëяет 90 %.
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Рисунки к статье Ю.В. Митришкина, П.С. Коренева, А.А. Прохорова и др.
«Управление плазмой в токамаках. Ч. 1. Проблема управляемого термо-
ядерного синтеза. Токамаки. Компоненты систем управления» (с. 2–20)

Рис. 9. Конструкция токамака 
Глобус-М: 1 – опорная конструкция 
токамака; 2 – межвитковые распорки 
тороидальных катушек; 3 – крепления 
полоидальных катушек; 4 – централь-
ный соленоид; 5 – бандажное кольцо; 
6 – клиновой зажим; 7 – обмотка 
тороидального поля; 8 – «медленные» 
обмотки полоидального поля; 9 – 
«быстрые» обмотки управления (го-
ризонтальное поле); 10 – «быстрые» 
обмотки управления (вертикальное 
поле); 11 – вакуумная камера; 12 – 
компенсационные обмотки 

Рис. 10. Схема размещения основных систем и диагностик на токамаке Глобус-М: 
вид сверху; полоидальная магнитная система не показана 
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Вакууìная каìера токаìака Гëобус-М объеìоì

окоëо 1,1 ì3 преäставëяет собой öеëüносварнуþ
конструкöиþ из нержавеþщей стаëи. В ней иìе-
þтся 38 äиаãности÷еских патрубков общей пëоща-

äüþ 0,8 ì2, обеспе÷иваþщих хороøий äоступ к
пëазìе äëя äиаãностики и исто÷ников äопоëни-
теëüноãо наãрева. Вакууìная каìера сварена из
внутреннеãо öиëинäра с тоëщиной стенки 2 ìì,
äвух поëусфер с тоëщиной стенки 3 ìì и тоëстоãо
наружноãо коëüöа тоëщиной 14 ìì. Поëное со-
противëение каìеры 120 ìкОì в тороиäаëüноì
направëении. Окоëо 50 % тока протекает по внут-
реннеìу öиëинäру, 35 % по поëусфераì и тоëüко
15 % по внеøнеìу коëüöу. Такой ìаëый ток по
внеøнеìу коëüöу объясняется наëи÷иеì патруб-
ков. Факти÷ески, ток протекает по äвуì коëüöаì
высотой окоëо 4 сì. Конструкöия патрубков поз-
воëяет ввоäитü в пëазìу äо 4 МВт ìощности äо-
поëнитеëüноãо наãрева (фунäаìентаëüные и высо-
кие ãарìоники ионно-öикëотронной ÷астоты [85],
инжекöия пу÷ка нейтраëüных атоìов [86]). Основ-
ная ÷астü обращенной к пëазìе поверхности, на-
ибоëее поäверженной возäействиþ пëазìенных
потоков, защищена пëиткаìи, изãотовëенныìи из
спеöиаëüноãо типа ãрафита РГ-Ti91. Детаëи конст-
рукöии токаìака описаны также в работе [87].

7.2. Äèàãíîñòè÷åñêèå ñèñòåìû òîêàìàêà Ãëîáóñ-Ì

Диаãности÷еский коìпëекс токаìака, испоëü-
зуеìый в экспериìентах, состоит из боëüøоãо
÷исëа ìониторных систеì äиаãностики, работаþ-
щих постоянно. В их состав вхоäят äат÷ики токов
и напряжений в обìотках ìаãнитной систеìы то-
каìака, набор петеëü и зонäов ìаãнитной äиа-
ãностики, СВЧ-интерфероìетр, äетекторы опти-
÷ескоãо (коëëиìированные и обзорные äат÷ики
светиìости ëиний воäороäа и äейтерия, äат÷ики
изëу÷ения ëеãких приìесей, обзорные спектро-
ìетры) и рентãеновскоãо (ìяãкоãо и жесткоãо) из-
ëу÷ения, боëоìетры, зонäы Ленãìþра и äр. [88, 89].
В зависиìости от заäа÷ экспериìента ìоãут

поäкëþ÷атüся сëожные äиаãности÷еские систеìы,
требуþщие у÷астия оператора иëи переäаþщие
боëüøой объеì äопоëнитеëüной инфорìаöии в ба-
зу äанных установки, такие как систеìа äиаãности-
ки тоìсоновскоãо рассеяния [90], систеìа äиа-
ãностики потоков атоìов перезаряäки [89], быст-
рая виäеокаìера опти÷ескоãо äиапазона. Схеìа
разìещения основных систеì äиаãностик и собст-
венно систеì токаìака преäставëена на рис. 10
(сì. третüþ страниöу обëожки).
На основе äанных ìаãнитной äиаãностики [91],

таких как äанные с äваäöатü оäной петëи, уста-
новëенных на поверхности разряäной каìеры то-
каìака äëя изìерения поëоиäаëüноãо потока, с

поìощüþ коäа EFIT [56] осуществëяется реконст-
рукöия ìаãнитной конфиãураöии (off-line). Пëот-
ностü пëазìы изìеряется в режиìе ìониторинãа
с поìощüþ СВЧ-интерфероìетра, работаþщеãо
на äëине воëны 0,8 ìì и иìеþщеãо три верти-
каëüные хорäы, прохоäящие на расстоянии 24, 42
и 50 сì от оси токаìака. Аппаратура позвоëяет
уверенно изìерятü ëинейнуþ пëотностü в äиапа-

зоне äо 0,6 Ѕ 1020 ì–2, ÷то соответствует среäней

пëотности пëазìы окоëо 1,0 Ѕ 1020 ì–3.
С поìощüþ äиаãностики тоìсоновскоãо рассе-

яния [90] профиëü теìпературы и пëотности эëек-
тронов изìеряется по äесяти пространственныì
то÷каì вäоëü ìаëоãо раäиуса с внутренней сторо-
ны пëазìенноãо øнура. Диаãностика позвоëяет
произвоäитü äо 20 изìерений за разряä в заранее
заäанных вреìенных то÷ках. Миниìаëüный ин-
терваë ìежäу сосеäниìи изìеренияìи не превы-
øает 500 ìкс. Ионная теìпература опреäеëяется
по потокаì атоìов перезаряäки с поìощüþ ана-
ëизатора АКОРД-12 [89], ëиния набëþäения кото-
роãо направëена вäоëü боëüøоãо раäиуса токаìа-
ка. Анаëизатор позвоëяет оäновреìенно изìерятü
потоки атоìов воäороäа и äейтерия по øести энер-
ãети÷ескиì канаëаì äëя кажäоãо изотопа. Мини-
ìаëüное вреìенное разреøение прибора составëя-
ет 1 ìс. Линия набëþäения второãо анаëоãи÷ноãо
анаëизатора ориентирована в тороиäаëüноì на-
правëении.
Отìетиì кëþ÷евое отëи÷ие установки Гëобус-М

от äруãих сфери÷еских токаìаков, состоящее в
тоì, ÷то токаìак Гëобус-М характеризуется вы-
сокиì зна÷ениеì среäней по се÷ениþ пëотности
тока в пëазìенноì øнуре. В разëи÷ных режиìах

работы эта веëи÷ина составëяет 1,4—1,8 МА/ì2.
Данное обстоятеëüство äеëает оìи÷еский режиì
боëее эффективныì, так как уäеëüная ìощностü
наãрева пропорöионаëüна кваäрату пëотности то-
ка. Высокая пëотностü тока, как и высокое зна-
÷ение отноøения Bт/R, äостиãаþщее 1,8 Тë/ì,
позвоëяет поëу÷атü разряäы с высокой преäеëüной

среäней пëотностüþ пëазìы окоëо 1•1020 ì–3 äаже
в режиìе оìи÷ескоãо наãрева.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

На приìере ряäа äействуþщих совреìенных
токаìаков с вытянутыì по вертикаëи попере÷ныì
се÷ениеì, а также сооружаеìоãо терìояäерноãо
реактора-токаìака ITER преäставëены разëи÷ные
аспекты совреìенных токаìаков как объектов ав-
тоìати÷ескоãо управëения. Поступивøие äанные
от разработ÷иков проекта первой терìояäерной
эëектростанöии DEMO показываþт, ÷то этот про-
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ект впоëне реаëизуеìый и наìе÷ены опреäеëен-
ные сроки еãо реаëизаöии.
Показанная картина äействуþщих токаìаков,

экспериìентаëüноãо терìояäерноãо реактора ITER
и терìояäерной эëектростанöии DEMO опреäеëя-
ет äорожнуþ карту реøения пробëеìы управëяе-
ìоãо терìояäерноãо синтеза в обозриìые сроки.
Отëи÷ия токаìаков закëþ÷аþтся в разìещении

обìотки тороиäаëüноãо поëя внутри иëи вне об-
ìоток поëоиäаëüноãо поëя, в наëи÷ии иëи отсут-
ствии обìоток внутри вакууìной каìеры äëя уп-
равëения поëожениеì пëазìы, явëяþтся ëи об-
ìотки токаìаков сверхпровоäящиìи иëи нет и äр.
Токаìак DEMO преäпоëаãается созäатü со сверх-
провоäящиìи обìоткаìи, но какуþ поëоиäаëü-
нуþ систеìу принятü к испоëнениþ пока остается
преäìетоì иссëеäования.
Рассìотренные вопросы äиаãностики пëазìы

токаìаков и построения соответствуþщих испоë-
нитеëüных устройств показываþт äопоëнитеëüные
сëожности в разработке систеì управëении пëаз-
ìой, äëя синтеза и анаëиза которых необхоäиìы
привеäенные неëинейные и ëинейные ìоäеëи
пëазìы.
В настоящее вреìя основная ÷астü неустой÷и-

востей пëазìы в токаìаках поäавëяется. Наибоëее
опасное явëение äëя буäущих терìояäерных реак-
торов преäставëяþт собой так называеìые боëü-
øие срывы [2, 69, 92], которые не äоëжны возни-
катü при экспëуатаöии реакторов-токаìаков. Это
явëение изу÷ается и ищутся пути, как не äопуститü
боëüøие срывы, которые своäятся к правиëüноìу
заäаниþ профиëей пëазìенных параìетров с по-
ìощüþ систеì кинети÷ескоãо управëения и их оп-
тиìаëüноãо взаиìоäействия с систеìаìи ìаãнит-
ноãо управëения пëазìой.
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УДК 517.5

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÔÓÍÊÖÈÉ
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÍÅÉÐÎÍÍÛÕ ÑÅÒÅÉ

È ÍÅ×ÅÒÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

А.С. Шведов

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Нейронные сети и не÷еткие систеìы приìеня-
þтся äëя реøения ìноãих прикëаäных заäа÷ (сì.,
наприìер, книãи [1—3]), в тоì ÷исëе и заäа÷ уп-
равëения. Теореìы о возìожности аппроксиìа-
öии непрерывных функöий äанныìи аãреãатаìи
стаëи важныì øаãоì на пути превращения и ней-
ронных сетей, и не÷етких систеì из эвристи÷еских
ìетоäов в ìатеìати÷ески обоснованные ìетоäы.
Основопоëаãаþщие резуëüтаты по теории при-

бëижения функöий поëу÷ены в äевятнаäöатоì ве-
ке К. Вейерøтрассоì и П.Л. Чебыøевыì. Их ис-
сëеäования быëи проäоëжены ìноãиìи автораìи.
В äваäöатоì веке боëüøой вкëаä в теориþ при-
бëижений внесëи акаäеìики А.Н. Коëìоãоров и
С.Н. Бернøтейн. При созäании этой теории в ка-
÷естве аппроксиìируþщих аãреãатов испоëüзова-
ëисü аëãебраи÷еские ìноãо÷ëены (äëя неперио-
äи÷еских функöий) и триãоноìетри÷еские поëи-
ноìы (äëя периоäи÷еских функöий). Резуëüтаты
из этих äвух разäеëов теории прибëижений во
ìноãоì похожи. Затеì стаëи приìенятüся и äруãие
аппроксиìируþщие аãреãаты — спëайны, нейрон-
ные сети, не÷еткие систеìы. Мноãие интересные
резуëüтаты связаны с теорией попере÷ников фун-
кöионаëüных кëассов.

Первые теореìы о возìожности аппроксиìа-
öии непрерывных функöий оäнонаправëенныìи
нейронныìи сетяìи с оäниì скрытыì сëоеì по-

ëу÷ены в работах1 [4—6]. Первые теореìы о воз-
ìожности аппроксиìаöии функöий не÷еткиìи
систеìаìи äоказаны в работах [7—9]. Иссëеäова-
ния и по аппроксиìаöии функöий нейронныìи
сетяìи, и по аппроксиìаöии функöий не÷еткиìи
систеìаìи быëи проäоëжены ìноãиìи автораìи.
Существуþт и нейро-не÷еткие ìоäеëи, но они в

настоящеì обзоре не рассìатриваþтся.
В § 1 äанной работы привоäятся некоторые ре-

зуëüтаты, относящиеся к прибëижениþ функöий
оäноãо и нескоëüких äействитеëüных переìенных
аëãебраи÷ескиìи ìноãо÷ëенаìи, он носит вспоìо-
ãатеëüный характер. Еãо основное назна÷ение —
показатü те постановки заäа÷, которые затеì встре-
÷аþтся в § 2 и 3. Обзор совреìенноãо состояния
теории прибëижения функöий аëãебраи÷ескиìи
ìноãо÷ëенаìи в настоящей работе не äается. В § 2
äается обзор резуëüтатов по прибëижениþ функ-
öий нейронныìи сетяìи, в § 3 — не÷еткиìи сис-
теìаìи.

Дан обзор некоторых резуëüтатов, относящихся к аппроксиìаöии функöий оäноãо и не-
скоëüких äействитеëüных переìенных. Привеäен ряä теореì оäноãо из кëасси÷еских на-
правëений — аппроксиìаöии аëãебраи÷ескиìи ìноãо÷ëенаìи. Отìе÷ено, ÷то первые ре-
зуëüтаты по аппроксиìаöии функöий с поìощüþ нейронных сетей и не÷етких систеì
появиëисü как ответ на необхоäиìый äëя практи÷еских заäа÷ вопрос о возìожности при-
бëиженноãо преäставëения непрерывных функöий с поìощüþ таких аãреãатов. Затеì эти
нау÷ные направëения стаëи развиватüся теìи же путяìи, ÷то и теория прибëижения фун-
кöий аëãебраи÷ескиìи ìноãо÷ëенаìи. Преäставëены некоторые резуëüтаты, относящи-
еся к аппроксиìаöии функöий нейронныìи сетяìи и не÷еткиìи систеìаìи.

Ключевые слова: аппроксиìаöия функöий, аëãебраи÷еские ìноãо÷ëены, нейронные сети, не÷еткие
систеìы.

1 В книãе [2] äëя терìина feedforward neural network преäëа-
ãается перевоä нейронная сеть прямого распространения. Оäнако
боëее уäа÷ныì преäставëяется перевоä однонаправленная ней-
ронная сеть, употребëяеìый в книãе [3].
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1. ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÔÓÍÊÖÈÉ 
ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÌÍÎÃÎ×ËÅÍÀÌÈ

Пустü C[0, 1] — пространство непрерывных
функöий f :[0, 1] → . Норìа функöии f ∈ C[0, 1]
опреäеëяется соотноøениеì

|| f ||∞ = | f(x)|.

Через Πn обозна÷иì пространство аëãебраи÷ес-
ких ìноãо÷ëенов степени не выøе n, т. е. прост-
ранство функöий виäа

Pn(x) = a0x
n + a1x

n – 1 + ... + an – 1x + an,

ãäе a0, a1, ..., an – 1, an — äействитеëüные ÷исëа.
Наиëу÷øиì прибëижениеì функöии f ∈ C[0, 1]
аëãебраи÷ескиìи ìноãо÷ëенаìи степени не выøе
n называется веëи÷ина

En( f ) = || f – Pn||∞.

Сëеäуþщая теореìа принаäëежит Вейерøтрассу.
Теорема 1. Для любой функции f ∈ C[0, 1]

En( f ) → 0 при n → ∞. ♦

Доказатеëüство теореìы Вейерøтрасса ìожно
найти, наприìер, в книãах [10, 11].
Моäуëü непрерывности функöии g ∈ C[0, 1] оп-

реäеëяется сëеäуþщиì образоì. При δ > 0

ω(g, δ) = |g(x) – g(y)|.

В терìинах ìоäуëей непрерывности функöии f
и ее произвоäных (есëи они существуþт) ìожно
äатü ответ на вопрос, наскоëüко быстро посëеäо-
ватеëüностü En( f ) стреìится к нуëþ в зависиìости
от ãëаäкости функöии f.
Сëеäуþщие äве теореìы принаäëежат Джексону.
Теорема 2. Если функция f ∈ C[0, 1], то при лю-

бом натуральном n

En( f ) ≤ C0ω ,

где C0 — некоторая абсолютная константа.

Теорема 3. Если функция f ∈ C[0, 1] имеет r не-
прерывных производных на отрезке [0, 1], то при лю-
бом n > r

En( f ) ≤ ω , 

где константа Cr зависит только от r. ♦

Доказатеëüства теореì 2 и 3 ìожно найти, на-
приìер, в книãе [10]. Форìаëüно теореìа 1 явëя-
ется сëеäствиеì теореìы 2, но поëу÷ена теореìа 1
зна÷итеëüно ранüøе.
Теореìы 2 и 3 относятся к пряìыì теореìаì

теории прибëижений. Существуþт и обратные
теореìы теории прибëижений: из äостато÷но хо-
роøей аппроксиìаöии функöии теìи иëи иныìи
аãреãатаìи вытекает соответствуþщая ãëаäкостü
этой функöии. Про обратные теореìы äëя прибëи-
жения аëãебраи÷ескиìи ìноãо÷ëенаìи сì., напри-
ìер, книãу [11].
Оäнако теореìа 3 не äает ответа на сëеäуþщий

вопрос. Пустü функöия f ∈ C[0, 1] и иìеет r непре-
рывных произвоäных на отрезке [0, 1]. Можно ëи
найти такой аëãебраи÷еский ìноãо÷ëен Pn, кото-
рый прибëижает функöиþ f, а произвоäные этоãо

ìноãо÷ëена , ...,  прибëижаþт произвоäные

f ', ..., f (r) соответственно? Такие заäа÷и называþтся
заäа÷аìи о совìестноì прибëижении аëãебраи÷ес-
киìи ìноãо÷ëенаìи функöии и ее произвоäных.
Сëеäуþщие ìноãо÷ëены быëи ввеäены

С.Н. Бернøтейноì. Дëя функöии f ∈ C[0, 1] аë-
ãебраи÷еский ìноãо÷ëен

Bn( f; x) = f xk(1 – x)n – k

называется ìноãо÷ëеноì Бернøтейна. Доказа-
теëüство тоãо, ÷то ìноãо÷ëены Бернøтейна äаþт
реøение заäа÷и о совìестноì прибëижении фун-
кöии и ее произвоäных, ìожно найти, наприìер, в
книãе [12]. Оäнако скоростü прибëижения функ-
öии ìноãо÷ëенаìи Бернøтейна зна÷итеëüно боëее
ìеäëенная, ÷еì та, которая äается теореìой 2 (сì.,
наприìер, работу [13]).
Мноãо÷ëены Бернøтейна äаþт приìер ëиней-

ноãо ìетоäа прибëижения. Оператор Ln: C[0, 1] →
→ C[0, 1] называется ëинейныì, есëи äëя ëþбых
функöий f, g ∈ C[0, 1] и äëя ëþбых a, b ∈ 

Ln(af + bg) = aLn( f ) + bLn(g).

Линейный оператор Ln называется поëожитеëü-
ныì, есëи из усëовия f(x) ≥ 0 при 0 ≤ x ≤ 1 вытекает,
÷то Ln( f; x) ≥ 0 при 0 ≤ x ≤ 1.

Сëеäуþщая теореìа принаäëежит П.П. Коров-
кину [14].
Теорема 4. Пусть {Ln} — последовательность

линейных положительных операторов из C[0, 1] в

C[0, 1]. Рассмотрим функции gk(x) = xk. Тогда если

||gk – Ln(gk)||∞ → 0 при n → ∞,

sup
x 0 1,[ ]∈

inf
Pn Πn∈

sup
x y, 0 1,[ ]∈

x y– δ≤

f 1
n
---,⎝ ⎠

⎛ ⎞

Cr

nr
------ f r( ) 1

n r–
-----------,⎝ ⎠

⎛ ⎞

Pn' Pn
r( )

k 0=

n

∑ k
n
---⎝ ⎠

⎛ ⎞ Cn
k
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при k = 0, 1, 2, то для любой функции f ∈ C[0, 1] 

|| f – Ln( f )||∞ → 0 при n → ∞. ♦

Существуþт ìноãо÷исëенные обобщения тео-
реìы Коровкина (сì., наприìер, работы [15, 16]).
Заäа÷а прибëижения функöий аëãебраи÷ески-

ìи ìноãо÷ëенаìи изу÷ена не тоëüко äëя равно-
ìерной ìетрики, но и äëя интеãраëüных ìетрик.
Пространство Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞, состоит из из-

ìериìых по Лебеãу функöий f : [0, 1] → , äëя ко-
торых

| f(x)|pdx < ∞.

Функöии, разëи÷аþщиеся ëиøü на ìножест-
ве ìеры ноëü, отожäествëяþтся. Норìа функöии

f ∈ Lp[0, 1] опреäеëяется сëеäуþщиì образоì:

|| f ||p = .

Дëя наиëу÷øеãо прибëижения функöий

f ∈ Lp[0, 1] аëãебраи÷ескиìи ìноãо÷ëенаìи в ìет-

рике Lp также иìеþтся теореìы типа Джексона
(сì., наприìер, работу [17]).
Зна÷итеëüная ÷астü резуëüтатов о прибëижении

функöий оäноãо äействитеëüноãо переìенноãо в
той иëи иной степени обобщена äëя функöий не-
скоëüких äействитеëüных переìенных (сì., на-
приìер, книãу [18]).

Рассìотриì коìпактное ìножество K ⊆ d (т. е.
ìножество K явëяется оãрани÷енныì и заìкну-
тыì). Пустü C(K) — пространство непрерывных
функöий f : K →  с равноìерной норìой

|| f ||∞ = | f(x)|.

Пустü M — ëинейное поäпространство про-
странства C(K), и выпоëняþтся сëеäуþщие три ус-
ëовия.

1. Поäпространство M явëяется аëãеброй, т. е.
из усëовия f ∈ M, g ∈ M сëеäует, ÷то и произвеäе-
ние fg ∈ M.

2. Дëя ëþбых несовпаäаþщих то÷ек x, y ∈ K
найäется функöия f ∈ M такая, ÷то f(x) ≠ f(y).

3. Дëя ëþбой то÷ки x ∈ K найäется функöия
f ∈ M такая, ÷то f(x) ≠ 0.
Сëеäуþщая теореìа принаäëежит Стоуну.
Теорема 5. Подпространство M является плот-

ным в пространстве C(K) относительно равномер-
ной метрики. ♦
Доказатеëüство теореìы Стоуна ìожно найти,

наприìер, в книãе [11].

Отìетиì, ÷то пространство всех аëãебраи÷еских
ìноãо÷ëенов относитеëüно переìенных x1, ..., xd

уäовëетворяет усëовияì 1—3. Поэтоìу верен ìно-
ãоìерный анаëоã теореìы 1: ëþбуþ функöиþ из
пространства C(K) ìожно скоëü уãоäно то÷но при-
бëизитü аëãебраи÷ескиìи ìноãо÷ëенаìи в равно-
ìерной ìетрике.
Оäин из вариантов теореìы Джексона äëя при-

бëижения функöий нескоëüких äействитеëüных
переìенных аëãебраи÷ескиìи ìноãо÷ëенаìи äает-
ся в работе [19].
Мноãоìерные ìноãо÷ëены Бернøтейна иìеþт

виä

Bn( f; x1, ..., xd) =

= f  ...  Ѕ

Ѕ  ... .

Резуëüтаты о совìестноì прибëижении функ-
öии нескоëüких äействитеëüных переìенных и ее
÷астных произвоäных ìноãоìерныìи ìноãо÷ëе-
наìи Бернøтейна устанавëиваþтся в работе [20].
По направëенияì, обозна÷енныì в äанноì па-

раãрафе, развиваþтся и теория прибëижения ней-
ронныìи сетяìи, и теория прибëижения не÷ет-
киìи систеìаìи. Преиìущества этих поäхоäов
закëþ÷аþтся в боëüøей оäнороäности аппрокси-
ìируþщих аãреãатов, ÷еì та, которая естü у оäно-

÷ëенов , ...,  при разëи÷ных k1, ..., kd, а также

в ìенüøей зависиìости от конкретной функöио-
наëüной форìы.
Отìетиì, ÷то в теории прибëижения аëãебраи-

÷ескиìи ìноãо÷ëенаìи заäа÷е ÷исëенноãо нахож-
äения коэффиöиентов аппроксиìируþщеãо ìно-
ãо÷ëена уäеëяется относитеëüно небоëüøое вни-
ìание. Наибоëее известен аëãоритì Реìеза (сì.,
наприìер, книãу [21]). Интерес к этиì вопросаì
оказывается зна÷итеëüно боëüøиì, коãäа в ка÷ест-
ве аппроксиìируþщих аãреãатов приìеняþтся
нейронные сети иëи не÷еткие систеìы.

2. ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÔÓÍÊÖÈÉ 
ÍÅÉÐÎÍÍÛÌÈ ÑÅÒßÌÈ

Рассìотриì оäнонаправëеннуþ нейроннуþ сетü
типа MISO (multiple input single output) с оäниì
скрытыì сëоеì, состоящиì из n нейронов. Вхоäоì
явëяется x = (x1, ..., xd), выхоäоì явëяется

fn(x) = βjϕ(wjx + θj). (1)

0

1

∫

f x( ) p xd
0

1

∫
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1/p

sup
x K∈

k1 ... kd, , 0=

n

∑ k1

n
-----

k2

n
----- ...

kd

n
-----, , ,⎝ ⎠

⎛ ⎞ Cn

k1 Cn

k2 Cn

kd

x1

k1 1 x1–( )
n k1–

x2

k2 1 x2–( )
n k2–

xd

kd 1 xd–( )
n kd–

x1

k1 xd

kd

j 1=

n

∑
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Зäесü ϕ:  →  — функöия активаöии; wj ∈ d,
θj ∈  — внутренние параìетры äëя j-ãо нейрона;
βj ∈ ; wjx — скаëярное произвеäение векторов wj

и x.
В ка÷естве функöий активаöии ÷асто испоëü-

зуþтся ступен÷атая функöии ϕ(t) = 0 при t < 0,

ϕ(t) = 1 при t ≥ 0; функöия ϕ(t) = ; ãипербо-

ëи÷еский танãенс ϕ(t) = .

Функöия ϕ называется сиãìоиäаëüной, есëи
ϕ(t) → 0 при t → –∞, ϕ(t) → 1 при t → ∞. Первона-
÷аëüно к этиì äвуì усëовияì äобавëяëосü усëовие
ìонотонноãо неубывания функöии ϕ; тоãäа ãра-
фик этой функöии напоìинает букву S, откуäа и
происхоäит название «сиãìоиäаëüная». Оäнако
во ìноãих теорети÷еских резуëüтатах усëовие, ÷то
функöия ϕ ìонотонная, оказывается ëиøниì.
Сëеäуþщая теореìа принаäëежит автораì ра-

бот [4—6].
Теорема 6. Пусть сигмоидальная функция ϕ не-

прерывна и ограничена на . Тогда множество сумм

вида (1) плотно в пространстве C([0, 1]d). Другими

словами, для любой функции f ∈ C([0, 1]d) и для лю-
бого ε > 0 при некотором натуральном n существует
функция fn вида (1) такая, что

| f(x) – fn(x)| < ε

при всех x ∈ [0, 1]d. ♦
Обобщения теореìы 6 äëя разëи÷ных кëассов

функöий активаöии äаþтся в ряäе работ (сì., на-
приìер, работу [22]). Но о÷евиäно, ÷то резуëüтат,
анаëоãи÷ный теореìе 6, не ìожет бытü верен, есëи
ϕ — аëãебраи÷еский ìноãо÷ëен.
Может бытü рассìотрена оäнонаправëенная

нейронная сетü с оäниì скрытыì сëоеì, äëя ко-
торой

fn(x) = βjΦ . (2)

Функöия активаöии Φ: d → ; zj ∈ d, σj > 0,
βj ∈ . Есëи иìеет ìесто соотноøение

Φ(z) = g(||z||),  z ∈ d,

ãäе g: + → , ||•|| — евкëиäова норìа в d, то ней-
роннуþ сетü называþт сетüþ с раäиаëüныìи ба-
зисныìи функöияìи.
Сëеäуþщая теореìа äоказана в работе [23].

Теорема 7. Пусть функция Φ является интегри-
руемой, ограниченной, почти всюду непрерывной на

d и

Φ(x)dx ≠ 0.

Тогда при любом p ∈ [1, ∞) семейство функций вида
(2), где n может быть произвольным натуральным

числом, плотно в Lp( d). ♦
Теореìа 7 остается верной (сì. [23]) и есëи

вìесто сеìейства функöий (2) рассìотретü боëее
узкое сеìейство, äëя котороãо σ1 = σ2 = ... = σn. Это
заìе÷ание существенно, поскоëüку при обу÷ении
нейронной сети рас÷ет внутренних параìетров
оказывается боëее труäной заäа÷ей, ÷еì рас÷ет ве-
сов β1, β2, ..., βn.

В работах [24, 25] вопрос об уìенüøении ÷исëа
внутренних параìетров рассìатривается äëя сиã-
ìоиäаëüной функöии активаöии. Доказывается
теореìа тоãо же виäа, ÷то и теореìа 6, но при этоì
внутренние веса не зависят от аппроксиìируеìой
функöии.
Разуìеется, преäставëяет интерес вопрос, как

зависит то÷ностü прибëижения функöии от ÷исëа
нейронов и от свойств саìой функöии (сравните
теореìы 2 и 3). Такие заäа÷и рассìатриваþтся, на-
приìер, в работе [26].
Установëено, ÷то äëя некоторых заäа÷ аппрок-

сиìаöии разрывных функöий нескоëüких переìен-

ных в ìетриках Lp, 1 ≤ p < ∞, нейронные сети с äву-
ìя скрытыìи сëояìи ìоãут обëаäатü ëу÷øиìи ап-
проксиìаöионныìи свойстваìи, ÷еì нейронные
сети с оäниì скрытыì сëоеì [27].
В работе [28] рассìатривается понятие по÷ти

равноìерной схоäиìости äëя разрывных функöий,
опреäеëенных на отрезке. Доказывается теореìа
типа Вейерøтрасса äëя нейронных сетей виäа (1).
В работе [29] рассìатривается заäа÷а интерпо-

ëяöии нейронныìи сетяìи виäа (2) с раäиаëüны-
ìи базисныìи функöияìи. Доказывается сущест-
вование реøения у этой заäа÷и.
Аппроксиìаöия периоäи÷еских функöий d пе-

реìенных нейронныìи сетяìи виäа (1) изу÷ается
в работе [30], а также в ряäе äруãих работ.
Оказывается, ÷то вейвëет нейронные сети об-

ëаäаþт некоторыìи преиìуществаìи с то÷ки зре-
ния аппроксиìаöии функöий (сì., наприìер, ра-
боту [31]).
В работе [32] провоäится сравнение аппрокси-

ìаöии функöий нейронныìи сетяìи и аппрокси-
ìаöии функöий аëãебраи÷ескиìи ìноãо÷ëенаìи.
Во ìноãих пубëикаöиях изу÷ается совìестное

прибëижение функöии и ее произвоäных нейрон-

1

1 e t–+
----------------

et e t––
et e t–+
-----------------

j 1=

n

∑ x zj–
σj

------------
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

d
∫

pb0118.fm  Page 24  Wednesday, February 7, 2018  3:40 PM



ОБЗОРЫ

25ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 1 • 2018

ныìи сетяìи. Некоторый обзор этоãо направëе-
ния äается в работе [33].
Упоìянеì также обзоры [34, 35] по аппрокси-

ìаöии функöий с поìощüþ нейронных сетей.
Существует боëüøое ÷исëо работ практи÷еской

направëенности и работ, в которых рассìатрива-
þтся разëи÷ные поäхоäы к обу÷ениþ нейронных
сетей. Поä обу÷ениеì нейронной сети пониìает-
ся нахожäение параìетров в форìуëах (1) иëи (2).
В работе [36] сравнивается аппроксиìаöия с по-
ìощüþ нейронных сетей с äруãиìи приìеняеìы-
ìи на практике ìетоäаìи прибëижения функöий.
В работе [37] описаны ÷исëенные экспериìенты с
разëи÷ныìи функöияìи активаöии. В работе [38]
преäставëены некоторые приеìы, позвоëяþщие
уëу÷øитü аппроксиìаöиþ кусо÷но-непрерывных
функöий оäноãо переìенноãо. В работе [39] äëя
обу÷ения нейронной сети испоëüзуþтся ìетоäы
робастной статистики.
Дëя обу÷ения нейронной сети приìеняþтся ãе-

нети÷еские аëãоритìы (сì., наприìер, книãу [3]).
Приìеняþтся и äруãие совреìенные ìетоäы на-
хожäения экстреìуìов функöий ìноãих переìен-
ных. Оäнако в работе [40] присутствует поëеìика
с такиì поäхоäоì. Таì утвержäается, ÷то траäиöи-
онные ìетоäы, основанные на реøении аëãебраи-
÷еских уравнений, ìоãут äатü ëу÷øие резуëüтаты,
есëи при обу÷ении нейронной сети испоëüзуþтся
не тоëüко инфорìаöия о зна÷ениях аппроксиìи-
руеìой функöии, но и инфорìаöия об ее ãраäи-
ентах.
Теореìа Коëìоãорова о преäставëении непре-

рывных функöий нескоëüких переìенных с поìо-
щüþ коìпозиöий непрерывных функöий оäноãо
переìенноãо и сëожения [41] хотя и не относится
пряìо к нейронныì сетяì, преäставëяет собой ìа-
теìати÷еский резуëüтат из бëизкой обëасти и так-
же нахоäит практи÷еские приìенения (сì., напри-
ìер, работу [42]). Работа [41] проäоëжает работы
[43, 44], в которых äается реøение 13-й пробëеìы
Гиëüберта.

3. ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÔÓÍÊÖÈÉ 
ÍÅ×ÅÒÊÈÌÈ ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ

Пустü , l = 1, ..., d, j = 1, ..., n — не÷еткие ìно-

жества, универсаëüныì ìножествоì явëяется 
(опреäеëение не÷еткоãо ìножества и истори÷ес-
кие ссыëки сì., наприìер, в работе [45]). Через 

обозна÷иì функöиþ принаäëежности не÷еткоãо

ìножества . Соответственно, :  → [0, 1]. На-

приìер, в ка÷естве функöий принаäëежности ìо-
ãут испоëüзоватüся кусо÷но-ëинейные функöии.

Как и в преäыäущих параãрафах, рассìатрива-
ется заäа÷а построения äëя некоторой функöии
аппроксиìируþщеãо аãреãата из опреäеëенноãо
кëасса. Этот аãреãат äоëжен кажäоìу зна÷ениþ
x = (x1, ..., xd) из некотороãо ìножества, принаäëе-

жащеãо d, ставитü в соответствие äействитеëüное
÷исëо y. В преäыäущих параãрафах такиìи аãреãа-
таìи быëи аëãебраи÷еские ìноãо÷ëены и нейрон-

ные сети2.
Не÷еткая систеìа состоит из n не÷етких правиë

виäа:

Rj : ЕСЛИ (x1 = ) И ... И (xd = ), 

ТО y = ; j = 1, ..., n. (3)

Зäесü  ∈ . Есëи бы консеквент иìеë виä y = ,

ãäе  — некоторое не÷еткое ìножество, то не÷ет-

кая систеìа (3) называëасü бы не÷еткой систеìой

Маìäани. Есëи бы консеквент иìеë виä y =  +

+ x1 + ... + xd, ãäе , , ...,  ∈ , то не-

÷еткая систеìа (3) называëасü бы не÷еткой систе-
ìой Такаãи — Суãено. В привеäенноì виäе не÷ет-
кая систеìа (3) ìожет рассìатриватüся и как уп-
рощенная форìа не÷еткой систеìы Маìäани, и
как упрощенная форìа не÷еткой систеìы Такаãи —
Суãено. Поäробнее о не÷етких систеìах Маìäани
и Такаãи — Суãено сì., наприìер, в книãе [1].
Пустü

ξj(x) = ,  j = 1, ..., n,

и

fn(x) = ξj(x). (4)

Есëи буäет äоказано, ÷то универсаëüныì ап-
проксиìатороì (в некотороì сìысëе) явëяется
не÷еткая систеìа (3), (4), это буäет озна÷атü, ÷то
универсаëüныìи аппроксиìатораìи (в этоì же
сìысëе) явëяþтся и соответствуþщая не÷еткая
систеìа Маìäани, и соответствуþщая не÷еткая
систеìа Такаãи — Суãено, поскоëüку они вкëþ÷а-

Aj
l

μ
Aj

l

Aj
l μ

Aj
l

2 Разуìеется, эти аãреãаты явëяþтся функöияìи. Но ìы все
же употребëяеì сëово агрегат, поскоëüку сëово функция неоä-
нократно употребëяется äëя обозна÷ения äруãих объектов:
функция активации, функция принадлежности, аппроксимируе-
мая функция.
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þт в себя боëüøее ÷исëо аппроксиìируþщих аã-
реãатов, ÷еì упрощенная не÷еткая систеìа (3), (4).
В разëи÷ных форìах и при разëи÷ных оãрани-

÷ениях теореìы о тоì, ÷то не÷еткие систеìы яв-
ëяþтся универсаëüныìи аппроксиìатораìи äëя
непрерывных функöий (т. е. иìеет ìесто теореìа,
анаëоãи÷ная теореìе 5), äоказываþтся во ìноãих
работах. В ряäе работ не форìуëируþтся явно все
испоëüзуеìые при äоказатеëüствах усëовия. Первые

äоказатеëüства привеäены в работах3 [7—9, 46, 47].
Привоäиìое ниже äоказатеëüство теореìы о

тоì, ÷то не÷еткие систеìы явëяþтся универсаëü-
ныìи аппроксиìатораìи äëя непрерывных функ-
öий, явëяется обработкой äоказатеëüства из рабо-
ты [47]. Оäнако соäержит, на наø взãëяä, опреäе-
ëенные упрощения и äается в боëее строãой форìе.

Пустü коìпактное ìножество K ⊆ d. Без оãра-

ни÷ения общности буäеì с÷итатü, ÷то K ⊆ [0, 1]d.
Выбереì произвоëüнуþ функöиþ f ∈ C(K) и про-
извоëüное ε > 0.
Воспоëüзовавøисü теореìой 5, найäеì аëãеб-

раи÷еский ìноãо÷ëен P, аппроксиìируþщий
функöиþ f в равноìерной ìетрике на K с то÷нос-
тüþ ε/2, т. е.

| f(x) – P(x)| < .

Пустü m — натураëüное ÷исëо, и кажäое из
öеëых ÷исеë q1, ..., qm ìожет приниìатü зна÷ения
0, 1, ..., m. Через Qm обозна÷иì ìножество то÷ек
q = (q1, ..., qd). Такиì образоì, ìножество Qm со-

äержит (m + 1)d то÷ек. При q ∈ Qm ÷ерез q/m обоз-

на÷иì то÷ку , принаäëежащуþ ìножест-

ву [0, 1]d.

При кажäоì q ∈ Qm буäеì с÷итатü, ÷то , ...,

 — не÷еткие ìножества. Функöиþ принаäëеж-

ности не÷еткоãо ìножества  обозна÷иì .

Как и ранüøе, универсаëüныì ìножествоì явëя-
ется , т. е. кажäая функöия  :  → [0, 1].

Не÷еткая систеìа состоит из n = (m + 1)d не-
÷етких правиë.

Rq : ЕСЛИ (x1 = ) И ... И (xd = ), 

ТО y = P , q ∈ Qm.

Тоãäа

ξq(x) = , (5)

fn(x) = P ξq(x). (6)

Теперü необхоäиìо наëожитü усëовия на не÷ет-

кие ìножества . Буäеì с÷итатü, ÷то знаìенатеëü

äроби (5) поëожитеëен при ëþбоì x ∈ [0, 1]d. При
этоì усëовии систеìа функöий ξq(x) явëяется раз-

биениеì еäиниöы äëя [0, 1]d. Второе усëовие со-
стоит в тоì, ÷то существуþт посëеäоватеëüности
неотриöатеëüных ÷исеë αm → 0 и βm → 0 при m → ∞

такие, ÷то при ëþбоì x ∈ [0, 1]d

ξq(x) < αm,

ãäе

M1(x) = ,

M2(x) = .

О÷евиäно, ÷то функöии принаäëежности 

ìожно построитü так, ÷тобы эти äва усëовия вы-
поëняëисü, есëи в ка÷естве кëасса функöий при-
наäëежности рассìатривается кëасс всех кусо÷но-

ëинейных функöий4. Доказатеëüство привоäиìой
ниже теореìы основано на станäартных рассужäе-
ниях, относящихся к разбиениþ еäиниöы.
Теорема 8. Существует функция fn вида (6) та-

кая, что

| f(x) – fn(x)| < ε.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  т е о р еìы  8. Существуþт
константы C1 > 0, C2 > 0 такие, ÷то

|P(x)| < C1,  ||gradP(x)|| < C2

при ëþбоì x ∈ [0, 1]d.

3 В работе [47] соäержится крити÷еская оöенка резуëüтата
из работы [46]. С этой критикой ìожно соãëаситüся.
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Зафиксировав натураëüное ÷исëо m и x ∈ [0, 1]d, по-
ëожиì

γ(x) = ξq(x).

Тоãäа на основании выражения (6)

|P(x) – fn(x)| =  ≤

≤  + .

Второе сëаãаеìое в правой ÷асти неравенства не пре-
восхоäит C1αm. Поэтоìу

|P(x) – fn(x)| ≤

≤  + C1αm ≤

≤ ξq(x) + 2C1αm.

Воспоëüзовавøисü теì, ÷то

 ≤ ||gradP(y)|| ,

поëу÷аеì

|P(x) – fn(x)| ≤ C2βm + 2C1αm.

Откуäа

||P – fn||∞ ≤ C2βm + 2C1αm.

При äостато÷но боëüøоì m

C2βm + 2C1αm < .

Даëее,

| f(x) – fn(x)| ≤ | f(x) – P(x)| +

+ |P(x) – fn(x)| <  +  = ε.

Теореìа 8 äоказана. ♦
В äоказатеëüстве теореìы 8 при боëüøих d ÷ис-

ëо не÷етких правиë ìожет бытü о÷енü боëüøиì.
Преäставëяет интерес вопрос об уìенüøении ÷ис-
ëа не÷етких правиë при сохранении то÷ности ап-
проксиìаöии (ìожно соотнести äанный вопрос с
теореìаìи 2 и 3). Такие заäа÷и рассìатриваþтся
во ìноãих работах (сì., наприìер, [48, 49].) Чисëо
не÷етких правиë ìожет бытü уìенüøено бëаãоäаря
приìенениþ ìноãосето÷ных ìетоäов иëи кëасте-
ризаöии [50].
В ряäе работ рассìатривается аппроксиìаöия

не÷еткиìи систеìаìи в пространствах Собоëева,
т. е. совìестная аппроксиìаöия функöии и ее ÷аст-
ных произвоäных, сì., наприìер, работы [51, 52].
Доказатеëüство теореìы 8 äосëовно повто-

ряется, есëи взятü в ка÷естве t-норìы не произ-
веäение, а ìиниìуì. (Достато÷но воспоëüзоватü-

ся не совсеì привы÷ныì обозна÷ениеì aj =

= min(a1, ..., an).) Существуþт резуëüтаты об ап-
проксиìаöии функöий не÷еткиìи систеìаìи, ãäе
испоëüзуþтся äруãие t-норìы (сì., наприìер, ра-
боту [53]) иëи вìесто t-норì испоëüзуþтся норìы
äруãоãо виäа [54, 55]. Моãут рассìатриватüся и сис-
теìы не÷еткоãо вывоäа отëи÷ные от систеì Маì-
äани и систеì Такаãи — Суãено (сì. работу [56]).
В работе [57] äоказывается теореìа об универ-

саëüной аппроксиìаöии äëя иерархи÷еских не÷ет-
ких систеì.
В работе [58] рассìатривается заäа÷а аппрокси-

ìаöии не÷еткиìи систеìаìи, которые явëяþтся
ìонотонныìи функöияìи по кажäой переìенной
при фиксированных остаëüных переìенных.
Аппроксиìаöия систеìаìи, в которых испоëü-

зуþтся не÷еткие ìножества типа 2, изу÷ается в ра-
боте [59].
В работе [60] рассìатривается не÷еткая систеìа

с посëеäуþщиì сãëаживаниеì.
Иäентификаöии не÷етких систеì, т. е. опреäе-

ëениþ параìетров антеöеäентов и консеквентов
всех не÷етких правиë, уäеëяется боëüøое вниìа-
ние (сì., наприìер, книãи [61, 62]). В ряäе работ
иäентификаöия не÷етких систеì рассìатривается
и в связи с заäа÷ей аппроксиìаöии функöий (сì.,
наприìер, работу [49]).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Теория прибëижения функöий — это боëüøое и
важное нау÷ное направëение, появëение котороãо
связано с иìенаìи К. Вейерøтрасса и П.Л. Че-
быøева. Резуëüтаты и ìетоäы äанной теории на-
хоäят приìенения в разëи÷ных прикëаäных иссëе-
äованиях.
Сна÷аëа в теории прибëижения функöий изу-

÷аëисü заäа÷и, ãäе в ка÷естве аппроксиìируþщих
аãреãатов рассìатриваëисü ëибо аëãебраи÷еские
ìноãо÷ëены (äëя непериоäи÷еских функöий), ëи-
бо триãоноìетри÷еские поëиноìы (äëя периоäи-
÷еских функöий). Оäнако потребности практики
привеëи к зна÷итеëüноìу расøирениþ äанноãо
нау÷ноãо направëения, поскоëüку оказаëосü, ÷то
во ìноãих приëожениях вìесто аëãебраи÷еских
ìноãо÷ëенов иëи триãоноìетри÷еских поëиноìов
ëу÷øе испоëüзоватü äруãие аппроксиìаторы. К та-
киì новыì аппроксиìатораì, приìенение и изу-
÷ение которых активно на÷аëисü в посëеäние äе-
сятиëетия, относятся нейронные сети и не÷еткие
систеìы.
Вëияние кëасси÷еских разäеëов теории при-

бëижения функöий на развитие этих новых разäе-
ëов оказаëосü о÷енü сиëüныì. Доказываþтся те
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же теореìы, ÷то и в кëасси÷еских разäеëах, об
увеëи÷ении скорости схоäиìости при повыøении
ãëаäкости функöии, о совìестноì прибëижении
функöии и ее произвоäных, о форìосохраняþщих
прибëижениях, о прибëижении в интеãраëüных
ìетриках. Оäнако резуëüтаты об аппроксиìаöии
функöий с поìощüþ нейронных сетей иëи с по-
ìощüþ не÷етких систеì зна÷итеëüно теснее связа-
ны с практикой, ÷еì резуëüтаты об аппроксиìа-
öии функöий аëãебраи÷ескиìи ìноãо÷ëенаìи иëи
триãоноìетри÷ескиìи поëиноìаìи.
Рассìатриваеìые теореìы об аппроксиìаöии

важны, наприìер, при изу÷ении вреìенных ряäов.
Зависиìостü буäущих зна÷ений от проøëых ìожет
выражатüся (иëи äостато÷но хороøо прибëиженно
выражатüся) сëожной неëинейной функöией. Са-
ìа эта функöия неизвестна. Оäнако знание тоãо,
÷то ее ìожно аппроксиìироватü, наприìер, с по-
ìощüþ не÷еткой систеìы, позвоëяет уйти от воп-
роса, какоãо виäа неëинейные функöии ëу÷øе
вкëþ÷атü в ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü äëя вреìенно-
ãо ряäа, и в то же вреìя не оãрани÷иватüся ëиней-
ныìи ìоäеëяìи. Широкое приìенение нейрон-
ных сетей при проãнозировании на финансовых
рынках также во ìноãоì объясняется известныìи
теореìаìи об аппроксиìаöионных свойствах этих
сетей.
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ÍÅ×ÅÒÊÈÅ ÄÂÓÕÒÎ×Å×ÍÛÅ ÊÐÀÅÂÛÅ ÇÀÄÀ×È
Â ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÈ

È ÓÏÐÀÂËÅÍÈÈ.
×. 1. Íå÷åòêîå ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå

Н.П. Деменков, Е.А. Микрин, И.А. Мочалов

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Краевые заäа÷и возникаþт при реøении раз-
ëи÷ных пробëеì ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования
и управëения — наприìер, при управëении поëо-
жениеì спутника с ìиниìаëüныì расхоäоì энер-
ãии, приöеëüныì артиëëерийскиì оãнеì, при рас-
÷ете параìетров автокоëебаний в поисковых систе-
ìах автоìати÷еской оптиìизаöии, реøении заäа÷
вариаöионноãо ис÷исëения, привоäящих к раз-
ëи÷ноãо роäа спëайн-интерпоëяöияì и оптиìаëü-
ныì реãуëятораì, и ìноãих äруãих [1—3]. Опти-
ìизаöия функöионаëов, зависящих от искоìой
функöии и ее произвоäных, привоäит к краевыì
заäа÷аì äëя äифференöиаëüных уравнений второ-
ãо поряäка [4—6].
Пере÷исëенные заäа÷и описываþтся, как пра-

виëо, траäиöионныìи äифференöиаëüныìи урав-
ненияìи с траäиöионныìи краевыìи усëовияìи.

Дëя их реøения разработаны соответствуþщие
ìетоäы — сì., наприìер, работы [7, 8].
Оäнако на практике на объект управëения äей-

ствуþт возìущения, а äинаìи÷еские параìетры
äифференöиаëüных уравнений и краевые усëовия
заäаþтся с некоторой неопреäеëенностüþ.
Дëя преäставëения возìущений испоëüзуþтся

разëи÷ные ìатеìати÷еские ìоäеëи, теория кото-
рых интенсивно разрабатывается и активно при-
ìеняется в разëи÷ных приëожениях. Наибоëее
интенсивно äëя этих öеëей приìеняþтся ìетоäы
теории интерваëов [9], теории не÷етких ìножеств
[10], теории возìожностей [11], ãибриäной веро-
ятностной теории [12], теории не÷етких сëу÷ай-
ных проöессов [13] и äр.
Наибоëее аäекватной, простой и универсаëü-

ной в преäставëении разëи÷ноãо роäа возìущений
явëяется теория не÷етких ìножеств. Она сëужит
некиì яäроì, вокруã котороãо ãруппируþтся су-
ществуþщие ныне ìоäеëи возìущений и их ìоäи-

Рассìотрены ìетоäы реøения не÷етких краевых заäа÷ äëя äифференöиаëüных уравне-
ний второãо поряäка. В ÷асти 1 преäставëены ìетоä не÷еткоãо преобразования Лапëаса
и не÷еткий вариаöионно-итераöионный ìетоä äëя реøения не÷етких заäа÷ ìатеìати-
÷ескоãо ìоäеëирования, в ÷асти 2 — не÷еткий на÷аëüный ìетоä и не÷еткий ìетоä Га-
ëеркина оптиìизаöии не÷етких заäа÷ управëения. Пере÷исëенные ìетоäы проäеìонс-
трированы на приìерах. В ÷астности, реøены не÷еткие заäа÷и на безусëовный экстре-
ìуì не÷еткоãо интеãраëüноãо функöионаëа и рас÷ета периоäи÷еских режиìов в не÷еткой
поисковой систеìе автоìати÷еской оптиìизаöии с запоìинаниеì экстреìуìа. В закëþ-
÷ение привеäены вывоäы и пере÷исëены некоторые актуаëüные не÷еткие заäа÷и ãирос-
копии, не÷еткоãо управëения ëетатеëüныìи аэроäинаìи÷ескиìи и косìи÷ескиìи аппа-
ратаìи, которые ìоãут бытü реøены рассìотренныìи ìетоäаìи.

Ключевые слова: не÷еткая краевая заäа÷а, äифференöиаëüное уравнение, не÷еткое преобразование
Лапëаса, не÷еткий вариаöионно-итераöионный ìетоä, не÷еткий на÷аëüный ìетоä, не÷еткий ìетоä
Гаëеркина.
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фикаöии. Наприìер, в ãибриäной вероятностной
ìоäеëи [12] äва коìпонента: оäин из них — веро-
ятностный и описывает поìехи изìерений, а äру-
ãой — это не÷еткий, который описывает нето÷нос-
ти ìатеìати÷еской ìоäеëи. Такое преäставëение
неопреäеëенности боëее аäекватно по сравнениþ
с траäиöионной вероятностной ìоäеëüþ. Друãой
приìер связан с не÷еткиì преäставëениеì сëу÷ай-
ных проöессов — не÷еткий сëу÷айный проöесс
Маркова в форìе öепей с не÷еткиìи состояния-
ìи позвоëяет уìенüøитü разìерностü перехоäной
ìатриöы состояний, ÷то привоäит к уìенüøениþ
объеìа вы÷исëений при ее обращении [13].
Можно привести и äруãие приìеры äостоинств

приìенения не÷етких ìетоäов äëя реøения заäа÷
ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования и управëения.
По наøеìу ìнениþ, основные преиìущества при-
ìенения не÷етких ìетоäов в инженерных рас÷етах
состоят в поëу÷ении äиапазона искоìых реøений
по не÷еткой ìоäеëи, которые в ëинãвисти÷еских
терìинах трактуþтся как наихуäøие и наиëу÷øие
реøения. Такое преäставëение резуëüтатов не÷ет-
ких рас÷етов иìеет похожие ÷ерты с резуëüтатаìи
робастной теории управëения и ãарантированноãо
оöенивания в теории иäентификаöии. Оäнако не-
÷еткая теория боëее простая в рас÷етах по сравне-
ниþ с робастной и ãарантированной теорияìи, ÷то
äеëает не÷еткуþ теориþ привëекатеëüной äëя ин-
женерной äеятеëüности.
Существенный неäостаток не÷етких ìетоäов

состоит в некоеì произвоëе и отсутствии статисти-
÷еской повторяеìости в описании типа функöий
принаäëежностей, преäставëяþщих оäну из ìоäе-
ëей неконтроëируеìых возìущений в систеìе.
В öеëоì же простота, универсаëüностü и аäек-

ватностü в описании возìущений коìпенсируþт
неäостатки не÷етких ìетоäов. Они заниìаþт äо-
стойное ìесто в инструìентарии инженерной äе-
ятеëüности.
Оäниì из способов у÷ета вëияния возìущений

закëþ÷ается в испоëüзовании ìоäеëей неопреäе-
ëенности, построенных на основе теории не÷етких
ìножеств, ÷то привоäит к не÷еткиì äифференöи-
аëüныì уравненияì и не÷еткиì систеìаì управ-
ëения [14—16].
В практи÷еской äеятеëüности äифференöиаëü-

ные уравнения обы÷но неëинейные, поэтоìу äëя
реøения неëинейных краевых заäа÷ приìеняþтся
прибëиженные пряìые ìетоäы, такие как ìетоäы
Ритöа, Гаëеркина, не÷еткий ìетоä наиìенüøих
кваäратов. Реøение yi(x) на i-й итераöии ищется
в виäе

yi(x) = akϕk(x),  i = 1, 2, ..., n, ...,

ãäе ϕk(x) — коорäинатные (базисные) функöии за-
äанноãо типа ak — неизвестные коэффиöиенты,
поäëежащие опреäеëениþ. В ìетоäе Ритöа они на-
хоäятся из усëовия äопустиìости функöий ϕk(x), в
ìетоäе Гаëеркина — из усëовия их ортоãонаëüнос-
ти, а в не÷еткоì ìетоäе наиìенüøих кваäратов из
не÷етких правиë относитеëüно эëеìентов весовой
ìатриöы.
Цеëü настоящей работы закëþ÷ается в ìоäифи-

каöии известных траäиöионных ìетоäов äëя ре-
øения не÷етких ëинейных и неëинейных äвухто-
÷е÷ных краевых заäа÷ (коãäа äопоëнитеëüные ус-
ëовия на реøение наëаãаþтся в то÷ках на конöах
отрезка), которые возникаþт как при реøении
не÷етких заäа÷ ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования
(÷астü 1), так и при конструировании не÷етких оп-
тиìаëüных реãуëяторов, анаëизе периоäи÷еских
режиìов не÷етких систеì автоìати÷еской опти-
ìизаöии (÷астü 2) и äр.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Даëее буäеì поëüзоватüся базовыìи опреäеëе-
нияìи, поäробно изëоженныìи в работах [10, 14].
При ìатеìати÷ескоì ìоäеëировании и анаëи-

зе не÷етких систеì автоìати÷еской оптиìизаöии
÷асто возникаþт äвухто÷е÷ные не÷еткие краевые
заäа÷и äëя äифференöиаëüных уравнений иëи их
систеì. В некоторых сëу÷аях эти заäа÷и ìоãут
бытü преобразованы в оäното÷е÷ные (на÷аëüные).
Оäнако ÷асто öеëесообразно реøатü исхоäнуþ
äвухто÷е÷нуþ краевуþ заäа÷у.
В настоящей статüе рассìотрены некоторые

ìетоäы реøения äвухто÷е÷ных краевых заäа÷: ìе-
тоä не÷еткоãо преобразования Лапëаса, не÷еткий
вариаöионно-итераöионный ìетоä, не÷еткий на-
÷аëüный ìетоä и не÷еткий ìетоä Гаëеркина, поз-
воëяþщие синтезироватü не÷еткие оптиìаëüные
систеìы управëения [17—19].
Оäна из таких оптиìизаöионных заäа÷ возни-

кает при построении аäекватных не÷етких ìате-
ìати÷еских ìоäеëей äëя не÷еткой вариаöионной
заäа÷и с непоäвижныìи ãраниöаìи. Они, в ÷аст-
ности, форìуëируþтся äëя не÷етких спëайн-ап-
проксиìаöий разëи÷ных типов, нахожäения не-
÷еткоãо проãраììноãо управëения и äруãих не÷ет-
ких оптиìизаöионных заäа÷.
Определение 1. Оäноìерная функöия прина-

äëежности не÷еткоãо ìножества A заäается отоб-
ражениеì rA: A ⊂ R1 → [0; 1] ⊂ R1. Поëаãается, ÷то

rA(x) = (rA(x), (x)), x ∈ A, ãäе rA(x) — ëевая, а

(x) — правая ветви функöии rA(x) относитеëüно
яäра ìножества A (core A). В параìетри÷еской фор-k 1=

i

∑

rA

rA
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ìе с испоëüзованиеì обратноãо отображения :

xA(r) = (xA(r), (r) | r ∈ [0; 1]). Мноãоìерный сëу÷ай

заäается отображениеì rA: A ⊂ Rm → [0; 1] ⊂ R1. ♦

Дëя не÷еткоãо ìножества принято обозна÷ение
Em = {rA(x), x ∈ Rm}.

Определение 2. Оäноìерная не÷еткая функöия
заäается отображениеì fн: R1 → E1 и обозна÷ается:

fн(x) = f(x, r) = ( (x, r), (x, r)) | r ∈ [0; 1]), ãäе

«н» — инäекс не÷еткости, а (x, r), (x, r) — ветви

не÷еткой функöии. ♦
По анаëоãии с траäиöионныì банаховыì про-

странствоì äëя совокупности ÷етких функöий вво-
äится еãо не÷еткий анаëоã, в котороì заäается ìет-
рика Хаусäорфа:

Lx( fн1(t), fн2(t)) = { [| (t, r) – (t, r)|,

| (t, r) – (t, r)|]},

а операöии сëожения и уìножения на константу
выпоëняþтся по правиëаì, принятыì в теории не-
÷етких ìножеств.
Определение 3. Не÷еткий функöионаë Jн за-

äается отображениеì Jн: { fн} ∈ E1 → R1. Оäна из

еãо форì — не÷еткий интеãраëüный функöионаë:

Jн = f(xн(t))dt, а f(xн(t)) — не÷еткий интеãрант.

Определение 4. Не÷еткий интеãраë Jн =

= f(xн(t))dt опреäеëяется сëеäуþщиì образоì.

Иìееì преäставëение: RP = f(xн(ξ))(ti – ti – 1),

∀ξ ∈ [ti – ti – 1] ⊂ R1, i = 1, ..., n, и äëя неãо заäана

совокупностü разбиений P = {t = t0, ..., t = T } ∈ [t0,

T ] ⊂ R1 и Δ = max{|ti – ti – 1|}, i = . Тоãäа не÷ет-

кий интеãраëüный функöионаë опреäеëяется в ви-

äе f(xн(t))dt = RP, ãäе преäеë заäается в ìет-

рике Хаусäорфа Lx. ♦

Даëее в заäа÷е не÷еткоãо ìатеìати÷ескоãо ìо-
äеëирования буäеì рассìатриватü не÷еткие интеã-
раëüные функöионаëы типа:

f(xн(t), (t), t)dt;  f(xн(t), (t), (t), t)dt,

ãäе (t), (t) — не÷еткие произвоäные. Инäекс

«h» озна÷ает обобщеннуþ произвоäнуþ, ввеäеннуþ
Хукухарой (Р.M. Hukuhara). Опреäеëения первой
и второй произвоäных по Хукухаре привеäены в
работе [19].
Не÷еткое вариаöионное ис÷исëение приìени-

теëüно к заäа÷аì не÷еткоãо ìатеìати÷ескоãо ìо-
äеëирования ìожет приìенятüся в äвух направëе-
ниях. Первое из них — это конструирование ее не-
÷еткой теории: не÷еткая непрерывностü, не÷еткая
äифференöируеìостü, не÷еткий экстреìуì и т. ä.
Второе направление — это испоëüзование опреäе-
ëений и теореì в созäанной уже к настоящеìу вре-
ìени не÷еткой теории äифференöиаëüных и ин-
теãраëüных уравнений и ìетоäов их реøений. При-
еì второãо направëения состоит в реøении ÷еткой
вариаöионной заäа÷и траäиöионныìи ìетоäаìи
äо поëу÷ения уравнения Эйëера в траäиöионной
форìе, а äаëее оно объявëяется не÷еткиì из-за на-
ëи÷ия неопреäеëенности в ãрани÷ных усëовиях и
параìетрах, преäставëяеìой не÷еткиìи эëеìента-
ìи. Затеì это не÷еткое уравнение Эйëера реøает-
ся уже созäанныìи не÷еткиìи ìетоäаìи, а поëу-
÷аеìое не÷еткое реøение объявëяется реøениеì
не÷еткой вариаöионной заäа÷и. Можно поëаãатü,
÷то сей÷ас второе направëение явëяется перспек-
тивныì, в еãо раìках активно разрабатываþтся
ìетоäы реøения не÷етких äифференöиаëüных и
интеãраëüных уравнений [14, 15].
Не÷еткуþ заäа÷у ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирова-

ния преäставиì в виäе оптиìизаöионной заäа÷и
äëя не÷еткоãо интеãраëüноãо функöионаëа. Иìееì:

— не÷еткие функöии fн(t) опреäеëены и не-

прерывны в ìетрике Lx Хаусäорфа на отрезке

[t0, T ] ⊂ R1, ãäе t0, T — заäанные ÷еткие ÷исëа;

— функöии xн(t) уäовëетворяþт не÷еткиì ãра-

ни÷ныì усëовияì:

xн(t = t0) = xн0,  xн(t = T ) = xнT ,

ãäе не÷еткие переìенные заäаны своиìи функöи-
яìи принаäëежностей:

xн0 = x0(r) = (x0(r), (r) | r ∈ [0; 1]);

xнT = xT(r) = (xT(r), (r) | r ∈ [0; 1]) 

и трактуþтся как некие ìоäеëи неопреäеëенности,
преäставëяþщие поãреøности иëи поìехи в заäа-
нии ãрани÷ных усëовий. Эти усëовия характеризу-
þт прохожäение не÷етких функöий ÷ерез äве не-
÷етко закрепëенные ãрани÷ные то÷ки.

rA
1–

xA

f f

f f

sup
r

max
t

f 1 f 2

f1 f2

t = t0

t = T

∫

t = t0

t = T

∫

i 1=

n

∑

1 n,

t = t0

t = T

∫
Δ 0→
lim

t = t0

t = T

∫ x·н
h

t = t0

t = T

∫ x·н
h x··н

h
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h x··н

h
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На не÷еткоì ìножестве E1 заäан не÷еткий ин-

теãраëüный функöионаë

Jн = J(xн(t)) = f(xн(t), (t), (t), t)dt. (1)

Среäи äопустиìых не÷етких кривых xн(t) ⊂ E1

необхоäиìо найти не÷еткуþ кривуþ (t), на ко-
торой не÷еткий функöионаë (1) äостиãает экстре-
ìуìа

J( (t)) = f(xн(t), (t), (t), t)dt. (2)

В этой заäа÷е отсутствуþт оãрани÷ения, кроìе
не÷етких ãрани÷ных усëовий, поэтоìу по анаëо-
ãии с траäиöионныì поäхоäоì заäа÷а (1), (2) яв-
ëяется не÷еткой заäа÷ей на безусëовный экстре-
ìуì не÷еткоãо интеãраëüноãо функöионаëа.
Не÷еткиìи ìоäеëяìи преäставëения (1), (2) яв-

ëяþтся не÷еткие ëинейная и куби÷еская интерпо-
ëяöионные функöии, которые приниìаþт в узëах
сетки заäанные не÷еткие зна÷ения и ìиниìизиру-
þт не÷еткий интеãраëüный функöионаë типа (1).
Не÷еткая ëинейная спëайн-интерпоëяöионная

функöия xн(t), t ∈ [t0, T ], нахоäится из усëовия:

Jн = min ( (t)dt.

Не÷еткая куби÷еская спëайн-интерпоëяöион-
ная функöия xн(t), t ∈ [t0, T ], нахоäится из усëовия

Jн = min ( (t)dt.

В посëеäнеì сëу÷ае не÷еткий интеãраëüный
функöионаë Jн как анаëоã энерãии, варüируеìой

в некотороì äиапазоне, упруãоãо стержня, закреп-
ëенноãо в то÷ках пëоскости (tk, xнk), и на не÷еткоì

куби÷ескоì спëайне реаëизуþщий некий äиапазон
ìиниìуìа этой энерãии.

2. ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÍÅ×ÅÒÊÈÕ 
ÄÂÓÕÒÎ×Å×ÍÛÕ ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×

2.1. Ìåòîä íå÷åòêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ 
Ëàïëàñà [17—21]

Иìеется не÷еткая äвухто÷е÷ная краевая заäа÷а
äëя äифференöиаëüноãо уравнения второãо поряä-

ка относитеëüно не÷еткой коорäинаты xjн вектора
состояний xн:

 = f(xн(t), (t), t),  xн(t0) = xн0,  xн(tk) = xнk. (3)

Зäесü инäекс «j» ноìера коорäинаты опущен
äëя простоты обозна÷ений. Инäекс «h» обозна÷ает
обобщеннуþ произвоäнуþ по Хукухаре.
Соãëасно работаì [19—21] буäеì иìетü ÷етыре

типа не÷етких реøений и заäа÷ äëя уравнения (3):
(i, i), (i, ii), (ii, i), (ii, ii). В скобках сиìвоë на пер-
воì ìесте обозна÷ает тип первой обобщенной
произвоäной, сиìвоë на второì ìесте посëе запя-
той — тип второй обобщенной произвоäной. Та-
киì образоì, äëя не÷еткой äвухто÷е÷ной краевой
заäа÷и второãо поряäка буäеì иìетü ÷етыре реøе-
ния, поëу÷аеìые из ÷етырех не÷етких заäа÷. Иìе-
еì, опустив инäекс «h» äëя простоты обозна÷ений,
÷етыре типа не÷етких заäа÷:

тип (i, i): 

тип (i, ii): 

тип (ii, i): 

тип (ii, ii): 

t = t0

t = T

∫ x·н
h x··н

h

xн*

xн* extr
xн t( ) E1∈ t = t0

t = T

∫ x·н
h x··н

h

min
xн E1∈ t = t0

t = T

∫ x·н
h

min
xн E1∈ t = t0

t = T

∫ x··н
h

x··н
h x·н

h

x·· i( ) r t,( ) f x r t,( ) x· i( ) r t,( ) t, ,( ),=

x r 0,( ) x0 r( ) x r tk,( ), xk r( ),= =

x··
i( )

r t,( ) f x r t,( ) x· i( ) r t,( ) t, ,( ),=

x r 0,( ) x0 r( ),  x r tk,( ) xk r( ),= =

r 0; 1[ ];∈⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

x·· i( ) r t,( ) f x r t,( ) x· i( ) r t,( ) t, ,( ),=
x r 0,( ) x0 r( ) x r tk,( ), xk r( ),= =

x··
i( )

r t,( ) f x r t,( ) x· i( ) r t,( ) t, ,( ),=

x r 0,( ) x0 r( ),  x r tk,( ) xk r( ),= =

r 0; 1[ ];∈⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧

x·· ii( ) r t,( ) f x r t,( ) x· ii( ) r t,( ) t, ,( ),=
x r 0,( ) x0 r( ) x r tk,( ), xk r( ),= =

x·· r t,( ) f x r t,( ) x· ii( ) r t,( ) t, ,( ),=

x r 0,( ) x0 r( ),  x r tk,( ) xk r( ),= =

r 0; 1[ ];∈⎩
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

x·· ii( ) r t,( ) f x r t,( ) x· ii( ) r t,( ) t, ,( ),=
x r 0,( ) x0 x r tk,( ), xk r( ),= =

x··
ii( )

r t,( ) f x r t,( ) x· ii( ) r t,( ) t, ,( ),=

x r 0,( ) x0 r( ),  x r tk,( ) xk r( ),= =

r 0; 1[ ].∈⎩
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎧
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Относитеëüно произвоäной Хукухары иìеет
ìесто сëеäуþщее сужäение. Дëя первой произвоä-
ной в теории не÷етких ìножеств необхоäиìо за-
äание операöии вы÷итания äëя приращения не÷ет-
кой функöии, операöии уìножения на константу
и операöии преäеëüноãо перехоäа относитеëüно
заäанной ìетрики в пространстве не÷етких пере-
ìенных. При выпоëнении усëовия поëноты в этоì
пространстве оно превращается в банахово про-
странство, в котороì существует äостато÷ное ÷ис-
ëо разнообразных произвоäных в зависиìости от
способа заäания ìетрики, но в работах [14—16, 18]
показано, ÷то все произвоäные эквиваëентны ìеж-
äу собой, кроìе произвоäных Сейккаëа и Бакëи—
Фейринãа. Поэтоìу в теории не÷етких на÷аëüных
заäа÷ испоëüзуþтся упоìянутые äве произвоäные
и соответственно иìеþтся äва разëи÷ных типа ре-
øений.
Дëя упоìянутых первых произвоäных не опре-

äеëена не÷еткая вторая произвоäная, которая воз-
никает в не÷еткой краевой заäа÷е äëя не÷еткоãо
äифференöиаëüноãо уравнения второãо поряäка.
Дëя устранения этой труäности обы÷но испоëü-
зуется не÷еткая произвоäная Хукухары, которая
иìеет äва типа первой произвоäной, поэтоìу äëя
второй произвоäной и соответствуþщих типов не-
÷етких äифференöиаëüных уравнений второãо
поряäка возникает ÷етыре их типа, которые преä-
ставëены выøе. Это привоäит к ÷етыреì типаì
реøений не÷еткой краевой заäа÷и. В этоì состоит
характерная особенностü не÷етких (ìяãких) вы-
÷исëений, т. е. нееäинственностü реøений — осо-
бенностü не÷етких вы÷исëений.
Определение 5. Дëя не÷еткой функöии (ориãи-

наë) fн(t) = ( (r, t), (r, t)| r ∈ [0; 1]) и äействи-
теëüной переìенной (параìетр «s») ее не÷еткое
преобразование Лапëаса [19—21]:

(s) = L{ fн(t)} = e–stfн(t)dt =

= e–stfн(t)dt = e–st (t, r)dt,

e–st (t, r)dt | r ∈ [0; 1] . ♦ (4)

Поëаãается, ÷то преäеë в выражении (4) существует.
В форìуëе (4) обы÷но испоëüзуется обозна÷ение

l[ (t, r)] = e–st (t, r)dt,

l[ (t, r)] = e–st (t, r)dt,

поэтоìу буäеì иìетü записü

L{fн(t)} = (l[ (t, r)], l[ (t, r)] | r ∈ [0; 1]).

Рас÷еты äëя преобразования Лапëаса L{ (t)}

по выражениþ (4) äаþт

L{ (t)} = s2L{xн(t)} ã sxн(t0) ã (t0),

ãäе операöия ã опреäеëена в работах [19—21]. Зäесü
и äаëее операöия ã иìеет сìысë обы÷ноãо пряìо-
ãо вы÷итания.

Анаëоãи÷ные вы÷исëения äëя L{ (t)} äаþт

L{ (t)} = s L{xн(t)} ã xн(t0).

Моäифиöируеì выражение (3) и затеì приìе-
ниì поëу÷енные соотноøения. Тоãäа буäеì иìетü

(t) + c1(t)xн(t) + c2(t)xн(t) = ϕн(t),

xн(t0) = xн0,  xн(tk) = xнk,

откуäа при «ã» ≡ «–» поëу÷иì

s2L{xн(t)} – sxн(t0) – (t0) + c1(t)L{xн(t) – xн(t0)} +

+ c2(t) L{xн(t)} = L{ϕн(t)},

xн(t0) = xн0,  xн(tk) = xнk. (5)

Краевое усëовие xн(t0) = xн0 испоëüзуется äëя

нахожäения неизвестноãо (t0) в выражении (5).

Даëее приìеняется обратное преобразование

Лапëаса L–1, ÷то привоäит к нахожäениþ искоìо-
ãо (t).
Пример 1. Пустü иìееì не÷еткий интеãраëüный функ-

öионаë типа (1) в форìе

Jн = [txн(t) + (t)]dt.

Необхоäиìо найти не÷еткуþ экстреìаëü (t), уäов-
ëетворяþщуþ не÷еткиì ãрани÷ныì усëовияì:

xн(t0 = 0) = xн0 = 0н = (0(r) = –1 + r,

(r) = 1 – r | r ∈ [0; 1]),

xн(tk = T ) = xнT = 0,5н = (0,5(r) = 0,5r,

(r) = 1 – 0,5r | r ∈ [0; 1]).

Зäесü не÷еткие эëеìенты, иìеþщие инäекс «н», оп-
реäеëяþтся в соответствии с опреäеëениеì 2. Дëя ре-
øения приìера не÷еткой вариаöионной заäа÷и с не-
÷еткиìи ãрани÷ныìи усëовияìи воспоëüзуеìся при-
еìоì второãо направëения (сì. выøе) их реøения. Дëя
этоãо форìируется траäиöионная заäа÷а, которая реøа-

f f
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0

∞

∫

τ ∞→
lim

0

τ

∫
⎝
⎜
⎛

τ ∞→
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0

τ
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τ ∞→
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0

τ

∫ fн
⎠
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f
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ется äо поëу÷ения уравнения Эйëера в траäиöионной
форìе. Иìееì:

f = tx(t) + (t) =  –  = 0 ⇒

⇒ t –  = 0 ⇒ (t) – t = 0.

Перехоäиì к не÷еткоìу анаëоãу:

(t) – анt = 0,  xн0 = 0н, xнT = 0,5н.

Реøиì эту не÷еткуþ äвухто÷е÷нуþ заäа÷у ìетоäоì
не÷еткоãо преобразования Лапëаса. В резуëüтате поëу-
÷иì не÷еткое реøение (i, i)-типа:

(t) = ( (t, r), (t, r) | r ∈ [0; 1] ⊂ R1).

Друãие типы не÷етких реøений нахоäятся анаëоãи÷-
ныì способоì.

Дëя интерпоëяöии не÷еткиì ëинейныì спëайноì на
отрезке t ∈ [t0 = 0, tk = T = 1] иìееì:

Jн = ( (t)dt.

Перехоäя к траäиöионной вариаöионной заäа÷е, по-
ëу÷аеì ÷еткое уравнение Эйëера, которое привоäится к
еãо не÷еткоìу анаëоãу путеì ввеäения инäексов «н» и
«h» — не÷еткостü функöии и тип не÷еткой произвоäной
соответственно. Даëее, приìеняя не÷еткое преобразова-
ние Лапëаса, поëу÷иì разëи÷ные типы не÷етких реøе-
ний, äëя которых на не÷еткой сетке

путеì реøения соответствуþщих не÷етких систеì аë-
ãебраи÷еских уравнений нахоäится совокупностü не÷ет-
ких ëинейных спëайнов. Заìетиì, ÷то все типы не÷ет-
ких реøений äифференöиаëüных уравнений проверя-
þтся, уäовëетворяþт ëи они уравнениþ. Это привоäит к
сокращениþ ÷исëа реøений уравнений и ÷исëа не÷ет-
ких ëинейных спëайнов.

2.2. Âàðèàöèîííî-èòåðàöèîííûé ìåòîä [22, 23]

Дëя неëинейной на÷аëüной заäа÷и

M[x(v)] + N[x(v)] = g(v), (6)

ãäе M — ëинейный, а N — неëинейный операторы,
g(v) — заäанная в анаëити÷еской форìе функöия,
приìеняется ìетоä корректируþщеãо функöионаëа

xn + 1(v) =

= xn(v) + λ(v, t){M[xn(t)] + N[ (t)] – g(t)}dt, (7)

ãäе λ — ìножитеëü Лаãранжа, опреäеëяеìый из со-
ответствуþщей вариаöионной заäа÷и, xn — прибëи-
женное реøение уравнения (7) на n-й итераöии,

 — оãрани÷енная вариаöия äëя xn, т. е. δ  = 0.
Кроìе уравнений (6) и (7) рассìатривается крае-
вая заäа÷а второãо поряäка

X''(t) = F(t, X(t), X'(t)), (8)

X(t = 0) = Ф1,  X(t = T ) = Ф2, (9)

ãäе X(t) = [x1(t), ..., xn(t)]
T, xi(t), i = 1, ..., n, — неиз-

вестные вещественные функöии от переìенной t,
F — неëинейная непрерывная функöия от t, X(t),

X'(t), Ф1 и Ф2 — заäанные векторы в Rn.

Дëя заäа÷и (8) корректируþщий функöионаë (7)
заäается в виäе

Xn + 1(t) = Xn(t) +

+ λ(s){X''n(s) – [s, Xn(s), X'(s)]}ds (10)

с ãрани÷ныìи усëовияìи (9). Зäесü (•) = δF —
вариаöия äëя функöии F.
Посëе вы÷исëения вариаöии относитеëüно λ(s)

в выражении (10) äëя вспоìоãатеëüноãо функöио-
наëа с ìножитеëяìи Лаãранжа поëу÷иì усëовия
экстреìуìа функöионаëа в виäе:

λ''(s) = 0;  1 – λ'(s = t) = 0;  λ(s = t) = 0,

откуäа о÷евиäно, ÷то λ(s) = s – t.
Поäставëяя найäенные зна÷ения в выражении

(10), поëу÷иì сëеäуþщуþ вариаöионнуþ форìуëу
вы÷исëения Xn + 1(t) äëя заäа÷и (8), (9):

Xn + 1(t) = Xn(t) +

+ (s – t){X''(s) – [s, X(s), X'(s)]}ds,  n = 0, 1, 2,...

Дëя оöенки то÷ности приìеняется сëеäуþщий
приеì: вы÷исëяþтся Xn(t) и Xn + 1(t) и сравнива-
þтся эти зависиìости в нескоëüких то÷ках отрезка
[t0 = 0, tk = t]. Есëи в преäеëах требуеìой то÷ности
их зна÷ения совпаäаþт, то с÷итается, ÷то с требу-
еìой то÷ностüþ поëу÷ено реøение искоìой заäа-
÷и (8), (10). Есëи же Xn(t) и Xn + 1(t) в выбранных
то÷ках не совпаäаþт, то вы÷исëяется Xn + 2(t), äаëее
сравниваþтся Xn + 1(t), Xn + 2(t) и т. ä. äо тех пор,
пока Xn + k(t) и Xn + k + 1(t) не совпаäут. Этот практи-
÷еский приеì оöенки то÷ности äостато÷но наäе-
жен, хотя теорети÷ески не совсеì соверøенен.
Пример 2. Реøиì краевуþ заäа÷у вариаöионно-ите-

раöионныì ìетоäоì. Пустü äана äвухто÷е÷ная краевая
заäа÷а

(t) – x(t) = 0

x·
t∂

∂ f·x t∂
∂ f·x·

t∂
∂ x·· x··

x··н
h

xн* x i i,( )* x i i,( )
*
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min
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⎜ ⎟
⎛ ⎞
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с не÷еткиìи краевыìи усëовияìи

xн(t0 = 0) = 0н = (0 = –1 + r,  = 1 – r | r ∈ [0, 1]),

xн(tk = 1) = 0,5н = (0,5 = 0,5r,  = 1 – 0,5r | r ∈ [0, 1]).

Необхоäиìо найти не÷еткуþ переìеннуþ (t) =

= x(t, r) = (x(t, r), (t, r) |r ∈ [0; 1]).

То÷ное реøение (i, i)-типа äëя x *(t, r), (t, r) поëу-
÷ены ранее на основе не÷еткоãо преобразования Лап-
ëаса.

Прибëиженное реøение (i, i)-типа поëу÷ено по фор-
ìуëаì вариаöионно-итераöионноãо ìетоäа:

xn + 1(t, r) = xn(t, r) + [(s – t) (s, r)]ds,

(t, r) = (t, r) + [(s – t) (s, r)]ds,

которые проìоäеëированы при зна÷ениях t = 0; 1 и r = 0;
0,2; ...; 1,0. Резуëüтаты вы÷исëений по то÷ныì и при-
бëиженныì форìуëаì показаëи приеìëеìуþ то÷ностü.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Дëя ëинейноãо и неëинейноãо äифференöи-
аëüных уравнений сфорìуëирована äвухто÷е÷ная
краевая заäа÷а в не÷еткой постановке, которая
возникает как при реøении не÷етких заäа÷ ìате-
ìати÷ескоãо ìоäеëирования, так и при синтезе не-
÷етких оптиìаëüных систеì управëения. Привеäе-
ны некоторые ìетоäы их реøения.
Рассìотрены не÷еткое преобразование Лапëаса

и еãо приìенение äëя реøения äвухто÷е÷ной кра-
евой заäа÷и. Привеäен приìер рас÷ета с поìощüþ
не÷еткоãо преобразования Лапëаса не÷еткой кри-
вой, на которой не÷еткий функöионаë äостиãает
экстреìуìа.
Рассìотрен ìетоä, в основу котороãо поëожен

не÷еткий вариаöионно-итераöионный принöип
реøения краевых заäа÷, и äан приìер еãо приìе-
нения äëя реøения не÷еткой вариаöионной заäа-
÷и с не÷еткиìи ãрани÷ныìи усëовияìи.
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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÄËß ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ 
ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÊÂÀÇÈÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÈ 

ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ ÐÅÃÓËßÒÎÐÀ1

В.Н. Афанасьев, Н.А. Матвеева

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Оäниì из развиваþщихся ìетоäов синтеза уп-
равëения неëинейныìи систеìаìи с кваäрати÷-
ныìи функöионаëаìи ка÷ества явëяется ìетоä,
основанный на преäставëении исхоäных неëиней-
ных ìатеìати÷еских ìоäеëей объектов в виäе ìо-
äеëей с ëинейной структурой, но с параìетраìи,
зависящиìи от состояния (State Dependent Coeffi-
cient, SDC) [1—3]. Такое преäставëение позвоëяет
осуществитü перехоä от уравнения Гаìиëüтона —
Якоби — Беëëìана к уравнениþ типа Риккати с
параìетраìи, зависящиìи от состояния (State De-
pendent Riccati Equation, SDRE). Это и составëяет

основу SDRE-ìетоäа синтеза оптиìаëüных неëи-
нейных систеì управëения [4, 5]. Сëеäует отìетитü,
÷то основная пробëеìа реаëизаöии SDRE-реãуëя-
тора, как это сëеäует из привеäенной ëитературы,
закëþ÷ается в сëожности нахожäения реøения
ìатри÷ноãо неëинейноãо уравнения с параìетра-
ìи, зависящиìи от состояния объекта, в теìпе
функöионирования объекта. В работе преäëожен
ìетоä реøения пробëеìы, основанный на поиске
параìетров субоптиìаëüноãо реãуëятора äëя каж-
äоãо (заäанноãо) вреìенноãо øаãа интерваëа уп-
равëения.
Разработанный ìетоä синтеза и реаëизаöии

управëения неëинейныì объектоì проверяется
путеì построения стратеãии ввеäения препаратов
при ëе÷ении рака с испоëüзованиеì ìатеìати÷ес-
кой ìоäеëи äинаìики проöесса роста раковой тка-
ни и ее взаиìоäействия с норìаëüныìи и иììун-
ныìи кëеткаìи.

Рассìотрен ìетоä синтеза управëения неëинейныì объектоì с кваäрати÷ныì функöи-
онаëоì ка÷ества, основанный на приеìе «расøиренной ëинеаризаöии» исхоäной ìате-
ìати÷еской ìоäеëи объекта. При этоì параìетры неëинейноãо реãуëятора опреäеëяþтся
реøенияìи ìатри÷ноãо уравнения типа Риккати с параìетраìи, зависящиìи от состо-
яния объекта. Отìе÷ено, ÷то основная пробëеìа реаëизаöии такоãо реãуëятора закëþ-
÷ается в сëожности нахожäения реøения этоãо уравнения в теìпе функöионирования
объекта. Дëя ее реøения преäëожен ìетоä, основанный на поиске параìетров реãуëятора
äëя кажäоãо вреìенноãо øаãа интерваëа управëения. Разработанный ìетоä синтеза и ре-
аëизаöии управëения неëинейныì объектоì преäëожено проверятü путеì построения
стратеãии ввеäения препаратов при ëе÷ении рака с испоëüзованиеì ìатеìати÷еской ìо-
äеëи äинаìики проöесса роста раковой ткани и ее взаиìоäействия с норìаëüныìи и иì-
ìунныìи кëеткаìи. Привеäены резуëüтаты ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования, выпоëнен-
ноãо в öеëях проверки эффективности поëу÷енных реøений.

Ключевые слова: неëинейные äифференöиаëüные уравнения, ìетоä «расøиренной ëинеаризаöии»,
кваäрати÷еский функöионаë ка÷ества.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(проект 16-8-00522). 

нализ и синтез систем управленияА

pb0118.fm  Page 37  Wednesday, February 7, 2018  3:40 PM



АНАЛИЗ И СИНТЕЗ СИСТЕМ УПРАВЛЕНИЯ

38 CONTROL SCIENCES ¹ 1 • 2018

1. ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÓÏÐÀÂËÅÍÈß 
Â ÎÁÙÅÌ ÂÈÄÅ. ÌÅÒÎÄ ÑÈÍÒÅÇÀ 

ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÍÅËÈÍÅÉÍÛÌ ÎÁÚÅÊÒÎÌ

Пустü ìатеìати÷еская ìоäеëü неëинейной сис-
теìы иìеет виä

x(t) = f(x) + g(x)u(t),  x(t0) = x0,

f, g : tf Ѕ Ωx → Rn,  x → f(x), g(x). (1)

Зäесü [t0, tf] — интерваë управëения; x(t) ∈ Ωx, ãäе

Ωx — обëастü (открытое связанное ìножество) Rn;

х(t) — состояние систеìы; x0 ∈ Ωx; u ∈ Rr — управ-

ëение, поäëежащее нахожäениþ. Преäпоëаãается,
÷то эëеìенты n-ìерной вектор-функöии f(x) и ìат-
риöы g(x) äействитеëüны, непрерывны. Преäпоëа-
ãается, ÷то при вcех х(t) систеìа (1) управëяеìа.
Преäставиì систеìу (1) в нескоëüко иноì, эк-

виваëентноì виäе. Дëя этоãо воспоëüзуеìся ìето-
äоì «расøиренной ëинеаризаöии» иëи SDC-пара-
ìетризаöией [1—5].
Предположение 1. Вектор-функöия f(x) —

непрерывная äифференöируеìая по x ∈ Ωx, т. е.

f(•)∈ C1(Ωx) и g(•)∈ C0(Ωx).

Предположение 2. Без потери общности поëо-
жиì, ÷то усëовие x = 0n ∈ Ωx естü то÷ка равновесия

систеìы при u = 0rЅ1 так, ÷то f(0) = 0nЅ1 и g(x) ≠ 0nЅr,

∀x(t) ∈ Ωx. ♦

При сäеëанных преäпоëожениях исхоäная не-
ëинейная систеìа (1) ìожет бытü преäставëена
(испоëüзуя SDC-ëинеаризаöиþ) в виäе ìоäеëи сис-
теìы

x(t) = A(x)x(t) + g(x)u(t),  x(0) = x0, (2)

которая иìеет ëинейнуþ структуру и A(x)x(t) = f(x).

Предположение 3. Систеìа (2), ãäе u(t) ∈ U ⊂ Rr,
U — ìножество äопустиìых управëяþщих возäей-
ствий, управëяеìа на ìножестве Ωx. ♦

У÷итывая, ÷то ìатеìати÷еская ìоäеëü систеìы
(2) иìеет ëинейнуþ структуру, в ряäе работ [1—5]
употребëяется терìин поточечная управляемость.
Даäиì пояснение этоìу терìину. Рассìотриì ìно-

жество D(t) ∈ Rn(t), t0 ≤ t ≤ tf . При заäанноì t ìно-

жество D(t) состоит из всех то÷ек A(x)x(t) + g(x)u(t)

пространства Rn, которые поëу÷аþтся, коãäа u(t)
пробеãает все ìножество U. Такиì образоì, äëя

всех t, при которых x(t) существует, справеäëиво
вкëþ÷ение

x(t) ∈ D(t),  t0 ≤ t ≤ tf,

и ìножество D(t) соäержит все то÷ки x(ti) = xi, i = 0,
1, 2, ..., траектории x(t) при управëении u(t) ∈ U.
Так как систеìа (2) в сиëу преäпоëожения 3 уп-

равëяеìа, то äëя всех то÷ек x(ti) = xi, i = 0, 1, 2, ...,
ìножества D(t) äоëжно выпоëнятüся усëовие Каë-
ìана — усëовие управëяеìости ëинейных систеì с
постоянныìи параìетраìи

rank[g(x(ti)|A(xi)g(x(ti)|A
2(xi)g(x(ti)...|A

n – 1(xi)g(x(ti)] = n,

x(ti) ∈ D(t).

Это усëовие и называþт пото÷е÷ныì усëовиеì уп-
равëяеìости.
Выпоëнение преäпоëожений 1—3 явëяется не-

обхоäиìыì и äостато÷ныì усëовиеì преäставëе-
ния управëяеìой систеìы (1) в виäе управëяеìой
систеìы (2).
Отìетиì, ÷то преäставëение f(x) в виäе A(x)x(t)

при n > 1 не еäинственно. Общие рекоìенäаöии по
выбору ìатриöы A(x) отсутствуþт. Есëи заäа÷а об
управëении ставится как заäа÷а синтеза оптиìаëü-
ноãо управëения систеìой, ìатеìати÷еская ìоäеëü
которой преäставиìа в виäе (2), то ìатриöа A(x)
äоëжна (при выпоëнении сäеëанных выøе преä-
поëожений) выбиратüся из усëовия обеспе÷ения
ìиниìаëüноãо зна÷ения функöионаëа, äоставëя-
þщеãо управëениеì, синтезированноì с поìощüþ
выбранной ìатриöы. В äруãих же сëу÷аях, на вы-
бор ìатриöы A(x) ìоãут вëиятü соображения прак-
ти÷ескоãо характера (затраты на управëения, сëож-
ностü вы÷исëений, виä поëу÷енных перехоäных
проöессов и пр.). В рассìотренноì äаëее приìере
буäет показано вëияние выбора ìатриöы A(x) на
резуëüтаты управëения неëинейныì объектоì.
Дëя синтеза управëения u(t) ввеäеì функöио-

наë ка÷ества

J(x(•), u(•)) = {xT(t)Qx(t) + uT(t)Ru(t)}dt. (3)

Преäпоëаãается, ÷то интерваë вреìени T = tf – t0
управëения боëüøе вреìени окон÷ания перехоä-
ных проöессов в систеìе, вызванных на÷аëüныìи
усëовияìи и соответствуþщиì управëениеì. Сиì-
ìетри÷еские ìатриöы Q и R поëожитеëüно опре-
äеëенные, Q P 0, R P 0. Преäпоëаãается также, ÷то
в сëу÷ае, коãäа на управëение наëожены оãрани-
÷ения в виäе ||u(t)|| ≤ γ = const > 0, то у÷естü эти оã-
рани÷ения ìожно соответствуþщиì назна÷ениеì
ìатриöы R [6].

d
dt
-----

d
dt
-----

d
dt
-----

1
2
---

t0

tf

∫
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Такиì образоì, рассìатриваеìая заäа÷а закëþ-
÷ается в нахожäении управëяþщеãо возäействия
u(t), ìиниìизируþщеãо функöионаë виäа (3) на
реøениях систеìы (1).
Реøение заäа÷и, поставëенной выøе, существу-

ет на ìножестве Ωx, есëи существует непрерывная

поëожитеëüно опреäеëенная функöия V: Ωx → R+,

опреäеëенная в виäе V(x)  J(x, u) äëя всех

x ∈ Ωx и äопустиìых управëений u(t) ∈ U [7].
Зна÷ение назна÷аеìой функöии V(x) естü реøе-

ние заäа÷и äинаìи÷ескоãо проãраììирования, свя-
занное с äифференöиаëüныì уравнениеì первоãо
поряäка в ÷астных произвоäных Гаìиëüтона —
Якоби — Беëëìана [7, 8]

[ f(x) + g(x)u(t)] + [xT(t)Qx(t) +

+ uT(t)Ru(t)  = H , (4)

ãäе H — ãаìиëüтониан.
Предположение 4.Функöия H{x, u, ∂V(t, x)/∂x}

опреäеëена и непрерывна äëя (x, u, t) ∈ RnЅRrЅR,
t ∈ [t0, tf]. Боëее тоãо, функöия H преäпоëаãается
äважäы äифференöируеìа. ♦
При выпоëнении преäпоëожения 4 оптиìаëü-

ное управëение u(t, x) опреäеëяется соотноøения-
ìи [7, 8]

 = Ru(t) + gT(x)  = 0,

 = R P 0.

Откуäа

u(t) = –R–1gT(x) . (5)

Запиøеì систеìу (1) с управëенияìи (5)

x(t) = f(x) – g(x)R–1gT(x) ,

x(t0) = x0. (6)

Перепиøеì ãаìиëüтониан (4) с управëенияìи с
у÷етоì выражений (1) и (6) и приравняеì еãо нуëþ:

f(x) – g(x)R–1gT(x)  +

+ xT(t)Qx(t) = 0. (7)

Буäеì искатü {∂V(x)/∂x(t)}T в виäе

{∂V(x)/∂x(t)}T = S(t)x(t). (8)

Тоãäа оптиìаëüное управëение, в сиëу форìу-
ëы (5), буäет опреäеëятüся соотноøениеì

u(t) = –R–1gT(x)S(x)x(t). (9)

Перепиøеì выражение (7) с у÷етоì форìуëы (8)
и ÷то f(x) = A(x)x(t):

xT(t){S(x)A(x) + AT(x)S(x) –

– S(x)g(x)R–1gT(x)S(x) + Q}x(t) = 0. (10)

У÷итывая, ÷то уравнение (10) äоëжно выпоë-
нятüся при ëþбоì на÷аëüноì состоянии x(t0), а x(t)
естü реøение оäнороäноãо уравнения

x(t) = [A(x) – g(x)R–1gT(x)S(x)]x(t),  x(t0) = x0,

то уравнение (10) äоëжно бытü справеäëивыì при
ëþбоì зна÷ении x(t). В сиëу этоãо, поëу÷аеì урав-
нение Риккати с параìетраìи, зависящиìи от со-
стояния,

S(x)A(x) + AT(x)S(x) –

– S(x)g(x)R–1gT(x)S(x) + Q = 0. (11)

Основная пробëеìа реаëизаöии управëения
виäа (9) закëþ÷ается в сëожности нахожäения
ìатриöы S(x) как реøения уравнения (11) в теìпе
функöионировании объекта.
Дëя поëу÷ения реаëизуеìоãо реøения заäа÷и

управëения неëинейныì объектоì виäа (1) интер-
ваë управëения T = tf – t0 разобüеì на N отäеëüных
поäынтерваëов [t0, t1], [t1, t2], ..., [tN – 1, tf].
Зна÷ения ìатриö A(x0), A(x1), A(x2), ..., A(xN – 1),

g(x0), g(x1), g(x2), ..., g(xN – 1), опреäеëенных в то÷-
ках t0, t1, t2, ..., tN – 1, испоëüзуþтся при вы÷исëении
поëожитеëüно опреäеëенной ìатриöы с постоян-
ныìи параìетраìи Si, i = 0, 1, 2, ..., N – 1:

AT(xi)Si + SiA(xi) – Sig(xi)R
–1gT(xi)Si + Q = 0,

i = 0, 1, 2, ..., N – 1. (12)

Такиì образоì, управëение в кажäоì поäынтерва-
ëе буäет иìетü виä

ui(t) = –R–1gT( )Si (t),  i = 0, 1, 2, ..., N – 1. (13)

Систеìа (1) с управëенияìи (13) в кажäоì из
поäынтерваëов [ti, ti + 1], i = 0, 1, 2, ..., N – 1, опи-
сывается уравнениеì:

(t) = f( ) – g( )R–1gT( )Si (t), (ti) = ,

t ∈ [ti, ti + 1].

=
Δ

min
u

min
u ⎩
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x t( )∂
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Отìетиì, ÷то ÷исëо поäынтерваëов N, которое
опреäеëяет äëитеëüностü по вреìени интерваëа
[ti, ti + 1], зависит как от саìоãо существа заäа÷и уп-
равëения, так и от возìожности устройства по ре-
аëизаöии вы÷исëений ìатриöы Si по форìуëе (12).

О÷евиäно, ÷то при τ = ti + 1 – ti → 0, i = 0, 1,
2, ..., N – 1, т. е. при уìенüøении интерваëов раз-
биения, сëеäует: S(x(ti)) → S(x(ti + 1)), i = 0, 1,

2, ..., N – 1, и

[x(t)) – (t)] → 0. (14)

Запиøеì рассоãëасование ε(ti + 1) = x(ti + 1) –

– (ti + 1), i = 0, 1, 2, ..., N – 1, реøений уравнений

x(t) = [A(x) – g(x)R–1gT(x)S(x)]x(t),  x(t0) = x0,

(t) = [A( ) – g( )R–1gT( )Si] (t),  (t0) = x0

в интерваëе управëения t ∈ [ti, ti + 1].

Пустü

A(x) = A + a(x),  A( ) = A + a( ),

g(x) = g + Δg(x),  g( ) = g + Δg( ),

S(x) = S + s(x),  Si = S + si,

A = A(x(t0)),  g = g(x(t0)),

ãäе ìатриöы A и g с постоянныìи эëеìентаìи об-
разуþт управëяеìуþ пару, а поëожитеëüно опре-
äеëенная ìатриöа S естü реøение аëãебраи÷ескоãо
ìатри÷ноãо уравнения Риккати

SA + ATS – SgR–1gTS + Q = 0.

Опреäеëиì оøибку рассоãëасования траекторий

x(t) и (t):

ε(t) = [A – gR–1gTS]ε(t) + a(x)x(t) – a( ) (t) –

– g(x)R–1gT[s(x)x(t) – si] – [g(x)R–1ΔgT(x) +

+ Δg(x)R–1gT(x) + Δg(x)R–1ΔgT(x)][S + s(x)]x(t) +

+ [g( )R–1ΔgT( ) + ΔgT( )R–1gT( ) +

+ Δg( )R–1ΔgT( )][S + si] (t),

ε(t0) = x(t0) – (t0) = 0

иëи

ε(t) = [A – gR–1gTS]ε(t) + ϕ(x(t), (t)),

ε(t0) = 0, (15)

ãäе

ϕ(x(t), (t)) = a(x)x(t) – a( ) (t) –

– [g(x)R–1ΔgT(x) + Δg(x)R–1gT(x) + Δg(x)R–1ΔgT(x)] Ѕ

Ѕ [S + s(x)]x(t) + [g( )R–1ΔgT( ) +

+ ΔgT( )R–1gT( ) + Δg( )R–1ΔgT( )][S + si] (t).

Запиøеì реøение уравнения (15) в интерваëе

[ti, ti + 1] с у÷етоì, ÷то ìатриöа [A – gR–1gTS] пос-
тоянная:

ε(ti + 1) = ε(ti) +

+ {exp[A – gR–1gTS](ti + 1 – γ)}ϕ(x(γ), (γ))dγ.

Накопëенное зна÷ение оøибки рассоãëасования
в ìоìент tN = tf опреäеëяется форìуëой

ε(tN) = {exp[A – gR–1gTS](ti + 1 – γ)} Ѕ

Ѕ ϕ(x(γ), (γ))dγ , (16)

так как ε(t0) = 0.
Перепиøеì равенство (16) в виäе

||ε(tN)|| = {exp[A – gR–1gTS] Ѕ

Ѕ (ti + 1 – γ)}ϕ(x(γ), (γ))dγ ,

откуäа

||ε(tN)|| ≤ ||{exp[A – gR–1gTS](ti + 1 – γ)}|| Ѕ

Ѕ ||ϕ(x(γ), (γ))||dγ . (17)

У÷итывая, ÷то äействитеëüные корни характе-

ристи÷еской ìатриöы [A – gR–1gTS] отриöатеëü-
ные, ìожно назна÷итü такие поëожитеëüные пос-
тоянные G и β, ÷то

||exp[A – gR–1gTS](ti + 1 – γ)|| ≤ G . (18)

О÷евиäно, ÷то зна÷ение ||ϕ(x(γ), (γ))||  за-

висит как от äëины поäынтерваëа τ = T/N, так и от
зна÷ений ìатриöы Si = S + si в кажäоì из поäын-

терваëов. У÷итывая (14), отìетиì, ÷то ||ϕ(x(γ),

(γ))|| → 0. Сëеäоватеëüно, ìожно найти такое ÷ис-
ëо Ki + 1 > 0, ÷то

||ϕ(x(γ), (γ))||  ≤ Ki + 1τ = Ki + 1(T/N ),

i = 0, 1, 2, ..., N – 1. (19)

τ 0→
lim

τ 0→
lim x̃
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d
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d
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⎨
⎧
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⎧
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Такиì образоì, выражение (17) с у÷етоì фор-
ìуë (18) и (19), приниìает виä

||ε(tN)|| ≤ G ||ϕ(x(γ), (γ))||dγ ≤

≤ Gτ Ki + 1dγ.

Пустü K* = Ki + 1, тоãäа

||ε(tN)|| m GK*τ γ

иëи, у÷итывая, ÷то в рассìатриваеìоì сëу÷ае t0 = 0,

||ε(tf)|| m GK*τ dγ.

Такиì образоì, норìа рассоãëасования ||ε(tf)||

траекторий x(t) и (t) в заäанноì интерваëе вре-
ìени управëения T = tf – t0 с N поäынтерваëаìи
поиска ìатриöы Si, i = 0, 1, 2, ..., N – 1, отве÷ает
усëовиþ

||ε(tf)|| ≤ [1 – ]. (20)

Как виäно из выражения (20), норìа рассоãëа-
сования ||ε(tf)|| в конöе интерваëа управëения за-
висит от ÷исëа поäынтерваëов N иëи, ÷то то же са-
ìое, от äëины поäынтерваëа τ.
Отìетиì, ÷то зна÷ение функöионаëа ка÷ества

(3) при управëении неëинейныì объектоì (1) с ис-
поëüзованиеì еãо ìатеìати÷еской ìоäеëи (2) и ре-
ãуëятороì (13), иìеþщиì квазипостоянные пара-
ìетры, вы÷исëяется по форìуëе [8]

J( (•), u•))N = xT(ti)Six(ti),

i = 0, 1, 2, ..., N – 1.

2. ÈËËÞÑÒÐÀÖÈß ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ÐÀÇÐÀÁÎÒÀÍÍÎÃÎ 
ÌÅÒÎÄÀ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÐÅÃÓËßÒÎÐÀ

Ñ ÊÂÀÇÈÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ
ÄËß ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

2.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáúåêòà óïðàâëåíèÿ

Мноãие ìатеìати÷еские ìоäеëи раковых опу-
хоëей быëи построены с поìощüþ теории обык-
новенных äифференöиаëüных уравнений, уравне-
ний в ÷астных произвоäных, кëето÷ных аппаратов

и äр. [9—11]. Кажäая из таких ìоäеëей иìеет свои
преиìущества и неäостатки. В настоящей статüе ис-
поëüзуется ìатеìати÷еская ìоäеëü из работ [10, 11].
В такой ìоäеëи развитие рака рассìатривается в
виäе äинаìи÷еских отноøений попуëяöий нор-
ìаëüных, раковых и иììунных кëеток вне зависи-
ìости от конкретноãо виäа раковоãо забоëевания.
Матеìати÷еская ìоäеëü преäусìатривает сëе-

äуþщие äопущения.
z Существование иììунной реакöии. Моäеëü
преäпоëаãает наëи÷ие кëеток иììуниöитов,
увеëи÷ение ÷исëа которых ìожет бытü вызвано
наëи÷иеì кëеток опухоëи, которые ìоãут про-
тивостоятü иì в хоäе кинети÷ескоãо проöесса.
Преäпоëаãается, ÷то их высокая активностü не
обеспе÷ивает поëноãо уни÷тожения опухоëи.
Впоëне возìожно, ÷то, хотя раковые кëетки иì-
ìуноãены, реакöии иììунной систеìы неäоста-
то÷но äëя борüбы с быстрыì ростоì попуëяöии
раковых кëеток и посëеäуþщеãо развития их в
состояние опухоëи.

z Наëи÷ие состязатеëüности. Норìаëüные и ра-
ковые кëетки борþтся за äоступные ресурсы,
пока иììунные и раковые кëетки борþтся, как
«хищник — жертва».

z Оптиìаëüное управëение хиìиотерапией. Оп-
тиìаëüное ввеäение препаратов выбирается
такиì образоì, ÷тобы ìиниìизироватü ÷исëо
раковых кëеток как к конöу ëе÷ения, так и на
протяжении вреìени поääержания ÷исëа нор-
ìаëüных кëеток на опреäеëенноì уровне (такие
усëовия испоëüзуþтся в ìеäиöинских протоко-
ëах).
Моäеëü у÷итывает ткани вбëизи конöентраöии

раковых кëеток и äопускает оäнороäностü струк-
туры раковой опухоëи.
При иссëеäовании роста попуëяöии раковых

кëеток и посëеäуþщеãо развития их в состояние
опухоëи в ряäе работ [9—11] испоëüзуется систеìа
äифференöиаëüных уравнений

 = r2N(t)[1 – b2N(t)] – c4T(t)N(t),

 = r1T(t)[1 – b1T(t)] – c2T(t)I(t) – c3T(t)N(t),

 = s +  – d1I(t) – c1T(t)I(t), (21)

ãäе N(t), T(t) и I(t) — норìированное коëи÷ество
норìаëüных, раковых и иììунных кëеток соãëас-
но [10, 11]. На÷аëüные усëовия выбираþтся, исхо-
äя из преäпоëожения, ÷то иììунная систеìа ор-
ãанизìа не в состоянии саìостоятеëüно справитü-
ся с ростоì раковых кëеток: N(t0) = 1, T(t0) = 0,2,
I(t0) = 0,15.

ti
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∑
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Резуëüтат взаиìоäействия кëето÷ных попуëяöий
преäставëен на рис. 1. График показывает, ÷то, не-
сìотря на реакöиþ иììунной систеìы, попуëя-
öия раковых кëеток растет, и вìесте с теì ÷исëен-
ностü попуëяöий норìаëüных и иììунных кëеток
паäает.
В отсутствие терапии (21) то÷ки поëожения

равновесия NE, TE и IE буäут выãëяäетü такиì об-
разоì:

 = 0 ⇒ N = const,  NE = ,

 = 0 ⇒ T = const,  TE = ,

 = 0 ⇒ I = const,

IE = .

Систеìа иìеет три то÷ки равновесия: безопухо-
ëевое (раковые кëетки отсутствуþт), безжизнен-
ное (нет норìаëüных кëеток), то÷ка сосущество-
вания (иìеþтся и раковые кëетки, и норìаëüные).
В зависиìости от параìетров, привеäенных в таб-
ëиöе, в систеìе ìожет бытü ни оäной, оäна, äве иëи
три такие то÷ки равновесия. В контексте выбора
стратеãии терапии äоëжна бытü äостиãнута безо-
пухоëевая то÷ка иëи то÷ка сосуществования рако-
вых и норìаëüных тканей, а попуëяöия норìаëü-
ных кëеток äоëжна прибëижатüся к зна÷ениþ нор-
ìы. Безопухоëевое поëожение равновесия ìожет

бытü äостиãнуто в то÷ке N 0 = 1/b2, T
0 = 0, I 0 = s/d1.

Вëияние хиìиотерапии вкëþ÷ается в систеìу
äобавëениеì еще оäноãо уравнения и сëаãаеìых в
уравнения äëя äинаìики попуëяöий [10, 11], пос-
коëüку терапия äействует не тоëüко на кëетки опу-

Рис. 1. Поведение системы без учета терапии:  — N(t);
 — T(t);  — I(t)

dN t( )
dt

---------------
r2 c4TE–

b2r2
-----------------------

dT t( )
dt

--------------
r1 c2IE– c3NE–

b1r1
-----------------------------------------

dI t( )
dt

-------------

s α TE+( )
α TE+( ) d1 c1TE+( ) ρTE–

---------------------------------------------------------------------

Ïàðàìåòðû ñèñòåìû [10]

Пара-
ìетр

Описание
Зна-
÷ение

Возìожные 
зна÷ения

a1 Доëя иììунных кëеток, 
пораженных хиìио-
терапией

0,2 0 < a1 < 0,5
a3 < a1 < a2

a2 Доëя кëеток опухоëи,
пораженных хиìио-
терапией

0,3 —

a3 Доëя зäоровых кëеток,
пораженных хиìио-
терапией

0,1

b1 Коэффиöиент прироста 
раковых кëеток

1,0  < 

b2 Коэффиöиент прироста 
норìаëüных кëеток

1,0 —

c1 Доëя иììунных кëеток, 
пораженных раковыìи 
кëеткаìи

1,0 c1 > 0

c2 Доëя раковых кëеток,
пораженных иììунныìи 
кëеткаìи

0,5 c2 > 0

c3 Доëя раковых кëеток,
пораженных норìаëüны-
ìи кëеткаìи

1,0 c3 > 0

c4 Доëя норìаëüных кëеток, 
пораженных раковыìи 
кëеткаìи

1,0 c4 > 0

d1 Коэффиöиент естествен-
ной убыëи иììунных
кëеток

0,2 —

d2 Коэффиöиент убыëи
кëеток всëеäствие
хиìиотерапии

1,0

r1 Показатеëü прироста
раковых кëеток

1,5 r1 > r2

r1 <  + c3

r2 Показатеëü прироста
норìаëüных кëеток

1,0 —

s Показатеëü прироста
иììунных кëеток

0,33 0 < s < 0,5

α Пороãовое зна÷ение
äëя иììунных кëеток

0,3 α > 0

ρ Скоростü реаãирования 
иììунных кëеток

0,01 0 < ρ < 2

b1
1– b2

1–

sc2

d1
-------
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хоëи, но и на попуëяöии иììунных и норìаëüных
кëеток. Окон÷атеëüно систеìа выãëяäит такиì об-
разоì:

 = r2N(t)[1 – b2N(t)] – c4T(t)N(t) –

– a3N(t)M(t),

 = r1T(t)[1 – b1T(t)] – c2T(t)I(t) –

– c3T(t)N(t) – a2T(t)M(t),

 = s +  – d1I(t) – c2T(t)I(t) –

– a1I(t)M(t),

 = u(t) – d2M(t), (22)

ãäе M(t) — функöия конöентраöии препарата в
ткани иëи крови, u(t) — скаëярное зна÷ение äозы
препарата, которуþ паöиент ìожет принятü ораëü-
но, инъекöией иëи иныì путеì [10, 11].
Преобразуеì систеìу уравнений (22) в крите-

риаëüнуþ форìу, т. е. «обезразìериì» переìенные
N(t), T(t), I(t) и M(t), ввеäя соответствуþщие пере-
ìенные x1 = N – 1/b2, x2 = T, x3 = I – s/d1, x4 = M.
Поëу÷иì систеìу уравнений

 = –r2x1(1 + b2x1) – x2 – x4 –

– c4x1x2 – a3x1x4,

 = r1x2(1 – b1x2) – x2 – c3x1x2 –

– c2x2x3 – a2x2x4, (23)

 = – x2 – d1x3 – x4 + ρ  +

+ ρ  – c1x2x3 – a1x3x4,

 = –d2x4 + u(t),

x1(t0) = 1,  x2(t0) = 0,15, x3(t0) = 0,2, x4(t0) = 0.

2.2. Ñèíòåç óïðàâëåíèÿ ñ êâàçèïîñòîÿííûìè 
ïàðàìåòðàìè è ðåçóëüòàòû 

ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Перепиøеì систеìу уравнений (23) в виäе

x(t) = f(x) + gu(t),  x(0) = x0,

f, g : tf Ѕ Ω → R4,  x → f(x). (24)

Отìетиì, ÷то преäставëение f(x) = A(x)x(t) при
n = 4 не еäинственно. Буäеì рассìатриватü заäа÷у
построения систеìы управëения с äвуìя ìатри-
öаìи A1(x) и A2(x). Запиøеì уравнения äинаìики
(24) в виäе

x(t) = Aj(x)x(t) + gu(t),  j = 1, 2,  x(0) = x0,
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Зна÷ения эëеìентов ìатриöы Q øтрафа R в
функöионаëе ка÷ества (3) быëи приняты такиìи:

Q = ,  R = 1.

Управëение систеìой (24) описывается уравне-
ниеì (13), в котороì ìатриöа Si явëяется реøени-
еì уравнения (12). Эта ìатриöа вы÷исëяëасü с по-
ìощüþ станäартной проöеäуры пакета MatLab.
В соответствии с описанныì выøе ìетоäоì бы-

ëо провеäено ìоäеëирование äëя äвух преäставëе-
ний ìатриöы систеìы при разëи÷ноì выборе äëи-
теëüностüþ вреìенных поäынтерваëов. Резуëüтаты
ìоäеëирования äëя ìатриöы A1(x) привеäены на

рис. 2—4. Вреìенной интерваë, в на÷аëе котороãо
вы÷исëяëисü параìетры реãуëятора, соäержаë по-
äынтерваëы äëитеëüностüþ 10, 5 и 1 сут.
Как виäно из привеäенных ãрафиков, поä äей-

ствиеì хиìиотерапии в разных сëу÷аях äоëя рако-
вых кëеток постепенно снижается.
Отìетиì, ÷то коëи÷ество препаратов зна÷иìо

отëи÷ается в рассìотренных сëу÷аях (рис. 5), ко-
ëи÷ество норìаëüных и иììунных кëеток воспоë-
няется за с÷ет их репроäукöии и äостиãает жеëае-
ìоãо зна÷ения, характерноãо äëя орãанизìа зäо-
ровоãо ÷еëовека. Приìеняеìое ëе÷ение позвоëяет
поëностüþ устранитü попуëяöиþ кëеток опухоëи
соãëасно преäпоëоженияì, принятыì при постро-
ении ìоäеëи.
Резуëüтаты ìоäеëирования при выборе ìатри-

öы A2(x) и анаëоãи÷ныì äеëенияì вреìенноãо ин-
терваëа по 10 и 5 сут преäставëены на рис. 6 и 7.

0,5 0 0 0
0 100 0 0
0 0 0,1 0
0 0 0 0,1

Рис. 2. Поведение системы с матрицей А1(х) при изменении па-
раметров регулятора через каждые 10 сут:  — N(t);

 — T(t);  — I(t);  — M(t)

Рис. 3. Поведение системы с матрицей А1(х) при изменении
параметров регулятора через каждые 5 сут:  — N(t);

 — T(t);  — I(t);  — M(t)

Рис. 4. Поведение системы с матрицей А1(х) при изменении па-
раметров регулятора каждые сутки:  — N(t);  —
T(t);  — I(t);  — M(t)

Рис. 5. Сравнение дозировок при применении химиотерапии через
разное число суток:  — и(t) ÷ерез 10 сут;  — и(t)
÷ерез 1 сут;  — и(t) ÷ерез 5 сут
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Дозировка äëя сëу÷ая ìатриöы A2(x) оказаëасü
существенно ìенüøей на протяжении всеãо ëе÷е-
ния, и, поскоëüку ëе÷ение хиìиотерапией токси÷-
но, этот факт позвоëяет отìетитü особуþ важностü
выбора преäставëения ìатриö при рассìотрении
заäа÷ в ìеäико-биоëоãи÷еской обëасти.
Оäнако при такоì поäхоäе äëя зна÷ения по-

äынтерваëа äëитеëüностüþ в 1 сут систеìе не обес-
пе÷ивается перехоä в жеëаеìое состояния (рис. 8)
из-за тоãо, ÷то на систеìу наëожены оãрани÷ения
на уровенü управëения (äозировки) и в связи с теì,
÷то в ìатриöу A2(x) явно не вхоäит состояние, опи-
сываþщее вëияние препаратов. Поэтоìу преäпо÷-
тение в выборе ìатриö при ежеäневноì ëе÷ении
сëеäует отäаватü ìатриöе A1(x).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрен ìетоä реаëизаöии управëения не-
ëинейныì объектоì, эквиваëентная ìоäеëü кото-
роãо строится с поìощüþ ìетоäа «расøиренной
ëинеаризаöии». У÷итывая, ÷то приìенение этоãо
ìетоäа в общеì сëу÷ае привоäит к разëи÷ныì, но
эквиваëентныì описанияì объекта (кроìе оäно-
ìерноãо сëу÷ая), а, сëеäоватеëüно, к управëенияì
с разëи÷ныìи параìетраìи, при ìатеìати÷ескоì
ìоäеëировании систеìы управëения с разëи÷ны-
ìи возìожныìи ìатриöаìи быëо рассìотрено äва
варианта преäставëения ìатриöы объекта.
Параìетры реãуëятора опреäеëяþтся реøениеì

уравнения Риккати с параìетраìи, зависящиìи от
состояния, поиск реøения котороãо ëибо затруä-
нен, ëибо при боëüøой разìерности систеìы не-
возìожен. Преäëожен ìетоä поэтапноãо нахожäе-
ния реøения квазистаöионарной ìатриöы пара-
ìетров реãуëятора.
Разработанный ìетоä орãанизаöии управëения

неëинейныìи объектаìи опробован на реøении
заäа÷и управëения с поìощüþ ìатеìати÷еской ìо-
äеëи реакöии ÷еëове÷ескоãо орãанизìа на ввеäе-
ния препаратов при ëе÷ении рака. Резуëüтаты про-
веäенноãо ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования пока-
заëи эффективностü поëу÷енноãо управëения äëя
реøения поставëенной ìоäеëüной заäа÷и и сви-
äетеëüствуþт, ÷то синтезированное управëяþщее
возäействие способно в раìках ìоäеëи обеспе÷итü
поëное уни÷тожение опухоëи и поääержатü жиз-
неäеятеëüностü орãанизìа в раìках норìы.
Оäнако отìетиì, ÷то успех приìенения преä-

ëоженноãо ìетоäа на практике напряìуþ связан с
аäекватностüþ ìатеìати÷еской ìоäеëи и реаëüно
протекаþщих проöессов. В этоì отноøении за-
äа÷а построения таких ìатеìати÷еских ìоäеëей,
которые наибоëее поëно отражаþт состояние ÷е-
ëове÷ескоãо орãанизìа, их структурная и параìет-

Рис. 6. Поведение системы с матрицей А2(х) при применении пре-
паратов через каждые 10 сут:  — N(t);  — T(t);

 — I(t);  — M(t)

Рис. 7. Поведение системы с матрицей А2(х) при применении пре-
паратов через каждые 5 сут:  — N(t);  — T(t);

 — I(t);  — M(t)

Рис. 8. Поведение системы с матрицей А2(х) при применении пре-
паратов каждые сутки:  — N(t);  — T(t); 
— I(t);  — M(t)
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ри÷еская иäентификаöия явëяется важной и акту-
аëüной. Успеøное реøение этой заäа÷и возìожно
тоëüко в раìках совìестной работы ìеäиков и ìа-
теìатиков, работаþщих в обëасти управëения äи-
наìи÷ескиìи объектаìи.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Cloutier J.R., D’Souza C.N. and Mracek C.P. Nonlinear regula-
tion and nonlinear H∞ control via the state-dependent Riccati
equation technique: Part 1, Theory; Part 2, Examples // Proc.
of the First Intern. Conf. on Nonlinear Problems in Aviation
and Aerospace, Daytona Beach, FL, 1996.

2. Mracek C.P. and Cloutier J.R. Full envelope missile longitudi-
nal autopilot design using the state-dependent Riccati equation
method // Proc. of the AIAA Guidance, Navigation, and Con-
trol Conf., New Orleans, LA, 1997. — P. 1697—1705.

3. Erdem E.B., Alleyn A.G. Design of a class of nonlinear control-
lers via state-dependent Riccati equations // IEEE Trans. on
Control Systems Technology. — 2004. — Vol. 12, N 1. —
P. 133—137.

4. Cimen T.D. On the Existence of Solutions Characterized by
Riccati Equations to Infinite-Time Horizon Nonlinear Optimal
Control Problems // Proc. of the 18th World Conf. IFAC, Mi-
lano, Italy, August, 28 — September 2, 2011. — P. 9618—926.

5. Афанасьев В.Н. Управëение неëинейныìи неопреäеëенны-
ìи äинаìи÷ескиìи объектаìи. — М.: URSS, 2015. — 224 с.

6. Справочник по теории автоìати÷ескоãо управëения / поä
реä. А.А. Красовскоãо. — М.: Наука, 1987. — 712 с.

7. Беллман Р., Энджел Э. Динаìи÷еское проãраììирование и
уравнения в ÷астных произвоäных. — М.: Мир, 1974. —
207 с.

8. Афанасьев В.Н., Колмановский В.Б., Носов В.Р. Матеìати-
÷еская теория конструирования систеì управëения. — М.:
Высøая øкоëа, 2003. — 616 с.

9. Zurakowski R. Modeling and analysis of gene-therapeutic
combination chemotherapy for pancreatic cancer // Proc. of
the 18th World Conf. IFAC, Milano, Italy, 2011. —
P. 14217—14222.

10. De Pillis L.G., Radunskaya A.E. The dynamics of an optimally
controlled tumor model: A case study // Mathematical and
Computer Modelling. — 2003. — Vol. 37. — P. 1221—1244.

11. Ceyda Unal, Metin U. Salamci. Drug Administration in Cancer
Treatment via Optimal Nonlinear State Feedback Gain Matrix
Design // Proc. of the 20th World Conf. IFAC, Toulouse,
France, July 9—14, 2017. — P. 10396—10401.

Статья представлена к публикации членом редколлегии
С.А. Красновой.

Афанасьев Валерий Николаевич — ä-р техн. наук, зав. кафеäрой,
Московский институт эëектроники и ìатеìатики 
Наöионаëüноãо иссëеäоватеëüскоãо университета
«Высøая øкоëа эконоìики»,  afanval@mail.ru,

Матвеева Наталия Алексеевна — аспирант, 
Московский ãосуäарственный университет 
иì. М.В. Лоìоносова,  matv_na@mail.ru.

Белов М.В., Новиков Д.А. Методология комплексной деятельности. — М.: Ленанд, 2018. — 320 с.

Книга посвящена изложению методологии комплексной деятельности, развивающей общую методологию на слу-
чай любой сложной (имеющей нетривиальную многоуровневую внутреннюю структуру) человеческой деятельности.
Рассматриваются структурные элементы комплексной деятельности, конструктивно описываются ее логическая, при-
чинно-следственная и процессная структуры. Значительное внимание уделяется организации и управлению, неопре-
деленности, а также жизненным циклам деятельности, ее субъектов, предметов, ресурсов, знаний и технологий. В ка-
честве иллюстраций реализации общих подходов на протяжении всего текста используются несколько типовых при-
меров — функционирование рабочих групп, подразделений, проектов и организаций в целом: розничного банка,
авиастроительной фирмы, пожарной части и атомной электростанции. Использование системы согласованных фор-
мальных моделей обеспечивает практическую применимость результатов как специалистами-практиками, так и уче-
ными, занимающимися исследованиями общих принципов организации деятельности (практической, научной и др.) и
управления организационно-техническими системами.

Скачать книгу в PDF: http://www.mtas.ru/biblio/MKD.pdf.
Краткая презентация («зачем это надо»): http://www.mtas.ru/biblio/MKDc.pdf.

Íîâàÿ êíèãà

pb0118.fm  Page 46  Wednesday, February 7, 2018  3:40 PM



УПРАВЛЕНИЕ В СОЦИАЛЬНО=ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

47ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 1 • 2018

УДК 519.21;519.714.3;681.518

ÑÅÒÅÂÛÅ ÀÊÒÈÂÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ: 
ÌÎÄÅËÈ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß È ÑÒÈÌÓËÈÐÎÂÀÍÈß1

М.В. Белов, Д.А. Новиков

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В работе [1] преäëожены общие ìоäеëи ëоãи÷ес-
кой, при÷инно-сëеäственной и проöессной струк-
тур äеятеëüности. Их общностü, с оäной стороны,
позвоëяет еäинообразно описыватü ëþбуþ комп-
лексную деятельность (КД), реаëизуеìуþ организа-
ционно-техническими системами (ОТС), а с äруãой
стороны, требует развития аäекватноãо ìатеìати-
÷ескоãо аппарата, позвоëяþщеãо конструктивно
анаëизироватü и оптиìизироватü КД.
Управление КД и осуществëяþщиìи ее ОТС, со-

ãëасно работе [1], закëþ÷ается в оказании возäейс-
твия на КД и ОТС, призванноãо обеспе÷итü пове-
äение объекта управëения (КД и ОТС), привоäя-
щеãо к äостижениþ öеëей субъекта управëения.
Так как коìпëексная äеятеëüностü и реаëизуþщая
ее ОТС составëяþт сëожнуþ систеìу (систеìу,
состоящуþ из систеì), äëя их операöионаëüноãо
описания и изу÷ения необхоäиìы ìножественные
ìоäеëи, кажäая из которых отражает опреäеëен-
нуþ совокупностü свойств КД и ОТС. Оäниì из
существенных свойств КД и ОТС как объекта уп-
равëения явëяется активность ОТС (ОТС в öеëоì
иëи ее эëеìентов) как субъекта КД. Активностü
объекта управëения (иëи еãо эëеìентов) побужäа-
ет испоëüзоватü соответствуþщие ìоäеëи и при-
вëекатü аäекватный ìатеìати÷еский аппарат äëя
иссëеäования и реøения заäа÷ управëения КД и

ОТС. Рассìотрениþ иìенно этоãо аспекта и раз-
работке ìатеìати÷еских ìоäеëей и ìетоäов посвя-
щена äанная работа, расøиряþщая теориþ актив-
ных систеì на сëу÷ай управëения субъектаìи коì-
пëексной äеятеëüности.
Логическая структура КД описывает структуру

öеëей КД и вìесте с ней отноøения поä÷иненно-
сти и ответственности эëеìентов КД и их субъек-
тов. Лоãи÷еская структура, как правиëо, иерархи÷-
на, в то вреìя как причинно-следственная и процес-
сная структуры ëу÷øе описываþтся (на заäанноì
уровне äетаëизаöии) сетями.
Аппарат теории графов, äавно и успеøно при-

ìеняеìый äëя описания транспортных, произвоä-
ственных, соöиаëüных, эконоìи÷еских и äруãих
сетей (сì. обзоры в работах [2, 3]), управëения про-
ектаìи [4, 5] и äр., не всеãäа позвоëяет у÷итыватü
öеëенаправëенностü субъектов äеятеëüности — эëе-
ìентов ОТС, аãентов (как ее у÷итываþт, напри-
ìер, теоретико-иãровые ìоäеëи, испоëüзуеìые в
теории активных систеì и в сìежных с ней науках
[6]). Поэтоìу возникает необхоäиìостü разработ-
ки и иссëеäования кëасса ìоäеëей, «интеãрируþ-
щих» сетевуþ структуру ОТС и активностü ее эëе-
ìентов, которые äаëее преäëожено называтü сете-
выìи активныìи систеìаìи (САС).
Изëожение ìатериаëа настоящей работы иìеет

сëеäуþщуþ структуру. В § 1 привеäена общая ìо-
äеëü САС, в § 2 — заäа÷а пëанирования и ìетоäы
äекоìпозиöии иãры аãентов. Важный резуëüтат,
поëу÷енный в работе, закëþ÷ается в äоказатеëü-
стве возìожности независиìоãо стиìуëирования
субъектов КД: в § 2 показано, ÷то оптиìаëüная сис-

Ввеäены в рассìотрение и иссëеäованы ìоäеëи сетевых активных систеì, вкëþ÷аþщих
в себя коне÷ное ìножество взаиìоäействуþщих в раìках заäанной сети аãентов, харак-
теризуеìых техноëоãией своей äеятеëüности (зависиìостüþ резуëüтатов их äеятеëüности
от собственных äействий и резуëüтатов äеятеëüности äруãих аãентов). Поставëены и ре-
øены заäа÷и стиìуëирования и пëанирования. Обсужäены возìожности приìенения се-
тевых активных систеì äëя ìоäеëирования и оптиìизаöии äеятеëüности расøиренных
преäприятий.

Ключевые слова: активная систеìа, коìпëексная äеятеëüностü, расøиренное преäприятие.

1 Работа выпоëнена при ÷асти÷ной финансовой поääержке
Российскоãо нау÷ноãо фонäа (ãрант № 16-19-10609).
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теìа стиìуëирования ìожет бытü заäана äëя каж-
äоãо из аãентов автоноìно и ÷то она не зависит от
при÷инно-сëеäственной структуры КД и совокуп-
ности техноëоãи÷еских функöий нижестоящих эëе-
ìентов КД. Параãрафы 3 и 4 посвящены ÷астныì
сëу÷аяì — произвоäственной функöии Леонтüева
(отражаþщей техноëоãиþ äеятеëüности аãентов) и
посëеäоватеëüной структуре САС (произвоäствен-
ной öепо÷ке) соответственно. В § 5 кратко рас-
сìотрена постановка заäа÷ каëенäарноãо пëани-
рования в САС, в § 6 — испоëüзование САС в ка-
÷естве ìоäеëей расøиренных преäприятий. В § 7
обсужäены возìожности приìенения аппарата ие-
рархи÷еских иãр äëя ìоäеëирования САС, в § 8
описаны «фрактаëüные» САС. В Закëþ÷ении при-
веäены перспективные направëения буäущих ис-
сëеäований САС.

1. ÎÁÙÀß ÌÎÄÅËÜ ÑÅÒÅÂÎÉ ÀÊÒÈÂÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Рассìотриì коне÷ное ìножество N = {1, 2, ..., n}
агентов, n ≥ 2, и сеть G = (N, E) (ориентированный
связный ãраф без öикëов), верøины которой со-
ответствуþт аãентаì, а ìножество äуã E ⊆ NЅN
отражает «техноëоãи÷еские» связи ìежäу аãента-
ìи, при÷еì ноìера аãентов образуþт правиëüнуþ
нуìераöиþ [4] верøин сети. Обозна÷иì ÷ерез
Ni = { j ∈ N |( j; i) ∈ E} ìножество предшественников
i-ãо аãента в сети G, i ∈ N.
Преäпоëожиì, ÷то сетü иìеет еäинственный

выход (верøину, не иìеþщуþ исхоäящих äуã) —
n-þ верøину. Обозна÷иì ÷ерез M0 ⊆ N ìножество
входов рассìатриваеìой сети (верøин, не иìеþщих
вхоäящих äуã), ÷ерез Mk — ìножество верøин, в
которые вхоäят äуãи тоëüко из верøин, принаäëе-

жащих ìножестваì {Mj}, j =  (÷исëо k(i) на-
зывается рангом верøины i, принаäëежащей ìно-

жеству Mk), k = , m ≤ n – 1, Mm = {n}. Набор

ìножеств {Mk}, k = , явëяется разбиениеì ìно-

жества N. Обозна÷иì ÷ерез Mk = Mk, k = ,

и поëожиì M 0 = ∅.
Пустü i-й аãент характеризуется своиìи скаëяр-

ныìи действием yi ≥ 0 и результатом деятельности
zi ≥ 0. Обозна÷иì ÷ерез yD вектор äействий аãен-
тов из ìножества D ⊆ N, ÷ерез zD — вектор резуëü-
татов äеятеëüности аãентов из этоãо ìножества.
Связü резуëüтата äеятеëüности аãента с еãо äейст-
виеì и испоëüзуеìыìи иì в проöессе этой äе-
ятеëüности резуëüтатаìи äруãих аãентов опреäеëя-

ется «технологической функцией» Qi:  → ,
т. е. zi = Qi(yi, ); äëя i ∈ M0 иìеет ìесто Ni = ∅,

поэтоìу поëожиì zi = Qi(yi, z0), z0 — L-ìерный
вектор «входов» сети. Отìетиì, ÷то рассìатрива-
еìая ìоäеëü аãента поäразуìевает, ÷то выхоä
аãента еäин äëя всех еãо последователей (ìно-
жество посëеäоватеëей i-ãо аãента опреäеëиì как
Ri = { j ∈ N |(i; j) ∈ E}), т. е. эта ìоäеëü иìеет ус-
ëовнуþ структуру «нескоëüко вхоäов, äействие,
оäин резуëüтат». Боëее общиì (но выхоäящиì за
раìки настоящеãо иссëеäования) явëяется сëу÷ай
структуры «нескоëüко вхоäов, äействие, нескоëüко
резуëüтатов».
Совокупностü ìножества аãентов N (бытü ìо-

жет, с их интересаìи и преäпо÷тенияìи), сети G и
набора {Qi(•, •)} техноëоãи÷еских функöий назовеì
сетевой активной системой.
Допустиì, ÷то выпоëнено
Предположение А.1. Функöия Qi(•, ) взаиì-

но оäнозна÷на, т. е. при заäанных резуëüтатах äе-
ятеëüности преäøественников аãента еãо äействие
оäнозна÷но опреäеëяет резуëüтат еãо äеятеëüнос-
ти, и наоборот — зная резуëüтаты äеятеëüности
аãента и еãо преäøественников, ìожно оäнозна÷-
но восстановитü еãо äействие, i ∈ N. ♦
Моäеëü САС иìеет äва обøирных кëасса соäер-

жатеëüных интерпретаöий.
Первый — описание техноëоãии совìестной

äеятеëüности аãентов, рассìатриваеìой в раìках
методологии комплексной деятельности [1], иëи уп-
равëения проектаìи [6], иëи управëения произ-
воäственныìи систеìаìи [7, 8]. При этоì, как пра-
виëо, вариантов (коìбинаöий резуëüтатов äеятеëü-
ности аãентов) äостижения заäанноãо резуëüтата
САС (зна÷ения выхоäа сети) не ìноãо (техноëоãия
«жесткая», т. е. техноëоãи÷еские функöии обы÷но
уäовëетворяþт преäпоëожениþ А.3 — сì. äаëее).
Второй кëасс соäержатеëüных интерпретаöий —

систеìы оöенки äеятеëüности (коìпëексноãо оöе-
нивания [7, 9], аãреãирования инфорìаöии [10] и
т. п.), коãäа требуется коìпëексироватü набор зна-
÷ений ÷астных показатеëей в оäин иëи нескоëüко
боëее общих показатеëей. При этоì ÷исëо вариан-
тов, привоäящих к оäноìу и тоìу же аãреãирован-
ноìу резуëüтату, как правиëо, веëико (техноëоãия
«ìяãкая», т. е. техноëоãи÷еские функöии обы÷но
уäовëетворяþт преäпоëожениþ А.1, но не уäовëет-
воряþт преäпоëожениþ А.3).
Выбор äействия yi требует от i-ãо аãента затрат

ci(yi), ãäе äëя функöии затрат выпоëняется

Предположение А.2. ci(•) — ãëаäкая строãо ìо-
нотонно возрастаþщая поëожитеëüнозна÷ная вы-
пукëая функция затрат, i ∈ N. ♦
Такиì образоì, технология деятельности i-ãо

аãента описывается кортежеì (Ni, ci(•), Qi(•, •)).

Преäпоëожиì, ÷то i-й аãент поëу÷ает за резуëü-
тат zi своей äеятеëüности вознаãражäение (стиìу-

0 k 1–,

1 m,

0 m,

j 0=

k 1–
U 1 m,

ℜ+

Ni 1+
ℜ+

1

zNi

zNi
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ëирование) σi(zi) ≥ 0. Также преäпоëожиì, ÷то каж-
äый аãент раöионаëен, т. е., выбирая свое äействие
yi ≥ 0, i-й аãент, i ∈ Mk, стреìится ìаксиìизироватü
своþ öеëевуþ функöиþ fi( , yi), преäставëяþ-

щуþ собой разностü ìежäу вознаãражäениеì и за-
тратаìи:

fi( , yi) = σi(Qi(yi, ( ))) – ci(yi),

i ∈ N. (1)

В ÷астности, САС явëяется обобщениеì ìоäе-
ëи «произвоäственных öепо÷ек» [11] на сëу÷ай се-
тевой структуры.
Сфорìуëируеì задачу стимулирования в САС.

Обозна÷иì ÷ерез σD вектор-функöиþ стиìуëирова-
ния аãентов из ìножества D ⊆ N. Преäпоëожиì, ÷то
аãенты выбираþт свои äействия оäнократно, оäно-
вреìенно и независиìо, при÷еì сетü G = (N, E),
техноëоãии äеятеëüности всех аãентов и их öеëе-
вые функöии (вкëþ÷ая функöии стиìуëирования)
явëяþтся äëя них на ìоìент выбора äействий об-
щим знанием [9]. Обозна÷иì ÷ерез EN(σN) ìноже-
ство равновесий Нэøа в рассìатриваеìой иãре в
норìаëüной форìе (äанное ìножество в теории
управëения орãанизаöионныìи систеìаìи [9] на-
зывается ìножествоì äействий, реализуемых сис-
теìой стиìуëирования σN):

EN(σN) = {  ∈ |

∀i ∈ N: i ∈ Mk ∀yi ≥ 0 σi(Qi( , ( )) –

– ci( ) ≥ σi(Qi(yi, ( )) – ci(yi)}. (2)

Преäпоëожиì, ÷то коне÷ной (наприìер, рыно÷-
ной) öенностüþ обëаäает тоëüко резуëüтат zn äе-
ятеëüности выхоäа сети (резуëüтата САС в öеëоì),
который реаëизуется по öене λ(zn) ≥ 0, зависящей
от разìера преäëожения — резуëüтата zn. Тоãäа це-
левая функция САС (критерий эффективности уп-
равëения (стиìуëирования) САС) преäставëяет со-
бой разностü ìежäу выру÷кой и суììарныìи за-
тратаìи на стиìуëирование всех аãентов:

Φ(σN) = [λ(Qn( , ( ))) Ѕ

Ѕ Qn( , ( )) – σi(Qi( , ( ))]. (3)

Заäа÷а управëения закëþ÷ается в выборе систе-
ìы стиìуëирования, иìеþщей ìаксиìаëüнуþ эф-
фективностü:

Φ(σN) → . (4)

Зна÷ение функöионаëа (3), äостижиìое в ре-
зуëüтате реøения заäа÷и (4), назовеì эффектив-
ностью САС и обозна÷иì ÷ерез K. Заäа÷а (2)—(4)
äаëеко не тривиаëüна, т. е. «ëобовой» поиск ее ре-
øения не преäставëяется возìожныì. Поэтоìу
воспоëüзуеìся свойстваìи САС, позвоëяþщиìи
приìенитü общие теореìы о äекоìпозиöии иãры
аãентов [9, 11].

2. ÇÀÄÀ×À ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß 
È ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈß ÈÃÐÛ ÀÃÅÍÒÎÂ

Есëи субъекту, осуществëяþщеìу управëение
САС (буäеì называтü еãо центром), известны тех-
ноëоãии äеятеëüности всех аãентов, то он ìожет:

— прежäе всеãо, по набору функöий {Qi(yi, ),

i ∈ N} найти функöиþ Q(yN, z0), опреäеëяþщуþ за-
висиìостü резуëüтата zn äеятеëüности n-ãо аãента
от вектора yN äействий всех аãентов и вхоäа САС z0

(äаннуþ функöиþ ìожно усëовно с÷итатü агреги-
рованной технологией САС в öеëоì);

— затеì, äëя заäанноãо зна÷ения выхоäа сети
zn = x ≥ 0 найти ìножество

A(x) = {yN ∈ |Q(yN, z0) = x} (5)

векторов äействий аãентов, привоäящих к требуе-
ìоìу резуëüтату x;

— äаëее, äëя заäанноãо зна÷ения выхоäа сети
x ≥ 0 найти ìножество

A*(x) = Arg ci(yi) (6)

векторов äействий аãентов, привоäящих к требуе-
ìоìу резуëüтату x с ìиниìаëüныìи суììарныìи
затратаìи аãентов

C(x) = ci(yi); (7)

— наконеö, реøитü задачу планирования — най-
ти оптиìаëüный план (зна÷ение выхоäа сети), ìак-
сиìизируþщий разностü ìежäу выру÷кой и суì-
ìарныìи затратаìи всех аãентов:

x* = arg [λ(x)x – C(x)]. (8)

В сиëу свойств техноëоãи÷еской функöии (преä-
поëожение А.1), öентр иìеет возìожностü осно-
выватü стиìуëирование кажäоãо аãента на еãо äей-
ствии, а не на резуëüтате еãо äеятеëüности. Поэтоìу
связü ìежäу заäа÷аìи (2)—(4) и (5)—(8) устанав-
ëивается утвержäениеì 1 — сì. äаëее. Фиксируеì
произвоëüные x ≥ 0 и вектор yN(x) ∈ A*(x). Обозна-
÷иì ÷ерез ui резервную полезность i-ãо аãента (ре-
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зервная поëезностü — выиãрыø аãента при отказе
от у÷астия в äанной систеìе [9]).
Рассìотриì äва кëасса систеì стиìуëирования

аãентов со стороны öентра — коìпенсаторные и
ëинейные [9].
Компенсаторные системы стимулирования осно-

ваны на иäее коìпенсаöии затрат аãента при вы-
боре иì äействий, устраиваþщих öентр. Оптиìаëü-
нуþ коìпенсаторнуþ систеìу стиìуëирования ха-
рактеризует
Утверждение 1. Если выполнены предположения

А.1 и А.2, то система стимулирования

(x, yi) = (9)

реализует вектор действий агентов yN(x) как рав-
новесие в доминантных стратегиях их игры с мини-
мальными суммарными затратами центра на стиму-
лирование. Выигрыши всех агентов в этом равновесии
тождественно равны их резервным полезностям.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  у т в е р ж ä е н и я  1. Фиксиру-
еì произвоëüный ноìер аãента i ∈ N и произвоëüнуþ
обстановку y–i = (y1, ..., yi – 1, yi + 1, ..., yn) иãры äëя неãо.
Покажеì, ÷то ∀yi ≥ 0 fi(yi(x), yi) ≥ fi(yi, y–i). Действитеëü-
но, поäставëяя систеìу стиìуëирования (9) в öеëевуþ
функöиþ аãента (1), поëу÷иì при yi < yi(x)

ci(yi(x)) + ui – ci(yi(x)) ≥ 0 – ci(yi). (10)

В сиëу неотриöатеëüности как резервной поëезнос-
ти, так и функöии затрат, äанное неравенство всеãäа вы-
поëнено. При yi = yi(x) поëу÷иì ui ≥ 0. При yi > yi(x) по-
ëу÷иì

ci(yi(x)) + ui – ci(yi(x)) ≥ ci(yi(x)) + ui – ci(yi),

т. е. ci(yi(x)) ≤ ci(yi), ÷то выпоëнено в сиëу преäпоëоже-
ния А.2.

Такиì образоì, ìы показаëи, ÷то ëþбоìу аãенту, не-
зависиìо от обстановки иãры, выãоäно выбиратü соот-
ветствуþщуþ коìпоненту вектора yN(x), при этоì он
поëу÷ит выиãрыø, в то÷ности равный своей резервной
поëезности (сì. ëевуþ ÷астü выражения (10)). А это и
естü опреäеëение равновесия в äоìинантных стратеãиях
(РДС); (напоìниì, ÷то ëþбое РДС явëяется и равнове-
сиеì Нэøа) [12].

Сëеäоватеëüно, систеìа стиìуëирования (9) реаëи-
зует вектор äействий аãентов yN(x) как РДС. Суììарные
затраты öентра на стиìуëирование при этоì

C(x) = (ci(yi(x)) + ui). (11)

Пустü существует äруãая систеìа стиìуëирования

(•), реаëизуþщая тот же вектор äействий аãентов и ха-
рактеризуþщаяся строãо ìенüøиìи суììарныìи затра-
таìи öентра на стиìуëирование. Тоãäа найäется аãент j

∈ N, äëя котороãо выпоëнено (yj(x)) < cj(yj(x)) + uj, сëе-

äоватеëüно, зна÷ение еãо öеëевой функöии строãо ìенü-

øе резервной поëезности. В сиëу свойств функöий за-
трат и стиìуëирования (неотриöатеëüностü), ëþбой аãент
всеãäа ìожет, отказавøисü от у÷астия в äанной систеìе,
обеспе÷итü себе выиãрыø, равный резервной поëезнос-
ти. Поëу÷иëи противоре÷ие. ♦
Множество зна÷ений выхоäов сети, реаëизуе-

ìых всевозìожныìи коìпенсаторныìи систеìа-
ìи стиìуëирования, обозна÷иì ÷ерез Z = {x ≥ 0 |
A(x) ≠ ∅}.
Из утвержäения 1 сëеäует, ÷то эффективностü

САС (выиãрыø öентра)

K = [λ(x)x – C(x)]. (12)

Отìетиì, ÷то оптиìаëüная систеìа стиìуëиро-
вания (9) не зависит от структуры сети G и сово-
купности техноëоãи÷еских функöий (посëеäние
опреäеëяþт тоëüко ìножества (6) и Z )!
Иìеет сìысë также поä÷еркнутü, ÷то резуëüтат

утвержäения 1 и оптиìаëüная коìпенсаторная сис-
теìа стиìуëирования (9) ìоãут бытü корректно рас-
øирены на сëу÷ай, коãäа ìножество возìожных
äействий yi кажäоãо из аãентов оãрани÷ено. Соот-
ветственно и в этоì сëу÷ае функöии стиìуëирова-
ния аãентов форìируþтся независиìо äруã от äру-
ãа и не зависят от техноëоãии КД.
Важностü такоãо расøирения опреäеëяется не

сëожностüþ поëу÷аþщейся ìатеìати÷еской ìоäе-
ëи, напротив, ìоäеëü становится практи÷ески три-
виаëüной. Деëо в тоì, ÷то на совреìенноì этапе
развития эконоìики в поäавëяþщеì боëüøинст-
ве сëу÷аев ìоäеëирование «нетривиаëüноãо» ìно-
жества возìожных äействий аãентов оказывается
не впоëне аäекватныì. При вступëении в отноøе-
ния с öентроì (иëи отказе от этоãо) у аãента в
боëüøинстве сëу÷аев нет ìножества аëüтернатив-
ных äействий, описываеìых поëупряìой yi > 0.
Есëи аãент вступает в отноøения с öентроì, то от
неãо требуется впоëне опреäеëенный резуëüтат zi,
опреäеëяеìый узкиì äиапазоноì еãо характерис-
тик, в усëовиях развитых техноëоãий отве÷ает это-
ìу резуëüтату практи÷ески еäинственное äействие
yi(x). Это происхоäит и в сëу÷ае взаиìоотноøений
«сотруäник — работоäатеëü», и в сëу÷ае взаиìоот-
ноøений фирì заказ÷ика и поäряä÷ика; т. е. по
сути выбор аãента бинарен: у÷аствоватü в САС иëи
преäпо÷естü аëüтернативнуþ äеятеëüностü и поëу-
÷итü резервнуþ поëезностü.
Линейные (пропорциональные) системы стиму-

лирования характеризуþтся ëинейной зависиìос-
тüþ разìера вознаãражäения от äействия аãента
иëи резуëüтата еãо äеятеëüности, а коэффиöиент
пропорöионаëüности называется ставкой опëаты,
т. е. σLi(yi) = γi yi, γi ≥ 0. Множество зна÷ений вы-
хоäов сети, реаëизуеìых всевозìожныìи ëиней-

σi
*

ci yi x( )( ) ui,  yi yi x( ),≥+

0,  yi yi x( ),  i N,∈<⎩
⎨
⎧

i 1=

n

∑

σ̂N

σ̂j

max
x Z∈
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ныìи систеìаìи стиìуëирования, обозна÷иì ÷е-
рез ZL.

При заäанной ëинейной систеìе стиìуëирова-
ния i-й аãент выбороì своеãо äействия ìаксиìи-
зирует своþ öеëевуþ функöиþ, т. е. реøает заäа÷у

γi yi – ci(yi) → . (13)

Заäа÷а (13) в сиëу преäпоëожения А.2 иìеет

еäинственное реøение yLi(γi) = (γi).

Дëя тоãо ÷тобы i-й аãент выбираë äействие yi(x),
öентру сëеäует приìенятü ставку опëаты

γi(x) = (yi(x)). (14)

Эффективностü ëинейных систеì стиìуëиро-
вания в сравнении с коìпенсаторныìи характе-
ризует
Утверждение 2. При линейных системах стиму-

лирования множество реализуемых значений выходов
САС не шире, а выигрыш центра не выше, чем при
компенсаторных системах стимулирования.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  у т в е р ж ä е н и я  2. Докажеì
сна÷аëа соответствуþщее соотноøение ìножеств реаëи-
зуеìых выхоäов. Дëя тоãо ÷тобы аãент соãëасиëся у÷ас-
твоватü в äанной САС, необхоäиìо, ÷тобы еãо выиãрыø
быë не ìенüøе еãо резервной поëезности, т. е. реаëизу-
еìыìи ëинейныìи систеìаìи стиìуëирования явëяþт-
ся зна÷ения выхоäов сети x, äëя которых ìножество A(x)
не пусто, и выпоëнена (сì. выражения (14)) систеìа ус-
ëовий:

(yi(x))yi(x) – ci(yi(x)) ≥ ui,  i ∈ N, (15)

т. е. ZL = {x ≥ 0 | A(x) ≠ ∅, (15)}. Напоìниì, ÷то коìпен-
саторныìи систеìаìи стиìуëирования реаëизуеìы ëþ-
бые зна÷ения выхоäов сети x, äëя которых ìножество
A(x) не пусто. Наëи÷ие äопоëнитеëüноãо требования (15)
не расøиряет ìножество реаëизуеìых выхоäов сети,
сëеäоватеëüно ZL ⊆ Z.

Вы÷исëиì теперü суììарные затраты öентра на сти-
ìуëирование по реаëизаöии некотороãо зна÷ения x вы-
хоäа сети при ëинейных систеìах стиìуëирования:

CL(x) = (yi(x))yi(x). (16)

Из выражений (11), (15) и (16) сëеäует, ÷то
CL(x) ≥ C(x). ♦

Обозна÷иì ÷ерез KL эффективностü САС с ëи-
нейной систеìой стиìуëирования (сравните с вы-
ражениеì (12)):

KL = [λ(x)x – CL(x)].

Из утвержäения 2 сëеäует справеäëивостü соот-
ноøения KL ≤ K, т. е. эффективностü САС с ëи-
нейной систеìой стиìуëирования не выøе эффек-

тивности САС с коìпенсаторной систеìой стиìу-
ëирования.
Пример 1. Пустü затраты аãентов кваäрати÷ны:

ci(yi) = (yi)
2/(2ri), ãäе константы ri > 0. Тоãäа из выраже-

ний (11) и (16) поëу÷аеì, ÷то C(x) = CL(x)/2 + ui. ♦

Утвержäение 1 характеризует простуþ структу-
ру систеìы стиìуëирования (9), которая не тоëü-
ко оптиìаëüна, но и äеöентраëизует иãру аãентов
(и, боëее тоãо, äеëает повеäение аãентов незави-
сящиì от структуры техноëоãи÷еских связей ìеж-
äу ниìи). При этоì вся «сëожностü» оказывается
сконöентрированной в заäа÷е пëанирования —
äействитеëüно, поиск ìножеств (5), (16) и посëе-
äуþщее реøение заäа÷и (7) ìоãут оказатüся äоста-
то÷но труäоеìкиìи. Ситуаöия существенно упро-
щается, наприìер, в сëеäуþщеì ÷астноì сëу÷ае,
коãäа накëаäываþтся äостато÷но жесткие оãрани-
÷ения на техноëоãи÷еские функöии.
Предположение А.3. Выпоëнено преäпоëоже-

ние А.1 и, кроìе тоãо, функöия Qi(yi,•) взаиìно
оäнозна÷на, т. е. при заäанных резуëüтатах äея-
теëüности аãента и еãо äействии оäнозна÷но опре-
äеëяþтся резуëüтаты äеятеëüности еãо преäøест-
венников, i ∈ N. ♦
Есëи выпоëнено преäпоëожение А.3, то ìно-

жества (5) и (6) состоят из еäинственноãо вектора

(обозна÷иì еãо ÷ерез (zn) = ( (zn), ..., (zn))),
а заäа÷а (7) своäится к вы÷исëениþ суììарных за-

трат при äействиях аãентов (zn), ..., (zn).

Даëее привоäятся äва приìера САС, уäовëетво-
ряþщих преäпоëоженияì А.1 и А.3 — сì. соот-
ветственно § 3 и § 4.

3. ÔÓÍÊÖÈß ËÅÎÍÒÜÅÂÀ

Пустü техноëоãи÷еская функöия i-ãо аãента иìе-
ет виä

zi(yi, ) = min ,  i ∈ N, (17)

ãäе kji > 0, ( j; i) ∈ E; kji ≡ 0, ( j; i) ∉ E — техноëоãи-
÷еские коэффиöиенты (так называеìые коэффици-
енты комплектности).
Функöия (17) уäовëетворяет преäпоëожениþ А.1

(но не уäовëетворяет преäпоëожениþ А.3, так как
ìножество (5) преäставëяет собой конус). Боëее
тоãо, иìеет ìесто конструктивно äоказываеìое
Утверждение 3. Если выполнено предположение

А.2, то для технологической функции Леонтьева

A*(x) = { (x)}.
Д о к а з а т е ë ü с т в о  у т в е р ж ä е н и я  3. Обозна-

÷иì ÷ерез L0 = {n}, Lk ⊆ N — ìножество верøин ãрафа

max
yi 0≥

ci
1–'

ci'

ci'

i 1=

n

∑ ci'

max
x ZL∈

i 1=

n

∑
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zNi
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G, из которых исхоäят äуãи в верøины из ìножества
Lk – 1, k = 1, 2, ...

При заäанноì требовании к выхоäу x сети вектор

(x) ìожет бытü найäен в резуëüтате приìенения сëе-
äуþщеãо аëãоритìа:

Шаг 0: (x) = 0, i = , (x) = knnx.

Шаг j = : (x) : = max{ (x);

[kn – j,l (x)]}.

В сиëу свойств функöии затрат, опреäеëяеìых преä-
поëожениеì А.2, иìенно этот вектор явëяется еäинс-
твенныì реøениеì заäа÷и ìиниìизаöии суììарных за-
трат аãентов.

4. ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÀß ÖÅÏÎ×ÊÀ

Пустü ãраф G преäставëяет собой оäну öепü, тоã-
äа кажäая техноëоãи÷еская функöия зависит от äвух
арãуìентов — äействия соответствуþщеãо аãента
и резуëüтата äеятеëüности еãо преäøественника:

zi = Qi(yi, zi – 1), i = . Есëи функöии {Qi(•, •)} не-
прерывны и строãо ìонотонны по обоиì арãу-
ìентаì, то выпоëнено преäпоëожение А.3, в
÷астности — существуþт оäнозна÷ные и непре-
рывные «обратные» функöии ξi(zi, yi), которые
опреäеëяþт требования к резуëüтату äеятеëüнос-
ти преäøественника i-ãо аãента в зависиìости от
äействия и резуëüтата äеятеëüности посëеäнеãо.
Аãреãированная техноëоãия произвоäственной

öепо÷ки ëеãко записывается в явноì виäе:

zn = Q(yN, z0) = Qn(yn, Qn – 1(yn – 1, Qn – 2(yn – 2, 
(..., Q2(y2, Q1(y1, z0)))))).

Наприìер, äëя функöии типа Кобба — Дуãëаса

Qi(yi, zi – 1) = Ai (yi)
α (zi – 1)

1 – α, ãäе константы Ai > 0,
α ∈ [0; 1], выражение (17) приìет виä:

zn = .

Анаëоãи÷но, при заäанноì выхоäе zn, ìожно за-
писатü систеìу требований к резуëüтатаì äеятеëü-
ности аãентов:

zi = ξi + 1(ξi + 2(..., yn – 1, ξn(zn, yn)), yi),  i = .

Заäа÷а (5)—(8) с у÷етоì резуëüтата утвержäе-
ния 1 приìет виä:

λ(Q(yN, z0)) Q(yN, z0) – ci(yi) → . (18)

Пример 2. Пустü техноëоãи÷еская функöия ëинейна:
Qi(yi, zi – 1) = Biyi + zi – 1, öена λ постоянна, а затраты

аãентов кваäрати÷ны: ci(yi) = (yi)
2/(2ri), ãäе константы

Bi > 0, ri > 0. Тоãäа выражение (17) приìет виä: zn = z0 +

+ Bi yi, а реøениеì заäа÷и (18) явëяется  = λBiri,

i = .

5. ÊÀËÅÍÄÀÐÍÎÅ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈÅ

Выøе рассìатриваëисü заäа÷и «объемного» пла-
нирования (в терìинах каëенäарно-сетевоãо пëани-
рования и управëения (КСПУ) [4—6]), наприìер,
заäа÷а пëанирования (8). Дëя тоãо, ÷тобы иìетü
возìожностü рассìатриватü заäа÷и каëенäарноãо
пëанирования, ввеäеì в ìоäеëü САС зависиìости
ti(yi) вреìени äеятеëüности i-ãо аãента от выбира-

еìоãо иì äействия, i = .
Обозна÷иì ÷ерез T(yN) äëину критического пу-

ти в сети G при векторе äействий аãентов yN.

Дëя заäанноãо выхоäа сети x ìожно найти
ìножество пар «затраты — проäоëжитеëüностü»
{(C(yN); T(yN)) | yN ∈ A(x)}, характеризуþщих вари-
анты äостижения заäанноãо резуëüтата и позвоëя-
þщих произвоäитü äвухкритериаëüное сравнение
этих вариантов в терìинах КСПУ.
Пример 3. Пустü в усëовиях приìера 2 иìеет ìесто

ëинейная зависиìостü вреìени äеятеëüности аãента от

еãо äействия: ti(yi) = αi yi, i = .

Тоãäа T( ) = λ αiBiri.

6. ÐÀÑØÈÐÅÍÍÛÅ ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈß

В работе [1] отìе÷ается, ÷то в посëеäние äеся-
тиëетия иìеет ìесто тренä существенной транс-
форìаöии принöипов образования связей в орãа-
низаöионно-техни÷еских систеìах, прежäе всеãо —
снижение роëи орãанизаöионных связей. Интеã-
раöия в совреìенноì ìире стаëа ãëобаëüной, осо-
бенное развитие поëу÷иëа такая форìа орãаниза-
öии, как расширенные предприятия — совокупнос-
ти преäприятий и фирì, объеäиненные еäиныìи
техноëоãи÷ескиìи проöессаìи и связяìи без þри-
äи÷ескоãо и финансовоãо объеäинения. В расøи-
ренных преäприятиях основныìи явëяþтся техно-
ëоãи÷еские связи, а не орãанизаöионная структура
иëи акöионерный капитаë.
Привеäенная выøе ìоäеëü коìпенсаторноãо

стиìуëирования в САС ìожет рассìатриватüся как
ìоäеëü расøиренноãо преäприятия, ãäе на основе
техноëоãии преäприятие-интеãратор (öентр) öен-
траëизованно произвоäит все рас÷еты с аãентаìи с
у÷етоì всей «произвоäственной коопераöии» (тех-
ноëоãи÷еской сети).
Линейная систеìа стиìуëирования ìожет рас-

сìатриватüся как ìоäеëü расøиренноãо преäпри-

ŷN
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ятия, ãäе закупка произвоäственных факторов про-
извоäится на рынке (иëи иìеет ìесто «öентраëи-
зованный хозрас÷ет» в раìках фиксированноãо
состава САС) и осуществëяется сборка в соответ-
ствии с техноëоãией. Эффективностü такой САС
(в сиëу утвержäения 2) ниже, ÷еì öентраëизо-
ванной.
Внешний рынок. Рассìотриì ìоäеëü, в которой

аãент ìожет, поìиìо обеспе÷ения требуеìоãо свое-
ãо резуëüтата äëя САС, работатü, испоëüзуя те же
произвоäственные ìощности, и на внеøний ры-
нок, реаëизуя на неì свои äействия (обëаäаþщие
опреäеëенной «аääитивностüþ») в объеìе vi ≥ 0 по
известной еìу и öентру öене ρi ≥ 0. Цеëевая функ-
öия аãента с у÷етоì выражения (9) иìеет виä:

gi(x, vi) = ci(yi(x)) + ui + ρivi – ci(yi(x) + vi),

i = . (19)

Так как при фиксированных x и систеìе стиìу-
ëирования (9) первые äва сëаãаеìые в выражении
(19) — константы, то в сиëу преäпоëожения А.2
оптиìаëüный уровенü реаëизуеìых на рынке äей-
ствий опреäеëяется как

vi(x) = (ρi) – yi(x),  i = . (20)

В сиëу преäпоëожения А.2 первое сëаãаеìое в
выражении (20) ìонотонно по рыно÷ной öене, по-
этоìу ìиниìаëüная рыно÷ная öена, при которой
i-ìу аãенту еще выãоäно преäëаãатü на рынок свои
«äопоëнитеëüные» (поìиìо yi(x)) äействия, равна

(yi(x)).

Рассìотриì äве аëüтернативы äëя аãента. Пер-
вая — у÷аствоватü в САС и, бытü ìожет, работатü
на внеøний рынок; вторая — отказатüся от у÷астия
в САС и работатü тоëüко на внеøний рынок в оп-

тиìаëüноì äëя себя объеìе (ρi). Сравнение вы-
иãрыøей аãента в этих äвух сëу÷аях обосновывает
Утверждение 4. Участие в САС выгодно для аген-

та, если

ρi yi(x) ≤ ci(yi(x)) + ui, i = . ♦ (21)

С у÷етоì утвержäения 4 ìножество реаëи-
зуеìых САС зна÷ений выхоäов сети приìет виä
Z0 = {x ≥ 0 | A(x) ≠ ∅, (21)}. Выøе быëо показано,

÷то ρi ≥ (yi(x)), i = .

Утверждение 5. При линейных системах стиму-
лирования агент, имеющий возможность работать
на внешний рынок, согласится участвовать в САС
только тогда, когда

ρi = γi = ci(yi(x)), i = . ♦ (22)

Справеäëивостü утвержäения 5 сëеäует из тоãо,
÷то объеäинение äвух систеì неравенств — (15) и
(21) — совìестно тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа вы-
поëнено усëовие (22).
Соäержатеëüно утвержäение 5 тривиаëüно —

есëи öентр приìеняет ëинейнуþ систеìу стиìу-
ëирования и преäëаãает аãенту ставку опëаты,
ìенüøуþ рыно÷ной, то посëеäний не соãëасится
у÷аствоватü в САС. Отìетиì, ÷то при этоì ìы не
у÷итываеì орãанизаöионные и инфорìаöионные
изäержки öентра и аãентов, эти изäержки засëу-
живаþт отäеëüноãо иссëеäования, и их ввеäение в
ìоäеëü ìожет изìенитü резуëüтаты, соответствуþ-
щие утвержäенияì 4 и 5.
Пример 4. В усëовиях приìера 2 выражение (20) при-

ìет виä:

vi = (ρi – λBi)ri,  i = ,

а систеìа неравенств (21): λBiri(ρi – λBi/2) ≤ ui, i = . ♦

Рассìотренная выøе ìоäеëü «внеøнеãо рынка»
соответствует сëу÷аþ:

— оãрани÷енных ресурсов аãента, коãäа он вы-
нужäен оптиìизироватü их распреäеëение äëя по-
ëу÷ения ìаксиìаëüноãо выиãрыøа;

— «конфëиктных» отноøений öентра и аãента,
коãäа они «äеëят выиãрыø» от совìестной äеятеëü-
ности.
Сëеäствиеì этих априорных преäпоëожений

становится фунäаìентаëüный вывоä, ÷то опти-
ìаëüна коìпенсаторная схеìа стиìуëирования,
основной принöип которой «äатü аãенту ровно
стоëüко, скоëüко еìу необхоäиìо äëя осуществëе-
ния жеëаеìоãо öентру äействия». От÷асти это обус-
ëовëено теì, ÷то öентр äеëает хоä первыì, преä-
ëаãая «правиëа иãры» аãенту (сì. обсужäение ìно-
жества коìпроìисса в работе [9]).
Друãиìи сëоваìи, иìенно äефиöит ресурсов

привоäит к тоìу, ÷то öентр и аãент «жестко äеëят»
оãрани÷енный совокупный выиãрыø.
Оäнако совреìенный уровенü развития техно-

ëоãий и эконоìики в öеëоì характеризуется су-
щественныì сìяã÷ениеì оãрани÷ений на финан-
совые ресурсы, а, сëеäоватеëüно (на «äëинноì пе-
риоäе вреìени»), и ìатериаëüно-техни÷еские, и
труäовые ресурсы. Это созäает преäпосыëки воз-
никновения иных, кооперативных отноøений ìеж-
äу öентроì и аãентоì, коãäа они не стоëüко äеëят
выиãрыø, скоëüко совìестно увеëи÷иваþт еãо.
Поэтоìу иìеет сìысë расøиритü рассìотреннуþ
выøе постановку заäа÷и.
Допоëниì äве рассìотренные выøе аëüтерна-

тивы äëя аãента (у÷аствоватü в САС и, бытü ìожет,
работатü на внеøний рынок; иëи — отказатüся от
у÷астия в САС и работатü тоëüко на внеøний ры-
нок в оптиìаëüноì äëя себя объеìе) третüиì ва-
риантоì — расøирения äеятеëüности аãента.

1 n,

ci
1–' 1 n,

ci'

ci
1–'

1 n,

ci' 1 n,

1 n,

1 n,

1 n,
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Преäпоëожиì, ÷то i-й аãент (саìостоятеëüно иëи
совìестно с öентроì) ìожет привëе÷ü äопоëни-
теëüные ресурсы и трансфорìироватü своþ техно-
ëоãиþ äеятеëüности: заìенитü в сети G еäиный эëе-
ìент с техноëоãи÷еской функöией zi = Qi(yi, zi – 1),

i = , и функöией затрат ci(yi(x)) на совокуп-
ностü из Mi оäинаковых «производственных элемен-
тов» с теìи же саìыìи техноëоãи÷еской функöи-
ей и функöией затрат. «Аääитивностü» äействий
аãента преäпоëаãает возìожностü äëя аãента рас-
преäеëятü «пëан» yi(x) + vi äëя реаëизаöии ìежäу
произвоäственныìи эëеìентаìи. Есëи ci(0) = 0, то
ìонотонностü и выпукëостü функöии затрат с о÷е-
виäностüþ поäсказывает öеëесообразностü назна-
÷атü кажäоìу из произвоäственных эëеìентов пëан
как ìожно ìенüøеãо разìера, а ÷исëо эëеìентов
Mi — выбратü соответственно требуеìоìу пëану
yi(x) + vi.

Вìесте с теì, о÷евиäно, существует оãрани÷е-
ние снизу на разìер реаëизуеìоãо пëана — техно-
ëоãи÷еская функöия Qi(yi, zi – 1) не ìожет бытü ре-
аëизована äëя äействий yi, ìенüøих некотороãо
априори известноãо, заäаваеìоãо техноëоãией äе-
ятеëüности аãента и öентра, уровня αi. Тоãäа äëя
кажäоãо пëана yi(x) + vi найäется оптиìаëüная ор-
ãанизаöия аãента, состоящая из Mi = [(yi(x) + vi)/αi]
произвоäственных эëеìентов (ãäе [•] обозна÷ает
öеëуþ ÷астü ÷исëа). «Оптиìаëüно орãанизован-
ный аãент» буäет иìетü исхоäнуþ техноëоãи÷ес-
куþ функöиþ zi = Qi(yi, zi – 1), при этоì функöия
затрат трансфорìируется к виäу

(yi) = [yi/αi]ci(ai) + ci(yi – [yi/ai]ai) + bi, (23)

ãäе bi — известная константа, отражаþщая затраты
на орãанизаöиþ аãента. В ка÷естве отступëения от-
ìетиì, ÷то äëя тоãо, ÷тобы избавитüся от требова-
ния ci(0) = 0, ìожно с÷итатü, ÷то bi — затраты на
орãанизаöиþ оäноãо произвоäственноãо эëеìен-
та, а второе сëаãаеìое в выражении äëя функöии
затрат с÷итатü равныì [yi/ai]bi. Заìетиì, ÷то äëя
«трансфорìированной» функöии затрат (23) спра-
веäëиво соотноøение:

(yi) ≤ yi + bi, (24)

при÷еì равенство äостиãается в то÷ках yi = ai P, ãäе
P приниìает натураëüные зна÷ения. Такая транс-
форìаöия буäет выãоäна, прежäе всеãо, öентру.

При ëþбых разìерах пëана yi(z) ≥  (ãäе ãрани÷-

ное зна÷ение  — реøение относитеëüно y урав-
нения ci(y) = [y/αi]ci(αi) + ci(y – [y/αi]αi) + βi),

трансфорìаöия снижает разìер коìпенсируеìых
öентроì затрат аãента.
Проанаëизируеì выãоäу аãента от трансфорìа-

öии, испоëüзуя выражение äëя еãо öеëевой функ-
öии (19) с у÷етоì трансфорìированной функöии
затрат (23) и соотноøения (24):

(х, vi) = (yi(x)) + ui + ρivi –
– [(yi(x) + vi)/αi]ci(ai) – ci((yi(x) + vi) –

– [(yi(x) + vi)/ai]ai) – bi,  i = . (25)

Рассìотриì повеäение öеëевой функöии при
возрастании vi от нуëя.

Прежäе всеãо, опреäеëиì ìиниìаëüный уро-
венü öен ρi, при которых аãент буäет заинтересован
работатü на внеøний рынок; äëя этоãо проäиффе-
ренöируеì öеëевуþ функöиþ (25) по vi:

 = ρi – ((yi(x) + vi) – [(yi(x) + vi)/ai]ai),

i = . (26)

Из выражения (26) виäно, ÷то аãент буäет заин-
тересован работатü на внеøний рынок тоëüко при
öенах ρi ≥ (yi(x) – [yi(x)/αi]αi). Заìетиì, ÷то äан-
ное пороãовое зна÷ение öен строãо ìенüøе поро-
ãовоãо зна÷ения (yi(x)) в сëу÷ае функöии затрат
без трансфорìаöии (сì. выражение (22)).
В выражении (25) первые äва сëаãаеìых

( (yi(x)) + ui) и посëеäнее (bi) не зависят от vi. По-
этоìу äëя äаëüнейøеãо анаëиза перепиøеì öеëе-
вуþ функöиþ, опустив эти сëаãаеìые:

(х, vi) = ρivi – [(yi(x) + vi)/αi]ci(ai) –

– ci((yi(x) + vi) – [(yi(x) + vi)/ai]ai),  i = .

Нетруäно показатü, у÷итывая соотноøение (24),
÷то при ρi > ci(ai)/ai, на÷иная с некотороãо зна÷е-

ния арãуìента vi, функöия (х, vi) буäет строãо
поëожитеëüной и неоãрани÷енно возрастаþщей с
ростоì vi. В этоì сëу÷ае оптиìаëüныì äëя аãента
уровнеì реаëизуеìых äействий буäет весü äоступ-
ный объеì рынка.
Такиì образоì, выãоäа трансфорìаöии äëя

аãента закëþ÷ается, прежäе всеãо, в снижении по-
роãа öен, при которых еìу выãоäно работатü на
рынке, а также в возникновении усëовий, при ко-
торых оптиìаëüный уровенü реаëизуеìых на рын-
ке äействий vi(x) совпаäает с объеìоì рынка, т. е.
аãенту выãоäно «захватитü весü рынок».
Разäеëение выиãрыøа от трансфорìаöии ìеж-

äу öентроì и аãентоì зависит от их взаиìной ин-
форìированности:
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— есëи öентр знает функöиþ затрат аãента, он
поëу÷ит своþ äоëþ выиãрыøа, приìеняя транс-
форìированнуþ функöиþ затрат (23) вìесто ис-
хоäной; аãент поëу÷ит своþ äоëþ выиãрыøа, реа-
ëизуя äействия на внеøнеì рынке и затра÷ивая на
это ìенüøе усиëий;

— есëи öентр не знает о возìожности и/иëи
факте трансфорìаöии, то весü выиãрыø äостанет-
ся аãенту.
Привеäенное рассужäение иìеет сìысë äопоë-

нитü сëеäуþщиì соäержатеëüныì соображениеì,
выхоäящиì за раìки äанной форìаëüной ìоäеëи.
Дëя ëþбой трансфорìаöии аãента необхоäиìо
опреäеëенное изìенение техноëоãии всей САС,
эëеìентоì которой явëяется аãент. А это ìожет
сäеëатü тоëüко öентр. Поэтоìу с соäержатеëüной
то÷ки зрения аãент, как правиëо, не ìожет не про-
инфорìироватü öентр об изìенении техноëоãии.
В своþ о÷ереäü öентру ìоãут потребоватüся äопоë-
нитеëüные затраты äëя трансфорìаöии всей тех-
ноëоãии САС, которые, ìоãут коìпенсироватüся
из выиãрыøа аãента (в ÷астности, от реаëизаöии
äействий на внеøнеì рынке) иëи öентра, в зави-
сиìости от их äоãоворенностей. Такиì образоì
проявëяется необхоäиìостü кооперативных стра-
теãий äëя описанной трансфорìаöии.
Привеäенная ìоäеëü хороøо иëëþстрирует вы-

ãоäы кооперативноãо повеäения аãента и öентра,
но не у÷итывает такие факторы, как: необхоäи-
ìостü ресурсов äëя трансфорìаöии, неопреäеëен-
ностü спроса — äоступный объеì рынка, инфор-
ìированностü öентра и аãента о рынке, наëи÷ие
конкурентов, äинаìика спроса и повеäения аãента
и öентра во вреìени. Все пере÷исëенные факторы
усëожняþт ìоäеëü и сëужат преäìетоì äаëüней-
øих иссëеäований.
Модель «самоорганизации». В закëþ÷ение на-

стоящеãо разäеëа рассìотриì ìоäеëü побо÷ных
пëатежей ìежäу аãентаìи (усëовно назовеì ее мо-
делью «самоорганизации» САС), закëþ÷аþщуþся в
сëеäуþщеì: буäеì с÷итатü, ÷то öентр отсутствует
(усëовно, еãо роëü выпоëняет n-й аãент (соответст-
вуþщий выхоäу сети), т. е. тот, ÷ей резуëüтат преä-
ставëяет öенностü äëя внеøней среäы), а аãенты
äоãовариваþтся ìежäу собой (сетü G и техноëоãи-
÷еские функöии кажäоãо аãента явëяþтся среäи
них общиì знаниеì), ÷то они реаëизуþт зна÷е-
ние выхоäа сети x, при÷еì в сëу÷ае, коãäа кажäый
из аãентов выбраë требуеìое äействие (yi = yi(x),

i = ) i-й аãент выпëа÷ивает j-ìу аãенту суììу

σij(x) ≥ 0, i, j = , а есëи хотя бы оäин аãент вы-
браë äействие, отëи÷аþщееся от требуеìоãо, то все
пëатежи равны нуëþ.
Утверждение 6. Для любого значения выхода се-

ти, реализуемого в САС с «самоорганизацией», су-
ществует компенсаторная система стимулирова-

ния агентов центром, реализующая то же значение
выхода сети и обеспечивающая не меньшее суммар-
ное значение выигрышей центра и всех агентов.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  у т в е р ж ä е н и я  6. Фикси-
руеì произвоëüное зна÷ение x ∈ A(x) выхоäа сети, ре-
аëизуеìоãо в САС с «саìоорãанизаöией». Леãко прове-
ритü, ÷то при фиксированной систеìе побо÷ных пëате-
жей {σij(x)} выбор требуеìых äействий буäет равновеси-
еì Нэøа иãры аãентов в норìаëüной форìе при усëо-
вии, ÷то кажäоìу аãенту в равновесии обеспе÷ивается
выиãрыø, не ìенüøий еãо резервной поëезности, т. е.

λ(x)xI(i = n) + σji(x) – ci(yi(x)) – σil(x) ≥ ui,

i = , (27)

ãäе I(•) — функöия-инäикатор.
Есëи систеìа неравенств (27) совìестна, то, суììи-

руя все ее n неравенств, поëу÷иì

λ(x)x – ci(yi(x)) ≥ ui.

Сëеäоватеëüно (сì. выражение (11)), λ (x) x – C(x) ≥ 0
(сравните с выражениеì (12)), т. е. коìпенсаторная сис-
теìа стиìуëирования (9) реаëизует то же зна÷ение вы-
хоäа сети с не ìенüøей эффективностüþ. ♦
Резуëüтат утвержäения 6 ãëасит, ÷то äëя ëþбой

САС с «саìоорãанизаöией» найäется «öентраëизо-
ванная» САС, усëовно ãоворя, не ìенüøей эффек-
тивности. Отìетиì, ÷то ìы не у÷ëи инфорìаöи-
онные и коãнитивные затраты аãентов на необхо-
äиìый в первоì сëу÷ае поиск систеìы побо÷ных
пëатежей {σij(x)}, уäовëетворяþщей систеìе нера-
венств (27), а также то, ÷то, возìожно, набор таких
пëатежей буäет не еäинственныì. Боëее тоãо, есëи
рассìатриватü теоретико-иãровой проöесс «пере-
ãоворов» аãентов о выборе конкретной систеìы
побо÷ных пëатежей (наприìер, в раìках иãры фор-
ìирования сети [2, 13]), то заäа÷а еще боëее ус-
ëожнится и потребует от них неìаëых вреìенных
и коãнитивных усиëий, а также наëи÷ия ìеханиз-
ìов «наказания» откëоняþщихся от äостиãнутоãо
соãëаøения (в «öентраëизованноì» сëу÷ае роëü та-
коãо орãана выпоëняет öентр, в «äеöентраëизован-
ноì» сëу÷ае — суäебная систеìа и/иëи репутаöи-
онные возäействия и т. п.).
Дëя поëноты картины остаëосü рассìотретü

сëу÷ай, коãäа в САС с «саìоорãанизаöией» испоëü-
зуþтся ëинейные побо÷ные пëатежи. Резуëüтат
о÷евиäен и форìуëируется как
Следствие. При линейных побочных платежах

между агентами множество реализуемых значений
выходов САС не шире, чем при произвольных побоч-
ных платежах. ♦
Действитеëüно, äобавëение к систеìе нера-

венств (27) набора усëовий
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отражаþщих пропорöионаëüностü побо÷ных пëа-
тежей äействияì аãентов, не расøиряет ìножест-
во ее реøений.

7. ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÃÐÛ 
Â ÑÅÒÅÂÛÕ ÀÊÒÈÂÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

Взаиìоäействие ìежäу аãентаìи выøе рассìат-
риваëосü в раìках игр в нормальной форме, в кото-
рых иãроки выбираþт свои äействия оäнократно,
оäновреìенно и независиìо. Выбор öентроì сис-
теìы стиìуëирования (наприìер, (9)) и сообще-
ние ее аãентаì соответствует иерархической игре
типа Г2(Г0) в терìиноëоãии работ [9, 14]. В то же
вреìя, в раìках общих теоретико-иãровых ìоäеëей
сетевых орãанизаöионных систеì [10] быëо пока-
зано, ÷то посëеäоватеëüностü принятия реøений
(выбора äействий/стратеãий, бытü ìожет, усëов-
ных, т. е. явëяþщихся функöионаëаìи от äейст-
вий äруãих иãроков) соответствует «иерархии» орã-
структуры, и наоборот.
Приìенение этоãо общеãо поäхоäа к САС за-

труäнено спеöификой посëеäних, закëþ÷аþщейся
в тоì, ÷то коне÷нуþ öенностü äëя внеøней среäы
преäставëяет выхоä сети — резуëüтат аãента с но-
ìероì n, т. е. он и тоëüко он поëу÷ает всþ выру÷ку
от реаëизаöии резуëüтатов. Поэтоìу рассìатри-
ватü ìоäеëи, в которых аãенты приниìаþт реøе-
ния в посëеäоватеëüности, соответствуþщей воз-
растаниþ ранãов (сì. § 1), не иìеет сìысëа, так
как ни оäин аãент, кроìе n-ãо, не ìожет «пообе-
щатü» никакоãо «вознаãражäения» äруãиì аãентаì.
Поэтоìу остаþтся äва варианта — ëибо отожäест-
витü n-ãо аãента с öентроì (тоãäа поëу÷аеì ìоäеëü,
рассìотреннуþ в § 2), ëибо интерпретироватü в
терìинах иерархи÷еских иãр ìоäеëü саìоорãани-
заöии, коãäа аãенты äоëжны выбиратü усëовные
стратеãии («äоãовариватüся» с остаëüныìи) в по-
ряäке, соответствуþщеì их ранãаì. Оäнако такая
интерпретаöия преäставëяется ãроìозäкой и ис-
кусственной.

8. «ÔÐÀÊÒÀËÜÍÛÅ» ÑÅÒÅÂÛÅ ÀÊÒÈÂÍÛÅ ÑÈÑÒÅÌÛ

В работе [1] отìе÷ается, ÷то коìпëексная äе-
ятеëüностü, как правиëо, иìеет фрактаëüнуþ струк-
туру — коãäа КД äекоìпозируется на эëеìенты,
которые в своþ о÷ереäü явëяþтся КД. Поскоëüку
САС претенäуþт на описание КД, то фрактальной
назовеì такуþ САС, аãент которой саì явëяется
САС.
В раìках рассìатриваеìой в настоящей работе

ìоäеëи САС аãент описывается своей техноëоãи-
÷еской функöией, отображаþщей вектор еãо вхо-

äов и äействие в резуëüтат äеятеëüности (выхоä):
zi = Qi(yi, ), а также функöией затрат ci(yi). Се-

тевая активная систеìа в öеëоì описывается аãре-
ãированной техноëоãией, отображаþщей вектор ее
вхоäов и вектор äействий аãентов в резуëüтат äе-
ятеëüности САС в öеëоì (выхоä сети): x = Q(yN, z0),
а также, в соответствии с утвержäениеì 1, функ-
цией затрат САС, которуþ опреäеëиì как

c(yN) = (ci(yi) + ui).

Утверждение 7. Если технологические функции
(функции затрат) всех агентов удовлетворяют пред-
положению А.3 (соответственно А.2), то и агреги-
рованная технология САС (функция затрат САС)
удовлетворяет предположению А.3 (А.2).
Справеäëивостü утвержäения 7 сëеäует, прежäе

всеãо, из тоãо, ÷то ãраф G явëяется сетüþ с еäинс-
твенныì выхоäоì, и, зная зна÷ение этоãо выхоäа
и äействия всех аãентов, ìожно оäнозна÷но вос-
становитü зна÷ения вхоäов сети. Даëее, ëеãко убе-
äитüся, ÷то операöия суììирования сохраняет
ãëаäкостü, ìонотонностü и выпукëостü функöии
нескоëüких переìенных. Такиì образоì, САС на-
сëеäуþт свойства своих эëеìентов.
К сожаëениþ, свойство А.1 не насëеäуется при

перехоäе к аãреãированноìу описаниþ САС.
Пример 5. Пустü техноëоãи÷еские функöии аãентов

иìеþт виä (17), а все коэффиöиенты коìпëектности
равны еäиниöе (ëеãко виäетü, ÷то такие техноëоãи÷ес-
кие функöии уäовëетворяþт преäпоëожениþ А.3). Тоãäа
аãреãированная техноëоãия САС иìеет виä

x = min { }; {yi} (28)

и также уäовëетворяет преäпоëожениþ А.3.
Техноëоãиþ (28) усëовно ìожно назватü жесткой,

так как резуëüтат опреäеëяется ìиниìаëüныì из вхо-
äов САС и äействияìи вхоäящих в нее аãентов. Дëя
жесткой техноëоãии, в сиëу преäпоëожения А.2 и связ-
ности ãрафа G (независиìо от структуры), иìеет ìесто:
A*(x) = A(x) = {(x, ..., x)}, а заäа÷а (8) явëяется заäа÷ей
безусëовной скаëярной оптиìизаöии:

x* = arg .

Наприìер, есëи öена λ постоянна, а затраты аãентов

кваäрати÷ны: ci(yi) = (yi)
2/(2ri), то x* = λ/ . ♦

Такиì образоì, описание аãента, вхоäящеãо в
САС, и саìой САС поëностüþ унифиöировано —
ëþбая САС, уäовëетворяþщая преäпоëоженияì
А.2 и А.3 фрактаëüна!
Поäобная унификаöия äает возìожностü преä-

ставëятü и рассìатриватü аãентов как САС, и на-

zNi

i 1=

n

∑

⎩
⎨
⎧ min

j 1 L,=
z0j

min
j 1 n,= ⎭

⎬
⎫

max
x 0≥

λ x( )x ci x( )
i 1=

n

∑–

i 1=

n

∑ 1
ri
---
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оборот — аãреãированно описыватü САС иëи ее
÷астü (поäãраф) как оäноãо аãента, при÷еì без по-
тери существенной инфорìаöии иëи снижения
эффективности управëения. Данное свойство преä-
ставëяется ÷резвы÷айно привëекатеëüныì äëя за-
äа÷ управëения проектаìи [6], ìоäеëирования коì-
пëексной äеятеëüности [1], коìпëексирования ìе-
ханизìов управëения [15] и ìноãих äр.
Отäеëüной (и о÷енü перспективной) заäа÷ей

преäставëяется иссëеäование оптиìаëüных по теì
иëи иныì критерияì ìеханизìов аãреãирования и
äекоìпозиöии фрактаëüной структуры САС, при-
÷еì в общеì сëу÷ае эти проöессы ìоãут бытü как
öентраëизованныìи (осуществëятüся öентроì), так
и/иëи äеöентраëизованныìи (осуществëятüся «по
иниöиативе» аãента, ãрупп аãентов и т. ä.).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Перспективныìи направëенияìи буäущих ис-
сëеäований САС — сетевых активных систеì —
преäставëяется развитие ìоäеëей:

— внутренней структуры аãентов, äетерìиниру-
þщей свойства соответствуþщих техноëоãи÷еских
функöий;

— синтеза оптиìаëüной техноëоãии (сети тех-
ноëоãи÷еских функöий и выбора посëеäних — на-
приìер, по анаëоãии с работаìи [16, 17]);

— выбора состава аãентов (назна÷ения), реаëи-
зуþщих те иëи иные эëеìенты техноëоãии;

— кооперативноãо повеäения ãрупп аãентов в
САС;

— каëенäарноãо пëанирования (наприìер, в
сëу÷ае, коãäа ti(yi, σi) — неубываþщая по yi и не-

возрастаþщая по σi функöия) и распреäеëения ре-

сурса на сети;
— у÷итываþщих неопреäеëенностü/риски äе-

ятеëüности аãентов (наприìер, есëи äействия аãен-
тов принöипиаëüно ненабëþäаеìые и невосста-
навëиваеìые öентроì, то сëеäует приìенятü сис-
теìы стиìуëирования, оптиìаëüные в усëовиях
неопреäеëенности и/иëи аãреãирования инфорìа-
öии в заäа÷ах стиìуëирования [11]);

— распреäеëенноãо контроëя в САС [9];
— векторных äействий и резуëüтатов äеятеëü-

ности аãентов;
— наäстройки управëен÷еской иерархии наä

«техноëоãи÷ескиì ãрафоì» G — наприìер, по ана-
ëоãии с работаìи [18, 19];

— «фрактаëüных» САС как отражаþщих коìп-
ëексирование ìеханизìов управëения [15], разëи÷-
ных äëя разных верøин сети иëи их ãрупп.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Иерархи÷еские ãибриäные коãнитивные карты
(ИГКК) [1] — это инструìент анаëиза сëожной
ìноãофакторной ситуаöии в территориаëüных об-
разованиях (ТО), приìеняеìый äëя оöенки состо-
яния иëи изìенения состояния факторов, вëия-
þщих на ситуаöиþ. Приìероì объекта анаëиза
ìожет сëужитü ситуаöия с эффективностüþ пот-
ребëения тоãо иëи иноãо виäа энерãоресурсов в
субъектах Российской Феäераöии. Заäа÷а анаëиза —
кëассифиöироватü ситуаöиþ, äатü оöенку öеëе-
воìу фактору, позвоëяþщуþ суäитü о наëи÷ии
пробëеìы и ее ãëубине, а также выявитü при÷ины
äостиãнутоãо состояния, сëоживøеãося поä вëия-
ниеì ìножества разнообразных внеøних и управ-
ëяеìых факторов.
Траäиöионно коãнитивные карты приìеняþтся

äëя реøения äвух типов заäа÷. Оäин связан с ана-
ëизоì при÷инно-сëеäственных связей ìежäу кон-
öептаìи и опреäеëениеì опосреäованноãо вëия-
ния конöептов. К этой ãруппе заäа÷ относятся на-
хожäение взаиìноãо консонанса/äиссонанса äвух
конöептов иëи конöепта и систеìы в öеëоì, ана-
ëиз устой÷ивости систеìы на основе выäеëения и

иссëеäования контуров. Второй тип заäа÷ связан
с оöенкой состояния конöептов путеì распро-
странения вëияния от оäних конöептов к äруãиì.
Наприìер, заäаþтся на÷аëüные зна÷ения управëя-
еìых конöептов и опреäеëяþтся зна÷ения остаëü-
ных конöептов с поìощüþ проöеäур аккуìуëиро-
вания вëияния вхоäных конöептов на выхоäной.
Либо опреäеëяется, как изìенение состояния уп-
равëяеìых конöептов относитеëüно на÷аëüноãо
состояния скажется на изìенении состояния äру-
ãих конöептов [2, 3].
В отëи÷ие от существуþщих виäов коãнитив-

ных карт ИГКК ориентированы прежäе всеãо на
äиаãностику текущеãо состояния факторов иëи из-
ìенения состояния факторов за опреäеëенный пе-
риоä вреìени, опираþщуþся на интерпретаöиþ
реаëüных äанных. При анаëизе коãнитивной кар-
ты тоëüко состояние факторов, äëя которых нет
объективных изìеритеëей, опреäеëяется с поìо-
щüþ проöеäур аккуìуëирования вëияния äруãих
факторов, äëя остаëüных испоëüзуþтся проöеäуры
оöенки по инäикатораì. По резуëüтатаì анаëиза
форìируется äерево при÷ин. Дерево строится пу-
теì сопоставëения кажäоìу фактору еãо оöенки.
При÷инно-сëеäственные öепо÷ки факторов при
этоì объясняþт, по÷еìу, поä возäействиеì каких

Изëожены способы поëу÷ения не÷еткой оöенки факторов при анаëизе иерархи÷еской
коãнитивной карты, описываþщей сëожнуþ ìноãофакторнуþ ситуаöиþ. Оöенки теку-
щеãо состояния факторов, связанных с инäикатораìи, опреäеëяþтся путеì интерпрета-
öии зна÷ений инäикаторов. Преäëожена проöеäура автоìати÷ескоãо построения функ-
öий принаäëежности, особенности которой состоят в у÷ете наëи÷ия выбросов в выборке
äанных и у÷ете разëи÷ий во внеøних усëовиях реãионов. Оöенки изìенения состояния
факторов опреäеëяþтся путеì интерпретаöии приростных зна÷ений инäикаторов, а так-
же характеристик тренäов. Приìенение преäëаãаеìых способов оöенки факторов про-
иëëþстрировано на приìере потребëения тепëовой энерãии в субъектах РФ.

Ключевые слова: иерархи÷еская ãибриäная коãнитивная карта, не÷еткая оöенка, тепëопотребëение
реãионов.
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при÷ин сëожиëосü состояние тоãо иëи иноãо фак-
тора и, прежäе всеãо, öеëевоãо фактора, явëяþще-
ãося фокусоì ситуаöии.
При разработке способов оöенки факторов по

инäикатораì необхоäиìо у÷итыватü, ÷то оäин и
тот же фактор ìожет бытü оöенен по ìножеству
инäикаторов, и не всеãäа их зна÷ения ìоãут бытü
оäнозна÷но интерпретированы. Цеëесообразно
испоëüзоватü не÷еткие ëинãвисти÷еские оöенки.
К тоìу же, оöенки, выраженные в терìинах естес-
твенноãо языка, ëу÷øе восприниìаþтся ëиöаìи,
приниìаþщиìи реøения. Поскоëüку параìетры
функöий принаäëежности, испоëüзуеìых äëя вве-
äения не÷еткости, ìоãут бытü разëи÷ныìи äëя раз-
ëи÷ных периоäов вреìени, жеëатеëüно при постро-
ении функöий принаäëежности опиратüся не на
субъективные ìнения экспертов, а на анаëиз рас-
преäеëения зна÷ений инäикаторов äëя ìножества
ТО. При такоì поäхоäе оöенка фактора äëя кон-
кретноãо ТО буäет сравнитеëüной, выражатü уро-
венü по отноøениþ к äруãиì анаëоãи÷ныì ТО.
Еще оäна пробëеìа связана с теì, ÷то оäни и

те же зна÷ения инäикаторов ìоãут по-разноìу ин-
терпретироватüся äëя ТО с разныìи внеøниìи
усëовияìи. Дëя у÷ета неоäнороäности реãионаëü-
ных прироäно-кëиìати÷еских и соöиаëüно-эконо-
ìи÷еских усëовий приìеняþт поäхоä типоëоãи-
÷еской ãруппировки. Приìер такоãо поäхоäа äëя
зонирования территориаëüных образований по
признакаì энерãосбережения описан в работе [4].
Выäеëение ãрупп реãионов с прибëизитеëüно оäи-
наковыìи усëовияìи выпоëняется на основе вы-
÷исëения интеãраëüной оöенки по ряäу показате-
ëей, характеризуþщих те иëи иные внеøние фак-
торы, и объеäинения в ãруппы территорий с
бëизкиìи зна÷енияìи интеãраëüной оöенки. По-
äобный поäхоä ìожно приìенятü, оäнако жеëа-
теëüно уйти от субъективизìа при опреäеëении
ãраниö кëассов.
Настоящая статüя посвящена разработке спосо-

бов поëу÷ения стати÷еских и äинаìи÷еских не÷ет-
ких оöенок факторов, преäставëенных на иерар-
хи÷еской ãибриäной коãнитивной карте, с у÷етоì
пере÷исëенных требований.

1. ÂÈÄÛ ÎÖÅÍÎÊ ÔÀÊÒÎÐÎÂ ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÎÉ 
ÃÈÁÐÈÄÍÎÉ ÊÎÃÍÈÒÈÂÍÎÉ ÊÀÐÒÛ

Иерархи÷еская ãибриäная коãнитивная карта
преäставëяет собой ãраф, верøинаìи котороãо
сëужат конöепты äвух виäов: факторы и инäика-
торы. Фактор — это ка÷ественное свойство, опи-
сываþщее сëожнуþ пробëеìнуþ ситуаöиþ. Среäи
ìножества факторов выäеëяþтся управëяеìые
факторы, состояние которых ìожно изìенятü пу-

теì непосреäственноãо иëи опосреäованноãо воз-
äействия, и внеøние, отражаþщие усëовия, сëо-
живøиеся на территории реãиона, на состояние
которых в раìках систеìы невозìожно повëиятü.
Лþбоìу из факторов si ∈ S ìожет бытü сопостав-

ëен оäин иëи нескоëüко инäикаторов pj (pj ∈ P) —
коëи÷ественных показатеëей, на основе которых
опреäеëяется оöенка фактора. Отноøениþ ассо-

öиаöии RSP ⊂ SЅP, связываþщеìу фактор и инäи-
катор, ìожет бытü приписан коэффиöиент соот-
ветствия vij (–1 ≤ vij ≤ 1). Отриöатеëüное зна÷ение
озна÷ает, ÷то ÷еì выøе зна÷ение инäикатора, теì
ниже оöенка фактора, поëожитеëüное — ÷то ÷еì
выøе зна÷ение инäикатора, теì выøе оöенка фак-
тора. Зна÷ение коэффиöиента по ìоäуëþ пока-
зывает, наскоëüко то÷но инäикатор характеризует
фактор.
На ìножестве факторов устанавëиваþтся отно-

øения вëияния RSS ⊂ SЅS, кажäоìу из которых
ìожет бытü сопоставëен вес wij (–1 ≤ wij ≤ 1), ха-
рактеризуþщий направëение и сиëу вëияния. Вес
ìожет бытü переìенной веëи÷иной, разëи÷ной äëя
разных объектов иëи ãрупп объектов и äëя разных
периоäов вреìени. Поэтоìу на ИГКК отноøения,
сиëа вëияния которых не явëяется константой, по-
ìе÷аþтся тоëüко знакаìи «+» и «–». Сетü взаиìо-
вëияний факторов преäставëяет собой äерево,
корнеì котороãо сëужит öеëевой фактор — оäин
из управëяеìых факторов, характеризуþщий ситу-
аöиþ в öеëоì. К ëþбоìу из факторов ìожет бытü
присоеäинена äо÷ерняя карта, ÷то позвоëяет рас-
сìотретü отäеëüные аспекты ситуаöии боëее поä-
робно. На рис. 1 в ка÷естве приìера привеäена оä-

Рис. 1. Когнитивная карта для анализа потребления тепловой
энергии: ВРП — ваëовой реãионаëüный проäукт; ТЭ — тепëовая
энерãия
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на из иерархии коãнитивных карт, разработанных
äëя анаëиза энерãети÷еской эффективности субъ-
ектов РФ, а иìенно, карта äëя анаëиза уровня пот-
ребëения тепëовой энерãии (ТЭ) в реãионах.
Анаëиз текущеãо состояния ситуаöии в опре-

äеëенный периоä вреìени (наприìер, в заäанноì
ãоäу) преäпоëаãает опреäеëение стати÷еских оöе-
нок факторов. Исхоäныìи äанныìи сëужат зна-
÷ения инäикаторов äëя всех территориаëüных
объектов (берутся среäние зна÷ения за заäанный
периоä). На первоì этапе оöениваþтся внеøние
факторы ìетоäоì кëастеризаöии. По кажäоìу
внеøнеìу фактору выäеëяþтся ãруппы ТО с бëиз-
киìи зна÷енияìи инäикаторов. Оöенкаìи сëужат
наиìенования кëастеров, отражаþщие типы вне-
øних усëовий. На сëеäуþщеì этапе опреäеëяþтся
оöенки управëяеìых факторов, связанных с инäи-
катораìи, ìетоäоì фаззификаöии по функöияì
принаäëежности. При÷еì, есëи набëþäается вëи-
яние внеøних факторов, оöенки опреäеëяþтся с
у÷етоì типа внеøних усëовий. На третüеì этапе
опреäеëяþтся оöенки управëяеìых факторов, не
иìеþщих инäикаторов, с поìощüþ проöеäур кос-
венноãо оöенивания по оöенкаì вëияþщих фак-
торов.
Анаëиз изìенения состояния ситуаöии за опре-

äеëенный периоä вреìени (наприìер, за нескоëü-
ко ëет) закëþ÷ается в опреäеëении äинаìи÷еских
оöенок факторов. Приìеняþтся те же способы
оöенки, ÷то и äëя опреäеëения стати÷еских оöе-
нок, оäнако интерпретируþтся не среäние зна÷е-
ния инäикаторов, äостиãнутые в заäанный периоä,
а разниöа ìежäу зна÷енияìи на на÷аëо периоäа и
еãо конеö. Иëи, в сëу÷ае анаëиза тенäенöии из-
ìенения, интерпретируþтся характеристики трен-
äов, построенных на зна÷ениях вреìенноãо ряäа
äëя всех территориаëüных образований.
На рис. 2 преäставëены виäы оöенок факторов,

преäставëенных на иерархи÷еской ãибриäной коã-
нитивной карте.
В ка÷естве способа оöенки внеøних факторов

преäëаãается приìенятü аëãоритì не÷еткой кëас-
теризаöии, основанный на ìетоäе Густаффсона —
Кессеëя [5], отëи÷итеëüная особенностü котороãо
закëþ÷ается в преäваритеëüной кëастеризаöии
вхоäноãо набора äанных аëãоритìоì Кохонена и
оöенке ка÷ества резуëüтата с поìощüþ инäекса
Сиëуэта.
Косвенная оöенка осуществëяется ëибо путеì

ëоãи÷ескоãо вывоäа на проäукöионных правиëах
[6, 7], ëибо, есëи эксперт затруäняется с форìуëи-
ровкой правиë иëи с форìированиеì обу÷аþщей
выборки äëя автоìати÷еской ãенераöии правиë,
на основе операöий с ÷исëаìи. В работе [8] преä-
ëожена проöеäура оöенивания выхоäноãо факто-
ра, не иìеþщеãо инäикаторов, на основе аккуìу-

ëирования вëияния вхоäных факторов, связанных
с инäикатораìи, испоëüзуþщая операöии с не÷ет-
киìи ÷исëаìи (L—R)-типа.
Перейäеì к рассìотрениþ способов опреäеëе-

ния стати÷еских и äинаìи÷еских оöенок на основе
интерпретаöии зна÷ений инäикаторов.

2. ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÎÖÅÍÊÀ ÔÀÊÒÎÐÀ
ÁÅÇ Ó×ÅÒÀ ÂÍÅØÍÈÕ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ

Оöениваеìый фактор si äоëжен иìетü хотя бы

оäин инäикатор pj (si R
SP pj). Исхоäныìи äанныìи

сëужат зна÷ения инäикаторов pj äëя всех сравни-
ваеìых ТО, äостиãнутые в заäанный периоä вре-
ìени. Дëя изìерения испоëüзуþтся øкаëы, отно-
сящиеся по типу к øкаëе разностей иëи отно-
øений. Необхоäиìо äатü сравнитеëüнуþ оöенку
фактора äëя конкретноãо территориаëüноãо объ-
екта ok ∈ O в соответствии с распоëожениеì зна-
÷ений инäикаторов äëя äанноãо объекта относи-
теëüно зна÷ений остаëüных ТО в коорäинатноì
пространстве. При этоì не у÷итываþтся разëи÷ия
во внеøних усëовиях, в которых нахоäятся терри-
ториаëüные объекты. Либо на оöениваеìый фак-
тор не вëияþт внеøние факторы, ëибо это вëия-
ние иãнорируется.
Фактору si сопоставëяется ëинãвисти÷еская

переìенная, характеризуеìая терì-ìножествоì

T i = { , , ..., , ..., }. Терìы, преäстав-
ëяþщие собой не÷еткие оöенки типовых состоя-
ний фактора, заäаþтся экспертоì. На ìножестве
терìов äоëжно бытü заäано отноøение поряäка:

 P  P ... P . На ìножестве зна÷ений Xj = {xk}
j

кажäоãо инäикатора pj строятся функöии прина-
äëежности по ÷исëу терìов, сопоставëяþщие зна-

Рис. 2. Виды оценок факторов ИГКК
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÷енияì инäикаторов степенü уверенности в со-
ответствуþщей оöенке. Дëя терìов, не крайних
в упоряäо÷енноì ряäу, испоëüзуþтся функöии
принаäëежности П-образноãо типа, наприìер,
трапеöевиäные fт (x, a, b, c, d). Дëя крайних тер-

ìов испоëüзуþтся Z-образные и S-образные функ-
öии. Это ìоãут бытü кусо÷но-ëинейные функöии
f↓(x, a, b) и f↑(x, a, b) [9].

Функöии принаäëежности строятся путеì рав-
ноìерноãо разбиения базовоãо ìножества на пе-
ресекаþщиеся интерваëы по ÷исëу терìов. Уäобно
в ка÷естве базовоãо ìножества взятü универсаëü-
нуþ øкаëу — äействитеëüные ÷исëа на интерваëе
от 0 äо 1. Дëя этоãо необхоäиìо норìироватü зна-
÷ения инäикатора. Есëи коэффиöиент соответс-
твия инäикатора фактору поëожитеëен, норìиро-
вание выпоëняется по форìуëе

 = ,

в противноì сëу÷ае по форìуëе

 = 1 – ,

ãäе xk — зна÷ение инäикатора äëя k-ãо объекта,

xmin — ìиниìаëüное зна÷ение на всей выборке,

xmax — ìаксиìаëüное зна÷ение.
Необхоäиìо у÷естü, ÷то при фаззификаöии по

норìированныì зна÷енияì инäикатора резуëüтат
о÷енü ÷увствитеëен к наëи÷иþ выбросов в выбор-
ке зна÷ений. Наприìер, есëи среäи ТО иìеется
оäин с аноìаëüно высокиì зна÷ениеì инäикато-
ра, то норìированные зна÷ения äëя боëüøинства
объектов буäут невысокиìи. В резуëüтате ìожет
поëу÷итüся, ÷то тоëüко оäин объект поëу÷ит, на-
приìер, оöенку «высокий уровенü», остаëüные
поëу÷ат оöенки «низкий уровенü». Поэтоìу при
опреäеëении ìаксиìаëüноãо и ìиниìаëüноãо зна-
÷ений жеëатеëüно искëþ÷итü из рассìотрения зна-
÷ения, которые резко отëи÷аþтся от äруãих зна÷е-
ний в собранноì наборе äанных.
Дëя нахожäения выбросов форìируется вариа-

öионный ряä x(1) ≤ x(2) ≤ ... ≤ x(n), в котороì зна÷е-

ния инäикатора äëя всех объектов распоëаãаþтся в
поряäке неубывания. Опреäеëяþтся спейсинãи —
расстояния ìежäу ÷ëенаìи вариаöионноãо ряäа.
Канäиäатоì на выброс выбирается объект, кото-
роìу соответствует ìаксиìаëüный спейсинã. Он
äоëжен нахоäитüся в на÷аëе иëи в конöе ряäа с
у÷етоì заäанной верхней ãраниöы ÷исëа выбросов
(как правиëо, 5 % от выборки).

Проверка выбранноãо эëеìента на выброс ìо-
жет выпоëнятüся разныìи ìетоäаìи [10]. Оäин из
наибоëее распространенных способов основан на
ìежквартиëüноì расстоянии. Расстояние ìежäу
первыì квартиëеì xQ1 и третüиì xQ3 испоëüзуется
äëя вы÷исëения интерваëа, за преäеëаìи котороãо
зна÷ение с÷итается выбросоì. Иноãäа испоëüзуþт
äва интерваëа: так называеìые внеøние и внут-
ренние ãраниöы äëя опреäеëения соответствен-
но «зна÷итеëüноãо» и «незна÷итеëüноãо» выброса.
Внутренниìи ãраниöаìи сëужит интерваë

[(xQ1 – 1,5(xQ3 – xQ1)), (xQ3 + 1,5(xQ3 – xQ1))],

внеøниìи — интерваë

[(xQ1 – 3(xQ3 – xQ1)), (xQ3 + 3(xQ3 – xQ1))].

Дëя интерпретаöии зна÷ений инäикатора, яв-
ëяþщихся выбросаìи, преäëаãается испоëüзоватü
составные терìы, вкëþ÷аþщие в себя наиìенова-
ния крайних терìов и ìоäификатор «о÷енü». Оöен-
кой объекта с аноìаëüно низкиì зна÷ениеì буäет

«о÷енü », с аноìаëüно высокиì — «о÷енü ».

В ка÷естве параìетров функöий принаäëежности
äанных терìов испоëüзуþтся «внеøние» и «внут-

ренние» ãраниöы выбросов. Дëя терìа «о÷енü »

параìетраìи функöии f↓ буäут:

а = xQ1 – 3(xQ3 – xQ1),

b = xQ1 – 1,5(xQ3 – xQ1),

ãäе xQ1, xQ3 — соответственно первый и третий
квартиëü на ìножестве зна÷ений инäикатора. Дëя

терìа «о÷енü » параìетры функöии f↑ буäут

приниìатü зна÷ения:

а = xQ3 + 1,5(xQ3 – xQ1),

b = xQ3 + 3(xQ3 – xQ1).

Посëе построения функöий принаäëежности
не÷еткая оöенка фактора si по инäикатору pj äëя
объекта ok поëу÷ается путеì фаззификаöии. В ка-
÷естве оöенки выбирается терì с ìаксиìаëüныì
зна÷ениеì функöии принаäëежности:

si(ok |pj) = 〈 (ok |pj), 〉,

 = { }.

Данная оöенка не окон÷атеëüная. Необхоäиìо
у÷итыватü, ÷то фактору ìожет бытü сопоставëено
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нескоëüко инäикаторов, при÷еì с разной степенüþ
соответствия.
Есëи эксперт затруäняется в опреäеëении ко-

эффиöиентов соответствия, то поìо÷ü еìу ìожет
анаëиз взаиìосвязи ìежäу инäикатораìи. Дëя
кажäой пары инäикаторов, связанных с оöенива-
еìыì фактороì, расс÷итывается коэффиöиент
корреëяöии. Есëи парный коэффиöиент корреëя-
öии отриöатеëüный, то оäин из инäикаторов äоë-
жен иìетü отриöатеëüный коэффиöиент соответ-
ствия, а äруãой — поëожитеëüный. По зна÷ениþ
коэффиöиента корреëяöии ìожно суäитü о сиëе
связи: ÷еì она выøе, теì бëиже äруã к äруãу äоëж-
ны бытü зна÷ения коэффиöиентов соответствия.
Есëи ìоäуëü коэффиöиента корреëяöии бëизок к
еäиниöе, то иìеет ìесто äубëирование, и оäин из
инäикаторов ìожет бытü искëþ÷ен из рассìотре-
ния. Есëи корреëяöия незна÷итеëüна, то оäин из
инäикаторов также ìожет бытü искëþ÷ен, так как
скорей всеãо в такой ситуаöии инäикаторы харак-
теризуþт не оäин и тот же фактор, а разные.
Коэффиöиент соответствия vij интерпретирует-

ся как степенü уверенности в тоì, ÷то инäикатор pj

соответствует фактору si. С у÷етоì этоãо зна÷ение
функöии принаäëежности, поëу÷енное путеì фаз-
зификаöии, корректируется с поìощüþ операöии
T-норìы, наприìер, операöии ìиниìуìа (функ-
öия принаäëежности «обрезается» на уровне |vij|).
Аãреãирование оöенок, поëу÷енных в резуëüта-

те фаззификаöии зна÷ений нескоëüких инäикато-
ров, выпоëняется с поìощüþ операöии S-норìы,

наприìер, операöии ìаксиìуìа. Такиì образоì,
аãреãаöия выпоëняется по форìуëе:

 = {min(|vij|, }.

На рис. 3 привеäен приìер поëу÷ения оöенки
фактора «Уровенü потребëения тепëовой энерãии»
äëя субъектов РФ по зна÷енияì инäикаторов
«Уäеëüное потребëение тепëовой энерãии на äуøу
насеëения, Гкаë/÷еë» и «Уäеëüное потребëение
тепëовой энерãии на рубëü ВРП, Гкаë/руб.», äо-
стиãнутыì в 2015 ã.

3. ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÎÖÅÍÊÀ ÔÀÊÒÎÐÀ 
Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÂÍÅØÍÈÕ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ

При опреäеëении оöенки управëяеìоãо факто-
ра нужно у÷естü, ÷то äëя территорий с разныìи
внеøниìи усëовияìи оäни и те же зна÷ения ин-
äикаторов ìоãут интерпретироватüся по-разноìу.
К приìеру, оäно и то же зна÷ение уäеëüноãо пот-
ребëения тепëовой энерãии на äуøу насеëения äëя
реãиона с хоëоäныì кëиìатоì ìожет оöениватüся
как «низкий уровенü», а äëя реãиона с тепëыì кëи-
ìатоì — как «среäний уровенü» иëи äаже «высо-
кий уровенü».
На иерархи÷еской ãибриäной коãнитивной кар-

те разëи÷ие внеøних усëовий ìоäеëируется ÷ерез
вëияние внеøних факторов. Рассìотриì ситуаöиþ,
коãäа на оöениваеìый фактор si1 вëияет фактор si12,

явëяþщийся внеøниì оãрани÷ениеì (si12R
SSsi1).

Еще äо оöенивания управëяеìоãо фактора si1,
äоëжны бытü выäеëены кëастеры объектов с похо-
жиìи внеøниìи усëовияìи, т. е. с оäинаковыìи
оöенкаìи внеøнеãо фактора si2. Не÷еткая кëасте-
ризаöия по инäикатораì, связанныì с фактороì si2,
позвоëяет опреäеëитü не÷еткое покрытие ìножес-
тва O, которое заäается ìатриöей  зна÷е-

ний функöий принаäëежности объектов ok ∈ O

не÷еткиì кëастераì . Наиìенования кëастеров

 ⊆ O ìожно рассìатриватü как терìы  ëин-

ãвисти÷еской переìенной, сопоставëенной фак-
тору si2. Степенü принаäëежности кëастеру трак-
туется как степенü уверенности в оöенке. Такиì
образоì, не÷еткая оöенка внеøнеãо фактора äëя
объекта ok ìожет бытü преäставëена в виäе:

si2(ok) = 〈 (ok), 〉, ãäе  = (ok).

Чтобы найти оöенку управëяеìоãо фактора si1
äëя объекта ok по зна÷ениþ инäикатора с поìо-
щüþ проöеäуры фаззификаöии на ìножестве уни-

Рис. 3. Оценки текущего состояния фактора «Уровень потреб-
ления тепловой энергии» для субъектов РФ
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версаëüных функöий принаäëежности, построен-
ных на интерваëе äействитеëüных ÷исеë [0, 1],
необхоäиìо выпоëнитü норìирование зна÷ения
инäикатора. При этоì ìаксиìаëüное и ìиниìаëü-
ное зна÷ения, относитеëüно которых выпоëняется
норìирование, берутся не по всей выборке зна÷е-
ний, а тоëüко в раìках тоãо кëастера, в который
попаë оöениваеìый объект ok, т. е. среäи объектов,
поëу÷ивøих такуþ же оöенку по внеøнеìу фак-
тору si2, ÷то и объект ok.

Посëе фаззификаöии по инäикатору pj, связан-
ноìу с фактороì si1, степенü уверенности в оöенке
корректируется с у÷етоì степени уверенности в
оöенке по внеøнеìу фактору si2. Испоëüзуþтся опе-
раöии Т-норìы, наприìер, операöия ìиниìуìа:

 = min{ , },

ãäе  — зна÷ение функöии принаäëежности

к оöенке  по управëяеìоìу фактору si1 äëя объ-

екта ok,  — зна÷ение функöии принаäëеж-

ности к оöенке  по внеøнеìу фактору si2 äëя

объекта ok.

В сëу÷ае, есëи объект оäновреìенно поëу÷иë
нескоëüко оöенок по внеøнеìу фактору (попаë
сразу в нескоëüко кëастеров), оöенки фактора si1,
поëу÷енные с у÷етоì кажäой из оöенок внеøнеãо
фактора si2, аãреãируþтся с поìощüþ операöии
S-норìы, наприìер, операöии ìаксиìуìа. Есëи
на оäин и тот же фактор оöениваеìый фактор вëи-
яет нескоëüко внеøних факторов, оöенки, поëу-
÷енные с у÷етоì вëияния кажäоãо отäеëüноãо вне-
øнеãо фактора, аãреãируþтся с поìощüþ опера-
öии Т-норìы.

4. ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÀß ÎÖÅÍÊÀ ÔÀÊÒÎÐÀ

Динаìи÷еская оöенка фактора — это оöенка
изìенения еãо состояния за опреäеëенный пери-
оä вреìени. Наприìер, оöенка изìенения уровня
потребëения энерãоресурса в текущеì ãоäу по
сравнениþ с уровнеì потребëения в некотороì ãо-
äу, выбранноì в ка÷естве базы äëя сравнения. Не-
÷еткая äинаìи÷еская оöенка управëяеìоãо факто-
ра, иìеþщеãо инäикаторы, опреäеëяется так же,
как и не÷еткая стати÷еская оöенка — путеì фаз-
зификаöии. Исхоäныìи äанныìи сëужат ìножес-
тва зна÷ений инäикаторов pj, связанных с оöени-
ваеìыì фактороì si, äëя всех сравниваеìых тер-
риториаëüных объектов ok, äостиãнутые в конöе

периоäа — , и ìножества зна÷ений на на÷аëо

периоäа — .

В ка÷естве базовоãо ìножества äëя функöий
принаäëежности äоëжны выступатü приростные
зна÷ения инäикаторов, отражаþщие разниöу ìеж-
äу зна÷енияìи на конеö и на на÷аëо периоäа. Оä-
нако испоëüзоватü абсоëþтный прирост неöеëе-
сообразно, поскоëüку äëя разных показатеëей и
разных интерваëов вреìени приростные зна÷ения
äоëжны интерпретироватüся по-разноìу. Напри-
ìер, снижение уровня потребëения некотороãо
виäа энерãоресурса за пятü ëет и за ãоä не äоëжны
оöениватüся по оäинаковыì функöияì. Преäëа-
ãается норìироватü абсоëþтный прирост отноøе-
ниеì к ìаксиìаëüноìу приросту (по всеì сравни-
ваеìыì объектаì). При этоì функöии строятся
отäеëüно äëя обëасти отриöатеëüных приростных
зна÷ений и äëя обëасти поëожитеëüных прирост-
ных зна÷ений. Норìирование приростных зна÷е-
ний инäикатора äëя объекта ok выпоëняется по

форìуëе:

Δ  = 

ãäе Δxk =  –  — прирост зна÷ения инäика-

тора äëя объекта ok, Δxуб = |min(0, Δxk)| —

ìаксиìаëüный отриöатеëüный прирост (убыëü),

Δxпр = max(0, Δxk) — ìаксиìаëüный поëожи-

теëüный прирост.
Функöии принаäëежности строятся ìетоäоì

равноìерноãо покрытия на интерваëе äействи-
теëüных ÷исеë [–1, 1]. Приìеры названий терìов:
«зна÷итеëüное снижение», «уìеренное снижение»,
«незна÷итеëüное снижение», «незна÷итеëüное уве-
ëи÷ение», «уìеренное увеëи÷ение», «зна÷итеëüное
увеëи÷ение». Дëя нуëевоãо зна÷ения испоëüзуется
терì «без изìенений». Соответствуþщая функöия
принаäëежности вырожäается в то÷ку с коорäина-
таìи (0, 1).
Посëе фаззификаöии норìированных прирос-

тных зна÷ений инäикаторов, как и при поëу÷е-
нии стати÷еской оöенки, выпоëняется аãреãиро-
вание оöенок, поëу÷енных по разëи÷ныì инäика-
тораì. Динаìи÷еская оöенка ìожет бытü поëу÷ена
с у÷етоì вëияния внеøних факторов, т. е. в раìках

μ
Tm

i1
ok( ) |Tl

i2
ok( )

μ
Tm

i1
ok( )

μ
Tl

i2
ok( )

μ
Tm

i1
ok( )

Tl
i1

μ
Tl

i2
ok( )

Tl
i2

xk
t{ }

j

xk
b{ }

j

xk
norm

Δxk

Δxуб
-----------,  Δxk 0,<–

0,       Δxk 0,=

Δxik

Δxпр
------------,   Δxk 0,>

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

xk
t xk

b

min
k

max
k

pb0118.fm  Page 63  Wednesday, February 7, 2018  3:40 PM



УПРАВЛЕНИЕ В СОЦИАЛЬНО=ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

64 CONTROL SCIENCES ¹ 1 • 2018

ãрупп территориаëüных образований с прибëизи-
теëüно оäинаковыì изìенениеì внеøних усëовий.
На рис. 4 привеäен приìер поëу÷ения оöенки

изìенения фактора «Уровенü потребëения тепëо-
вой энерãии» äëя субъектов РФ за периоä с 2009 по
2014 ã.
Еще оäин виä äинаìи÷еской оöенки фактора —

оöенка тенäенöии изìенения еãо состояния во
вреìени за опреäеëенный периоä. Ее преäëаãается
опреäеëятü путеì интерпретаöии характеристик
тренäов инäикаторов.
Исхоäныìи äанныìи сëужат ìножества зна÷е-

ний инäикаторов äëя всех ТО не тоëüко на на÷аëо
и конеö периоäа, но и на проìежуто÷ные ìоìенты
вреìени. Дëя кажäоãо объекта на вреìенных ряäах
зна÷ений инäикаторов строятся ëинейные трен-
äы. Основная характеристика ëинейноãо тренäа —
коэффиöиент уравнения ëинии тренäа, показы-
ваþщий среäнее изìенение зна÷ения за еäиниöу
вреìени. Поëожитеëüный коэффиöиент озна÷ает
тенäенöиþ роста, отриöатеëüный — тенäенöиþ
снижения. Чеì боëüøе ìоäуëü коэффиöиента, теì
выøе скоростü роста/снижения. Норìируется ко-
эффиöиент тренäа так же, как и приростные зна-
÷ения инäикаторов — путеì äеëения в зависиìос-
ти от знака (пëþс иëи ìинус) на ìаксиìаëüный
отриöатеëüный коэффиöиент по всеì ТО иëи на
ìаксиìаëüный поëожитеëüный коэффиöиент. Та-
киì образоì, ìожно испоëüзоватü универсаëüные
функöии принаäëежности на интерваëе äействи-
теëüных ÷исеë [–1, 1]. Дëя интерпретаöии реко-
ìенäуется поëüзоватüся терìаìи: «незна÷итеëüное
паäение», «существенное паäение», «резкое паäе-
ние», «без изìенений», «незна÷итеëüный рост»,
«существенный рост», «резкий рост».

5. ÀÍÀËÈÇ ÑÈÒÓÀÖÈÈ 
Â ÑÔÅÐÅ ÒÅÏËÎÏÎÒÐÅÁËÅÍÈß ÐÅÃÈÎÍÎÂ

Рассìотриì приìенение преäëаãаеìых спосо-
бов оöенивания факторов äëя поëу÷ения сравни-
теëüных оöенок факторов, характеризуþщих со-
стояние сферы тепëопотребëения в субъектах РФ.
В ка÷естве исхоäных äанных воспоëüзуеìся äан-
ныìи Феäераëüной сëужбы ãосуäарственной ста-
тистики [11, 12]. Оöенка уровня потребëения теп-
ëовой энерãии в субъектах РФ выпоëняëасü по
зна÷енияì уäеëüноãо потребëения на äуøу насе-
ëения и на рубëü ВРП за 2015 ã. с у÷етоì вëияния
кëиìати÷еских усëовий. Быëо выäеëено пятü кëас-
теров по среäней теìпературе возäуха в зиìний
периоä вреìени. В раìках кажäоãо кëастера быëи
опреäеëены степени принаäëежности реãионов к
разëи÷ныì уровняì (высокоìу, среäнеìу, низко-
ìу) потребëения тепëовой энерãии. Так, среäи
реãионов с тепëой зиìой оöенку «низкий» по
фактору «Уровенü потребëения тепëовой энер-
ãии» поëу÷иëи: респубëики Аäыãея (со степенüþ
уверенности 0,63), Даãестан (1,00), Инãуøетия
(1,00) и Че÷енская респубëика (1,00); оöенку «вы-
сокий» — Астраханская (0,90) и Воëãоãраäская
(1,00) обëасти. В кëастере реãионов с о÷енü хоëоä-
ной зиìой уровенü тепëопотребëения быë оöенен
как «низкий» в Ненеöкоì автоноìноì окруãе (1,00)
и Ханты-Мансийскоì автоноìноì окруãе (1,00);
как «высокий» — в Яìаëо-Ненеöкоì автоноìноì
окруãе (0,55) и Маãаäанской обëасти (1,00). Дëя
Чукотскоãо автоноìноãо окруãа уровенü быë оöе-
нен, как «о÷енü высокий» (1,00), так как зна÷ение
уäеëüноãо тепëопотребëения на äуøу насеëения
быëо опреäеëено как выброс.
Анаëиз изìенения состояния факторов, вëия-

þщих на тепëопотребëение в субъектах РФ, осу-
ществëяëся на основе оöенки тренäов инäикато-
ров. Испоëüзоваëисü äанные за 2010—2015 ãã. Ана-
ëиз позвоëиë сäеëатü вывоäы, ÷то в боëüøинстве
субъектов РФ уровенü потребëения тепëовой энер-
ãии снизиëся. К ãруппе реãионов с оöенкой «зна-
÷итеëüное паäение» изìенения состояния фактора
«Уровенü потребëения тепëовой энерãии» быëи
отнесены Ленинãраäская обëастü (1,00) и Респуб-
ëика Баøкортостан (1,00). Во ìножество реãионов
с оöенкой «незна÷итеëüный рост» воøëи Липеö-
кая (1,00), Орëовская (1,00), Сìоëенская (1,0),
Аìурская (1,00), Маãаäанская (1,00) обëасти, рес-
пубëики Каëìыкия (0,62) и Даãестан (1,00). В рес-
пубëике Татарстан изìенение уровня тепëопот-
ребëения быëо оöенено как «резкий рост» (1,00).
При÷ины увеëи÷ения разëи÷ны. В ряäе реãио-
нов, в ÷астности в Липеöкой, Орëовской, Сìоëен-
ской обëастях, в респубëике Даãестан увеëи÷иëся
уäеëüный вес пëощаäи жиëищноãо фонäа, обору-

Рис. 4. Оценки изменения состояния фактора «Уровень потреб-
ления тепловой энергии» для субъектов РФ
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äованной отопëениеì, в общей пëощаäи всеãо жи-
ëищноãо фонäа. Изìенение состояния соответс-
твуþщеãо фактора в äанных субъектах РФ быëо
оöенено как «незна÷итеëüный рост» иëи «сущест-
венный рост». В некоторых субъектах РФ набëþ-
äаëосü увеëи÷ение потерü в тепëовых сетях. Дëя
Орëовской обëасти изìенение состояния фактора
«Потери тепëовой энерãии» быëо оöенено, как «су-
щественный рост» (0,54), äëя Аìурской, Маãаäан-
ской обëастей и респубëики Каëìыкия — как «не-
зна÷итеëüный рост» (1.00).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Существуþт разëи÷ные пути реøения пробëе-
ìы оöенки состояния сëожной ìноãофакторной
ситуаöии, сëоживøейся в той иëи иной сфере со-
öиаëüно-эконоìи÷еской äеятеëüности территори-
аëüноãо образования. Оäин из них состоит в при-
ìенении иерархи÷еских ãибриäных коãнитивных
карт, на которых преäставëены при÷инно-сëеäс-
твенные связи ìежäу фактораìи, вëияþщиìи на
ситуаöиþ, а также связи факторов с инäикатора-
ìи, äëя опреäеëения оöенок текущеãо состояния
факторов иëи изìенения их состояния. Оöенки в
виäе не÷етких ëинãвисти÷еских зна÷ений отража-
þт ка÷ественный уровенü по отноøениþ к äру-
ãиì анаëоãи÷ныì территориаëüныì образовани-
яì. Преäëожены способы поëу÷ения стати÷еских
и äинаìи÷еских оöенок факторов, основанные как
на аккуìуëировании вëияния äруãих факторов,
так и на интерпретаöии зна÷ений инäикаторов,
характеризуþщих ситуаöиþ в сравниваеìых тер-
риториаëüных образований в разëи÷ные периоäы
вреìени.
Опреäеëение оöенок по зна÷енияì инäикато-

ров осуществëяется ìетоäоì фаззификаöии по
функöияì принаäëежности, форìируеìыì автоìа-
ти÷ески (без у÷ета субъективных ìнений экспер-
тов) с у÷етоì выбросов в выборке зна÷ений. В ка-
÷естве базовоãо ìножества äëя стати÷еских оöенок
выступаþт норìированные среäние зна÷ения ин-
äикаторов в заäанный периоä вреìени, äëя äина-
ìи÷еских оöенок — норìированный прирост зна-
÷ений иëи коэффиöиент тренäа. У÷итывается
разëи÷ие реãионов по внеøниì усëовияì — кëи-
ìати÷ескиì, соöиаëüно-эконоìи÷ескиì, инфра-
структурныì. Оöенки, поëу÷енные по разëи÷ныì
инäикатораì, связанныì с оäниì и теì же факто-
роì, аãреãируþтся с у÷етоì коэффиöиентов соот-
ветствия инäикаторов фактору.
Приìенение преäëоженных ìетоäов оöенки

факторов äëя анаëиза ситуаöии в сфере тепëопот-
ребëения субъектов РФ позвоëиëо опреäеëитü ре-
ãионы, иìеþщие пробëеìы в äанной сфере, и вы-
явитü при÷ины возникновения пробëеì. Метоäы
ìоãут бытü поëезны äëя анаëиза ëþбых сëожных

ìноãофакторных ситуаöий, не оãрани÷иваясü энер-
ãопотребëениеì.
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Е.Б. Грибанова

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В посëеäнее вреìя онëайновые соöиаëüные се-
ти поëу÷иëи øирокое распространение, в связи с
этиì они становятся привëекатеëüной пëатфор-
ìой äëя реаëизаöии ìаркетинãовых ìероприятий,
ãäе в короткий проìежуток вреìени инфорìаöия
ìожет бытü äонесена äо боëüøоãо коëи÷ества ëþ-
äей и повëиятü на их повеäение. Коìпании заин-
тересованы в тоì, ÷тобы как ìожно боëüøее ко-
ëи÷ество у÷астников сети сäеëаëи выбор в поëüзу
их проäукöии и усëуã и порекоìенäоваëо их äру-
ãиì поëüзоватеëяì. Бëаãоäаря зна÷итеëüноìу ох-
вату ауäитории онëайновых сетей, такое распро-
странение инфорìаöии способно существенно
повыситü объеì проäаж фирì [1]. Оäнако эффек-
тивное испоëüзование соöиаëüных сетей äëя про-
äвижения товаров и усëуã поäразуìевает реøение
ряäа заäа÷: опреäеëение у÷астников с наибоëüøиì
вëияниеì äëя их выбора в ка÷естве исто÷ников
распространения инфорìаöии [2, 3], оöенка эф-
фективности провеäенных ìероприятий, опреäе-
ëение и ìаксиìизаöия степени распространения
инфорìаöии, проãнозирование резуëüтатов про-
воäиìых акöий и äр. Реøение äанных заäа÷ за-
труäняется из-за боëüøоãо ÷исëа эëеìентов преä-
ставëяþщеãо соöиаëüнуþ сетü ãрафа, взаиìоäей-
ствуþщих во вреìени, и их характеристик, а также
труäно преäсказуеìоãо повеäения поëüзоватеëей.

1. ÌÎÄÅËÈ 
ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈß ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

Дëя ìоäеëирования распространения инфорìа-
öии испоëüзуþтся как кëасси÷еские ìоäеëи рас-
пространения забоëеваний (ìоäеëü SIR), проäук-
öии (äиффузная ìоäеëü Ф. Басса) среäи насеëе-
ния, в основе которых ëежат äифференöиаëüные
уравнения, так и иìитаöионные аãентные ìоäеëи,
преäпоëаãаþщие поэтапное ìоäеëирование пове-
äения отäеëüных эëеìентов сети в пространстве
наибоëее бëизко к реаëüноìу проöессу [4].
К иìитаöионноìу ìоäеëированиþ иссëеäова-

теëи обращаþтся, коãäа невозìожно поëу÷итü
анаëити÷еское реøение, а также при необхоäи-
ìости выпоëнения экспериìентов äëя ответа на
вопрос «÷то буäет, есëи?» [5]. Иìитаöионные ìо-
äеëи äаþт возìожностü преäставëения развития
проöесса в äинаìике наибоëее бëизко к реаëüнос-
ти, и в этоì их преиìущество. Такиì образоì, ìо-
ãут бытü поëу÷ены свеäения об объекте, которые
не ìоãут бытü иссëеäованы с поìощüþ анаëити-
÷еских ìоäеëей.
В настоящее вреìя äëя изу÷ения распростра-

нения инфорìаöии в сети с у÷етоì повеäения от-
äеëüных узëов и их вëияния на сосеäние верøины
существуþт äве кëасси÷еские ìоäеëи: независи-
ìая каскаäная и ëинейная пороãовая [6]. В ос-

Преäставëены аëãоритìы ìоäеëирования распространения инфорìаöии и оöенки веро-
ятности вëияния при реаëизаöии ìаркетинãовых ìероприятий в соöиаëüной сети на ос-
нове независиìой каскаäной ìоäеëи. Привеäены резуëüтаты рас÷ета показатеëя вероят-
ности вëияния äëя сãенерированной сëу÷айныì образоì сети с заäанныìи характерис-
тикаìи.

Ключевые слова: соöиаëüные сети, ìаркетинãовые ìероприятия, каскаäная ìоäеëü, распростране-
ние инфорìаöии.
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нову этих ìоäеëей поëожено преäставëение ãрафа
в виäе

G = (V, E, W ),

ãäе V — узëы (иëи верøины) ãрафа (в настоящей
работе буäут преäставëятü собой поëüзоватеëей се-
ти), E — ребра ãрафа (буäут характеризоватü связи
ìежäу поëüзоватеëяìи: поëüзоватеëи явëяþтся
«äрузüяìи» иëи оäин из поëüзоватеëей явëяется
«поäпис÷икоì» äруãоãо), W — веса — ÷исëа, сëу-
÷айно распреäеëенные на интерваëе [0, 1].
Вес wv,u, ассоöиированный с реброì (v, u) ∈ E

ãрафа, преäставëяет собой вероятностü вëияния
узëа v на узеë u (в ìоäеëях разëи÷ное обозна÷ение
этой веëи÷ины).
Узëы ãрафа ìоãут нахоäитüся в äвух состояни-

ях: активноì и неактивноì. Активное состояние
свиäетеëüствует о тоì, ÷то верøина переäает ин-
форìаöиþ сосеäниì узëаì. В соöиаëüных сетях
это выражается пубëикаöией поëüзоватеëеì со-
общения на своей страниöе, которое становится
äоступныì äëя еãо äрузей и поäпис÷иков (ориãи-
наëüное сообщение называется «постоì», а сооб-
щение, скопированное у äруãоãо поëüзоватеëя,
называется «репостоì»). Инфорìаöия распростра-
няется в äискретные ìоìенты вреìени, на на÷аëü-
ноì øаãе активныì явëяется набор заäанных вер-
øин ãрафа, в ка÷естве которых ìоãут выступатü
преäставитеëи фирìы иëи выбранные иìи поëü-
зоватеëи. Их поäпис÷ики, äеëая репост сообще-
ния, способствуþт äаëüнейøеìу распространениþ
инфорìаöии, т. е. верøины ãрафа на на÷аëüноì
øаãе активируþт сосеäние верøины, оказывая на
них вëияние. При этоì кажäой верøине присва-
ивается пороãовая веëи÷ина Tu, которая ìожет
приниìатü зна÷ение от 0 äо 1. Поä активаöией по-
ниìается изìенение состояния сосеäнеãо узëа с
неактивноãо на активное. На сëеäуþщеì øаãе рас-
сìатриваþтся активированные верøины и осуще-
ствëяется активаöия связанных с ниìи сосеäних
верøин. Проöесс проäоëжается äо тех пор, пока
не буäут выпоëнены все возìожные активаöии.
В простой независиìой каскаäной ìоäеëи

правиëа распространения инфорìаöии таковы:
на о÷ереäноì øаãе активированный узеë v иìеет
еäинственный øанс активироватü неактивноãо со-
сеäа u с вероятностüþ p ∈ [0, 1], которая ассоöии-
рована с реброì (v, u) ∈ E; есëи активаöия выпоë-
няется успеøно, то верøина на сëеäуþщеì øаãе
ìеняет свой статус с неактивноãо на активный.
В ëинейной пороãовой ìоäеëи на о÷ереäноì

øаãе кажäый неактивный узеë нахоäится поä вëи-
яниеì активных сосеäних узëов. Степенü вëияния
активных узëов vi на неактивный узеë u выражает-
ся ассоöиированной с реброì (vi, u) ∈ E вероят-

ностüþ p(vi, u). Такиì образоì, вëияние активных
узëов буäет преäставëено суììой

p(vi, u) m 1,

ãäе l — ÷исëо активных узëов.

Правиëо активаöии верøин: есëи p(vi, u) > Tu,

то статус узëа u буäет изìенен с неактивноãо на ак-
тивный.
Такиì образоì, проверка активаöии в незави-

сиìой каскаäной ìоäеëи äëя неактивноãо узëа бу-
äет выпоëнена стоëüко раз, скоëüко верøина иìе-
ет активированных на преäыäущеì øаãе сосеäних
узëов, а в ëинейной пороãовой ìоäеëи — оäин раз.
В некоторых работах äëя изу÷ения интерак-

тивноãо повеäения активных и неактивных узëов
внутри заäанной сети вìесто ëинейной испоëüзу-
ется ëоãисти÷еская функöия активаöии. В этоì
сëу÷ае активаöия узëа буäет выпоëнена, есëи зна-
÷ение функöии боëüøе 0,5.
В ëитературе рассìатриваþтся разëи÷ные вари-

анты реаëизаöии äвух ìоäеëей распространения
инфорìаöии.
В работе [7] преäставëены иìитаöионные аëãо-

ритìы C-Loop, T-Loop и E-Loop обхоäа ãрафа äëя
реаëизаöии независиìой каскаäной и ëинейной
пороãовой ìоäеëи. В аëãоритìе С-Loop обхоä на-
÷инается с просìотра активных узëов и оöенки их
вëияния на связанные с ниìи неактивные узëы.
В аëãоритìе T-Loop осуществëяется просìотр не-
активных верøин и проверяется возìожностü их
активаöии с поìощüþ активных сосеäних узëов.
Аëãоритì E-Loop в отëи÷ие от äвух преäыäущих
основан на переборе ребер ãрафа: есëи оäна свя-
занная верøина активна, а äруãая неактивна, то
статус неактивной верøины изìеняется с заäан-
ной вероятностüþ.
Существуþт работы, посвященные приìенениþ

кëасси÷еских ìоäеëей äëя иссëеäования проäви-
жения проäукöии фирì среäи насеëения. В ÷аст-
ности, в ка÷естве расøирений кëасси÷еских ìо-
äеëей авторы опреäеëяþт новуþ кëассификаöиþ
типов узëов иëи их состояний. Так, преäëожена
IC-N-ìоäеëü (каскаäная ìоäеëü с неãативныìи
ìненияìи), узëы ãрафа которой ìоãут нахоäитüся
в состояниях: нейтраëüное, позитивное и неãа-
тивное [8]. Данные состояния отражаþт ìнения
поëüзоватеëей о проäукöии, и распространение
инфорìаöии соответствуþщиìи верøинаìи ìо-
жет способствоватü как отказу от покупки, так и
соверøениþ покупки потенöиаëüныìи потреби-
теëяìи. В статüе [9] преäëожена пороãовая ìоäеëü
c «öветныìи» узëаìи ãрафа, характеризуþщиìи
разëи÷ные виäы повеäения у÷астников сети: «пот-

i 1=

l

∑

i 1=

l

∑

pb0118.fm  Page 67  Wednesday, February 7, 2018  3:40 PM



УПРАВЛЕНИЕ В СОЦИАЛЬНО=ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

68 CONTROL SCIENCES ¹ 1 • 2018

ребитеëи» и «рассказ÷ики», которые ìоãут выпоë-
нятü распространение как поëожитеëüноãо, так и
отриöатеëüноãо ìнения о проäукöии. Принаäëеж-
ностü узëов ãрафа к тоìу иëи иноìу типу опреäе-
ëяется с поìощüþ заäанных вероятностей при их
активаöии.
В работе [10] привеäено описание ìетоäики

оöенки и проãнозирования вëияния в соöиаëüной
сети Twitter. Дëя вы÷исëения показатеëей вëияния
быëа заãружена история распространения сообще-
ния и, в тоì ÷исëе, о÷ереäностü разìещения еãо на
страниöах. Вëияние опреäеëяëосü треìя способа-
ìи (есëи на ìоìент активаöии узëа активныìи яв-
ëяëисü нескоëüко сосеäних верøин) — показатеëü
степени вëияния быë:
z присвоен поëüзоватеëþ, который первыì сäе-

ëаë репост на своей страниöе;
z присвоен поëüзоватеëþ, который сäеëаë репост
посëеäниì;

z разäеëен поровну ìежäу всеìи у÷астникаìи,
сäеëавøиìи репост.
Дëя проãнозирования вëияния авторы воспоëü-

зоваëисü реãрессионныì äеревоì, опреäеëяþщиì
показатеëü степени вëияния в зависиìости от ÷ис-
ëа поäпис÷иков и ÷исëа репостов поäпис÷иков.
В работе [11] рассìотрено распространение ин-

форìаöии в онëайн сети с у÷етоì истори÷еских
äанных, в ÷астности, сäеëано преäпоëожение: по-
зитивные äействия оäноãо поëüзоватеëя по отно-
øениþ к äруãоìу (коììентарии, ëайки, репосты),
как правиëо, вызываþт ответнуþ реакöиþ. Друãи-
ìи сëоваìи, вероятностü активироватü узеë буäет
выøе, есëи естü история взаиìоäействия ìежäу
äанныìи у÷астникаìи. Кроìе тоãо, вероятностü
активироватü узеë выøе, есëи äанный узеë быë ак-
тивирован ранее при переäа÷е äруãой инфорìаöии.

2. ÎÖÅÍÊÀ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ 
ÌÀÐÊÅÒÈÍÃÎÂÛÕ ÌÅÐÎÏÐÈßÒÈÉ

Данная работа посвящена разработке аëãорит-
ìов иìитаöионноãо ìоäеëирования распростра-
нения инфорìаöии и оöенки вероятности вëия-
ния при реаëизаöии ìаркетинãовых ìероприятий
в сообществах онëайновой соöиаëüной сети, öеëüþ
которых закëþ÷ается и в привëе÷ении новых поä-
пис÷иков. Приìероì такой акöии ìожет сëужитü
провеäение конкурса, äëя у÷астия в котороì поëü-
зоватеëи äоëжны вступитü в ãруппу и сäеëатü ре-
пост указанной записи, а посëе обозна÷енноãо пе-
риоäа выбирается побеäитеëü, который и поëу÷а-
ет заявëенный приз. Цеëü поäобных ìероприятий
состоит в повыøении ëояëüности к äеятеëüности
орãанизаöии, а также в распространении инфор-
ìаöии о ней.
Об эффективности ìаркетинãовых ìероприя-

тий позвоëяþт суäитü показатеëи:

— увеëи÷ение ÷исëа поäпис÷иков ãруппы:

Nnew = Nlast – Ninit,

— относитеëüный прирост ÷исëа у÷астников
ãруппы:

g = Nnew/Ninit,

ãäе Nnew — ÷исëо новых поäпис÷иков сообщества,
Ninit — ÷исëо поäпис÷иков äо ìаркетинãовых ìе-
роприятий, Nlast — ÷исëо поäпис÷иков посëе ìар-
кетинãовых ìероприятий.
С поìощüþ этих показатеëей ìожно выпоë-

нитü оöенку и сравнитü ìаркетинãовые ìеропри-
ятия ìежäу собой.
Дëя реøения äруãой важной заäа÷и — проãно-

зирования резуëüтатов ìаркетинãовоãо ìеропри-
ятия ìожно воспоëüзоватüся реãрессионныìи
ìоäеëяìи, преäставëяþщиìи в виäе уравнения за-
висиìостü увеëи÷ения ауäитории сообщества от
разëи÷ных факторов. Так, наприìер, ìожно вы-
÷исëитü, скоëüко в среäнеì новых у÷астников
привëекает оäин поäпис÷ик ãруппы, и на основа-
нии этой оöенки сäеëатü вывоä о посëеäствиях
провоäиìоãо ìероприятия.
Оäнако такие ìоäеëи иìеþт существенный не-

äостаток: они не у÷итываþт структуру сети, а схе-
ìа связей ее у÷астников иãрает зна÷итеëüнуþ роëü
в распространении инфорìаöии.
В äанной работе äëя иìитаöии распростране-

ния инфорìаöии в сети принята независиìая кас-
каäная ìоäеëü. Выбор ìоäеëи обусëовëен ее боëее
простой реаëизаöией:

— в независиìой ìоäеëи осуществëяется пере-
бор активированных на преäыäущеì øаãе узëов
(в ëинейной пороãовой ìоäеëи необхоäиìо вы-
поëнятü перебор неактивных верøин);

— в ëинейной пороãовой ìоäеëи необхоäиìо
собëþäатü оãрани÷ение на суììу вероятностей
вëияния сосеäних узëов (не боëüøе еäиниöы).
Группу соöиаëüной сети ìожно рассìатриватü

как узеë ãрафа, который и буäет активирован на
на÷аëüноì øаãе (рис. 1). В зависиìости от посëе-
äоватеëüности переäа÷и инфорìаöии разëи÷аþт
верøины первоãо (поäпис÷ики), второãо, третüе-
ãо уровней и т. ä. Увеëи÷ение ÷исëа поäпис÷иков
в резуëüтате ìаркетинãовоãо ìероприятия буäет
равнятüся ÷исëу активированных узëов второãо и
посëеäуþщих уровней. Так, на рис. 1 инфорìаöия
распространяется соãëасно независиìой каскаä-
ной ìоäеëи. Чисëа, соответствуþщие ребраì, —
это вëияние узëов верхнеãо уровня, а ÷исëа, со-
ответствуþщие верøинаì, — пороãовые зна÷ения
(активаöия происхоäит в сëу÷ае, есëи вëияние ак-
тивноãо узëа верхнеãо уровня боëüøе пороãовоãо
зна÷ения). Резуëüтатоì распространения инфор-
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ìаöии буäет увеëи÷ение ÷исëа поäпис÷иков на 2,
относитеëüный прирост составит 50 %.
При провеäении иссëеäований ìожно воспоëü-

зоватüся структурой реаëüной сети, а ãраф ìожет
бытü сãенерирован сëу÷айныì образоì на основе
вы÷исëенных по реаëüныì äанных оöенок показа-
теëей.
Среäи ìоäеëей сëу÷айных ãрафов наибоëее

попуëярны ìоäеëи Эрäеøа — Ренüи [12] и Бара-
баøи — Аëüберт [13]. При построении сети с по-
ìощüþ ìоäеëи Эрäеøа — Ренüи опреäеëяется
÷исëо ее узëов, а связü ìежäу äвуìя верøинаìи
устанавëивается независиìо от äруãих ребер с за-
äанной вероятностüþ d. В ìоäеëи Барабаøи —
Аëüберт по принöипу преäпо÷титеëüноãо присо-
еäинения äобавëяеìый в ãраф узеë присоеäиняет-
ся к существуþщей верøине с вероятностüþ, рав-
ной отноøениþ ее степени к суììе степеней всех
узëов [13]. Такиì образоì, степенü наибоëее свя-
занных верøин буäет увеëи÷иватüся быстрее. Так-
же существуþт разëи÷ные ìоäификаöии этих ìо-
äеëей, наприìер, в ìоäеëи Buckley — Osthus [14]
äëя опреäеëения вероятности, кроìе степени вер-
øины, также у÷итывается характеристика ее при-
вëекатеëüности.
Сетü ìожно преäставитü с поìощüþ ìатриöы

сìежности, ÷исëо стоëбöов и строк которой рав-
но ÷исëу у÷астников. Эëеìент ìатриöы равен ну-
ëþ (aij = 0), есëи у÷астники, соответствуþщие
строке и стоëбöу ìатриöы, не связаны äруã с äру-
ãоì (не нахоäятся äруã у äруãа в äрузüях) и равен
еäиниöе (aij = 1), есëи они связаны (явëяþтся äру-
зüяìи). На ãëавной äиаãонаëи ìатриöы привоäят-
ся пороãовые зна÷ения: aii = Tu.
Тоãäа созäание связей в неориентированноì

ãрафе соãëасно ìоäеëи Эрäеøаа — Ренüи буäет вы-
поëнено сëеäуþщиì образоì. Дëя кажäоãо эëеìен-
та aij, распоëоженноãо выøе ãëавной äиаãонаëи:

— сìоäеëироватü сëу÷айнуþ веëи÷ину z на ин-
терваëе (0, 1);

— выпоëнитü проверку: есëи z < d, то aij = aji = 1,
ина÷е aij = aji = 0.

Характеристикой связности сосеäних верøин
узëа сëужит коэффиöиент кëастеризаöии: Cl = k1/k,
ãäе k — ÷исëо возìожных пар сосеäних узëов, k1 —
÷исëо пар сосеäних узëов, связанных ìежäу собой.
Поëу÷енный показатеëü Cl преäставëяет собой

äоëþ сосеäних верøин, связанных ìежäу собой.
Чтобы опреäеëитü коэффиöиент кëастеризаöии
äëя сети, нужно вы÷исëитü среäнее зна÷ение из
коэффиöиентов кëастеризаöии верøин ãрафа. Чеì
выøе зна÷ение коэффиöиента кëастеризаöии, теì
боëüøе ÷исëо связей в ãрафе и, сëеäоватеëüно, ìо-
жет бытü активировано боëüøее ÷исëо узëов. Дëя
сëу÷айноãо ãрафа коэффиöиент кëастеризаöии ра-
вен вероятности d [12].

3. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß
ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈß ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

ÏÐÈ ÌÀÐÊÅÒÈÍÃÎÂÛÕ ÌÅÐÎÏÐÈßÒÈßÕ

В рассìатриваеìых äаëее аëãоритìах преäпо-
ëаãается, ÷то ìаркетинãовое ìероприятие иìеет
вероятностü вëияния, равнуþ некоторой посто-
янной веëи÷ине, опреäеëяеìой характеристика-
ìи этоãо ìероприятия (äëя конкурсов это ìоãут
бытü стоиìостü приза, ка÷ество преäставëения
инфорìаöии и äр.). Такиì образоì, ÷исëа, соот-
ветствуþщие ребраì (сì. рис. 1), буäут равны за-
äанноìу зна÷ениþ p. В своþ о÷ереäü, пороãовое
зна÷ение Tu (равноìерное распреäеëенное на ин-
терваëе (0, 1)) кажäоãо узëа буäет отражатü, на-
скоëüко äанный преäìет нужен и интересен кон-
кретноìу u-ìу у÷астнику сети. Есëи вероятностü p
буäет равна нуëþ, то такое ìероприятие не заин-
тересует ни оäноãо у÷астника сообщества, и ин-
форìаöия о ìероприятии не буäет распростране-
на, при вероятности p = 1 все у÷астники сети,
связанные с ãруппой, буäут активированы. Узеë и
активируется при усëовии Tu < p и иниöиирует из-
ìенение своеãо состояния s с неактивноãо (su = 0)
на активное (su = 1) и äаëüнейøее распростране-
ние инфорìаöии.
Показатеëü вероятности вëияния ìожет бытü

испоëüзован äëя сравнения ìаркетинãовых ìероп-
риятий ìежäу собой, а также äëя провеäения эк-
спериìентов «÷то буäет, есëи» и проãнозирова-
ния распространения инфорìаöии в сети с äру-
ãой структурой.
Рассìотриì аëãоритì ìоäеëирования распро-

странения инфорìаöии (с÷ет÷ик текущеãо ноìера
списка устанавëивается в зна÷ение i = 1).
Шаг 1. Поìеститü в список N(i) верøину —

ãруппу.
Шаг 2. Есëи список N(i) пуст, то заверøение ра-

боты аëãоритìа.
Шаг 3. Присвоитü зна÷ение 1 с÷ет÷ику перебо-

ра эëеìентов списка N(i): k = 1.

Рис. 1. Участники группы социальной сети
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Шаг 4. Извëе÷ü из списка N(i) k-þ верøину. Ес-
ëи ÷исëо сосеäних верøин k-ãо узëа равно 0, то пе-
рехоä на øаã 5. Ина÷е: перехоä на øаã 6.
Шаг 5. k = k + 1. Есëи k = n + 1, то i = i + 1,

возврат на øаã 2. Ина÷е — возврат на øаã 4.
Шаг 6. С÷ет÷ик сосеäних верøин узëа k уста-

навëивается на еäиниöу: r = 1 (÷исëо сосеäних вер-
øин равно R).
Шаг 7. Есëи верøина не соäержится в списке

активированных верøин D и ее пороãовое зна÷е-
ние ìенüøе вероятности Tr < p, то активируется
узеë: sr = 1, и он поìещается в список N(i + 1) (вер-
øин, распространяþщих инфорìаöиþ на сëеäуþ-
щеì øаãе) и в список D (уже активированных вер-
øин).
Шаг 8. r = r + 1. Есëи r = R + 1, то возврат на

øаã 5, ина÷е — возврат на øаã 7.
На рис. 2 преäставëен приìер распростране-

ния инфорìаöии в äвух сетях при ìаркетинãовоì
ìероприятии с вероятностüþ вëияния р = 0,5.
Прирост поäпис÷иков äëя ãрафа (рис. 2, а) соста-
вит 7/4 = 1,75, äëя ãрафа (рис. 2, б) — 5/4 = 1,25,
т. е. ìаркетинãовые ìероприятия буäут иìетü оäи-
наковые вероятности вëияния, оäнако в сìысëе
прироста ауäитории первое ìероприятие буäет бо-
ëее успеøныì, ÷то связано с наëи÷иеì в ãрафе
(рис. 2, а) боëüøеãо ÷исëа связей узëа первоãо уров-

ня с пороãовыì зна÷ениеì 0,4. Поэтоìу при пре-
выøении вероятности вëияния пороãовоãо зна÷е-
ния 0,4 буäет активировано боëüøее ÷исëо верøин
(рис. 3).
Можно заìетитü, ÷то вероятностü вëияния p

опреäеëяет äоëþ верøин pr, которая буäет активи-
рована узëоì u:

pru = ,

ãäе Nactive — ÷исëо активированных сосеäних вер-
øин, Nnear — ÷исëо сосеäних верøин, которые ìо-
ãут бытü активированы (÷исëо верøин, связанных с
узëоì и, ìинус ÷исëо уже активированных ранее).
Дëя всей сети ìожет бытü опреäеëено среäнее

зна÷ение äоëи активированных верøин:

Mpr = prj,

ãäе l — ÷исëо активаöий узëов в сети, способных
переäатü инфорìаöиþ äруãиì верøинаì.
Друãиìи сëоваìи, есëи узеë быë активирован и

у неãо естü хотя бы оäна неактивная сосеäняя вер-
øина, то он у÷итывается при опреäеëении ÷исëа l.
Доëя активированных верøин ìожет бытü прак-

ти÷ески опреäеëена путеì нахожäения отноøения
репостов, сäеëанных со страниöы конкретноãо
поëüзоватеëя, к ÷исëу еãо поäпис÷иков (искëþ-
÷ая поäпис÷иков, которые сäеëаëи репост с äруãой
страниöы).
Дëя ãрафа (рис. 2, а) этот показатеëü

Mpr = /5 = 0,48.Рис. 2. Распространение информации в сети: а — ÷исëо поäпис-
÷иков 1,75; б — ÷исëо поäпис÷иков 1,25

Рис. 3. Зависимость числа новых подписчиков от вероятности
влияния
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Дëя ãрафа (рис. 2, б) среäняя äоëя активирован-
ных верøин

Mpr = /5 = 0,46.

На рис. 4 преäставëены зависиìости среäней
äоëи активированных верøин от вероятности вëи-
яния äëя äвух сëу÷айных ãрафов с ÷исëоì верøин,
равныì 300. Граф (рис. 4, а) быë созäан с поìо-
щüþ ìоäеëи Эрäеøа — Ренüи со зна÷енияìи ве-
роятностей связи, равныìи 0,02, 0,1 и 0,2, а ãраф
(рис. 4, б) — с поìощüþ ìоäеëи Барабаøи — Аëü-
берт (три разëи÷ных реаëизаöии). Можно увиäетü,
÷то в сëу÷ае ìоäеëей сëу÷айных ãрафов зна÷ение
среäней äоëи активированных верøин äëя äвух
ìоäеëей бëизко к зна÷ениþ вероятности вëияния.
Сëеäоватеëüно, среäнее зна÷ение äоëи активиро-
ванных верøин ìожет бытü испоëüзовано в ка÷ес-
тве оöенки вероятности вëияния.
Дëя боëее то÷ной оöенки показатеëя, а также

в сëу÷ае, коãäа не известна схеìа переäа÷и ин-
форìаöии, ìожно воспоëüзоватüся итераöионной
проöеäурой, осуществëяþщей посëеäоватеëüное
изìенение вероятности вëияния äо тех пор, пока
ìасøтаб распространения инфорìаöии в ìоäеëи
сети не буäет соответствоватü реаëüноìу. Рассìот-
риì реøение äанной заäа÷и с поìощüþ показате-
ëей: ÷исëа поäпис÷иков äо ìероприятия Ninit, ÷ис-
ëа новых поäпис÷иков Nnew (на÷аëüное зна÷ение
с÷ет÷ика сëу÷айных реаëизаöий j = 0, ÷исëо сëу-
÷айных реаëизаöий равно Q, на÷аëüное зна÷ение
вероятности вëияния — p). Заäа÷а с÷итается ре-
øенной, коãäа поëу÷енное ÷исëо новых поäпис-
÷иков буäет равно заäанноìу зна÷ениþ Nnew с не-
которой то÷ностüþ σ:

Шаг 1. Увеëи÷ение ÷исëа реаëизаöий: j = j + 1.
Моäеëирование распространения инфорìаöии.
Шаг 2. Расс÷итывается ÷исëо активированных

узëов второãо и посëеäуþщих уровней (новых поä-
пис÷иков сообщества ). Запоìинание зна÷е-
ния с наиìенüøей оøибкой ε:
Есëи |Nnew – | < ε, то pmin = p, ε = |Nnew – |.
Шаг 3. Изìенение показатеëя вëияния. Про-

верка усëовия:
есëи Nnew > , то p = p + δ,

есëи Nnew < , то p = p – δ,
ãäе δ — некоторое ìаëое зна÷ение увеëи÷ения по-
казатеëя вëияния.
При этоì зна÷ение p не ìожет бытü ìенüøе ну-

ëя и боëüøе еäиниöы, поэтоìу в сëу÷ае выхоäа за
äопустиìые ãраниöы происхоäит корректировка.
Шаг 4. Есëи найäено реøение с заäанной то÷-

ностüþ

|Nnew – | ≤ σ,

2
4
--- 2

5
--- 2

5
--- 1

1
--- 0

1
---+ + + +⎝ ⎠

⎛ ⎞

Рис. 4. Зависимости средней доли активированных вершин от вероятности влияния: а — äëя ãрафа Эрäеøа — Ренüи; б — äëя ãрафа
Барабаøи — Аëüберт

Nnew
*

Nnew
* Nnew

*

Nnew
*

Nnew
*

Рис. 5. Определение показателя влияния: а — р = 0,3; б — р = 0,4

Nnew
*
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иëи выпоëнено заäанное ÷исëо реаëизаöий j = N,
то работа аëãоритìа заверøается, ина÷е — перехоä
на øаã 1.
Веëи÷ина pmin преäставëяет собой найäенное

зна÷ение вероятности вëияния.
На рис. 5 проиëëþстрировано опреäеëение по-

казатеëя äëя исхоäных äанных Ninit = 3, Nnew = 2,
δ = 0,1, σ = 0. Поëу÷енное зна÷ение вероятности
pmin = 0,4. В сети (рис. 5, а) инфорìаöия распро-
страняется при p = 0,3. Чисëо новых активирован-
ных узëов  = 1, ÷то ìенüøе заäанноãо зна÷е-
ния Nnew, поэтоìу вероятностü вëияния увеëи÷и-
вается на веëи÷ину δ = 0,1. Распространение
инфорìаöии при р = 0,4 преäставëено на рис. 5, б.
Поскоëüку в этоì сëу÷ае |Nnew – | = 0, то ра-
бота аëãоритìа заверøается.
На рис. 6, а преäставëены резуëüтаты ìоäеëиро-

вания распространения инфорìаöии в сети из 500
эëеìентов характеристикаìи: вероятностü d = 0,2
(ìоäеëü Эрäеøа — Ренüи), ÷исëо у÷астников ãруп-
пы равно 14. Виäно, ÷то при увеëи÷ении ÷исëа
новых поäпис÷иков вы÷исëенный показатеëü ве-
роятности вëияния буäет боëüøе. На рис. 6, б по-
казано опреäеëение äанноãо показатеëя äëя сети
(d = 0,02, N = 300), в которой оäин из поäпис÷иков
иìеет степенü, зна÷итеëüно превыøаþщуþ сте-
пенü äруãих верøин. Графи÷ески это выражается в
резкоì увеëи÷ении ÷исëа поäпис÷иков сообщест-
ва при превыøении показатеëя вероятности вëи-
яния еãо пороãовоãо зна÷ения.
В сëу÷ае, коãäа известна реаëüная схеìа рас-

пространения инфорìаöии в сети, на øаãе 1 опи-
санноãо выøе аëãоритìа пороãовые зна÷ения оп-
реäеëяþтся такиì образоì, ÷тобы ÷исëо активиро-
ванных узëов быëо как ìожно бëиже к заäанноìу
зна÷ениþ увеëи÷ения поäпис÷иков. Дëя такой на-
стройки (реøения заäа÷и иäентификаöии) ìожет

бытü приìенен сëу÷айный поиск [15], закëþ÷аþ-
щийся в ãенерировании сëу÷айных пороãовых зна-
÷ений верøин и опреäеëении такоãо набора, äëя
котороãо оøибка буäет ìиниìаëüна. Такиì обра-
зоì, øаãи аëãоритìа сëеäуþщие (на÷аëüное зна-
÷ение с÷ет÷ика сëу÷айных реаëизаöий j = 1, ÷исëо
сëу÷айных реаëизаöий равно Q).
Шаг 1. Сãенерироватü äëя кажäоãо узëа i (i =

= 1, ..., N, N — ÷исëо узëов ãрафа) сëу÷айное по-
роãовое зна÷ение Ti (равноìерное распреäеëение
на интерваëе (0, 1)).
Шаг 2. Распространитü инфорìаöиþ в сети с

заäанныì зна÷ениеì p.
Шаг 3. Расс÷итатü оøибку:

δj = (  – si)
2,

ãäе  — реаëüное состояние верøины ãрафа (1 —
активное, 0 — неактивное), si — состояние верøи-
ны ãрафа в резуëüтате распространения инфорìа-
öии на øаãе 2.
Наприìер, äëя ãрафа (рис. 7) такая оøибка бу-

äет равна 4: ÷исëу узëов, иìеþщих разные стату-
сы. На рис. 7, а преäставëен реаëüный ãраф, а на

Nnew
*

Nnew
*

Рис. 6. Результаты определения показателя влияния: а — d = 0,2, N = 500; б — d = 0,02, N = 300 

Рис. 7. Сравнение распространения информации в сетях: а — ре-
аëüный ãраф; б — еãо ìоäеëü

i 1=

N

∑ si
*

si
*
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рис. 7, б — ìоäеëü ãрафа, активированные в ре-
зуëüтате распространения инфорìаöии верøины
закраøены.
Шаг 4. Запоìнитü пороãовые зна÷ения, äëя ко-

торых оøибка ìиниìаëüна: есëи δj < δmin, то за-
поìнитü пороãовые зна÷ения Ti, δmin = δj.
Шаг 5. Проверка останова: есëи j = Q, то завер-

øение работы аëãоритìа, ина÷е j = j + 1, перехоä
на øаã 1.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрены аëãоритì ìоäеëирования распро-
странения инфорìаöии при провеäении ìарке-
тинãовых ìероприятий на основе каскаäной ìоäе-
ëи с заäанныì зна÷ениеì вероятности вëияния, а
также аëãоритì опреäеëения показатеëя вëияния
с поìощüþ итераöионной проöеäуры. Привеäены
резуëüтаты вы÷исëитеëüных экспериìентов на
ìоäеëях сëу÷айных ãрафов. Даëüнейøие иссëеäо-
вания буäут направëены на оöенку параìетров
ìоäеëи сети на основе реаëüных äанных сети в
Контакте. Преäставëенные аëãоритìы ìоãут бытü
поëезны эконоìи÷ескиì аãентаì äëя оöенки ре-
зуëüтатов ìаркетинãовых ìероприятий, их сравне-
ния и проãнозирования распространения инфор-
ìаöии.
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ÌÎÄÅËÈÐÓÞÙÈÉ ÊÎÌÏËÅÊÑ ÄËß ÀÍÀËÈÇÀ 
ÍÅÁËÀÃÎÏÐÈßÒÍÛÕ ÑÎ×ÅÒÀÍÈÉ ÑÎÁÛÒÈÉ

Â ÀÂÈÀÖÈÎÍÍÛÕ ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

А.С. Богомолов, В.А. Иващенко, В.А. Кушников, А.Ф. Резчиков, 
А.Д. Цвиркун, Л.Г. Цесарский, Л.Ю. Филимонюк

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Развитие оте÷ественноãо авиастроения, выхоä
на зарубежные рынки авиаперевозок, наäежное
обеспе÷ение обороноспособности страны невоз-
ìожны без повыøения уровня безопасности функ-
öионирования авиаöионных транспортных систеì
(АТС), снижения ÷исëенности и тяжести аварий и
катастроф, происхоäящих с возäуøныìи суäаìи
(ВС). Оäин из перспективных путей реøения äан-
ной заäа÷и связан с приìенениеì совреìенных
среäств обработки инфорìаöии и соверøенство-
вания ìатеìати÷ескоãо обеспе÷ения АТС в öеëях
анаëиза и преäотвращения небëаãоприятных со÷е-
таний событий [1—7], привоäящих к аварияì и ка-
тастрофаì.
Несìотря на боëüøие успехи в обëасти анаëиза

наäежности при проектировании [8—10], а также
развития систеì управëения экспëуатаöией АТС
[11], актуаëüной пробëеìой остается возникнове-
ние аварийных ситуаöий из-за непреäвиäенных
небëаãоприятных со÷етаний событий, неопасных
по отäеëüности. В настоящее вреìя практи÷ески
отсутствуþт свеäения об автоìатизированных коì-

пëексах, позвоëяþщих осуществëятü ìоäеëирова-
ние проöессов функöионирования АТС в öеëях
управëения по критериþ безопасности поëетов
при возникновении небëаãоприятных со÷етаний
событий.
Привеäенные соображения обусëовëиваþт тео-

рети÷ескуþ и практи÷ескуþ зна÷иìостü иссëеäо-
ваний, направëенных на разработку ìоäеëируþ-
щеãо коìпëекса, вкëþ÷аþщеãо в себя ìоäеëи и аë-
ãоритìы äëя реøения заäа÷и поääержки принятия
реøений при управëении АТС по критериþ безо-
пасности с у÷етоì небëаãоприятных со÷етаний со-
бытий. Ниже преäëаãается форìаëüная постанов-
ка заäа÷и преäотвращения небëаãоприятных со÷е-
таний событий.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÏÐÅÄÎÒÂÐÀÙÅÍÈß 
ÍÅÁËÀÃÎÏÐÈßÒÍÛÕ ÑÎ×ÅÒÀÍÈÉ ÑÎÁÛÒÈÉ

Пустü заäан список аварийных и катастрофи-

÷еских ситуаöий  = {A1, A2, ..., An}, кажäая из ко-

торых возникает в резуëüтате небëаãоприятных со-
÷етаний событий, характерных äëя äанноãо типа

Разработан поäхоä к обеспе÷ениþ безопасности авиаöионных транспортных систеì на
основе анаëиза возникаþщих небëаãоприятных со÷етаний событий с поìощüþ преäëа-
ãаеìоãо ìоäеëируþщеãо коìпëекса. Разработанный поäхоä позвоëяет оöенитü вероят-
ностü возникновения крити÷еских со÷етаний событий, привоäящих к аварияì, и опре-
äеëитü ìеры по их преäотвращениþ. Преäëожена инфорìаöионно-ëоãи÷еская схеìа ре-
øения пробëеìы небëаãоприятных со÷етаний событий в авиаöионных транспортных
систеìах, вкëþ÷аþщая в себя поäсистеìы поääержки принятия реøений äëя экипажей,
äиспет÷еров и äруãоãо персонаëа.

Ключевые слова: авиаöионная транспортная систеìа, аварийная ситуаöия, небëаãоприятное со÷е-
тание событий, инфорìаöионно-ëоãи÷еская схеìа, поääержка принятия реøений, ìоäеëируþщий
коìпëекс.
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АТС. Дëя кажäоãо Ai ∈  на основе анаëиза про-

исøеäøих аварий построено äерево событий, ха-
рактеризуþщее проöесс возникновения и разви-
тия их небëаãоприятных со÷етаний. Множество

всех äеревüев событий обозна÷иì ÷ерез  = {D1, D2,

..., Dm}, E = {e1, ..., ek} — ìножество их терìинаëü-

ных верøин.
Пустü также известны интенсивности λj(t),

i = , возникновения событий из ìножества
E = {e1, ..., ek}. Через μi(t) обозна÷иì интенсив-

ности потоков парирования событий из ìножест-
ва E = {e1, ..., ek}. Поëаãаеì, ÷то кажäоìу зна÷ениþ

μi(t) соответствует коìпëекс инструкöий Q(μi(t)),

преäназна÷енных äëя экипажа и äруãих ëиö, при-
ниìаþщих реøения (ЛПР). Пустü x(t) — состоя-
ние окружаþщей среäы.
Требуется:
— на ìоäеëируþщеì коìпëексе при поäãотовке

к поëету äëя ëþбоãо ìоìента t ∈ [tн, tк], tн и tк —

на÷аëо и конеö заäанноãо интерваëа вреìени, оп-

реäеëитü вероятности pi(λ(t), x(t)), μ(t)), i = , ха-

рактеризуþщие возìожностü возникновения ава-

рий и катастроф ;

— äëя аварий и катастроф из ìножества  оп-
реäеëитü вектор возäействий μ(t) ∈ M(t), при ко-
торых на заäанноì интерваëе вреìени [tн, tк] при

всех äопустиìых состояниях окружаþщей среäы
x(t) ∈ X(t) вероятности аварий не превыøаþт за-
äанных преäеëов:

∀i ∈ {1, ..., n}  pi(λ(t), x(t)), μ(t)) ≤ εi, (1)

ãäе ε1, ..., εn — заäанные неотриöатеëüные ÷исëа,

преäеëüные зна÷ения вероятностей аварий и ка-
тастроф.
При реøении заäа÷и рассìатриваеìый отрезок

вреìени [tн, tк] функöионирования АТС разбива-

ется на ÷асти такиì образоì, ÷то на кажäой из

этих ÷астей зна÷ения λj(t), i = , рассìатрива-

þтся как постоянные, ÷то äает возìожностü при-
ìенения оäнороäной ìарковской ìоäеëи. Чисëо
таких ÷астей зависит от усëовий функöионирова-
ния конкретной АТС.

2. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÝÒÀÏÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Этап 1. Построение ìоäеëей проöессов воз-
никновения небëаãоприятных со÷етаний событий
и разработка аëãоритìов реøения заäа÷и.

1.1. Опреäеëение ìножества  = {A1, A2, ..., An}
аварийных и катастрофи÷еских ситуаöий.

1.2. Построитü ìножество äеревüев отказов

= {D1, D2, ..., Dm}, соответствуþщих аварияì и

катастрофаì из ìножества , с ìножествоì эëе-
ìентарных событий E = {e1, ..., ek}.

Этап 2. Моäеëирование небëаãоприятных со-
÷етаний событий.

2.1. Построение коìпëексов äëя ìоäеëирова-
ния небëаãоприятных со÷етаний событий на раз-
ëи÷ных этапах функöионирования АТС.

2.2. Моäеëирование небëаãоприятных со÷ета-
ний событий и уто÷нение вероятности их возник-
новения.

2.3. Занесение инфорìаöии в базу äанных и
корректировка ìоäеëи по резуëüтатаì ìоäеëиро-
вания.

2.4. Разработка рекоìенäаöий äëя экипажей,
äиспет÷еров и äруãоãо персонаëа на разëи÷ных
этапах функöионирования АТС.

3. ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎ-ËÎÃÈ×ÅÑÊÀß ÑÕÅÌÀ
ÏÐÈÍßÒÈß ÐÅØÅÍÈÉ Â ÀÒÑ ÄËß ÏÐÅÄÎÒÂÐÀÙÅÍÈß 

ÍÅÁËÀÃÎÏÐÈßÒÍÛÕ ÑÎ×ÅÒÀÍÈÉ ÑÎÁÛÒÈÉ

Преäëаãается инфорìаöионно-ëоãи÷еская схе-
ìа реøения заäа÷и преäотвращения небëаãопри-
ятных со÷етаний событий, рис. 1.
На рис. 1 приняты обозна÷ения: 1, 2 — пара-

ìетры, характеризуþщие проöесс функöиониро-
вания ВС и состояние экипажа соответственно;
3, 4 — параìетры АТС, опреäеëяеìые сëужбаìи
управëения возäуøныì äвижениеì (УВД) и поä-
ãотовки поëета соответственно; 5 — сбор инфор-
ìаöии о проöессе функöионирования АТС, пос-
тупаþщей от äат÷иков и устройств ëокаëüной ав-
тоìатики; 6 — записü инфорìаöии в базу äанных
(БД) и базу знаний (БЗ); 7 — оöенка ситуаöии при
зна÷итеëüноì откëонении параìетров проöесса
функöионирования АТС от заäанных зна÷ений;
8 — иäентификаöия текущих событий, вëияþщих
на безопасностü функöионирования АТС; 9 — оп-
реäеëение списка ìиниìаëüных се÷ений, вкëþ÷а-
þщих в себя события из поз. 8; 10 — опреäеëение
выпоëниìости критерия безопасности поëета (1);
11 — критерий безопасности поëета (1) наруøен?;
12 — сообщение о тоì, ÷то критерий безопасности
поëета (1) не наруøен; 13 — занесение инфорìа-
öии о неопасных со÷етаниях событий на сервер
сëужбы УВД; 14 — сообщение о тоì, ÷то критерий
(1) безопасности поëета наруøен; 15 — занесение
инфорìаöии об опасных со÷етаниях событий на
сервер сëужбы УВД; 16 — реøение заäа÷и преäот-
вращения небëаãоприятных со÷етаний событий;

A

D

1 k,

1 n,

A

A

1 k,

A

D

A
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17 — принятие и реаëизаöия реøений экипажеì
иëи äиспет÷ераìи по устранениþ небëаãоприят-
ных со÷етаний событий, которые ìоãут привести к
возникновениþ аварийных ситуаöий; 18 — зане-
сение инфорìаöии о ситуаöии и принятых ìерах
по ее ëиквиäаöии на сервер сëужбы УВД; 19 —
сбор инфорìаöии о текущеì состоянии поäсис-
теì АТС; 20 — занесение инфорìаöии в БД; 21 —
выбор контроëируеìоãо списка небëаãоприятных
со÷етаний событий; 22 — выäа÷а сообщения о воз-
никновении опасности небëаãоприятноãо со÷ета-
ния событий в проöессе функöионирования i-й
поäсистеìы АТС; 23 — выäа÷а рекоìенäаöии о
äействиях по устранениþ при÷ин вероятной кри-
ти÷еской ситуаöии; 24 — занесение инфорìаöии в
БД; 25 — запуск тренажерной систеìы; 26 — вызов
из БД äерева событий D*, приìеняеìоãо äëя обу-

÷ения экипажей и äиспет÷еров äействияì при
возникновении аварийных ситуаöий, вызванных
небëаãоприятныìи со÷етанияìи событий; 27 —
опреäеëение ìиниìаëüных се÷ений äерева D*, со-
ответствуþщих разëи÷ныì со÷етанияì событий;
28 — разработка аëãоритìов реøения заäа÷и пре-
äотвращения небëаãоприятных со÷етаний собы-
тий äëя разëи÷ных ìиниìаëüных се÷ений; 29 —
форìирование бëока тестовых заäаний; 30 — пос-
троение äиаãраììы, характеризуþщей вероятнос-
ти возникновения аварийных ситуаöий при раз-
ëи÷ных со÷етаниях событий; 31 — опреäеëение
пере÷ня äействий по устранениþ небëаãоприятно-
ãо со÷етания событий; 32 — опрос обу÷аеìоãо, ка-
кие небëаãоприятные ситуаöии, по еãо ìнениþ,
необхоäиìо у÷естü при принятии реøений (вы-
братü из списка); 33 — ранжирование возникøих

Рис. 1. Информационно-логическая схема принятия решений в АТС для предотвращения неблагоприятных сочетаний событий
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небëаãоприятных со÷етаний событий по степени
их опасности и оöенка вероятности их возникно-
вения; 34 — форìирование обу÷аеìыì списка ìе-
роприятий, необхоäиìых äëя ëикваöии при÷ин
возникøеãо небëаãоприятноãо со÷етания событий;
35 — сравнение списка äействий, построенноãо
обу÷аеìыì, с тестовыì спискоì; 36 — оöенка
степени ãотовности обу÷аеìоãо к принятиþ аäек-
ватных реøений при возникновении разëи÷ных
небëаãоприятных со÷етаний событий; 37 — тест
пройäен успеøно?; 38 — поощрение; 39 — занесе-
ние инфорìаöии в БД об успеøноì обу÷ении; 40 —
разбор оøибок; 41 — занесение в БД; 42 — запуск
проöеäуры сбора и анаëиза статисти÷еских äанных
о происøеäøих за ìесяö происøествий, вызван-
ных небëаãоприятныì со÷етаниеì событий; 43 —
опреäеëение повторяþщихся происøествий; 44 —
устранение при÷ин возникновения повторяþщих-
ся небëаãоприятных со÷етаний событий; 45 — ус-
пеøное?; 46 — выäа÷а рекоìенäаöии о преäотвра-
щении небëаãоприятноãо со÷етания событий; 47 —
занесение инфорìаöии в БД; 48 — выäа÷а реко-
ìенäаöий об изìенениях структуры АТС; 49 —
внесение изìенений в структуру АТС; 50 — накоп-
ëение инфорìаöии об управëяþщих возäействиях,
реаëизованных в те÷ение ãоäа; 51 — экспертная
оöенка разìера эконоìи÷ескоãо эффекта от реа-

ëизаöии управëяþщих возäействий; 52 — уровенü
ожиäаеìоãо эконоìи÷ескоãо эффекта от реøения
заäа÷и äостиãнут иëи превыøен?; 53 — анаëиз
при÷ин; 54 — коррекöия пëана äействий, направ-
ëенных на ìиниìизаöиþ ущерба от происøест-
вий, вызванных небëаãоприятныì со÷етаниеì
событий; 55 — утвержäение скорректированноãо
пëана äействий; 56 — занесение инфорìаöии в ба-
зу äанных.
На рис. 2 привеäена структура коìпëекса тех-

ни÷еских среäств управëения авиаöионной транс-
портной систеìой ПАО «Иë», в составе которой
осуществëяется внеäрение инфорìаöионно-уп-
равëяþщей систеìы (ИУС) на базе разработанно-
ãо ìатеìати÷ескоãо и инфорìаöионно-проãраì-
ìноãо обеспе÷ения.
Дëя реøения заäа÷и управëения АТС по крите-

риþ безопасности разработан коìпëекс ìатеìати-
÷еских ìоäеëей, вкëþ÷аþщий в себя совокупностü
äеревüев отказов, характеризуþщих при÷ины воз-
никновения и пути развития аварийных и катаст-
рофи÷еских ситуаöий, вызванных небëаãоприят-
ныìи со÷етанияìи событий.
Построение äеревüев отказов осуществëяется

ìетоäаìи äостраивания и привеäения, которые
приìеняþтся при разработке ВС [8]. Наприìер,
äëя АТС на основе перспективноãо äвухäвиãатеëü-

Рис. 2. Информационно-управляющая система для предотвращения неблагоприятных сочетаний событий в общей системе управления
воздушным движением: ТС — транспортные среäства; УВК — управëяþщий вы÷исëитеëüный коìпëекс; k — ÷исëо возäуøных суäов
в контуре систеìы техни÷ескоãо обсëуживания
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ноãо саìоëета фраãìент такоãо äерева отказов
иìеет виä, привеäенный на рис. 3.
На рис. 3 приняты обозна÷ения: 0 — аварийная

ситуаöия; 1 — функöионаëüные отказы (ФО); 2 —
со÷етания ФО возäуøноãо суäна; 3 — оøибки эки-
пажа и параìетры ожиäаеìых усëовий экспëуата-
öии, созäаþщие аварийнуþ ситуаöиþ при захоäе
ВС на посаäку; 4 — уìенüøение эффективности
проäоëüноãо иëи попере÷ноãо управëения на 1/2;
5 — ФО пиëотажноãо оборуäования; 6 — ФО воз-
äуøноãо суäна; 7 — оøибки экипажа и параìетры
внеøних усëовий; 8 — отказ оäноãо из äвиãатеëей
ВС; 9 — отказ второãо äвиãатеëя; 10 — заìетное
уìенüøение по крену; 11 — потеря инäикаöии
пиëотажных параìетров; 12 — ëожная инäикаöия
параìетров у пиëотируþщеãо ëет÷ика; 13 — отказ
автопиëота при захоäе; 14 — потеря эффектив-
ности руëя направëения (РН); 15 — потеря инäи-
каöии у второãо пиëота; 16 — ëожная у второãо
пиëота; 17 — оøибки экипажа; 18 — небëаãопри-
ятные усëовия; 19 — со÷етание нето÷ностей в пи-
ëотировании; 20 — отказы ãиäропитания; 21 — ФО
при управëении танãажоì; 22 — ФО при управëе-
нии креноì; 23 — сбои ãиäропитания; 24 — потеря
инäикаöии пространственноãо поëожения; 25 —
потеря инäикаöии скоростных параìетров; 26 —
ëожная инäикаöия поëожения; 27 — ëожная ин-
äикаöия оäноãо из высотно-скоростных параìет-
ров; 28 — ëожная инäикаöия стреëок; 29 — про-
паäание стреëок; 30 — отказы РН; 31 — отказы пи-
тания РН; 32 — отказ ìеханизìа РН; 33 — потеря
пространственноãо поëожения; 34 — потеря ско-
ростных параìетров; 35 — ëожная инäикаöия по-
ëожения; 36 — ëожная инäикаöия оäноãо из вы-
сотно-скоростных параìетров; 37 — боковой ветер
8 ì/с и боëее; 38 — потеря äавëения; 39 — разãер-
ìетизаöия; 40 — потеря äавëения в ãиäросистеìе;

41 — разãерìетизаöия ãиäросистеìы; 42 — обрыв
секöии руëя высоты; 43 — закëинивание бустера;
& — сиìвоë конъþнкöии; OR — сиìвоë äизъþн-
кöии.
Анаëиз äерева событий позвоëяет опреäеëитü

ìножество ìиниìаëüных се÷ений, испоëüзуеìых
äëя ìоäеëирования небëаãоприятных со÷етаний
событий. Дëя кажäоãо небëаãоприятноãо со÷ета-
ния строится ãраф событий, отражаþщий струк-
туру возникновения этоãо со÷етания. На основе
ãрафов событий строятся систеìы äифференöи-
аëüных уравнений в сëу÷ае экспоненöиаëüноãо
распреäеëения вреìени ìежäу событияìи, реøе-
ние которых позвоëяет опреäеëитü вероятности
реаëизаöии ìиниìаëüных се÷ений и опреäеëитü,
выпоëняется ëи критерий (1). Зна÷ения интенсив-

ностей (t), i = , выбираþтся такиì образоì,
÷тобы зна÷ения вероятности возникновения ава-
рии не превыøаëи äопустиìые зна÷ения.
В сëу÷аях, коãäа распреäеëение вреìени ìежäу

событияìи не экспоненöиаëüное, вероятности
аварий опреäеëяþтся путеì äостраивания теку-
щей ситуаöии äо схеì известных аварий и катаст-
роф в соответствии с техни÷еской äокуìентаöией
систеìы.
Дëя практи÷еской реаëизаöии ìатеìати÷ескоãо

обеспе÷ения разработан пакет проãраìì «Инфор-
ìаöионная систеìа äëя поääержки принятия ре-
øений при управëении АТС», испоëüзуеìый в
структурных поäразäеëениях ПАО «Иë» в ìоäеëи
наäежности и безопасности.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожен поäхоä к повыøениþ безопасности
авиаöионных транспортных систеì, основанный

μi
* 1 k,

Рис. 3. Фрагмент дерева событий D, описывающий возникновение аварийной ситуации для перспективного двухдвигательного самолета
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на анаëизе небëаãоприятных со÷етаний событий,
возникаþщих в проöессе функöионирования ави-
аöионно-транспортных систеì. Разработана фор-
ìаëüная постановка заäа÷и управëения авиаöи-
онныìи транспортныìи систеìаìи по критериþ
безопасности. Дëя реøения заäа÷и преäëаãается
приìенятü ìоäеëи и ìетоäы, позвоëяþщие, исхо-
äя из текущей совокупности небëаãоприятных со-
бытий, опреäеëятü вероятности возникновения
аварий и ìеры по их преäотвращениþ.
Разработаны принöипы построения и работы

инфорìаöионной систеìы поääержки принятия
реøения по преäотвращениþ небëаãоприятных
со÷етаний событий. Разработанное инфорìаöи-
онно-проãраììное обеспе÷ение внеäрено в состав
ìоäеëи наäежности и безопасности авиаöионно-
транспортных систеì в ПАО «Иë».
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