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УДК 519.85:656.7 DOI:https://doi.org/10.25728/pu.2018.4.1

ÌÅÒÎÄÛ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ Î×ÅÐÅÄÅÉ 
ÂÎÇÄÓØÍÛÕ ÑÓÄÎÂ ÍÀ ÏÎÑÀÄÊÓ1. 

×. 1. Ìåòîäû òî÷íîãî ðåøåíèÿ

Г.С. Вересников, Н.А. Егоров, Е.Л. Кулида, В.Г. Лебедев

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Систеìы пëанирования и реãуëирования пото-
ков возäуøноãо äвижения (ВД) преäназна÷ены
äëя обеспе÷ения безопасноãо, упоряäо÷енноãо и
ускоренноãо ВД, в тоì ÷исëе в районах аэропортов
и аэроузëов, уìенüøения изäержек авиакоìпаний
и пассажиров, уìенüøения неãативноãо вëияния
на окружаþщуþ среäу с у÷етоì неопреäеëенности
проãнозирования ВД.

Сëожностü пëанирования и реãуëирования по-
токов ВД в районе аэроäроìа и заãрузка äиспет÷е-
ров возрастаþт с увеëи÷ениеì интенсивности ВД.
При этоì паäает эффективностü управëения, воз-
растаþт заäержки возäуøных суäов (ВС), увеëи-
÷ивается расхоä топëива. Дëя преäотвращения по-
äобных ситуаöий разрабатываþтся спеöиаëüные
среäства поääержки работы äиспет÷ера при пëа-
нировании и реãуëировании потоков ВД, которые
выпоëняþт ÷астü функöий äиспет÷ера и позвоëя-
þт боëее эффективно испоëüзоватü пропускнуþ
способностü взëетно-посаäо÷ной поëосы (ВПП) и
возäуøноãо пространства. В Европе такие среäст-
ва поëу÷иëи название Arrival Manager (AMAN) и
Departure Manager (DMAN) — ìенеäжеры приëета
и выëета.

Систеìы AMAN и их анаëоãи приìеняþтся в
Европе и США боëее 25 ëет, постоянно обновëя-
ясü и соверøенствуясü. Совреìенные систеìы ак-
тивно внеäряþтся по всеìу ìиру, а проãраììы раз-
вития систеìы орãанизаöии ВД SESAR и NextGen
веäут обøирные проекты по äаëüнейøеìу их со-
верøенствованиþ.

В Российской Феäераöии естü нескоëüко раз-
работ÷иков систеì пëанирования и реãуëирования
прибываþщих потоков ВД, относитеëüно неäав-
но на÷авøих работы в äанноì направëении. Боëü-
øинство из оте÷ественных систеì AMAN нахоäят-
ся на этапе разработки и тестирования, их внеä-
рение пока тоëüко пëанируется. Оäнако в раìках
ìоäернизаöии Еäиной систеìы орãанизаöии ВД
Российской Феäераöии веäутся иссëеäования веäу-
щиìи нау÷но-иссëеäоватеëüскиìи институтаìи и
произвоäитеëяìи систеì автоìатизаöии управëе-
ния ВД, среäи которых ГосНИИ ãражäанской ави-
аöии и фиëиаë «Аэронавиãаöия» [1], ГосНИИАС
[2], Московский ãосуäарственный техни÷еский
университет ãражäанской авиаöии [3], Госуäарст-
венный университет ãражäанской авиаöии в Санкт-
Петербурãе [4], Московский авиаöионный инсти-
тут [5], Уëüяновское высøее авиаöионное у÷иëи-
ще [6, 7] и äр.

«Построение оптиìаëüных о÷ереäей на приëет
явëяется оäной из основных заäа÷ при пëанирова-
нии и реãуëировании потоков ВД в районе аэро-
äроìа и аэроузëа, äëя реøения которой требуется

Отìе÷ено, ÷то заäа÷а форìирования оптиìаëüных о÷ереäей возäуøных суäов на посаäку

оäна из основных заäа÷ при пëанировании и реãуëировании потоков возäуøноãо äви-

жения, äëя реøения которой требуется испоëüзование äостато÷но серüезноãо ìатеìати-

÷ескоãо аппарата. Преäставëен краткий обзор основных поäхоäов к постановке и реøе-

ниþ этой заäа÷и.

Ключевые слова: возäуøное äвижение, критерий оптиìизаöии, оптиìаëüная о÷ереäü на посаäку,
ëинейное проãраììирование, ìетоä ветвей и ãраниö.

1
 Работа выпоëнена при ÷асти÷ной финансовой поääержке

РФФИ (проект № 18-08-00822) и Проãраììы I.30 Презиäиуìа
РАН.

бзорыО
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испоëüзование äостато÷но серüезноãо ìатеìати-
÷ескоãо аппарата.

Саìое простое реøение такой заäа÷и, по сути,
не требуþщее ìатеìати÷еских вы÷исëений, — это
стратеãия «первый приøеë — первый обсëужиëся»
(first cоme — first served (FCFS)). При äанноì поä-
хоäе не требуþтся перестановки в естественной
о÷ереäи, и, казаëосü бы, посаäка в первуþ о÷ереäü
ранüøе прибывøих ВС äоëжна обеспе÷итü ìини-
ìаëüные заäержки. Но разные ëетно-техни÷еские
характеристики ВС, особенности структуры STAR
(Standard Terminal Arrival Route) и интенсивное
возäуøное äвижение äеëаþт такой поäхоä несо-
стоятеëüныì, в то вреìя как некоторые переста-
новки в естественной посëеäоватеëüности (напри-
ìер, перестановка ìеäëенноãо ВС за быстрыì)
ìоãут существенно уëу÷øитü резуëüтат. Поэтоìу
в боëüøинстве сëу÷аев при форìировании опти-
ìаëüной о÷ереäи на посаäку прихоäится отступатü
от стратеãии FCFS и какиì-ëибо образоì выби-
ратü новый поряäок в о÷ереäи, приìеняя при этоì
боëее сëожные аëãоритìы» [8].

Заäа÷а форìирования оптиìаëüной о÷ереäи на
посаäку (ФООП) стоит на повестке äня уже не-
скоëüко äесятиëетий, но äо сих пор не утратиëа
своей актуаëüности. Первые пубëикаöии, посвя-
щенные заäа÷е ФООП, появиëисü в 1970-х ãã. Оä-
нако сëожностü пробëеìы, новые требования к
орãанизаöии ВД, новые ìетоäы реøения оптиìи-
заöионных заäа÷ äеëаþт заäа÷у актуаëüной и в
настоящее вреìя, о ÷еì свиäетеëüствуþт ìноãо-
÷исëенные новые пубëикаöии на эту теìу. В сиëу
сëожности и важности ФООП все еще остается оä-
ной из основных пробëеì в иссëеäовании пробëеì
управëения потокаìи ВД [9].

В ëитературе рассìатривается боëüøое ÷исëо
разëи÷ных постановок заäа÷и ФООП [10]. Разëи-
÷аþтся стати÷еская заäа÷а [11], которая реøается
äëя фиксированноãо набора ВС, и äинаìи÷еская
заäа÷а [12] äëя переìенноãо набора ВС, коãäа
÷астü ВС появëяется в зоне реãуëирования, а äру-
ãая их ÷астü эту зону покиäает. Разëи÷аþтся пос-
тановки заäа÷и äëя посаäки на оäну иëи нескоëüко
ВПП. Рассìатриваþтся разëи÷ные критерии оп-
тиìизаöии, среäи которых ìожно выäеëитü äва
основных. Оäин из них приìеняется, коãäа пëот-
ностü возäуøноãо äвижения высока и необхоäи-
ìо эффективно испоëüзоватü пропускнуþ способ-
ностü ВПП. Друãой критерий приìеняется äëя
тоãо, ÷тобы все ВС призеìëиëисü как ìожно бëи-
же к своеìу оптиìаëüноìу вреìени посаäки. Он
обеспе÷ивает наибоëее эффективное и безопасное
ВД, уìенüøение изäержек авиакоìпаний и пасса-
жиров, уìенüøение неãативноãо вëияния на окру-
жаþщуþ среäу и ìожет приìенятüся при разуì-
ной пëотности трафика.

В ëитературе преäставëены то÷ные и прибëи-
женные ìетоäы реøения заäа÷и ФООП, Основ-
ные из них — это ìетоäы ëинейноãо проãраììи-
рования, ìетоä ветвей и ãраниö, эвристи÷еские и
ìетаэвристи÷еские ìетоäы.

То÷ные аëãоритìы основаны на анаëизе всех
возìожных перестановок ВС в о÷ереäи посаäок,
поэтоìу вреìя работы экспоненöиаëüно растет с
разìероì пробëеìы (÷исëоì ВС). Поэтоìу в то÷-
ных аëãоритìах реøения заäа÷и приìеняþтся раз-
ëи÷ные приеìы äëя сокращения перебора. Теì не
ìенее, не уäается поëу÷итü оптиìаëüное реøение
заäа÷ боëüøой разìерности в те÷ение приеìëеìо-
ãо вреìени. В ëитературе преäставëены приìеры
оптиìаëüных реøений заäа÷и ФООП не боëее ÷еì
äëя 50 ВС.

Дëя поëу÷ения прибëиженных реøений заäа-
÷и ФООП в ëитературе преäставëено боëüøое
÷исëо эвристи÷еских, ìетаэвристи÷еских, ãибриä-
ных и про÷их аëãоритìов, в тоì ÷исëе с привеäен-
ныìи вы÷исëитеëüныìи резуëüтатаìи äëя 500 ВС
и 5 ВПП, поëу÷енныìи за приеìëеìое вреìя.
Особенно успеøныìи äëя прибëиженноãо реøе-
ния заäа÷и ФООП оказаëисü ìеìети÷еские аëãо-
ритìы.

Обзор состоит из äвух ÷астей.

В первой ÷асти поäробно рассìатривается преä-
ставëенная в работе [11] кëасси÷еская постановка
стати÷еской заäа÷и ФООП на основе ëинейноãо
öеëо÷исëенноãо проãраììирования с буëевыìи
переìенныìи, которая ëежит в основе ìножества
äруãих работ. Привоäится обзор разëи÷ных ìоäи-
фикаöий этой постановки.

Привоäится краткий обзор в истори÷ескоì раз-
резе ìетоäов реøения заäа÷и ФООП, на÷иная с
саìых ранних работ. Затеì поäробно рассìатрива-
ется поäхоä к реøениþ поставëенной заäа÷и ëи-
нейноãо проãраììирования с поìощüþ ëинейной
реëаксаöии [11] и реøение заäа÷и на основе ìето-
äа ветвей и ãраниö, äопоëненноãо ìетоäоì, назы-
ваеìыì «ãенераöией стоëбöов» [13].

Вторая ÷астü обзора посвящена преäëаãаеìыì в
ìировой нау÷ной ëитературе перспективныì аëãо-
ритìаì оптиìизаöии äëя прибëиженноãо реøе-
ния заäа÷и построения оптиìаëüных о÷ереäей по-
саäок ВС на оäну иëи нескоëüко ВПП.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÇÀÄÀ×È 
ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ Î×ÅÐÅÄÈ 

ÂÎÇÄÓØÍÛÕ ÑÓÄÎÂ ÍÀ ÏÎÑÀÄÊÓ

В настоящее вреìя кëасси÷еской постановкой
äëя заäа÷и форìирования оптиìаëüной о÷ереäи на
посаäку, которая ëежит в основе ìножества äруãих
работ, с÷итается постановка, преäставëенная в ра-
боте [11]. В ее основе ëежит заäа÷а ëинейноãо öе-
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ëо÷исëенноãо проãраììирования с буëевыìи пе-
реìенныìи.

1.1. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Ввеäеì обозна÷ения: Р — ÷исëо ВС, ожиäаþщих
посаäки; Е

i
 — саìое раннее возìожное вреìя при-

бытия i-ãо ВС, i = 1, ..., Р; L
i
 — саìое позäнее воз-

ìожное вреìя прибытия i-ãо ВС, i = 1, ..., Р; T
i
 —

оптиìаëüное вреìя прибытия i-ãо ВС, i = 1, ..., Р.
На рис. 1 преäставëена функöия изìенения за-

трат С в зависиìости от вреìени посаäки ВС в
те÷ение вреìенноãо окна. Она неëинейная, оäна-
ко, она состоит из äвух ëинейных у÷астков, ÷то
позвоëяет сфорìуëироватü заäа÷у с ëинейной öе-
ëевой функöией. Даëее обозна÷иì: S

ij
 — ìини-

ìаëüный интерваë ìежäу посаäкой ВС j за ВС i,
j, i = 1, ..., Р; g

i
 — øтраф за еäиниöу вреìени при-

зеìëения i-ãо ВС, i = 1, ..., Р, äо вреìени T
i
; h

i
 —

øтраф за еäиниöу вреìени призеìëения i-ãо ВС,
i = 1, ..., Р, посëе вреìени T

i
.

Переìенные: x
i
 — вреìя призеìëения i-ãо ВС,

i = 1, ..., Р; α
i
 — на скоëüко i-е ВС, i = 1, ..., Р; при-

зеìëяется ранüøе вреìени T
i
; β

i
 — на скоëüко i-е

ВС, i = 1, ..., Р; призеìëяется позäнее вреìени T
i
;

δ
ij
 = 

1.2. Îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü 
ðåøåíèå çàäà÷è

1. Практи÷ески во всех работах на вреìя при-
зеìëения наëаãаþтся оãрани÷ения, обусëовëенные
ëетно-техни÷ескиìи характеристикаìи ВС и па-
раìетраìи зоны призеìëения: оãрани÷ения на
ускорения, коне÷ные разìеры зоны призеìëения,
оãрани÷ения по топëиву и äр. Все эти факторы
опреäеëяþт фиксированный интерваë äопусти-
ìоãо вреìени призеìëения: ВС с ноìероì i äоëж-
но призеìëятüся внутри вреìенноãо окна [E

i
, L

i
]:

E
i
 ≤ x

i
 ≤ L

i
, i = 1, ..., Р, [11, 14—18].

2. Либо ВС i призеìëяется ранüøе ВС j (δ
ij
 = 1),

ëибо ВС j призеìëяется ранüøе ВС i (δ
ji
 = 1):

δ
ij

+ δ
ji
 = 1, i, j = 1, ..., Р.

На основе инфорìаöии о вреìенных окнах все
пары (i, j), (i, j = 1, ..., P) ìожно разäеëитü на ìно-
жества: U — ìножество пар (i, j), äëя которых на
основе анаëиза вреìенных окон и оãрани÷ений за-
äержки ìежäу посëеäоватеëüныìи посаäкаìи ВС
(оãрани÷ения разäеëения) неëüзя установитü, ка-
кое ВС призеìëяется ранüøе; V — ìножество пар
(i, j), в которых ВС i äоëжно призеìëитüся ранüøе
ВС j, но при этоì оãрани÷ения разäеëения не вы-
поëняþтся автоìати÷ески; W — ìножество пар
(i, j), в которых ВС i äоëжно призеìëитüся ранüøе
ВС j, при этоì оãрани÷ения разäеëения автоìати-
÷ески выпоëняþтся: δ

ij
 = 1 ∀(i, j) ∈ W ∪ V.

3. Оäно из наибоëее распространенных оãрани-
÷ений в боëüøинстве заäа÷ ФООП состоит в ìи-
ниìаëüной äопустиìой из соображений безопас-
ности заäержке ìежäу посëеäоватеëüной посаäкой
äвух ВС [11, 14—16].

По äëитеëüности этой заäержки ВС разäеëяþт-
ся на ряä типов. Приìер станäартной ìиниìаëü-
ной äопустиìой заäержки ìежäу посëеäоватеëü-
ныìи призеìëенияìи ВС, привеäенный в работе
[14], преäставëен в табë. 1.

Эти оãрани÷ения разäеëения ìожно преäста-
витü в виäе:

x
j
 ≥ x

i
 + S

ij
 ∀(i, j) ∈ V,

x
j
 ≥ x

i
 + S

ij
δ
ij
 – (L

i
 – E

j
)δ

ji
 ∀(i, j) ∈ U.

Возìожны äва сëу÷ая:
— есëи δ

ij
 = 1, тоãäа из оãрани÷ения 2 сëеäует

δ
ji
 = 0, и оãрани÷ение приниìает виä: x

j
 ≥ x

i
 + S

ij

äëя всех пар ВС, в которых ВС i призеìëяется
ранüøе ВС j;

— есëи δ
ij
 = 0, тоãäа из оãрани÷ения 2 сëеäует

δ
ji
 = 1, и оãрани÷ение приниìает виä: x

j
 ≥ x

i
 +

+ (L
i
 – E

j
) иëи x

j
 – E

j
 ≥ x

i
 – L

i
, которое всеãäа вы-

поëняется, потоìу ÷то ëевая ÷астü боëüøе иëи рав-

Рис. 1. Изменение затрат внутри временного окна посадки воз-
душных судов

1 есëи ВС i призеìëяется ранüøе ВС j,

i j, 1 ... P,, ,=

0 в противноì сëу÷ае.⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

Таблица 1

Ìèíèìàëüíàÿ äîïóñòèìàÿ çàäåðæêà ìåæäó ïðèçåìëåíèÿìè, ñ

Тип сëеäуþщеãо 
призеìëяþщеãося ВС

1 2 3 4

Тип преäыäущеãо 
призеìëяþщеãося ВС

1 96 200 181 228
2 72 80 70 110
3 72 100 70 130
4 72 80 70 90

Примечание. 1 — Boeing 747, 2 — Boeing 727, 3 —
Boeing 707, 4 — McDonnelDouglasDC 9.
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на 0, а правая ÷астü ìенüøе иëи равна 0. Такиì об-
разоì, в этоì сëу÷ае оãрани÷ение эффективно äе-
активируется.

4. Оãрани÷ения äëя связи переìенных α
i
, β

i
, x

i
:

α
i
 ≥ T

i
 – x

i
,  i = 1, ..., P;

0 ≤ α
i
 ≤ T

i
 – E

i
,  i = 1, ..., P;

β
i
 ≥ x

i
 – T

i
,  i = 1, ..., P;

0 ≤ β
i
 ≤ L

i
 – T

i
,  i = 1, ..., P;

x
i
 = T

i
 – α

i
 + β

i
,  i = 1, ..., P.

Ввеäение äопоëнитеëüных оãрани÷ений в ìо-
äеëü позвоëяет у÷итыватü ряä практи÷ески важных
ìоìентов, наприìер, оãрани÷ения приоритета,
баëансировка рабо÷ей наãрузки на ВПП, оãрани-
÷ение на ÷исëо посаäок в те÷ение опреäеëенноãо
периоäа вреìени. Посëеäнее оãрани÷ение, при
÷исëе посаäок, равноì 0, позвоëяет обеспе÷итü
вреìенны ´е интерваëы, в те÷ение которых ВПП
неäоступна äëя посаäок.

Преäпоëожиì, наприìер, ÷то äоëжно бытü не
боëее Q посаäок за периоä вреìени.

Пустü G = [i |[t
1
, t

2
]∩[E

i
, L

i
] ≠ ∅, i = 1, ..., P], т. е.

G — это ìножество ВС, которые ìоãут призеìëитü-
ся в те÷ение периоäа вреìени [t

1
, t

2
]. Дëя простоты

преäпоëожиì, ÷то все вреìена öеëо÷исëенные.
Возäуøное суäно i äоëжно призеìëитüся в оäин
из трех вреìенных отрезков: [E

i
, max(E

i
, t1) – 1],

[max(E
i
, t

1
), min(L

i
, t

2
)], [min(L

i
, t

2
) + 1, L

i
]. Заìе-

тиì, ÷то некоторые из этих вреìенных отрезков
ìоãут не существоватü.

Пустü

γ
ij
 = 

Дëя несуществуþщих отрезков зна÷ение γ
ij
 ус-

танавëивается равныì нуëþ.
Посëе этоãо нужно äобавитü к ìоäеëи уравнение

γ
i2 = Q,

которое оãрани÷ивает ÷исëо посаäок за периоä
вреìени [t

1
, t

2
].

γ
i1
 + γ

i2
 + γ

i3
 = 1 ∀i ∈ G.

Это уравнение ãарантирует посаäку ВС i тоëüко
в оäин из трех вреìенных отрезков:

x
i
 ≤ [max(E

i
, t

1
) – 1]γ

i1
 + L

i
(1 – γ

i1
) ∀i ∈ G;

max(E
i
, t1)γi2 ≤ x

i
 ≤ min(L

i
, t2)γi2 + L

i
(1 – γ

i2) 

∀i ∈ G;

x
i
 ≤ [min(L

i
, t

2
) + 1]γ

i3
 ∀i ∈ G.

Посëеäние три уравнения соотносят вреìя по-
саäки ВС i с соответствуþщиì вреìенныì от-
резкоì.

Отìе÷ается, ÷то эти оãрани÷ения ìожно при-
ìенитü к ëþбоìу поäìножеству ВС (наприìер,
ìожно оãрани÷итü ÷исëо саìоëетов от опреäеëен-
ной авиакоìпании, которые призеìëяþтся в оп-
реäеëенный периоä вреìени).

Усëовие γ
i2
 = 0 ãарантирует отсутствие по-

саäок в периоä вреìени [t1, t2], и поэтоìу приве-

äенные оãрани÷ения позвоëяþт реаëизоватü закры-
тие ВПП в указанный периоä вреìени [19].

На вреìена посаäки ìоãут наëаãатüся и äруãие
оãрани÷ения, наприìер, неäопустиìостü опереже-
ния ВС пëановоãо вреìени призеìëения. Поäоб-
ные оãрани÷ения рассìатриваþтся, в ÷астности, в
работах [9, 20—23].

В ряäе работ äеëается попытка у÷ета тоãо, ÷то
ВС иäут с нескоëüких разëи÷ных ìарøрутов и про-
исхоäит их сëияние в некоторый еäиный ìарøрут.
При этоì поряäок призеìëения ВС из оäноãо ìар-
øрута äоëжен совпаäатü с исхоäныì поряäкоì ВС
в этоì ìарøруте. Посëеäуþщие ВС ìарøрута не
äопускаþтся к посаäке äо впереäи иäущих ВС.
Сторонники поäобноãо поäхоäа обосновываþт еãо
вопросаìи поëетной безопасности, а также при-
нöипаìи справеäëивости [24].

1.3. Ïîñòàíîâêà ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è 
ôîðìèðîâàíèÿ îïòèìàëüíîé î÷åðåäè 

âîçäóøíûõ ñóäîâ íà ïîñàäêó
íà íåñêîëüêî âçëåòíî-ïîñàäî÷íûõ ïîëîñ

В боëüøинстве оживëенных ìежäунароäных
аэропортов нескоëüко ВПП. Постановка заäа÷и
форìирования оптиìаëüной о÷ереäи на посаäку
ìожет бытü расøирена äëя нескоëüких ВПП вве-
äениеì äопоëнитеëüных переìенных и оãрани÷е-
ний. Рассìотриì их.

Чисëо ВПП равно R,

z
ij
 = 

y
jr
 = 

y
ir
 = 1,  i = 1, ..., P.

Это уравнение озна÷ает, ÷то кажäое ВС при-
зеìëяется то÷но на оäну ВПП.

z
ij
 = z

ji
,  i, j = 1, ..., P;  j > i.

1 есëи ВС i призеìëяется во вреìя ,

вреìенноãо отрезка j;

0 в противноì сëу÷ае.⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

i G∈
∑

i G∈
∑

1 есëи ВС i и ВС j призеìëяþтся,

на оäну ВПП,

0 в противноì сëу÷ае, i j, 1 ... P, i j,≠, ,=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

1 есëи ВС j призеìëяется на ВПП r,,

0 в противноì сëу÷ае,

j 1 ... P,  r, , 1 ... R,, ,= =⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

r 1=

R

∑
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Это сиììетри÷ное оãрани÷ение (есëи ВС i и
ВС j призеìëяþтся на оäну ВПП, то это верно и
äëя ВС j и ВС i). Даëее

z
ij
 ≥ y

ir
 + y

jr
 – 1,  i, j = 1, ..., P;  j > i;

r = 1, ..., R.

Посëеäнее уравнение ãарантирует, ÷то, есëи
ВС i и ВС j призеìëяþтся на ВПП r, то z

ij
 = 1. Есëи

z
ij
 = 0, то уравнение ãарантирует, ÷то ВС i и ВС j

не ìоãут призеìëитüся на оäну ВПП.
Кроìе тоãо, äоëжны собëþäатüся оãрани÷ения,

о которых ãовориëосü в п. 1.2. В некоторых аэро-
портах ВПП ìоãут распоëаãатüся такиì образоì,
÷то необхоäиìы äопоëнитеëüные оãрани÷ения раз-
äеëения ìежäу ВС, призеìëяþщиìися на разные
ВПП. В этоì сëу÷ае ввоäятся äопоëнитеëüные
переìенные s

ij
 — ìиниìаëüный интерваë ìежäу

посаäкой ВС j за ВС i на разные ВПП, 0 ≤ s
ij
 ≤ S

ij
,

i, j = 1, ..., P; i ≠ j. Оãрани÷ения разäеëения в этоì
сëу÷ае ìожно преäставитü в виäе:

x
j
 ≥ x

i
 + S

ij
z
ij
 + s

ij
(1 – z

ij
) ∀(i, j) ∈ V,

x
j
 ≥ x

i
 + S

ij
δ
ij
 + s

ij
(1 – z

ij
) – (L

i
 + S

ij
 – E

j
)δ

ji

∀(i, j) ∈ U.

1.4. Êðèòåðèè îïòèìèçàöèè

В настоящее вреìя веäутся ìноãо÷исëенные
иссëеäования заäа÷ ФООП äëя разëи÷ных öеëей
оптиìизаöии. В ÷астности, ìоäеëи ФООП ìоãут
разрабатыватüся с öеëüþ ëибо ìиниìизаöии об-
щей заäержки в возäухе (общеãо вреìени заäерж-
ки всех прибываþщих ВС) [20, 22], ëибо äопоëни-
теëüных затрат (изäержек, вызванных ранней иëи
позäней посаäкой) [11, 14, 15], ëибо вреìени об-
работки проöесса призеìëения (вреìени, необхо-
äиìоãо äëя всех посаäок) [20, 21] и äр.

В работе [14] провеäен анаëиз некоторых наи-
боëее распространенных öеëевых функöий, ис-
поëüзуеìых в разëи÷ных ìоäеëях ФООП. Среäи
них отìетиì:

min [max(x
i
 – T

i
, 0)]

— ìиниìуì суììарной заäержки всех ВС в усëо-
виях запрета опережения пëановоãо вреìени при-
зеìëения, ãäе x

i
 и T

i
 — факти÷еское и пëановое

вреìена призеìëения i-ãо ВС соответственно.
Боëüøинство иссëеäоватеëей поëаãаþт, оäнако,

÷то усëовие запрета опережения пëановоãо вреìе-
ни призеìëения явëяется искусственныì требова-
ниеì, и рассìатриваþт в сиëу этоãо боëее общуþ
функöиþ ìиниìизаöии суììарных затрат всех ВС.

В работе [11] привоäятся äва основных крите-
рия оптиìизаöии. Первый из них сëужит äëя ìи-

ниìизаöии стоиìости откëонения от öеëевоãо
вреìени посаäки:

min (g
i
α

i
 + h

i
β

i
),

т. е. ìиниìуì суììарных затрат всех ВС, вызван-
ных откëоненияìи факти÷ескоãо вреìени посаäки
от пëановоãо, ãäе g

i
 и h

i
 — øтрафы i-ãо ВС за опе-

режение и заäержку факти÷ескоãо вреìени при-
зеìëения относитеëüно пëановоãо. Этот критерий
обеспе÷ивает наибоëее эффективное и безопасное
ВД, уìенüøение изäержек авиакоìпаний и пасса-
жиров, уìенüøение неãативноãо вëияния на окру-
жаþщуþ среäу и ìожет приìенятüся при разуì-
ной пëотности трафика.

Второй критерий оптиìизаöии преäназна÷ен
äëя ìаксиìизаöии пропускной способности ВПП.
Такая öеëü возникает при высокой пëотности ВД
и необхоäиìости эффективноãо испоëüзования
пропускной способности ВПП.

Дëя äостижения этой öеëи рассìатривается öе-
ëевая функöия

min max[x
i
|i = 1, ..., P],

т. е. посëеäнее ВС äоëжно призеìëитüся как ìож-
но быстрее. Эта öеëевая функöия ëеãко ëинеари-
зуется ввеäениеì äопоëнитеëüных переìенных.

Рассìатриваþтся и некоторые äруãие виäы öе-
ëевых функöий:

min(max[x
1
, ..., x

P
] – min[x

1
, ..., x

P
])

— ìиниìуì вреìени призеìëения всей ãруппы ВС
и äр.

2. ÌÅÒÎÄÛ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ Î×ÅÐÅÄÅÉ 
ÏÎÑÀÄÎÊ ÂÎÇÄÓØÍÛÕ ÑÓÄÎÂ ÍÀ ÎÄÍÓ 

ÈËÈ ÍÅÑÊÎËÜÊÎ ÂÇËÅÒÍÎ-ÏÎÑÀÄÎ×ÍÛÕ ÏÎËÎÑ

Привеäеì краткий обзор в истори÷ескоì разре-
зе иссëеäования заäа÷и ФООП, на÷иная с ранних
работ [25], в которых иссëеäована сиëüно упрощен-
ная версия заäа÷и ФООП. В этих работах преäпо-
ëаãаëосü отсутствие заäержек ìежäу посëеäова-
теëüныìи призеìëенияìи ВС.

В работе [26] преäставëена äискретно-событий-
ная иìитаöионная ìоäеëü äëя оöенки разëи÷ных
стратеãий упоряäо÷ения ВС. Привеäены вы÷ис-
ëитеëüные резуëüтаты по ряäу ìоäеëируеìых сöе-
нариев.

В работах [27, 28] обсужäаþтся стати÷еская и
äинаìи÷еская заäа÷и посаäки ВС и преäставëен
эвристи÷еский аëãоритì ФООП на оäну ВПП, ос-
нованный на технике, называеìой скоорäиниро-
ванныì сäвиãоì позиöии. Он вкëþ÷ает в себя по-
иск äëя небоëüøоãо набора ВС наиëу÷øих воз-
ìожных позиöий äëя них в о÷ереäи посаäки с

i 1=

P

∑

i 1=

P

∑
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оãрани÷ениеì сäвиãа, так ÷то ВС не ìожет бытü
переìещено боëüøе, ÷еì на заäанное ÷исëо по-
зиöий от поëожения, которое оно иìеëо бы при
посаäке на основе FCFS [29]. Преäставëены вы-
÷исëитеëüные резуëüтаты äëя трех ìоäеëируеìых
сöенариев с у÷астиеì 500 ВС. Оãрани÷ение разäе-
ëения распространяется тоëüко на посëеäоватеëü-
ные посаäки ВС. Друãиìи сëоваìи, есëи ВС i, j и k
призеìëяþтся оäин за äруãиì так, ÷то ВС i при-
зеìëяется переä ВС j, который призеìëяется переä
ВС k, то неравенства

x
j
 ≥ x

i
 + S

ij
 и x

k
 ≥ x

j
 + S

jk

ãарантированно выпоëняþтся, но ìожет бытü, ÷то
x
k
 < x

i
 + S

ik
.

Такая ситуаöия называется посëеäоватеëüныì
разäеëениеì. Друãой сëу÷ай — коãäа разäеëение
ãарантируется ìежäу всеìи параìи ВС (такая си-
туаöия называется поëныì разäеëениеì). Отìе-
тиì, ÷то, есëи неравенство треуãоëüника выпоë-
няется:

S
ik
 ≤ S

ij
 + S

jk
 (∀i, ∀k ≠ i, ∀j ≠ i, k),

то посëеäоватеëüное разäеëение äостато÷но äëя
обеспе÷ения поëноãо разäеëения.

Приìеняется также оãрани÷ение сäвиãа в ста-
ти÷еской заäа÷е ФООП на оäну ВПП [25]. Рас-
сìотрена заäа÷а посаäки ãруппы оäинаковых ВС.
Вы÷исëитеëüные резуëüтаты преäставëены äëя трех
ãрупп ВС (всеãо 15 ВС). В äаëüнейøеì рассìат-
риваëисü постановки, ãäе все ВС (потенöиаëüно)
разные.

Аëãоритì поиска по äереву в ãëубину, основан-
ный на пере÷исëении всех возìожных посëеäова-
теëüностей ВС преäставëен в работе [30]. Ветви
äерева отбрасываþтся, коãäа стоиìостü ÷асти÷но
построенной посëеäоватеëüности превыøает из-
вестное возìожное реøение. По вы÷исëитеëüныì
при÷инаì преäëожено приìенятü переборный аë-
ãоритì в эвристи÷ескоì варианте со скоëüзящиì
окноì. Посëеäоватеëüностü ВС упоряäо÷ивается,
поäпосëеäоватеëüностü ВС äëины F (äëина скоëü-
зящеãо окна) разìораживается, и äëя нее реøа-
ется поäзаäа÷а, посëе этоãо первое ВС из поäпос-
ëеäоватеëüности заìораживается, затеì проöеäура
повторяется.

В работе [31] преäставëена öеëо÷исëенная пос-
тановка с буëевыìи переìенныìи заäа÷и ФООП
на оäну ВПП и эвристика на основе ãенети÷ескоãо
аëãоритìа. Привеäены вы÷исëитеëüные резуëüта-
ты по ряäу заäа÷, вкëþ÷аþщих äо 20 ВС.

В работе [32] на основе теории ìассовоãо об-
сëуживания рассìотрена заäа÷а назна÷ения при-
оритетов äëя ВС, ожиäаþщих захоäа на посаäку.

Спеöиаëизированный сиìпëекс-аëãоритì, ко-
торый с высокой вы÷исëитеëüной произвоäитеëü-

ностüþ оöенивает вреìя посаäки, основываясü на
некоторой ÷асти÷ной инфорìаöии, преäставëен в
работе [33]. Испоëüзуется преäваритеëüная обра-
ботка, преäусìатриваþщая сжатие вреìенных окон
и ÷асти÷ное упоряäо÷ение на основе äанных заäа-
÷и иëи верхней ãраниöы реøения. Аëãоритì тес-
тироваëся на äанных из OR-бибëиотеки [34], вкëþ-
÷аþщих äо 50 ВС и 4 ВПП.

В äаëüнейøих иссëеäованиях у÷итываëасü ок-
ружаþщая обстановка и äопускаëосü опреäеëенное
оãрани÷енное изìенение позиöии призеìëения в
изна÷аëüной посëеäоватеëüности ВС. Преäëаãаëся
аëãоритì оптиìизаöии посëеäоватеëüности при-
зеìëения ВС, основанный на ìетоäах äинаìи÷ес-
коãо проãраììирования.

Заäа÷а ФООП также рассìатриваëасü как заäа-
÷а каëенäарноãо пëанирования работ в öеху. Дëя
ее реøения быëи преäприняты зна÷итеëüные уси-
ëия по приìенениþ ìатеìати÷ескоãо проãраììи-
рования [18, 35—37]. В статüе [38] преäставëен
поäхоä со скоëüзящиì ãоризонтоì, который раз-
бивает посëеäоватеëüностü ВС на ÷асти и реøает
заäа÷у ФООП отäеëüно äëя кажäой из этих ÷астей.
Преäëожены способы разбиения заäанной посëе-
äоватеëüности ВС и иссëеäовано их вëияние на ка-
÷ество реøения.

В резуëüтате анаëиза существуþщих ìетоäов к
наибоëее ãибкиì к постановке заäа÷и и критерияì
оптиìизаöии и äаþщиì хороøие резуëüтаты сëе-
äует отнести ìетоä ветвей и ãраниö, в котороì äëя
вы÷исëения оöенок приìеняется ìетоä ëинейноãо
проãраììирования [11, 13]. Метоä ветвей и ãраниö
со÷етает в себе преиìущества поëноãо перебора,
при этоì, на основе разëи÷ных техник сокраще-
ния перебора, позвоëяет отбрасыватü боëüøие вет-
ви вы÷исëений. Даëее этот поäхоä рассìатривает-
ся боëее поäробно.

2.1. Ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ çàäà÷è

Преäставëенная выøе постановка показывает,
÷то öеëо÷исëенное проãраììирование с буëевы-
ìи переìенныìи äостато÷но ãибко äëя тоãо, ÷то-
бы у÷естü боëüøое ÷исëо оãрани÷ений, наприìер,
äопустиìое окно вреìени посаäки и ìиниìаëüное
äопустиìое вреìя ìежäу посëеäоватеëüныìи при-
зеìëенияìи. Дëя ÷исëенноãо реøения в работе
[11] преäëаãается ëинейная реëаксаöия постанов-
ки заäа÷и путеì заìены буëевых переìенных не-
прерывныìи переìенныìи, т. е. вìесто буëевых
переìенных, приниìаþщих зна÷ения 0 и 1, рас-
сìатриваþтся непрерывные переìенные в äиапа-
зоне [0, 1]. Пробëеìа в тоì, ÷то в этоì сëу÷ае ре-
øение также ìожет оказатüся неöеëо÷исëенныì.
Дëя уëу÷øения реøения в непрерывноì прост-
ранстве ввоäятся äопоëнитеëüные оãрани÷ения,
которые в öеëо÷исëенноì сëу÷ае избыто÷ны.
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2.1.1. Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ

� δ
ij
 ≥ (x

j
 – x

i
)/(L

j
 – E

i
)

Есëи (x
j
 – x

i
) > 0, то ВС j призеìëяется посëе

ВС i и, сëеäоватеëüно, необхоäиìо обеспе÷итü
усëовие δ

ij
 = 1. В привеäенноì оãрани÷ении ÷ëен

(L
j
 – E

i
) явëяется коэффиöиентоì ìасøтабирова-

ния и преäставëяет ìаксиìаëüное зна÷ение, кото-
рое ìожет принятü разностü (x

j
 – x

i
).

� Рассìотриì переìенные δ
ij
. Первое ВС призеì-

ëяется переä (Р – 1) äруãиìи ВС, второе ВС
призеìëяется переä (Р – 2) äруãиìи ВС и т. ä.
Такиì образоì, суììа всех переìенных δ

ij
 äоëж-

на бытü равна (Р – 1) + (Р – 2) + ... + 1, т. е.
P(Р – 1)/2.
Сëеäоватеëüно,

δ
ij
 = P(Р – 1)/2.

� Преäпоëожиì, ВС j призеìëяется посëе ВС i, и
T

i
 < T

j
. Тоãäа проìежуток ìежäу öеëевыìи вре-

ìенаìи посаäки (T
j
 – T

i
) ìожет бытü закрыт

суììой откëонений от оптиìаëüноãо вреìени
посаäки (β

i
 + α

j
) (рис. 2). Сëеäоватеëüно, ìы

иìееì, ÷то

δ
ij
 ≥ 1 – 

поскоëüку, есëи (β
i
 + α

j
) неäостато÷но äëя пере-

крытия проìежутка, то ВС i äоëжно призеìëитüся
ранüøе ВС j.
� Преäпоëожиì, ÷то естü äва ВС, таких ÷то T

i
 < T

j

и (T
j
 – T

i
) < S

ij
, т. е. ВС i преäпо÷титеëüнее при-

зеìëитüся переä ВС j, но их оптиìаëüные вре-
ìена прибытия не уäовëетворяþт оãрани÷ениþ
разäеëения.
Как виäно из рис. 2, есëи ВС i призеìëяется пе-

реä ВС j (δ
ij
 = 1) на оäну ВПП, то откëонение

äоëжно бытü не ìенüøе, ÷еì S
ij
 – (T

j
 – T

i
), а есëи

ВС j призеìëяется переä ВС i (δ
ij
 = 1), то откëоне-

ние äоëжно бытü не ìенüøе, ÷еì (T
j
 – T

i
) + S

ji
.

Сëеäоватеëüно,

(α
i
 + β

i
) + (α

j
 + β

j
) ≥ [S

ij
 – (T

j
 – T

i
)]δ

ij
 +

+ [(T
j
 – T

i
) + S

ji
]δ

ji
 – max{[S

ij
 – (T

j
 – T

i
)], 

[(T
j
 – T

i
) + S

ji
]}(1 – z

ij
) ∀(i, j) ∈ U,

есëи T
i
 < T

j
 & (T

j
 – T

i
) < S

ij
.

Сëаãаеìое, соäержащее (1 – z
ij
), становится не-

активныì, есëи ВС i и ВС j призеìëяþтся на оäну
ВПП и z

ij
 = 1, т. е. äëя сëу÷ая с оäной ВПП это сëа-

ãаеìое ìожно иãнорироватü.

Анаëоãи÷ное оãрани÷ение ìожет бытü поëу÷е-
но äëя ВС i и ВС j, есëи T

i
 < T

j
 и (T

j
 – T

i
) < s

ij
.

2.2. Ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è

Дëя реøения заäа÷и преäëожен эвристи÷еский
аëãоритì [11], основанный на нескоëüких переза-
пусках по ìере уëу÷øения найäенноãо реøения.
Он закëþ÷ается в сëеäуþщеì.

Шаг 1. Приìенитü эвристику äëя созäания
верхней ãраниöы Z

UB
.

Шаг 2. Воспоëüзоватüся зна÷ениеì Z
UB

 äëя

сжатия вреìенных окон.
Шаг 3. Реøитü поëу÷ивøуþся ëинейнуþ ре-

ëаксаöиþ заäа÷и:
— есëи буäет найäено уëу÷øенное возìожное

реøение в те÷ение P секунä, то прекратитü еãо по-
иск, обновитü зна÷ение Z

UB
 и перейти к øаãу 2;

— в противноì сëу÷ае проäоëжитü поиск реøе-
ния äо заверøения.

Реøение ìожет перезапускатüся нескоëüко раз,
кажäый раз с уëу÷øенныì возìожныì реøениеì.

Дëя реøения сìеøанной öеëо÷исëенно-бинар-
ной заäа÷и с поìощüþ ëинейной реëаксаöии ав-
торы [11] воспоëüзоваëисü проãраììныì пакетоì
CPLEX.

2.2.1. Ïîèñê âåðõíåé ãðàíèöû

Есëи найäена верхняя ãраниöа Z
UB

 оптиìаëüно-

ãо реøения заäа÷и (зна÷ение öеëевой функöии äëя
некотороãо известноãо äопустиìоãо реøения), то
ìожно сжатü вреìенные окна äëя кажäоãо ВС.
Кроìе тоãо, как буäет описано ниже, верхней ãра-
ниöей Z

UB
 ìожно воспоëüзоватüся äëя сокращения

перебора в ìетоäе ветвей и ãраниö.
Дëя нахожäения верхней ãраниöы реøения за-

äа÷и приìеняется сëеäуþщая эвристика.

i 1=

P

∑
j 1= j i≠,

P

∑

βi αj+

Tj Ti–

----------------

Рис. 2. Пример двух перекрывающихся временных окон посадки
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Шаг 1. Пустü A
r
 (r = 1, ..., R) — упоряäо÷енное

ìножество ВС, призеìëяþщихся на ВПП r, ãäе
первона÷аëüно A

r
 = ∅ ∀r.

Шаг 2. Рассìотриì ВС в поряäке возрастания
öеëевоãо вреìени T

j
, и äëя кажäоãо такоãо ВС j:

— вы÷исëиì äëя кажäой ВПП r зна÷ение

B
r
 = max[T

j
, max[x

k
 + S

kj
|∀k ∈ A

r
], 

max[x
k
 + s

kj
|u = 1, ..., R u ≠ r ∀k ∈ A

u
]];

это выражение äает наиëу÷øее (наиìенüøее) вреìя
B

r
, в которое ВС j ìожет призеìëитüся на ВПП r,

у÷итывая боëее ранние посаäки на эту ВПП и бо-
ëее ранние посаäки на все äруãие ВПП;

— пустü γ — ВПП, äëя которой соответствуþ-
щее зна÷ение B

γ
 = min[B

r
 | r = 1, ..., R]; äобавиì j

в ìножество A
γ
 и поëожиì x

j
 = B

γ
.

Шаг 3. Оäна из особенностей øаãов 1 и 2 закëþ-
÷ается в тоì, ÷то ВС никоãäа не призеìëяется äо
öеëевоãо вреìени, всеãäа вовреìя иëи посëе неãо.

Чтобы уëу÷øитü поëу÷енное реøение, на äан-
ноì øаãе перес÷итываþтся вреìена посаäок с по-
ìощüþ реøения заäа÷и ëинейноãо проãраììиро-
вания. Это ìожет бытü сäеëано потоìу, ÷то на
øаãах 1 и 2 сäеëан выбор всех öеëо÷исëенных пе-
реìенных заäа÷и ëинейноãо проãраììирования —
опреäеëены ноìера ВПП äëя кажäоãо ВС и поря-
äок посаäок ВС на кажäуþ ВПП.

2.2.2. Ñæàòèå âðåìåííûõ îêîí

Есëи известна ëþбая верхняя ãраниöа оптиìаëü-
ноãо реøения Z

UB
, то исхоäные вреìенные окна

ìожно сжатü. Поясниì это äëя сëу÷ая öеëевой
функöии виäа:

min (g
i
α

i
 + h

i
β

i
).

Дëя ВС i ìожно осëабитü оãрани÷ение E
i
 (сì.

п. 1.1), воспоëüзовавøисü форìуëой

E
i
 = max ,  i = 1, ..., P.

Это ìожно сäеëатü на основе преäпоëожения,
÷то коãäа все остаëüные ВС вносят нуëевой вкëаä
в öеëевуþ функöиþ, то есëи ВС i откëонится от
öеëевоãо вреìени сиëüнее, то ìы поëу÷иì реøе-
ние хуже, ÷еì Z

UB
.

Анаëоãи÷но ìожно осëабитü оãрани÷ение L
i
:

L
i
 = min ,  i = 1, ..., P.

2.3. Ìîäåëü ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ äëÿ çàäà÷è 
ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé î÷åðåäè íà ïîñàäêó

Автор работы [13] с÷итает, ÷то рассìотренная
ëинейная реëаксаöия [11] обеспе÷ивает пëохуþ
оöенку оптиìаëüноãо зна÷ения äëя исхоäной сìе-
øанной öеëо÷исëенной ìоäеëи äëя заäа÷и ФООП
на нескоëüко ВПП. Дëя протестированных приìе-
ров наихуäøее реøение составиëо окоëо 77 % от
оптиìаëüноãо. Дëя уëу÷øения ìоäеëи [11] преä-
ëаãается перефорìуëироватü заäа÷у как заäа÷у ãе-
нераöии стоëбöов [13].

Обозна÷ения: Р — ÷исëо ВС; S — ìножество
äопустиìых посëеäоватеëüностей посаäки, преä-
поëаãается, ÷то ВС из оäной посëеäоватеëüности
призеìëяþтся на оäну ВПП;

c
s
 = (g

i
α

i
 + h

i
β

i
),

c
s
 — стоиìостü посëеäоватеëüности.

Буäеì называтü стоëбöоì такой вектор a
s —

вектор разìерности Р, в котороì

 = 

Резуëüтируþщая ìоäеëü заäа÷и ãенераöии
стоëбöов:

ìиниìизируется öеëевая функöия, равная суì-
ìарной стоиìости äëя всех посëеäоватеëüностей
из S:

min c
s
z
s
,

ãäе z
s
 = 

Оãрани÷ения: кажäое ВС призеìëяется строãо
на оäну ВПП:

z
s
 = 1 ∀i ∈ P (1)

преäеë ÷исëенности ВПП

z
s
 = R. (2)

Поясниì постановку заäа÷и на приìере, преä-
ставëенноì в табë. 2, äëя трех ВС, которые при-
зеìëяþтся на äве ВПП. Вреìя разäеëения (ìини-
ìаëüный безопасный интерваë) ìежäу ëþбыìи
äвуìя ВС преäпоëаãается равныì 10 [13].

i 1=

P

∑

Ei Ti

ZUB

gi

----------–,

Li Ti

ZUB

hi

----------–,

i 1=

P

∑ ai

s
ai

s

ai

s
1 есëи ВС i принаäëежит,

посëеäоватеëüности s, s S,∈

0 в противноì сëу÷ае.⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

s S∈
∑

1 есëи посëеäоватеëüностü s,

вкëþ÷ается в реøение,

0 в противноì сëу÷ае.⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

s S∈
∑ ai

s

s S∈
∑
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Допустиìые посëеäоватеëüности äоëжны уäов-
ëетворятü заäанныì вреìенныì окнаì и оãрани-
÷енияì разäеëения. Наприìер, посëеäоватеëü-
ностü {2 → 1} не явëяется äопустиìой, поскоëüку
88 + 10 > 95 (E

2
 + S

21
 > L

1
), это озна÷ает, ÷то второе

ВС не ìожет призеìëитüся переä первыì ВС на
оäну ВПП, и поэтоìу посëеäоватеëüностü {2 → 1}
не вкëþ÷ена во ìножество äопустиìых посëеäо-
ватеëüностей посаäки S.

В табë. 3 преäставëены äопустиìые посëеäова-
теëüности äëя приìера, соответствуþщие вреìена
призеìëения и соответствуþщие стоиìости.

Даëее рассìатривается заäа÷а ìиниìизаöии
стоиìости и нахожäения оптиìаëüных вреìен по-
саäок äëя äопустиìой посëеäоватеëüности из S.
Она ìожет рассìатриватüся как заäа÷а ФООП äëя
оäной ВПП. Обозна÷иì P

S
 ìножество ВС посëеäо-

ватеëüности S, а U
S
 — ìножество упоряäо÷енных

пар посëеäоватеëüности ìножества S. Наприìер,
äëя посëеäоватеëüности 10 (сì. табë. 3): {1 → 2 → 3}
Р10 = {1, 2, 3} и U10 = {(1, 3), (1, 2), (3, 2)}.

Форìуëировка заäа÷и: найти

min (g
i
α

i
 + h

i
β

i
)

при оãрани÷ениях:

E
i
 ≤ x

i
 ≤ L

i
 ∀i ∈ P

S
;

x
j
 ≥ x

i
 + S

ij
 ∀(i, j) ∈ U

S
;

α
i
 ≥ T

i
 – x

i
 ∀i ∈ P

S
;

0 ≤ α
i
 ≤ T

i
 – E

i
 ∀i ∈ P

S
;

β
i
 ≥ x

i
 – T

i
 ∀i ∈ P

S
;

0 ≤ β
i
 ≤ L

i
 – T

i
 ∀i ∈ P

S
;

x
i
, α

i
, β

i
 ≥ 0 ∀i ∈ P

S
.

Это ëинейная заäа÷а, она позвоëяет нахоäитü
оптиìаëüное реøение äëя ëþбой заäанной посëе-
äоватеëüности посаäки.

Стоëбеö в постановке не соäержит инфорìаöии
о поряäке посаäок. Наприìер, äëя стоëбöа [1, 1, 1]
существуþт äве äопустиìые посëеäоватеëüности
посаäок: посëеäоватеëüностü 9: {1 → 2 → 3} со сто-
иìостüþ 11 и посëеäоватеëüностü 10: {1 → 3 → 2} со
стоиìостüþ 34 (сì. табë. 3). Поскоëüку нужно ìи-
ниìизироватü общуþ стоиìостü, то äëя стоëбöа
[1, 1, 1] коэффиöиент в öеëевой функöии равен
ìиниìаëüной стоиìости из всех стоиìостей, со-
ответствуþщих этоìу стоëбöу äопустиìых посëе-
äоватеëüностей.

Форìуëируется ìатеìати÷еская ìоäеëü опре-
äеëения ìиниìаëüной стоиìости äëя стоëбöа. Эта
заäа÷а оптиìизаöии отëи÷ается от заäа÷и ìини-
ìизаöии стоиìости äëя заäанной посëеäоватеëü-
ности посаäок, поскоëüку поряäок посаäок не из-
вестен.

Ввоäятся äопоëнитеëüные оãрани÷ения:

δ
ij
 + δ

ji
 = 1 ∀i,  j ∈ P

a
,  i ≠ j;

x
j
 ≥ x

i
 + S

ij
δ
ij
 – (L

i
 – E

j
)δ

ji
 ∀i,  j ∈ P

a
,  i ≠ j,

ãäе P
a
 — ìножество ВС, иìеþщихся в стоëбöе a.

В резуëüтате поëу÷ается сìеøанная öеëо÷ис-
ëенная постановка äëя опреäеëения ìиниìаëüной
стоиìости, посëеäоватеëüности посаäок и вреìе-
ни посаäок äëя стоëбöов в заäа÷е ãенераöии стоë-
бöов (табë. 4).

Иìея инфорìаöиþ о äопустиìых посëеäова-
теëüностях посаäок и соответствуþщих стоиìос-
тях, заäа÷у ФООП ìожно сфорìуëироватü как за-
äа÷у ãенераöии стоëбöов. Соответствуþщая ìоäеëü
äëя рассìатриваеìоãо приìера:

min(0z1 + 0z2 + 0z3 + 3z4 + 0z5 + 5z6 + 11z7)

при оãрани÷ениях (1):

z
1
 + z

4
 + z

5
 + z

7
 = 1;

z2 + z4 + z6 + z7 = 1;

z
3
 + z

6
 + z

7
 = 1,

Таблица 2

Ïðèìåð çàäà÷è äëÿ òðåõ ÂÑ

ВС E
i

T
i

L
i

g
i

h
i

1 50 88 95 3 1

2 88 95 105 3 1

3 75 100 120 3 1

Таблица 3

Äîïóñòèìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ïðèìåðà (ñì. òàáë. 2)

Посëеäова-
теëüностü

Допустиìые 
посëеäова-
теëüности

Вреìена
призеìëения

Общая 
стоиìостü

1 {1} {88} 0

2 {2} {95} 0

3 {3} {100} 0

4 {1 → 2} {88 98} 3

5 {1 → 3} {88 100} 0

6 {3 → 1} {85 95} 52

7 {2 → 3} {95 105} 5

8 {3 → 2} {95 105} 25

9 {1 → 2 → 3} {88 98 108} 11

10 {1 → 3 → 2} {85 95 105} 34

i PS∈
∑
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и оãрани÷ении (2):

z1 + z2 + z3 + z4 + z5 + z6 + z7 = 2.

Дëя рассìатриваеìоãо приìера оптиìаëüное ре-
øение иìеет виä: Z * = [0, 1, 0, 0, 1, 0, 0]; 

2.4. Ìåòîä branch-and-price

В работе [13] äëя реøения заäа÷и ФООП преä-
ëаãается приìенятü ìетоä branch-and-price — ìе-
тоä ветвей и ãраниö, äопоëненный аëãоритìоì ãе-
нераöии стоëбöов. Авторы утвержäаþт, ÷то ìетоä
branch-and-price известен как эффективный ìетоä
при реøении заäа÷ боëüøой разìерности в раз-
ëи÷ных обëастях, но äëя реøения заäа÷и ФООП
ранее не приìеняëся.

2.4.1. Ãåíåðàöèÿ ñòîëáöîâ

Дëя небоëüøоãо приìера, вкëþ÷аþщеãо три ВС
(сì. табë. 2) ìожно пере÷исëитü все возìожнос-
ти посëеäоватеëüностей посаäок, как показано в
табë. 3. Оäнако äëя заäа÷и с 50 ВС существует уже

 ≈ 1,1259 Ѕ 1015

äопустиìых стоëбöов и пере÷исëятü все эти стоë-
бöы неэффективно. Реøение на÷инается с оãрани-
÷енной заäа÷и ãенераöии стоëбöов (которая назы-
вается master problem — MP) с небоëüøиì поä-
ìножествоì переìенных, поëу÷енных в проöессе
иниöиаëизаöии. При этоì зна÷ения остаëüных
переìенных фиксируþтся равныìи нуëþ. Затеì
проверяется, ìожет ëи äобавëение оäной иëи не-
скоëüких переìенных уëу÷øитü реøение. Соãëас-
но сиìпëекс аëãоритìу, это ìожет бытü äостиãну-
то путеì äобавëения переìенной с отриöатеëüной

привеäенной стоиìостüþ. Заäа÷а нахожäения пе-
реìенной с отриöатеëüной привеäенной стоиìос-
тüþ называется поäзаäа÷ей (subproblem — SUB).
Привеäенная стоиìостü опреäеëяется так:

 = c
j
 – πa ∀j ∈ S,

ãäе c
j
 — коэффиöиент стоиìости äëя стоëбöа a, π —

это äвойственная переìенная, соответствуþщая
кажäоìу оãрани÷ениþ ëинейной систеìы, преä-
ставëенноìу в оптиìаëüноì базовоì реøении MP.

Матеìати÷еская постановка заäа÷и ãенераöии
стоëбöов SUB: найти

min

при оãрани÷ениях:

a
i
E

i
 ≤ x

i
 ≤ a

i
L

i
 ∀i ∈ P;

δ
ij
 ≤ a

i
 ∀i,  j ∈ P,  i ≠ j,

δ
ij
 ≤ a

j
 ∀i,  j ∈ P,  i ≠ j,

1 ≥ δ
ij
 + δ

ji
 ≥ a

i
 + a

j
 – 1 ∀i,  j ∈ P,  i ≠ j,

x
j
 ≥ x

i
 + S

ij
δ
ij
 – (L

i
 – E

j
)δ

ji
 – (a

i
L

i
 – a

j
E

j
) +

+ (L
i
 – E

j
)(δ

ij
 + δ

ji
) ∀i,  j ∈ P,  i ≠ j,

α
i
 ≥ a

i
T

i
 – x

i
 ∀i ∈ P;

0 ≤ α
i
 ≤ T

i
 – E

i
 ∀i ∈ P;

β
i
 ≥ x

i
 – a

i
T

i
 ∀i ∈ P;

0 ≤ β
i
 ≤ L

i
 – T

i
 ∀i ∈ P;

x
i
 = a

i
T

i
 – α

i
 + β

i
 ∀i ∈ P,

δ
ij
, a

i
 — бинарные переìенные ∀i, j ∈ P,

ãäе π
i
 — äвойственная переìенная, соответствуþ-

щая i-ìу оãрани÷ениþ (1), i = 1, ..., P, λ — äвойст-
венная переìенная, соответствуþщая оãрани÷е-
ниþ (2).

a
i = 

Эту постановку ìожно рассìатриватü как заäа-
÷у ФООП с оäной ВПП. Есëи ВС не присутствует
в посëеäоватеëüности посаäки, то оно не вëияет на
öеëевуþ функöиþ.

Есëи в этой постановке зна÷ение öеëевой функ-
öии неотриöатеëüно, то заäа÷а реøена, в против-
ноì сëу÷ае соответствуþщий стоëбеö äобавëяется
в заäа÷у MP, и заäа÷а реøается снова.

Общая структура ìетоäа ãенераöии стоëбöов:
сãенерироватü на÷аëüное äопустиìое реøение,

наприìер, с поìощüþ эвристи÷ескоãо аëãоритìа,
преäëоженноãо в работе [11];

ВВП Стоëбеö
Посëеäова-
теëüностü

Стоиìостü

1 [0 1 0] {2} 0
2 [1 0 1] {1 → 3} 0

Таблица 4

Ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ çàäà÷è ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ

Пере-
ìенные

с
s

Допустиìые 
посëеäова-
теëüности

Вреìена 
призеìëения

z
1

0 [1 0 0] {1} {88}

z
2

0 [0 1 0] {2} {95}

z
3

0 [0 0 1] {3} {100}

z
4

3 [1 1 0] {1 → 2} {88 98}

z
5

0 [1 0 1] {1 → 3} {88 100}

z
6

5 [0 1 1] {2 → 3} {95 105}

z
7

11 [1 1 1] {1 → 2 → 3} {88 98 108}

a
s
′

k 1=

50

∑
50
k⎝ ⎠

⎛ ⎞

cj
∼

giαi hiβi+( )
i 1=

P

∑ πiai

i 1=

P

∑– λ–

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1 есëи ВС i присутствует,

в посëеäоватеëüности посаäки,

0 в противноì сëу÷ае.⎩
⎪
⎨
⎪
⎧
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повторять:

— реøитü заäа÷у MP с поìощüþ ëинейноãо про-
ãраììирования;

— найти стоëбöы с отриöатеëüной привеäенной
стоиìостüþ;

— äобавитü найäенные стоëбöы в MP;

завершить, коãäа не существует стоëбöов с отри-
öатеëüной привеäенной стоиìостüþ.

2.4.2. Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

В боëüøинстве сëу÷аев реøение заäа÷и ãене-
раöии стоëбöов с поìощüþ ìетоäа ëинейной ре-
ëаксаöии явëяется äробныì. Чтобы поëу÷итü öе-
ëо÷исëенное реøение, приìеняется известный
ìетоä ветвей и ãраниö, в котороì нижняя ãраниöа
äëя кажäой верøины оöенивается с поìощüþ ìе-
тоäа ãенераöии стоëбöов (так называеìый ìетоä
branch-and-price).

Реøение на÷инается с рассìотрения исхоäной
заäа÷и на ìножестве äопустиìых зна÷ений, кото-
рая называется корневой заäа÷ей. К корневой за-
äа÷е приìеняþтся проöеäуры поиска нижней и
верхней ãраниö реøения. Есëи эти ãраниöы совпа-
äаþт, то найäено оптиìаëüное реøение, и проöе-
äура прекращается. Ина÷е ìножество äопустиìых
зна÷ений äеëится на äва иëи боëее поäìножеств.
Эти поäзаäа÷и (äëя поäìножеств) становятся äо-
÷ерниìи верøинаìи корневой заäа÷и. Аëãоритì
приìеняется рекурсивно к поäзаäа÷аì, ãенерируя
äерево поäзаäа÷.

Верхняя ãраниöа Z
UB

 явëяется зна÷ениеì öеëе-

вой функöии, соответствуþщиì ëу÷øеìу текущеìу
öеëо÷исëенноìу реøениþ. Первое такое реøение
поëу÷ается в проöессе иниöиаëизаöии с поìо-
щüþ эвристи÷ескоãо аëãоритìа. На кажäой ите-
раöии äëя оäной поäзаäа÷и (верøины) ищется ре-
øение Z

SV
 с поìощüþ описанноãо выøе ìетоäа ãе-

нераöии стоëбöов. Возìожно три сëу÷ая.

Случай 1. Есëи поëу÷ено öеëо÷исëенное реøе-
ние Z

SV
, оно сравнивается с текущей верхней ãра-

ниöей реøения Z
UB

. Есëи Z
SV

 < Z
UB

, то эта верøи-

на становится ëу÷øей öеëо÷исëенной верøиной,
и верхняя ãраниöа реøения заäа÷и обновëяется:
Z

UB
 = Z

SV
, а нижняя ãраниöа кажäой активной вер-

øины äерева сравнивается с этой новой верхней
ãраниöей. Те верøины, нижняя ãраниöа Z

SV
 кото-

рых боëüøе, ÷еì Z
UB

, уäаëяþтся из äерева.

Случай 2. Есëи реøение äробное и зна÷ение
Z

SV
 ≥ Z

UB
, то верøина уäаëяется из äерева, так как

öеëо÷исëенные реøения ее потоìков не буäут ëу÷-
øе поëу÷енноãо äробноãо реøения.

Случай 3. Есëи реøение äробное и зна÷ение
Z

SV
 < Z

UB
, то приниìается реøение о созäании

äвух äо÷ерних узëов.

Реøение проäоëжается äо тех пор, пока äëя
всех порожäенных верøин ëибо поëу÷ено реøе-
ние, ëибо верøины искëþ÷ены из рассìотрения.
Реаëизаöия операöии ветвëения поäробно описа-
на в работе [13].

Аëãоритì протестирован на открытых äанных из
OR-бибëиотеки, вкëþ÷аþщих äо 50 ВС и 4 ВПП.
Авторы утвержäаþт, ÷то все заäа÷и быëи реøены
с испоëüзованиеì ìенее 450 стоëбöов. Это ука-
зывает на потенöиаëüнуþ возìожностü приìене-
ния преäëоженноãо аëãоритìа äëя реøения заäа÷и
ФООП с фиксированныì ÷исëоì ВПП.

Проöеäура построения оптиìаëüных о÷ереäей
на посаäку на основе ìетоäа ветвей и ãраниö быëа
реаëизована в составе коìпëексноãо иссëеäова-
теëüскоãо стенäа поëунатурноãо иìитаöионноãо
ìоäеëирования интеãрированных систеì управ-
ëения возäуøныì äвижениеì, разрабатываеìоì в
ГосНИИАС [2]. Особенностü преäëоженноãо ìе-
тоäа состоит в у÷ете оãрани÷ений не тоëüко на ìи-
ниìаëüные интерваëы ìежäу посаäкаìи ВС, но и
ìиниìаëüные интерваëы ìежäу проëетоì некото-
рых то÷ек возäуøноãо пространства.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В то÷ных аëãоритìах приìеняется ìетоä ветвей
и ãраниö äëя поиска оптиìаëüноãо реøения äëя
заäа÷и ФООП. Оäнако вреìя работы экспоненöи-
аëüно растет с разìероì заäа÷и (÷исëоì ВС). Сëе-
äоватеëüно, еãо неëüзя приìенитü äëя оптиìаëüно-
ãо реøения заäа÷ боëüøой разìерности в те÷ение
приеìëеìоãо вреìени. Из ëитературы известно,
÷то заäа÷а ФООП реøается оптиìаëüно äо 50 ВС.

Дëя поëу÷ения прибëиженных реøений заäа-
÷и ФООП в ëитературе преäставëено боëüøое
÷исëо эвристи÷еских, ìетаэвристи÷еских, ãибриä-
ных и про÷их аëãоритìов, в тоì ÷исëе с привеäен-
ныìи вы÷исëитеëüныìи резуëüтатаìи äëя 500 ВС
и 5 ВПП, поëу÷енныìи за приеìëеìое вреìя.

Перспективныì ìетоäаì построения прибëи-
женных реøений заäа÷и ФООП на оäну иëи не-
скоëüко ВПП посвящена вторая ÷астü обзора.
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ÇÀÄÀ×À ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÁÛÑÒÐÎÄÅÉÑÒÂÈß 
ÏÐÈ ÓÏÐÓÃÎÌ È ÂßÇÊÎÓÏÐÓÃÎÌ 

ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈßÕ ÒÅËÀ Ñ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÜÞ1

А.А. Галяев, П.В. Лысенко

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Моäеëирование уäаров в ìехани÷еской систеìе
основано на преäставëении, в соответствии с ко-
торыì траектория систеìы по äостижении в фа-
зовоì пространстве оãрани÷ения в общеì сëу÷ае
ìãновенно «перескакивает» в äруãуþ то÷ку с теìи
же пространственныìи коорäинатаìи, но с äруãи-
ìи зна÷енияìи проекöий скоростей. Эти новые
зна÷ения проекöий скоростей заäаþтся при поìо-
щи нüþтоновскоãо коэффиöиента восстановëения,
в то вреìя как саì проöесс уäара (взаиìоäействия
ìежäу теëаìи) оказывается скрыт в этоì коэффи-
öиенте, поскоëüку äëитеëüностü фазы уäара поëа-
ãается равной нуëþ. Управëение в таких систеìах
вхоäит тоëüко в безуäарнуþ фазу äвижения. В на-
стоящей работе рассìатривается коне÷ная (нену-
ëевая) äëитеëüностü фазы уäара (взаиìоäействия
с поверхностüþ препятствия). Реøение уравнений
äвижения систеìы в фазе взаиìоäействия позво-
ëяет связатü посëеуäарные ìакроскопи÷еские ха-
рактеристики систеìы (скоростü, поëнуþ энерãиþ
и äр.) с äоуäарныìи [1—8], при÷еì взаиìоäейст-
вие ìожет описыватüся как ëинейныìи по фазо-

выì коорäинатаì уравненияìи (наприìер, äëя сре-
äы Кеëüвина — Фойãта [6]), так и неëинейныìи
(наприìер, теория уäара Герöа [7]). Друãая отëи-
÷итеëüная особенностü настоящей работы закëþ-
÷ается во ввеäении в фазу взаиìоäействия управ-
ëяþщеãо возäействия [4, 5]. При реøении заäа÷и
приìеняется ìетоä пространственно-вреìенной
заìены коорäинат, описанной в работе [8].

Реøаþтся äве заäа÷и быстроäействия при оä-
ностороннеì упруãоì и вязкоупруãоì взаиìоäей-
ствии ìатериаëüной то÷ки с управëяеìой поверх-
ностüþ. Усëовия окон÷ания взаиìоäействия оп-
реäеëяþтся ÷ерез сиëу, äействуþщуþ со стороны
поверхности препятствия на теëо. В ëитературе та-
кие усëовия окон÷ания взаиìоäействия называþт-
ся физи÷ескиìи [2].

1. ÇÀÄÀ×À ÁÛÑÒÐÎÄÅÉÑÒÂÈß ÏÐÈ ÓÏÐÓÃÎÌ 
ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÈ ÒÅËÀ Ñ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÜÞ

Постановка задачи оптимального управления.
Рассìотриì äинаìику физи÷еской систеìы, со-
стоящей из поверхности, управëяеìой по скоро-
сти, и эëеìента, вкëþ÷аþщеãо в себя пружину и
теëо коне÷ной ìассы. Эëеìент, состоящий из теëа
и пружины, явëяется еäиныì öеëыì. Поверхностü
и эëеìент испытываþт взаиìоäействие при наëи-
÷ии упруãой сиëы, которая пропорöионаëüна сжа-

Рассìотрены äве заäа÷и оптиìаëüноãо по быстроäействиþ управëения ìехани÷еской

систеìой, состоящей из ìатериаëüной то÷ки и препятствия, взаиìоäействуþщих ìежäу

собой посреäствоì пружины, обëаäаþщей упруãиìи иëи вязкоупруãиìи свойстваìи. Вре-

ìенной интерваë взаиìоäействия опреäеëяется физи÷ескиìи усëовияìи контакта. Иссëе-

äованы зависиìости вреìени окон÷ания взаиìоäействия и коэффиöиента восстановëения

от вязкоупруãих свойств пружины. Разработан проãраììный ìоäуëü на языке Python и

провеäено ìоäеëирование повеäения систеìы «ìатериаëüная то÷ка — препятствие».

Ключевые слова: ìехани÷еская систеìа с уäараìи, среäа Кеëüвина — Фойãта, управëение по быс-
троäействиþ.
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тиþ изна÷аëüно неäефорìированной пружины.
Взаиìоäействие теëа с поверхностüþ происхоäит
посреäствоì оäностороннеãо контакта безìассо-
вой пружины. Данная ìоäеëü описывает фазу уäа-
ра и äает закон восстановëения при стреìëении
жесткости пружины к бесконе÷ности. Динаìика
систеìы (рис. 1) описывается уравненияìи äвиже-
ния [1]

(1)

Зäесü x
0
 — коорäината поверхности; x

1
 — коорäи-

ната эëеìента, состоящеãо из теëа ìассой m с при-
крепëенной к неìу пружиной äëиной l/2 и жест-

кости k, ω0 =  — круãовая ÷астота. Без потери

общности с÷итаеì, ÷то ω
0
 = 1. Осü x направëена от

препятствия к теëу. Даëее преäпоëожиì, ÷то на
управëение наëожено оãрани÷ение u ≤ |u

0
|. Крае-

вые усëовия, описываþщие на÷аëüный и финаëü-
ный ìоìенты взаиìоäействия теëа с препятстви-
еì, иìеþт виä:

(2)

ãäе τ — äëитеëüностü взаиìоäействия стенки с
пружиной, которуþ выбереì в ка÷естве критерия
рассìатриваеìой заäа÷и оптиìаëüноãо управëения.
По окон÷ании взаиìоäействия потребуеì, ÷тобы

τ → . (3)

Поëу÷иëи кëасси÷ескуþ заäа÷у оптиìаëüноãо
управëения, коãäа нужно найти ìиниìуì крите-
рия (3) на траекториях систеìы (1) при краевых оã-
рани÷ениях виäа (2) и оãрани÷ении на управëение
u ≤ |u

0
|.

Решение задачи. Привеäеì систеìу (1) к нор-
ìаëüной форìе Коøи, соверøив заìену коорäи-

нат  = x
2
:

(4)

Воспоëüзуеìся äëя реøения заäа÷и (1)—(4)
принöипоì ìаксиìуìа Понтряãина [9]. Функöия
Понтряãина äëя заäа÷и быстроäействия

H(x0, x1, x2, ψ1, ψ2, ψ3, u) =

= ψ
1
u + ψ

2
x
2
 + ψ

3
(–x

1
 + x

0
 + l/2) – 1.

Сопряженная систеìа приниìает виä:

(5)

Из систеìы (5) поëу÷аеì выражения äëя сопря-
женных функöий

ψ3 = Asin(t – α0),

ψ1 = Acos(t – α0) + B,

ãäе А, В, α0 — некоторые константы. Усëовие ìак-

сиìуìа функöии Н по и озна÷ает, ÷то на опти-
ìаëüных траекториях ( , , ) выпоëнено

H( , , , ψ1, ψ2, ψ3, u*) =

= H( , , , ψ1, ψ2, ψ3, u),

т. е. оптиìаëüное управëение u* ìаксиìизирует
функöиþ Понтряãина. Из виäа функöии Н в на-
øеì сëу÷ае сëеäует, ÷то

u* = u0sign(ψ1) = u0sign(Acos(t – α0) + B).

Откуäа поëу÷аеì управëение реëейноãо типа,
которое перекëþ÷ается в ìоìенты вреìени t

i
,

уäовëетворяþщие уравнениþ

Acos(t
i
 – α0) + B = 0.

Теперü возникает вопрос выбора знака управëе-
ния в на÷аëüный ìоìент вреìени. Поскоëüку ре-
øается заäа÷а ìиниìизаöии вреìени взаиìоäейст-
вия теëа с препятствиеì, то выбереì и(0) = и0 > 0.

Выпиøеì уравнения äинаìики систеìы äо и пос-

x·0 t( ) u t( ),=

x··1 t( ) ω0
2

x1 x0 l/2––( ).–=⎩
⎨
⎧

Рис. 1. Состояние системы в начальный момент времени

k/m

x0 0( ) 0,=

x1 0( ) l/2,=

x·1 0( ) v0,–=

x1 τ( ) x0 τ( )– l/2,=⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

min
u

x·1

x·0 u,=

x·1 x2,=

x·2 x1 x0 l/2.+ +–=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

ψ· 1 ψ3,–=

ψ· 2 ψ3,=

ψ· 3 ψ2.–=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

x0
* x1

* x2
*

x0
* x1

* x2
*

max
u u

0
<

x0
* x1

* x2
*
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ëе первоãо ìоìента перекëþ÷ения управëения.
Первый отрезок вреìени äëитеëüностüþ τ1 с уп-

равëениеì и = и
0
 опреäеëяет äвижение препятст-

вия и äинаìику взаиìоäействия теëа с препятст-
виеì:

(6)

Проинтеãрировав второе из уравнений (6), по-
ëу÷иì еãо общее реøение в виäе

x
1
 = Csin(t – β

0
) + u

0
t + l/2.

Поäставëяеì сþäа краевые усëовия (2) и поëу-
÷аеì, ÷то

x
1
(0) =  = Csin(–β

0
) + β

0
 = 0,

(0) = –v
0
 = Ccos(0) + u

0
C = –(u

0
 + v

0
).

Такиì образоì, коорäинаты препятствия и теëа
в ìоìент первоãо перекëþ÷ения управëения t

1
 = τ

1
:

(7)

Второй отрезок вреìени äëитеëüностüþ τ2 с уп-

равëениеì u = –u
0
 опреäеëяет äинаìику систеìы

впëотü äо ìоìента окон÷ания взаиìоäействия, а
иìенно:

(8)

во вреìени s = t – t
1
, которое отс÷итывается от ìо-

ìента t
1
 = τ

1
. Проинтеãрировав второе из уравне-

ний (8), поëу÷иì общий виä реøения с неизвест-
ныìи константаìи С

1
 и β

1
:

x1(s) = C1sin(s – β1) + u0τ1 – u0s + l/2.

Из усëовия неразрывности коорäинат x(0) = x(t
1
),

(0) = (t
1
) в выражении (7) нахоäиì соотноøе-

ния ìежäу константаìи в виäе:

C
1
sin(β

1
) = (u

0
 + v

0
)sinτ

1
,

C1cos(β1) = 2u0 – (u0 + v0)cosτ1. (9)

Коне÷ный ìоìент взаиìоäействия из краевых
усëовий (2) заäает соотноøение ìежäу интерваëоì
τ
2
 и константой β

1
:

C
1
sin(τ

2
 – β

1
) + u

0
τ
1
 – u

0
τ
2
 +  – (u

0
τ
1
 – u

0
τ
2
) =

= τ
2
 = β

1
. (10)

Из соотноøений (9) и (10) сëеäует,÷то

tgτ
2
 = .

Общее вреìя взаиìоäействия

τ = τ
1
 + τ

2
 = τ

1
 + arctg . (11)

Анаëити÷еское иссëеäование функöии τ(τ1) (11)

в пакете Maple показывает, ÷то она äостиãает ìи-
ниìуìа в первой то÷ке переëоìа — нуëе знаìена-
теëя танãенса, а иìенно, при

2u
0
 – (u

0
 + v

0
)cosτ

1
 = 0.

Сëеäоватеëüно, äëитеëüности интерваëов уп-
равëения

τ1 = arccos ,  τ2 = . (12)

Выражение (12) озна÷ает, ÷то оптиìаëüная äëи-
теëüностü второãо интерваëа управëения при ëþ-
бых, иìеþщих физи÷еский сìысë, u0 и v0 равна

÷етверти периоäа.
Проäеìонстрируеì поëу÷енный резуëüтат не-

скоëüкиìи приìераìи.
Привеäеì соответствуþщие (рис. 2) ãрафику

оптиìаëüные зна÷ения интерваëов τ
1
 и τ, поëу÷ен-

x0 t( ) u0t,=

x··1 t( ) x1 x0– l/2–( ).–=⎩
⎨
⎧

l

2
---

l

2
---

x·1

x0 t1( ) u0t1,=

x1 t1( ) u0 v0+( ) t1( )sin u0t1 l/2.+ +–=⎩
⎨
⎧

x0 s( ) u0τ1 u0s,–=

x··1 s( ) x1 x0– l/2–( )–=⎩
⎨
⎧

x· x·

l

2
---

l

2
---

u0 v0+( ) τ1sin

2u0 u0 v0+( ) τ1cos–

----------------------------------------------------

u0 v0+( ) τ1sin

2u0 u0 v0+( ) τ1cos–

----------------------------------------------------

Рис. 2. Зависимость времени взаимодействия поверхности с те-
лом от длительности первого интервала управления для разных
отношений начальной скорости тела к уровню управления

2u0

u0 v0+

-----------------
π
2
---
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ные ÷исëенныì анаëизоì функöий τ(τ
1
) при раз-

ëи÷ных отноøениях v
0
/u

0
:

τ
1
 = 0,31,  τ

2
 = 1,57,  τ = 1,88,

τ
1
 = 0,64,  τ

2
 = 1,57,  τ = 2,21,

τ
1
 = 0,84,  τ

2
 = 1,57,  τ = 2,41,

τ1 = 1,05,  τ2 = 1,57,  τ = 2,62.

Чисëенный рас÷ет показывает, ÷то интерваë τ
2

с ëþбой то÷ностüþ всеãäа равен π/2. Также ÷ис-
ëенно проверено, ÷то функöия τ(τ1) иìеет ìини-

ìуì в то÷ке, уäовëетворяþщей усëовиþ (12). Все
÷исëенные рас÷еты выпоëнены среäстваìи языка
Python.

2. ÇÀÄÀ×À ÁÛÑÒÐÎÄÅÉÑÒÂÈß ÏÐÈ ÂßÇÊÎÓÏÐÓÃÎÌ 
ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÈ ÒÅËÀ Ñ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÜÞ

Постановка задачи оптимального управления.
Поëожиì теперü, ÷то в рассìотренной выøе сис-
теìе взаиìоäействие препятствия с теëоì опреäе-
ëятся не тоëüко упруãой сиëой пружины, но еще
и вязкой сиëой Кеëüвина — Фойãта, пропорöио-
наëüной относитеëüной скорости теëа. Уравнения
äинаìики систеìы (1) приниìаþт виä

(13)

Снова на управëение наëожено оãрани÷ение
u ≤ |u0|. Коэффиöиент вязкости нахоäится в интер-

ваëе α ∈ [0, 1]. Краевые усëовия иìеþт виä:

(14)

ãäе τ — äëитеëüностü взаиìоäействия препятствия
с пружиной, которуþ выбереì в ка÷естве критерия
заäа÷и. Итак, необхоäиìо найти

τ → ,

на реøениях систеìы (13) и краевых усëовиях (14).
Решение задачи провоäиì анаëоãи÷но реøениþ

заäа÷и быстроäействия в § 1. Привоäиì систеìу
(13) к норìаëüной форìе Коøи, соверøив заìену

коорäинат  = x
2
, поëу÷аеì

(15)

Функöия Понтряãина äëя заäа÷и быстроäейст-
вия (13)—(15)

H = ψ
1
u + ψ

2
x
2
 + ψ

3
(–x

1
 + x

0
 + l/2 – 2α(x

2
 – u)) – 1.

Тоãäа сопряженная систеìа иìеет виä

(16)

Поäставив второе уравнение систеìы (16) в
третüе, поëу÷иì

 + 2α  + ψ
2
 = 0. 

Характеристи÷еское уравнение λ2 – 2αλ + 1 = 0

иìеет корни λ
1,2

 = α ± i , поэтоìу сопря-

женные функöии преäставиìы в явноì виäе:

ãäе ω = , а А, С и φ0 — некоторые константы.

Соãëасно рассужäенияì, анаëоãи÷ныì рассуж-
äенияì в § 1, из виäа функöии Понтряãина сëеäу-
ет, ÷то

u*(t) = u
0
sign(ψ

1
 + 2αψ

3
) =

= u0sign(–Ae
αtsin(ωt + φ0) + 2α(Aαe

αtsin(ωt + φ0) +

+ Aωe
αtcos(ωt + φ

0
)) + C.

Даëее, выпиøеì уравнения, характеризуþщие
повеäение систеìы, äо и посëе первоãо перекëþ-
÷ения. На первоì отрезке вреìени äëитеëüностüþ
τ1 с управëениеì и = и0 уравнения (13) приниìаþт

виä:

(17)

Поäставив первое из уравнений (17) во второе,
поëу÷иì

(t) + 2α  + x
1
 = u

0
t + l/2 + 2αu

0
.

Реøение уравнения иìеет виä:

x1(t) = Ae
–αtsin(ωt + φ0) + u0t + l/2.

Поäставив на÷аëüные усëовия из краевых усëо-
вий (14), поëу÷иì

x1(0) = l/2 = Asin(φ0) + (l/2)φ0 = 0,

(0) = –v0 = Aω + u0A = – .

x·0 t( ) u t( ),=

x··1 t( ) x1 x0 l/2––( ) 2α x·1 x·0–( )––=⎩
⎨
⎧

x0 0( ) 0,=

x1 0( ) l/2,=

x·1 0( ) v0,–=

x··1 τ( ) 0,=⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

min
u

x·1

x·0 u,=

x·1 x2,=

x·2 x1 x0 l/2 2α x2 u–( ).–+ +–=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

ψ· 1 ψ3,–=

ψ· 2 ψ3,=

ψ· 3 ψ2 2αψ3.+–=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

ψ·· 2 ψ· 2

1 α2
–

ψ1 ψ2 C,+–=

ψ2 Ae
αt ωt φ0+( ),sin=

ψ3 Aαe
αt ωt φ0+( )sin Aωe

αt ωt φ0+( ),cos+=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

1 α2
–

x0 t( ) u0t,=

x··1 t( ) 2αx·1 x1+ + x0 l/2 2αx·0.+ +=⎩
⎨
⎧

x··1 x·1

x·1
v0 u0+

ω
-----------------
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Такиì образоì, коорäинаты и скоростü теëа в
ìоìент первоãо перекëþ÷ения управëения t

1
 = τ

1

(18)

На второì отрезке вреìени äëитеëüностüþ τ2 с

управëениеì и = –и
0
 уравнения (13) приниìаþт

виä:

(19)

Вреìя s = t – t1 зäесü отс÷итывается от ìоìента

вреìени t = τ
1
. Дëя уравнения

(s) + 2α  + x
1
 = u

0
τ
1
 – u

0
s + l/2 – 2αu

0
,

анаëоãи÷но рассужäенияì выøе, нахоäиì реøе-
ние систеìы уравнений (19)

x1(s) = Be
–αssin(ωs – φ1) + u0τ1 – u0s + l/2,

ãäе В и φ1 — некоторые константы, которые ìоãут

бытü найäены из краевых усëовий. Из усëовия не-

разрывности коорäинат x(0) = x(t1), (0) = (t1) в

выражениях (18), поëу÷аеì

Усëовие окон÷ания взаиìоäействия из краевых
усëовий (14) приниìаþт виä:

(2α2 – 1)sin(ωτ
2
 – φ

1
) – 2αωcos(ωτ

2
 – φ

1
) = 0. (21)

Объеäинив выражения (20) и (21), запиøеì сис-
теìу, позвоëяþщуþ найти τ2(τ1):

(22)

Разäеëив первое из уравнений (22) на второе и
сäеëав преобразования в третüеì уравнении, ìож-
но перейти к боëее коìпактноìу виäу:

(23)

Леãко уäостоверитüся в тоì, ÷то при поäстанов-
ке α = 0 уравнения (23) перехоäят в выражения
(12) в преäыäущей заäа÷е.

Проäеìонстрируеì äанный резуëüтат нескоëü-
киìи приìераìи. Привеäеì ÷исëенные резуëüта-
ты äëя первоãо сëу÷ая (v0/u0 = 1,1):

α = 0,0:  τ1 = 0,31,  τ2 = 1,57,  τ = 1,88,

α = 0,1:  τ
1
 = 0,31,  τ

2
 = 1,29,  τ = 1,6,

α = 0,5:  τ
1
 = 0,33,  τ

2
 = 0,49,  τ = 0,82,

α = 0,8:  τ
1
 = 0,34,  τ

2
 = 0,08,  τ = 0,42.

Откуäа и из рис. 3 сëеäует, ÷то с увеëи÷ениеì α
оптиìаëüное вреìя уìенüøается, также как и äëи-
теëüностü второãо интерваëа взаиìоäействия, при
этоì äëитеëüностü первоãо интерваëа управëения
ìеняется незна÷итеëüно в øирокоì äиапазоне из-
ìенения α. Это связано с теì, ÷то с увеëи÷ениеì α
все боëüøе на÷аëüной кинети÷еской энерãии теëа
рассеивается в те÷ение первоãо интерваëа. Пост-
роиì зависиìостü оптиìаëüноãо вреìени от α при
разных отноøениях v0/u0.

Рис. 4 показывает, ÷то äëитеëüностü интерваëа
взаиìоäействия теëа с поверхностüþ возрастает
при увеëи÷ении отноøения на÷аëüной скорости
теëа к уровнþ управëения, и убывает с увеëи÷ени-
еì коэффиöиента вязкости α.

Особый интерес преäставëяет коэффиöиент
восстановëения v

f
/v

0
 (отноøение посëеуäарной

скорости теëа к äоуäарной) как характеристика
взаиìоäействия теëа с поверхностüþ. Посëеуäар-
ная скоростü поëу÷ается всëеäствие реøения урав-
нений äинаìики взаиìоäействия теëа с поверх-
ностüþ в ìоìент их контакта. Виäиì, ÷то при раз-
ëи÷ных отноøениях на÷аëüной скорости теëа к
уровнþ управëения возìожно поëу÷итü оäинако-
вые коэффиöиенты восстановëения при оäних α.
На рис. 5 виäно, ÷то äëя фиксированных α и и

0

естü ìаксиìуì коэффиöиента восстановëения по
на÷аëüной скорости теëа v

0
.

В поëу÷енные выражения оптиìаëüных зна÷е-
ний τ жесткостü k и круãовая ÷астота ω

0
 не вхоäят,

x1 t1( )
v0 u0+

ω
-----------------e

αt
1

–

ωt1( )sin u0t1 l/2,+ +–=

x·1 t1( )
v0 u0+

ω
-----------------( αe

αt
1

–

ωt1( )sin +––=

ωe
αt

1
–

ωt1( ))cos u0.+ +⎩
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

x0 s( ) u0τ1 u0s,+=

x··1 s( ) 2αx·1 x1+ + x0 l/2 2αx·0.+ +=⎩
⎨
⎧

x··1 x·1

x· x·

B φ1sin–

v0 u0+

ω
-----------------e

ατ
1

–

ωτ1( ),sin–=

B ω φ1cos α φ1sin+( ) u0– =

v0 u0+

ω
----------------- αe

ατ
1 ωτ1( )sin ωe

ατ
1

–

ωτ1( )cos+–( ) u0.+–=

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

(20)

B φ1sin Ae
ατ

1
–

ωτ1( ),sin–=

B φ1cos 2
u0

ω
----- Ae

ατ
1

–

ωτ1( ),cos+=

2α2
1–( ) ωτ2 φ1+( )sin 2αω ωτ2 φ1–( )cos– 0.=⎩

⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

tgφ1

Aωe
ατ

1
–

ωτ1( )sin

2u0 Aωe
ατ

1
–

ωτ1( )cos+

------------------------------------------------------------,=

tg ωτ2 φ1–( ) 2αω

2α2
1–

-------------------.=

⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧
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поскоëüку изна÷аëüно быëо высказано преäпоëо-

жение, ÷то ω0 = 1. В сëу÷ае коãäа ω0 = , то за-

ìена вреìени t → t/ω
0
 и оãрани÷ения u

0
 → u

0
/ω

0

привоäит к тоìу, ÷то оптиìаëüные зна÷ения τ, τ1

и τ
2
, поëу÷енные при реøении заäа÷ быстроäейст-

вия, сëеäует разäеëитü на ω0. Тоãäа при k → ∞ эти

вреìенные интерваëы стреìятся к нуëþ. Оäнако

структура реøений заäа÷ быстроäействия сохраня-

ется, вреìенной интерваë, на котороì äействует
оптиìаëüное управëение, состоит из äвух интерва-
ëов: на первоì управëение äействует навстре÷у на-
÷аëüной скорости теëа, на второì — в противо-
поëожнуþ. Терìинаëüное зна÷ение скорости не
зависит от жесткости, а зна÷ит и от преäеëüноãо
перехоäа при k → ∞. Теì саìыì в зависиìости от
вязкоупруãих свойств пружины, на÷аëüной скоро-
сти теëа и оãрани÷ения управëения оäнозна÷ныì
образоì по реøениþ систеìы (1) иëи (13) опреäе-

k/m

Рис. 3. Зависимость времени взаимодействия поверхности с телом от длительности первого этапа управления при разных отношениях
начальной скорости элемента к уровню управления и разных коэффициентах вязкости a
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ëяется терìинаëüное посëеуäарное зна÷ение ско-
рости теëа.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Допреäеëüная управëяеìая систеìа явëяется
оäноìерной ìоäеëüþ взаиìоäействия в фазе уäара.
Чтобы äопоëнитеëüно снабäитü препятствие упру-
ãиìи свойстваìи, нужно знатü пространственные
распреäеëения напряжений в среäе ëибо поëüзо-
ватüся ãотовыìи ìоäеëяìи, наприìер, неëиней-
ной ìоäеëüþ Герöа. Показано, ÷то äаже в сëу÷ае
простой ëинейной ìоäеëи появëяется нетривиаëü-
ный закон управëения, с неоäнозна÷ной связüþ

закона восстановëения с параìетраìи заäа÷и. За-
кон оптиìаëüноãо управëения, а также коэффиöи-
ент восстановëения, поëу÷енные в работе, сëужат
основой ÷исëенноãо ìоäеëирования повеäения
систеìы и äаþт на÷аëüные усëовия äëя описания
äвижения то÷ки посëе взаиìоäействия с препятст-
виеì. Преäëоженный поäхоä к нахожäениþ посëе-
уäарных ìакроскопи÷еских характеристик систеìы
позвоëит реøатü и äруãие заäа÷и оптиìаëüноãо уп-
равëения ìехани÷еской систеìой в фазе уäара.

Реøена заäа÷а оптиìаëüноãо быстроäействия
при оäностороннеì вязкоупруãоì взаиìоäействии
ìатериаëüной то÷ки с управëяеìой поверхнос-
тüþ. Иссëеäованы зависиìости вреìени окон÷а-
ния взаиìоäействия и коэффиöиента восстанов-
ëения от вязких свойств. Разработан проãраììный
ìоäуëü на языке Python и провеäено ìоäеëирова-
ние повеäения систеìы «ìатериаëüная то÷ка —
препятствие».
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Рис. 4. Зависимость оптимального времени взаимодействия по-
верхности с телом от коэффициента вязкости a при разных от-
ношениях начальной скорости элемента к уровню управления 

Рис. 5. Зависимость коэффициента восстановления от коэффи-
циента вязкости a при разных отношениях начальной скорости
тела к уровню управления
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ÐÎÁÀÑÒÍÀß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ È ÂÛÁÎÐ ÍÀÑÒÐÎÉÊÈ 
ÐÅÃÓËßÒÎÐÎÂ ÄËß ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ

Ñ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌ

А.М. Цирлин, В.С. Овсепян

Памяти В.Я. Ротача

ÂÂÅÄÅÍÈÅ. 
ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ 

ÐÅÃÓËÈÐÎÂÀÍÈß

В посëеäние ãоäы зна÷итеëüное вниìание ис-
сëеäоватеëей привëекает заäа÷а управëения объ-
ектаìи с изìеняþщиìися äинаìи÷ескиìи харак-
теристикаìи и синтеза робастных реãуëяторов,
которые без перенастройки способны управëятü
öеëыì кëассоì объектов иëи оäниì объектоì в
øирокоì äиапазоне изìенения еãо параìетров,
наãрузок и пр. Метоäы синтеза таких систеì с
оöенкой äопустиìой обëасти возìожных параìет-
ров объекта развиты в работах [1—4] и äр. Боëüøая
÷астü этих работ посвящена ëинеаризованныì сис-
теìаì, ëевая ÷астü характеристи÷ескоãо уравнения
которых

P
n
(a, p) = a

0
 + a

1
p + ... + a

n
p
n = 0 (1)

преäставëяет собой поëиноì, при÷еì коэффиöи-
енты поëиноìа ìоãут приниìатü зна÷ения, при-
наäëежащие некотороìу ìножеству V

a
. Поëиноì

P
n
(a, p) робастно устой÷ив, есëи он устой÷ив äëя

ëþбоãо a ∈ V
a
. Дëя этоãо необхоäиìо, но неäоста-

то÷но, ÷тобы еãо коэффиöиенты быëи поëожи-
теëüны ∀a ∈ V

a
.

В работах [1, 2] заäа÷а робастной устой÷ивости
поëиноìа реøена äëя сëу÷ая, коãäа ìножество V

a

преäставëяет собой параëëеëепипеä, выäеëяеìый
интерваëüныìи оãрани÷енияìи

 ≤ a
i
 ≤ ,  i = 0, ..., n. (2)

В работе [2] построены ÷етыре поëиноìа, äëя
которых зна÷ения а выбраны так, ÷то их устой÷и-
востü ãарантирует устой÷ивостü поëиноìа (1). В ра-
боте [3] с испоëüзованиеì критерия устой÷ивости
Михайëова по оãрани÷енияì (2) поëу÷ена систе-
ìа, характеристики которой опреäеëены вектороì
a

0
 ∈ V

a
 и откëоненияìи |a

i
 – a

0
| ≤ γa

i
. Таì показа-

но, ÷то требуется построитü тоëüко оäин ãоäоãраф
Михайëова этой систеìы, ÷тобы узнатü, буäет ëи
исхоäный поëиноì робастно устой÷ив äëя заäан-
ноãо γ и при какоì ìаксиìаëüноì γ эта устой÷и-
востü сохраняется.

Межäу теì, существует важный кëасс объектов
реãуëирования, äëя которых поëу÷енные резуëü-
таты неприìениìы. Это техноëоãи÷еские объек-
ты в хиìи÷еской, ìетаëëурãи÷еской, пищевой
проìыøëенности, энерãетике и äр. Динаìика этих
объектов опреäеëяется ãëавныì образоì проöес-
саìи тепëо- и ìассопереноса. Они устой÷ивы, ха-
рактеризуþтся распреäеëенныìи параìетраìи, и
апериоäи÷ескиì виäоì перехоäных проöессов. На
практике при рас÷ете систеì реãуëирования рас-
преäеëенностü аппроксиìируþт ввеäениеì ÷исто-
ãо запазäывания.

Обозна÷иì ÷ерез W0(p) и W
r
(p) переäато÷ные

функöии объекта и реãуëятора соответственно.

Рассìотрена заäа÷а о робастной устой÷ивости и выборе параìетров типовых реãуëяторов

оäноконтурных ëинейных систеì с обратной связüþ äëя техноëоãи÷еских объектов с за-

пазäываниеì. Множество возìожных зна÷ений параìетров переäато÷ной функöии объ-

екта преäпоëаãается заìкнутыì и оãрани÷енныì, при этоì ìоäуëü и фаза аìпëитуäно-

фазовой характеристики разоìкнутой систеìы ìонотонно уìенüøаþтся с ÷астотой.

Ключевые слова: систеìы с запазäываниеì, робастная устой÷ивостü, техноëоãи÷еские объекты, ро-
бастная настройка.

ai ai
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Переäато÷ные функöии техноëоãи÷еских объектов
соäержат звено ÷истоãо запазäывания, а их харак-
теристи÷еское уравнение не иìеет коìпëексных
корней. Моäуëü и фаза аìпëитуäно-фазовой ха-
рактеристики (АФХ) таких объектов с ростоì
÷астоты ìонотонно уìенüøаþтся, при÷еì ìоäуëü
стреìится к нуëþ, а фаза к ìинус бесконе÷ности
(свойство «ìонотонности»). Свойство ìонотон-
ности ìоäуëя и фазы техноëоãи÷еских объектов в
боëüøинстве сëу÷аев справеäëиво и äëя разоìкну-
тых систеì реãуëирования, ÷то, как показано ни-
же, позвоëяет упроститü реøение заäа÷и о робаст-
ной устой÷ивости и о выборе робастных настроек
реãуëяторов.

Знаìенатеëü переäато÷ной функöии заìкну-
той систеìы реãуëирования техноëоãи÷еских объ-
ектов не явëяется поëиноìоì и все резуëüтаты те-
ории автоìати÷ескоãо управëения, основанные на
свойствах поëиноìов, к такиì систеìаì неприìе-
ниìы. Это относится к критерияì устой÷ивости
Рауса — Гурвиöа, Михайëова, к ìетоäаì ëоãариф-
ìи÷еских ÷астотных характеристик, ìетоäаì про-
странства состояний и пр. Неприìениìы к техно-
ëоãи÷ескиì объектаì и упоìянутые выøе резуëü-
таты по робастной устой÷ивости äинаìи÷еских
систеì с поëиноìиаëüныìи характеристи÷ескиìи
уравненияìи. Особенности äинаìи÷еских свойств
техноëоãи÷еских объектов и систеì управëения
иìи неоäнократно поä÷еркиваë В.Я. Рота÷ [5].

Цеëü настоящей работы закëþ÷ается в поëу-
÷ении усëовий существования и аëãоритìа выбо-
ра робастных настроек типовых проìыøëенных
реãуëяторов в систеìах реãуëирования техноëоãи-
÷еских объектов äëя оãрани÷енноãо и заìкнутоãо
ìножества V

a
 возìожных зна÷ений параìетров пе-

реäато÷ной функöии объекта; уравнений, опреäе-
ëяþщих ãраниöу робастноãо D-разбиения в преä-
поëожении, ÷то ìоäуëü АФХ разоìкнутой систе-
ìы ìонотонно паäает с ростоì ÷астоты, а также
конкретизаöия этих резуëüтатов äëя типовоãо тех-
ноëоãи÷ескоãо объекта.

1. ÇÀÄÀ×À Î ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÉ ÑÒÅÏÅÍÈ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ
È ÃÈÏÎÒÅÇÀ ÊÐÀÒÍÎÑÒÈ ÄÅÉÑÒÂÈÒÅËÜÍÛÕ ÊÎÐÍÅÉ

Характеристи÷еское уравнение заìкнутой сис-
теìы реãуëирования иìеет виä

1 + W(a, C, p) = 0.

Зäесü W(a, C, p) — переäато÷ная функöия ра-
зоìкнутой систеìы, a и C — параìетры объекта и
реãуëятора, р — переìенная преобразования Лап-
ëаса. Эта переäато÷ная функöия равна произвеäе-
ниþ переäато÷ной функöии объекта реãуëирова-
ния W0(a, p) на переäато÷нуþ функöиþ реãуëятора

W
r
(C, p), C ∈ V

C
, а обратная связü отриöатеëüная.

Реãуëяторы иìеþт типовуþ структуру, преä-
ставëяþщуþ собой параëëеëüное соеäинение про-
порöионаëüноãо, äифференöиаëüноãо и интеãраëü-
ноãо бëоков. Так, ÷то переäато÷ные функöии объ-
екта и реãуëятора иìеþт виä

W0(p) = Ke
–pτ (1 + T

K
p)–1, (3)

W
r
(p) = –(C0/p + C1 + C2p). (4)

Характеристи÷еское уравнение заìкнутой сис-
теìы

W0(a, p)W
r
(C, p) = –1. (5)

В общеì сëу÷ае ëевая ÷астü уравнения (5) äëя
техноëоãи÷еских объектов ìожет бытü записана в
форìе квазипоëиноìа

Z(C, p) = Q
j
(a, p)  – C

k
p
k – 1 =

= f(p, a) – C
k
p
k – 1. (6)

Зäесü первое сëаãаеìое не зависит от параìет-
ров реãуëятора. Обозна÷иì еãо как f(p, a).

В тоì сëу÷ае, коãäа переäато÷ные функöии
объекта и реãуëятора иìеþт виä (3) и (4), уравне-
ние (5) приниìает форìу

(C0 + C1p + C2p
2) = 1

и ìожет бытü привеäено к форìе (6) как

pe
pτ (1 + T

K
p) – K(C

0
 + C

1
p + C

2
p

2) = 0.

Первое сëаãаеìое в ëевой ÷асти этоãо уравне-
ния обозна÷ено выøе ÷ерез f(p, a).

Реøение заäа÷и о выборе параìетров реãуëято-
ра, обеспе÷иваþщих ìаксиìуì степени устой÷и-
вости систеìы, в работах [6—9] основываëосü на
преäпоëожении, ÷то ìаксиìуì степени устой÷и-
вости äëя систеìы, иìеþщей m варüируеìых ко-
эффиöиентов, äостиãается в сëу÷ае, коãäа бëи-
жайøиì к ìниìой оси явëяется äействитеëüный
коренü кратности (m + 1). В этой то÷ке характе-
ристи÷еское уравнение (äëя опреäеëенности рас-
сìотриì ПИД-реãуëятор, äëя котороãо m = 3)

M(p, a, C) = f(p, a) – K(C0 + C1p + C2p
2) = 0,

в котороì коìпëексная переìенная p ìожет бытü
заìенена на äействитеëüнуþ переìеннуþ x, иìеет
коренü кратности (m + 1), т. е. не тоëüко зна÷ение

K 1=

N

∏

j 1=

r

∑ e
τjp

k 1=

m

∑

k 1=

m

∑

K

pe
pτ

1 TKp+( )
K 1=

N

∏
-----------------------------------------------

K 1=

N

∏
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функöии, но и зна÷ение всех ее произвоäных äо
поряäка m равно нуëþ, ÷то привоäит к систеìе
уравнений:

M
(3) = f (3)(x, a) = 0,  M (2) = f (2)(x, a) – 2KC

2
 = 0,

M
(1) = f (1)(x, a) – KC1 – 2KC2x = 0, 

M(x, a, C) = 0.

Тоëüко первое из этих уравнений неëинейно.
Оно опреäеëяет зависиìостü ìаксиìаëüной степе-
ни устой÷ивости от параìетров объекта η*(a). Дëя
простых сëу÷аев оно иìеет анаëити÷еское реøе-
ние. В общеì сëу÷ае прихоäится то÷но иëи при-
бëиженно нахоäитü эту зависиìостü ÷исëенно. Ос-
таëüные уравнения ëинейны по искоìыì пара-
ìетраì реãуëятора, реøаþтся поо÷ереäно, так ÷то
кажäое из них соäержит ëиøü оäну переìеннуþ.

Гипотеза кратности действительных корней
привоäит к такой посëеäоватеëüности рас÷ета па-
раìетров реãуëятора.

1. Нахоäят ìаксиìаëüный коренü ζ
m
 = η*(a)

уравнения

f
(m)(x, a) = 0,  m = 1, 2, 3. (7)

Отìетиì, ÷то в уравнение (7) вхоäят тоëüко па-
раìетры объекта.

2. Дëя m = 1 (И-реãуëятор)

 = f(ζ
1
)/K. (8)

Дëя m = 2 (ПИ-реãуëятор)

 = f '(ζ
2
)/K,   = f(ζ

2
)/K – ζ

2
. (9)

Дëя m = 3 (ПИД-реãуëятор)

 = 0,5f ''(ζ3)/K,   = f '(ζ3)/K – ζ3,

 = f(ζ3)/K – ζ3 – . (10)

Дëя пропорöионаëüноãо реãуëятора, как и äëя
интеãраëüноãо, m = 1, но

f(p, a) = (1 + T
K
p)epτ.

Явëяется ëи найäенное зна÷ение ζ
m
 ìаксиìаëü-

ной степенüþ устой÷ивости систеìы, вообще ãо-
воря, не быëо äоказано. В ряäе сëу÷аев ìожно вос-
поëüзоватüся [9] äостато÷ныì усëовиеì тоãо, ÷то
расстояние η корня ζ характеристи÷ескоãо уравне-
ния (6) от ìниìой оси совпаäает со степенüþ ус-
той÷ивости: для того чтобы действительный корень
ζ характеристического уравнения системы с обрат-
ной связью был ближайшим к мнимой оси, достаточ-
но выполнения неравенства

|W
0
(iω – ζ)W

r
(iω – ζ)| < 1 ∀ω ≠ 0.

При ω = 0 ëевая ÷астü этоãо неравенства равна еäи-
ниöе, т. е. äостато÷но, ÷тобы ìоäуëü расøиренной
АФХ разоìкнутой систеìы ìонотонно уìенüøаë-
ся с ростоì ÷астоты.

В работе [10] äоказана теореìа Попова — Пу-
хова (ПП-теореìа), привеäеì ее форìуëировку.

1. Степенü устой÷ивости систеìы äëя квазипо-
ëиноìа Z(C, p) виäа (6) ìенüøе ëибо равна ìоäу-
ëþ ζ

m
, бëижайøеãо к ìниìой оси äействитеëüно-

ãо корня уравнения (7). Так ÷то, в сëу÷ае, коãäа
äëя фиксированных параìетров объекта систеìа
уравнений (7)—(10) иìеет äействитеëüное реøе-
ние, найäенная степенü устой÷ивости явëяется
ìаксиìаëüно-возìожной, а соответствуþщие ей
настройки реãуëятора оптиìаëüныìи по этоìу по-
казатеëþ.

2. Эта систеìа всеãäа иìеет реøение äëя техно-
ëоãи÷еских объектов, есëи m < 3.

3. Дëя систеìы с ПИД-реãуëятороì усëовие
кратности äействитеëüных корней выпоëнено
(бëижайøий к ìниìой оси коренü — äействитеëü-
ный кратности три), есëи отноøение ìаксиìаëü-
ной постоянной вреìени к вреìени запазäывания
T

imax
/τ > 0,5.

Заäа÷а о выборе робастных параìетров реãуëя-
торов в этих работах не рассìатриваëосü.

2. ÐÎÁÀÑÒÍÀß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ 
ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÐÅÃÓËÈÐÎÂÀÍÈß

Рассìотриì оäноконтурные систеìы, у кото-
рых переäато÷ная функöия объекта зависит от ко-
эффиöиентов a ∈ V

a
, с типовыìи реãуëятораìи.

Дëя пропорöионаëüноãо реãуëятора W
r
(C, p) =

= –C1, äëя пропорöионаëüно-интеãраëüноãо

W
r
(C, p) = –(C

0
/p + C

1
). Наконеö, äëя ПИД реãу-

ëятора W
r
(C, p) = –(C0/p + C1 + C2p). Параìетры

реãуëяторов неотриöатеëüны.
Буäеì преäпоëаãатü разоìкнутые систеìы ус-

той÷ивыìи иëи нейтраëüныìи, ìоäуëü и фаза ко-
торых уäовëетворяþт усëовияì ìонотонности:

M(a, C, ω
k
) ≥ M(a, C, ω

k + 1
), (11)

ãäе ω
k
 — реøение уравнения

ϕ(a, C, ω
k
) = –π(1 + 2k), 

k = 0, 1, ...,  < 0 ∀a ∈ V
a
. (12)

Дëя техноëоãи÷ескоãо объекта и ëþбоãо реãуëя-
тора, у котороãо ìоäуëü и фаза АФХ не растут с
÷астотой, эти усëовия выпоëнены. Есëи же реãу-
ëятор соäержит äифференöируþщее звено, усëо-
вия ìонотонности ìожно проверитü по неравенст-
ву (11).

C0
*

C1
* C0

* C1
*

C2
* C1

* C2
*

C0
* C1

* C2
* ζ3

2

K 1=

N

∏

ϕ∂
ω∂
-------
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Соãëасно критериþ Найквиста äинаìи÷еская
систеìа с обратной связüþ устой÷ива, есëи разо-
ìкнутая систеìа устой÷ива и при изìенении ω

 
от

нуëя äо бесконе÷ности ãоäоãраф АФХ разоìкну-
той систеìы W(a, C, iω) = W

r
(C, iω)W

0
(a, iω) не ох-

ватывает то÷ку (–1, i0).
Дëя систеì с ìоäуëеì АФХ, ìонотонно уìенü-

øаþщиìся с ростоì ω, это зна÷ит, ÷то при первоì
пересе÷ении äействитеëüной оси на ÷астоте ω0 > 0

выпоëнены усëовия

ϕ(a, C, ω0) = –π,  M(a, C, ω0) < 1.

Дëя краткости буäеì обозна÷атü ìоäуëü АФХ
разоìкнутой систеìы в то÷ке ее пересе÷ения с
отриöатеëüной äействитеëüной поëуосüþ как
M

π
(a, C, ω

0
).

Веëи÷ину r(a, C, ω
0
) = 1 – M

π
(a, C, ω

0
) называ-

þт запасом устойчивости. Систеìы, уäовëетворя-
þщие усëовияì (11) и (12), иìеþт АФХ виäа, по-
казанноãо на рис. 1.

Привеäеì нескоëüко опреäеëений, касаþщихся
робастных систеì.
� Система робастно устойчива в замкнутом со-

стоянии, если найдется такой допустимый век-
тор С, что r(a, C) > 0 ∀a ∈ V

a
.

Дëя систеì, уäовëетворяþщих усëовияì (11) и
(12), это озна÷ает, ÷то существует вектор параìет-
ров реãуëятора C* ∈ V

C
 такой, ÷то ìиниìуì по C

ìаксиìаëüноãо по a зна÷ения M
π
(a, C, ω) ìенüøе

еäиниöы:

M
π
(a, C, ω)  =  < 1. (13)

Разниöу r * = 1 –  естественно назватü ро-
бастныì запасоì устой÷ивости.
� Настройки регулятора, выбранные по некоторо-

му показателю качества, робастные, если для
любых возможных параметров объекта a ∈ V

a

значение этого показателя не хуже его значения,
соответствующего выбранным настройкам.

� Робастным D-разбиением в пространстве пара-
метров регулятора называют выделение в этом
пространстве множества всех значений пара-
метров, для которых система робастно устой-
чива. Так ÷то систеìа робастно устой÷ива, ес-
ëи ìножество, опреäеëенное D-разбиениеì,
не пусто.
Граниöа обëасти робастной устой÷ивости в

пространстве параìетров реãуëятора C опреäеëена
усëовияìи

M(a, C, ω)/ϕ(a, C, ω) = –π  = 1

äëя всех зна÷ений ω, соответствуþщих неотриöа-
теëüныì зна÷енияì C.
� Пусть система робастно устойчива при некото-

ром значении C. Назовем робастной степенью ус-
тойчивости η такое неотрицательное число, что
система, имеющая расширенную АФХ разомкну-
той системы W(a, C, iω – η), устойчива при
всех a ∈ V

a
 за исключением множества значений

a = a*, для которых она находится на границе ус-
тойчивости.
Дëя такой систеìы

M(a, C, η, ω) = 1/ϕ(a, C, η, ω) = –π. (14)

Зäесü M(a, C, η, ω) и ϕ(a, C, η, ω) — ìоäуëü и фаза
расøиренной АФХ разоìкнутой систеìы.

Заäа÷а о выборе параìетров реãуëятора по ус-
ëовияì ìаксиìуìа робастной степени устой÷и-
вости ìожет бытü с у÷етоì ввеäенных опреäеëе-
ний сфорìуëирована как

η* = η(a, C). (15)

Эта заäа÷а о÷енü сëожна, так как степенü устой-
÷ивости зависит от а и С аëãоритìи÷ески и ìини-
ìуì ее по а нужно искатü при всех возìожных зна-
÷ениях параìетров реãуëятора. Оäнако, как пока-
зано ниже, ее реøение существенно упрощается,
есëи поряäок операöий вы÷исëения ìиниìуìа и
ìаксиìуìа ìожно изìенитü на обратный.

Покажеì, ÷то äëя систеì реãуëирования с ìо-
нотонной АФХ разоìкнутой систеìы справеäëива

Теорема. Задача (15) о максимуме робастной
степени устойчивости имеет седловую точку (вели-
чина η* не зависит от последовательности операций
вычисления максимума и минимума).

Рис. 1. Вид АФХ разомкнутой системы регулирования техноло-
гического объекта: а — реãуëятор не иìеет интеãраëüной со-
ставëяþщей; б — реãуëятор соäержит интеãраëüнуþ составëя-
þщуþ

min
C VC∈ ⎝

⎜
⎛
max
a Va∈ ⎠

⎟
⎞

Mπ
*

Mπ
*

⎩
⎨
⎧

max
a Va ω,∈ ⎭

⎬
⎫

max
a Va ω,∈

max
C

min
a Va∈
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Д о к а з а т е ë ü с т в о. Первона÷аëüно äокажеì, ÷то
для объектов с монотонной АФХ разомкнутой системы за-
пас устойчивости и степень устойчивости монотонно
связаны друг с другом.

Действитеëüно, обëастü, оãрани÷енная расøиренной
АФХ, явëяется отображениеì всех то÷ек пëоскости кор-
ней характеристи÷ескоãо уравнения заìкнутой систе-
ìы, ëежащих правее ëинии, параëëеëüной ìниìой оси,
с абсöиссой –η. В сиëу свойств конфорìноãо отображе-
ния эта обëастü с ростоì η расøиряется. Так ÷то ìоäуëü
расøиренной АФХ разоìкнутой систеìы функöией äëя
ëþбоãо зна÷ения фазы и, в ÷астности, M

π
(a, C, η, ω) с

ростоì η ìонотонно возрастает:

 > 0. (16)

Из неравенства (16) сëеäует, ÷то äëя тоãо, ÷тобы сис-
теìа быëа робастно устой÷ивой, необхоäиìо и äостато÷-
но существования такоãо η > 0, äëя котороãо выпоëнены
усëовия (14).

Чеì боëüøе запас устой÷ивости систеìы (÷еì ìенü-
øе M

π
(a, C, ω)), теì боëüøе зна÷ение степени устой÷и-

вости, при котороì ìоäуëü расøиренной АФХ заìкну-
той систеìы станет равныì еäиниöе в то÷ке пересе÷е-
ния с отриöатеëüной äействитеëüной поëуосüþ.

Такиì образоì, реøения заäа÷ (13) и (15) совпаäаþт.
Есëи первая из них иìеет сеäëовуþ то÷ку, то это же
справеäëиво и äëя заäа÷и (15).

Задача о робастном значении запаса устойчивости для
технологических объектов с монотонными АФХ разомкну-
той системы имеет седловую точку (результат ее реше-
ния не зависит от порядка вычисления операций максиму-
ма и минимума), так как функöия M

π
(a, C, ω) ìуëüти-

пëикативна. Моäуëü АФХ разоìкнутой систеìы равен
произвеäениþ ìоäуëя объекта на ìоäуëü реãуëятора,
оäин из этих соìножитеëей зависит тоëüко от a, а äру-
ãой — от С:

M
π
(a, C, ω) = F

a
(a, ω)F

C
(C, ω).

Обозна÷иì ìаксиìуì F
a
 по a ∈ V

a
 и ìиниìуì F

C
 по C

как (ω) и (ω). Изìенение посëеäоватеëüности

операöий ìаксиìуìа и ìиниìуìа не скажется на виäе

функöий  и . Как сëеäствие эквиваëентности, то

же относится и к заäа÷е о ìаксиìуìе робастной степени
устой÷ивости. Теореìа äоказана. ♦

С ростоì коэффиöиента усиëения разоìкнутой
систеìы веëи÷ина M

π
 возрастает (запас устой÷и-

вости уìенüøается), поэтоìу, есëи äиапазон изìе-
нения коэффиöиента усиëения K объекта не зави-
сит от äруãих еãо параìетров, то ìиниìуìу по K
степени устой÷ивости äëя ëþбых фиксированных
настроек реãуëятора соответствует ìаксиìуì K.

Веëи÷ина η*
 завеäоìо не превосхоäит зна÷ения

(сì. работу [11])

η0 = η(a, C). (17)

А в тоì сëу÷ае, коãäа заäа÷а иìеет сеäëовуþ то÷ку,

она равна η0.

Множество зна÷ений вектора C, äëя которых
систеìа робастно устой÷ива, ìожет бытü построе-
но как D-разбиение по усëовиþ устой÷ивости сис-
теìы, иìеþщий расøиреннуþ АФХ разоìкнутой
систеìы W(a, C, iω – η), ãäе a = a*, а η < η*.

Есëи заäа÷и (15) и (17) эквиваëентны и η* = η0,
то ìаксиìуì робастной степени устой÷ивости
ìожно найти, выбрав первона÷аëüно настройки
реãуëятора по усëовиþ ìаксиìуìа η по C äëя ëþ-
бых äопустиìых параìетров объекта, а затеì вы-
÷исëитü ìиниìуì η*(a) по a ∈ V

a
. Но первая

(внутренняя) заäа÷а äëя рассìатриваеìоãо кëасса
систеì реøена в работах [6—9] с у÷етоì усëовия
кратности äействитеëüных корней. Дëя ëþбых
зна÷ений коэффиöиентов a поëу÷ены параìетры
реãуëятора, соответствуþщие ìаксиìаëüной сте-
пени устой÷ивости.

Внеøняя заäа÷а явëяется заäа÷ей неëинейноãо
проãраììирования о выборе на ìножестве V

a
 та-

коãо вектора параìетров, äëя котороãо ìаксиìаëü-
ная по C

 
степенü устой÷ивости (она зависит тоëüко

от a) ìиниìаëüна.

3. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÂÛÁÎÐÀ ÐÎÁÀÑÒÍÛÕ ÍÀÑÒÐÎÅÊ 
ÐÅÃÓËßÒÎÐÎÂ

Испоëüзование резуëüтатов [6—9] позвоëяет
преäеëüно упроститü заäа÷у выбора робастных на-
строек реãуëяторов. Ее реøение ìожет бытü про-
веäено в такой посëеäоватеëüности.

1. Выбрав тип реãуëятора, записываþт уравне-
ние (7) и нахоäят зна÷ение еãо ìаксиìаëüноãо
äействитеëüноãо корня –ζ = η*(a) как функöиþ
параìетров объекта. Соответствуþщие настройки
реãуëятора опреäеëены усëовияìи (8)—(10), но
с÷итатü их äëя всех a ∈ V

a
 не требуется.

2. Реøаþт заäа÷у неëинейноãо проãраììирова-
ния

η*(a) → .

Есëи найäенная ìиниìаëüная степенü устой÷и-
вости поëожитеëüна, то систеìу ìожно сäеëатü ро-
бастно устой÷ивой с поìощüþ выбранноãо типа
реãуëятора. Соответствуþщий вектор параìетров
a* назовеì «крити÷ескиì». Крити÷ескиì зна÷ени-
еì K * коэффиöиента усиëения объекта явëяется
ìаксиìаëüное из еãо возìожных зна÷ений.

3. Дëя найäенноãо крити÷ескоãо вектора пара-
ìетров объекта (тоëüко äëя неãо) по форìуëаì
(8)—(10) вы÷исëяþт настройки реãуëятора, обес-
пе÷иваþщие найäеннуþ робастнуþ степенü устой-
÷ивости систеìы.

4. Есëи m > 2, то проверяþт äëя расс÷итанной
систеìы выпоëнение неравенства, связываþщеãо

M
π

a C η ω, , ,( )∂

η∂
----------------------------------------

F
a
* F

C
*

F
a
* F

C
*

min
a Va∈

max
C

min
a Va∈
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ìаксиìаëüнуþ постояннуþ вреìени T
max

 и веëи-

÷ину τ: 2T
max

 ≥ τ.

Отìетиì, ÷то выбор параìетров реãуëятора по
усëовиþ ìаксиìуìа робастной степени устой÷и-
вости боëее естественен, ÷еì по усëовиþ ìакси-
ìуìа запаса устой÷ивости, так как η* пряìо свя-
зана с проäоëжитеëüностüþ перехоäноãо проöесса
в систеìе [12]. Кроìе тоãо, этот выбор существен-
но обëеã÷ается усëовиеì кратности бëижайøеãо к
ìниìой оси äействитеëüноãо корня характеристи-
÷ескоãо уравнения.

4. ÐÎÁÀÑÒÍÛÅ ÍÀÑÒÐÎÉÊÈ ÑÈÑÒÅÌÛ 
Ñ ÒÈÏÎÂÛÌ ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌ ÎÁÚÅÊÒÎÌ

На практике при проектировании систеì ре-
ãуëирования техноëоãи÷еских объектов их харак-
теристики преäставëяþт в форìе звена ÷истоãо
запазäывания иëи еãо посëеäоватеëüноãо соеäине-
ния с интеãрируþщиì иëи апериоäи÷ескиì зве-
ноì. Поэтоìу äëя иëëþстраöии возìожностей при-
ìенения привеäенных выøе соотноøений найäеì
зависиìостü äостижиìой робастной степени ус-
той÷ивости äëя объекта, который преäставëяет со-
бой звено ÷истоãо запазäывания, посëеäоватеëüно
соеäиненное с апериоäи÷ескиì звеноì первоãо
поряäка:

W0(p) =Ke
–pτ .

Такой объект ÷асто называþт типовым техно-
логическим объектом, так как эта переäато÷ная
функöия преäставëяет собой простейøуþ ап-
проксиìаöиþ в окрестности равновесия распре-
äеëенных проöессов, вкëþ÷аþщих тепëо- и ìас-
соперенос, транспорт проäуктов, накопëение ве-
щества и пр.

Множество возìожных параìетров объекта за-
äаäиì неравенстваìи:

Kmin ≤ K ≤ Kmax,  a = (T, τ) ∈ V0.

Множество V0 ëежит в первоì кваäранте и äëя ëþ-

бой еãо то÷ки 2T ≥ τ.
Усëовия ìаксиìуìа степени устой÷ивости при-

воäят к систеìе уравнений (7)—(10), в которой

f(p, a) = pepτ(Tp + 1).

И-регулятор. Реøение уравнения (7) äëя m = 1
привоäит к зна÷ениþ преäеëüной степени устой-
÷ивости в функöии параìетров объекта

η*(T, τ) =  +  – . (18)

Реøение заäа÷и о ìиниìуìе η* по (T, τ) ∈ V0

опреäеëяет зна÷ения крити÷еских параìетров объ-

екта T *, τ*. Соответствуþщее зна÷ение робастной
настройки реãуëятора (8)

C
0
 = η* (1 – T *η*).

ПИ-регулятор. В этоì сëу÷ае m = 2. Реøение
уравнения (7) äëя m = 2 привоäит к зна÷ениþ пре-
äеëüной степени устой÷ивости:

η* =  +  – . (19)

Соответствуþщие робастные параìетры реãу-
ëятора äëя крити÷еских параìетров объекта, ìи-
ниìизируþщих ее на V0 (сì. выражения (8), (9)):

C
0
 = (η*)2e–η*τ* ,

C
1
 = (e–η*τ*[(2T * + τ*)η* – T *τ*(η*)2 – 1]).

ПИД-регулятор. Анаëоãи÷но äвуì рассìотрен-
ныì выøе сëу÷аяì äëя m = 3 поëу÷иì ìаксиìаëü-
нуþ по C степенü устой÷ивости

η* =  +  – . (20)

Соответствуþщие настрое÷ные параìетры äëя
ìиниìизируþщих степенü устой÷ивости T и τ:

C0 = e
–η*τ*,

C
1
 = (3T *τ*(η*)2 + (η*)2(τ*)2 – η*τ* –

– T *(η*)3(τ*)2 – 1),

C2 = .

П-регулятор. В этоì сëу÷ае m = 1, а функöия

f(p, a) = epτ(Tp + 1). Достижиìая степенü устой÷и-
вости (сì. работу [9])

η*(T, τ) =  + . (21)

Робастная настройка пропорöионаëüноãо реãу-
ëятора

C1 = .

1
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Все выражения äëя преäеëüной степени устой-
÷ивости ìоãут бытü записаны в форìе:

η*(T *, τ*) = ,

ãäе k = T/τ.
Дëя кажäоãо типа реãуëятора поëу÷иì:

FИ(k) = 1 +  – ,

FПИ(k) = 2 +  – ,

F
ПИД

(k) = 3 +  – ,

FП(k) = 1 + .

Эти функöии показаны на рис. 2. Они ìоно-
тонны по k, так ÷то äëя фиксированноãо зна÷е-
ния τ

 
ìиниìуìу степени устой÷ивости соответст-

вует ìаксиìуì k, а зна÷ит T.
Дëя заäанноãо ìножества V

0
 на пëоскости с ко-

орäинатаìи T, τ äëя ëþбоãо зна÷ения k ìиниìуì
по τ äостиãается в то÷ке пересе÷ения, соответству-
þщеãо ëу÷а с правой ãраниöей ìножества V0, со-

ответствуþщей боëüøиì зна÷енияì τ. Множество
таких то÷ек заäает зависиìостü τ*(k). Есëи эта зави-
сиìостü äифференöируеìа, то коорäинаты крити-

÷еской то÷ки, в которой отноøение F(k)/τ(k)

ìиниìаëüно, опреäеëяþтся усëовиеì

τ(k) = F(k) = – F(k).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Дëя систеì реãуëирования, техноëоãи÷еских
объектов, соäержащих запазäывание, äоказана
возìожностü выбора робастных настроек типо-

вых проìыøëенных реãуëяторов ìиниìизаöией на
ìножестве возìожных параìетров объекта (не обя-
затеëüно характеризуþщеãося интерваëüныìи оã-
рани÷енияìи) ìаксиìаëüно äостижиìой степени
устой÷ивости, зависящей от этих параìетров.

Дëя поëожитеëüных оãрани÷енных зна÷ений τ*,
T * степенü устой÷ивости η*, найäенная по форìу-
ëаì (18), (19), (20), (21), поëожитеëüна, а зна÷ит,
найäутся параìетры типовых реãуëяторов, обеспе-
÷иваþщие робастнуþ устой÷ивостü.

Поëу÷енные усëовия позвоëяþт реøитü и об-
ратнуþ заäа÷у: найти тот äиапазон изìенения па-
раìетров объекта, äëя котороãо робастная устой-
÷ивостü систеìы реãуëирования буäет не ниже за-
äанной.
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ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÔÓÍÊÖÈÈ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß
È ÑÒÐÀÒÅÃÈß ÓÏÐÀÂËÅÍÈß 

ÝÊÑÏËÓÀÒÀÖÈÎÍÍÛÌÈ ÇÀÒÐÀÒÀÌÈ

В.Н. Русев, А.В. Скориков

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Функöия восстановëения H(t) опреäеëяется как
ожиäаеìое ÷исëо отказов систеìы (иëи эëеìента)
в те÷ение вреìени (0, t). Этот параìетр испоëü-
зуется äëя построения систеìы ìенеäжìента на-
äежности, опреäеëения оптиìаëüноãо пëана про-
фиëакти÷ескоãо обсëуживания иëи заìен [1—3].
Функöия восстановëения иìеет важное зна÷ение
äëя разработки поëитики ãарантий [4], а также
приìеняется в принятии реøений пëанирования
схеìы поставок [5], построения пëанов страхова-
ния [6].

Дëя рекуррентных потоков восстановëений ин-
теãраëüное уравнение Воëüтерра устанавëивает со-
отноøение ìежäу функöией восстановëения H(t)
и функöией распреäеëения F(t) вреìени работы
ìежäу отказаìи [7], коãäа пëотностü распреäеëе-
ния f(t) = F'(t) опреäеëена:

H(t) = F(t) + H(τ)f(t – τ)dτ. (1)

Реøение в заìкнутой форìе этоãо уравнения
невозìожно, кроìе некоторых сëу÷аев, коãäа по-
ток восстановëений управëяется экспоненöиаëü-
ныì иëи эрëанãовскиì распреäеëенияìи. Хороøо

известна [7] асиìптоти÷еская форìуëа äëя функ-
öии восстановëения (асиìптота Сìита)

H(t) ∼ t + ,  t → ∞, (2)

ãäе μ и σ2 — ìатеìати÷еское ожиäание и äиспер-
сия вреìени работы ìежäу отказаìи.

Отìетиì также пубëикаöии [8, 9], посвящен-
ные пряìоìу вы÷исëениþ функöии наäежности
äëя систеì в терìинах сверток.

В настоящей статüе преäпоëаãается, ÷то весü
жизненный öикë функöионирования объектов сис-
теìы описывается с поìощüþ äвухпараìетри÷ес-
коãо закона распреäеëения Вейбуëëа — Гнеäенко
(сì. наприìер, работу [10]). Распреäеëение Вейбуë-
ëа — Гнеäенко заниìает важное ìесто среäи рас-
преäеëений вреìени безотказной работы систеì,
состоящих из ãрупп боëüøоãо ÷исëа эëеìентов, от-
казы которых происхоäят взаиìно независиìо, так
÷то отказ ëþбоãо из эëеìентов привоäит к отказу
всей систеìы (принöип «наисëабейøеãо звена»).

Соãëасно ãосуäарственноìу станäарту [11],
«Пëаново-профиëакти÷еские реìонты иëи заìе-
ны поëезны в сëу÷аях, коãäа отказы оäной иëи
нескоëüких кëþ÷евых составных ÷астей изäеëия
иìеþт ÷етко выраженный износовый и/иëи уста-
ëостный характер, ÷то соответствует описаниþ

Рассìотрена аппроксиìаöия функöии восстановëения äëя рекуррентных потоков вос-

становëений. Преäпоëаãается, ÷то вреìя безотказной работы объектов систеìы описы-

вается с поìощüþ äвухпараìетри÷ескоãо распреäеëения Вейбуëëа — Гнеäенко. Преäëо-

жены анаëити÷еский и ÷исëенный поäхоäы (на основе ìетоäов äискретизаöии) реøения

уравнения Воëüтерра. Поëу÷енные соотноøения и аëãоритìы проверены на контроëü-

ных приìерах с поìощüþ профессионаëüноãо ìатеìати÷ескоãо пакета Wolfram Mathe-

matica. Изëоженные резуëüтаты приìенены в стратеãии «бëоковой (ãрупповой) поëитики

заìен» äëя обеспе÷ения наäежноãо и эффективноãо функöионирования техноëоãи÷еских

объектов.

Ключевые слова: функöия восстановëения, распреäеëение Вейбуëëа — Гнеäенко, интеãраëüное
уравнение Воëüтерра, произвоäящая функöия ìоìентов, ìетоäы äискретизаöии интеãраëüных урав-
нений, ìониторинã наäежности, бëоковая поëитика заìен, коìпüþтерное ìоäеëирование в среäе
Wolfram Mathematica.
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вероятности поäобных отказов äвухпараìетри-
÷ескиì распреäеëениеì Вейбуëëа. Зная параìетры
форìы и ìасøтаба этоãо распреäеëения, ìожно
установитü раöионаëüные зна÷ения периоäи÷-
ности профиëакти÷ескоãо обсëуживания иëи за-
ìен этих составных ÷астей». Поэтоìу, с позиöий
разработки ìониторинãовых систеì оöенивания
факторов наäежности эëеìентов, äëя äостижения
оптиìаëüноãо пëана техни÷ескоãо обсëуживания и
реìонта изу÷ение и анаëиз функöии восстановëе-
ния явëяется весüìа актуаëüной пробëеìой. Поëу-
÷енные аппроксиìаöии функöии восстановëения
приìенены в стратеãии «ãрупповой поëитики за-
ìен» äëя обеспе÷ения наäежноãо и эффективноãо
функöионирования техноëоãи÷еских объектов.

Функöия распреäеëения и пëотностü распреäе-
ëения Вейбуëëа — Гнеäенко иìеþт, соответствен-
но, виä:

F(t) = , 

f(t) = 

с параìетраìи форìы β > 0, ìасøтаба α > 0.
Авторы работы [12] W.L. Smith and M.R. Lead-

better преäëожиëи ìетоä äëя вы÷исëения функöии
восстановëения äëя распреäеëения Вейбуëëа —
Гнеäенко с поìощüþ разëожения в степенной ряä
äëя β > 1, ÷исëенное вы÷исëение этоãо ряäа оãра-
ни÷ено ìаëыì äиапазоноì t; A.G. Constantine,
N.I. Robinson [13] преäставиëи ìетоä вы÷исëения
функöии восстановëения H(t) с поìощüþ вы÷етов,
позвоëяþщих поëу÷итü преäставëение äëя нее рав-
ноìерно схоäящиìся ряäоì затухаþщих экспо-
ненöиаëüных ÷ëенов. В статüе [14] быëа преäëоже-
на оöенка функöии восстановëения, основанная
на первых трех ìоìентах распреäеëения, уто÷ня-
þщая асиìптоти÷ескуþ форìуëу (2). Поëу÷ен так-
же ряä äруãих прибëижений, таких как поëу÷ен-
ных автораìи работ [15—17], изу÷авøих функöиþ
восстановëения äëя норìаëüноãо, ãаììа-, равно-
ìерноãо распреäеëений вреìени жизни.

1. ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ 
ÔÓÍÊÖÈÈ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß. 

ÌÅÒÎÄ ÏÐÎÈÇÂÎÄßÙÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÌÎÌÅÍÒÎÂ

Приìениì ìетоäы операöионноãо ис÷исëения.
Из уравнения (1) поëу÷аеì

(s) = (s) + (s) (s), 

откуäа сëеäует

(s) =  = .

Дëя нахожäения ориãинаëа преобразования

Лапëаса (s) воспоëüзуеìся произвоäящей функ-
öии ìоìентов пëотности распреäеëения Вейбуë-
ëа — Гнеäенко.

Соотноøение h(t) = H'(t) в терìинах преобразо-

вания Лапëаса ìожно записатü как (s) = (s)/s.

В работах [18, 19] поëу÷ено преäставëение пре-
образования Лапëаса пëотности восстановëения

(s) =  +  + s +

+ s
2 + ... .

Отсþäа

(s) =  =  +  +  +

+ s
2 + ... .

Испоëüзуя обозна÷ения

c
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k
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Тоãäа

H(t) = F(t) + L–1 (s) + (c1 – 1) (s) +

+ c2 (s) + c3s (s) + c4s
2 (s) + ... , 

ãäе L–1[G(s)] обозна÷ает обратное преобразование
Лапëаса äëя функöии G(s).

Такиì образоì,

H(t) = F(t) + L–1 (s)  + (c1 – 1) f(τ)dτ +

+ c2 f(t) + c3 f '(t) + c4 f ''(t) + ... =

= F(t) + L–1 (s)  + (c
1
 – 1)F(t) + c

2
F'(t) +

+ c
3
F''(t) + c

4
F'''(t) + ... 

В сиëу тоãо, ÷то

L
–1 (s)  = c

0
(t – τ)αββτβ – 1

dτ =

= c0α
ββ t τβ – 1

dτ – τβ dτ  =

= c0α
ββ t γ(1, (αt)β) – γ  =

= c0 tF(t) – γ ,

ãäе γ(a, x) = t
a – 1

e
–t

dt — непоëная ãаììа-функöия

Эйëера и ввиäу равенств

τμ dτ = γ ,

γ(1, (αt)β) = e
–z

dz = F(t),

окон÷атеëüно поëу÷аеì преäставëение:

H(t) = H(t) + c
0

tF(t) – γ  +

+ (c
1
 – 1)F(t) + c

2
F'(t) + c

3
F''(t) + c

4
F'''(t) + ... =

= F(t)[1 + c0t] – γ  + (c1 – 1)F(t) +

+ c
2
F'(t) + c

3
F''(t) + c

4
F'''(t) + ... =

= c0tF(t) – γ  + c1F(t) + c2F'(t) +

+ c
3
F''(t) + c

4
F'''(t) + ...,

ãäе коэффиöиенты c
k
 опреäеëены выøе.

Друãая записü поëу÷енноãо соотноøения:

H(t) = F(t)(c0t + c1) – γ  + c2F'(t) +

+ c3F''(t) + c4F'''(t) + ...

Остаëосü тоëüко еще уäостоверитüся в тоì, ÷то
поëу÷енное соотноøение соãëасуется с асиìпто-
ти÷еской форìой функöии восстановëения (2), ко-
торая в наøих обозна÷ениях иìеет виä (сì. äаëее
рис. 4):

H(t) = c
0
t + c

1
 – 1 + o(1),  t → ∞.

2. ÄÈÑÊÐÅÒÈÇÀÖÈß ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Дëя прибëиженноãо ìетоäа реøения уравнения
(1) относитеëüно H(t) приìениì ìетоäы äискрети-
заöии интеãраëüноãо уравнения, которые в вариа-
öионных заäа÷ах называþтся пряìыìи ìетоäаìи.
К такиì ìетоäаì относятся коне÷но-разностный
ìетоä Эйëера, ìетоä Ритöа, а также известный в
заäа÷ах ìеханики ìетоä коне÷ных эëеìентов.

Дискретизаöия по ìетоäу Гаëеркина с приìе-
нениеì куби÷еских спëайнов быëа рассìотрена в
работе [20]. Оäнако с÷ет äëя боëüøоãо ÷исëа то÷ек
разбиений, по преäëоженной в этой работе схеìе,
затруäнитеëен из-за боëüøоãо ìассива äанных в
оперативной паìяти коìпüþтера. Чисëенное ре-
øение уравнения восстановëения (пряìой RS-ìе-
тоä) рассìотрено в статüях [21—23], ãäе поëу÷ены
аëãоритìы реøения уравнения ìетоäаìи типа ìе-
тоäа трапеöий и ìетоäа Сиìпсона.

Испоëüзуеìая äаëее в работе äискретизаöия со-
стоит в приìенении соответствуþщеãо аëãоритìа
тоëüко к неизвестной функöии, стоящей поä зна-
коì интеãраëа, а интеãраëы от яäер операторов вы-
÷исëяþтся в пакете Mathematica. Такиì образоì,
реøение ищется, как в ìетоäе Ритöа — Гаëеркина,
в виäе ëинейной коìбинаöии соответствуþщих
базисных функöий, но äëя опреäеëения коэффи-
öиентов, как в ìетоäе коëëокаöий Канторови÷а
[24], невязки в узëах поëаãаþтся равныìи нуëþ.
То÷ностü аппроксиìаöии реøения äостиãается
не бëаãоäаря боëее сëожныì базисныì функöияì,
как в ìетоäе Гаëеркина, а бëаãоäаря боëее ìеëко-
ìу разбиениþ обëасти.

Рассìотриì три способа äискретизаöии урав-
нения (1). Разäеëиì рассìатриваеìый отрезок вре-
ìени [0, t

max
] на n равных ÷астей то÷каìи t

0
 = 0,

t
1
 = t

0
 + Δ, ..., t

n
 = t

0
 + nΔ, ãäе Δ — øаã разбиения.

Метод правых узлов. Буäеì искатü реøение H(t)
уравнения (1) в виäе суììы кусо÷но-постоянных
функöий, равных на кажäоì отрезке разбиения
t
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k
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то÷ке t
k
 разбиения H

k
 = H(t

k
), также как в кваä-

ратурноì ìетоäе пряìоуãоëüников (рис. 1). Есëи
ввести коорäинатные функöии I

k
(t), равные еäи-

ниöе при t
k – 1 < t ≤ t

k
 и нуëþ в остаëüных то÷ках,

то прибëиженное реøение записывается в виäе

H(t) ≈ H
k
I
k
(t).

Метод средних. Поëожиì зна÷ение прибëи-
женноãо реøения u(t) на k-ì отрезке, равныì

среäнеìу зна÷ениþ  = , как в ìе-

тоäе трапеöий кваäратурных форìуë (рис. 2). При-
бëиженное реøение, соответственно, иìеет виä:

(t) = I
k
(t).

Линейные сплайны. В ка÷естве прибëиженноãо

реøения на k-ì отрезке (t) выбереì интерпоëя-

öионные ìноãо÷ëены Лаãранжа первой степени,
которые в узëах t

k – 1
, t

k
, k = 1, ..., n, равны зна÷е-

нияì реøения H
k – 1

 = H(t
k – 1

), H
k
 = H(t

k
). Такиì

образоì, на кажäоì отрезке разбиения искоìое
реøение заìеняется ëинейной функöией, т. е.
рассìатривается прибëижение реøения ëоìаной
(рис. 3).

Найäеì реøение по первоìу способу. Поäста-
виì то÷ки разбиения в уравнение (1), заìениì H(t)
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Рис. 1. Метод правых узлов

Рис. 2. Метод средних
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Рис. 3. Метод линейных сплайнов
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Такиì образоì, äëя n то÷ек разбиения поëу÷а-
еì систеìу ëинейных уравнений виäа:

(3)

Реøение систеìы ìожно записатü рекуррент-
ныìи форìуëаìи:

При второì способе äискретизаöии заìениì

Н(t) на соответствуþщеì отрезке среäниì  =

= . Соответственно, ìоäифиöируется сис-

теìа (3):

Отсþäа поëу÷аеì рекуррентные форìуëы äëя
реøения:

По третüеìу способу äискретизаöии прибëи-
женное реøение на кажäоì отрезке разбиения
ищется в виäе интерпоëяöионноãо ìноãо÷ëена
Лаãранжа первой степени, т. е.

H
k
(t) = H

k – 1  + H
k

.

Обозна÷иì

l
k
(t) =  = .

Тоãäа
H

k
(t) = H

k – 1
l
k
(t) – H

k
l
k – 1

(t).

Дëя ëинейных функöий l
k
 справеäëиво при m ≥ k

равенство

l
k
(t

m
 – t) =  =  =

–  = –l
m – k

(t). (4)

Из уравнения (1) u0 = f(0) = f0, äаëее при t = t1,

у÷итывая равенство (4), иìееì

H
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Поäставиì в уравнение (1) t = t
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= F
n
 – H

0
f(r)l

n – 1
(r)dr + H

1
f(r)l

n
(r))dr –

– H1 f(r)l
n – 2(r)dr + H2 f(r)l

n – 1(r)dr – ... –

– H
n – 1 f(r)(l0(r)dr + H

n
f(r)l1(r)dr =

= F1 – H0Gnn – 1 + H1(Gnn
 – G

n – 1n – 2) + ... +
+ H

n – 1
(G

22
 – G

10
) + H

n
G

11
,

ãäе

G
kj
 = f(r)l

j
(r)dr.

Такиì образоì,

H
n
(1 – G11) = F1 – H0Gnn – 1 +

+ H1(Gnn
 – G

n – 1n – 2) + ... + H
n – 1(G22 – G10).

Итак, систеìа уравнений иìеет виä

(5)

Рекуррентные форìуëы äëя реøения систеìы
(5) иìеþт виä:

3. ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ 
È ÑÐÀÂÍÅÍÈÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Поëу÷енные аëãоритìы быëи проверены на
контроëüных приìерах с поìощüþ профессионаëü-
ноãо ìатеìати÷ескоãо пакета Wolfram Mathema-
tica. Поãреøностü прибëиженноãо реøения опре-
äеëяется не тоëüко построенныì аëãоритìоì, но
также поãреøностüþ ÷исëенноãо интеãрирования

в пакете Wolfram Mathematica, равной 10–15. Отìе-
тиì, ÷то поãреøностü реøения контроëируется
приìенениеì разëи÷ных ìетоäов и известныì
асиìптоти÷ескиì прибëижениеì (2). Дëя распре-

äеëения Рэëея, важноãо ÷астноãо сëу÷ая распреäе-
ëения Вейбуëëа — Гнеäенко (β = 2, α = 1), функ-
öии восстановëения преäставëены на рис. 4. Из
ãрафиков виäно, ÷то прибëижение ëинейныìи
спëайнаìи и ìетоä среäних äает оäно и то же ре-
øение при ìаëоì ÷исëе то÷ек разбиения (20 то-
÷ек), которое бëизко к прибëиженноìу реøениþ,
поëу÷енноìу ìетоäоì произвоäящих функöий ìо-
ìентов. Рассìотренные прибëиженные реøения
быстро схоäятся к асиìптоти÷ескоìу зна÷ениþ
функöии восстановëения (2). Метоä правых узëов
äëя рассìотренноãо ÷исëа то÷ек разбиения (20 то-
÷ек) äает боëüøуþ поãреøностü при t > 1. Оäна-
ко, увеëи÷ение ÷исëа то÷ек разбиения äо 200 äает
практи÷ески совпаäение прибëиженных реøений,
найäенных рассìотренныìи выøе ìетоäаìи пра-
вых узëов, среäних и произвоäящих функöий. Вре-
ìя с÷ета при такоì разбиении составëяет прибëи-
зитеëüно 2—3 с.

Сравнение ãрафиков функöий восстановëения,
поëу÷енных äëя распреäеëения Рэëея ìетоäоì вы-
÷етов [13] и ìетоäоì произвоäящих функöий ìо-
ìентов (рис. 5) показывает совпаäение резуëüтатов.
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Рис. 4. Аппроксимация функции восстановления для распреде-
ления Рэлея

Рис. 5. Сравнение аппроксимаций функций восстановления для
распределения Рэлея, полученных методом производящих функ-
ций моментов и методом вычетов Constantine, Robinson
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4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÀß ÑÒÐÀÒÅÃÈß 
ÏÐÎÔÈËÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß

По ГОСТ Р 27.606—2013 [11]: «Есëи же отказ не
несет уãроз безопасности, но веäет к утрате изäе-
ëиеì ãотовности к приìенениþ по назна÷ениþ, то
периоäи÷ностü заìен устанавëиваþт, исхоäя из за-
äанноãо уровня ãотовности, обеспе÷иваеìоãо при
оптиìаëüных затратах, вкëþ÷аþщих в себя, в тоì
÷исëе, стоиìостü заìеняеìых изäеëий и эконоìи-
÷еский ущерб от отказов». Такиì образоì, необ-
хоäиì баëанс ìежäу суììой, потра÷енной на про-
фиëакти÷еское обсëуживание, и суììой на заìе-
ны при внезапноì отказе.

Приìениì стратеãиþ техни÷ескоãо обсëужива-
ния, известнуþ как «ãрупповуþ иëи бëоковуþ по-
ëитику заìен» («block replacement policy — BRP»)
[1, 3]. Преäпоëаãается, ÷то объект заìеняется но-
выì изäеëиеì при постоянной äëине интерваëа
заìен t

p
, независиìо от возраста объекта, а также

заìены объекта происхоäят стоëüко раз, скоëüко
требуется на интерваëе (0, t

p
) при внезапных отка-

зах объекта. В работе [25] рассìотрены стратеãии
заìен по экспëуатаöионныì затратаì, в ÷астнос-
ти, уто÷няþщие опреäеëение оптиìаëüноãо срока

сëужбы при восстановëении работоспособности
объекта без воспоëнения еãо ресурса.

Пустü C
p
 — среäняя стоиìостü профиëакти÷ес-

коãо обсëуживания, C
f
 — среäняя стоиìостü вос-

становëения при отказе (C
p
 < C

f
). Среäняя стои-

ìостü на интерваëе (0, t
p
) профиëакти÷ескоãо об-

сëуживания и восстановëения посëе отказа равна
C

p
 + C

f
H(t

p
), ãäе H(t

p
) — среäнее ÷исëо восстанов-

ëений на интерваëе (0, t
p
). В ка÷естве критерия оп-

тиìаëüности рассìатривается среäняя стоиìостü
экспëуатаöионных затрат (уäеëüная стоиìостü за-
трат) еäиниöу вреìени:

R(t
p
) = , (6)

ãäе c
o
 = C

f
/C

p
 — коэффиöиент затрат. То÷ка ìи-

ниìуìа функöии (6) äает соответствуþщее зна÷е-
ние вреìени оптиìаëüноãо профиëакти÷ескоãо об-
сëуживания t

p
. Известно, ÷то в то÷ке t0 экстреìуìа

R(t
0
) = C

f
H'(t

0
) = C

f
h(t

0
), т. е. зна÷ение функöии

R(t) опреäеëяется пëотностüþ восстановëения h(t
0
).

Боëее тоãо, ìожно äоказатü равенство

R''(t
0
) = C

f
H''(t

0
). (7)

Из равенства (7) сëеäует, ÷то характер выпук-
ëости функöии R(t) в то÷ках экстреìуìа совпаäает
с характероì выпукëости функöии H(t) и осöиë-
ëяöия функöии восстановëения соãëасуется с ос-
öиëëяöией среäней стоиìости экспëуатаöионных
затрат.

Достато÷ныì усëовиеì существования ìини-
ìуìа функöии R(t) явëяется усëовие на коэффи-
öиент затрат c

o
 [26, 27], иìеþщее в наøих обозна-

÷ениях виä: 

c
o
 > , (8)

ãäе CV
2 = σ2/μ2 — кваäрат коэффиöиента вариа-

öии. Отìетиì, ÷то усëовие (8) не явëяется необ-
хоäиìыì. Привеäеì иëëþстраöиþ äанноãо ут-
вержäения, сëужащуþ контрприìероì усëовиþ (8).
Рассìотриì распреäеëение Рэëея, äëя котороãо
оãрани÷ение (8) озна÷ает, ÷то c

o
 > 2,8. Оäнако, как

виäно из ãрафика (рис. 6) при зна÷ении коэффи-
öиента c

o
 = 2,6, не уäовëетворяþщеìу усëовиþ (8),

функöия R(t) иìеет впоëне конкретный ìиниìуì.
Боëее тоãо, при этоì же коэффиöиенте затрат
функöия стоиìости иìеет еще и ìаксиìуì. Ины-
ìи сëоваìи, при боëüøеì зна÷ении интерваëа
профиëакти÷ескоãо обсëуживания ìожно попастü
в то÷ку ìаксиìуìа затрат, а из форìуëы (2) сëе-
äует, ÷то R(∞) = C

f
/μ явëяется наиìенüøиì зна-

÷ениеì функöии стоиìости. Поэтоìу в этоì сëу-
÷ае оптиìаëüной стратеãией буäет заìена ëиøü
посëе наступëения отказа.

Рис. 6. Графики приближений функции стоимости R(t) для рас-
пределения Рэлея при коэффициенте затрат c

o
= 2,6

Рис. 7. Графики приближений функции R(t) для распределения
Рэлея при коэффициенте затрат с

о
 = 10

Cp 1 coH tp( )+( )
tp

-----------------------------------------

t0
2

2

1 CV
2

–

---------------------
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Заìетиì, ÷то приìенение критерия (6) äëя оп-
реäеëения вреìени оптиìаëüноãо профиëакти÷ес-
коãо обсëуживания требует äостато÷но то÷ноãо
вы÷исëения функöии восстановëения. Сравнение
ãрафиков (рис. 7) критерия (6) показывает зна÷и-
теëüное расхожäение ãрафиков R(t) при вы÷исëении
функöии восстановëения по ìетоäу произвоäящих
ìоìентов иëи äискретизаöией с ãрафикоì R(t) по
ìетоäу [14] с испоëüзованиеì трех ìоìентов.

Соответствуþщие коорäинаты то÷ек ìиниìу-
ìа: {0,32; 6,28}; {0,32; 6,22}: {0,22; 5,17}. Сравнение
резуëüтатов, поëу÷енных в äанной работе с резуëü-
татаìи {0,34; 6,17} работы [16] показываþт небоëü-
øое расхожäение 5 и 2 % соответственно.

Такиì образоì, стратеãия «ãрупповой поëитики
восстановëений» äает возìожностü обеспе÷ения
наäежноãо и эффективноãо функöионирования тех-
ноëоãи÷еских объектов в раìках систеìноãо поäхо-
äа к ìониторинãу экспëуатаöионных показатеëей.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Пробëеìе вы÷исëения функöии восстановëе-
ния, оäной из попуëярных и важных заäа÷ теории
наäежности, посвящены ìноãо÷исëенные иссëе-
äования, ÷то отражено в äостато÷но поäробноì
обзоре, выпоëненноì в на÷аëе статüи. В работе
преäëожено и иссëеäовано нескоëüко ìетоäов ап-
проксиìаöии функöии восстановëения на основе
ее анаëити÷ескоãо преäставëения: ìетоä произво-
äящих функöий ìоìентов с посëеäуþщиì обраще-
ниеì преобразования Лапëаса, ìетоäы реøения
интеãраëüноãо уравнения восстановëения путеì
еãо äискретизаöии. Привеäены резуëüтаты коì-
пüþтерноãо ìоäеëирования и сравнение на их ос-
нове разëи÷ных ìетоäов аппроксиìаöии. Поëу-
÷енные форìуëы äëя нахожäения функöии вос-
становëения приìенены в стратеãии «ãрупповой
поëитики заìен» в заäа÷е обеспе÷ения наäежноãо
и эффективноãо функöионирования техноëоãи-
÷еских объектов с позиöий ìониторинãа показате-
ëей наäежности эëеìентов.
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ÎÑÍÎÂÛ ÒÅÎÐÈÈ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÉ ÄÅßÒÅËÜÍÎÑÒÈ.
×. 1. Ñòðóêòóðû êîìïëåêñíîé äåÿòåëüíîñòè. 

Íåîïðåäåëåííîñòü è ïîðîæäåíèå êîìïëåêñíîé 
äåÿòåëüíîñòè

М.В. Белов, Д.А. Новиков

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Поäавëяþщее боëüøинство коìпëексных сис-
тем1 вкëþ÷аþт в себя ëþäей. Наëи÷ие в составе
организационно-технической системы2 (ОТС) ÷еëо-
века требует у÷итыватü фактор еãо активности и,
сëеäоватеëüно, активности систеìы в öеëоì: öеëе-

поëаãание и наìерения ÷еëовека, еãо активный
выбор, неопреäеëенностü еãо äействий [1].

Отве÷ая этоìу требованиþ, äаëее в соответс-
твии с системным подходом [2, 3] изëаãается соãëа-
сованная систеìа ìоäеëей коìпëексной äеятеëü-
ности (КД) — теория комплексной деятельности
(ТКД) [4, 5] (ãносеоëоãи÷еский взãëяä на эту тео-
риþ преäставëен в работе [6]). В ее раìках рас-
øирены понятия деятельность3 ÷еëовека, с оäной
стороны, и поведение4 систеìы — с äруãой; ввеäено
понятие комплексной деятельности5, свойственной

Изëожены основы теории коìпëексной äеятеëüности, распространяþщей ìетоäоëоãиþ

на сëу÷ай ëþбой сëожной (иìеþщей нетривиаëüнуþ ìноãоуровневуþ внутреннþþ

структуру) ÷еëове÷еской äеятеëüности. Рассìотрены структурные эëеìенты коìпëекс-

ной äеятеëüности, конструктивно описаны ее ëоãи÷еская, при÷инно-сëеäственная и

проöессная структуры. Показано, ÷то систеìы соãëасованных форìаëüных ìоäеëей

обеспе÷ивает практи÷еское приìенение резуëüтатов как спеöиаëистаìи-практикаìи, так

и у÷еныìи, заниìаþщиìися иссëеäованияìи общих принöипов орãанизаöии äеятеëü-

ности (практи÷еской, нау÷ной и äр.) и управëения орãанизаöионно-техни÷ескиìи сис-

теìаìи. Впервые преäëожен форìаëизì описания сëожной äеятеëüности вìесте с субъ-

ектоì — орãанизаöионно-техни÷еской систеìой.

Ключевые слова: коìпëексная äеятеëüностü, неопреäеëенностü, орãанизаöия, управëение.

1
 Система — совокупностü эëеìентов, нахоäящихся в от-

ноøениях и связях äруã с äруãоì, которая образует опреäеëен-
нуþ öеëостностü, еäинство. «Систеìа (искусственная) — сово-
купностü взаиìоäействуþщих эëеìентов, орãанизованная äëя
äостижения оäной иëи нескоëüких äекëарированных öеëей. ...
Систеìа (в прикëаäноì сìысëе) ÷асто рассìатривается как
проäукт (äеятеëüности) иëи как сервис, который систеìа обес-
пе÷ивает» [7, 8].

Комплексная система (Complex System) — систеìа, обëаäа-
þщая свойствоì эìерäжентности; открытая систеìа с непре-
рывно взаиìоäействуþщиìи и конкурируþщиìи эëеìентаìи.
Открытостü пониìается как свобоäное и неоãрани÷енное ис-
кусственныìи фактораìи у÷астие и взаиìоäействие эëеìентов
äруã с äруãоì и окружаþщей среäой [9].

Эмерджентность — свойство систеì, состоящее в тоì, ÷то
свойства öеëоãо не своäятся к совокупности свойств ÷астей, из
которых оно состоит, и не вывоäятся из них.

2
 Организационно-техническая система — сëожная систеìа,

вкëþ÷аþщая в себя ëþäей, техни÷еские и прироäные эëеìенты.

3
 Деятельность [10, с. 4] — öеëенаправëенная активностü

÷еëовека.
4
 Поведение (систеìы, объекта) — посëеäоватеëüное во вре-

ìени, хотя бы ÷асти÷но набëþäаеìое, поääаþщееся изìере-
ниþ, объективной фиксаöии изìенение еãо состояний. Дëя
инäивиäа-субъекта повеäение — посëеäоватеëüностü еãо äейс-
твий, взаиìоäействие с окружаþщей среäой, опосреäованное
еãо внеøней (äвиãатеëüной) иëи внутренней (психи÷еской) ак-
тивностüþ.

5
 Деятеëüностü, обëаäаþщая нетривиаëüной внутренней

структурой, с ìножественныìи и/иëи изìеняþщиìися субъ-
ектоì, техноëоãией, роëüþ преäìета äеятеëüности в еãо öеëе-
воì контексте.

Технология — систеìа усëовий, критериев, форì, ìетоäов и
среäств посëеäоватеëüноãо äостижения поставëенной öеëи.
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ОТС; иссëеäована прироäа КД как коìпëексной
систеìы; выявëены архитектура [11, 12] КД и ас-
пекты развития КД во вреìени; разäеëены обще-
систеìные и спеöифи÷еские аспекты КД, обобще-
ны и иссëеäованы первые из них.

Преäìетоì ТКД сëужит äиаëекти÷ески связан-
ная пара: коìпëексная äеятеëüностü и орãанизаöи-
онно-техни÷еская систеìа, явëяþщаяся субъектоì
äеятеëüности. Преäìетоì и резуëüтатоì коìпëек-
сной äеятеëüности, как правиëо, также сëужит
коìпëексная систеìа. Важно заìетитü, ÷то приìе-
нитеëüно к созäаваеìыì ÷еëовекоì систеìаì öен-
ностü иëи поëезностü преäставëяþт не систеìы са-

ìи по себе, а их функöии и резуëüтаты äеятеëü-
ности. Поэтоìу и äеятеëüностü рассìатривается
как перви÷ная в паре «КД — ОТС» [5].

Кëþ÷евые общесистеìные катеãории КД: цель,
структура, неопределенность, жизненный цикл, ор-
ганизация и управление — онтоëоãия основных ка-
теãорий ТКД преäставëена на рис. 1.

Теория коìпëексной äеятеëüности рассìат-
ривает эëеìенты коìпëексной äеятеëüности и
конструктивно описывает ее структуру — базо-
вый форìаëизì описания КД, ìоäеëи ëоãи÷еской
и при÷инно-сëеäственной структур рассìотрены
в § 1.

Рис. 1. Онтология теории комплексной деятельности
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Кëассификаöия эëеìентов КД по отноøениþ к
неопреäеëенности и порожäениþ новых эëеìен-
тов äеятеëüности — реãуëярные, репëикативные,
креативные эëеìенты КД — привеäена в § 2.

Общие законоìерности «жизненноãо öикëа
эëеìента КД» и еãо форìаëüная ìоäеëü — так на-
зываеìая процессная модель КД — буäут изëожены
во второй ÷асти настоящей работы. Таì же буäет
преäставëен инструìентарий ТКД, позвоëяþщий
описатü и систеìатизироватü проöессы орãаниза-
öии и управëения КД и ОТС и сфорìуëироватü
еäиный аëãоритì орãанизаöии и управëения как
коìпëексной äеятеëüностüþ, так и ëþбой осущест-
вëяþщей ее систеìой, в состав которой вхоäит ÷е-
ëовек.

В настоящий ìоìент пробëеìа орãанизаöии и
управëения КД и ОТС в øирокоì сìысëе в той
иëи иной степени рассìатривается разëи÷ныìи
обëастяìи знаний: теорией управëения орãаниза-
öионныìи систеìаìи, фирìаìи, орãанизаöияìи,
проектаìи и т. ä. [13, 14], теорией активных систеì
[15], теорией иерархи÷еских систеì [16—18], ìе-
неäжìентоì [19], теорией орãанизаöии [20], ìето-
äоëоãией [21], кибернетикой [22], систеìотехни-
кой (Systems Engineering) [7, 8, 23], теорией авто-
ìати÷ескоãо управëения [24, 25], иссëеäованиеì
операöий [26], и ìноãиìи äруãиìи разäеëаìи сов-
реìенной фунäаìентаëüной и прикëаäной науки,
кажäый из которых нас÷итывает äесятки и сотни
разнообразных поäхоäов и ìетоäов.

Оäнако существуþщие теории фокусируþтся в
основноì на эëеìентах коìпëексной äеятеëüнос-
ти; наприìер, поëу÷ено боëüøое коëи÷ество ре-
зуëüтатов в теории орãанизаöионных систеì, разра-
ботано ìножество инструìентов описания бизнес-
проöессов. Но при этоì еäиная теория коìпëекс-
ной äеятеëüности, рассìатриваþщая äеятеëüностü
как еäинуþ сëожнуþ систеìу, не созäана.

Разработке еäиной ТКД в виäе посëеäоватеëü-
ности утвержäений и совокупности общих и уни-
версаëüных ìоäеëей и посвящена настоящая рабо-
та, которая проäоëжает ìетоäоëоãи÷еское направ-
ëение, преäставëенное труäаìи А.М. Новикова и
Д.А. Новикова [10, 21] и их коëëеã. С äруãой сто-
роны, коìпëексная äеятеëüностü рассìатривается
как сëожная систеìа, поэтоìу иссëеäование опи-
рается на и развивает поäхоäы и ìетоäы теории
систеì (Systems Science) и ее прикëаäноãо расøи-
рения — систеìотехники (Systems Engineering)
[7, 8, 11, 12, 23]. В ка÷естве ìетоäов иссëеäования
(инструìентов спеöификаöии) приìеняþтся ап-
парат ìетоäоëоãии, систеìотехники, систеìноãо
анаëиза, а также среäства и инструìенты обëастей
знаний, связанных с анаëизоì и описаниеì биз-
нес-проöессов (усëовно — «теорией бизнес-про-
öессов») и управëениеì проектаìи, вкëþ÷аþщих

теорети÷еские основы (сì., наприìер, обзор [27]),
а также теориþ взаиìоäействуþщих посëеäова-
теëüных проöессов Хоара [28, 29], ис÷исëение
взаиìоäействуþщих систеì Миëнера [30], аëãеб-
ру взаиìоäействуþщих проöессов [31], теориþ се-
тей Петри, каëенäарно-сетевое пëанирование и
управëение, äискретно-событийные систеìы, те-
ориþ ÷асти÷ных поряäков, теìпораëüнуþ ëоãику,
синхронно и асинхронно взаиìоäействуþщие ав-
тоìаты, теориþ проöессов [32] и äр., «проöессный
поäхоä» [33] (соотноøение ТКД и проектноãо поä-
хоäа обсужäается в работе [34]), станäарты систе-
ìы ìенеäжìента ка÷ества (систеìа станäартов
ISO 9000:2000 [35]) и äр.

1. ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÉ ÄÅßÒÅËÜÍÎÑÒÈ

Коìпëексная äеятеëüностü иìеет «фрактаëü-
нуþ» структуру: ее эëеìенты äекоìпозируется на
эëеìенты, которые в своþ о÷ереäü преäставëяþт
собой КД, эëеìенты КД образуþт ìноãоуровне-
вые иерархии.

1.1. Ñòðóêòóðíûé ýëåìåíò äåÿòåëüíîñòè

Рассìотриì описываþщуþ эëеìент КД, ìоäеëü
на основе известной схеìы [5, 21] проöессуаëüных
коìпонентов äеятеëüности, отражаþщих «эëеìен-
тарный цикл деятельности», в котороì в соответ-
ствии с технологией преäприниìаþтся некоторые
действия, привоäящие к опреäеëенноìу результа-
ту (который в общеì сëу÷ае ìожет и не совпаäатü
с целью, как с жеëатеëüныì, преäвосхищаеìыì об-
разоì резуëüтатоì äеятеëüности). Посëеäоватеëü-
ное прохожäение этоãо öикëа — от потребности äо
резуëüтата — буäеì усëовно называтü реализацией
деятельности иëи реаëизаöией эëеìента äеятеëü-
ности. Кроìе указанных коìпонентов, ìоäеëü эëе-
ìента КД äопоëниì субъектом и предметом КД.
Дëя этоãо ввеäеì понятие структурный элемент
деятельности (СЭД), который буäеì пониìатü как
иìеþщий привеäеннуþ на рис. 2 структуру объект:

— созäанный äëя äостижения опреäеëенной
öеëи/поëу÷ения опреäеëенноãо резуëüтата (преоб-
разования преäìета äеятеëüности);

— характеризуþщий äеятеëüностü (направëен-
нуþ на поëу÷ение резуëüтата) в соответствии с оп-
реäеëенной техноëоãией наä опреäеëенныì преä-
ìетоì;

— субъектоì котороãо явëяется некоторая ОТС.

В терìинах системотехники (сì. рис. 2) äея-
теëüностü 1 явëяется öеëевой систеìой (System-of-
Interest), преäìет 3 — систеìой, выражаþщей опе-
раöионное окружение (Systems Comprising Opera-
tional Environment), субъект 2 — систеìой, обеспе-
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÷иваþщей öеëевуþ систеìу (Enabling System). Все
эëеìенты 1—3 образуþт еäинуþ систеìу, ассоöи-
ированнуþ с КД.

Кажäый из эëеìентов триаäы 1—3 явëяется
систеìой, поэтоìу триаäа 1—3 ìожет рассìатри-
ватüся и как коìпëексная систеìа, и как система
систем [36, 37], и как преäприятие-систеìа [37].

Поясниì сеìантику стреëок на рис. 2. Стреëка
от субъекта к öеëевоìу аãреãату «потребности →
→ öеëü → заäа÷и» отражает тот факт, ÷то иìенно
субъект осуществëяет öеëепоëаãание; стреëка от
субъекта к техноëоãии и äействияì — ÷то субъект
реаëизует техноëоãиþ совокупностüþ äействий
(äействует соответственно техноëоãии). Стреëка
от резуëüтата к субъекту отражает оöенку посëеä-
ниì резуëüтата, а также саìореãуëяöиþ и рефëек-
сиþ субъекта. Стреëки от техноëоãии и от äейст-
вий к преäìету озна÷аþт, ÷то преäìет изìеняется
в резуëüтате äействий соответственно техноëоãии,
от преäìета к резуëüтату — ÷то резуëüтат явëяется
коне÷ныì состояниеì преäìета, еãо эвоëþöии в
проöессе äеятеëüности.

Даëее буäеì поëüзоватüся понятиеì СЭД в ка-
÷естве унифиöированноãо форìаëизìа, типовой
ìоäеëи эëеìентов КД.

Дëя корректноãо построения ìоäеëей ìето-
äи÷ески важен ÷астный сëу÷ай эëеìента КД,
иìеþщий тривиаëüное структурное и проöессное
преäставëения, äëя еãо обозна÷ения употребëяет-
ся терìин элементарная операция. Он соответству-
ет эëеìентарной äеятеëüности, иìеþщей еäинст-
веннуþ öеëü, не äопускаþщей иëи не требуþщей
äаëüнейøей äетаëизаöии, и у которой все стаäии
жизненноãо öикëа и/иëи все проöессуаëüные коì-
поненты, кроìе äействия, вырожäены.

Такиì образоì, ëþбой СЭД преäставëяет собой
коìпозиöиþ äруãих эëеìентов КД — СЭДов и/иëи
эëеìентарных операöий, а ëþбая эëеìентарная
операöия — «вырожäеннуþ коìпозиöиþ, состоя-
щуþ из саìой себя».

1.2. Ëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà 
êîìïëåêñíîé äåÿòåëüíîñòè

Прежäе всеãо, необхоäиìо выбратü основание
äëя выäеëения структуры äеятеëüности (структу-
ра систеìы — совокупностü устой÷ивых связей
ìежäу ее эëеìентаìи, поэтоìу необхоäиìо ре-
øитü, какой виä связей буäет рассìатриватüся в
ка÷естве «перви÷ноãо»). Лþбая äеятеëüностü «на-
÷инается» с потребности, порожäаþщей цель, и за-
кан÷ивается результатом (как äëя эëеìентарной
операöии, так и äëя КД ëþбоãо уровня сëожнос-
ти). Потребностü, öеëü и резуëüтат явëяþтся ос-
новныìи — «öеëевыìи» — коìпонентаìи äеятеëü-
ности, поэтоìу структуру КД буäеì заäаватü иìен-
но их структурой, т. е. структурой целей (так как
поëу÷аеìый резуëüтат не всеãäа совпаäает с öеëüþ,
а потребности не всеãäа конкретны, и не они, а
öеëü опреäеëяет заäа÷и, техноëоãиþ и äействия).
Техноëоãия втори÷на по отноøениþ к заäа÷аì и
öеëяì, поэтоìу техноëоãи÷еская структура (буäу-
÷и, теì не ìенее, боëее äетаëüной) соответствует
структуре öеëей. Заäа÷и преäставëяþт собой äе-
коìпозиöиþ öеëей, их äетаëизаöиþ в конкретных
усëовиях äеятеëüности. Действия также в своей
структуре сëеäуþт структуре öеëей. Поëу÷аеìый
резуëüтат явëяется сëеäствиеì äействий и техно-
ëоãии, поэтоìу и еãо структура отражает структуру
öеëей.

Такиì образоì, структуры äруãих коìпонентов
КД «повторяþт» структуру öеëей, поэтоìу буäеì
поëüзоватüся иìенно посëеäней в ка÷естве осно-
вания äëя ëоãи÷еской структуры äеятеëüности —
состава СЭДов и «öеëевых» связей ìежäу ниìи,
т. е. структуры СЭДов, которуþ и буäеì усëовно
называтü логической структурой.

Логическая структура КД опреäеëяется в виäе
коне÷ноãо аöикëи÷ескоãо ãрафа (рис. 3), отража-
þщеãо тот факт, ÷то кажäый СЭД (и КД в öеëоì
как ÷астный сëу÷ай) äекоìпозирован на коне÷-
ное ÷исëо (в приìере на рис. 3 — J) нижестоящих
СЭДов и L эëеìентарных операöий Оп

i
.

При этоì субъект СЭДа выпоëняет всех эëе-
ìентарные операöии, на которые äекоìпозирован
СЭД, буäу÷и и их субъектоì.

Образование иерархи÷еских структур СЭДов,
äекоìпозиöия оäних СЭДов на совокупности ни-
жестоящих по уровнþ äруãих СЭДов и эëеìентар-
ных операöий, отражает общесистемные свойства
КД; специфические особенности сосреäото÷ены в
эëеìентарных операöиях — иìенно их соäержание
отëи÷ает оäну конкретнуþ КД от äруãой, иìеþ-
щей оäинаковуþ структуру.

Так как ëоãи÷еская структура отражает äекоì-
позиöиþ öеëей, ее ãраф иìеет еäинственнуþ кор-
невуþ верøину. Это озна÷ает, ÷то äëя äостижения

Рис. 2. Модель структурного элемента деятельности

pb418.fm  Page 39  Tuesday, July 24, 2018  12:15 PM



УПРАВЛЕНИЕ В СОЦИАЛЬНО+ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

40 CONTROL SCIENCES ¹ 4 • 2018

öеëи G необхоäиìо обеспе÷итü äостижение поäöе-
ëей G

1
, G

2
, ..., G

J
 (стреëки направëены от поäöеëей

иëи операöий к öеëи) äëя которых опреäеëены
соответствуþщие СЭДы, а также некотороãо ÷ис-
ëа поäöеëей О1, ..., ОL

, äостиãаеìых выпоëнениеì

эëеìентарных операöий.
Не во всех сëу÷аях (не äëя всех СЭДов) äости-

жение всех поäöеëей обязатеëüны äëя äостижения
коне÷ной öеëи G

N
. Неопреäеëенностü и порожäе-

ние новых эëеìентов КД объясняþт äаннуþ осо-
бенностü, которая рассìотрена в § 2.

Дëя обеспе÷ения поëноты форìаëизìа ввоäит-
ся ëоãи÷еская структура эëеìентарной операöии,
иìеþщая тривиаëüный виä (рис. 4). Дуãа-петëя
носит усëовный характер, иëëþстрируя возìож-
ностü äаëüнейøей «äекоìпозиöии» поäöеëи О

L

тоëüко ëиøü в саìу себя.
Лоãи÷еская структура отражает также отноøе-

ния исто÷ника спроса (он же, как отìе÷аëосü вы-
øе, явëяется потребитеëеì резуëüтата äеятеëüнос-
ти) и субъекта äеятеëüности: выøестоящий СЭД

и еãо субъект преäъявëяþт спрос äëя нижестоящих
СЭДов — заäаþт требования к резуëüтатаì ниже-
стоящих — и явëяþтся потребитеëеì их резуëü-
татов. В ответ нижестоящие СЭДы, обëаäая оп-
реäеëенныìи возìожностяìи по уäовëетворениþ
спроса, накëаäываþт оãрани÷ения на реаëизаöиþ
выøестоящих. Такиì образоì, связи ëоãи÷еской
структуры отражаþт также äвухсторонние отноøе-
ния «спрос — возìожности (еãо уäовëетворитü)»,
иëи «потребности — возможности» в терìинах ра-
боты [38].

Лоãи÷еская структура КД, кроìе структуры öе-
ëей, отражает «управëен÷ескуþ» иерархиþ поä-
÷иненности СЭДов и ответственности субъектов
за резуëüтаты — за äостижение öеëей. Субъекты
выøестоящих СЭДов вìесте с ответственностüþ
за äостижение «своих» öеëей, также несут ответст-
венностü за äостижение нижестоящих öеëей и,
как сëеäствие, за äействия в раìках нижестоящих
СЭДов. Есëи какая-ëибо öеëü явëяется öеëüþ ни-
жестоящеãо уровня по отноøениþ тоëüко к оä-
ной öеëи, то за äостижение öеëи соответствуþще-
ãо СЭДа отве÷ает соответствуþщий выøестоящий
(непосреäственно) СЭД.

Управленческая иерархия (отноøение ответствен-
ности) приìенитеëüно к коìпëексной äеятеëüнос-
ти и ее ëоãи÷еской структуре озна÷ает необхоäи-
ìостü äëя субъекта орãанизовыватü äеятеëüностü,
контроëироватü ее реаëизаöиþ, реøатü все возни-
каþщие при этоì пробëеìы в зоне еãо ответствен-
ности. С äруãой стороны, поä÷иненные субъекты
(субъекты нижестоящих СЭДов) обязаны сëеäо-
ватü инструкöияì выøестоящих и обеспе÷иватü
выøестоящих поëной и своевреìенной инфорìа-
öией, в тоì ÷исëе, инфорìироватü о возникаþщих
пробëеìах, которые требуþт принятий реøений
на уровне выøестоящих субъектов, — эскалиро-
вать проблемы на выøестоящий уровенü иерар-
хии. Такиì образоì, управëен÷еская иерархия за-
äает отноøения ответственности ìежäу субъектаìи
СЭДов, отноøения вëоженности, принаäëежнос-
ти обëастей ответственности, обëастей эскаëиро-
вания пробëеì.

1.3. Ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííàÿ ñòðóêòóðà 
êîìïëåêñíîé äåÿòåëüíîñòè

Эëеìенты коìпëексной äеятеëüности нахоäят-
ся äруã с äруãоì в при÷инно-сëеäственных отно-
øениях, образуþщих вреìеннуþ структуру КД,
опреäеëяеìуþ техноëоãией КД (с у÷етоì неопре-
äеëенности КД, рассìатрваеìой äаëее). Дëя отра-
жения этих отноøений ввеäеì при÷инно-сëеäст-
веннуþ ìоäеëü КД. На рис. 5 показан приìер при-
÷инно-сëеäственной ìоäеëи СЭД, преäставëенной
в базовой нотаöии BPMN [39].

Рис. 4. Логическая структура элементарной операции

Рис. 3. Логическая структура СЭДа
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Пряìоуãоëüники с закруãëеныìи уãëаìи обоз-
на÷аþт нижестоящие эëеìенты äеятеëüности —
СЭДы (СЭД

1
, СЭД

2
, ..., СЭД

J
) и эëеìентарные

операöии (Оп
1
, Оп

2
, ..., Оп

L
); круãи — события не-

опреäеëенности, происхоäящие во вреìя выпоë-
нения эëеìентов äеятеëüности и вëияþщие на хоä
ее выпоëнения; роìбы (наприìер, d, f и k) — кон-
троëüные то÷ки (øëþзы), отражаþщие ветвëения
(распараëëеëивания) и сëияния выпоëнения эëе-
ìентов äеятеëüности. Эëеìенты нотаöии связаны
ëинияìи со стреëкаìи, которые отражаþт при-
÷инно-сëеäственные связи и поряäок выпоëнения
эëеìентов äеятеëüности.

Так же, как и в нотаöии BPMN, приниìаеì
конöепöиþ токенов (token) [39], в соответствии с
которой выпоëнение äействий отражается воз-
никновениеì и переìещениеì абстрактных объ-
ектов, токенов, от оäноãо эëеìента при÷инно-
сëеäственной ìоäеëи к äруãоìу, сëеäуя стреëкаì-
связяì.

На÷аëо выпоëнения СЭДа в öеëоì (сì. рис. 5)
ìоäеëируется появëениеì еäинственноãо токена в
эëеìенте ìоäеëи, отражаþщеì на÷аëüное событие
(обозна÷ено «0»), выпоëнениþ сëеäуþщих за на-
÷аëüныì событиеì эëеìентов (в рассìатривае-
ìоì приìере это параëëеëüное выпоëнение Оп1 и

СЭД1) буäет соответствоватü ис÷езновение токена

в «событии 0» и порожäение токенов в эëеìентах
Оп

1
 и СЭД

1
. По заверøениþ Оп

1
 и СЭД

1
 токены

ис÷езаþт в них и порожäаþтся в сëеäуþщих за ни-
ìи эëеìентах, как бы äвиãаясü, сëеäуя стреëкаì,
и т. ä.

События u
1
 и u

2
 соответствуþт реаëизаöии не-

опреäеëенности в хоäе выпоëнения эëеìентов
СЭД1 и СЭД2, порожäениþ и параëëеëüноìу вы-

поëнениþ эëеìентов КД — появëениþ токенов в
эëеìентах u

1
 и потоì СЭД

2
, u

2
 и потоì в Оп

2
 со-

ответственно. Спеöификаöия при÷инно-сëеäст-
венной ìоäеëи вкëþ÷ает в себя описание событий
u1 и u2.

Терìинаëüное событие G (обозна÷ено тоëстой
окружностüþ) отражает äостижение коне÷ной
öеëи ìоäеëируеìоãо СЭДа и заверøение еãо äе-
ятеëüности. Это событие наступит, коãäа все по-
рожäенные токены «переìестятся» в эëеìент G.

Сеìантика при÷инно-сëеäственной структуры
преäпоëаãает, ÷то необхоäиìостü посëеäоватеëü-
ноãо äостижения öеëей отражается их посëеäо-
ватеëüныì распоëожениеì — наприìер, öеëей
эëеìентов СЭД3 и СЭД5. Усëовия äостижения

коìбинаöий нескоëüких параëëеëüных öеëей за-
äаþтся соответствуþщиìи правиëаìи — конъþн-
ктивно-äизъþнктивныìи форìаìи. Наприìер,
äëя äостижения öеëи f ìожет потребоватüся äо-
стижение пары öеëей СЭД

1
 и Оп

1
 иëи öеëи СЭД

2

((СЭД
1
 ∧ Оп

1
) ∨ СЭД

2
). При этоì посëеäоватеëü-

ностü äостижения öеëей СЭД
1
 и Оп

1
 не реãëаìен-

тируется, так как в äанноì сëу÷ае они преäставëе-
ны на äиаãраììе «параëëеëüныìи» эëеìентаìи.
Посëе тоãо, как оказывается выпоëненной какая-
ëибо из проìежуто÷ных öеëей, на÷инается вы-
поëнение öеëей — СЭДов и эëеìентарных опера-
öий, сëеäуþщих за ней (наприìер, в соответствии
с рис. 4, посëе выпоëнения öеëи f на÷нется выпоë-
нение öеëи СЭД

j
).

Коìпëексностü äеятеëüности преäпоëаãает воз-
ìожностü параëëеëüноãо выпоëнения ìножества
ее эëеìентов, поэтоìу в раìках СЭДа ìожет па-
раëëеëüно выпоëнятüся нескоëüко нижестоящих
СЭДов и эëеìентарных операöий. Это отражается
и наëи÷иеì нескоëüких исхоäящих стреëок-свя-
зей из эëеìентов, и возìожностüþ наступëения
неопреäеëенных событий (на рис. 4 — u

1
 и u

2
), ко-

торые ìоãут бытü иниöиированы в хоäе выпоëне-
ния СЭДа ÷ерез ìеханизì реакöии на неопреäе-
ëенностü (сì. äаëее § 2).

При÷инно-сëеäственная структура отражает
техноëоãи÷еские связи коìпëексной äеятеëüнос-
ти, буäу÷и факти÷ески общесистеìной техноëо-
ãией КД, в то вреìя как эëеìентарные операöии
(их соäержание) и саìи при÷инно-сëеäственные
связи преäставëяþт спеöифи÷ескуþ ÷астü КД.

Все верøины ëоãи÷еской структуры СЭДа, яв-
ëяþщиеся öеëяìи иëи поäöеëяìи, äоëжны бытü
отражены в при÷инно-сëеäственной ìоäеëи СЭДа
äëя заäания при÷инно-сëеäственной ëоãики их
äостижения. Отìетиì, ÷то корневая верøина ëо-
ãи÷еской структуры совпаäает с терìинаëüныì
событиеì при÷инно-сëеäственной ìоäеëи. Дуãи
ëоãи÷еской (отноøения äекоìпозиöии öеëей и
поä÷иненности) и при÷инно-сëеäственной (отно-

Рис. 5. Причинно-следственная модель комплексной деятель-
ности
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øения при÷инности и сëеäования) структуры иìе-
þт в общеì сëу÷ае независиìуþ äруã от äруãа кон-
фиãураöиþ.

При÷инно-сëеäственная ìоäеëü эëеìентарной
операöии привеäена на рис. 6.

Иìеет сìысë сравнитü при÷инно-сëеäственнуþ
ìоäеëü КД с анаëоãи÷ныìи ìоäеëяìи и инстру-
ìентаìи из обëастей знаний, изу÷аþщих орãани-
заöионно-техни÷еские систеìы. К такиì инстру-
ìентаì относятся ìноãо÷исëенные форìаëüные
ìоäеëи теории процессов, ìоäеëи произвоäствен-
ных и бизнес-проöессов и, как ÷астный, но о÷енü
важный сëу÷ай, сетевые графики (и их разëи÷ные
вариаöии).

При÷инно-сëеäственная ìоäеëü КД анаëоãи÷-
на упоìянутыì инструìентаì в тоì сìысëе, ÷то,
как и они:
� явëяется структурной ìоäеëüþ и отражает при-

÷инно-сëеäственные связи ìежäу эëеìентаìи;
� äопускает сëожный характер саìих эëеìентов;
� äëя ее построения приìеняþтся ìоäеëи теории

ãрафов.
Оäнако сеìанти÷ески она существенно отëи÷а-

ется от сетевых ãрафиков и инструìентов теории
проöессов:
� форìаëизì СЭДов боëее «боãатый» (преäстав-

ëяет öеëи, техноëоãии, äействия, субъект и
преäìет) по сравнениþ с эëеìентаìи сравни-
ваеìых инструìентов (которые описываþт
äействия — работы, проöессы);

� естественное свойство при÷инно-сëеäственной
ìоäеëи закëþ÷ается в ее изìен÷ивости в хоäе
реаëизаöии КД, описываеìой еþ; факти÷ески
она «изìеняет саìу себя», ÷то вызвано базовы-
ìи свойстваìи КД — неопреäеëенностüþ и по-
рожäениеì эëеìентов, их эвоëþöией во вреìе-
ни (сì. § 2).

2. ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÜ È ÏÎÐÎÆÄÅÍÈÅ 
ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÉ ÄÅßÒÅËÜÍÎÑÒÈ

Неопреäеëенностü иìеет существенное зна÷е-
ние äëя ëþбой сëожной систеìы, особенно äëя КД.

Неопределенностью КД буäеì называтü возìож-
ностü наступëения в хоäе КД таких событий, вëи-
яþщих на реаëизаöиþ КД и на ее резуëüтат, ко-
торые ìоãут наступитü, а ìоãут и не наступитü.

Сëеäствиеì неопреäеëенности КД явëяется не-
возìожностü априори преäсказатü характеристики
резуëüтата äеятеëüности, ìоìент еãо поëу÷ения и
усиëия (ресурсы), которые буäут äëя этоãо затра-
÷ены.

Сëеäуя иäеяì F. Knight [40], буäеì, прежäе все-
ãо, разäеëятü изìериìуþ и истиннуþ неопреäе-
ëенности и äаëее рассìатриватü неопреäеëенностü
как исто÷ник не тоëüко неãативных пробëеì, но
также и развития, в сëу÷ае КД — как исто÷ник
порожäения спроса и, сëеäоватеëüно, эëеìентов
äеятеëüности.

Измеримую неопределенность КД опреäеëиì
как возìожностü наступëения описываеìых неко-
торыìи известныìи законоìерностяìи событий.
Дëя анаëиза таких событий ìоãут бытü приìенены
коëи÷ественные ìетоäы (наприìер, вероятност-
ные/статисти÷еские), основанные на преäыäущих
изìерениях иëи фунäаìентаëüных законах (вìесте
с преäпоëожениеì о неизìенности усëовий и за-
коноìерностей).

Истинной неопределенностью КД назовеì воз-
ìожностü наступëения уникаëüных (иëи реäко
повторяþщихся) событий, которые не объясняþт-
ся существуþщиìи фунäаìентаëüныìи законаìи
и äëя которых нет априорных набëþäений.

Принöипиаëüное отëи÷ие истинной неопреäе-
ëенности от изìериìой закëþ÷ается в тоì, ÷то со-
бытия первой из них возникаþт всëеäствие непоз-
нанных факторов (÷астый и важный, но ÷астный
сëу÷ай — активный выбор инäивиäа), в то вреìя
как события второй, хотя и непреäсказуеìы, опи-
сываþтся известныìи законоìерностяìи.

Катеãория неопределенности (uncertainty) явëя-
ется преäìетоì теории систем, наряäу с катеãо-
рияìи сложности (complexity) и эмерджентности
(emergency), которые траäиöионно рассìатрива-
þтся в ка÷естве основных характерных особеннос-
тей сëожных систеì. Факторы сëожности и эìер-
äжентности свойственны также коìпëексной äе-
ятеëüности, а операöионно они проявëяþтся ÷ерез
неопреäеëенностü (в тоì ÷исëе свойств и повеäе-
ния систеì). Сëеäоватеëüно, катеãория неопреäе-
ëенности ìожет рассìатриватüся äостато÷ной äëя
аäекватноãо у÷ета факторов сëожности и эìерä-
жентности, поэтоìу буäеì оперироватü тоëüко ка-
теãорией неопреäеëенности.

Неопреäеëенностü КД ìожет порожäатüся раз-
ëи÷ныìи исто÷никаìи, связанныìи со всеìи про-
öессуаëüныìи коìпонентаìи КД:
� неопреäеëенностü (вносиìая эëеìентаìи) внеø-

ней среäы — неопреäеëенностü внеøнеãо спро-
са и внеøних усëовий, требований и норì;

� неопреäеëенностü (вносиìая эëеìентаìи) техно-
ëоãии и преäìета — неопреäеëенностü среäств,
ìетоäов и факторов;

Рис. 6. Причинно-следственная модель элементарной операции
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� неопреäеëенностü (активноãо повеäения и ра-
öионаëüноãо выбора, в тоì ÷исëе рефëексии)
субъекта — неопреäеëенностü осознания внеø-
ней потребности, öеëепоëаãания, осуществëе-
ния äействий, оöенивания резуëüтата, и нако-
неö (иëи, прежäе всеãо) принятия принöипи-
аëüноãо реøения о тоì, выступатü ëи еìу в ро-
ëи субъекта той иëи иной конкретной КД.
В кажäой из трех пере÷исëеных ãрупп ìоãут

встре÷атüся сëу÷аи и изìериìой, и истинной не-
опреäеëенности (сì. приìеры в работе [5]).

При реаëизаöии коìпëексной äеятеëüности оä-
ни эëеìенты äеятеëüности заверøаþтся уäовëет-
ворениеì спроса/потребностей и не вëекут каких-
ëибо априори неизвестных посëеäствий в сìысëе
äеятеëüности. В äруãих сëу÷аях в хоäе реаëизаöии
оäних СЭДов порожäаþтся новые СЭДы и иерар-
хии СЭДов поä ниìи: в раìках выпоëнения неко-
тороãо СЭДа возникает спрос, äаëее в раìках äру-
ãоãо СЭДа происхоäит актуаëизаöия новой пот-
ребности. Выявëенная потребностü вëе÷ет новое
öеëепоëаãание — орãанизаöиþ новой äеятеëüнос-
ти — форìирование новоãо СЭДа и иерархии ни-
жестоящих в ëоãи÷еской структуре СЭДов: «но-
вая äеятеëüностü» ìожет бытü направëена иëи на
уäовëетворение потребности, иëи на выявëение
öеëесообразности (äëя субъекта äеятеëüности)
уäовëетворения потребности (наприìер, проверка
прибыëüности заказа). По ìере заверøения эëе-
ìентов äеятеëüности, äостижения резуëüтата, пре-
кращается существование СЭДов.

Возникновение спроса ìожет бытü вызвано оä-
ниì из äвух факторов:

— осуществëениеì äетерìинированной äекоì-
позиöии уже существуþщеãо СЭДа соответствен-
но известной техноëоãии;

— наступëениеì неопреäеëенных событий, вы-
зываþщих порожäение эëеìентов äеятеëüности.

Привеäеì кëассификаöиþ КД и СЭДов по об-
щесистеìноìу основаниþ: порожäениþ новых
эëеìентов КД, новых СЭДов (рис. 7) [5].

1. «Регулярная» КД («реãуëярные» СЭДы) — но-
вые эëеìенты äеятеëüности возникаþт тоëüко
всëеäствие äетерìинированной äекоìпозиöии вы-
øестоящих СЭДов соответственно априори извест-
ной техноëоãии (÷то составëяет äетерìинирован-
ный спрос). Структура и техноëоãия реãуëярной
КД äетерìинированные. Оäин из кëþ÷евых трен-
äов текущеãо этапа развития ÷еëове÷ества закëþ-
÷ается в тоì, ÷то ëþбая äеятеëüностü öеëенаправ-
ëенно поäверãается ìаксиìаëüныì, наскоëüко это
возìожно, упрощениþ, станäартизаöии и реãëа-
ìентаöии. Стандартизация и регламентация äе-
ятеëüности — оäно из основных среäств повыøе-
ния ее эффективности. Автоìатизаöия и роботи-
заöия, в своþ о÷ереäü, проäоëжаþт этот тренä,
заìеняя äеятеëüностü ìаøинныìи операöияìи,
вытесняя ÷еëовека из обëасти рутинных (реãëа-
ìентированных) операöий и привоäя к ис÷езно-
вениþ ìноãих профессий. В те÷ение посëеäних
äесятиëетий такиì образоì ис÷езëи профессии те-

Рис. 7. Классификация КД и СЭДов по основанию порождения новых элементов КД
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ëефонистки, ìаøинистки, типоãрафских рабо÷их,
операторов на ìноãих произвоäствах.

Вероятно, всþ реãуëярнуþ äеятеëüностü ìожно
рассìатриватü в ка÷естве потенöиаëüно полностью
автоматизируемой, при этоì выбранное основа-
ние (äетерìинированная техноëоãия и порожäе-
ние тоëüко априори известных эëеìентов äеятеëü-
ности) опреäеëения реãуëярной äеятеëüности ìо-
жет бытü критериеì разäеëения потенöиаëüно
автоìатизируеìой и неавтоìатизируеìой äеятеëü-
ности.

Факти÷ески, реãуëяризаöия КД сëужит «позна-
ниеì КД» — фиксаöией и систеìатизаöией знаний
о КД.

Техноëоãия реãуëярной äеятеëüности стабиëü-
ная, ìноãократно проверенная и не требует изìе-
нений, поэтоìу техноëоãи÷еская неопреäеëенностü
ìожет бытü вызвана тоëüко событияìи неаäекват-
ности среäств, ìетоäов, факторов заäа÷аì КД. На
практике такие события своäятся к сбояì и отка-
заì оборуäования, поëу÷ениеì нека÷ественных
партий сырüя, ìатериаëов и коìпëектуþщих изäе-
ëий и анаëоãи÷ныì сëу÷аяì.

2. «Репликативная (пассивная)» КД и «репëи-
кативные (пассивные)» СЭДы. Деятеëüностü, в
резуëüтате которой порожäается äеятеëüностü из-
вестноãо типа (известные потребности, öеëи и
техноëоãии), а нетривиаëüная составëяþщая äе-
ятеëüности закëþ÷ается не в форìировании, а в
фиксаöии неопреäеëенноãо спроса. Есëи спрос
иìеет характер ìассовоãо, типовоãо, повторяþще-
ãося явëения, еãо не требуется созäаватü, а нужно
тоëüко фиксироватü, как это бывает äëя пассивной
репëикативной äеятеëüности, то основная неопре-
äеëенностü äеятеëüности изìериìа.

3. «Репликативная (активная)» КД и «репëика-
тивные (активные)» СЭДы. В хоäе такой äеятеëü-
ности произвоäится форìирование неопреäеëен-
ноãо спроса, форìируется новая потребностü из-
вестноãо типа (возìожно, у новоãо потребитеëя) и,
как сëеäствие, новая äеятеëüностü известноãо ти-
па. В сëу÷ае созäания иëи форìирования спроса
(активная репëикативная КД) он не ìожет с÷и-
татüся типовыì и повторяþщиìся, во всякоì сëу-
÷ае, на на÷аëüноì этапе. Поэтоìу неопреäеëен-
ностü в этоì сëу÷ае истинная, и основная неопре-
äеëенностü активной репëикативной äеятеëüности
явëяется истинной.

4. «Креативная» КД и «креативные» СЭДы —
äеятеëüностü, в резуëüтате которой порожäается
неопреäеëенный априори спрос на резуëüтаты
неизвестной априори äеятеëüности, техноëоãиþ
которой необхоäиìо созäатü в хоäе этой новой
äеятеëüности. Неизвестностü техноëоãии вызвана
неопреäеëенностüþ спроса и/иëи априорной не-
опреäеëенностüþ спеöификаöии резуëüтата äе-

ятеëüности. Это — äеятеëüностü по поëу÷ениþ ре-
зуëüтата, который не äо конöа спеöифиöирован в
на÷аëе äеятеëüности. В этот кëасс попаäает äе-
ятеëüностü ãëавных конструкторов и техноëоãов,
нау÷ных сотруäников, проäþсеров фиëüìов и
спектакëей, партнеров þриäи÷еских фирì и äр.
Субъекты креативной КД саìостоятеëüно опреäе-
ëяþт структуру и характеристики коìпëексноãо
резуëüтата и, сëеäоватеëüно, структуру и техноëо-
ãиþ äеятеëüности. Факти÷ески они явëяþтся ар-
хитекторами деятельности (как систеìы) и архи-
тектораìи созäаваеìоãо резуëüтата (как систеìы).
Принöипиаëüное отëи÷ие креативной КД от реп-
ëикативной и реãуëярной КД состоит в наëи÷ии в
структуре первой, по крайней ìере, оäноãо фраã-
ìента, преäìетоì äеятеëüности котороãо сëужит
техноëоãия äруãоãо («нижестоящеãо») фраãìента
КД, ÷то явëяется сëеäствиеì необхоäиìости со-
зäания новой техноëоãии в раìках испоëнения
äеятеëüности.

Кëþ÷евое свойство креативной КД закëþ÷ает-
ся в тоì, ÷то основная неопреäеëенностü явëяется
истинной и вызывается коìпозиöией неопреäе-
ëенностей внеøней среäы, техноëоãии и субъекта.
Априорная неизвестностü техноëоãии выражается
в наëи÷ии в структуре креативноãо СЭДа спеöи-
фи÷еских СЭДов, отражаþщих созäание априори
неизвестной техноëоãии.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ввеäено понятие коìпëексной äеятеëüности,
рассìотрены структуры коìпëексной äеятеëüнос-
ти, неопреäеëенностü и порожäение кëìпëексной
äеятеëüности.

Преäëоженные ìоäеëи теории КД позвоëяþт
описатü ëþбуþ коìпëекснуþ äеятеëüностü как ор-
ãанизованнуþ и объеäиненнуþ общиì öеëепоëаãа-
ниеì, ëоãи÷еской и при÷инно-сëеäственной струк-
тураìи совокупностü эëеìентов äвух типов [5]:

— спеöифи÷еских эëеìентарных операöий
(преäставëяþщих эëеìентарнуþ äеятеëüностü);

— еäинственноãо иëи нескоëüких управëяþщих
эëеìентов äеятеëüности, которые реаëизуþт (иëи
постояннуþ, иëи ìноãократнуþ, иëи непрерыв-
нуþ) проверку наступëения опреäеëенных усëо-
вий и иниöиирование соответствуþщих спеöифи-
÷еских эëеìентов äеятеëüности, а также осущест-
вëяþт установëение связей ìежäу субъектоì КД в
öеëоì, ресурсаìи и субъектаìи нижестоящих спе-
öифи÷еских эëеìентов.

Во второй ÷асти статüи буäут рассìотрены
жизненные öикëы коìпëексной äеятеëüности, ор-
ãанизаöия и управëение как коìпëексная äеятеëü-
ностü.
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С.К. Сомов

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Данная статüя явëяется проäоëжениеì преäы-
äущей статüи [1]. В ней рассìатривается пробëеìа
разìещения копий инфорìаöионно-техноëоãи-
÷ескоãо резерва (ИТР) по узëаì коìпüþтерной се-
ти, на основе которой работает распреäеëенная
систеìа обработки äанных (РСОД). Инфорìаöи-
онно-техноëоãи÷еский резерв преäставëяет собой
обобщение и äаëüнейøее развитие ìетоäов струк-
турно-техноëоãи÷ескоãо резервирования, приìене-
ние котороãо öеëесообразно в крупноìасøтабных
автоìатизированных инфорìаöионно-управëяþ-
щих систеìах с боëüøиì ÷исëоì поëüзоватеëей.

Характеристики и особенности обработки ре-
ãуëярных запросов поëüзоватеëей систеì äанноãо
кëасса позвоëяþт разбитü эти запросы на нескоëü-
ко разëи÷ных ãрупп, объеäиняþщих запросы раз-
ноãо типа. Кажäая такая ãруппа запросов характе-
ризуется некоторой инвариантной ÷астüþ техно-
ëоãии обработки запросов, вкëþ÷енных в äаннуþ
ãруппу, и поäìножествоì äанных, испоëüзуеìых
при обработке этих запросов.

Инвариантнуþ ÷астü техноëоãии ìожно офор-
ìитü в виäе поäìножества проöеäур обработки
äанных, выпоëняеìых в опреäеëенной посëеäова-
теëüности. Это поäìножество проöеäур, преäна-
зна÷енных äëя обработки реãуëярных запросов

опреäеëенноãо типа, ìожно выпоëнитü заранее, äо
поступëения в систеìу запросов. В резуëüтате бу-
äет сфорìирован проìежуто÷ный ìассив (ìасси-
вы) äанных, который ìожет бытü впосëеäствии
испоëüзован при обработке поступивøих запросов
из ãруппы соответствуþщеãо типа.

Поäìножество проöеäур, а также сфорìирован-
ные иìи проìежуто÷ные ìассивы äанных состав-
ëяþт ИТР, испоëüзуеìый äëя ускорения обработ-
ки реãуëярных, типовых запросов поëüзоватеëей.
Копии ИТР, разìещенные в узëах коìпüþтерной
сети, сëужат инфорìаöионной основой äëя функ-
öионирования РСОД в буäущеì при обработке
реãуëярных запросов поëüзоватеëей. При÷еì об-
работка запросов буäет вестисü с испоëüзованиеì
созäанных заранее проìежуто÷ных ìассивов äан-
ных. Бëаãоäаря испоëüзованиþ äанных проìежу-
то÷ных ìассивов ИТР обеспе÷ивается повыøение
эффективности функöионирования распреäеëен-
ной систеìы, так как зна÷итеëüно снижаþтся за-
траты вреìени на обработку реãуëярных запросов
поëüзоватеëей.

При реãуëярноì созäании поëных копий (full
backup) ИТР появëяется возìожностü обработки
среäстваìи РСОД запросов поëüзоватеëей к исто-
ри÷ескиì äанныì. Кроìе тоãо, хранящиеся в узëах
сети поëные копии ИТР ìожно испоëüзоватü так-
же äëя восстановëения äанных и проöеäур ИТР в
сëу÷ае их ÷асти÷ноãо иëи поëноãо разруøения.

Отìе÷ено, ÷то инфорìаöионно-техноëоãи÷еский резерв — это новый виä инфорìаöи-

онноãо резервирования, приìенение котороãо в распреäеëенных автоìатизированных

инфорìаöионно-управëяþщих систеìах позвоëяет повыситü эффективностü функöио-

нирования таких систеì при обработке типовых запросов поëüзоватеëей. Сфорìуëиро-

вана заäа÷а оптиìаëüноãо разìещения иäенти÷ных копий инфорìаöионно-техноëоãи-

÷ескоãо резерва по узëаì распреäеëенной систеìы в форìе ìинисуììной заäа÷и поиска

р-ìеäианы ãрафа. Преäëожен аëãоритì ее реøения и привеäен приìер реøения. Выпоë-

нен краткий анаëиз работы аëãоритìа реøения.

Ключевые слова: распреäеëенная систеìа обработки äанных, коìпüþтерная сетü, инфорìаöионно-
техноëоãи÷еский резерв.
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Инфорìаöионно-техноëоãи÷еский резерв яв-
ëяется составной ÷астüþ систеìы обработки äан-
ных, поэтоìу проектирование и созäание ИТР ве-
äется в раìках проöесса проектирования и созäа-
ния всей РСОД.

Проöесс проектирования и созäания ИТР в
раìках РСОД состоит из трех этапов [1].

На первом этапе выпоëняется анаëиз преäìет-
ных обëастей поëüзоватеëей систеìы, в хоäе кото-
роãо уто÷няþтся вхоäные, проìежуто÷ные и ито-
ãовые äанные, проöеäуры обработки этих äанных
и посëеäоватеëüностü выпоëнения этих проöеäур
при обработке типовых запросов поëüзоватеëей.

На втором этапе на основе äанных, поëу÷ен-
ных на первоì этапе, осуществëяется синтез ин-
форìаöионноãо и проãраììноãо обеспе÷ения ИТР
(ìассивы испоëüзуеìых вхоäных, проìежуто÷ных
и выхоäных äанных и наборы проöеäур обработки
äанных).

На третьем этапе реøается заäа÷а оптиìаëü-
ноãо распреäеëения ИТР (в виäе опреäеëенноãо
÷исëа еãо копий) по узëаì коìпüþтерной сети, на
базе которой работает РСОД. Копии ИТР разìеща-
þтся по узëаì коìпüþтерной сети в öеëях повы-
øения произвоäитеëüности, наäежности и сниже-
ния стоиìости функöионирования систеìы (бëаãо-
äаря уìенüøениþ затрат на обработку запросов).

Принöипы и ìетоäы форìирования структур-
но-техноëоãи÷ескоãо резерва поäробно описаны в
работе [1].

В настоящей статüе описан третий этап проöес-
са проектирования и созäания ИТР äëя испоëü-
зования в распреäеëенных систеìах. Дана фор-
ìуëировка и привеäено реøение заäа÷и поиска
оптиìаëüноãо разìещения копий ИТР по узëаì
коìпüþтерной сети. Оптиìаëüное разìещение ко-
пий ИТР позвоëяет преäоставитü поëüзоватеëяì
систеìы крат÷айøий äоступ к необхоäиìой иì
инфорìаöии и обеспе÷ивает наиìенüøее вреìя
откëика систеìы на их запросы бëаãоäаря преäва-
ритеëüно поäãотовëенныì проìежуто÷ныì äан-
ныì, хранящихся в ИТР.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß 
ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎ-ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÅÇÅÐÂÀ

Â ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ ÎÁÐÀÁÎÒÊÈ ÄÀÍÍÛÕ

Преäпоëожиì, ÷то РСОД работает на базе коì-
пüþтерной сети, состоящей из J узëов (серверов),
топоëоãия которой заäана и которуþ ìожно преä-
ставитü в виäе ãрафа G = (X, Γ). Кажäый сервер x

j
,

x
j
 ∈ X, j = , J = |X |, сети ìожет выступатü в роëи

поëüзоватеëüскоãо сервера и обсëуживатü некото-
рое ÷исëо поëüзоватеëей систеìы (ввоä поëüзова-
теëяìи запросов и выäа÷а иì резуëüтатов обработ-
ки этих запросов). Также сервер сети ìожет вы-

поëнятü роëü сервера ИТР, в котороì разìещена
копия ИТР и который обрабатывает запросы поëü-
зоватеëей, поëу÷енные от поëüзоватеëüских серве-
ров. При этоì кажäый запрос поëüзоватеëя ìожно
отнести к оäноìу из N типов запросов. Допустиì
также, ÷то в соответствии с некоторой проöеäурой
опреäеëены ìарøруты, по которыì переäаþтся
сообщения ìежäу узëаìи сети (запросы поëüзова-
теëей и ответы на эти запросы). Преäпоëаãается,
÷то копии ИТР ìоãут бытü разìещены в нескоëü-
ких узëах сети. Необхоäиìо опреäеëитü такое поä-

ìножество  из p узëов ìножества X всех узëов

сети, разìещение в которых p копий ИТР обеспе-
÷ит ìиниìуì стоиìости экспëуатаöии РСОД при
обработке реãуëярных запросов поëüзоватеëей.

Обозна÷иì ÷ерез Λ = || || ìатриöу разìерности

NЅJ, ãäе  — интенсивностü запросов n-ãо типа,

форìируеìых поëüзоватеëяìи в j-ì узëе сети в
еäиниöу вреìени.

Кажäый запрос поëüзоватеëя посыëается из уз-

ëа i (поëüзоватеëüский сервер) в узеë j, i, j = ,
(сервер ИТР) при усëовии, ÷то в j-ì узëе сети рас-
поëожена копия ИТР. Резуëüтат обработки кажäо-
ãо запроса (ответ на запрос) посыëается из узëа j
обратно в узеë i. Преäпоëаãается, ÷то РСОД рабо-
тает в установивøеìся режиìе и все сфорìиро-
ванные поëüзоватеëяìи запросы обрабатываþтся.

Ввеäеì обозна÷ения:

D = {d1, ..., dn
, ..., d

N
} — кортеж среäних объеìов

äанных, которыìи обìениваþтся поëüзоватеëü-
ский сервер и сервер ИТР при обработке запроса

n-ãо типа, n = ;

V = {v1, ..., vj
, ..., v

J
} — кортеж «весов» узëов коì-

пüþтерной сети, в котороì v
j
 — среäний объеì

äанных, который узеë j переäает и поëу÷ает за еäи-
ниöу вреìени при обработке всех запросов, ини-
öиированных в этоì узëе:

v
j
 = d

n
;

dis(x
i
, x

j
) — äëина крат÷айøеãо пути из узëа x

i
 в

узеë x
j
;

s — стоиìостü переäа÷и еäини÷ноãо объеìа
äанных по пути еäини÷ной äëины;

cost(x
i
) — стоиìостü хранения копии ИТР, раз-

ìещенной в узëе x
i
, за еäиниöу вреìени; она вкëþ-

÷ает в себя затраты на испоëüзование техни÷еских
среäств äëя хранения инфорìаöии и затраты на
репëикаöиþ изìенений в äанных ИТР äëя поä-
äержки в актуаëüноì состоянии всех копий ИТР,
разìещенных в узëах РСОД (вопросы реаëизаöии

1 J,

Xp

∼

λj
n

λj
n

1 J,

1 N,

n 1=

N

∑ λj
n
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ìеханизìа репëикаöии изìенений в äанных ИТР
выхоäит за раìки настоящей статüи).

Дëя поиска оптиìаëüноãо разìещения копий
ИТР по узëаì сети преäпоëожиì, ÷то ãраф
G = (X, Γ) неориентированный и сфорìуëируеì
обобщеннуþ ìинисуììнуþ заäа÷у о p-ìеäиане,
приняв в ка÷естве критерия оптиìизаöии ìини-
ìуì затрат на функöионирование РСОД [2, 3].

Опреäеëиì äëя узëа x
i
 переäато÷ное ÷исëо

σ(x
i
) = [v

j
dis(x

i
, x

j
)s], (1)

т. е. переäато÷ное ÷исëо преäставëяет собой суììу
стоиìости обìена äанныìи ìежäу узëоì x

i
 со все-

ìи äруãиìи узëаìи ìножества X при обработке за-
просов за еäиниöу вреìени.

Верøина , äëя которой äостиãается ìиниìуì
переäато÷ноãо ÷исëа

σ( ) = {σ(x
i
)} = [v

j
dis(x

i
, x

j
)s] ,

называется ìеäианой ãрафа G.

Обозна÷иì ÷ерез X
p
 поäìножество ìножества

верøин X ãрафа G, состоящее из p верøин, а ÷ерез
d(X

p
, x

j
) — ìиниìаëüное расстояние от верøины x

j

ìножества X äо оäной из верøин ìножества X
p
, т. е.

d(X
p
, x

j
) = [dis(x

i
, x

j
)]. (2)

Есëи обозна÷итü ÷ерез  верøину из ìножест-
ва X

p
, на которой äостиãается ìиниìуì в выраже-

нии (2), то ìожно ãоворитü о тоì, ÷то то÷ка x
j
 в вы-

ражении (2) «прикрепëена» к то÷ке . Приìени-
теëüно к рассìатриваеìой заäа÷е это озна÷ает, ÷то
запросы, возникаþщие в узëе x

j
, ìарøрутизируþт-

ся äëя обработки в узеë  с копией ИТР. Данный

факт ìожно обозна÷итü как x
j
 → .

По анаëоãии с форìуëой (1) опреäеëиì переäа-
то÷ное ÷исëо не äëя оäной верøины, а äëя поä-
ìножества верøин X

p
 [2]:

σ(X
p
) = v

j
sd(X

p
, x

j
) =

= v
j
s [dis(x

i
, x

j
)] . (3)

С у÷етоì принятых обозна÷ений заäа÷у опти-
ìаëüноãо разìещения ИТР по узëаì РСОД ìожно
сфорìуëироватü сëеäуþщиì образоì: äëя неори-
ентированноãо ãрафа G = (X, Γ) требуется найти

такое поäìножество , состоящее из p верøин

этоãо ãрафа, äëя котороãо äостиãается ìиниìуì
функöионаëа

F
p
( ) = cost(x

i
) + σ( ). (4)

Первое сëаãаеìое в выражении (4) опреäеëяет
стоиìостü хранения копий ИТР, разìещенных в p

верøинах поäìножества  ãрафа. Второе сëаãае-

ìое преäставëяет собой переäато÷ное ÷исëо поä-

ìножества , которое опреäеëяется как

σ( ) = [σ(X
p
)],

ãäе, в своþ о÷ереäü, переäато÷ное ÷исëо σ(X
p
) äëя

поäìножества X
p
 вы÷исëяется по форìуëе (3).

В äанной заäа÷е ìоãут бытü оãрани÷ения. На-
приìер, ìожет бытü оãрани÷ение «сверху» на ÷ис-
ëо p ìеäиан, т. е. ìожно заäатü оãрани÷ение на
ìаксиìаëüное ÷исëо копий ИТР, разìещенных в
узëах коìпüþтерной сети, на базе которой работа-

ет РСОД: | | ≤ .

Еще оäниì приìероì оãрани÷ения в äанной
заäа÷е сëужит оãрани÷ение на среäний объеì ин-
форìаöии, обрабатываеìой сервероì с копией
ИТР за еäиниöу вреìени, т. е. оãрани÷ение на объ-
еì äанных в запросах всех N типов, поëу÷енных
сервероì за еäиниöу вреìени из «прикрепëенных»
к неìу узëов, и объеì äанных, возвращаеìых сер-
вероì в виäе ответов на эти запросы:

d
j

 ≤ ,  j = .

Дëя реøения сфорìуëированной заäа÷и ìожно
воспоëüзоватüся разëи÷ныìи известныìи ìето-
äаìи (наприìер, ìетоäаìи öеëо÷исëенноãо про-
ãраììирования, эвристи÷ескиìи ìетоäаìи и äр.)
[2—4].

Отìетиì, ÷то поиск оптиìаëüноãо разìещения
копий ИТР по узëаì коìпüþтерной сети на ос-
нове сфорìуëированной обобщенной ìинисуì-
ìной заäа÷и о p-ìеäиане не явëяется еäинствен-
ныì вариантоì реøения рассìатриваеìой пробëе-
ìы. В ëитературе ìожно найти обзоры и описания
äруãих поäхоäов к реøениþ заäа÷и оптиìаëüноãо
разìещения копий (репëик) äанных в узëах коì-
пüþтерных сетей, в таких обëастях, как, наприìер,
Content Delivery Network, Data Grid, Cloud Compu-
ting, распреäеëенные базы äанных [5—8].

2. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Как уже отìе÷аëосü, äëя реøения сфорìуëи-
рованной ìинисуììной заäа÷и о p-ìеäиане ìож-

xj X∈
∑

x

x min
xi X∈

min
xi X∈ ⎩

⎨
⎧

xj X∈
∑

⎭
⎬
⎫

min
xi Xp∈

xi
*

xi
*

xi
*

xi
*

xj X∈
∑

xj X∈
∑

⎩
⎨
⎧ min

xi Xp∈ ⎭
⎬
⎫

Xp

∼

Xp

∼

xi Xp∈

∑
∼

Xp

∼

Xp

∼

Xp

∼

Xp

∼
min
Xp X⊆

Xp

∼
p

xj X xj xi*→∈

∑
n 1=

N

∑ λj

j
D 1 J,
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но воспоëüзоватüся разëи÷ныìи ìетоäаìи [9—11].
В ка÷естве приìера рассìотриì тоëüко оäин из
возìожных аëãоритìов реøения заäа÷и оптиìаëü-
ноãо разìещения ИТР в РСОД. Он основан на эв-
ристи÷ескоì ìетоäе поиска p-ìеäиан взвеøенноãо
ãрафа, преäëоженноì в работе [4]. Данный ìетоä
закëþ÷ается в сëеäуþщеì.

Сна÷аëа произвоëüныì образоì из ìножества
всех верøин ãрафа X выбираþтся p верøин, кото-
рые образуþт исхоäное ìножество X

p
 ìеäианных

верøин, которое с некоторой то÷ностüþ аппрок-

сиìирует искоìое p-ìеäианное ìножество . За-

теì äеëается проверка, иìеет ëи ìножество X та-
куþ верøину x

j
, которая не вхоäит в ìножество X

p
,

x
j
 ∈ X\X

p
, и которая ìожет заìенитü некоторуþ

ìеäианнуþ верøину x
i
 ∈ X

p
. Дëя проверки возìож-

ности такой заìены строится еще оäно ìножество

верøин  = (X
p
 ∪ {x

j
})\{x

i
}. Затеì вы÷исëяþтся и

сравниваþтся ìежäу собой äва переäато÷ных ÷ис-

ëа äëя ìножества , в котороì произоøëа заìена

верøины x
i
 на верøину x

j
, и äëя исхоäноãо ìно-

жества X
p
: σ( ) и σ(X

p
).

Есëи при этоì äëя переäато÷ных ÷исеë выпоë-

няется неравенство σ( ) < σ(X
p
), то верøина x

i
 в

ìножестве X
p
 заìеняется на верøину x

j
. Такиì об-

разоì, ìножество  становится новой версией

исхоäноãо ìножества X
p
, так как оно ëу÷øе ап-

проксиìирует искоìое ìножество верøин . За-

теì анаëоãи÷ныì образоì проверяется уже новая
версия ìножества X

p
.

Такие проверки и заìены верøин в посëеäова-
теëüно созäаваеìых аппроксиìируþщих ìножест-
вах X

p
 провоäятся äо тех пор, пока не уäастся най-

ти ни оäной верøины x
j
, такой, ÷тобы заìена на

эту верøину ëþбой из верøин текущеãо ìножест-
ва X

p
 привоäиëа бы к уëу÷øениþ (уìенüøениþ)

переäато÷ноãо ÷исëа этоãо ìножества.

Сфорìуëируеì аëãоритì эвристи÷ескоãо поис-
ка p-ìеäиан ãрафа.

Шаг 1. Сëу÷айныì образоì заäается ÷исëо p ìе-
äиан ãрафа. Затеì сëу÷айныì образоì выбираþт-
ся p верøин из ìножества X всех верøин ãрафа.
Выбранные верøины образуþт первона÷аëüнуþ
версиþ ìножества X

p
. Все верøины ìножества X,

не вкëþ÷енные во ìножество X
p
, ìаркируþтся ìет-

кой «не протестирована».

Шаг 2. Сëу÷айныì образоì из ìножества {X\X
p
}

выбирается «не протестированная» верøина x
j
. Ес-

ëи «не протестированных» верøин нет, то перехоä
к øаãу 6.

Шаг 3. В öикëе äëя всех верøин x
i
 ìножества X

p

вы÷исëяется веëи÷ина Δ
ij
, на которуþ изìенится

зна÷ение функöионаëа F
p
 (расс÷итывается по фор-

ìуëе (4)) при заìене верøины x
i
 в X

p
 на верøину

x
j
, выбраннуþ на øаãе 2):

Δ
ij
 = F

p
(X

p
) – F

p
( ), ãäе  = (X

p
 ∪ {x

j
})\{x

i
},

т. е. изìенение зна÷ения функöионаëа

Δ
ij
 =

= .

Переäато÷ные ÷исëа σ(X
p
) и σ( ) в этоì выра-

жении вы÷исëяþтся по форìуëе (3).
Запоìинается инäекс i* той верøины x

i
 ìно-

жества X
p
, äëя которой äостиãается ìаксиìаëüное

изìенение зна÷ения функöионаëа при ее заìене
на верøину x

j
, т. е.

Δ
i*j = Δ

ij
.

Шаг 4. Есëи Δ
i*j ≤ 0, т. е. заìена какой-ëибо вер-

øины ìножества X
p
 на «не протестированнуþ»

верøину x
j
, выбраннуþ на øаãе 2, не уëу÷øает

зна÷ение функöионаëа F
p
(X

p
), то верøина x

j
 ìар-

кируется как «протестированная», и перехоäиì на
øаã 2.

Шаг 5. Есëи Δ
i*j > 0, то заìена верøины x

i*

ìножества X
p
 на верøину x

j
 уëу÷øает зна÷ение

функöионаëа заäа÷и. Произвоäится такая заìена,
и верøины x

j
 и x

i*
 ìаркируþтся как «протестиро-

ванные». В резуëüтате поëу÷аеì новое ìножество
X

p
 = (X

p
 ∪ {x

j
})\{x

i
}. Перехоä к øаãу 2.

Шаг 6. Конеö работы аëãоритìа. Текущее ìно-
жество X

p
 явëяется аппроксиìаöией искоìоãо

p-ìеäианноãо ìножества  узëов РСОД äëя раз-

ìещения копий ИТР, бëизкоãо к оптиìаëüноìу.
Описанный аëãоритì реаëизован в виäе про-

ãраììноãо ìоäуëя (в среäе MS Visual Studio на
языке проãраììирования C++), с поìощüþ кото-
роãо реøаëасü заäа÷а оптиìаëüноãо разìещения
ИТР в РСОД — сì. äаëее приìер.

3. ÏÐÈÌÅÐ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì работу описанноãо аëãоритìа при
÷исëе ìеäиан p = 3 на приìере РСОД, работаþщей
на базе коìпüþтерной сети из 12 узëов. Топоëоãия
коìпüþтерной сети с пронуìерованныìи узëаìи
и äëинаìи äуã преäставëена в виäе неориентиро-
ванноãо ãрафа на рис. 1.

Xp

∼

Xp'

Xp'

Xp'

Xp'

Xp'

Xp

∼

Xp

i
Xp

i

cost xi( ) σ Xp( )+

xi Xp∈
∑ cost xi( ) σ Xp

i( )+

xi Xp
i

∈

∑–

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

Xp

i

max
xi Xp∈

Xp

∼
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Характеристики РСОД и коìпüþтерной сети,
на базе которой она функöионирует:

— РСОД обрабатывает запросы поëüзоватеëей,
относящиеся к оäноìу из 10-ти типов запросов;

— стоиìостü s переäа÷и еäини÷ноãо объеìа äан-
ных по пути еäини÷ной äëины составëяет 50 еä.;

— интенсивности  запросов разëи÷ноãо типа

в узëах сети преäставëены в табë. 1;

— объеìы äанных d
n
, переäаваеìых по сети

при обработке запросов разноãо типа, привеäены
в табë. 2;

— «веса» v
j
 узëов сети (объеì поëу÷аеìой и пе-

реäаваеìой инфорìаöии при обработке запросов)
преäставëены в табë. 3, зна÷ения весов поäс÷иты-
ваþтся на основе äанных в табë. 1 и 2;

— стоиìостü cost(x
i
) хранения ИТР в узëах сети

преäставëена в табë. 4;
— ìатриöа äëин крат÷айøих путей показана в

табë. 5.
В резуëüтате реøения сфорìуëированной заäа-

÷и найäено бëизкое к оптиìаëüноìу разìещение
Xp1 копий ИТР, äанные котороãо преäставëены в
табë. 6 и показано на ãрафе (рис. 2), со зна÷ениеì
функöионаëа F(Xp1) заäа÷и, равноãо 4 750:

В табëиöе веëи÷ины st_Xp, tr_Xp и st_Xp1, tr_Xp1
это соответственно, стоиìостü хранения копий
ИТР и переäато÷ное ÷исëо (сì. форìуëу (4)) äëя
исхоäноãо ìножества узëов Xp и найäенноãо в ре-
зуëüтате реøения заäа÷и ìножества Xp1 (узëы x

3
,

x5, x9). Множество узëов Xp поëу÷ено на øаãе 1

Рис. 1. Топология компьютерной сети

λj
n

Таблица 1
Ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòåé çàïðîñîâ ðàçëè÷íîãî òèïà â óçëàõ ñåòè

Ноìер узëа сети

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Тип запроса

1 20 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
2 10 5 5 30 5 5 20 5 20 5 5 5
3 5 5 5 30 5 5 30 5 30 5 5 15
4 10 15 10 20 15 10 20 15 20 15 10 15
5 10 5 5 10 5 5 10 5 10 5 5 5
6 5 10 5 10 10 10 10 10 10 10 10 10
7 30 10 10 10 10 5 10 10 30 15 10 10
8 20 20 10 15 20 10 15 20 15 20 10 20
9 10 5 5 30 5 5 30 5 30 5 5 5

10 10 5 10 20 5 10 20 5 20 5 10 5

Таблица 2
Îáúåìû äàííûõ, ïåðåäàâàåìûõ ïî ñåòè ïðè îáðàáîòêå çàïðîñîâ

Тип запроса 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Объеì äанных 100 500 500 300 300 100 150 100 400 400

Таблица 3
Âåñà óçëîâ ñåòè

Ноìер 
узëа сети

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Вес узëа 30 500 20 500 19 500 64 000 20 500 19 250 59 000 20 500 62 000 21 250 20 000 25 500

Таблица 4
Ñòîèìîñòü õðàíåíèÿ êîïèè ÈÒÐ â óçëàõ ñåòè

Ноìер узëа 
сети

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Стоиìостü 500 500 400 300 400 450 500 350 350 500 500 450
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описанноãо выøе аëãоритìа. Дëя этоãо ìножества
расс÷итано зна÷ение функöионаëа F(Xp), равноãо
суììе затрат st_Xp на хранение копий и переäато÷-
ноãо ÷исëа tr_Xp, характеризуþщеãо затраты на об-
работку запросов.

В хоäе экспериìентов по выявëениþ зависи-
ìости зна÷ения функöионаëа F(Xp1) от ÷исëа ìе-
äиан p (при неизìенных характеристиках РСОД и
коìпüþтерной сети) быëи поëу÷ены резуëüтаты,
преäставëенные äаëее в табë. 7 и ãрафиках.

На рис. 3 и 4 показана бëизкая к ëинейной за-
висиìостü стоиìости st_Xp1 хранения копий ИТР
и затрат tr_Xp1 на обработку запросов поëüзовате-
ëей от ÷исëа p.

В табë. 7 и на ãрафике рис. 5 показана зависи-
ìостü зна÷ений функöионаëа заäа÷и F(Xp1) и еãо

коìпонент (стоиìости st_Xp1 хранения копий ИТР
и затрат tr_Xp1 на обработку запросов) от ÷исëа p
копий ИТР, разìещенных по узëаì коìпüþтерной
сети.

Как виäно из зна÷ений функöионаëа заäа÷и
F(Xp1), привеäенных в табë. 7, и ãрафика на рис. 5,
функöионаë иìеет ìиниìаëüные зна÷ения при
÷исëе ìеäиан ãрафа от 4 äо 6. При уìенüøении
÷исëа ìеäиан от 3 äо 2 зна÷ение функöионаëа рас-
тет. Анаëоãи÷ная картина набëþäается при увеëи-
÷ении ÷исëа ìеäиан от 7 äо 11. Объяснение этоìу
факту ìожно найти, посìотрев, как веäут себя ãра-
фики затрат st_Xp1 на хранение копий ИТР и пе-
реäато÷ноãо ÷исëа tr_Xp1, характеризуþщеãо раз-
ìер затрат на обработку запросов к копияì ИТР
(сì. рис. 3 и 4). При уìенüøении ÷исëа копий

Таблица 5
Ìàòðèöà äëèí êðàò÷àéøèõ ïóòåé

Ноìер узëа сети

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Ноìер узëа сети

1 0 20 26 16 10 17 24 17 21 29 31 28
2 20 0 25 12 15 22 29 22 26 34 33 33
3 26 25 0 11 16 23 19 12 12 20 19 5
4 16 12 11 0 5 12 19 12 16 24 23 23
5 10 15 16 5 0 7 14 7 11 19 18 18
6 17 22 23 12 7 0 7 14 18 26 27 27
7 24 29 19 19 14 7 0 7 11 19 18 18
8 17 22 12 12 7 14 7 0 4 12 11 11
9 21 26 12 16 11 18 11 4 0 8 7 7

10 29 34 20 24 19 26 19 12 8 0 15 15
11 31 33 19 23 18 27 18 11 7 15 0 14
12 28 33 5 23 18 27 18 11 7 15 14 0

Таблица 6
Ðåøåíèå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ÈÒÐ ïî óçëàì ñåòè

Xp F(Xp) st_Xp tr_Xp Xp1 F(Xp1) st_Xp1 tr_Xp1

x
1
, x

3
, x

5
6350 1300 5050 x

3
, x

5
, x

9
4750 1150 3600

Рис. 3. Зависимость стоимости st_Xp1 хранения копий ИТР от их
числа p

Рис. 2. Размещение копий ИТР в узлах компьютерной сети

pb418.fm  Page 51  Tuesday, July 24, 2018  12:15 PM



ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ В УПРАВЛЕНИИ

52 CONTROL SCIENCES ¹ 4 • 2018

ИТР (÷исëа ìеäиан p) в сети происхоäит, с оäной
стороны, уìенüøение затрат st_Xp1 на хранение
ИТР, а с äруãой стороны, увеëи÷иваþтся затраты
tr_Xp1 на обработку запросов к копияì ИТР. При-
÷еì при заäанных параìетрах сети увеëи÷ение за-
трат на обработку запросов происхоäит быстрее,
÷еì уìенüøение стоиìости хранения ИТР. При
увеëи÷ении ÷исëа копий ИТР, на÷иная с некото-
роãо их ÷исëа рост затрат на хранение превыøает
уìенüøение затрат на обработку запросов.

Из привеäенных резуëüтатов сëеäует о÷евиä-
ный вывоä о тоì, ÷то äëя рассìатриваеìой заäа÷и
необхоäиìо опреäеëитü как оптиìаëüное ÷исëо
копий ИТР, так и оптиìаëüное разìещение этих
копий в узëах распреäеëенной систеìы обработки
äанных.

Быë также провеäен экспериìент по проверке
стабиëüности резуëüтатов, поëу÷аеìых с поìощüþ
эвристи÷ескоãо аëãоритìа поиска p-ìеäиан ãрафа.

При постоянноì ÷исëе p ìеäиан, равноì 7, и
неизìенных характеристиках РСОД и коìпüþ-
терной сети, аëãоритì реøения заäа÷и запускаëся
12 раз. В резуëüтате поëу÷ено ìножество зна÷е-

ний функöионаëа заäа÷и F(Xp1), преäставëенное в
табë. 8.

Среäнее зна÷ение функöионаëа заäа÷и равно
4592. При этоì откëонение зна÷ений функöиона-
ëа, поëу÷енных при 12-ти запусках аëãоритìа, от
среäнеãо зна÷ения не превыøает 3,09 %, т. е. вы-
бранный äëя реøения заäа÷и аëãоритì äает äоста-
то÷но стабиëüные резуëüтаты.

4. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÂÛÂÎÄÛ

Приìенение инфорìаöионно-техноëоãи÷еско-
ãо резервирования в РСОД позвоëяет зна÷итеëü-
но увеëи÷итü эффективностü функöионирования
систеì бëаãоäаря существенноìу снижениþ вре-
ìени обработки поступаþщих от поëüзоватеëей
запросов. Это обусëовëено теì, ÷то заранее сфор-
ìированные проìежуто÷ные ìассивы äанных ИТР
и набор проöеäур обработки запросов разìещаþт-
ся в узëах коìпüþтерной сети, распоëоженных как
ìожно бëиже к исто÷никаì запросов. Это обес-
пе÷ивает возìожности äëя крат÷айøеãо äоступа
поëüзоватеëей к необхоäиìой иì инфорìаöии.
Кроìе тоãо, проöесс обработки запросов поëüзо-

Таблица 7

Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà çàäà÷è îò ÷èñëà ìåäèàí ãðàôà

Чисëо ìеäиан 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Стоиìостü хранения копий ИТР 650 1150 1700 2000 2450 3050 3450 3850 4250 4750
Затраты на обработку запросов 4650 3600 2850 2450 2100 1400 1150 850 600 250
Функöионаë заäа÷и 5300 4750 4550 4450 4550 4450 4600 4700 4850 5000

Таблица 8

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà çàäà÷è

Ноìер рас÷ета 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Зна÷ение функöионаëа 4550 4650 4500 4450 4600 4600 4650 4650 4700 4600 4650 4500

Рис. 4. Зависимость затрат tr_Xp1 на обработку запросов от чис-
ла копий ИТР

Рис. 5. Зависимость значения функционала и его компонент от
числа медиан
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ватеëей ускоряется также бëаãоäаря преäвари-
теëüно поäãотовëенныì проìежуто÷ныì ìассиваì
äанных. Множество копий ИТР, разìещенных в
узëах сети, соäержащих преäваритеëüно сфорìи-
рованные проìежуто÷ные ìассивы äанных, сëу-
жат инфорìаöионной базой äëя функöионирова-
ния РСОД в буäущеì при обработке запросов,
поступивøих от поëüзоватеëей уже посëе созäа-
ния ИТР.

Остановиìся на некоторых важных вопросах,
которыì необхоäиìо уäеëитü особое вниìание в
проöессе проектирования РСОД, испоëüзуþщих
ИТР.
� Отìетиì, ÷то при проектировании ИТР äëя
крупноìасøтабных РСОД с оãроìныì ÷исëоì
поëüзоватеëей потребуется выпоëнитü и боëüøой
объеì работ по анаëизу преäìетных обëастей
поëüзоватеëей систеìы:

— территориаëüная распреäеëенностü поëüзо-
ватеëей;

— пере÷енü запросов;
— их разбиение по разëи÷ныì типаì;
— пере÷енü запраøиваеìой инфорìаöии;
— ÷астота возникновения запросов;
— выäеëение ãрупп поëüзоватеëей, запраøива-

þщих анаëоãи÷ные äанные.
Возìожно, этот проöесс потребует выäеëения

äопоëнитеëüных ресурсов бизнес- и систеìных
анаëитиков.
� О÷енü важно реøитü сëожнуþ заäа÷у обеспе÷е-
ния äостоверности инфорìаöии в ìассивах äан-
ных ИТР в сëу÷ае изìенения тех иëи иных исхоä-
ных äанных. Дëя ее реøения ìожно приìенитü
разëи÷ные аëãоритìы, разëи÷аþщиеся по сëож-
ности и стоиìости их реаëизаöии. Это в своþ о÷е-
реäü обусëовëивает необхоäиìостü поиска опти-
ìаëüноãо варианта реøения заäа÷и. При этоì, на-
приìер, возìожны сëеäуþщие варианты:

— перес÷ет äанных в оäноì узëе и репëикаöия
изìенений в äанных в узëы с копияìи ИТР;

— перес÷ет проìежуто÷ных äанных в кажäоì
из узëов с ИТР;

— рассыëка сообщений-извещений о неакту-
аëüности äанных в копиях и äр.

Форìаëüная постановка и поиск реøения äан-
ной заäа÷и составëяет преäìет äаëüнейøих иссëе-
äований.
� В сëу÷ае боëüøоãо ÷исëа распреäеëенных ис-
то÷ников исхоäных äанных, испоëüзуеìых äëя
форìирования ИТР (наприìер, табëиö террито-
риаëüно распреäеëенной базы äанных) систеìныì
архитектораì и анаëитикаì необхоäиìо тщатеëü-
но спроектироватü эффективнуþ техноëоãиþ фор-
ìирования ИТР. Так как проöесс форìирования
ИТР на основе боëüøоãо ÷исëа распреäеëенных
исто÷ников äанных ìожет потребоватü сëиøкоì
боëüøих ресурсов коìпüþтерной сети.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Сфорìуëированы заäа÷и поиска оптиìаëüноãо
разìещения копий инфорìаöионно-техноëоãи-
÷ескоãо резерва по узëаì распреäеëенной систеìы
и преäставëен аëãоритì их реøения. Данный аë-
ãоритì реаëизован в виäе проãраììноãо ìоäуëя,
который приìеняëся äëя реøения заäа÷и опти-
ìаëüноãо разìещения ИТР в РСОД.

Привеäен приìер реøения заäа÷и оптиìиза-
öии по критериþ ìиниìуìа стоиìости функöио-
нирования РСОД. На рас÷етных äанных приìера
проäеìонстрирована зависиìостü стоиìости экс-
пëуатаöии систеìы, стоиìости хранения ИТР и
затрат на обработку запросов от ÷исëа копий ИТР,
разìещенных в узëах коìпüþтерной сети.

Дано краткое описание направëения äаëüней-
øих иссëеäований по пробëеìаì испоëüзования
äанноãо виäа резерва в коìпüþтерных сетях, не-
оäнороäных в сìысëе распреäеëения ÷астот воз-
никновения в узëах сети запросов поëüзоватеëей.
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ÁÅÑÊÎÍÔËÈÊÒÍÀß ÑÀÌÎÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈß
ÄËß ÒÐÅÕÌÅÐÍÎÃÎ ÏÎËÍÎÃÎ ÌÓËÜÒÈÊÎËÜÖÀ

В.С. Подлазов

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Данная статüя проäоëжает сериþ работ автора
по созäаниþ саìоìарøрутизируеìых небëокиру-
еìых систеìных сетей äëя ìноãопроöессорных
вы÷исëитеëüных систеì [1—3]. Эти сети обëаäаþт
наибоëüøиì быстроäействиеì, так как переäа÷а
äанных в них веäется по пряìыì канаëаì без про-
ìежуто÷ной буферизаöии.

Исхоäно эти сети иìеëи топоëоãиþ квазипоë-
ноãо ãрафа иëи квазипоëноãо орãрафа [1, 2] и об-
ëаäаëи кваäрати÷ной зависиìостüþ ÷исëа узëов от
их степени. Саìоìарøрутизаöия в этих сетях быëа
стати÷ной, при которой ëþбой исто÷ник прокëа-
äываë весü бесконфëиктный путü к приеìнику.
Это всеãäа ìожно быëо сäеëатü äëя произвоëüной
перестановки пакетов äанных ìежäу узëаìи. Гëав-
ный неäостаток таких сетей — неäостато÷но боëü-
øое ÷исëо узëов в них.

Топоëоãиþ квазипоëноãо орãрафа иìеëи сети в
виäе äвуìерноãо обобщенноãо ãиперкуба и äву-
ìерноãо поëноãо ìуëüтикоëüöа [2].

Обобщенный r-ìерный p-и÷ный ãиперкуб [4]

со степенüþ узëов m = rp и ÷исëоì узëов N = p
r

испоëüзуется как систеìная сетü в некоторых сов-
реìенных ìноãопроöессорных вы÷исëитеëüных
систеìах [5]. В работе [3] автороì быë построен
небëокируеìый трехìерный p-и÷ный ãиперкуб,
äëя котороãо быë преäëожен аëãоритì äинаìи÷ес-
кой ëокаëüной саìоìарøрутизаöии. Он позвоëяет
параëëеëüно прокëаäыватü бесконфëиктные пути
при произвоëüной перестановке пакетов äанных
ìежäу узëаìи на основе тоëüко ëокаëüной инфор-

ìаöии в проìежуто÷ных узëах без взаиìоäействия
ìежäу ниìи.

В настоящей работе строится небëокируеìое
трехìерное p-и÷ное ìуëüтикоëüöо и преäëаãается
аëãоритì äинаìи÷еской ëокаëüной саìоìарøру-
тизаöии в неì äëя произвоëüной перестановки
пакетов äанных. Она ориентирована на созäание
сетей äëя оäнокристаëüных проöессоров-ускори-
теëей с коëüöевыìи канаëаìи, в которых необхо-
äиìо иìетü сотни и тыся÷ яäер.

1. ÍÅÁËÎÊÈÐÓÅÌÎÅ ÄÂÓÌÅÐÍÎÅ ÏÎËÍÎÅ 
ÌÓËÜÒÈÊÎËÜÖÎ

Приìероì оäной из сетей, которая как небëо-
кируеìая, так и саìоìарøрутизируеìая, сëужит
äвуìерное p-и÷ное ìуëüтикоëüöо. Оно состоит из
2(p – 1) разных сиìпëексных коëеö с øаãаìи
{1, 2, ..., p – 1}, составëяþщих изìерение X, и с
øаãаìи {p, 2p, ..., p(p – 1)}, составëяþщих изìере-

ние Y, и иìеет N = p2 узëов. Кажäое коëüöо состо-
ит из оäинаковых äуã, äëина которых заäается раз-
ностüþ по modN ноìеров инöиäентных узëов. На
рис. 1 преäставëено äвуìерное трои÷ное ìуëüти-
коëüöо как сиììетри÷ный орãраф. В неì äуãи с
äëиной 3 и 6 явëяþтся встре÷ныì äуãаìи и обоз-
на÷ены пунктироì.

Оäнако äвуìерное ìуëüтикоëüöо ìожно преä-
ставитü и как äвуäоëüный орãраф, есëи у÷естü, ÷то
кажäый узеë соäержит абонента и коììутатор pЅp
и ÷то абоненты связаны äуãаìи тоëüко с коììу-
татораìи своеãо иëи äруãих узëов (рис. 2). Оäну
äоëþ этоãо орãрафа составëяþт коììутаторы, а
äруãуþ — абоненты А

i
 (проöессоры). Такой орãраф

ìы называеì квазипоëныì орãрафоì. Схеìа ìеж-

Преäëожена систеìная сетü в виäе небëокируеìоãо трехìерноãо поëноãо ìуëüтикоëüöа.

Разработана структура ìуëüтикоëüöа и преäëожен аëãоритì бесконфëиктной прокëаäки

пряìых путей ìежäу ее узëаìи посреäствоì äинаìи÷еской ëокаëüной саìоìарøрутиза-

öии в них.

Ключевые слова: систеìная сетü, обобщенный ãиперкуб, поëное ìуëüтикоëüöо, коììутаöионные
свойства, небëокируеìая сетü, пряìые канаëы, бесконфëиктная саìоìарøрутизаöия, ëокаëüная äи-
наìи÷еская саìоìарøрутизаöия.
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соеäинений в неì заäается табëиöей инöиäенöий
(табë. 1), в которой в я÷ейках нахоäятся ноìера
инöиäентных узëов.

Саìоìарøрутизаöия по табëиöе инöиäенöий
осуществëяется по ноìераì абонента-исто÷ника
и абонента-приеìника. Пустü äëя приìера это
буäут узëы 2 и 8 соответственно, поä÷еркнутые в
табë. 1. По правой ÷асти табëиöы нахоäятся но-
ìера коììутаторов, из которых естü äуãи к при-
еìнику. В приìере это коììутаторы 2, 5 и 8,
обозна÷енные äвойныì поä÷еркиваниеì. В ëевой
÷асти табëиöы из этих коììутаторов нахоäится
тот коììутатор, к котороìу естü äуãа от исто÷ни-
ка. В приìере это коììутатор 2. По свойстваì ква-
зипоëных орãрафов [1, 2] такой коììутатор явëя-
ется еäинственныì при ëþбоì p.

С äруãой стороны, ëþбой путü äëины L2 в äву-

ìерноì ìуëüтикоëüöе преäставëяет собой посëе-
äоватеëüностü не боëее äвух äуã, äëины которых
заäаþтся как зна÷ения разряäов в p-и÷ной систеìе
с÷исëения L2 = i + jp (0 ≤ i, j ≤ p – 1). Зäесü i заäает

äëину äуãи X, а jp — äуãи Y.

2. ÄÂÓÌÅÐÍÛÅ ÌÓËÜÒÈÊÎËÜÖÀ 
Â ÏÎËÍÎÌ ÒÐÅÕÌÅÐÍÎÌ ÌÓËÜÒÈÊÎËÜÖÅ

Рассìотриì ìуëüтикоëüöо, соäержащие N = p
3

узëов, из кажäоãо узëа котороãо выхоäят три виäа
äуã с äëинаìи {1, 2, ..., p – 1}, {p, 2p, ..., p(p – 1)}

и {p2, 2p
2, ..., p2(p – 1)} соответственно. Такое ìуëü-

тикоëüöо ìы называеì трехìерныì поëныì p-и÷-
ныì ìуëüтикоëüöоì. Оно состоит из сиìпëексных
коëеö с разныìи øаãаìи, кажäое из которых со-
стоит из äуã оäной äëины. Дëины составëяþщих
äуã заäаþт äëины øаãов коëеö. Коëüöа с äëинаìи
øаãов {1, 2, ..., p – 1} заäаþт изìерение X (ìуëüти-
коëüöо X), коëüöа с äëинаìи {p, 2p, ..., p(p – 1)} —
изìерение Y (ìуëüтикоëüöо Y ) и коëüöа с äëина-

ìи {p2, 2p
2, ..., p2(p – 1)} — изìерение Z (ìуëüти-

коëüöо Z ).
На рис. 3 показан приìер трехìерноãо трои÷-

ноãо ìуëüтикоëüöа. В неì коëüöа изìерения X

Таблица 1

Èíöèäåíöèè â êâàçèïîëíîì îðãðàôå ïðè p = 3

Коììутаторы Дуãи X от абонентов Дуãи Y к абонентаì

1 1 2 3 1 4 7
2 2 3 4 2 5 8
3 3 4 5 3 6 9
4 4 5 6 4 7 1
5 5 6 7 5 8 2
6 6 7 8 6 9 3
7 7 8 9 7 1 4
8 8 9 1 8 2 5
9 9 1 2 9 3 6 Рис. 3. Трехмерное троичное мультикольцо

Рис. 1. Двумерное троичное мультикольцо с шагами {1, 2} и {3, 6}

Рис. 2. Схема узла двумерного мультикольца
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обозна÷ены спëоøныìи äуãаìи, изìерения Y —
пунктирныìи äуãаìи и изìерения Z — øтриховы-
ìи äуãаìи.

Буäеì преäставëятü ëþбой крат÷айøий путü
как посëеäоватеëüностü äуã X, Y, Z, которые бу-
äеì называтü этапаìи пути. Приìеì, ÷то ëþбой
узеë иìеет выхоäные äуãи X

O
 от абонентов к коì-

ìутатораì и вхоäные äуãи Y
I
 и Z

I 
от коììутаторов

к абонентаì — 3p äуã. Из них 3(p – 1) äуã явëяþтся
ìежузëовыìи и три äуãи — внутриузëовыìи.

Пере÷исëенные äуãи äеëаþт пары изìерений
X, Y и X, Z небëокируеìыìи äвуìерныìи ìуëüти-
коëüöаìи иëи квазипоëныìи орãрафаìи XY и XZ
соответственно. Это озна÷ает, ÷то в них ëþбой
пряìой путü, состоящий не боëее ÷еì из äвух äуã,
прокëаäывается посреäствоì саìоìарøрутизаöии
тоëüко ÷ерез оäин коììутатор, преäставëенный на

рис. 4. Он иìеет схеìу pЅ2p со сëожностüþ 2p2 то-
÷ек коììутаöии.

Схеìы ìежсоеäинений в квазипоëных орãра-
фах XY и XZ заäаþтся табëиöаìи их инöиäенöий
(табë. 2).

Рассìотренные выøе äуãи не позвоëяþт рас-
сìатриватü пару изìерений Y, Z как небëокируе-
ìое äвуìерное ìуëüтикоëüöо, так как узëы не иìе-
þт äуã Y иëи äуã Z от абонентов к коììутатораì.
Поэтоìу äвухэтапные (äвухäуãовые) пути в изìе-
рениях Y и Z буäеì преäставëятü как ÷астный сëу-
÷ай трехэтапных (трехäуãовых) путей с ëокаëüны-
ìи äуãаìи на первоì иëи на посëеäнеì этапах.

Дëя прокëаäки трехэтапных путей äопоëнитеëü-
но потребуется иìетü в кажäоì узëе p – 1 äуã ìуëü-
тикоëüöа Y

M
, проëоженных тоëüко ìежäу коììу-

татораìи узëов. Вообще крат÷айøий путü ìежäу
ëþбыìи äвуìя абонентаìи (исто÷никоì и при-
еìникоì) ìожно преäставитü как состоящий из
äуãи X

O
 от исто÷ника к коììутатору, äуãи Y

M
 ìеж-

äу коììутатораìи и äуãи Z
I
 от коììутатора к

приеìнику. При этоì äвухэтапные и трехэтапные
пути вообще не ìоãут иìетü конфëиктов, так как
äуãи от исто÷ников и к приеìникаì при переста-
новке заäаþтся еäинственныì образоì, а в сере-
äине трехэтапных путей испоëüзуþтся äуãи, кото-
рые отсутствуþт в äвухэтапных путях.

Рассìотриì крат÷айøий трехэтапный путü
(рис. 5) от узëа-исто÷ника s (ãоризонтаëüная øтри-
ховка) к узëу-приеìнику d (кваäратная øтрихов-
ка) ÷ерез проìежуто÷ные узëы t и i. Первый этап
от исто÷ника в узëе s в проìежуто÷ный узеë t (ëе-
вая косая øтриховка) прохоäится по äуãе X

O
. Через

узеë t ìоãут прохоäитü пути от разных исто÷ников,
которые на второì этапе испоëüзуþт разные äуãи
Y

M
. Есëи кажäая äуãа прохоäит тоëüко оäин путü

÷ерез узеë i (правая косая øтриховка), то он явëя-
ется бесконфëиктныì, и бесконфëиктныì же он
останется на посëеäнеì этапе по разныì äуãаì Z

I

к приеìникаì d (кëет÷атая øтриховка).
Ситуаöия, при которой на оäну äуãу Y

M
 пре-

тенäуþт нескоëüко путей, с÷итается конфëиктоì

Рис. 4. Коммутатор для двухэтапных прямых путей

Таблица 2

Èíöèäåíöèè â êâàçèïîëíûõ îðãðàôàõ XY è XZ ïðè p = 3

Коììу-
таторы

Дуãи X 
от абонентов

Дуãи Y 
к абонентаì

Дуãи Z 
к абонентаì

1 1 2 26 1 4 7 1 10 19

2 2 3 27 2 5 8 2 11 20

3 3 4 1 3 6 9 3 12 21

4 4 5 2 4 7 10 4 13 22

5 5 6 3 5 8 11 5 14 23

6 6 7 4 6 9 12 6 15 24

7 7 8 5 7 10 13 7 16 25

8 8 9 6 8 11 14 8 17 26

9 9 10 7 9 12 15 9 18 27

10 10 11 8 10 13 16 10 19 1

11 11 12 9 11 14 17 11 20 2

12 12 13 10 12 15 18 12 21 3

13 13 14 11 13 16 19 13 22 4

14 14 15 12 14 17 20 14 23 5

15 15 16 13 15 18 21 15 24 6

16 16 17 14 16 19 22 16 25 7

17 17 18 15 17 20 23 17 26 8

18 18 19 16 18 21 24 18 27 9

19 19 20 17 19 22 25 19 1 10

20 20 21 18 20 23 26 20 2 11

21 21 22 19 21 24 27 21 3 12

22 22 23 20 22 25 1 22 4 13

23 23 24 21 23 26 2 23 5 14

24 24 25 22 24 27 3 24 6 15

25 25 26 23 25 1 4 25 7 16

26 26 27 24 26 2 5 26 8 17

27 27 1 25 27 3 6 27 9 18
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первоãо типа на этой äуãе. При этоì оäин из этих
путей иìеет приоритет и прохоäит на выхоäнуþ
äуãу Y

M
 коììутатора, а остаëüные остаþтся конф-

ëиктныìи в узëе. Конфëикт первоãо типа возни-
кает, есëи на прохожäение ÷ерез узеë t претенäуþт
нескоëüко путей (рис. 5) из разных узëов-исто÷ни-
ков s и s*. Зäесü и äаëее äëя краткости ìы обозна-
÷аеì тоëüко äва таких узëа, которых на саìоì äеëе
ìожет бытü ëþбое коëи÷ество от äвух äо p – 1.
Пустü эти пути ÷ерез узеë t претенäуþт на прохож-
äение оäной и той же äуãи Y

M
, веäущей в узеë i.

На рис. 5 конфëиктная äуãа обозна÷ена жирныì
пунктироì, и она при разреøении конфëикта не
испоëüзуется.

Дëя разреøения конфëикта испоëüзуется еще
оäно ìуëüтикоëüöо Y

D
 с äуãаìи, проëоженныìи

тоëüко ìежäу коììутатораìи узëов. Муëüтикоëü-
öа Y

M
 и Y

D
 иìеþт оäинаковые äуãи, и посëеäние

обозна÷ены на рис. 5 спëоøныìи ëинияìи. Ис-
поëüзование äуã Y

D
 позвоëяет избежатü повторных

конфëиктов на äуãах изìерения Y. Разреøение
конфëикта осуществëяется сëеäуþщиì образоì:
из узëа t прокëаäываþтся пути в разные вспоìоãа-
теëüные узëы h и h* (без øтриховки на рис. 5) по
завеäоìо разныì äуãаì Y

D
. Такиìи äуãаìи Y

D
 яв-

ëяþтся анаëоãи разных äуã X
O
 в узеë t из узëов s

и s *. Ина÷е ãоворя, есëи в узеë t веäет äуãа X
O
 с äëи-

ной k, то из узëа t äоëжна выхоäитü äуãа Y
D
 с äëи-

ной kp.

Затеì осуществëяется возврат в узеë i по äуãаì
еще оäноãо ìуëüтикоëüöа Y

R
 с øаãаìи {–p, –2p, ...,

–p(p – 1)}. Дуãи Y
R
 проëожены тоëüко ìежäу коì-

ìутатораìи узëов. Есëи на äуãах Y
R
 нет конфëик-

тов, то проëоженные пути бесконфëиктные. Они
останутся бесконфëиктныìи и на äуãах Z

I
 от коì-

ìутаторов узëа i к приеìникаì в узëах d и d*, так
как они прокëаäываþтся по разныì äуãаì.

При каких усëовиях возìожен возврат в узеë i
(рис. 5 и 6)? Есëи äуãа Y

M
 иìеет äëину jp, то воз-

вратная äуãа Y
R
 äоëжна иìетü äëину (k – j)p. Такая

äуãа принаäëежит к ìножеству äуã Y
R
 тоëüко при

k < j. В противноì сëу÷ае прихоäится испоëüзоватü

äуãу Y
R
 с äëиной (k – j)p – p

2 (на рис. 6 она обоз-

на÷ена как Y
R
) и уìенüøатü на p2

 äëину äуãи Z
I
,

÷тобы сохранитü неизìенной äëину ìарøрута.
Посëеäняя äуãа обозна÷ается как Z

I
 (рис. 6).

Оäнако и на äуãах Y
R
 ìоãут возникатü конфëик-

ты второãо типа. Кажäый из них происхоäит в тоì
сëу÷ае, есëи на прохоä ÷ерез узеë i на второì этапе
претенäует нескоëüко путей из разных узëов t и t*

посëе первоãо этапа (рис. 7). Дëя еãо разреøения
потребуется еще оäно ìуëüтикоëüöо Z

M
 с äуãаìи,

проëоженныìи тоëüко ìежäу коììутатораìи уз-
ëов. Муëüтикоëüöа Z

M
 и Z

I
 иìеþт оäинаковые äуãи.

Конфëикт второãо типа разреøается сëеäуþ-
щиì образоì. Из проìежуто÷ноãо узëа h пути
прокëаäывается по теì äуãаì Z

M
, которые равны

äуãаì Z
I
. Все эти äуãи Z

I
 разëи÷ны, поэтоìу раз-

ëи÷ны и соответствуþщие äуãи Z
M

. Поэтоìу пути

бесконфëиктно прокëаäываþтся в разные вспоìо-
ãатеëüные узëы e и e*. Из них они заверøаþтся
бесконфëиктно по äуãаì Y

I
 из узëов e и e*.

Рис. 5. Конфликт первого типа и его разрешение

Рис. 6. Варианты разрешения конфликта первого типа
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Конфëикты разных типов возникаþт при раз-
ных вариантах разìещения узëов-исто÷ников в
коëüöах второãо изìерения — на оäноì иëи на
разных коëüöах. Друãих вариантов их разìещения
нет. Поэтоìу нет и äруãих типов конфëиктов.

Рассìотренная проöеäура заäает общуþ схеìу
прокëаäки бесконфëиктных пряìых путей пос-
реäствоì äинаìи÷еской саìоìарøрутизаöии, ко-
торая осуществëяется тоëüко на основе ëокаëü-
ной инфорìаöии о конфëиктах внутри кажäоãо
узëа. Наëи÷ие такой проöеäуры позвоëяет сфор-
ìуëироватü

Утверждение. Построенное трехмерное p-ичное

мультикольцо с M = 7N(p – 1) межузловыми дугами

является неблокируемой сетью, для которой пред-

ложена процедура бесконфликтной локальной само-

маршрутизации. Это мультикольцо в каждом узле

имеет выходные дуги X
O
 от абонентов, входные дуги

Y
I
, Z

I
 к абонентам и дуги Y

M
, Y

D
, Y

C
 и Z

M
 между

коммутаторами.

3. ÏÐÎÒÎÊÎË ÑÀÌÎÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÈ 
Â ÒÐÅÕÌÅÐÍÎÌ ÌÓËÜÒÈÊÎËÜÖÅ

Сна÷аëа преäставиì аëãоритì в терìинах äуã
изìерений X, Y и Z, с÷итая, ÷то исхоäный ìарøрут
иìеет виä X

O
Y

M
Z

I
, а äëины составëяþщих äуã U

обозна÷аþт как |U |. Обозна÷ения узëов и äуã äа-
þтся по рис. 5—7.

Алгоритм динамической локальной самомаршру-

тизации (общая схема)

1. Есëи X
O
 отсутствует (|X

O
| = 0), то путü про-

кëаäывается по ëокаëüной äуãе в узëе s от исто÷-
ника к коììутатору. Перехоä к п. 3.

Есëи X
O
 присутствует (|X

O
| ≠ 0), то путü прокëа-

äывается от исто÷ника в узëе s по äуãе X
O
 к коì-

ìутатору узëа t. Перехоä к п. 2.
2. Есëи Y

M 
отсутствует (|Y

M
| = 0) и Z

I
 отсутствует

(|Z
I
| = 0), то путü прокëаäывается по ëокаëüной äу-

ãе в узëе t от коììутатора к исто÷нику. Конеö аë-
ãоритìа.

3. Есëи Y
M 

отсутствует (|Y
M

| = 0), а Z
I
 присутст-

вует (|Z
I
| ≠ 0), то путü прокëаäывается по äуãе Z

I
 от

коììутатора узëа t к приеìнику в узëе d. Конеö аë-
ãоритìа.

Есëи Y
M
 присутствует (|Y

M
| ≠ 0), а Z

I
 отсутствует

(|Z
I
| = 0), то путü прокëаäывается по äуãе Y

I
 от коì-

ìутатора узëа t к приеìнику в узëе d. Конеö аëãо-
ритìа.

Есëи Y
M
 присутствует (|Y

M
| ≠ 0) и Z

I
 присутству-

ет (|Z
I
| ≠ 0), то проверяется наëи÷ие конфëикта на

äуãе Y
M

.

Есëи конфëикта нет, то путü прокëаäывается по
äуãе Y

M
 от коììутатора узëа t к коììутатору узëа i.

Перехоä к п. 4.
Есëи на äуãе Y

M
 конфëикт иìеет ìесто, то путü

прокëаäывается по уникаëüной äëя узëа t äуãе Y
D

(разной äëя разных путей) от коììутатора узëа t к
коììутатору узëа h. Перехоä к п. 5.

4. Путü прокëаäывается по äуãе Z
I
 от коììута-

тора узëа i к абоненту в узëе-приеìнике d. Конеö
аëãоритìа.

5. Проверяется наëи÷ие конфëикта на äуãе Y
R
.

Есëи конфëикта нет, то путü прокëаäывается
äуãе Y

R
 от коììутатора узëа h к коììутатору узëа i

иëи по äуãе Y
R
 к проìежуто÷ноìу узëу o. Перехоä

к п. 6.
Есëи же конфëикт иìеет ìесто, то перехоä к п. 7.
6. Путü прокëаäывается по äуãе Z

I
 иëи äуãе Z

I
 от

коììутатора узëа i иëи узëа o к абоненту в узëе-
приеìнике d. Конеö аëãоритìа.

7. Путü прокëаäывается по äуãе Z
M
 от коììута-

тора узëа h к коììутатору узëа e. Перехоä к п. 8.
8. Путü прокëаäывается по äуãе Y

I
 противопо-

ëожной äуãе Y
R
 от коììутатора узëа e к приеìнику

в узëе d. Конеö аëãоритìа.
А теперü преäставиì аëãоритì в терìинах путе-

вой инфорìаöии, которая соäержится в пиëотноì
пакете äëя реаëизаöии äинаìи÷еской ëокаëüной
саìоìарøрутизаöии. Зäесü также испоëüзуþтся
обозна÷ения äуã и узëов на рис. 5—7.

Путевуþ инфорìаöиþ буäеì преäставëятü но-
ìераìи выхоäных äуã коììутаторов в кажäоì уз-
ëе, которые äоëжны составëятü пряìой путü. Дуãи
нуìеруþтся äëя кажäоãо изìерения в поряäке воз-

Рис. 7. Конфликт второго типа и его разрешение
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растания их äëин ÷исëаìи от 0 äо p – 1. Ноìер 0
заäает ëибо внутриузëовуþ äуãу в узëе-исто÷нике
и в узëе-приеìнике, ëибо отсутствие äуãи ìежäу
коììутатораìи разных узëов. Такиì образоì, äу-
ãи с äëиной m

1
 изìерения X заäаþтся как ÷исëа m

1

(0 ≤ m1 ≤ p – 1), äуãи с äëиной m2p изìерения Y

заäаþтся как ÷исëа m
2
 (0 ≤ m

2
 ≤ p – 1) и äуãи с

äëиной m3p
2 изìерения Z заäаþтся как ÷исëа m3

(0 ≤ m
3
 ≤ p – 1).

Лþбой крат÷айøий путü заäается треìя ÷исëа-
ìи m

1
, m

2,
 m

3
. Чисëо m

1
 заäает äуãу X

O
(m

1
) от узëа-

исто÷ника s в проìежуто÷ный узеë t. При m1 = 0

узëы s и t совпаäаþт. Чисëо m
2
 заäает äуãу Y

M
(m

2
)

от узëа t к проìежуто÷ноìу узëу i. При m3 = 0 уз-

ëы t и i совпаäаþт. Чисëо m3 заäает äуãу Z
I
(m3) от

коììутатора узëа i к узëу-приеìнику d.

Дëя прокëаäки пряìоãо пути пакет äоëжен

соäержатü пятü ÷исеë m1, m3, m2 и , . Есëи

m1 ≤ m2, то  = m2 – m1 и  = m3, в противноì

сëу÷ае,  = p – m
1
 + m

2
 и  = m

3
 – 1. Эти ÷исëа

äëя кажäоãо крат÷айøеãо пути вы÷исëяþтся каж-

äыì исто÷никоì заранее. Чисëа  и  заäаþт

äуãи Y
R
( ) иëи Y

R
( ) и Z

I
( ) иëи Z

I
( ).

Прокëаäка пряìоãо пути осуществëяется по
сëеäуþщеìу аëãоритìу.

Алгоритм динамической локальной самомаршру-
тизации (конкретная реализация)

1. Есëи m
1
 = 0, то путü прокëаäывается по ëо-

каëüной äуãе в узëе s от исто÷ника к коììутатору.
Перехоä к п. 3.

Есëи m
1
 > 0, то путü прокëаäывается от исто÷-

ника в узëе s по äуãе X
O
(m

1
) к коììутатору узëа t.

Перехоä к п. 2.

2. Есëи m3 = 0 и m2 = 0, то путü прокëаäывается

по ëокаëüной äуãе в узëе t от коììутатора к исто÷-
нику. Конеö аëãоритìа.

3. Есëи m
2
 = 0 и m

3
 ≠ 0, то путü прокëаäывается

по äуãе Z
I
(m3) от коììутатора узëа t к приеìнику

в узëе d. Конеö аëãоритìа.

Есëи m2 ≠ 0 и m3 = 0, то путü прокëаäывается по

äуãе Y
I
(m

2
) от коììутатора узëа t к приеìнику в уз-

ëе d. Конеö аëãоритìа.

Есëи m
3
 > 0 и m

2
 > 0, то проверяется наëи÷ие

конфëикта на äуãе Y
M
(m2).

Есëи конфëикта нет иëи иìеет ìесто приоритет
при конфëикте, то путü прокëаäывается по äуãе
Y

M
(m2) от коììутатора узëа t к коììутатору узëа i.

Перехоä к п. 4.

Есëи на äуãе Y
M
 конфëикт иìеет ìесто, то путü

прокëаäывается по уникаëüной äëя узëа äуãе Y
D
(m

1
)

от коììутатора узëа t к коììутатору узëа h. Пере-
хоä к п. 5.

4. Путü прокëаäывается по äуãе Z
I
(m

3
)
 
от коì-

ìутатора узëа i к абоненту в узëе-приеìнике d. Ко-
неö аëãоритìа.

5. Проверяется конфëиктностü пути по äуãе

Y
R
( ).

Есëи конфëикта нет иëи иìеет ìесто приори-
тет при конфëикте, то путü прокëаäывается по äу-

ãе Y
R
( ) к коììутатору узëа i иëи узëа o. Пере-

хоä к п. 6.
Есëи же конфëикт на äуãе Y

D
 иìеет ìесто, то

перехоä к п. 7.

6. Путü прокëаäывается по Z
I
( ) от коììута-

тора узëа i иëи узëа o к абоненту в узëе-приеìнике
d. Конеö аëãоритìа.

7. Путü прокëаäывается по äуãе Z
M
(m

3
) от коì-

ìутатора узëа t к коììутатору узëа e. Перехоä к п. 8.
8. Путü прокëаäывается по äуãе Y

I
(m

2
) от коì-

ìутатора узëа e к приеìнику в узëе d. Конеö аëãо-
ритìа.

4. ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÀß ÏÐÎÂÅÐÊÀ ÏÐÎÒÎÊÎËÀ 
ÁÅÑÊÎÍÔËÈÊÒÍÎÉ ËÎÊÀËÜÍÎÉ ÑÀÌÎÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÈ

Быëа провеäена экспериìентаëüная проверка
небëокируеìости преäëоженноãо трехìерноãо
p-и÷ноãо ìуëüтикоëüöа. Быëа созäана еãо иìита-
öионная ìоäеëü, и в ней реаëизован аëãоритì ëо-
каëüной саìоìарøрутизаöии. Быëа провеäена ÷ас-
тотная проверка конфëиктности аëãоритìа на
произвоëüных перестановках пакетов. Изìеряëисü
÷астоты f

1
 и f

2
 возникновения перестановок с хотя

бы оäниì конфëиктоì первоãо типа и второãо ти-
па (посëе разреøения первоãо) соответственно.
На рис. 8 привеäены их зна÷ения äëя разных зна-
÷ений p.

m2
* m3

*

m2
* m3

*

m2
* m3

*

m2
* m3

*

m2
* m2

* m3
* m3

*

m2
*

m2
*

m3
*

Рис. 8. Частоты конфликтных перестановок для алгоритма са-

момаршрутизации:  — f
1
;  — f

2
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Коне÷но, основной öеëüþ экспериìентов быëо
изìерение ÷астоты f

3
 возникновения каких-ëибо

конфëиктов посëе разреøения конфëиктов пер-
воãо и второãо типов. Экспериìенты провоäиëисü
при кажäоì p äëя нескоëüких ìиëëионов (äо äе-
сяти) сëу÷айных перестановок. Во всех сëу÷аях
быëо зафиксировано зна÷ение f3 = 0 (!). Посëеäнее

зна÷ение поäтвержäает с высокой степени äосто-
верности небëокируеìостü рассìотренноãо ìуëü-
тикоëüöа. Естественно, ÷то поëнуþ äостоверностü
äаë бы перебор всех перестановок. Оäнако он прак-
ти÷ески

 
нереаëизуеì при p > 5 и на суперкоìпüþ-

терах. Поэтоìу он и не провоäиëся äаже при p < 5
из-за непоëноты äостиãаеìоãо резуëüтата.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожена новая структура трехìерноãо поë-
ноãо ìуëüтикоëüöа на базе äвуìерных небëокиру-
еìых ìуëüтикоëеö с ìиниìаëüныì ÷исëоì äуã. Це-
ëüþ ее разработки быëо обеспе÷ение возìожности
прокëаäки бесконфëиктных путей посреäствоì их
ëокаëüной äинаìи÷еской саìоìарøрутизаöии в уз-
ëах ìуëüтикоëüöа. Преäëоженная структура позво-
ëиëа искëþ÷итü конфëикты äвухэтапных и трехэ-
тапных путей и разработатü аëãоритì саìоìарø-
рутизаöии посëеäних.

Преäëоженная структура и разработанные аë-
ãоритìы обеспе÷иваþт небëокируеìостü ìуëüти-
коëüöа, т. е. возìожностü переäа÷и пакетов äанных
по пряìыì путяì без заäержки на их буферизаöиþ
в проìежуто÷ных узëах. Построенное ìуëüтикоëü-
öо иìеет сеìерной набор из (p – 1)-й äуã, которые
неравноìерно распреäеëены по еãо изìеренияì —
оäинарный набор в изìерении X, ÷етверной набор
в изìерении Y и äвойной набор в изìерении Z.

Рассìотренное в работе äвуìерное поëное ìуëü-
тикоëüöо иìеет топоëоãиþ квазипоëноãо орãрафа.
Оäнако поäобные небëокируеìые сети ìоãут иìетü

и топоëоãиþ квазипоëноãо ãрафа, которая позво-
ëяет разìениватü ÷исëо узëов на ÷исëо разных пря-
ìых путей ìежäу узëаìи. Посëеäнее свойство обес-
пе÷ивает структурнуþ отказоустой÷ивостü сети.

Коне÷ной öеëüþ автора быëо испоëüзование
сетей с топоëоãией квазипоëноãо ãрафа в ка÷естве
составных ÷астей некоторой небëокируеìой трех-
ìерной сети со свойствоì структурной отказоус-
той÷ивости. Оäнако ãрафовая топоëоãия не иìеет
явноãо äеëения äуã и узëов по изìеренияì. По-
этоìу их наäо ввести как-то «техни÷ески», и на
этой основе построитü указаннуþ «трехìернуþ»
сетü с куби÷еской зависиìостüþ ÷исëа узëов от их
степени. Реøение этой заäа÷и и составит бëижай-
øуþ öеëü автора.
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ÂÀÊÖÈÍ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ 
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Н.А. Бабушкина, Е.А. Кузина, A.А. Лоос, Е.В. Беляева

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Приìенение äëя ëе÷ения онкоëоãи÷еских за-
боëеваний противоопухоëевых вирусных вакöин
изу÷ается на протяжении нескоëüких äесятиëетий.
Эффективностü этоãо ìетоäа быëа äоказана на
экспериìентаëüных ìоäеëях роста опухоëей в ра-
ботах [1—4]. Оäнако приìенение вакöинотера-
пии в кëини÷еской практике äо настоящеãо вре-
ìени не распространено и требует провеäения äо-
поëнитеëüных иссëеäований.

Преиìуществоì ìетоäа вакöинотерапии по
сравнениþ с ëу÷евой и хиìиотерапией явëяется
отсутствие токси÷еских эффектов, связанных с по-
ражениеì норìаëüных зäоровых тканей орãаниз-
ìа. Это позвоëяет расøирятü äиапазон приìеняе-
ìых äоз. Экспериìентаëüный путü поиска наи-
боëее эффективных стратеãий ввеäения вирусных
вакöин требует боëüøих затрат вреìени и среäств
на провеäение иссëеäований.

Затраты на экспериìентаëüные иссëеäования
ìоãут снижатüся бëаãоäаря внеäрениþ ìатеìати-

÷ескоãо ìоäеëирования на разëи÷ных этапах про-
веäения экспериìентаëüных иссëеäований, а так-
же на этапе переноса поëу÷енных резуëüтатов в
кëинику.

Эффективностü оäнократноãо ввеäения вирус-
ной вакöины оöениваëасü путеì ìатеìати÷ескоãо
ìоäеëирования ìеханизìа ãибеëи опухоëевых кëе-
ток при вакöинотерапии, äëя ÷еãо приìеняëисü:

— ìатеìати÷еская ìоäеëü вакöинотерапии,
описываþщая ìеханизì ãибеëи опухоëевых кëе-
ток в резуëüтате иììунноãо ответа на ввеäение ви-
руса [5—10];

— ìатеìати÷еская ìоäеëü Г.И. Мар÷ука, опи-
сываþщая äинаìику иììунноãо ответа орãанизìа
на ввеäение вируса [11, 12];

— ìатеìати÷еская ìоäеëü H.F. Skipper, описы-
ваþщая äинаìику снижения äоëи быстро äеëя-
щихся опухоëевых кëеток по ìере увеëи÷ения раз-
ìеров опухоëи [13];

— ìатеìати÷еская ìоäеëü противоопухоëевой
терапии с разрывныìи траекторияìи, оöениваþ-
щая эффективностü ëе÷ебных возäействий по тра-

Преäставëено ìатеìати÷еское описание äвухэтапной ãибеëи опухоëевых кëеток в ре-

зуëüтате иììунноãо ответа орãанизìа на ввеäение вирусной вакöины. Матеìати÷еское

описание в виäе систеìы неëинейных äифференöиаëüных уравнений реаëизовано как

проãраììный коìпëекс в систеìе MatLab-Simulink. В резуëüтате провеäенноãо вы÷ис-

ëитеëüноãо экспериìента опреäеëены äве стратеãии эффективноãо приìенения проти-

воопухоëевой вирусной вакöины. Оäна позвоëяет äости÷ü поëноãо уни÷тожения опухо-

ëевых кëеток посëе оäнократноãо ввеäения вакöины. Друãая стратеãия позвоëяет стаби-

ëизироватü разìер опухоëи путеì повторных ввеäений вакöины. Преäëоженный поäхоä

к изу÷ениþ эффективности ìетоäа вакöинотерапии ìожет бытü приìенен äëя разëи÷-

ных виäов экспериìентаëüных опухоëей и типов противоопухоëевых вакöин.

Ключевые слова: ìатеìати÷еская ìоäеëü, опухоëевые кëетки, антитеëа, ìоìент ввеäения вакöины,
эффективностü вакöины, иììунная реакöия, вирус, вакöинотерапия.
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екторияì роста опухоëи в экспериìенте [10—14];
управëение äинаìикой развития опухоëи проис-
хоäит äискретно в ìоìенты ввеäения вакöины
извне.

Разработанная ìатеìати÷еская ìоäеëü вакöи-
нотерапии сëужит аäекватныì и фунäаìентаëü-
ныì описаниеì ìеханизìа äействия противоопу-
хоëевых вирусных вакöин, в этоì закëþ÷ается ее
äостоинство и отëи÷ие от äруãих ìатеìати÷еских
ìоäеëей, преäëоженных äëя иссëеäования режи-
ìов приìенения вакöинотерапии [15—19].

Сëожностü äинаìи÷еских неëинейных ìатеìа-
ти÷еских ìоäеëей, описываþщих реакöии иììун-
ной систеìы и ìеханизì ãибеëи опухоëевых кëе-
ток при вакöинотерапии, не позвоëяет поëу÷итü
реøение анаëити÷ескиì путеì без приìенения
вы÷исëитеëüных проãраììных коìпëексов. Разра-
ботанный проãраììный ìоäуëü в среäе MatLab-
Simulink позвоëяет иссëеäоватü эффективностü
разëи÷ных стратеãий ввеäения вирусных вакöин
при øирокоì äиапазоне äоз и ìоìентов их ввеäе-
ния. Это сокращает объеì экспериìентаëüных ис-
сëеäований и расхоäы на животных и препараты,
÷то явëяется эконоìи÷ески боëее эффективныì.

Актуаëüностü настоящеãо иссëеäования закëþ-
÷ается в тоì, ÷то резуëüтаты ìоäеëирования поз-
воëяþт обоснованно и öеëенаправëенно äопоë-
нятü резуëüтаты экспериìентаëüноãо и во ìноãоì
эìпири÷ескоãо поäхоäа к поиску эффективных
стратеãий ëе÷ения ìетоäоì вакöинотерапии.

Цеëü äанноãо иссëеäования состоит в опреäе-
ëении эффективности стратеãии оäнократноãо вве-
äения вирусной вакöины, позвоëяþщей ìаксиìи-
зироватü ÷исëо поãибøих опухоëевых кëеток иëи
äости÷ü поëноãо уни÷тожения опухоëевых кëеток.

Практи÷еская зна÷иìостü äанной работы за-
кëþ÷ается в тоì, ÷то ìатеìати÷еские ìоäеëи, опи-
сываþщие ìеханизì ãибеëи опухоëевых кëеток
при ввеäении вирусных вакöин быëи реаëизованы
в виäе проãраììноãо коìпëекса äëя провеäения
коìпüþтерных вы÷исëитеëüных экспериìентов.
Анаëиз поëу÷енных резуëüтатов позвоëяет поëу-
÷итü зависиìостü эффективности иììунноãо от-
вета от äозы, описатü äинаìику развития опухоëе-
воãо проöесса посëе ввеäения вакöины. Поëу÷ен-
ные äанные ìоãут бытü испоëüзованы äëя рас÷ета
оптиìаëüных стратеãий приìенения вирусных
вакöин.

1. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ 
ÄÂÓÕÝÒÀÏÍÎÉ ÃÈÁÅËÈ ÎÏÓÕÎËÅÂÛÕ ÊËÅÒÎÊ 

ÏÐÈ ÂÀÊÖÈÍÎÒÅÐÀÏÈÈ

Проöесс äвухэтапной ãибеëи опухоëевых кëе-
ток в резуëüтате иììунноãо ответа орãанизìа на

ввеäение вирусной вакöины преäставëен ìатеìа-
ти÷еской ìоäеëüþ противоопухоëевой вакöиноте-
рапии [5—10].

Проöесс образования антитеë иììунной систе-
ìой орãанизìа в ответ на вторжение ÷ужероäных
антиãенов описан в ìатеìати÷еской ìоäеëи ин-
фекöионноãо забоëевания, которая разработана
поä руковоäствоì Г.И. Мар÷ука [11, 12]. Данная
ìоäеëü сëужит базовой ìоäеëüþ, описываþщей
äинаìику развития иììунноãо ответа орãанизìа
на ввеäение ëþбых вирусных вакöин. В работах
[2—4, 20—25] быëо показано, ÷то противоопухо-
ëевые вакöины не явëяется патоãенныìи äëя ор-
ãанизìа. Сëеäоватеëüно, они не ìоãут вызватü
поражения зäоровых орãанов и избиратеëüно äей-
ствуþт тоëüко на инфиöированные вирусоì опу-
хоëевые кëетки.

В связи с этиì в ìоäеëи Г.И. Мар÷ука, вìесто
уравнения, описываþщеãо äинаìику äоëи пора-
женноãо орãана, быëа приìенена ìатеìати÷еская
ìоäеëü вакöинотерапии, описываþщая äинаìику
äвухэтапной ãибеëи инфиöированных вирусоì
опухоëевых кëеток. Параìетры äруãих трех урав-
нений ìоäеëи инфекöионноãо забоëевания быëи
аäаптированы в соответствии с иìеþщиìися тра-
екторияìи роста экспериìентаëüной опухоëи пос-
ëе ввеäения вирусной вакöины с вирусоì ВЭЛ
[2—10].

Такиì образоì, ìатеìати÷еская ìоäеëü инфек-
öионноãо забоëевания по теории Г.И. Мар÷ука ра-
ботает совìестно с ìоäеëüþ вакöинотерапии.

1.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âàêöèíîòåðàïèè

Матеìати÷еская ìоäеëü äвухэтапной ãибеëи
опухоëевых кëеток посëе ввеäения вирусной вак-
öины описывается äифференöиаëüныì уравнени-
еì виäа [5—10]:

dN
V
(t)/dt = λ (t)N(t)θ(t

V
 – t) + [λ (t – t

V
) –

– K
V
V(τ1 – t) – K

AV
A

V
(t – t

V
)]N

V
(t – t

V
)θ(t

N
 – t) +

+ [λ (t – t
N
) – K

AN
A

N
(t – t

N
)]N

V
(t – t

N
), (1)

ãäе N(t) — ÷исëенностü попуëяöии опухоëевых
кëеток äо ввеäения вакöины, λ(t) — теìп разìно-
жения попуëяöии опухоëевых кëеток в экспери-
ìентаëüной опухоëи без ввеäения вакöины, τ

1
 —

ìоìент ввеäения вакöины, Z
CV

 и Z
CN

 — вреìя

запазäывания иììунной реакöии против вируса
и против инфиöированных опухоëевых кëеток,
A

V
(t – t

V
) — ÷исëенностü антитеë против вируса,

A
N
(t – t

N
) — ÷исëенностü антитеë против инфиöи-

рованных опухоëевых кëеток, t
V
 = τ

1
 + Z

CV
 — ìо-

ìент на÷аëа иììунной реакöии против вирусов,
t
N 

= τ1 + Z
CN

 — ìоìент на÷аëа иììунной реакöии

против опухоëевых кëеток, θ(t) — функöия Хеви-
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сайäа, K
AN

, K
AV

 и K
V
 — разìерные коэффиöиенты

[9, с. 50].
Первое сëаãаеìое уравнения (1) описывает äи-

наìику роста опухоëевых кëеток äо ввеäения ви-
русной вакöины. Второе сëаãаеìое описывает ãи-
беëü инфиöированных опухоëевых кëеток поä
äействиеì вируса. Третüе сëаãаеìое уравнения
описывает ãибеëü опухоëевых кëеток поä äействи-
еì антитеë, которые образует иììунная систеìа
против инфиöированных опухоëевых кëеток.

1.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èíôåêöèîííîãî 
çàáîëåâàíèÿ ïî òåîðèè Ã.È. Ìàð÷óêà

Дëя описания законоìерностей развития реак-
öии иììунной систеìы на появëение ÷ужероäных
кëеток быëа взята за основу ìатеìати÷еская ìо-
äеëü инфекöионноãо забоëевания [11—12]. Дина-
ìика ÷исëенности вирусов соãëасно этой ìоäеëи
описывается уравненияìи виäа [9, с. 51]:

dV(t)/dt = α
V
V(t) – β

V
A

V
(t)V(t), (2)

ãäе V0 = V(τ1) — на÷аëüная äоза вирусной вакöины,

τ
1
 — ìоìент первоãо ввеäения вирусной вакöины,

α
V
 — теìп разìножения вирусов внутри кëетки,

β
V
 — теìп ãибеëи вирусов при их взаиìоäействии

с антитеëаìи A
V
(t) [9, с. 51].

На÷аëüное усëовие äëя реøения уравнения (2)
принято в ìоäеëи вакöинотерапии в ка÷естве уп-
равëяþщеãо параìетра, характеризуþщеãо ввоäи-
ìуþ äозу вирусной вакöины V

0
 = V(τ

1
).

Первый этап иììунноãо ответа орãанизìа на
ввеäение вируса опреäеëяется ÷исëенностüþ анти-
теë A

V
(t), которая вы÷исëяется из уравнения:
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ãäе α
A
 — теìп образования антитеë из оäной пëаз-

ìати÷еской кëетки, β
AV

 — теìп убыëи антитеë из-

за взаиìоäействия с вирусаìи A
V
(t), β

V
 — теìп

уìенüøения ÷исëенности антитеë бëаãоäаря ес-
тественноìу разруøениþ.

Чисëенностü образования пëазìати÷еских кëе-
ток C

V
(t) опреäеëяется из уравнения
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ãäе α
C
 — теìп образования пëазìати÷еских кëе-

ток, β
CV

 — разìерный коэффиöиент, Z
CV

 — вреìя

запазäывания иììунной реакöии на образование
кëона пëазìати÷еских кëеток. Второе сëаãаеìое в

правой ÷асти этоãо уравнения отражает поääержа-
ние исхоäной ÷исëенности пëазìати÷еских кëеток
в норìе C

VN
 [9, с. 51].

Второй этап иììунноãо ответа орãанизìа на
образовавøиеся инфиöированные кëетки опреäе-
ëяется ÷исëенностüþ антитеë A

N
(t), которая вы-

÷исëяется из уравнения:
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ãäе α
AN

 — теìп образования антитеë из оäной

пëазìати÷еской кëетки, β
AN

 — теìп убыëи антитеë

A
N
(t) бëаãоäаря взаиìоäействиþ с инфиöирован-

ныìи опухоëевыìи кëеткаìи N
V
(t), β

NN
 — теìп

уìенüøения ÷исëенности антитеë из-за естествен-
ноãо разруøения.

Чисëенностü образования пëазìати÷еских кëе-
ток C

N
(t) опреäеëяется из уравнения

 = α
CN

N
V
(t)A

N
(t – t

N
) –

– β
CN

[C
N
(t – t

N
) – C

NN
], (6)

при C
N
(τ

1
) = C

NN
, ãäе α

CN
 — теìп образования

пëазìати÷еских кëеток, β
CN

 — разìерный коэф-

фиöиент, Z
CN

 — вреìя запазäывания иììунной

реакöии äëя образования кëона пëазìати÷еских
кëеток против инфиöированных опухоëевых кëе-
ток [9, с. 51].

1.3. Êèíåòè÷åñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü 
ðîñòà îïóõîëè ïî òåîðèè H.F. Skipper

Дëя аäекватноãо описания эффективности
äействия вирусных вакöин необхоäиìо у÷итыватü,
÷то оäин из факторов высокой избиратеëüности
äействия вирусов по отноøениþ к опухоëевыì
кëеткаì состоит в высокой скорости их äеëения
по сравнениþ с норìаëüныìи тканяìи орãаниз-
ìа. В изìеряеìоì объеìе опухоëи присутствуþт
фракöии быстро и ìеäëенно äеëящихся опухоëе-
вых кëеток. По ìере увеëи÷ения разìера опухоëи
äоëя фракöии быстро äеëящихся опухоëевых кëе-
ток уìенüøается, а äоëя фракöии ìеäëенно äеëя-
щихся кëеток и вреìенно не äеëящихся кëеток
напротив увеëи÷ивается, ÷то описано в ìатеìати-
÷еской ìоäеëи роста опухоëи в работе H.F. Skip-
per [13].

Дëя описания снижения избиратеëüности äейс-
твия противоопухоëевых вирусов в опухоëях боëü-
øих разìеров в ìоäеëü ввеäена функöия P(t), ко-
торая описывает äинаìику снижения äоëи быстро

dCV t( )
dt

------------------

dAN t( )
dt

-----------------

dCN t( )
dt

------------------

pb418.fm  Page 63  Tuesday, July 24, 2018  12:15 PM



УПРАВЛЕНИЕ В МЕДИКО+БИОЛОГИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

64 CONTROL SCIENCES ¹ 4 • 2018

проëиферируþщей фракöии кëеток по ìере уве-
ëи÷ения разìеров опухоëи [9, с. 51—52]:

P(t) = 1 – [1/K
P

π*arctg(2α
P

β
P
t/ (1 – t

2))], (7)

ãäе α
P
 и K

P
 — постоянные параìетры, t — те-

кущее вреìя роста попуëяöии опухоëевых кëеток,
β

P
 = 1/t*, ãäе t* — ìоìент вреìени, при котороì

÷исëенности фракöий быстро и ìеäëенно проëи-
ферируþщих кëеток равны.

Тоãäа ÷исëо инфиöированных кëеток в изìе-
ряеìоì объеìе опухоëи вы÷исëяется как N

V
(t

N
) =

= N(t
N
)P(t).

1.4. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîòèâîîïóõîëåâîé 
òåðàïèè ñ ðàçðûâíûìè òðàåêòîðèÿìè 

äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ äèíàìèêè ðîñòà îïóõîëè

Матеìати÷еская ìоäеëü противоопухоëевой те-
рапии с разрывныìи траекторияìи [5—10] при-
ìеняется äëя построения кинети÷еских кривых
роста опухоëи посëе ввеäения вирусной вакöины.
Управëение äинаìикой развития опухоëи проис-
хоäит äискретно в ìоìенты ввеäения вакöины в
орãанизì. Управëяþщиì параìетроì сëужит äоза
вируса.

Дифференöиаëüное уравнение, описываþщее
äвухэтапнуþ ãибеëü опухоëевых кëеток, иìеет виä:

dN(t)/dt = λ(t)N(t)θ(t
V
 – t) – S

V
(V

0
, τ

1
)N(t

V
) Ѕ

Ѕ δ(t – t
V
) + λ(t – t

V
)N(t – ε

V
(V

0
))θ(t

N
 – t) –

– S
N
(N

V
, τ1)N(t

N
)δ(t – t

N
) +

+ λ(t – t
N
)N(t – ε

N
(V0), (8)

ãäе N(t) — ÷исëенностü опухоëевых кëеток в изìе-
ряеìоì объеìе опухоëи в экспериìенте в ìоìент
вреìени t, δ(t – t

V
) и δ(t – t

N
) — иìпуëüсная функ-

öия Дирака, описываþщая ìãновеннуþ ãибеëü опу-
хоëевых кëеток на кажäоì их äвух этапов стиìуëя-
öии иììунной систеìы, S

V
(V0, tV) и S

N
(V0, tN) —

относитеëüное уìенüøение разìера опухоëи в ìо-
ìент их ãибеëи на кажäоì их äвух этапов, ε

V
(V

0
, t

V
)

и ε
N
(V

0
, t

N
) — заäержка роста опухоëи посëе ãи-

беëи кëеток на кажäоì из äвух этапов иììунноãо
ответа.

В ìоäеëи вакöинотерапии (1)—(7) быëо приня-
то äопущение о тоì, ÷то относитеëüное уìенüøе-
ние объеìа опухоëи происхоäит тоëüко из-за ãи-
беëи инфиöированных вирусоì опухоëевых кëе-
ток N

V
(t). Чисëо поãибаþщих опухоëевых кëеток

вы÷исëяется как разностü ìежäу ìаксиìаëüной и

ìиниìаëüной ÷исëенностüþ инфиöированных
кëеток посëе кажäоãо этапа ãибеëи из уравнений:

ΔN
V
(t

V
) = N

V
( ) – N

V
( ), (9)

ΔN
V
(t

N
) = N

V
( ) – N

V
( ), (10)

ãäе ,  и ,  — ìоìенты на÷аëа и окон÷ания

иììунной реакöии против вируса и против инфи-
öированных опухоëевых кëеток соответственно.

Относитеëüное уìенüøение разìера опухоëи в
ìоìенты их ãибеëи на кажäоì из äвух этапов оп-
реäеëяется из уравнений:

S
V
(V

0
, t

V
) = , (11)

S
N
(V

0
, t

N
) = , (12)

ãäе N(t
V
) и N(t

N
) — ÷исëенностü опухоëевых кëеток

в изìеряеìоì объеìе опухоëи в экспериìенте в
ìоìенты t

V
 и t

N
.

Гибеëü опухоëевых кëеток вызывает заäержку
роста опухоëи. Дëитеëüностü заäержки роста опу-
хоëи ε

V
(V0, tV) и ε

N
(V0, tN) опреäеëяется интерва-

ëоì вреìени, в те÷ение котороãо происхоäят ãи-
беëü и посëеäуþщее восстановëение ÷исëенности
опухоëевых кëеток äо исхоäных разìеров в ìоìент
на÷аëа иììунноãо ответа. Зна÷ения äëитеëüности
заäержки роста опухоëи ε

V
(V

0
, t

V
) и ε

N
(V

0
, t

N
) оп-

реäеëяëисü из усëовия равенства разìеров опухоëи
в ìоìент на÷аëа иììунноãо ответа и ÷ерез интер-
ваë вреìени, соответствуþщий заäержке роста
опухоëи соãëасно уравненияì:

N(t
V
) = N(t

V
 + ε

V
(V

0
, t

V
)), (13)

N(t
N
) = N(t

N
 + ε

N
(V

0
, t

N
)). (14)

Соãëасно ìоäеëи (8) кинети÷еские кривые рос-
та опухоëи äо и посëе кажäоãо этапа ãибеëи опу-
хоëевых кëеток описываþтся уравненияìи Гоì-
пертöа в виäе (15) и (16), в которых у÷итывается
сäвиã во вреìени на äëитеëüностü заäержки роста:

N(t – t
V
) =

= R exp(α
N
(1 – exp(–β

N
(t

V
 – ε

V
(V0))))), (15)

N(t – t
N
) =

= R exp(α
N
(1 – exp(–β

N
(t

N
 – ε

N
(V

0
))))), (16)

ãäе R (V
0
) и R (V

0
) — ÷исëенности выживøих

опухоëевых кëеток посëе первоãо и второãо этапов

βP
2 t1

V
t2
V

t1
N

t2
N

t1
V

t1
N

t2
V

t2
N

ΔNV tV( )
N tV( )

---------------------

ΔNV tN( )
N tN( )

----------------------

N0
V

N0
N

N0
V

N0
N
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Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé

Урав
нение

Параìетр Описание

(8)
α
N
 = 3,3613; β

N
 = 0,0332; 

N
∞
 = 23; N

0
 = 0,76

Параìетры функöии Гоìперöа, аппроксиìируþщей экспериìентаëüные кривые 
роста попуëяöии опухоëевых кëеток без ввеäения вакöины (контроëü)

(1)

τ
1
 = 1 Моìент первоãо ввеäения вирусной вакöины

Z
CV

 = 4,5 Вреìя запазäывания иììунноãо ответа против вируса

Z
CN

 = 10,5 Вреìя запазäывания иììунноãо ответа против инфиöированных опухоëевых кëеток

t
V 

= τ
1
 + Z

CV
Моìент на÷аëа иììунноãо ответа против вируса

t
N 

= τ
1
 + Z

CN
Моìент на÷аëа иììунноãо ответа против инфиöированных опухоëевых кëеток

(2)

α
V
 = 0,1 Теìп разìножения вирусов

β
V
 = 15 Теìп ãибеëи вирусов при их взаиìоäействии с антитеëаìи

V
0
 = 0,015 Доза вирусной вакöины

(3)

α
A
 = 100 Теìп образования антитеë из оäной пëазìати÷еской кëетки

β
AV

 = 70 Теìп убыëи антитеë из-за взаиìоäействия с вирусаìи

β
A
 = 5 Теìп уìенüøения ÷исëенности антитеë из-за естественноãо разруøения

Av
max

 
= 1,05 Максиìаëüное рас÷етное коëи÷ество антитеë

(4)

α
C
 = 100 Теìп образования пëазìати÷еских кëеток

β
CV

 = 4,5 Разìерный коэффиöиент

C
VN

 = 0,001 Исхоäная ÷исëенностü пëазìати÷еских кëеток

(5)

α
AN

 = 30 Теìп образования антитеë из оäной пëазìати÷еской кëетки

β
AN

 = 6,2 Теìп убыëи антитеë из-за взаиìоäействия с опухоëевыìи кëеткаìи

β
NN

 = 6,3 Теìп уìенüøения коëи÷ества антитеë за с÷ет естественноãо разруøения

 
= 4,64

Максиìаëüное рас÷етное коëи÷ество антитеë

(6)

α
CN

 = 76,677 Теìп образования пëазìати÷еских кëеток

β
CN

 = 38 Разìерный коэффиöиент

C
NN

 = 0,0001 Исхоäная ÷исëенностü пëазìати÷еских кëеток

(1)
K

V
 = 0,25;

K
AV

 = 0,8; K
AN

 = 0,8

Постоянные коэффиöиенты уравнения äинаìики ÷исëенности кëеток посëе оä-
нократноãо ввеäения вакöины

(7)

α
p
 = 0,3;

K
p
 = 0,95; β

p
 = 1/t*

Параìетры функöии P(t), описываþщей äинаìику снижения äоëи быстро про-
ëиферируþщих кëеток по ìере увеëи÷ения разìера опухоëи

t* = 35 сут Моìент вреìени, при котороì ÷исëенностü фракöий быстро и ìеäëенно проëи-
ферируþщих кëеток равны

(8)

ε
V
 = 4,3 сут Заäержка роста опухоëевых кëеток в резуëüтате их ãибеëи поä äействиеì вируса

ε
CN

 = 9,8 сут Заäержка роста опухоëевых кëеток в резуëüтате их ãибеëи поä äействиеì антитеë 
против инфиöированных опухоëевых кëеток

 = 5,82;  = 12,32
Моìенты äостижения ìаксиìаëüной ÷исëенности инфиöированных опухоëевых 
кëеток к на÷аëу иììунной реакöии

 = 7,13;  = 14,288
Моìенты äостижения ìиниìаëüной ÷исëенности инфиöированных опухоëевых 
кëеток к окон÷аниþ иììунной реакöии

( ) = 1,31;

( ) = 1,15

Максиìаëüные зна÷ения ÷исëенности инфиöированных опухоëевых кëеток пе-
реä на÷аëоì иììунной реакöии на кажäоì из äвух этапов их ãибеëи

A
N

max

t
1

V
t
1

N

t
2

V
t
2

N

N
V

V
t
1

V

N
V

N
t
1

N
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ãибеëи, способных возобновитü рост опухоëи. Их
зна÷ения опреäеëяþтся из уравнений [10]:

R  = N(t
V
) – Δ (V0, tV),

R  = N(t
N
) – Δ (V0, tN).

При ввеäении вирусной вакöины инфиöирует-
ся не вся попуëяöия опухоëевых кëеток, которая
изìеряется в экспериìенте N(t). Вирусы осажäаþт-
ся преиìущественно на фракöиþ быстро äеëящих-
ся опухоëевых кëеток. Выживøие и не инфиöиро-

ванные опухоëевые кëетки R  и R  способны

возобновитü рост опухоëи, который набëþäается в
экспериìенте.

Дëя оöенки эффективности äозы вирусной вак-
öины, которая ìожет уни÷тожитü все кëетки опу-
хоëи, в ìоäеëü быëо ввеäено пороãовое зна÷ение

ìиниìаëüной ÷исëенности опухоëевых кëеток ,

которое способно äатü на÷аëо проöессу возобнов-
ëения роста опухоëи. Есëи траектория роста опу-
хоëи посëе ввеäения вакöины опускается ниже по-

роãовоãо зна÷ения R  <  и R  < , это

трактуется в ìоäеëи как поëное уни÷тожение опу-
хоëевых кëеток.

Зна÷ения параìетров ìоäеëи вакöинотерапии
и ìоäеëи противоопухоëевой терапии с разрывны-
ìи траекторияìи привеäены в табëиöе.

2. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÃÎ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀ 
ÄËß ÎÖÅÍÊÈ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ 

ÑÒÐÀÒÅÃÈÉ ÂÀÊÖÈÍÎÒÅÐÀÏÈÈ

Вы÷исëитеëüный экспериìент провоäиëся в
систеìе MatLab-Simulink, ãäе быë реаëизован коì-
пëекс проãраìì, описываþщих ìеханизì ãибеëи и
проöесс роста опухоëи посëе ввеäения вирусной
вакöины. С поìощüþ разработанноãо коìпëекса
проãраìì быëа оöенена эффективностü ìетоäа
вакöинотерапии при ввеäении вирусных вакöин в
äиапазоне äоз от V

0
 = 0,01 äо V

0
 = 0,1 и ìоìентов

их ввеäения на интерваëе от 1 сут äо t* = 35 сут [9].
Эффективностü ìетоäа оöениваëасü посëе каж-

äоãо из äвух этапов иììунноãо ответа по äвуì па-
раìетраì:

— ÷исëенностü образованных антитеë A
V
(V0, τ1)

и A
N
(V0, τ1),

— ÷исëенностü поãибаþщих опухоëевых кëеток
ΔN

V
(V

0
, t

V
) и ΔN

V
(V

0
, t

N
).

В резуëüтате вы÷исëитеëüноãо экспериìента
быëи поëу÷ены рас÷етные ãрафики изìенения ÷ис-
ëа антитеë на первоì и второì этапе иììунноãо
ответа (рис. 1)) [9].

Эти ãрафики отражаþт äва принöипиаëüно раз-
ных типа зависиìости ÷исëенностb образуеìых
антитеë от äозы вирусной вакöины. Динаìика об-
разования антитеë против вируса A

V
(t) иìеет ëи-

нейный характер, возрастает пропорöионаëüно вве-
äенной äозе вируса и не зависит от разìера опухоëи
в ìоìент ввеäения вакöины (сì. рис. 1, а)).

Динаìика образования антитеë против инфи-
öированных опухоëевых кëеток A

N
(t) иìеет неëи-

нейный характер и зависит от разìера опухоëи в
ìоìент ввеäения вакöины (сì. рис. 1, б)). По-
ëу÷енная неëинейная зависиìостü позвоëяет оп-
реäеëитü ìаксиìаëüно эффективнуþ äозу вируса

N0
V

NV
V

N0
N

NV
N

N0
V

N0
N

N0
let

N0
V

N0
let

N0
N

N0
let

Рис. 1. Расчетные графики образования антител в зависимости
от введенной дозы V

0
 при разных моментах введения вакцины

t
1

= 1, 5, 15, 25, 35 сут: а — A
V
(V

0
) антитеëа против вируса

(первый этап иììунноãо ответа); б — A
N
(V

0
, τ

1
) антитеëа про-

тив инфиöированных опухоëевых кëеток (второй этап иììун-
ноãо ответа)
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 = 0,024, при ввеäении которой образуется
ìаксиìаëüное ÷исëо антитеë против инфиöиро-
ванных опухоëевых кëеток.

При веäении незна÷итеëüных äоз ìенüøе 
посëе первоãо этапа иììунноãо ответа поãибает
незна÷итеëüная ÷астü опухоëевых кëеток, но обра-
зуется боëüøое ÷исëо инфиöированных опухоëе-
вых кëеток, которые способны вызыватü иììун-
ный ответ на второì этапе. При увеëи÷ении äозы

свыøе  растет ÷исëо кëеток, поãибаþщих на
первоì этапе иììунноãо ответа. Это привоäит к
уìенüøениþ образования инфиöированных кëе-
ток. В резуëüтате снижается ÷исëо образуеìых ан-
титеë A

N
(V

0
, τ

1
) на второì этапе иììунноãо ответа.

При ввеäении зна÷итеëüных äоз вируса боëее
V

0
 = 0,1 ãибнет практи÷ески вся попуëяöия опухо-

ëевых кëеток уже на первоì этапе. Это привоäит к
быстроìу и эффективноìу уни÷тожениþ опухоëи,
но при этоì отсутствует второй этап иììунноãо
ответа и не образуþтся антитеëа против инфиöи-
рованных опухоëевых кëеток.

Как показываþт резуëüтаты вы÷исëитеëüноãо
экспериìента, образование антитеë против инфи-
öированных опухоëевых кëеток A

N
(V0, τ1) зависит

не тоëüко от äозы, но и от ìоìента ввеäения τ
1
 ви-

русной вакöины, а зна÷ит, от разìера опухоëи в
ìоìент ввеäения. Динаìика снижения äоëи быс-
тро проëиферируþщей фракöии опухоëевых кëе-
ток по ìере увеëи÷ения разìера опухоëи описы-
вается функöией P(t) (7).

На основании зависиìостей A
V
(t) и A

N
(V

0
, τ

1
)

опреäеëяëасü ÷исëенностü поãибаþщих опухоëе-
вых кëеток на кажäоì из äвух этапов иììунноãо
ответа (рис. 2).

Динаìика ãибеëи опухоëевых кëеток на кажäоì
этапе принöипиаëüно разëи÷ается. Чисëо поãиб-

øих кëеток на первоì этапе Δ (V
0
, t

V
) при уве-

ëи÷ении äозы растет, но не ìожет превыøатü раз-
ìера опухоëи в ìоìент ввеäения вакöины. При
увеëи÷ении разìера опухоëи в ìоìент ввеäения
вакöины растет и ÷исëо поãибаþщих кëеток (сì.
рис. 2, а). На второì этапе ÷исëо поãибаþщих

кëеток Δ (V
0
, t

N
) при увеëи÷ении äозы вакöины

снижается в резуëüтате уìенüøения образования
антитеë A

N
(V

0
, τ

1
) (сì. рис. 2, б).

3. ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÈ ÐÎÑÒÀ ÎÏÓÕÎËÈ
ÏÎÑËÅ ÂÂÅÄÅÍÈß ÂÈÐÓÑÍÎÉ ÂÀÊÖÈÍÛ

Дëя проãнозирования äинаìики роста опухоëи
посëе ввеäения разëи÷ных äоз вирусной вакöины
в разëи÷ные ìоìенты ввеäения авторы воспоëüзо-
ваëисü ìатеìати÷еской ìоäеëüþ противоопухоëе-
вой терапии с разрывныìи траекторияìи соãëасно
уравненияì (8)—(16) [5—10]. Объектоì управëе-
ния сëужит проöесс изìенения ÷исëенности опу-
хоëевых кëеток посëе ввеäения вирусной вакöины,
а управëяþщиì параìетроì — äоза вакöины при
заäанноì разìере опухоëи в ìоìент ее ввеäения.

Оöенка эффективности стратеãии ввеäения ви-
русных вакöин провоäиëасü на основании äости-

V0
max

V0
max

V0
max

Рис. 2. Расчетный график числа погибающих инфицированных клеток в зависимости от дозы при введении вакцины на t
1 
= 1, 15, 25 сут:

а — Δ (V
0
) (первый этап иììунноãо ответа); б — Δ (V

0
) (второй этап иììунноãо ответа)NV

V
NV

N

NV
V

NV
N

pb418.fm  Page 67  Tuesday, July 24, 2018  12:15 PM



УПРАВЛЕНИЕ В МЕДИКО+БИОЛОГИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

68 CONTROL SCIENCES ¹ 4 • 2018

Рис. 3. Кинетические траектории роста опухоли при введении вирусной вакцины на t
1
 = 1, 5, 8 сут: а — при äозах R  ≥ ; б —

при äозах R  < 

N
0

V
N

0

let

N
0

V
N

0

let
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жения пороãовоãо зна÷ения , которое опреäе-

ëяет преäеë ìиниìаëüной ÷исëенности опухоëе-
вых кëеток, способных äатü на÷аëо проöессу роста
опухоëи. Возобновëение роста опухоëи посëе каж-
äоãо из äвух этапов их ãибеëи возìожно при усëо-

вии, ÷то ÷исëо выживøих опухоëевых кëеток R

и R  выøе пороãовоãо зна÷ения. Есëи ÷исëо вы-

живøих опухоëевых кëеток ниже пороãовоãо зна-
÷ения, то возобновëения роста опухоëи не буäет,
÷то трактуется в ìоäеëи как поëное уни÷тожение
опухоëевых кëеток. Дëитеëüностü периоäа жизни
усëовно приниìаëасü проäоëжитеëüности жизни
экспериìентаëüных животных без опухоëи.

По иìеþщиìся экспериìентаëüныì äанныì

[2—4] быëо принято, ÷то зна÷ение  = N
0
/2 =

= 0,76/2 = 0,4, ãäе N
0
 — на÷аëüная ÷исëенностü

попуëяöии опухоëевых кëеток.

Кинети÷еские траектории роста опухоëи, поëу-
÷енные в резуëüтате вы÷исëитеëüноãо экспери-
ìента в систеìе MatLab-Simulink (рис. 3), позво-

ëиëи опреäеëитü ëетаëüные äозы (τ
1
), при вве-

äении которых ÷исëенностü опухоëевых кëеток
становится ниже пороãа, ÷то трактуется в ìоäеëи
как поëное уни÷тожение опухоëевых кëеток.

На основе этих траекторий быëа построена за-

висиìостü веëи÷ины ëетаëüной äозы  от раз-

ìера опухоëи в ìоìент ввеäения вирусной вакöи-
ны (рис. 4).

Резуëüтаты иссëеäования показаëи, ÷то на äан-
ноì виäе опухоëи поëное уни÷тожение опухоëе-

вых кëеток при оäнократноì ввеäении вакöины
возìожно тоëüко äëя опухоëей, проäоëжитеëüностü
роста которых ìенüøе 9 сут.

Дëя опухоëей, проäоëжитеëüностü роста кото-
рых боëее 8 сут, äости÷ü поëноãо уни÷тожения
опухоëевых кëеток при оäнократноì ввеäении
вакöины в äозах иссëеäуеìоãо äиапазона невоз-
ìожно. Поëу÷енные резуëüтаты позвоëяþт выäе-
ëитü äве стратеãии приìенения противоопухоëе-
вых вирусных вакöин.

Оäна стратеãия, при которой возìожно сниже-
ние ÷исëенности выживøих кëеток ниже пороãа

 (сì. рис. 3, б) на первоì этапе иììунноãо от-

вета, ìожет трактоватüся как поëное уни÷тожение
опухоëевых кëеток. Оäнако эта стратеãия возìож-
на тоëüко äëя оãрани÷енноãо разìера опухоëи
(сì. рис. 4).

Друãая стратеãия, при которой возìожно стаби-
ëизироватü разìер опухоëи, зафиксированный в
ìоìент на÷аëа ëе÷ения, закëþ÷ается в повторных
ввеäениях вирусной вакöины. Стратеãия стабиëи-
заöии возìожна äëя опухоëей, проäоëжитеëüностü
роста которых не превыøает 25 сут [9].

Иссëеäование стратеãии стабиëизаöии роста
опухоëи путеì повторных ввеäений вирусной вак-
öины явëяется заäа÷ей äаëüнейøих иссëеäований.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäставëено ìатеìати÷еское описание сëож-
ных проöессов äвухэтапной ãибеëи опухоëевых
кëеток, которые происхоäят в резуëüтате иììун-
ноãо ответа орãанизìа на ввеäение противоопухо-
ëевой вирусной вакöины. Матеìати÷еское описа-
ние преäставëяет собой систеìу неëинейных äиф-
ференöиаëüных уравнений, которые реаëизованы
в виäе проãраììноãо коìпëекса в систеìе MatLab-
Simulink. В резуëüтате вы÷исëитеëüноãо экспери-
ìента поëу÷ена оöенка эффективности оäнократ-
ных ввеäений вирусной вакöины в øирокоì äиа-
пазоне äоз при заäанных разìерах опухоëи в ìо-
ìент ее ввеäения.

Анаëиз резуëüтатов вы÷исëитеëüноãо экспери-
ìента показаë, ÷то возìожны äве стратеãии ввеäе-
ния противоопухоëевых вирусных вакöин.

Оäна из них позвоëяет äобитüся поëноãо уни÷-
тожения опухоëевых кëеток при оäнократноì
ввеäении вакöины. Поëу÷ен ãрафик зависиìости
äозы вирусной вакöины от разìера опухоëи в ìо-
ìент ввеäения вакöины. Показано, ÷то поëное
уни÷тожение опухоëевых кëеток возìожно тоëüко
äëя опухоëей небоëüøих разìеров, проäоëжитеëü-
ностü роста которых не превыøает 8 сут. Поëу÷ен-
ный резуëüтат свиäетеëüствует о тоì, ÷то ранняя
äиаãностика рака и выявëение опухоëей на ранней

N0

let

N0

V

N0

N

N0

let

V0

let

Рис. 4. Зависимость летальной дозы (t
1
) от размера опухоли

в момент введения вакцины

V
0

let

V0

let

N0

let
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стаäии их роста позвоëяет äобитüся уни÷тожения
опухоëевых кëеток при ввеäении äоз вакöины, со-
ответствуþщих их разìераì.

Друãая стратеãия позвоëяет стабиëизироватü
разìер опухоëи путеì повторных ввеäений вакöи-
ны. Опухоëевые кëетки ãибнут на кажäоì из äвух
этапов иììунноãо ответа, ÷то привоäит к образо-
ваниþ антитеë против собственных опухоëевых
кëеток. Присутствие таких антитеë в орãанизìе
сëужит реãуëятороì проöесса стабиëизаöии роста
опухоëи. Стратеãия стабиëизаöии роста опухоëи
позвоëяет избежатü хирурãи÷ескоãо вìеøатеëüства
и приìенятü вакöинотерапиþ в ка÷естве реãуëяр-
ной прививки от собственных опухоëевых кëеток.

Разработка новых ìетоäов ëе÷ения онкоëоãи-
÷еских забоëеваний непосреäственно связана со
стоиìостüþ провеäения нау÷ных экспериìентаëü-
ных иссëеäований. Снижение их стоиìости ìожет
осуществëятüся путеì активноãо внеäрения ìето-
äов ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования и провеäения
коìпüþтерных вы÷исëитеëüных экспериìентов,
которые позвоëят сократитü расхоäы на экспери-
ìентаëüных животных и препараты.
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ÊÎÌÏËÅÊÑÈÐÎÂÀÍÈÅ ÐÀÑÕÎÄÎÌÅÐÍÎÉ

È ÓÐÎÂÍÅÌÅÐÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ Â ÑÈÑÒÅÌÀÕ 

ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÐÀÑÕÎÄÎÂÀÍÈÅÌ ÒÎÏËÈÂÀ

В.К. Завадский, В.П. Иванов, Е.Б. Каблова, Л.Г. Кленовая

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Теìа статüи связана с бортовыìи систеìаìи
управëения расхоäованиеì топëива (СУРТ) жиä-
костных ракет-носитеëей (РН) и разãонных бëо-
ков (РБ), ãäе в ка÷естве äат÷иков в топëивной сис-
теìе оäновреìенно приìеняþтся äискретные äат-
÷ики уровня («изìеритеëüные то÷ки») и äат÷ики
расхоäа коìпонентов топëива (типа «вертуøка»).
В ка÷естве приìеров ìожно привести топëивные
систеìы боковых и öентраëüноãо бëоков активно
экспëуатируеìой РН «Соþз», приìеняеìой, в тоì
÷исëе, и в пиëотируеìоì варианте разрабатывае-
ìоãо в КБ «Саëþт» кисëороäно-воäороäноì раз-
ãонноì бëоке тяжеëоãо кëасса и äр.

Заäа÷и СУРТ состоят в обеспе÷ении оäновре-
ìенноãо окон÷ания рабо÷их запасов коìпонентов
топëива — окисëитеëя и ãорþ÷еãо и своевреìен-
ной выäа÷и сиãнаëа об их окон÷ании. То÷ностü, с
которой реøаþтся указанные заäа÷и, существенно
вëияет на потенöиаëüнуþ ãрузопоäъеìностü РН
(РБ) и безопасностü их экспëуатаöии. Поэтоìу к
то÷ностныì и наäежностныì характеристикаì äат-
÷иков СУРТ преäъявëяþтся ÷резвы÷айно высокие
требования [1, 2].

Эффективное среäство повыøения ка÷ества ра-
боты бортовых систеì закëþ÷ается в приìенении
фиëüтраöии [3], основанной на осреäнении избы-
то÷ной изìеритеëüной инфорìаöии. Исто÷ника-
ìи избыто÷ности инфорìаöии сëужат траäиöион-
но приìеняеìое в ракетной технике троирование
äат÷иков (структурная избыто÷ностü) и наëи÷ие
функöионаëüной связи ìежäу изìеренияìи, пос-
тупаþщиìи в систеìу в разëи÷ные ìоìенты вре-

ìени (функöионаëüная избыто÷ностü, ÷астныì
сëу÷аеì которой явëяется структурная избыто÷-
ностü). Преäëаãаеìый способ повыøения то÷-
ности совìестно приìеняеìых äат÷иков также
основан на возìожности взаиìноãо оöенивания и
осреäнения поãреøностей при коìпëексной обра-
ботке изìеритеëüной инфорìаöии.

В настоящее вреìя в существуþщих систеìах
СУРТ такая возìожностü не испоëüзуется иëи ис-
поëüзуется не поëностüþ, ÷то, по-виäиìоìу, свя-
зано с существенной разнороäностüþ высоко÷ас-
тотных расхоäоìерных и øирокобазных изìере-
ний уровня, затруäняþщей их коìпëексирование.
Дат÷ики расхоäа коìпонентов топëива обы÷но
приìеняþтся в систеìе реãуëирования соотноøе-
ния коìпонентов (РСК), поääерживаþщей тре-
буеìое зна÷ение коэффиöиента соотноøения
расхоäов коìпонентов и образуþщей внутренний
контур СУРТ. Требуеìое зна÷ение коэффиöиента
соотноøения форìируется из усëовия обеспе÷е-
ния синхронизаöии ìоìентов опорожнения баков
во внеøнеì контуре управëения по äискретной
øирокобазной уровнеìерной инфорìаöии об ос-
тавøихся объеìах коìпонентов.

1. ÑÏÎÑÎÁ ÊÎÌÏËÅÊÑÈÐÎÂÀÍÈß ÓÐÎÂÍÅÌÅÐÍÎÉ
È ÐÀÑÕÎÄÎÌÅÐÍÎÉ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÈ

Поясниì физи÷ескуþ сущностü преäëаãаеìоãо
способа коìпëексирования (совìестной обработ-
ки) уровнеìерной и расхоäоìерной инфорìаöии
на приìере топëивноãо бака, соäержащеãо жиäкий
коìпонент топëива, поäаваеìый ÷ерез питаþщий
трубопровоä в äвиãатеëü. Вäоëü оси бака на заäан-

Преäëожены способ коìпëексирования уровнеìерной и расхоäоìерной инфорìаöии и

новые аëãоритìы управëения, позвоëяþщие повыситü то÷ностü работы систеìы управ-

ëения расхоäованиеì топëива в øтатных усëовиях и при отказах бортовой аппаратуры.

Ключевые слова: коìпëексирование инфорìаöии, фиëüтраöия, то÷ностü управëения, неøтатная
ситуаöия.
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ных уровнях установëены äискретные äат÷ики —
«изìеритеëüные то÷ки», форìируþщие сиãнаëы
срабатывания в ìоìенты прохожäения зеркаëоì
жиäкости заäанных уровней, соответствуþщих из-
вестныì объеìныì запасаì коìпонента. В пита-
þщей ìаãистраëи на вхоäе в äвиãатеëü установëен
äат÷ик расхоäа коìпонента — «вертуøка», форìи-
руþщий высоко÷астотный иìпуëüсный сиãнаë с
÷астотой, пропорöионаëüной объеìноìу расхоäу
коìпонента.

В äаëüнейøеì усëовно преäпоëаãается, ÷то в
поëете вìесто фиксаöии в ìоìенты срабатывания
«изìеритеëüных то÷ек» бортовоãо вреìени (как
это äеëается на РН «Соþз») иëи зна÷ений спеöи-
аëüныì образоì форìируеìой оöенки текущеãо
запаса топëива (произвоäиìой на РН «Протон»,
«Зенит», «Анãара» и äр.) в СУРТ фиксируется сум-
марное число импульсов, сфорìированных «вертуø-
кой» от на÷аëа работы систеìы äо ìоìента сраба-
тывания ÷увствитеëüноãо эëеìента.

Суììарное ÷исëо иìпуëüсов (интеãраë от рас-
хоäа) пропорöионаëüно объеìу жиäкоãо коìпо-
нента, израсхоäованноãо ÷ерез äвиãатеëü. Поэтоìу
ноìинаëüный на÷аëüный (на ìоìент вкëþ÷ения
систеìы) объеì рабо÷еãо запаса коìпонента и
объеìы поä j-ìи «изìеритеëüныìи то÷каìи» уäоб-
но выражатü ÷ерез рас÷етно-ноìинаëüное ÷исëо
иìпуëüсов N

j
, сфорìированных «вертуøкой» в ин-

терваëе вреìени от ìоìента на÷аëа работы систе-
ìы ( j = 0) иëи срабатывания j-й «изìеритеëüной
то÷ки», j = 1, ..., J, äо ìоìента окон÷ания рабо÷еãо
запаса. Выраженные ÷исëоì иìпуëüсов расхоäо-
ìера рабо÷ие объеìы поä изìеритеëüныìи то÷ка-
ìи ìожно опреäеëятü непосреäственно при хоëоä-
ных стенäовых испытаниях иëи во вреìя спеöи-
аëüныì образоì орãанизованной тарировки баков
с суììированиеì иìпуëüсов расхоäоìера и фик-
саöией указанных суìì в ìоìенты срабатывания
«изìеритеëüных то÷ек» и в ìоìент окон÷ания ра-
бо÷еãо запаса коìпонента. Дëя искëþ÷ения ряäа
ìетоäи÷еских поãреøностей указанные ìеропри-
ятия öеëесообразно провоäитü с поìощüþ øтат-
ной бортовой изìеритеëüной аппаратуры (äат÷и-
ков уровня и расхоäоìеров). Поскоëüку усëовия
стенäовых испытаний отëи÷аþтся от поëетных ус-
ëовий, поëу÷енные при испытаниях зна÷ения N

j

äоëжны бытü скорректированы с у÷етоì разëи÷ия
типов (вязкости, пëотности) и расхоäов коìпо-
нентов, испоëüзуеìых при испытаниях и в поëе-
те, рас÷етных изìенений объеìа из-за изìенения
среäнебаковой теìпературы коìпонента в поëете
и еãо испарения, рас÷етной äефорìаöии баков поä
äействиеì наääува и переãрузок и äр.

Рас÷етно-ноìинаëüное ÷исëо иìпуëüсов «вер-
туøки» от ìоìента на÷аëа работы систеìы äо ìо-
ìента срабатывания j-й «изìеритеëüной то÷ки»,
характеризуþщее израсхоäованный объеì коìпо-

нента, преäставëяется выражениеì T
j
 = N

0
 – N

j
,

j = 1, 2, ..., J.
Обозна÷иì ÷ерез n

j
 изìеренное (факти÷еское)

÷исëо иìпуëüсов, зафиксированное в поëете от
ìоìента на÷аëа работы систеìы äо ìоìента сра-
батывания j-й «изìеритеëüной то÷ки», а ÷ерез
Δn

изìj
 — рассоãëасование ìежäу изìеренныì и

рас÷етно-ноìинаëüныì ÷исëоì иìпуëüсов, сфор-
ìированных «вертуøкой» в этоì интерваëе вреìе-
ни: Δn

изìj
 = n

j
 – T

j
, j = 1, 2, ..., J.

Основныìи при÷инаìи возникновения изìе-
ренных рассоãëасований в поëете явëяется ряä сëу-
÷айных факторов (возìущений), ухуäøаþщих то÷-
ностü работы систеìы:

— откëонение от ноìинаëа на÷аëüноãо зна÷е-
ния объеìа коìпонента (связанное с оøибкой за-
правки коìпонента, изìенениеì еãо теìпературы
во вреìя стоянки, разбросоì расхоäов коìпонента
äо ìоìента вкëþ÷ения систеìы и äр.);

— оøибки изìерения объеìов поä «изìеритеëü-
ныìи то÷каìи» (связанные с коëебанияìи уровня
жиäкоãо коìпонента в поëете, оøибкаìи изìере-
ния объеìов N

j
 при тарировке, оøибкаìи экстра-

поëяöии этих объеìов на поëетные усëовия и äр.);
— откëонение зна÷ения коэффиöиента связи

ìежäу изìеряеìыì объеìныì расхоäоì и ÷астотой
сëеäования иìпуëüсов с äат÷ика расхоäа (обус-
ëовëенное разëи÷иеì характеристик экзеìпëяров
расхоäоìеров, приìеняеìых при тарировке и в по-
ëете, äинаìи÷ескиìи поãреøностяìи изìерения
расхоäа коìпонента при еãо изìенении и äр.).

Связü ìежäу указанныìи фактораìи и изìе-
ренныìи рассоãëасованияìи ìожно опреäеëитü
соотноøениеì, образуþщиì искоìуþ функöио-
наëüнуþ зависиìостü ìежäу расхоäоìерныìи и
уровнеìерныìи изìеренияìи:

Δn
изì j

 = Δn
0
 + bT

j
 + Δn

оø j
, j = 1, 2, ..., J, (1)

ãäе Δn
0
 — выраженное ÷исëоì иìпуëüсов бортово-

ãо расхоäоìера на÷аëüное откëонение объеìа коì-
понента от рас÷етноãо зна÷ения, b — относитеëü-
ное откëонение от рас÷етноãо зна÷ения ÷астоты
сëеäования иìпуëüсов бортовоãо экзеìпëяра äат-
÷ика расхоäа при известноì объеìноì расхоäе
(оøибка настройки расхоäоìера), Δn

оø j
 — оøибка

изìерения израсхоäованноãо объеìа коìпонента,
связанная с откëонениеì объеìа рабо÷еãо запаса
коìпонента поä j-й «изìеритеëüной то÷кой» в ìо-
ìент ее срабатывания (с оøибкой изìерения уров-
неìера).

Оøибки изìерения äискретных уровнеìеров и
оøибки расхоäоìеров — ãëавные факторы, опре-
äеëяþщие то÷ностü работы СУРТ. При÷еì основ-
ная составëяþщая оøибки изìерения на «изìери-
теëüных то÷ках», связанная с коëебанияìи уровня
коìпонента в поëете, одинаково (с то÷ностüþ äо
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знака) äействует на объеì как израсходованной, так
и оставшейся äоëи коìпонента.

Приìеняя к избыто÷ной систеìе уравнений (1)
(в преäпоëожении Δn

оø j
 = 0) ìетоä наиìенüøих

кваäратов (МНК), по совокупности изìеренных
рассоãëасований Δn

изì j
 ìожно сфорìироватü оöен-

ки возìущаþщих факторов Δ  и :

x
j
 = ( A

j
)
–1

y
j
,

ãäе x
j
 = [Δ  ]T — вектор оöенок возìущений

разìерности 2Ѕ1, y
j
 = [Δn

изì1
 Δn

изì2
 ... Δn

изì j
]
T
 —

вектор изìерений разìерности jЅ1, A
j
 =  —

ìатриöа разìерности jЅ2.
Дëя уìенüøения вы÷исëитеëüных затрат МНК-

оöенки возìущений Δ  и  уäобно форìиро-

ватü рекуррентно [3] в форìе фиëüтра Каëìана
[4], уто÷няя их по ìере накопëения изìеритеëü-
ной инфорìаöии о рассоãëасованиях Δn

изì j
:

Δ  = Δ  + T
j
,

Δ  = Δ  + α
j
(Δn

изì j
 – Δ ), (2)

 =  + β
j
(Δn

изì j
 – Δ ),  j = 1, 2, ..., J,

ãäе оптиìаëüные по критериþ наиìенüøих кваä-
ратов зна÷ения коэффиöиентов фиëüтра Каëìана
α
j
 и β

j
 связаны с параìетраìи T

j
 соотноøенияìи:

β
j
 = W

j
(2, j) =

= / , (3)

α
j
 = W

j
(1, j) = 1/j – β

j
/j, (4)

а на÷аëüные усëовия — нуëевые: Δ  = 0,  = 0.

Зäесü Δ  — проãноз j-ãо изìерения по j – 1

изìеренияì, Δ  и  — оöенки возìущений Δn
0

и b по j изìеренияì, а W
j
 = ( A

j
)–1 .

Отìетиì, ÷то МНК-оöенки возìущений Δ ,

 сфорìированы без у÷ета априорной инфорìа-

öии о ìатеìати÷еских ожиäаниях (как правиëо,
равных нуëþ) и äисперсиях этих возìущений и
ìоãут бытü уто÷нены с испоëüзованиеì этой ин-

форìаöии: Δ = C
j
Δ ,  = B

j
.

Оптиìаëüные зна÷ения коэффиöиентов C
j
 и B

j

зависят от соотноøения äисперсии оøибки апри-
орной оöенки D

0
 и äисперсий D

j
 оøибок МНК-

оöенок возìущения и опреäеëяþтся отноøениеì
D

0
/(D

0
 + D

j
).

При усëовии некорреëированности оøибок из-
ìерения äискретных уровнеìеров Δn

оø j
 и посто-

янства их äисперсии  = D
ε
 ìожно поëу÷итü

[4] явные выражения äëя ковариаöионной ìатри-
öы оøибок МНК-оöенок вектора возìущений x:

K
j
 = ( A

j
)
–1

D
ε
 и, в ÷астности,

 → ∞ äëя j = 1;

 = jD
ε
/  äëя j = 2, ..., J. (5)

Как и МНК-оöенки (2), оöенки Δ  и , уто÷-

ненные с у÷етоì априорной инфорìаöии, ìожно
поëу÷атü рекуррентно [4] по соотноøенияì, ана-
ëоãи÷ныì соотноøенияì (2):

Δ  = Δ  + T
j
,

Δ  = Δ  + (Δn
изì j

 – Δ ), (6)

 =  + (Δn
изì j

 – Δ ),  j = 1, 2, ..., J,

ãäе  = (1, j),  = (2, j),  = (P
–1

D
ε
 +

+ A
j
)–1 , а P — ковариаöионная ìатриöа ап-

риорных оöенок вектора x
0
 = [Δ  ]T возìуща-

þщих факторов: P = M[x
0
 ]. Зäесü и в äаëüней-

øеì M[•] — оператор ìатеìати÷ескоãо ожиäания.
С поìощüþ уëу÷øенных оöенок возìущений

Δ  и  и с у÷етоì зависиìости (1) ìожно сфор-

ìироватü оöенки Δ  фиëüтруеìых (некорреëи-

рованных) составëяþщих оøибок изìерения на
«изìеритеëüных то÷ках»: 

Δ  = Δn
изì j

 – Δ  – T
j
 =

= n
j
 – Δ  – T

j
(1 + ).

В итоãе уëу÷øенные оöенки изìеряеìых коор-
äинат объекта управëения ìоãут бытü преäставëе-
ны соотноøенияìи:

 = N
j
(1 + ) – Δ  = N

0
(1 + ) + Δ  – n

j
,

 = /(1 + ). (7)
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Зäесü  — выраженная ÷исëоì иìпуëüсов бор-

товой «вертуøки» уëу÷øенная оöенка объеìа коì-
понента поä j-й «изìеритеëüной то÷кой» в ìоìент

ее срабатывания,  — изìеренное зна÷ение

объеìноãо расхоäа коìпонента топëива в интерва-
ëе ìежäу (j – 1)-й и j-й изìеритеëüныìи то÷каìи,

 — уëу÷øенная оöенка изìеритеëüноãо сиãнаëа

расхоäоìера .

В соотноøении (7) у÷тено, ÷то оöенка оøибки
уровнеìера по расхоäоìерной инфорìаöии ис-
поëüзуется äëя оöенки оøибки оставøеãося запаса
с противопоëожныì знакоì.

2. ÂÀÐÈÀÍÒÛ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Сфорìированная по коìбинированной инфор-
ìаöии уëу÷øенная оöенка (7) объеìа коìпонента

поä j-й «изìеритеëüной то÷кой»  ìожет испоëü-

зоватüся как äëя повыøения то÷ности опреäеëе-
ния ìоìента окон÷ания коìпонента, так и äëя
уëу÷øения синхронизаöии ìоìентов опорожне-
ния баков.

Действитеëüно, признак Π = 1 окон÷ания коì-
понента естественно форìироватü в ìоìент t вы-

поëнения усëовия: Π = 1, есëи n(t) – n
j
 ≥ , ãäе

n(t) — текущее зна÷ение суììы сфорìированных
«вертуøкой» иìпуëüсов, j — ноìер посëеäней сра-
ботавøей «изìеритеëüной то÷ки».

Анаëоãи÷но, требуеìое зна÷ение коэффиöиен-
та K

PCК j
 соотноøения объеìных расхоäов äëя сис-

теìы РСК естественно форìироватü из усëовия
равенства требуеìоãо соотноøения объемных рас-
ходов соотноøениþ объемных запасов коìпонентов
в ìоìент их изìерения, поскоëüку при выпоëне-
нии такоãо усëовия обеспе÷ивается оäновреìен-
ностü окон÷ания коìпонентов топëива

K
PCК j

 = (  – Δ )/(  – Δ ). (8)

Зäесü  и  — уëу÷øенные с у÷етоì апри-

орной инфорìаöии оöенки (7) объеìов окисëитеëя
и ãорþ÷еãо поä j-ìи «изìеритеëüныìи то÷каìи» в

ìоìент их срабатывания; Δ  и Δ  — поправки,

у÷итываþщие несинхронностü срабатывания «из-
ìеритеëüных то÷ек» и равные ÷исëу иìпуëüсов, за-
фиксированных «вертуøкой» в опережаþщеì коì-
поненте ìежäу ìоìентоì срабатывания j-й то÷ки
в этоì коìпоненте и j-й то÷ки в отстаþщеì коì-

поненте (äëя котороãо сëеäует поëожитü Δ  = 0).

Как сëеäует из соотноøений (7), в интерваëе
вреìени ìежäу ìоìентаìи срабатывания j-й и
( j + 1)-й «изìеритеëüныìи то÷каìи», а, сëеäова-
теëüно, и на всеì у÷астке работы СУРТ переìен-
ная веëи÷ина

(t) =  – (n(t) – n
j
) =

= N
0
(1 + ) + Δ  – n(t) (9)

явëяется оöенкой текущеãо объеìноãо запаса коì-
понента, выраженноãо ÷исëоì иìпуëüсов борто-
вой «вертуøки». В выражении (9) сëеäует поëо-

житü  = Δ  = 0. Соотноøение (9) преäставëяет

собой самонастраивающуюся ìоäеëü текущеãо объ-
еìноãо запаса коìпонента топëива с äвуìя пере-

ìенныìи параìетраìи  и Δ , настраиваеìыìи

по коìбинированной инфорìаöии (2), (6) в ìо-
ìенты срабатывания äискретных уровнеìеров.

С у÷етоì соотноøения (9) аëãоритì управëения
(8) ìожет бытü преäставëен в боëее общеì виäе:

K
PCК(t)

 = (t)/ (t). (10)

В отëи÷ие от аëãоритìа (2), (7) с явныì оöени-

ваниеì оøибки заправки Δ , рекуррентный аë-

ãоритì оöенивания запаса (9) коìпонента ìожет
бытü преäставëен в иной, эквиваëентной форìе с

непосреäственныì форìированиеì оöенки (t)

текущеãо объеìноãо запаса коìпонента топëива,
выраженной ÷исëоì иìпуëüсов рас÷етно-ноìи-
наëüной «вертуøки» и настраиваеìой по невязкаì
ìежäу факти÷ескиì и ноìинаëüныì зна÷енияìи
этой оöенки в ìоìенты t

j
 срабатывания äискрет-

ных уровнеìеров:

(t) = 
 
– (n(t) – n

j – 1
) ,

 = (t
j
) + α

mj
( (t

j
) – N

j
), (11)

 =  + β
mj

( (t
j
) – N

j
),

с на÷аëüныìи усëовияìи  = N
0
, n

0
 = 0,  = 1.

Зäесü с = (1 + b)
–1

 = f
рас÷

/f — веëи÷ина, обратная

относитеëüной ÷астоте выхоäноãо сиãнаëа борто-
вой «вертуøки» и не равная еäиниöе из-за äейст-
вия оøибки настройки b расхоäоìера.

Можно показатü, ÷то оптиìаëüные по ìоäифи-
öированноìу МНК-критериþ (сфорìированноìу
с у÷етоì äопоëнитеëüной инфорìаöии о ковариа-
öионной ìатриöе P априорных оöенок возìуще-
ний) зна÷ения весовых коэффиöиентов α

mj
 и β

mj

фиëüтра (11) ìоãут бытü вы÷исëены с поìощüþ
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соотноøений, анаëоãи÷ных поясняþщиì соотно-
øенияì к форìуëе (6):

α
mj

 = W
mj

(1, j),  β
mj

 = W
mj

(2, j),

W
mj

 = ( D
ε
 + A

mj
)
–1

,

A
mj

 = .

Зäесü P
j
 — перес÷итанная на ìоìент j ковари-

аöионная ìатриöа P вектора априорных на÷аëü-

ных зна÷ений оöениваеìых коорäинат: P
j
 = G

j
P ,

G
j
 = .

При наëи÷ии боëее äетаëüной äостоверной ста-
тисти÷еской инфорìаöии об оøибках изìерения
äискретных уровнеìеров зна÷ения коэффиöиен-
тов α

mj
 и β

mj
 фиëüтра (11) ìоãут бытü вы÷исëены по

привеäенныì выøе соотноøенияì, но с испоëüзо-
ваниеì вìесто W

mj
 боëее сëожной ìатриöы [4], äо-

поëнитеëüно вкëþ÷аþщей ковариаöионнуþ ìатри-
öу R

j
 оøибок изìерения: R

j
 = M[(Δn

оø1
, Δn

оø2
, ...,

Δn
оø j

)т(Δn
оø1

, Δn
оø2

, ..., Δn
оø j

)].

Можно показатü, ÷то при усëовии äиаãонаëü-
ности ìатриö R

j
 рекуррентные оöенки (11) опти-

ìаëüны по критериþ МНК с весаìи [4] и äоста-
то÷но бëизки к оптиìаëüныì при наëи÷ии корре-
ëяöии ìежäу оøибкаìи изìерения.

Как нетруäно заìетитü, ìатриöы  упроща-

þтся äо виäа ìатриö W
mj

 в преäпоëожении некор-

реëированности и постоянства оøибок изìерения
äискретных уровнеìеров

R
j
 = E

j
D

ε
, (12)

ãäе E
j
 — еäини÷ная ìатриöа разìера jЅ j.

Отìетиì, ÷то во ìноãих практи÷еских сëу÷аях
целенаправленный у÷ет заãрубëяþщеãо усëовия (12),
соответствуþщий перехоäу от критерия МНК с ве-
саìи [4] к упрощенноìу МНК-критериþ, оказы-
вается öеëесообразныì, так как позвоëяет обеспе-
÷итü инвариантность оптиìаëüных оöенок к, как
правиëо, äостоверно не известныì корреëяöион-
ныì свойстваì оøибок изìерения öеной незна÷и-
теëüноãо ухуäøения то÷ности оöенок.

3. ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ

Из соображений уìенüøения вы÷исëитеëüных
поãреøностей при бортовой проãраììной реаëи-
заöии аëãоритìов öеëесообразно вìесто текущей

суììы иìпуëüсов n(t), äостиãаþщей ÷резìерно
боëüøих зна÷ений, воспоëüзоватüся ее относитеëü-
ной форìой n(t)/N

норì
, ãäе N

ноpì
 ≥ N

0
 — норìиру-

þщее ÷исëо иìпуëüсов. При этоì форìуëа (1) пос-
ëе по÷ëенноãо äеëения на N

ноpì
 преäставëяется в

безразìерной относитеëüной форìе и, соответст-
венно, изìенятся зна÷ения параìетров аëãоритìа
T
j
, N

j
 и β

j
, а константы T

j
 и N

j
 и переìенные n(t) и

(t) ìоãут интерпретироватüся как относитеëüные

объеìы коìпонента.

Преäøествуþщие рассужäения äëя уäобства
провоäиëисü в неявноì преäпоëожении о наëи÷ии
в аппаратуре систеìы РСК с÷ет÷ика иìпуëüсов n(t),
который в настоящее вреìя отсутствует. В сущест-
вуþщей систеìе [5] на вхоä БЦВМ переäается
сиãнаë f, пропорöионаëüный текущеìу расхоäу.
Поскоëüку ÷исëо иìпуëüсов в ìоìент срабатыва-
ния äискретноãо уровнеìера потенöиаëüно ìо-
жет фиксироватüся не с то÷ностüþ äо такта τ

ö
 ра-

боты БЦВМ (∼0,03 с), а существенно боëее высо-
кой то÷ностüþ, опреäеëяеìой ÷астотой сиãнаëа на
выхоäе расхоäоìера (∼800 Гö и боëее), то практи-
÷еская реаëизаöия новоãо аëãоритìа ìоãëа бы со-
провожäатüся äоработкой аппаратной ÷асти сис-
теìы РСК. Такая äоработка потребоваëа бы при-
ìенения спеöиаëизированноãо высоко÷астотноãо
проöессора (в преäеëе — с÷ет÷ика иìпуëüсов),
осуществëяþщеãо интеãрирование выхоäноãо сиã-
наëа расхоäоìера (текущей ÷астоты f ) и фиксаöиþ
текущих зна÷ений интеãраëа в ìоìенты срабаты-
вания уровнеìеров. Оäнако из соображений на-
äежности на äанноì этапе ìожно оãрани÷итüся
прибëиженныì интеãрированиеì с фиксаöией
интеãраëüноãо сиãнаëа расхоäоìера в БЦВМ

n(t) ≅ f
k
τ
ö
/N

ноpì
 = R

v
dV

ноì
,

ãäе f
k
 — выхоäной сиãнаë расхоäоìера в k-ì такте

БЦВМ, R
v
 = f

k
/f

ноì
 — текущий относитеëüный

объеìный режиì выработки коìпонента; dV
ноì

 =

= f
ноì

τ
ö
/N

ноpì
, — ноìинаëüный относитеëüный

объеì коìпонента, вырабатываеìый в эëеìентар-
ноì öикëе работы БЦВМ в ноìинаëüных усëовиях
при R

v
 = 1. Откуäа, с у÷етоì äискретности работы

БЦВМ, соотноøение (9) преäставëяется в виäе

 =  – R
v
dV

ноì
,

а первое соотноøение в (11) — в виäе:

 =  – R
v
dV

ноì
. (13)

Преäпоëаãается, ÷то указанные вы÷исëитеëü-
ные операöии реаëизуþтся в кажäоì такте, а в так-
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тах срабатывания уровнеìеров оöенки  äопоë-

нитеëüно корректируþтся в соответствии с аëãо-
ритìаìи (6) иëи (11).

Приìе÷атеëüная потенöиаëüная особенностü
привеäенных аëãоритìов работы систеìы закëþ-
÷ается в осëабëенной, бëаãоäаря äопущениþ (12),
зависиìости оптиìаëüных зна÷ений параìетров
аëãоритìов от априорной инфорìаöии об оøиб-
ках äискретных уровнеìеров, явëяþщейся весüìа
неопреäеëенной, особенно на на÷аëüных этапах
созäания систеìы (äо провеäения натурных испы-
таний). Действитеëüно, зна÷ения коэффиöиентов
α
j
 и β

j
 поëностüþ опреäеëяþтся инфорìаöией о

расстановке «изìеритеëüных то÷ек» по объеìу ба-
ка (3), (4). Как показаëо ìоäеëирование, в связи с
ìаëостüþ äисперсии D

ε
 оøибок уровнеìеров ко-

эффиöиенты C
j
, испоëüзуеìые äëя у÷ета априор-

ной инфорìаöии по оøибке заправки, ìоãут бытü
приняты равныìи еäиниöе без заìетноãо ущерба
äëя характеристик ка÷ества работы СУРТ. Это
же относится к посëеäниì зна÷енияì (на÷иная с
5—7-ãо ноìера изìерения) коэффиöиентов B

j
. На-

÷аëüные же зна÷ения этих коэффиöиентов, вëия-
þщие ëиøü на уровенü первых управëяþщих ко-
ìанä äëя систеìы РСК, ìоãут бытü вы÷исëены по
форìуëе (5) иëи (6), исхоäя из соотноøения ìежäу
äисперсияìи оøибок оöенивания поãреøности b
настройки расхоäоìера по уровнеìерной инфор-
ìаöии и априорныì зна÷ениеì äисперсии этоãо
параìетра.

По резуëüтатаì статисти÷ескоãо ìоäеëирова-
ния раöионаëüное испоëüзование расхоäоìерной
инфорìаöии во внеøнеì контуре систеìы позво-
ëяет заìетно (на 1—2 % K

m ноì
) уìенüøитü äиапа-

зон управëения по коэффиöиенту соотноøения
расхоäов, потребный äëя реøения заäа÷и синхро-
низаöии ìоìентов выработки коìпонентов топ-
ëива, и на 10—20 % уìенüøитü поãреøностü ре-
øения этой заäа÷и и заäа÷и опреäеëения ìоìента
окон÷ания запасов топëива.

Оäнако преиìущества новоãо аëãоритìа осо-
бенно заìетно äоëжны проявитüся в неøтатных
ситуаöиях, связанных с отказаìи эëеìентов в ис-
поëнитеëüноì и изìеритеëüноì трактах систеìы
и, как правиëо, сопровожäаþщихся заìетныì из-
ìенениеì статисти÷еских характеристик возìу-
щений и поìех. Действитеëüно, испоëüзование
расхоäоìерной инфорìаöии во внеøнеì контуре
позвоëяет реøитü заäа÷у высокото÷ноãо опреäе-
ëения ìоìента окон÷ания опережаþщеãо коìпо-
нента и форìирования коìанäы на своевреìен-
ное выкëþ÷ение äвиãатеëя в неøтатных ситуаöи-
ях, связанных с отказоì испоëнитеëüноãо орãана
СУРТ (привоäа äроссеëя, изìеняþщеãо соотно-
øение расхоäов коìпонентов), а также выхоäоì

этоãо äроссеëя на упор всëеäствие уте÷ек коì-
понентов из-за поврежäений в топëивной систе-
ìе и äр.

Еще оäно важное преиìущество преäставëен-
ноãо аëãоритìа состоит в возìожности «пере-
с÷ета» изìеритеëüной инфорìаöии о запасе коì-
понента топëива в ìоìент срабатывания в неì
«изìеритеëüной то÷ки» на произвоëüный ìоìент
вреìени t, соответствуþщий срабатываниþ уров-
неìера в äруãоì коìпоненте бëаãоäаря изìерениþ
и фиксаöии суììарноãо ÷исëа иìпуëüсов n(t). Это
позвоëяет форìироватü управëяþщие возäействия
(10) и признаки окон÷ания коìпонентов в сëу÷а-
ях разнообразных со÷етаний отказов äискретных
уровнеìеров и сохранитü работоспособностü сис-
теìы в таких неøтатных ситуаöиях с ìиниìаëü-
ныìи потеряìи то÷ности. В ÷астности, управëяþ-
щие возäействия (10) ìоãут форìироватüся при
кажäоì срабатывании «изìеритеëüной то÷ки» в
ëþбоì коìпоненте, а не пары синхронно уста-
новëенных то÷ек (срабатываþщих оäновреìенно
в ноìинаëüных усëовиях), как это äеëается обы÷-
но. Это же свойство позвоëяет снизитü требования
к то÷ности ãеоìетри÷еской расстановки «изìери-
теëüных то÷ек» по высоте баков и, в ÷астности, äе-
ëает возìожныì приìенение неоäинаковоãо ÷ис-
ëа äискретных уровнеìеров в баках коìпонентов
топëива.

Отказ оäноãо из äвух расхоäоìеров также ìо-
жет бытü скоìпенсирован с ìиниìаëüныìи поте-
ряìи ка÷ества управëения, бëаãоäаря реконфиãу-
раöии аëãоритìа, построенной на основе у÷ета
поääержания постоянства (заäанноãо öикëоãраì-
ìноãо зна÷ения) тяãи, и, сëеäоватеëüно, суììар-
ноãо ìассовоãо расхоäа топëива на ступени.

В закëþ÷ение важно отìетитü ÷то, как быëо
указано выøе, в аëãоритìах СУРТ, реаëизован-
ных на РН «Протон», «Зенит», «Анãара» и äруãих,
в ìоìенты срабатывания j-х «изìеритеëüных то-
÷ек» в баках окисëитеëя и ãорþ÷еãо фиксируþтся

зна÷ения  форìируеìой в кажäоì эëеìен-

тарноì öикëе оöенки текущеãо относитеëüноãо
запаса (выраженноãо в äоëях норìируþщеãо за-
паса G

ноpì
) суììарноãо топëива (окисëитеëü пëþс

ãорþ÷ее) [2]:

G
k
 = G

k – 1
 – RdG

ноì
(1 + λ

j – 1
), (14)

ãäе R ≅ /  — бортовая оöенка текущеãо от-

носитеëüноãо режиìа расхоäования äвиãатеëеì
суììарноãо топëива, dG

ноì
 — ноìинаëüный от-

носитеëüный запас топëива, вырабатываеìый в
эëеìентарноì öикëе работы БЦВМ, λ

j
 — пере-

ìенный параìетр ìоäеëи (14) текущеãо запаса
топëива, вëияþщий на теìп списывания ìоäеëü-
ноãо запаса и настраиваеìый по рассоãëасовани-

Nk
^

Gj
0 ã( )

m· m· ноì
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яì Δ  =  –  ìежäу ìоäеëüныìи 

и ноìинаëüныìи  зна÷енияìи относитеëü-

ноãо запаса в ìоìенты срабатывания уровнеìеров
в соответствии с итеративныì аëãоритìоì [1, 2]:

λ
j
 = λ

j – 1
 + Δλ

j
,

Δλ
j
 = K

0Δ  + K
ãΔ , (15)

Δ  = A
j
(B

j
Δ  – Δ ).

Поправки Δ  к оöенкаì относитеëüных от-

кëонений расхоäов коìпонентов äопоëнитеëüно
испоëüзуþтся äëя вы÷исëения управëяþщих воз-
äействий синхронизаöии опорожнения баков на
изìенение относитеëüноãо откëонения от ноìина-
ëа Δδk

j
 коэффиöиента соотноøения расхоäов коì-

понентов топëива: Δδk
j
 = K(Δ  – Δ ), ãäе K 0(ã),

K, A
j
 и B

j
 — константы аëãоритìа.

В отëи÷ие от соотноøения (13) ìоäеëü запаса
(14) настраивается с поìощüþ оäной коорäинаты
λ
j – 1

 из усëовия совпаäения ìоäеëüноãо и факти-

÷ескоãо запасов коìпонента в терìинаëüный ìо-
ìент окон÷ания проöесса управëения.

Из соображений сохранения прееìственности
в испоëüзовании отработанных и хороøо зареко-
ìенäовавøих себя аëãоритìи÷еских реøений [1, 2]
и с у÷етоì о÷евиäной связи ìежäу настраиваеìы-
ìи ìоäеëяìи (13) и (14) ìожно преäëожитü еще
оäин перспективный вариант построения аëãорит-
ìа работы СУРТ, ãäе вìесто ìоäеëи (14) — äве на-
страиваеìых по расхоäоìерной инфорìаöии ìо-
äеëи äëя кажäоãо из коìпонентов топëива:

 =  – dV
ноì

(1 + ). (16)

Дëя настройки этих ìоäеëей ìожно воспоëüзо-
ватüся анаëоãи÷ныìи аëãоритìу (15) итеративны-
ìи соотноøенияìи:

 =  + Δ ,

Δ  = A
j
(B

j
Δ  – Δ ),

Δδk
j
 = K(Δ  – Δ ).

Такиì образоì, в äанноì сëу÷ае у÷ет расхоäо-
ìерной инфорìаöии в контуре синхронизаöии
опорожнения баков свеëся к форìированиþ ре-
жиìа R

v
 расхоäования ìоäеëüноãо запаса (16) каж-

äоãо из коìпонентов по этой инфорìаöии. При-
ìе÷атеëüно, ÷то это поëностüþ совпаäает с извест-
ныì вариантоì [2] построения аëãоритìа работы
СУРТ с äопоëнитеëüныì испоëüзованиеì инер-

öиаëüной инфорìаöии, в котороì режиì R в фор-
ìуëе (14) также форìируется по инерöиаëüной
инфорìаöии о наборе кажущейся скорости РН
иëи РБ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Дëя систеì управëения расхоäованиеì топëива
с расхоäоìераìи преäëожены новый способ коì-
пëексирования уровнеìерной и расхоäоìерной
инфорìаöии и новые аëãоритìы управëения, поз-
воëяþщие заìетно уëу÷øитü то÷ностные и наäеж-
ностные показатеëи ка÷ества управëения борто-
вых систеì ракет-носитеëей и разãонных бëоков.

Преäëоженные аëãоритìы наибоëее уäобны
äëя приìенения на разãонных бëоках, äëя которых
характерны приìенение расхоäоìеров и наëи÷ие
существенных оãрани÷ений на äопустиìый äиапа-
зон управëения по коэффиöиенту соотноøения
расхоäов коìпонентов топëива.
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behavior modelling is conducted.

Keywords: mechanical system with impacts, Kelvin-Voigt media,
minimum time control.

ROBUST STABILITY AND SELECTION OF REGULATORS 

SETTINGS FOR TECHNOLOGICAL OBJECTS 

WITH DELAY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .21

Tsirlin A.M., Hovsepyan V.S.

The problem is considered of robust stability and choice of typical
regulators parameters of single-loop linear systems with feedback for
technological objects with delay. The set of possible parameters values
of object transfer function is assumed to be closed and bounded, while
the magnitude and the phase of amplitude-phase characteristic of an
open system decrease monotonically with a frequency.

Keywords: systems with delay, robust stability, technological ob-
jects, robust tuning.

APPROXIMATIONS OF THE RENEWAL FUNCTION

AND OPERATING COSTS MANAGEMENT STRATEGY . .28

Rusev V.N., Skorikov A.V.

The approximation of the renewal function is considered for recur-
rent flows. The failure-free operation time is assumed to be described
by the two parametrical Weibull-Gnedenko distribution. Analytical and
numerical approaches (based on discretization methods) are proposed
for the solution of Volterra integral equation. The relationships and al-
gorithms obtained were verified by control cases using the Wolfram
Mathematica mathematical software package. The results presented are
applied to the «block replacement policy» to provide the reliable and
effective functioning of technological objects.

Keywords: renewal function, the Weibull-Gnedenko distribution,
the Volterra integral equation, moments generating function, discreti-
zation techniques of integral equations, reliability monitoring, block re-
placement policy, computer modelling in Wolfram Mathematica.

FOUNDATIONS OF THE COMPLEX ACTIVITY THEORY. 

PART 1. THE STRUCTURES OF COMPLEX ACTIVITY. 

UNCERTAINTY AND GENERATION OF COMPLEX 

ACTIVITY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .36

Belov M.V., Novikov D.A.

The foundations of the complex activity theory are described, ex-
tending the methodology to the case of any complex (having a non-triv-
ial multi-level internal structure) human activity. The structural ele-
ments of complex activity are considered, its logical, causal and process
structures are constructively described. It is shown that the system of co-

ordinated formal models ensures the practical application of the results
both for practitioners and for scientists engaged in research of general
principles of organization of activity (practical, scientific, etc.) and of
management of organizational and technical systems. It is for the first
time that the description formalism of the complex activity is proposed
together with the subject — the organizational and technical system.

Keywords: complex activity, uncertainty, organization, control,
management.

THE PROBLEM OF THE OPTIMAL PLACING 

OF THE INFORMATION-TECHNOLOGICAL BACKUP

IN DISTRIBUTED DATA PROCESSING SYSTEMS . . . . . . 46

Somov S.K.

It is noted, that information-technological backup is a new type of
information redundancy, the use of which in distributed automated in-
formational control systems allows to increase the efficiency of their
performance while processing the typical user requests. The task of op-
timal allocation of identical copies of information-technological backup
throughout the nodes of the distributed system is formulated in the form
of a minisum problem of finding the p-median of a graph. The algorithm
is proposed for solving this problem and the example of the solution is
given. The brief analysis of the solution algorithm results is performed.

Keywords: distributed data processing system, computer network,
information-technological backup.

CONFLICT-FREE SELF-ROUTING

FOR A THREE-DIMENSIONAL COMPLETE 

MULTIRING . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Podlazov V.S.

The system-area network is proposed in the form of a non-blocking
three-dimensional complete multiring. The structure of a multiring is
developed and the algorithm is suggested of a conflict-free laying out
direct paths between its nodes by means of dynamic local self-routing
in them.

Keywords: system-area network, generalized hypercube, complete
multiring, switching properties, non-blocking network, direct channels,
conflict-free self-routing, local dynamic self-routing.

RESULTS OF THE ANTITUMOR VIRAL VACCINE 

INTRODUCTION REGIMENS STUDY BASED

ON MATHEMATICAL MODELING . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Babushkina N.A., Kuzina E.A., Loos A.A., Belyaeva E.V.

The mathematical description is presented of the two stages of tu-
mor cells’ death as a result of the body's immune response after anti-
tumor viral vaccine introduction. The mathematical description in the
form of a system of nonlinear differential equations is realized as a soft-
ware set by means of the MatLab-Simulink system. As a result of the
computing experiment, the two strategies of the effective application of
the antitumor viral vaccine were determined. The first strategy leads to
complete elimination of the tumor cells after a single-shot administra-
tion of the vaccine. The second strategy allows stabilizing tumor size
through the recurrent introduction of the vaccine. The approach pro-
posed to explore the effectiveness of vaccine therapy can be applied to
different types of experimental tumors and antitumor vaccines.

Keywords: mathematical model, tumor cells, antibodies, moment
of vaccine administration, vaccine effectiveness, immune response, vi-
rus, vaccine therapy.

INTEGRATION OF THE FLOW AND LEVEL 
MEASUREMENT INFORMATION FOR PROPELLANT 

CONSUMPTION CONTROL SYSTEMS . . . . . . . . . . . . . . . 71

Zavadsky V.K., Ivanov V.P., Kablova E.B., Klenovaya L.G.

The method of integration the flow and level measurement infor-
mation and new control algorithms allowing to increase the propellant
consumption control system work accuracy in normal operating mode
and in case of onboard equipment failure.

Keywords: the measuring information integration, filtration, con-
trol accuracy, the emergency situation.
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