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Немного истории. В öеëях аäекватноãо отраже-
ния в нау÷ной пе÷ати иссëеäований, выпоëняеìых
в обëасти управëения соöиаëüно-эконоìи÷ескиìи
и ìеäико-биоëоãи÷ескиìи структураìи, автоìати-
зированных систеì орãанизаöионноãо управëения
и обработки äанных, проãраììноãо обеспе÷ения
систеì управëения и äр. в 2002 ãоäу Институт про-
бëеì управëения РАН у÷реäиë нау÷но-техни÷ес-
кий журнаë «Пробëеìы управëения». Иниöиатива
созäания новоãо журнаëа принаäëежаëа äирек-
öии Института, ãëавныì реäактороì стаë бывøий
в то вреìя äиректороì Института акаäеìик НАН
Грузии И.В. Пранãиøвиëи, который и руковоäиë
Журнаëоì äо конöа äней своих в 2006 ãоäу. 

Преäпоëаãаëосü, ÷то Журнаë буäет выхоäитü
4 раза в ãоä — ежеквартаëüно, на÷иная с 2003 ãоäа.
Оäнако первый ноìер выøеë в свет с некоторыì
опозäаниеì — 17 ìая 2003 ãоäа, поскоëüку пона-
÷аëу в «портфеëе» реäакöии быëо пусто, äа и ре-
äакöии как таковой не быëо. Теì не ìенее, Жур-
наë все-таки выøеë! 

Появëение новоãо журнаëа сотруäникаìи Ин-
ститута быëо встре÷ено неоäнозна÷но. Мноãие
впоëне обоснованно отнесëисü к этоìу событиþ
нескоëüко скепти÷ески — за÷еì нужен еще оäин
журнаë, коãäа естü профиëüный и привы÷ный,
авторитетный, изäаþщийся с 1936 ãоäа нау÷ный
журнаë «Автоìатика и теëеìеханика». Действи-
теëüно, теìатика этих äвух журнаëов во ìноãоì
схожая, но естü и отëи÷ия. В журнаëе «Пробëеìы
управëения», как показаëо еãо развитие, наряäу с
траäиöионныìи пробëеìаìи автоìатики, инфор-
ìатики и вы÷исëитеëüной техники, боëüøое вни-
ìание уäеëяется ìежäисöипëинарныì пробëеìаì,
в тоì ÷исëе — управëениþ в соöиаëüно-эконоìи-
÷еских и орãанизаöионных систеìах, пробëеìаì
систеìноãо анаëиза, заäа÷аì инфорìаöионноãо
управëения, принятия реøений, анаëиза äанных
и обработки боëüøих ìассивов инфорìаöии, про-
бëеìаì реøения управëен÷еских заäа÷ в сëабо-
структурированных и пëохо форìаëизуеìых ситу-
аöиях. Журнаë стреìится бытü понятныì и инте-
ресныì øирокоìу круãу ÷итатеëей; существенное
вниìание обращается на возìожностü и опыт
практи÷ескоãо приìенения изëаãаеìых нау÷ных
резуëüтатов. 

Вкëþ÷ение в 2004 ãоäу Журнаëа в список ВАК
способствоваëо повыøениþ престижа Журнаëа и
попоëнениþ еãо портфеëя. С 2005 ãоäа Журнаë
стаë выхоäитü 6 раз в ãоäу, круã еãо сторонников
зна÷итеëüно расøириëся, наìетиëасü собственная
ниøа в ìире нау÷но-техни÷еской периоäики, про-
явиëосü стреìëение к освещениþ наибоëее акту-
аëüных вопросов теории и практики управëения.
В ÷исëо авторов Журнаëа вхоäят как ìаститые, так
и на÷инаþщие у÷еные, аспиранты. Расøириëасü
ãеоãрафия авторов — не тоëüко Москва, но и ìно-
ãие реãионы России, страны бëижнеãо и äаëüнеãо
зарубежüя. 

В 2006 ãоäу журнаë поëу÷иë ìежäунароäный ин-
äекс периоäи÷ескоãо изäания ISSN и воøеë в Рос-
сийский инäекс нау÷ноãо öитирования (РИНЦ),
еãо эëектронная версия преäставëена на пëатфорìе
Нау÷ной эëектронной бибëиотеки eLIBRARY.RU
и портаëе Math-Net.ru, Журнаë аäекватно отражен
в Интернете своиì сайтоì http://pu.mtas.ru. Повы-
сиëся нау÷ный уровенü пубëикаöий, укрупниëисü
еãо основные рубрики. 

Редакционная коллегия, региональные редакци-
онные советы, редакция. В состав реäкоëëеãии вхо-
äят веäущие спеöиаëисты в обëасти теории управ-
ëения и ее приëожений — акаäеìики и ÷ëены-кор-
респонäенты Российской акаäеìии наук, äоктора
наук (сì. список реäкоëëеãии на второй поëосе
обëожки). 

Реäкоëëеãия и реäакöия стараþтся обеспе÷итü
высокий нау÷ный уровенü пубëикуеìых ìатериа-
ëов их строãиì отбороì (из поступаþщих в ре-
äакöиþ статей пубëикуется приìерно поëовина,
остаëüные ìотивированно откëоняþтся), высоко-
кваëифиöированныì реöензированиеì и тщатеëü-
ныì реäактированиеì. Неоöениìуþ поìощü Жур-
наëу бескорыстно оказываþт ìноãо÷исëенные
реöензенты, äавая объективные, кваëифиöирован-
ные и принöипиаëüные оöенки статей. 

В öеëях пубëикаöии в Журнаëе боëее поëной
(и равноìерной в ìасøтабах России) инфорìаöии
об иссëеäованиях в обëасти теории и практики уп-
равëения, о разработках и внеäрении систеì уп-
равëения, а также в öеëях преäставëения интере-
сов Журнаëа в реãионах при крупных нау÷ных и
образоватеëüных öентрах созäаны реãионаëüные

10 ËÅÒ ÆÓÐÍÀËÓ

«ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß»
CONTROL SCIENCES
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реäсоветы (РРС) — их список сì. на второй поëосе
обëожки. В состав РРС вхоäят авторитетные у÷е-
ные, активно работаþщие в русëе теìатики Жур-
наëа. Со ìноãиìи РРС установиëосü пëоäотворное
сотруäни÷ество, их сетü постоянно расøиряется. 

Немного статистики. Журнаë инäексируется в
SCIENCE INDEX — анаëити÷еской наäстройке
наä РИНЦ (www.elibrary.ru), позвоëяþщей про-
воäитü äетаëüные анаëити÷еские иссëеäования и
расс÷итыватü боëее сëожные наукоìетри÷еские
показатеëи, ÷еì это возìожно сей÷ас в базовоì
интерфейсе РИНЦ. Некоторые текущие показате-
ëи Журнаëа, взятые из SCIENCE INDEX, преä-
ставëены в табë. 1. 

У÷итывая, ÷то в рейтинã РИНЦ вхоäят 2899 на-
у÷ных журнаëов (на ìоìент написания настоя-
щей заìетки), ìесто Журнаëа в общеì рейтинãе
ìожно признатü äостойныì, а ìеста в теìати÷ес-
ких рейтинãах — весüìа высокиìи (по теìати÷ес-
киì направëенияì «Инфорìатика», «Автоìатика.
Вы÷исëитеëüная техника» и «Эконоìика. Эконо-
ìи÷еские науки» в РИНЦ вхоäят соответственно
356, 1031 и 1732 журнаëа). Метоäику опреäеëения
показатеëей SCIENCE INDEX зäесü ìы не рас-
сìатриваеì. Жеëаþщие ìоãут ознакоìитüся с неþ
на пëатфорìе eLIBRARY.RU. Преäставëяет инте-
рес изìенение показатеëей во вреìени (табë. 2).
Поясниì сìысë некоторых из них. 

Импакт-фактор — важный наукоìетри÷еский по-
казатеëü нау÷ноãо журнаëа. Существуþт разные еãо оп-
реäеëения и, соответственно, разные способы рас÷ета.
В РИНЦ он расс÷итывается на основе äанных по öити-
рованиþ журнаëа в РИНЦ за преäыäущие äва ãоäа (иëи
пятü ëет). При этоì äанные по öитированиþ берутся из
пубëикаöий ãоäа, äëя котороãо расс÷итывается иì-
пакт-фактор. При рас÷ете иìпакт-фактора ÷исëо ссы-
ëок, сäеëанных в рас÷етноì ãоäу из всех обрабатывае-
ìых в РИНЦ журнаëов на статüи, опубëикованные в
äанноì журнаëе за преäыäущие äва ãоäа (иëи пятü ëет),

äеëится на общее ÷исëо этих статей. По сути, äанный
показатеëü отражает среäнее ÷исëо öитирований оäной
статüи в журнаëе. Наприìер, при рас÷ете пятиëетнеãо
иìпакт-фактора за 2012 ã. суììарное ÷исëо ссыëок, сäе-
ëанных в 2012 ã. на статüи, опубëикованные в журнаëе
в периоä с 2007 по 2011 ã. вкëþ÷итеëüно, äеëится на об-
щее ÷исëо статей, опубëикованных в выпусках журнаëа
за 2007—2011 ãã.

Поä временем полужизни статей пониìается ìеäиан-
ный возраст проöитированных в Журнаëе статей в теку-
щеì ãоäу. Поëовина ссыëок из журнаëа, сäеëанных в
этоì ãоäу, иäет на статüи ìоëоже этоãо возраста, äруãая
поëовина — на статüи старøе.

Сìысë äруãих показатеëей äовоëüно о÷евиäен. 

Из табë. 2 виäно, ÷то важнейøий показатеëü —

иìпакт-фактор — постепенно растет1. Частü пока-
затеëей, хотя и ìеäëенно, изìеняþтся в ëу÷øуþ

сторону2. Преäставëение о распреäеëении пубëи-
каöий по теìатике äает äиаãраììа (привеäенные

Таблица 1

Íåêîòîðûå íàóêîìåòðè÷åñêèå ïîêàçàòåëè

æóðíàëà «Ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ»

Общее ÷исëо статей из журнаëа в РИНЦ 805

Общее ÷исëо выпусков журнаëа в РИНЦ 57

Суììарное ÷исëо öитирований журнаëа 
в РИНЦ

1101

Место в общеì рейтинãе SCIENCE INDEX 
за 2010 ã.

199

Место в рейтинãе SCIENCE INDEX за 2010 ã. 
по теìатике:

«Инфорìатика» 2

«Автоìатика. Вы÷исëитеëüная техника» 4

«Эконоìика. Эконоìи÷еские науки» 16

1
 Отìетиì, ÷то äо 2008 ã. показатеëи не вы÷исëяëисü, пос-

коëüку проект РИНЦ еще не быë запущен. 
2
 Коне÷но, сëеäует у÷итыватü, ÷то интерваë набëþäения и

выборки зна÷ений показатеëей пока еще невеëики. 

Таблица 2

Äèíàìèêà ïîêàçàòåëåé æóðíàëà «Ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ»

Показатеëü 2008 ã. 2009 ã. 2010 ã. 2011 ã.

Чисëо статей в РИНЦ 69 73 67 62
Двухëетний иìпакт- 
фактор РИНЦ

0,326 0,386 0,430 0,421

Двухëетний иìпакт- 
фактор РИНЦ без 
саìоöитирования

0,273 0,278 0,359 0,364

Чисëо статей, опубëи-
кованных за преäыäу-
щие äва ãоäа

187 158 142 140

Чисëо öитирований 
статей преäыäущих 
äвух ëет

61 61 61 59

Двухëетний коэффи-
öиент саìоöитируе-
ìости, %

16,4 27,9 16,4 13,6

Пятиëетний иìпакт- 
фактор РИНЦ

— — 0,363 0,369

Общее ÷исëо öитиро-
ваний журнаëа в теку-
щеì ãоäу

108 132 178 186

из них саìоöити-
рований

22 35 26 35

Среäнее ÷исëо ссыëок 
в списках öитируеìой 
ëитературы

11 14 10 14

Вреìя поëужизни
статей из Журнаëа, 
проöитированных 
в текущеì ãоäу

— — 3,4 3,6
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на äиаãраììе äанные корреëируþт с äанныìи в
табë. 1, а иìенно, с ìестаìи Журнаëа в рейтинãах
по разëи÷ныì теìати÷ескиì направëенияì).

Распреäеëение пубëикаöий по ÷исëу соавторов:
оäин автор — 42, äва — 27, три — 13, ÷етыре — 4
и боëее ÷етырех — 14 %. 

Статüи, вызвавøие наибоëüøий интерес нау÷ной
общественности (по äанныì портаëа Math-Net.Ru),
преäставëены в табë. 3 и 4. 

На пëатфорìе eLIBRARY.RU Нау÷ной эëект-
ронной бибëиотеки и портаëе Math-Net.Ru Ма-
теìати÷ескоãо института иì. В.А. Стекëова РАН
ìожно найти ìноãо äруãой интересной инфорìа-
öии о журнаëе «Пробëеìы управëения» и еãо ав-
торах. Наприìер, распреäеëение пубëикаöий по
орãанизаöияì, ãоäаì, автораì (за 10 ëет в Жур-
наëе пубëиковаëисü боëее 800 авторов приìерно
из 150 орãанизаöий), типу, öитируеìости авторов,
свеäения о статüях, öитируþщих пубëикаöии Жур-
наëа (а öитируþт статüи Журнаëа авторы окоëо
300 нау÷ных журнаëов, работаþщие приìерно в
200 разëи÷ных орãанизаöиях), свеäения об авторах
и их статüях в äруãих изäаниях, наприìер, их про-
фиëü, список пубëикаöий на Google Scholar, на
ZentralBlatt, в базе äанных Math-Net.Ru и äр. 

Интернет и Журнал. Траäиöионные нау÷ные
журнаëы переживаþт сей÷ас не ëу÷øие вреìена —
÷исëо поäпис÷иков паäает, стоиìостü поäписки
растет. В нау÷ноì сообществе становится норìой
пубëиковатü статüи в эëектронных журнаëах. Из-
вестно, ÷то и траäиöионныì (пе÷атаеìыì на бу-
ìаãе), и эëектронныì нау÷ныì журнаëаì присущи
свои äостоинства и неäостатки. Оäнако преäстав-
ëяется, ÷то в обозриìоì буäущеì ìноãие «буìаж-
ные» журнаëы, по-виäиìоìу, перестанут сущест-
воватü, ëибо ис÷езнув, ëибо превративøисü в эëек-

Распределение публикаций по тематике

Таблица 3

×àñòî öèòèðóåìûå ñòàòüè æóðíàëà

«Ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ»

№ Статüя
Чисëо 

ссыëок

1 Структурно-öеëевой анаëиз развития 
соöиаëüно-эконоìи÷еских ситуаöий
В.И. Максиìов
ПУ, 2005, № 3, с. 30—38

25

2 Коãнитивный поäхоä в управëении
З.К. Авäеева, С.В. Ковриãа, 
Д.И. Макаренко, В.И. Максиìов
ПУ, 2007, № 3, с. 2—8

22

3 Робастное управëение нестаöионарны-
ìи неëинейныìи структурно неопреäе-
ëенныìи объектаìи
И.Б. Фуртат, А.М. Цыкунов
ПУ, 2008, № 5, с. 2—7

13

4 Моäеëи инфорìаöионноãо вëияния 
и инфорìаöионноãо управëения 
в соöиаëüных сетях
Д.А. Губанов, Д.А. Новиков, 
А.Г. Чхартиøвиëи
ПУ, 2009, № 5, с. 28—35

13

5 «Коãнитивные иãры»: 
ëинейная иìпуëüсная ìоäеëü
Д.А. Новиков
ПУ, 2008, № 3, с. 14—22

12

6 Техноëоãия крупнобëо÷ноãо
параëëеëизìа в SAT-заäа÷ах
О.С. Заикин, А.А. Сеìенов
ПУ, 2008, № 1, с. 43—50

11

7 Моäеëü интеëëектуаëüной систеìы 
управëения произвоäствоì
В.Ю. Стоëбов, С.А. Феäосеев
ПУ, 2006, № 5, с. 36—39

11

8 Матеìати÷еская форìаëизаöия 
ìетоäов иерархи÷ескоãо управëения
экоëоãо-эконоìи÷ескиìи систеìаìи
Г.А. Уãоëüниöкий, А.Б. Усов
ПУ, 2007, № 4, с. 64—69

10

9 Метоä оäнороäноãо расøирения 
сетей связи ìноãопроöессорных
вы÷исëитеëüных систеì
В.С. Поäëазов, В.В. Сокоëов
ПУ, 2007, № 2, с. 22—27

10

10 Управëение ка÷ествоì ìатериаëов 
со спеöиаëüныìи свойстваìи
И.А. Гарüкина, А.М. Даниëов
ПУ, 2008, № 6, с. 67—73

9
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тронные. (Отìетиì, ÷то в свое вреìя в Журнаëе
быëа опубëикована серия статей ä-ра техн. наук
В.Л. Эпøтейна, посвященных этой непростой
пробëеìе, в тоì ÷исëе фунäаìентаëüный обзор
«Преäвиäиìое буäущее нау÷ных журнаëов».) 

Выхоä виäится в параëëеëüной пубëикаöии пе-
÷атной и эëектронной версий журнаëа. Первый
øаã в этоì направëении реäакöия сäеëаëа, раз-
ìестив на сайте журнаëа, на÷иная с еãо первых
выпусков, поëные тексты некоторых статей в сво-
боäноì äоступе. Даëüнейøиì øаãоì в этоì на-
правëении ìожно с÷итатü созäание и рассыëку
потенöиаëüныì поäпис÷икаì эëектронноãо ин-
форìаöионно-поисковоãо сборника аннотаöий
Журнаëа. Наконеö, в 2006 ãоäу Журнаë быë вкëþ-
÷ен в фонäы Нау÷ной эëектронной бибëиотеки
eLIBRARY.RU, ÷ерез которуþ поëüзоватеëü ìожет
офорìитü поäписку на эëектроннуþ версиþ Жур-
наëа, а также поëу÷итü эëектронные версии от-
äеëüных выпусков и статей. На сайте Журнаëа
pu.mtas.ru и на портаëе Math-Net.Ru все статüи
Журнаëа, старøе äвух ëет, нахоäятся в свобоäноì
äоступе. 

Можно преäпоëожитü, ÷то успех буäет сопут-
ствоватü журнаëаì, со÷етаþщиì преиìущества и
«буìажных», и эëектронных журнаëов. Приìероì
такоãо со÷етания ìожет сëужитü форìа поäа÷и на-
у÷ной статüи в «буìажноì» журнаëе в совокупнос-
ти с эëектронныì приëожениеì, вхоäящиì в со-
став ее эëектронной версии. Такое приëожение
ìожет соäержатü ìатериаëы, которые невозìожно
иëи о÷енü труäно наãëяäно преäставитü в буìаж-
ной версии статüи. Наприìер, разëи÷ные виäе-
офайëы, äеìонстрируþщие сëожные проöессы в
их äинаìике, развитие ситуаöий, этапы разëи÷ных
сöенариев и т. п. Такая форìа преäставëения ста-
тей уже практикуется в Журнаëе. 

Публикационная политика. В öеëоì реäкоëëе-
ãия и реäакöия стреìятся к обеспе÷ениþ коìпëек-
сности теìатики Журнаëа, равноìерности охвата
актуаëüных пробëеì совреìенной теории управëе-
ния, а также такой поäа÷е ìатериаëов, ÷тобы ста-
тüя иìеëа «äружественный интерфейс к ÷итате-
ëþ», т. е. ÷тобы ее соäержание быëо понятно не
тоëüко автору и еãо бëижайøиì коëëеãаì, но и ÷и-
татеëяì, работаþщиì в äанноì иëи сìежноì на-
правëении теории управëения и ее приëожений. 

Поìиìо ориãинаëüных нау÷ных статей, пубëи-
куþтся и статüи обзорноãо характера. Реäкоëëеãия
приветствует обзоры как по тоëüко ÷то зарожäаþ-
щиìся, но перспективныì направëенияì, так и по
уже сфорìировавøиìся, резуëüтаты которых нуж-
äаþтся в систеìатизаöии. Практикуþтся теìати-
÷еские поäборки статей, спеöиаëüные выпуски
Журнаëа. 

Таблица 4

Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå ñòàòüè æóðíàëà

«Ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ»

№ Статüя
Чисëо 

обращений

1 Коìпüþтерные систеìы поääержки 
принятия управëен÷еских реøений
Э.А. Трахтенãерö
ПУ, 2003, № 1, с. 13—28

829

2 Развитие теории автоìати÷ескоãо 
управëения
Б.Т. Поëяк
ПУ, 2009, № 3.1, с. 13—18

816

3 Коãнитивный поäхоä в управëении
З.К. Авäеева, С.В. Ковриãа, 
Д.И. Макаренко, В.И. Максиìов
ПУ, 2007, № 3, с. 2—8

805

4 Генети÷еские аëãоритìы на приìерах 
реøения заäа÷ раскроя
А.В. Поäëазова
ПУ, 2008, № 2, с. 57—63

703

5 Аãентное ìоäеëирование 
как среäство анаëиза и проãноза 
спроса на энерãоресурсы
С.А. Сусëов, М.А. Конäратüев, 
К.В. Серãеев
ПУ, 2010, № 2, с. 46—52

616

6 Не÷еткие реãуëяторы и систеìы 
управëения
Ю.И. Куäинов, И.Н. Дорохов, 
Ф.Ф. Пащенко
ПУ, 2004, № 3, с. 2—14

583

7 Коìпüþтерные систеìы
ìоäеëирования коãнитивных карт: 
поäхоäы и ìетоäы
А.А. Куëини÷
ПУ, 2010, № 3, с. 2—16

567

8 Моäеëи инфорìаöионноãо вëияния 
и инфорìаöионноãо управëения 
в соöиаëüных сетях
Д.А. Губанов, Д.А. Новиков, 
А.Г. Чхартиøвиëи
ПУ, 2009, № 5, с. 28—35

556

9 Эконоìи÷еская теория и ìоäеëи
öеëевой функöии фирìы
И.В. Топоëя
ПУ, 2004, 1, 54—59

520

10 Не÷еткое ìоäеëирование 
и кëастеризаöия
Ю.И. Куäинов, И.Ю. Куäинов
ПУ, 2008, № 6, с. 2—10

518
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Кроìе нау÷ных статей, в Журнаëе пубëикуþтся
от÷еты о нау÷ных конференöиях и ìатериаëы,
приуро÷енные к разëи÷ныì паìятныì äатаì. Бы-
ëи опубëикованы статüи, посвященные 90-ëетиþ

акаäеìика АН СССР Б.Н. Петрова3, 100-ëетиþ
÷ë.-корр. АН СССР М.А. Гавриëова, 100-ëетиþ
акаäеìика АН СССР В.А. Трапезникова, 80-ëетиþ
акаäеìиков РАН С.В. Еìеëüянова и Е.А. Феäосо-
ва и þбиëейныì äатаì ряäа у÷еных, внесøих äо-
стойный вкëаä в науку. Заìетной пубëикаöией
стаëи ìатериаëы круãëоãо стоëа «50 ëет в науке»,
посвященноãо 75-ëетиþ акаäеìика НАН Грузии
И.В. Пранãиøвиëи (орãанизоваë и провеë круã-
ëый стоë ä-р техн. наук А.А. Аìбарöуìян). Весüìа
соäержатеëüны в нау÷ноì пëане опубëикованные
ìатериаëы нау÷ных ÷тений паìяти виäноãо совет-
скоãо у÷еноãо А.М. Петровскоãо. 

Зна÷итеëüныì событиеì в жизни реäакöии ста-
ëи поäãотовка и выхоä в свет спеöиаëüноãо выпус-
ка Журнаëа, посвященноãо 70-ëетиþ еãо у÷реäите-
ëя — Института пробëеì управëения иì. В.А. Тра-

пезникова РАН. Кроìе о÷ерка об истории и
нынеøних äнях Института, в спеöвыпуске опуб-
ëикованы фунäаìентаëüные обзорные статüи ве-
äущих у÷еных Института, посвященные основныì
направëенияì нау÷ных иссëеäований, выпоëняе-
ìых коëëективоì Института. С тех пор проøëо
уже боëее трех ëет, но интерес ÷итатеëей к этиì
статüяì не убывает. 

Вместо заключения. За 10 ëет существования
сфорìироваëисü основные теìати÷еские направ-
ëения Журнаëа, он заняë опреäеëенное ìесто сре-
äи äруãих изäаний, приобреë известностü, у неãо
появиëосü ìноãо äрузей, сторонников и äобро-
воëüных поìощников — и не тоëüко в Институте
пробëеì управëения, их ãеоãрафия обøирна, их
÷исëенностü постепенно растет. Реäкоëëеãия и ре-
äакöия Журнаëа позäравëяþт еãо авторов, ÷итате-
ëей и äрузей с первыì þбиëееì! Мы наäееìся, ÷то
и в сëеäуþщие äесятиëетия наøиìи совìестныìи
усиëияìи Журнаë буäет еще эффективнее спо-
собствоватü успеøноìу развитиþ оте÷ественной
науки управëения. 

Редакционная коллегия
Редакция

3
 Читайте на с. 79 — 85 настоящеãо ноìера ìатериаëы, пос-

вященные 100-ëетиþ акаäеìика Б.Н. Петрова.

Читайте в следующем номере

� Асратян Р.Э., Лебедев В.Н. Прокси-серверы в распределенных гетерогенных мультисе-

тевых средах

� Ведешенков В.А. Подход к диагностированию возникшего отказа в цифровых системах со

структурой симметричного двудольного графа

� Волковицкий А.К., Каршаков Е.В., Павлов Б.В. Позициoнирование пoдвижныx объeктов

в низкoчастотном электромагнитном поле. Ч. 2. Особенности технической реализации

� Конев Д.С. Интеграция инерциально-спутниковых систем на основе инвариантной модели

состояния подвижного объекта

� Панкова Л.А., Пронина В.А. Модели текстового поиска на основе теории нечетких мно-

жеств

� Рубан А.И. Функционалы чувствительности в задаче Больца для многомерных динамичес-

ких систем, описываемых интегро-дифференциальными уравнениями с запаздыванием

� Сомов Е.И., Бутырин С.А. Полетная идентификация и силовая гироскопическая стаби-

лизация слабо демпфированной конструкции крупногабаритного спутника

� Шестая международная конференция «Параллельные вычисления и задачи управления»

� Шестая международная конференция «Управление развитием крупномасштабных сис-

тем MLSD'2013»
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ÓÄÊ 517.93;517.937 

Ê ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÛÕ ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÛÕ 
ÑÈÑÒÅÌ Ñ ÀÂÒÎÍÎÌÍÛÌÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀÌÈ

Â ÃÈËÜÁÅÐÒÎÂÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ1

À.Â. Ëàêååâ, Â.À. Ðóñàíîâ, Â.À. Êîçûðåâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Основная öеëü теорети÷ескоãо естествознания —
объяснение связанной совокупности набëþäае-
ìых физи÷еских проöессов при поìощи ìини-
ìаëüноãо набора постуëируеìых понятий и выра-
жаеìых ÷ерез них законов. Данная работа вы-
поëнена в русëе иìенно этоãо ìетоäоëоãи÷ескоãо
поäхоäа с äифферентоì в ìатеìати÷еские про-
бëеìы [1—11] реаëизаöии апостериорных проöес-
сов äинаìи÷еских систеì (D-систеì). Дëя этоãо в
статüе развит ка÷ественный поäхоä, позвоëивøий
увиäетü заäа÷и непрерывной реаëизаöии повеäе-
ния D-систеìы в новоì «стаöионарно-квазиëи-
нейноì» свете, отäеëитü вопросы существования
äифференöиаëüных реаëизаöий от проöеäур их
вы÷исëения [10], понятü, ÷то быëо неäоäеëано в
стаöионарной постановке [5, 9] и ÷то еще остава-
ëосü сäеëатü в нестаöионарных ìоäеëях [8], в ÷ас-
тности, какие требуется внести коррективы в тео-
риþ М

2
-проäоëжиìости, ÷то, по ìнениþ авторов,

позвоëит нескоëüко по-новоìу взãëянутü на уже
известные поëожения нестаöионарной äифферен-
öиаëüной квазиëинейной реаëизаöии и боëее ãëу-
боко и всесторонне в них разобратüся.

Заäа÷а реаëизаöии в ее наибоëее общеì виäе
[1, с. 21]: «это просто абстрактная форìуëировка
нау÷ноãо поäхоäа к построениþ ìоäеëей», поэто-
ìу äаëее все äифференöиаëüные ìоäеëи буäут рас-
сìатриватüся ëиøü в сìысëе соответствия (иëи не-
соответствия) некотороìу абстрактноìу набору
экспериìентаëüных äанных, преäставëенных се-
ìействоì вектор-функöий «траектория, програм-
мное управление, позиционное управление» — экзо-
ãенное повеäение äинаìи÷еской систеìы (D-сис-
теìы «вхоä — выхоä» — опреäеëение 1 [6]); все
остаëüные возìожные свойства этих ìоäеëей ос-
таþтся в стороне. При этоì совреìенное состоя-
ние теории äифференöиаëüной реаëизаöии тако-
во, ÷то не буäет преувеëи÷ениеì сказатü: скоëü-
ко-нибуäü ис÷ерпываþщее изëожение основных
ее разäеëов в раìках ввоäной ÷асти ëþбой работы
преäставëяет соверøенно неразреøиìуþ заäа÷у.
Оäнако отìетиì, есëи сìотретü на реаëизаöиþ не-
прерывных систеì так, как ее форìуëироваë Каë-
ìан [1, с. 353], то äанная пробëеìа по существу
преäставëяет заäа÷у представления: отображение
«вхоä — выхоä», заäанное в виäе свертки, требу-
ется проìоäеëироватü систеìой типа «вхоä — со-
стояние — выхоä» ìиниìаëüноãо äинаìи÷ескоãо
поряäка. Иссëеäование же äанной работы по су-
ществу форìуëируется в «бихевиористи÷еской»
постановке Виëëеìса [2] и ìетоäоëоãи÷ески от-
носится к теории структурной иäентификаöии
непрерывных D-систеì в пространстве состояний:

Дëя непрерывной неëинейной бесконе÷ноìерной äинаìи÷еской систеìы, опреäеëенной
на языке ее повеäения типа «вхоä — выхоä» (ìоäеëü «÷ерноãо ящика»), преäëожены раз-
ëи÷ные функöионаëüно-анаëити÷еские критерии реаëизаöии äанной систеìы в сепара-
беëüноì ãиëüбертовоì пространстве в кëассе квазиëинейных стаöионарных äифферен-
öиаëüных ìоäеëей с проãраììно-позиöионныì управëениеì.

Ключевые слова: неëинейная äифференöиаëüная реаëизаöия, автоноìная (A, B, B
#
)
2
-ìоäеëü,

М
2
-проäоëжиìостü. 

1
 Работа выпоëнена при финансовой поääержке Проãраì-

ìы фунäаìентаëüных иссëеäований № 15 ОЭММПУ РАН
(проект № 2.5).

íàëèç è ñèíòåç ñèñòåì óïðàâëåíèÿÀ
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исхоäя из произвоëüноãо набëþäаеìоãо пу÷ка уп-
равëяеìых траекторий попытатüся точно сìоäеëи-
роватü этот пу÷ок äифференöиаëüной систеìой с
пространствоì состояний. При такоì ìетоäоëоãи-
÷ескоì поäхоäе, сëеäуя ëоãике «при÷инно-сëеäс-
твенных» связей, «вхоä» — программное управление,
а «выхоä» — траектория и позиционное управление.
Данная постановка апостериорноãо ìатеìати÷ес-
коãо ìоäеëирования не искëþ÷ает ìетоäоëоãи÷ес-
коãо поëожения, коãäа анаëити÷еское преäставëе-
ние a priori неëинейноãо закона позиöионноãо уп-
равëения в структуре D-систеìы äетерìинируется
не связüþ виäа «state feedback», а характеризует су-
щественнуþ неëинейнуþ коìпоненту уравнений
äинаìики ìоäеëируеìой a posteriori äифференöи-
аëüной ìоäеëи иссëеäуеìоãо физи÷ескоãо объекта
в кëассе квазиëинейных систеì. 

Основной поток пубëикаöий по ка÷ественной
теории реаëизаöии развивает ìатеìати÷ескуþ па-
раäиãìу ëинейных ìоäеëей (непрерывных иëи äис-
кретных); это объясняется не тоëüко возìожнос-
тüþ воспоëüзоватüся боãатыì аппаратоì ëинейной
ìатеìатики, но и теì, ÷то поäобные ìоäеëи необ-
хоäиìы äëя ëокаëüноãо изу÷ения уравнений äина-
ìики неëинейных объектов. И вряä ëи вызывает
уäивëение тот факт, ÷то äëя неëинейных систеì
апостериорный анаëиз ìоäеëей вне ëокаëüной
постановки оказываþтся боëее оãрани÷итеëüныì;
äаже есëи ре÷ü иäет о äостато÷ных усëовиях реа-
ëизаöии ìоäеëи, на ÷то, наприìер, указываëосü в
статüе [12]. Ситуаöия оказывается еще боëее тон-
кой (сиëüная и сëабая изìериìостü при нестаöи-
онарности, неоãрани÷енные операторы и т. п.), ес-
ëи апостериорно ìоäеëироватü бесконечномерные
неëинейные D-систеìы с разрывныìи управëени-
яìи из банаховых функöионаëüных пространств.
Поэтоìу äанная работа наöеëена, прежäе всеãо, на
преоäоëение ìетоäоëоãи÷еских препятствий при
«бесконе÷ноìерноì» поäхоäе реаëизаöии неëи-
нейных непрерывных D-систеì с ãиëüбертовыìи
пространстваìи состояний и управëений.

Постановка äанной работы быëа обозна÷ена в
вывоäах иссëеäований [8, 13] и преäставëяет собой
иäейное развитие резуëüтатов из пубëикаöии [9].
В ìетоäоëоãи÷ескоì пëане ìотивируþщуþ преä-
посыëку провоäиìых äаëее изысканий, в контек-
сте теории структурной иäентификаöии D-систеì
[6], по существу форìуëирует аëüтернатива äëя
структуры автоноìности операторов уравнений
ìоäеëируеìой äинаìики систеìы [1, с. 47]: «в про-
извоëüной нестаöионарной систеìе набëþäения
за проøëыì повеäениеì систеìы ìоãут ни÷еãо не
ãоворитü о ее буäущеì». В соответствии с общиì
теоретико-систеìныì направëениеì äанноãо поä-
хоäа основное вниìание в статüе обращено на ãео-
ìетри÷еское соäержание анаëити÷еских поëоже-
ний теории с попыткой преäставитü все резуëüта-

ты в терìинах анаëиза функöионаëüных свойств
оператора Реëея—Ритöа [6—9]. Данный путü изыс-
каний преäставëяется весüìа привëекатеëüныì,
поскоëüку преäëаãаеìый анаëиз созäает впе÷ат-
ëение теорети÷еской ãëубины, в ÷астности, ÷то-
бы про÷увствоватü бихевиористи÷еские разëи÷ия
ìежäу стаöионарной и нестаöионарной ìоäеëя-
ìи äифференöиаëüной äинаìики иссëеäуеìой a
posteriori управëяеìой бесконе÷ноìерной неëи-
нейной непрерывной D-систеìы. 

Резуëüтаты статüи ìоãут сëужитü указаниеì на
то, в каких практи÷еских ситуаöиях возìожно, хо-
тя бы в принöипе, расс÷итыватü на конструктив-
ное реøение в кëассе квазиëинейных автоноìных
структур в сепарабеëüноì ãиëüбертовоì простран-
стве заäа÷и äифференöиаëüноãо ìоäеëирования
повеäения «вхоä — выхоä» D-систеìы с проãраì-
ìно-позиöионныì управëениеì. Коне÷но, поня-
тие «существование модели реализации» явëяется в
боëüøей степени ÷исто ка÷ественной характерис-
тикой, которая, как правиëо, не несет инфорìа-
öиþ о тоì, наскоëüко хороøо обусëовëены рас÷е-
ты прикëаäноãо характера. Поэтоìу еще раз от-
ìетиì, ÷то зна÷ение резуëüтатов работы нужно
виäетü и расöениватü иìенно в свете озна÷енной
выøе возìожности ìоäеëирования, которая появ-
ëяется, по крайней ìере, тоãäа, коãäа уäовëетво-
рены анаëити÷еские усëовия существования ìате-
ìати÷еской ìоäеëи квазиëинейной äифференöи-
аëüной реаëизаöии.

1. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÅÄÏÎÑÛËÊÈ.
ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ

Везäе äаëее (X, ||•||
X
), (Y, ||•||

Y
), (Z, ||•||

Z
) — веще-

ственные сепарабеëüные ãиëüбертовы простран-
ства (структуру преäãиëüбертовости [14, с. 64] оп-
реäеëяþт норìы ||•||

X
, ||•||

Y
, ||•||

Z
), L(Y, X ) — банахово

пространство с операторной норìой ||•||
L(Y, X )

 всех

ëинейных непрерывных операторов из Y в X (ана-
ëоãи÷но (L(X, X ), ||•||

L(X, X )
), (L(Z, X ), ||•||

L(Z, X )
)),

T := [t
0
, t

1
] — отрезок ÷исëовой пряìой R с ìерой

Лебеãа μ и ν — поëожитеëüная ìера, абсоëþтно
непрерывная относитеëüно μ и опреäеëенная на
σ-аëãебре ℘

ν
 всех ν-изìериìых (ëебеãовски по-

поëненных) поäìножеств интерваëа T. В äаëüней-
øеì буäеì ÷асто рассìатриватü разëи÷ные μ-отно-
øения на T, ввеäеì äëя них сиìвоëы : ⋅=⋅ — äëя
равенства μ-по÷ти всþäу, ⋅≤⋅ — äëя упоряäо÷е-
ния μ-по÷ти всþäу, записü S ⋅⊂⋅ Q äëя ìножеств
S, Q ∈ ℘

μ
 озна÷ает μ(S \Q) = 0.

Пустü (B, ||•||) — банахово пространство,
£

p
(T, ν, B) — пространство всех интеãрируеìых по

Бохнеру [14, с. 189] отображений f : T → B с нор-
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ìой || f(τ)||pν(dτ))1/p, p∈[1, ∞). Как обы÷но, ÷ерез

L
p
(T, ν, B) обозна÷иì банахово фактор-пространс-

тво кëассов ν-эквиваëентности в £
p
(T, ν, B), при

этоì AC(T, B) ⊂ £
1
(T, μ, B) — ëинейное ìножество

всех абсоëþтно непрерывных функöий (относи-
теëüно ìеры μ).

Выäеëиì к рассìотрениþ äифференöиаëüные
ìоäеëи кëасса

dx(t)/dt ⋅=⋅ Ax(t) + Bu(t) + B#
u

#(x(t)), (1)

ãäе x(•) ∈ AC(T, X ) — реøение Каратеоäори (К-ре-

øение), u(•) ∈ L
2
(T, μ, Y ) и u#(x(•)) ∈ L

2
(T, μ, Z ) —

проãраììное и позиöионное (возìожно, неëиней-

ное) управëения, (A, B, B#) ∈ L(X, X ) Ѕ L(Y, X ) Ѕ
Ѕ L(Z, X ); äëя уäобства тройку вектор-функöий

(x, u, u#(x)) из уравнения (1) тоже назовеì К-ре-
øениеì, а упоряäо÷еннуþ тройку операторов

(A, B, B#), соãëасно терìиноëоãии из работы [8], —

автоноìной (A, B, B#)
2
-ìоäеëüþ.

Нетруäно виäетü, ÷то äекартово произвеäение

L
2
 := L

2
(T, μ, L(X, X )) Ѕ L

2
(T, μ, L(Y, X )) Ѕ

Ѕ L
2
(T, μ, L(Z, X ))

образует банахово пространство кëассов μ-эквива-
ëентности всех (автоноìные + нестаöионарные)

(A, B, B#)
2
-ìоäеëей t a (A(t), B(t), B#(t)) с норìой

||(A, B, B#)||
L 

:= (||A(τ)||  + ||B(τ)||  +

+ ||B#(τ)|| )μ(dτ) .

Даëее, ÷ерез H
2
 обозна÷иì L

2
(T, μ, X ) Ѕ

Ѕ L
2
(T, μ, Y ) Ѕ L

2
(T, μ, Z ) с норìой 

||(g, w, q)||
H 

:= (||g(τ)||  + ||w(τ)||  +

+ ||q(τ)|| )μ(dτ) ,  (g, w, q) ∈ H
2
,

÷астное сëеäствие [14, с. 64] конструкöии ||•||
H
:

H
2

— ãиëüбертово пространство. Наконеö, ÷ерез

L(H
2
, X ) обозна÷иì банахово пространство с опе-

раторной норìой всех ëинейных непрерывных
операторов, äействуþщих из H

2
 в X.

Пустü (А, В, B#) ∈ L
2
. Рассìотриì оператор ξ:

H
2

→ X, иìеþщий преäставëение

ξ(g, w, q): = (A(τ)g(τ) + B(τ)w(τ) +

+ B
#(τ)q(τ))μ(dτ),  (g, w, q) ∈ H

2
; (2)

соãëасно терìиноëоãии из [8] интеãраëüный опе-
ратор ξ опреäеëяет некоторуþ ξ

2
-ìоäеëü. Ясно, ÷то

ξ ∈ L(H
2
, X ). Верно и обратное утвержäение (ëеì-

ìа 2 [13]): «ζ ∈ L(H
2
, X ) ⇒ оператор ζ имеет пред-

ставление в виде ξ
2
-модели» иëи, иныìи сëоваìи,

нет неразреøиìых разëи÷ий ìежäу (A, B, B#)
2
- и

ξ
2
-ìоäеëяìи. В этой параäиãìе автоноìностü (ин-

вариантностü во вреìени) (A, B, B#)
2
-ìоäеëи в тер-

ìинах ξ
2
-ìоäеëи иìеет простое, но принöипиаëü-

ное, преäëожение:

(А, В, B#)∈L(X, X ) Ѕ L(Y, X ) Ѕ L(Z, X ) ⇒

⇒ ξ(g, w, q) = (Ag(τ) + Bw(τ) + B#
q(τ))μ(dτ) =

= A g(τ)μ(dτ) + B w(τ)μ(dτ) + B#
q(τ)μ(dτ),

∀(g, w, q) ∈ H
2
. (2' )

Преäëожение (2' ) вытекает из сëеäствия 2 [14,
с. 191]. 

Постановка задачи разреøиìости äифферен-

öиаëüной реаëизаöии с автоноìной (A, B, B#)
2
-

ìоäеëüþ: пустü u
#: AC(T, X ) → L

2
(T, μ, Z ),

:= {(x, u, q) ∈ AC(T, X)ЅL
2
(T, μ, Y)ЅL

2
(T, μ, Z):

(x, u, q) = (x, u, u#(x))}, N ⊂  — некоторое фик-

сированное повеäение «вхоä — выхоä» D-систеìы

с позиöионныì законоì x a u#(x). Опреäеëитü в
анаëити÷еских конструкöиях от сеìейства проöес-
сов N необхоäиìые и äостато÷ные усëовия, при
которых N преäставëяет К-реøения некотороãо
äифференöиаëüноãо уравнения (1); в общеì сëу-
÷ае оãрани÷ений на Card N (ìощностü сеìей-
ства N ) не накëаäываеì (наприìер, Card N ≥ ℵ

0
 —

аëеф-нуëü).

2. ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ È ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ

Ñ ÀÂÒÎÍÎÌÍÎÉ (A, B, B#)
2
-ÌÎÄÅËÜÞ

Â ÂÀÐÈÀÍÒÅ Card N = 1

Дëя повеäения (x, u, u#(x)) ∈ , отражаþщеãо

проöесс «вхоä — выхоä» в иссëеäуеìой D-систе-
ìе, выпиøеì äве μ-непрерывные ìеры (с у÷етоì
[15, с. 107] ëþбая функöия x(•) ∈ AC(T, X ) обëаäает
произвоäной dx(•)/dt кëасса L

1
(T, μ, Х )):

ν(S) := (||x(τ)||  + ||u(τ)||  + ||u#(x(τ))|| )μ(dτ),

S ∈ ℘
μ
, (3)

ν_(S) := ||dx(τ)/dτ||
X 

μ(dτ),  S∈℘
μ
. 

T
∫

⎝
⎜
⎛

T
∫ L X X,( )

2
L Y X,( )

2

L Z X,( )

2

⎠
⎟
⎞ 1/2

⎝
⎜
⎛

T
∫ X

2
Y
2

Z
2

⎠
⎟
⎞ 1/2

T
∫

T
∫

T
∫

T
∫

T
∫

П
u
#

П
u
#

П
u
#

S
∫ X

2
Y
2

Z
2

S
∫
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Даëее с÷итаеì, ÷то озна÷енные ìеры ëебеãовс-
ки расøирены на σ-аëãебры ℘

ν
 и ℘

ν_
. В терìинах

äанных ìер рассìотриì пространства L
2
(T, ν, R) и

L
1
(T, ν_, R), посëе ÷еãо ввеäеì k: L

2
(T, ν, R) → H

2

и ζ: L
1
(T, ν_, R) → Х — ëинейные непрерывные

операторы, äействуþщие соãëасно сëеäуþщиì пра-
виëаì:

k(λ) := λ⋅(x, u, u#(x)),  λ ∈ L
2
(T, ν, R), (4)

ζ(η) := (η(τ)dx(τ)/dτ)μ(dτ),  η ∈ L
1
(T, ν_, R);

в теоретико-ìножественной ìоäеëи [16] иäенти-
фикаöии систеì (1) операторы k и ζ — «конструк-
торы» пространств «вхоäных» и «выхоäных» сиã-
наëов.

Нет такой инфорìаöии о (A, B, B#)
2
-ìоäеëи,

которуþ неëüзя быëо бы извëе÷ü из конструкöии
соответствуþщей ей ξ

2
-ìоäеëи (ëеììа 2 [13]).

Поэтоìу в аксиоìати÷ескоì построении [16] те-
оретико-ìножественной интерпретаöии иäенти-
фикаöионноãо проöесса äëя äифференöиаëüной
систеìы (1) в ка÷естве ìатеìати÷еской ìоäеëи
выступает не форìа оператора Коøи (прототип
опреäеëения 1.1 [1, c. 13]), а ее преäставëение в
терìинах интеãраëüной ξ

2
-ìоäеëи (реìинисöен-

öия опреäеëения 1.3 [17, c. 22]). При этоì в äанной
интерпретаöии (сì. статüþ [16]) иäентификаöион-
ный базис заäает обëастü опреäеëения ξ

2
-ìоäеëи.

Естü и äруãие веские äовоäы иссëеäоватü ãеоìет-
риþ иäентификаöионных базисов, но äаëее пона-
äобится тоëüко резуëüтат ëеììы 1, äоказатеëüство
которой опускаеì (несëожная ìоäификаöия тео-
реìы 7 и сëеäствия 4 из статüи [16]).

Лемма 1. Пусть (x, u, u#(x)) ∈ , ν — мера

из (3), k — оператор из выражения (4) и пусть Ω —
полный образ в Н

2
 оператора k. Тогда Ω — замкну-

тое подпространство в H
2
, при этом оператор k:

L
2
(T, ν, R) → Ω — линейная изометрия. 

Замечание 1. Норìа ||(x, y, z)||
U
 := (||x ||  + ||y ||

+ ||z || )1/2 в произвеäении X × Y × Z = : U наäеëяет

посëеäнее ãиëüбертовой структурой. Сëеäоватеëü-
но, пространства Н

2
 и L

2
(T, μ, U ) равны с то÷но-

стüþ äо изоìорфизìа, осуществëяþщеãо естест-
венное вëожение Н

2
 в L

2
(T, μ, U ), поэтоìу резонно

с÷итатü Ω ⊂ L
2
(T, μ, U ). ♦

С у÷етоì заìе÷ания 1 ввеäеì на Ω конструк-
öиþ интеãраëа Бохнера [14], ÷то позвоëяет выäе-

ëитü в поäпространстве Ω заìкнутое нуëü-ìноãо-
образие виäа

W := h ∈ Ω: h(τ)μ(dτ) = 0 ∈ U ; (5)

в сиëу ëеììы 1 функöионаëüное ìноãообразие W
заìкнуто в L

2
(T, μ, U) (и в H

2
).

Лемма 2. D := {d ∈ U: d = h(τ)μ(dτ), h ∈ Ω} —

множество второй категории в себе (с топологией,
индуцированной из U ).

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Достато÷но установитü (соãëас-
но теореìе Бэра — Хаусäорфа о катеãории [14, с. 24]),
÷то D — поëное ìетри÷еское пространство. С этой öе-
ëüþ построиì «топоëоãи÷ескуþ копиþ» ìножества D.
Перейäеì к äетаëяì.

Так как d ∈ U: d = h(τ)μ(dτ), h ∈ L
2
(T, μ, U )  = U,

то к оператору

J(h) := h(τ)μ(dτ), h ∈ L
2
(T, μ, U),

приìениìа теореìа Банаха об открытости отображения
[14, с. 112]. Такиì образоì, сужение J⏐Ω — открытое
отображение на образ Im J⏐Ω (т. е. на D), откуäа в сиëу
теореìы 8 [18, с. 133] топоëоãия в D совпаäает с фак-
тор-топоëоãией, заäаваеìой J⏐Ω, ÷то привоäит к поëо-
жениþ: фактор-пространство G := Ω/W и ëинейное ìно-
ãообразие D обëаäаþт ëинейныì ãоìеоìорфизìоì J*:
G → D, такиì ÷то J⏐Ω = J*

éπ, ãäе π — фактор-отобра-
жение поäпространства Ω на G. С äруãой стороны, опи-
раясü на ëеììу 1, преäставëение (5) и пункт (d) теоре-
ìы 1.41 [19, с. 39], закëþ÷аеì: фактор-пространство G —
банахово.

Следствие 1. Линейное многообразие D замкнуто
в U. Оператор J⏐Ω — открытое отображение под-
пространства Ω на D. ♦

Усëовиìся обозна÷атü фактор-пространство
кëассов μ-эквиваëентности всех вещественных и
μ-изìериìых на интерваëе вреìени Т функöий ÷е-
рез L(Т, μ, R), и пустü Ψ: AC(T, X ) Ѕ L

2
(T, μ, Y ) Ѕ

Ѕ L
2
(T, μ, Z ) → L(Т, μ, R) оператор Реëея—Ритöа

[13]:
Ψ(g, w, q)(t) :=

:= , (6)

ãäе g ∈ AC(T, X ), w ∈ L
2
(T, μ, Y ), q ∈ L

2
(T, μ, Z ).

Оператор Ψ не стеснен раìкаìи своих конс-
трукöий из выражения (6), боëее тоãо, во второй
строке он факти÷ески «не обнуëяет» инфорìа-

öиþ о äинаìи÷еских проöессах (x(•), u(•), u#(x(•)))

из , поскоëüку иìеþт ìесто сëеäуþщие поëо-

жения:

T
∫

П
u
#

X
2

Y
2

Z
2

⎩
⎨
⎧

T
∫

⎭
⎬
⎫

T
∫

⎩
⎨
⎧

T
∫

⎭
⎬
⎫

T
∫

dg t( )/dt X/ g t( ) w t( ) q t( ), , U,

есëи g t( ) w t( ) q t( ), ,( ) U 0;≠

0 R, есëи g t( ) w t( ) q t( ), ,( ) U∈ 0,=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

П
u
#
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— кажäая функöия x ∈ AC(T, X ) μ-по÷ти всþäу
äифференöируеìа на интерваëе T и иìеет (ëеì-
ìа 1 [13]) анаëити÷еское преäставëение в форìе

x(t) = x(t
0
) + dx(τ)/dτμ(dτ),  t ∈ T;

— в сиëу ëеììы 3 [13] справеäëиво вкëþ÷ение
(по mod μ)

{t ∈ T: ||(x(t), u(t), u#(x(t)))||
U
 = 0} ⋅⊂⋅ {t ∈ T:

dx(t)/dt = 0}, (7)

сëеäоватеëüно (в заäа÷е реаëизаöии), на ìножест-
ве ìоìентов вреìени 

{t ∈ T: ||(x(t), u(t), u#(x(t)))||
U
 = 0}

функöия t a Ψ(x, u, u#(x))(t) соãëасно первой стро-
ке выражения (6) «не теряет инфорìаöиþ» о по-

веäении (x(•), u(•), u#(x(•))) ∈  (вне зависиìо-

сти от факта наëи÷ия иëи отсутствия äифферен-
öиаëüной реаëизаöии (1) äанноãо äинаìи÷ескоãо
проöесса).

В форìуëировке сëеäуþщей теореìы (в изве-
стноì сìысëе она явëяется пропеäевти÷еской к
теореìе 4, сì. äаëее) выписаны наибоëее коìпак-
тные (на взãëяä авторов) соотноøения ìежäу по-
нятияìи, с оäной стороны, повеäения D-систе-
ìы как апостериорноãо äинаìи÷ескоãо проöесса
«вхоä — выхоä», а с äруãой, как К-реøения неко-
тороãо äифференöиаëüноãо уравнения (1); сì. äа-
ëее также заìе÷ание 5.

Теорема 1. (x, u, u#(x)) ∈  — К-решение не-

которого уравнения (1) в том и только в том слу-

чае, если для соотношений (3)—(6), индуцированных

(x, u, u#(x)), выполняется k
–1(W ) ⊂ Ker ζ совместно

с одним (любым) из двух условий:

а) ∃ c ∈ (0, ∞): ν_(S) ≤ c (μ(S))1/2(ν(S))1/2, ∀S ∈ ℘
μ
;

б) ∃ c ∈ (0, ∞): Ψ(x, u, u#(x))(t) ⋅≤⋅ c. 
Замечание 2. Поäтвержäение оäноãо из усëовий

а) иëи б) обеспе÷ивает (сì. заìе÷ание 1 [8]) непре-

рывное [20, с. 322] вëожение £
2
(T, ν, R) ⊂ £

1
(T, ν_, R),

÷то äеëает корректныì (сì. (4)) анаëиз операöии

k
–1(W) ⊂ Ker ζ на кëассах μ-эквиваëентности из

L
2
(T, ν, R); во избежание неäоразуìений сëеäует

иìетü в виäу, ÷то £
2
(T, ν, R) ⊂ £

1
(T, ν_, R) еще не

обеспе÷ивает факт L
2
(T, ν, R) ⊂ L

1
(T, ν_, R) (сëеä-

ствие 1 [13]). Уìестно также отìетитü, ÷то в отëи-
÷ие от заäа÷и äифференöиаëüной реаëизаöии в ре-

äакöии нестаöионарной (A, B, B#)
2
-ìоäеëи (сì. п. в)

заìе÷ания 1 [8]), реаëизаöия (1) проöесса (x, u, u#(x))

не ãарантирует, но (сì. сëеäствие 2) и не отвер-
ãает единственность преäставëения автоноìной

(A, B, B#)
2
-ìоäеëи. 

Д о к а з а т е ë ü с т в о  теореìы 1. Приняв вреìенно
на веру пере÷исëенные в форìуëировке теореìы 1 фак-
ты, покажеì, ÷то позиöии а) и б) эквиваëентны. 

� (а) ⇒ б)). Пустü существует такое c ∈ (0, ∞), ÷то

ν_(S) ≤ c (μ(S))1/2(ν(S))1/2, ∀S ∈ ℘
µ
. Рассìотриì на

интерваëе T три абсоëþтно непрерывные функöии: 

t a γ(t) := ||dx(τ)/dτ||
X
 μ(dτ),  t a α(t) := c2 μ(dτ), 

t a β(t) := (||x(τ)||  + ||u(τ)||  + ||u#(x(τ))|| )μ(dτ). 

Функöии γ, α и β äифференöируеìы μ-по÷ти всþäу:

dγ(t)/dt = ||dx(t)/dt ||
X
, dα(t)/dt = c2, dβ(t)/dt = (||x(t)||  +

+ ||u(t)||  + ||u#(x(t))|| ). Поэтоìу, приняв S
t 
: = [t, t + Δt],

Δt > 0, из факта ν_(S
t
) ≤ c(μ(S

t
))1/2(ν(S

t
))1/2 соãëасно (3)

прихоäиì к 

Δt
–1(γ(t + Δt) – γ(t)) = Δt

–1 ||dx(τ)/dτ||
X

μ(dτ) ≤

≤ c Δt
–1 μ(dτ))1/2 Δt

–1 (||x(τ)||  +

+ ||u(τ)||  + ||u#(x(τ))|| )μ(dτ)  =

= (Δt
–1(α(t + Δt) – α(t)))1/2(Δt

–1(β(t + Δt) – β(t)))1/2 

и, перехоäя к преäеëу при Δt → 0, поëу÷аеì неравенство

dγ(t)/dt = ||dx(t)/dt ||
X 

≤ (dα(t)/dt)1/2(dβ(t)/dt)1/2 =
 = c||(x(t), u(t), u#(x(t)))||

U
.

Сëеäоватеëüно (в сиëу (6) и (7)), справеäëиво поëо-

жение Ψ(x, u, u#(x))(t) ⋅≤⋅ c. 
� (б) ⇒ а)). Пустü найäется такое ÷исëо c > 0, ÷то

выпоëниìо Ψ(x, u, u
#(x))(t) ⋅≤⋅ c. Тоãäа, о÷евиäно,

||dx(t)/dt ||
X 

⋅≤⋅ c (||x(t)||  + ||u(t)||  + ||u#(x(t))|| )1/2 и,

сëеäоватеëüно, в сиëу интеãраëüноãо неравенства
Коøи—Буняковскоãо äëя ëþбоãо поäìножества S ∈

℘
µ
 иìеет ìесто ν_(S) ≤ c (μ(S))1/2(ν(S))1/2.

Теперü, посëе краткоãо отступëения, вызванноãо
поäтвержäениеì а) ⇔ б), возвращаеìся к основной ëи-
нии äоказатеëüства теореìы 1; разобüеì еãо на äве ÷ас-
ти — «только в том случае, ⇒» и «в том случае, ⇐». 

� (только в том случае, ⇒). Пустü (x, u, u#(x)) — К-реøе-

ние некотороãо уравнения (1) и (A, B, B#) ∈ L(X, X) Ѕ

Ѕ L(Y, X ) Ѕ L(Z, X ) — еãо автоноìная (A, B, B#)
2
-ìо-

äеëü. Тоãäа (теореìа 1 [13]) иìеет ìесто непрерывное
вëожение £

2
(T, ν, R) ⊂ £

1
(T, ν_, R), и справеäëив коì-

ìентарий заìе÷ания 2. Испоëüзуя преäставëение (3),

t
0

t,[ ]
∫

П
u
#

П
u
#

t
0
t,[ ]
∫

t
0
t,[ ]
∫

t
0
t,[ ]
∫ X

2
Y
2

Z
2

X
2

Y
2

Z
2

t t Δt+,[ ]
∫

⎝
⎜
⎛

t t Δt+,[ ]
∫ ⎝

⎜
⎛

t t Δt+,[ ]
∫ X

2

Y
2

Z
2

⎠
⎟
⎞

⎠
⎟
⎞ 1/2

X
2

Y
2

Z
2
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автоноìнуþ ξ
2
-ìоäеëü (форìуëа (2' )) и уравнение (1),

обнаруживаеì, ÷то

(λ(τ)dx(τ)/dτ)μ(dτ) = A λ(τ)x(τ)μ(dτ) +

+ B λ(τ)u(τ)μ(dτ) + B# λ(τ)u#(x(τ))μ(dτ),

∀λ ∈ L
2
(T, ν, R). 

Откуäа, приниìая во вниìание (ëеììа 1), ÷то оператор
k: L

2
(T, ν, R) → Ω обратиì (т. е. Ker k = 0 ∈ L

2
(T, ν, R))

и (A, B, B#): U → X, поëу÷аеì вëожение k–1(W ) ⊂ Ker ζ. 
Остаëосü поäтверäитü а) иëи б). Выбираеì свойст-

во б), еãо наëи÷ие соäержит сëеäуþщая öепü иìпëика-
öий (с у÷етоì неравенства Коøи — Буняковскоãо и (7)):

dx(t)/dt ⋅=⋅ Ax(t) + Bu(t) + B#
u

#(x(t)) ⇒
⇒ ||dx(t)/dt ||

X
 ⋅≤⋅ ||A||

L(X, X )
||x(t)||

X
 + ||B ||

L(Y, X )
||u(t)||

Y 
+

+ ||B#||
L(Z, X )

||u#(x(t))||
Z
 ⇒ Ψ(x, u, u#(x))(t) ⋅≤⋅ (||A ||  +

+ ||B ||  + ||B#|| )1/2 =: c ∈ (0, ∞). 

� (в том случае, ⇐). Пустü k–1(W ) ⊂ Ker ζ и, кроìе то-
ãо, отыщется такое поëожитеëüное ÷исëо c, ÷то

ìожно утвержäатü: Ψ(x, u, u#(x))(t) ⋅≤⋅ c; это нера-
венство обеспе÷ивает (теореìа 1 [13]) вëожение
£

2
(T, ν, R) ⊂ £

1
(T, ν_, R), поэтоìу в (4) обëастü оп-

реäеëения оператора ζ позвоëитеëüно сузитü äо
L

2
(T, ν, R). Покажеì, ÷то оператор ζ: L

2
(T, ν, R) → Х

непрерывен. Позиöия б) вëе÷ет связü

||λ(t)dx(t)/dt ||
X
 ⋅≤⋅ c(λ2(t)(||x(t)||  + ||u(t)||  +

+ ||u#(x(t))|| ))1/2, λ ∈ L
2
(T, ν, R) ⇒

⇒ (λ(τ)dx(τ)/dτ)μ(dτ)
 
≤ ||λ(τ)dx(τ)/dτ||

X
 μ(dτ) ≤

≤ c (λ2(τ)(||x(τ)||  + ||u(τ)||  + ||u#(x(τ))|| ))1/2μ(dτ)  ≤

≤ c(μ(T ))1/2 λ2(τ)(||x(τ)||  + ||u(τ)||  +

+ ||u#(x(τ))|| )μ(dτ)  = c(μ(T ))1/2||λ|| , 

||•|| , — норìа в L
2
(T, ν, R). Такиì образоì, установиëи

непрерывностü ζ, ÷то по существу равносиëüно сущест-
вованиþ некоторой ξ

2
-ìоäеëи (2), необязатеëüно с ав-

тоноìной (A, B, B#)
2
-ìоäеëüþ; сì. äаëее äиаãраììу и в

ней сужение ξ⏐Ω.

Дëя снятия возìожных затруäнений, а также обëеã-
÷ения и наãëяäности äаëüнейøих рассужäений, рас-
сìотриì коììутативнуþ äиаãраììу, преäставëеннуþ на
рис. 1. 

Зäесü id
...
 — тожäественное отображение (инäекс —

обëастü опреäеëения/зна÷ений), ξ — оператор ξ
2
-ìоäе-

ëи (2), ω — оператор интеãрирования на функöионаëü-
ноì ìноãообразии Ω; с у÷етоì (5) ясно, ÷то иìеет ìесто
ω = J⏐Ω и Ker ω = W. 

Теперü построиì ëинейный оператор C, фиãурируþ-
щий в äиаãраììе. Дëя этоãо кажäоìу η ∈ D сопоставиì
такое зна÷ение C(η) ∈ Х, ÷тобы в öеëоì не наруøаëосü
свойство коììутативности äиаãраììы, а поскоëüку рас-

поëаãаеì отноøениеì k–1(W) = k–1(Ker ω) ⊂ Ker ζ, то

приìеì C(η) = ζ(k–1(ω–1(η))). 

Не теряя терпения, изìениì нескоëüко вопрос: об-
ëаäает ëи оператор C: D → Х свойствоì непрерывности?
(Поäразуìевается, ÷то топоëоãия в D инäуöирована ìет-
ри÷еской топоëоãией из U ). Оказывается, ÷то ответ по-
ëожитеëüный. 

В саìоì äеëе, есëи E — открытая обëастü в Х, то ее

прообраз ζ—1(E ) открыт в L
2
(T, ν, R) поскоëüку (как по-

казано выøе) оператор ζ непрерывен. Даëее (сì. äиа-

ãраììу), ìножество k(ζ–1(E )), как утвержäает ëеììа 1,

открыто в Ω, сëеäоватеëüно ω(k(ζ–1(E ))) — открытая
обëастü в D (в сиëу сëеäствия 1). С äруãой стороны,

как несëожно установитü (у÷итывая, ÷то k–1(W ) =

= k
–1(Ker ω) ⊂ Ker ζ), иìеет ìесто ω(k(ζ–1(E ))) = C–1(E ),

÷то и поäтвержäает непрерывностü оператора C.

Наконеö, структура пространства U позвоëяет (сì. те-
ореìу 8.4.2 [21, с. 213]) осуществитü ëинейное непре-
рывное распространение оператора C äо некоторой ав-

тоноìной (A, B, B#)
2
-ìоäеëи (A, B, B#): U → Х такой, ÷то 

ζ(k–1(ω–1(η))) = (A, B, B#)(η) = C(η),  ∀η ∈ D. 

В своþ о÷ереäü, это озна÷ает (соãëасно (4)) не ÷то
иное, как 

(λ(τ)dx(τ)/dτ)μ(dτ) = A λ(τ)x(τ)μ(dτ) +

+ B λ(τ)u(τ)μ(dτ) + B# λ(τ)u#(x(τ))μ(dτ),

∀λ ∈ L
2
(T, ν, R). 

Посëеäнее равенство справеäëиво и äëя характе-
ристи÷еских функöий χ

t
 от поäинтерваëов [t

0
, t] ⊂ T,

÷то в сиëу (2' ) привоäит к преäставëениþ «сìещенной

T
∫

T
∫

T
∫

T
∫

L X X,( )

2

L Y X,( )

2
L Z X,( )

2

X
2

Y
2

Z
2

T
∫

X T
∫

⎝
⎛
T
∫ X

2
Y
2

Z
2

⎠
⎞

⎝
⎛
T
∫ X

2
Y
2

Z
2

⎠
⎞ 1/2

L
2

L
2

Рис. 1. Диаграмма (к доказательству теоремы 1) 

T
∫

T
∫

T
∫

T
∫
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на вектор x(t
0
)» траектории изу÷аеìоãо äинаìи÷ескоãо

проöесса: 

ζ(χ
t
(x, u, u#(x)))(t) = x(t) — x(t

0
) =

= (Ax(τ) + Bu(τ) + B#
u

#(x(τ)))μ(dτ),  t ∈ T. 

Дифференöирование траектории t a x(t) позвоëяет

закëþ÷итü, ÷то (x, u, u#(x)) — К-реøение уравнения (1)

с оператораìи А ∈ L(X, X), В ∈ L(Y, X), B# ∈ L(Z, X). ♦ 

Теореìа 1 опреäеëяет «еäини÷ные» проöессы в

, обëаäаþщие автономной (A, B, B#)
2
-ìоäеëüþ

реаëизаöии, при этоì хоä äоказатеëüства показаë:
свойства а) и б) эквиваëентны; сëабое ìесто тео-
реìы — необхоäиìо äобитüся ëеãкости в ис÷ис-
ëениях, поäтвержäаþщих иëи опроверãаþщих

вëожение k–1(W ) ⊂ Ker ζ. В этой связи пункт (ii)
сëеäствия 2 — первый øаã в направëении конста-
таöии, ÷то конструктивностü äанных ис÷исëений
ìожет äостиãатüся (наприìер, теореìа 1 [10], ут-
вержäение 1 [22] и т. п.) в кëассе коне÷ноìерных
систеì (1). 

Следствие 2. (i) Реализация (1) процесса (x, u,

u
#(x)) ∈  обладает единственной автономной

(A, B, B
#)

2
-моделью тогда и только тогда, когда

D = U. 

(ii) Если dim D < ∞, то условия а) и б) в тео-
реме 1 можно опустить. 

3. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÐÈÍÖÈÏÛ Ì
2
-ÏÐÎÄÎËÆÈÌÎÑÒÈ

Опреäеëения и конструкöии, употребëяеìые
при построении теории реаëизаöии, ìожно поëу-
÷итü из небоëüøоãо ÷исëа общих понятий, поэтоìу
äаëüнейøее изëожение основывается на изу÷ении
пространства L

2
, ÷то ставит заäа÷у опреäеëения

остаëüных понятий ÷ерез конструкöиþ (A, B, B#)
2
-

ìоäеëи, в ÷астности, это относится к понятияì
М

2
-проäоëжиìости [8]. В связи с этиì äаëее вкрат-

öе изëаãаþтся, с некоторой опорой на интуиöиþ в
÷асти реøения заäа÷и реаëизаöии, форìаëüные
опреäеëения и некоторые важные поëожения об
общих свойствах распространения М

2
-операторов;

естественно собратü неìноãие нужные понятия
вìесте.

Определение 1. Пустü (A, B, B
#) ∈ L

2
. На-

зовеì M
2
-оператороì ëинейный оператор M:

H
2

→ L
1
(T, μ, X ), иìеþщий анаëити÷еское преä-

ставëение виäа

M(g, w, q) := Ag + Bw + B#
q,  (g, w, q) ∈ H

2
.

Предложение 1 [8]. M
2
-оператор непрерывен в

топологиях от ||•||
H
 и ||•|| ; здесь ||•||  — норма в

L
1
(T, μ, X ).

Определение 2. Пустü V ⊂ H
2
. Линейный опе-

ратор М
#: Span V → L

1
(T, μ, X ) назовеì M

2
-про-

äоëжиìыì, есëи и тоëüко есëи М# äопускает рас-
пространение äо некотороãо М

2
-оператора M:

H
2

→ L
1
(T, μ, X ), т. е. М(y) = М#(y), ∀y ∈ Span V. ♦

Не стреìясü на äанный ìоìент к форìуëиров-
ке ис÷ерпываþщеãо резуëüтата по характеризаöии
свойства M

2
-проäоëжиìости, привеäеì ее конс-

трукöиþ в сеìействе всех линейных непрерывных
операторов, äействуþщих из пространства H

2
 в

L
1
(T, μ, X ) (ее о÷евиäная ìотиваöия — преäëоже-

ние 1); впосëеäствии эта конструкöия приãоäится
(äëя äоказатеëüства преäëожения 3).

Пустü S ∈ ℘
μ
 и P

S, L
: L

1
(T, μ, X ) → L

1
(T, μ, X ) —

оператор виäа: P
S, L

(y)(t) := y(t), есëи t ∈ S и

P
S, L

(y)(t) := 0 ∈ X при t ∈ T \S [20, c. 13]. Оператор

P
S, L

 — ëинейный проектор  = P
S, L

 и про-

странство L
2
(T, μ, X ) ⊂ L

1
(T, μ, X ) инвариантно от-

носитеëüно P
S, L

, ÷то äеëает корректныì рассìот-

рение анаëоãи÷ноãо оператора P
S, H

: H
2
 → H

2
.

Предложение 2 [8]. Пусть E ⊂ H
2
 — линейное мно-

гообразие, инвариантное относительно семейства
проекторов {P

S, H
: S ∈ ℘

μ
} и М*: E → L

1
(T, μ, X ) —

линейный непрерывный оператор. Тогда существует
М

2
-оператор М : H

2 
→ L

1
(T, μ, X ), продолжающий

М* (т. е. М(y) = М*(y), ∀y ∈ E), в том и только в
том случае, если 

М*éP
S, H

(y) = P
S, L

éМ*(y), ∀S ∈ ℘
μ
, ∀y ∈ E, (8)

что означает коммутативность следующей диа-
граммы (рис. 2).

Следствие 3 [8]. Непрерывный линейный опера-
тор M: H

2
 → L

1
(T, μ, X ) является М

2
-оператором

тогда и только тогда, когда для любого S ∈ ℘
μ
 спра-

ведливо

М éP
S, H

(•) = P
S, L

éМ(•). ♦

t
0
t,[ ]
∫

П
u
#

П
u
#

L
1

L
1

PS L,
2

Рис. 2. Диаграмма (к предложению 2) 
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Пустü V ⊂ H
2
 и М#: Span V → L

1
(T, μ, X ) — не-

который ëинейный оператор. Чтобы поëу÷итü с
поìощüþ преäëожения 2 äейственный критерий

проäоëжиìости М# äо М
2
-оператора, необхоäиìо

посëеäоватеëüно:
— расøиритü ëинейнуþ обоëо÷ку Span V äо ëи-

нейноãо ìноãообразия E ⊂ H
2
, инвариантноãо от-

носитеëüно сеìейства проекторов {P
S, H

: S ∈ ℘
μ
};

— построитü äëя оператора М# еãо ëинейное
расøирение М* на образованное ëинейное ìноãо-
образие E;

— показатü непрерывностü оператора М*; 

— проверитü äëя ëинейноãо расøирения М*

выпоëнение усëовия (8). 
Реøение трех посëеäних из пере÷исëенных за-

äа÷ соäержит преäëожение 3, тоãäа как первая из
них — это преäìет анаëиза сëеäуþщей ëеììы. 

Лемма 3. Пусть V ⊂ H
2
 и E := Span{P

S, H
(y):

S ∈ ℘
μ
, y ∈ Span V }. Тогда:

а) E — наименьшее линейное множество в H
2
, со-

держащее Span V и инвариантное относительно се-
мейства проекторов {P

S, H
: S ∈ ℘

μ
}; 

б) если y ∈ E, то найдется натуральное k такое,
что существуют y

1
, ..., y

k 
⊂ Span V и S

1
, ..., S

k 
∈ ℘

μ

такие, что y = P
Si, H

(y
i
), S

i 
∩ S

j 
= ∅, i ≠ j

(i, j = 1, ..., k). 
Замечание 3. В ãеоìетри÷ескоì разëожении

y = P
Si, H

(y
i
) ìожно с÷итатü, ÷то S

i
 ис÷ер-

пывает весü интерваë T, поскоëüку есëи S
i
 —

собственное поäìножество интерваëа T, то, обоз-
на÷ив ÷ерез S

i + 1
 ìножество T \ S

i
, и приняв

y
i + 1 

≡ 0, поëу÷аеì разëожение вектор-функöии

y =  (y
i
), S

i 
= T. Такиì об-

разоì, äаëее приìеì, ÷то в преäставëении y =

=  (y
i
) поäìножества S

1
, ..., S

k 
∈ ℘

μ
 об-

разуþт äизъþнктное разбиение вреìенноãо интер-
ваëа Т.

До к а з а т е ë ü с т в о  ëеììы 3. (а) Инвариантностü
(и ìиниìаëüностü) ëинейноãо ìножества E сëеäует из
впоëне прозра÷ноãо соотноøения P

S*, H
éP

S**, H
 = P

S* ∩ S**, H
.

(б) Доказатеëüство этоãо утвержäения провеäеì ин-
äукöией по ÷исëу k в сëеäуþщеì преäставëении: y ∈ E,

y = (y
i
), S

i 
∈ ℘

μ
, y

i 
∈ Span V, i = 1, ..., k.

Индуктивный шаг. Рассìотриì суììу (y
i
) +

+ P
S*, H

(y*), ãäе S
i 

∩ S
j 
= ∅, i ≠ j, y

i
, y* ∈ Span V,

i, j = 1, ..., k. Поëожиì  := S * ∩ S
i
,  := S

i
\S*,

S''' := S *\ S
i
. Тоãäа поäìножества ,  и S'''

попарно äизъþнктны и, кроìе тоãо, S
i 
=  ∪ ,

S* = S''' ∪ ( ), поэтоìу

(y
i
) = (y

i
) + (y

i
),  1 ≤ i ≤ k,

P
S*, H

(y*) = (y*) + P
S''', H

(y*).

Посëеäние соотноøения позвоëяþт заверøитü äока-
затеëüство:

(y
i
) + P

S*, H
(y*) =

= ( (y
i
) + (y

i
) + (y*)) + P

S''', H
(y*) =

= ( (y
i
 + y*) + (y

i
)) + P

S''', H
(y*). ♦

Леãко виäетü, ÷то äоказатеëüство ëеììы 3 опи-
раëосü искëþ÷итеëüно на структуру ëинейной обо-
ëо÷ки, натянутой на ìножество {P

S, H
(y): S ∈ ℘

μ
,

y ∈ Span V}, которое по факту неëинейно. Это ëþ-
бопытно хотя и не о÷енü важно, важно äруãое —
преäøествуþщая ëеììа вкупе с преäëожениеì 2
позвоëяþт äатü сëеäуþщуþ коìпактнуþ форìуëи-
ровку анаëити÷ескоãо резуëüтата по М

2
-проäоë-

жиìости.

Предложение 3. Пусть V ⊂ H
2
 и М

#: Span V →
→ L

1
(T, μ, X ) — линейный оператор. Тогда для

M
2
-продолжимости оператора М

#
 необходимо и до-

статочно, чтобы в L
2
(T, μ, R) нашлась такая функ-

ция t a ϕ(t) ⋅≥⋅ 0, что

||М#(y)(t)||
X
 ⋅≤⋅ ϕ(t)||y(t)||

U
,  ∀ y ∈ Span V. (9)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. (Необходимо, ⇒). Есëи

M(g, w, q) := Ag + Bw + B#
q — некоторый M

2
-оператор,

проäоëжаþщий М#, то, разуìеется, иìеет ìесто

||М#(y)(t)||
X
 ⋅=⋅ ||M(t)y(t)||

X 
⋅≤⋅ ϕ(t)||y(t)||

U
,  ∀ y ∈ Span V,

ϕ(t) = (||A(t)||  + ||B(t)||  + ||B#(t)|| )1/2;

из сказанноãо сëеäует, ÷то функöия ϕ принаäëежит
кëассу L

2
(T, μ, R).

(Достаточно, ⇐). Пустü E ⊂ Н
2
 — ëинейное ìноãо-

образие из форìуëировки ëеììы 3. Рассìотриì ëиней-
ный оператор М*: E → L

1
(T, μ, X ), äействуþщий соãëас-

но установки М*(y) := éМ
#(y

i
), ãäе y, y

i
 ∈ E,

S
i

∈ ℘
μ
, 1 ≤ i ≤ k, в сиëу ëеììы 3 и заìе÷ания 3 связаны

сëеäуþщиìи конструкöияìи: 

y = (y
i
),  y

i 
∈ Span V,  S

i 
∩ S

j 
= ∅,  i ≠ j,

S
i 
= T,  i, j = 1, ..., k.

1 i k≤ ≤

∑

1 i k≤ ≤

∑
1 i k≤ ≤

∪

1 i k≤ ≤
∪

1 i k≤ ≤
∪

1 i k 1+≤ ≤

∑ PS
i

H,
1 i k 1+≤ ≤

∪

1 i k≤ ≤

∑ PS
i

H,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

Si' Si''

1 i k≤ ≤
∪ Si' Si''

Si' Si''

1 i k≤ ≤
∪ Si'

PS
i
H, PS

i
H,' PS

i
H'',

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,'

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,' PS

i
H'', PS

i
H,'

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,' PS

i
H'',

L X X,( )

2

L Y X,( )

2

L Z X,( )

2

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
L,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 i k≤ ≤
∪
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Покажеì, ÷то оператор М* опреäеëен корректно,
т. е. еãо зна÷ение от ëþбой вектор-функöии y ∈ E не за-

висит от преäставëения y = (y
i
). 

Пустü y ∈ E и y = (y
i
) = (y

j
), ãäе

{S
i
}
i = 1, ..., k

 и {S
j
}
j = 1, ..., r

 — некоторые фиксированные

äизъþнктные разбиения интерваëа Т, а y
i
, y

j 
∈ Span V,

1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ r. Тоãäа сеìейство поäìножеств
{S

ij
: S

ij
= S

i 
∩ S

j
, 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ r} также образует раз-

биение отрезка Т. Даëее, поëожиì y
ij 
:= y

i
 – y

j
. Так как

y(t) ⋅=⋅ y
i
(t) ⋅=⋅ y

j
(t) в T, то y

ij
(t) ⋅=⋅ 0 на кажäоì S

ij
, по-

этоìу в сиëу (9) ||М#(y
ij
)(t)||

X
 ⋅≤⋅ ϕ(t)||y

ij
(t)||

U
 ⋅=⋅ 0 при

t ∈ S
ij
 и, такиì образоì, М#(y

ij
)(t) ⋅=⋅ 0 в S

ij
. Сëеäо-

ватеëüно, М
#(y

i
)(t) ⋅=⋅ М

#(y
j
)(t), t ∈ S

ij
. Но в этоì

сëу÷ае, обозна÷ив ÷ерез z'(t) := éМ
#(y

i
) и

z''(t) := éМ
#(y

j
), äëя этих функöий поëу÷аеì

öепü равенств z'(t) = М#(y
i
)(t) ⋅=⋅ М#(y

j
)(t) = z''(t), t ∈ S

ij
.

У÷итывая, ÷то систеìа поäìножеств {S
ij
}
1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ r

 об-

разует äизъþнктное разбиение интерваëа Т, прихоäиì к
закëþ÷ениþ, ÷то иìеет ìесто соответствие z'(t) ⋅=⋅ z''(t)
äëя то÷ек из Т, и зна÷ит ëинейный оператор М* опре-
äеëен корректно. 

Дëя äоказатеëüства непрерывности отображения М*,
о÷евиäно, äостато÷но проверитü, ÷то äëя М* справеäëи-
во соотноøение (9) (в этоì сëу÷ае непрерывностü опе-
ратора М* сëеäует из интеãраëüноãо неравенства Геëüäе-

ра). Пустü (как и прежäе) y = (y
i
), y

i 
∈ Span V,

ãäе {S
i
}
i = 1, ..., k

 — разбиение отрезка Т. Тоãäа из М*(y) =

= éМ
#(y

i
) сëеäует, ÷то М*(y)(t) = М#(y

i
)(t),

t ∈ S
i
, откуäа в сиëу (9) äëя y

i
 буäет ||M*(y)(t)||

X 
=

= ||М#(y
i
)(t)||

X 
≤ ϕ(t)||y

i
(t)||

U 
≤ ϕ(t)||y(t)||

U
 μ-по÷ти всþäу в S

i
,

а зна÷ит и äëя μ-по÷ти всех то÷ек интерваëа Т. Дëя за-
верøения äоказатеëüства остается поäтверäитü äëя опе-
ратора М* свойство (8). 

Пустü y ∈ E, y = (y
i
), y

i 
∈ Span V, S

i 
∩ S

j 
= ∅,

i ≠ j, S
i
 = T, i, j = 1, ..., k и S ⊂ T. Тоãäа P

S, H
(y) =

= P
S, H

 é (y
i
) = (y

i
), откуäа в сиëу

конструкöии оператора М*, ввеäенной выøе,

М* é P
S, H

(y) =  é М
#(y

i
)
 
=

= P
S, L

 é  é М#(y
i
)
 
=

= P
S, L

 é  é М#(y
i
)
 
= P

S, L
 é М*(y). ♦ 

Пустü V ⊂ H
2
. Линейноìу оператору М

#:

Span V → L
1
(T, μ, X ) из форìуëировки преäëо-

жения 3 сопоставиì2 неëинейный оператор Φ:
Span V → L(T, μ, R) виäа 

Φ(g, w, q)(t) :=

:= .

Даëее в ãеоìетрии поãëощаþщеãо ìножества
сëеäуеì [14, с. 42]: ìножество Q в векторноì
пространстве L явëяется поглощающим, есëи äëя
ëþбоãо y ∈ L ìожно указатü такое α ∈ (0, ∞),
÷то αy ∈ Q; есëи L — норìированное пространс-
тво, то не тоëüко кажäая оãрани÷енная окрест-
ностü нуëя (п. (a) теореìы 1.15 [19, с. 19]), но и ее
ãраниöа с нуëеì — поãëощаþщее ìножество. Че-
рез suppφ : = {t ∈ T: φ(t)⋅≠⋅0} обозна÷иì носитеëü
функöии φ ∈ L(Т, μ, R); в такой постановке каж-
äый носитеëü опреäеëяется с то÷ностüþ äо ìно-
жества ìеры нуëü. 

Следствие 4. Пусть V ⊂ H
2
, М#: Span V → L

1
(T,

μ, X ) — линейный оператор и Q — некоторое пог-
лощающее множество в Span V. Тогда M

2
-продол-

жимость оператора М
#
 эквивалентна совместному

выполнению условий: 

supp||М#(y)||
X
 ⋅⊂⋅ supp||(y)||

U
,  ∀y ∈ Q; 

∃ϕ ∈ L
2
(T, μ, R): Φ(y)(t) ⋅≤⋅ ϕ(t),  ∀y ∈ Q. 

Замечание 4. В контексте испоëüзования опера-
тора Реëея—Ритöа первое усëовие конструктивно:

пустü М#(y) := dg/dt, y := (g, w, q) ∈ AC(T, X ) Ѕ
Ѕ L

2
(T, μ, Y ) Ѕ L

2
(T, μ, Z ), тоãäа supp||dg/dt ||

X 
⋅⊂⋅

⋅⊂⋅ supp||(g, w, q)||
U
 — пряìое сëеäствие (7). 

4. ÐÀÇÐÅØÈÌÎÑÒÜ ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÎÉ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ
ÄËß ÏÓ×ÊÀ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ Â ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÅ Card N £ ¥ 

Сëеäствие 4 и заìе÷ание 4 навоäят на ìысëü,
÷то ìетоä оператора Реëея—Ритöа ìожет бытü про-
äуктивныì в анаëизе существования реаëизаöий

как нестаöионарных, так и автоноìных (А, В, B#)
2
-

ìоäеëей в обстоятеëüствах Card N ≤ ∞; поэтоìу
сей÷ас поäробно иссëеäуеì соответствуþщее пос-
троение. 

На÷неì с небоëüøоãо уто÷нения поряäковых
свойств пространства L(Т, μ, R). Пустü ≤ 

L 
—

квазиупоряäо÷ение в L(Т, μ, R) такое, ÷то φ
1
 ≤ 

L
 φ

2

äëя φ
1
, φ

2 
∈ L(Т, μ, R) тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 j r≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
L,

1 j r≤ ≤
∑ PS

i
L,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
L,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 i k≤ ≤
∪

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
H,

1 i k≤ ≤
∑ PS S

i
H,∩

1 i k≤ ≤
∑ PS S

i
L,∩

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
L,

1 i k≤ ≤
∑ PS

i
L,

2
 Часто бывает поëезно охарактеризоватü сëожный объект,

опреäеëяеìый ìноãиìи переìенныìи и параìетраìи, с поìо-
щüþ скаëярной функöии. Оператор Ф — приìер такоãо роäа.
Без особой натяжки еãо ìожно назватü обобщенным оператором
Релея—Ритца; в еãо конструкöии нетруäно уãаäатü, как прото-
тип, оператор (6).

||M
#

y( ) t( ) ||X/ y t( ) U есëи y t( ) U 0;≠,

0 есëи y t( ) U, 0.=⎩
⎨
⎧
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φ
1
(t) ·≤· φ

2
(t). Наиìенüøуþ верхнþþ ãранü функ-

öионаëüноãо поäìножества F ⊂ L(Т, μ, R) обоз-
на÷иì sup

L
F, есëи эта ãранü существует äëя F в

структуре квазиупоряäо÷ения ≤
L
. 

Сëеäуþщая теореìа опирается на сëеäствие 4,
нахоäясü в тесной связи с заìе÷аниеì 4, так как

испоëüзует преäставëение оператора М
# в виäе

М
#(g, w, q) = dg/dt, (g, w, q) ∈ Span N, N ⊂ ; äо-

казатеëüство теореìы не привоäиì, оно — пряìая
коìпиëяöия отìе÷енных тоëüко ÷то поëожений и
теореìы 2 [13]. 

Теорема 2. Пусть N ⊂ , Q — некоторое пог-

лощающее множество в Span N и Ψ — оператор
Релея—Ритца. Тогда задача реализации разрешима
в постановке 

∃ (А, В, B#) ∈ L
2
: dx/dt = Ax + Bu + B#

u
#(x),

∀(x, u, u#(x)) ∈ N, 

в том и только в том случае, если имеет место одно
(любое) из условий 

∃ ϕ ∈ L
2
(T, μ, R): Ψ(g, w, q) ≤ 

L
ϕ, ∀(g, w, q) ∈ Q; 

∃ sup
L
Ψ(Q) & ∃ ϕ ∈ L

2
(T, μ, R): sup

L
Ψ(Q) ≤

L 
ϕ. 

Замечание 5. Существует — сì. п. б) теореìы 17
[23, c. 68] — с÷етное поäìножество Q* ⊂ Q, та-
кое, ÷то äëя второãо усëовия теореìы 2 функöиþ
φ := sup

L
Ψ(Q) опреäеëяет сëеäуþщая sup-конс-

трукöия 

t a φ(t) = sup{Ψ(g, w, q)(t) ∈ R: (g, w, q) ∈ Q*}. 

Заìетиì, ÷то äаже 1 < Card N < ∞ вëе÷ет Card
Q — ìощностü континууìа; это поëожение отëи-
÷ает теореìу 1 (коãäа Card N = 1) от теореì 2—4 и
äопоëнитеëüно ìотивирует заäа÷у инвариантноãо
расøирения реаëизаöии из [13]. ♦ 

Моäеëü (А, В, B#) ∈ L
2
 из теореìы 2 не обязана

бытü автоноìной, поэтоìу ниже соеäиниì преä-
ставëение функöии ϕ с поискоì ответа на вопрос:
какой виä иìеет верхняя оöенка sup

L
Ψ(Q), есëи

(А, В, B#)
2
-ìоäеëü в реаëизаöии N автоноìная? 

Преäставëение функöии ϕ, связанное с ответоì
на поставëенный вопрос, еäва ëи не о÷евиäно из
свойства б) в форìуëировке теореìы 1. 

Теорема 3. Пусть N ⊂ П
u
# — поведение D-сис-

темы, Q — поглощающее множество в Span N, Ψ —
оператор Релея—Ритца и χ

Т
 — характеристическая

функция интервала T. Тогда задача дифференциаль-
ной реализации в постановке 

∃ (А, В, B#) ∈ L(X, X ) Ѕ L(Y, X ) Ѕ L(Z, X ):

dx/dt = Ax + Bu + B#
u

#(x), ∀(x, u, u#(x)) ∈ N

имеет решение только в том случае, если отыщется
такое число c > 0, что

Ψ(g, w, q) ≤ 
L 

cχ
Т
, ∀(g, w, q) ∈ Q.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Есëи (А, В, B#) — некоторая ав-

тоноìная (А, В, B
#)

2
-ìоäеëü, äëя которой К-реøения

уравнения (1) соäержат сеìейство проöессов N, то

dg(t)/dt ⋅=⋅ Ag(t) + Bw(t) + B#
q(t), ∀(g, w, q) ∈ Q ⇒

⇒ ||dg(t)/dt ||
X
 ⋅≤⋅ ||A ||

L(X, X )
||g(t)||

X
 + ||B ||

L(Y, X)
||w(t)||

Y
 +

+ ||B#||
L(Z, X )

||q(t)||
Z
, ∀(g, w, q) ∈ Q ⇒

⇒ Ψ(g, w, q)(t) ⋅≤⋅ (||A ||  + ||B ||  +

+ ||B#|| )1/2 =: c ∈ (0, ∞),  ∀(g, w, q) ∈ Q. ♦ 

Теореìа 3 не иìеет обращения и такиì обра-
зоì äает паëëиативное реøение заäа÷и реаëиза-
öии в кëассе уравнений (1). Поэтоìу выясниì, ка-
кие требуется внести коррективы с öеëüþ поëной
разреøиìости äанной заäа÷и реаëизаöии.

Сëеäуя утвержäениþ ëеììы 3, ìиниìаëüное ëи-
нейное ìноãообразие E

N
, соäержащее N и инвари-

антное относитеëüно сеìейства проекторов {P
S, H

:

S ∈ ℘
µ
}, иìеет преäставëение E

N 
:= Span{P

S, H
(y):

S ∈ ℘
µ
, y ∈ Span N}; уäобное совпаäение: заìы-

кание [E
N
] ìножества E

N
 в H

2
 ëинейно (пункт (с)

теореìы 1.13 [19, c. 18]) и инвариантно относи-
теëüно проекторов из {P

S, H
: S ∈ ℘

µ
}. Даëее, пустü

ω
N 

:= J⏐E
N
, ϖ

N 
:= J⏐[E

N
], D

N 
:= Im ϖ

N
 (образ опе-

ратора ϖ
N
). Сëеäуþщая ëеììа обобщает ëеììу 2

и сëеäствие 1 (äоказатеëüство анаëоãи÷но вывоäу
ëеììы 2).

Лемма 4. D
N
 — множество второй категории в

себе (с топологией, индуцированной из U ). Оператор
ϖ

N 
: [E

N
] → D

N
 — открытое отображение. ♦

Разбереì теперü, как äействует сужение ξ
2
-ìо-

äеëи ξ
N
: E

N
 → X в преäпоëожении, ÷то ξ

2
-ìоäеëü

существует в контексте общеãо реøения заäа÷и ре-

аëизаöии сеìейства N ⊂  (терìин «общеãо» оз-

на÷ает, ÷то (А, В, B#)
2
-ìоäеëü реаëизаöии не обя-

зана бытü автоноìной). С этой öеëüþ ввеäеì в
рассìотрение ëинейный оператор ζ

N
: E

N
 → X, яв-

ëяþщийся аëãебраи÷ескиì расøирениеì с {P
S, H

(y):

S ∈ ℘
µ
, y ∈ Span N} на E

N 
⊂ H

2
 оператора, осу-

ществëяþщеãо P
S, H

(y) a (dg(τ)/dτ)μ(dτ), ãäе y =

= (g, w, q) ∈ Span N, S ∈ ℘
µ
. В общеì сëу÷ае не

факт, ÷то оператор ζ
N
 явëяется непрерывныì3, бо-

ëее тоãо, непрерывностü ζ
N
 — эквиваëент сущест-

вования ξ
N
, поскоëüку в этоì сëу÷ае форìуëа (8) —

это эквиваëент равенства ζ
N
(y) = ξ

N
(y), y ∈ E

N

(сëеäствие свойства (3) [14, c. 32]). Теперü саìое

П
u
#

П
u
#

3
 Поä÷еркнеì, ÷то топоëоãи÷еская структура ëинейноãо

ìноãообразия E
N
 инäуöирована из H

2
.

L X X,( )

2
L Y X,( )

2

L Z X,( )

2

П
u
#

S
∫
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вреìя поäвести итоã: оператор ζ
N
 непрерывен вся-

кий раз, коãäа преäъявëенное сеìейство проöес-
сов N таково, ÷то существует интеãраëüный опе-
ратор ξ

N
. В такой постановке ÷ерез η

N
 обозна÷иì

ëинейное непрерывное распространение ζ
N
 на [E

N
]

(теореìа 8.4.1 [21, c. 211]). Сëеäуþщая теореìа пере-
крывает теореìы 1, 3; конструкöии Q и Ψ прежние. 

Теорема 4. Семейство процессов N ⊂  харак-

теризуется К-решениями некоторого уравнения (1) в
том и только в том случае, если 

Ker ω
N

 ⊂ Ker ζ
N 

и, кроме того, найдется такое вещественное c > 0,
что справедливо условие а): 

Ψ(g, w, q) ≤
L
 cχ

Т
, ∀(g, w, q) ∈ Q, 

или, что равносильно, условие б):

ν_(S) ≤ c(μ(S))1/2(ν(S))1/2,

ν(S) := (||g(τ)||  + ||w(τ)||  + ||q(τ)|| )μ(dτ), 

ν_(S) := ||dg(τ)/dτ||
X 

μ(dτ), 

∀S ∈ ℘
µ
, ∀(g, w, q) ∈ Q. 

При этом дифференциальная реализация (1) ди-
намических процессов N будет единственной тогда и
только тогда, когда Im ϖ

N
 = U. 

Замечание 6. Кажäое из свойств а) иëи б) в
äействитеëüности эквиваëентно существованиþ
квазиëинейной (возìожно нестаöионарной) реа-
ëизаöии сеìейства проöессов N, и äëя кажäоãо из
них естü разëи÷ные ìетоäоëоãи÷еские основания
иìенно еãо принятü за анаëити÷ескуþ основу в
зависиìости от контекста реøаеìой заäа÷и ìоäе-
ëирования. При этоì необхоäиìо оãоворитüся,
÷то теореìа 4 не своäится к «ìехани÷ескоìу» рас-
øирениþ теореìы 3 по той простой при÷ине, ÷то
автоноìностü «в ÷истоì виäе», т. е. без свойства

оãрани÷енности операторов А, В, B# в структуре

(А, В, B#)-ìоäеëи äифференöиаëüной реаëизаöии
(1), характеризует вëожение Ker ω

N 
⊂ Ker ζ

N
, тоãäа

как свойство а) (равносиëüно б)) характеризует
признак оãрани÷енности äанных операторов; в си-
ëу этоãо поëожения в коне÷ноìерных D-систеìах
позиöии а) и б) ìожно опуститü.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  теореìы 4. Не буäет преувеëи-
÷ениеì сказатü, ÷то äоказатеëüствоì уже по существу
распоëаãаеì; еãо наибоëее прозра÷ный способ äостав-
ëяет пряìая (и от тоãо впоëне рутинная) ìоäификаöия
вывоäа теореìы 1 с заìеной в выкëаäках ìножества D
на D

N
, а поäпространства Ω на [E

N
], соответственно,

оператора k на ϖ
N
, а ζ на η

N
. Все возìожные затруäне-

ния при трансфорìировании вывоäа теореìы 1 к äока-
затеëüству теореìы 4 сниìаþтся, как тоëüко заìе÷аеì,
÷то, во-первых, осуществëяется а) ⇔ б) (сì. на÷аëо äо-

казатеëüства теореìы 1), во-вторых, установëение тео-
реìы 4 своäится, ступая по÷ти «сëеä в сëеä» вывоäу те-
ореìы 1, к поäтвержäениþ коììутативности äиаãраììы
(с у÷етоì поправок из äоказатеëüства иäенти÷ной тео-
реìы 1), преäставëенной на рис. 3.

Такиì образоì, все, ÷то наì нужно — это установитü
эквиваëентностü äвух вкëþ÷ений (вызванных перехо-
äоì от ìноãообразия E

N
 к еãо заìыканиþ [E

N
]):

Ker ω
N
 ⊂ Ker ζ

N
 ⇔ Ker ϖ

N
 ⊂ Ker η

N
.

С у÷етоì сäеëанных ранее построений Ker ϖ
N

 ⊂

⊂ Ker η
N
 ⇒ Ker ω

N

 ⊂ Ker ζ
N
 — резуëüтат поëожения, ÷то

операторы ϖ
N
 и η

N
 сутü ëинейные расøирения ω

N
 и ζ

N
.

Наоборот, Ker ω
N

 ⊂ Ker ζ
N
 ⇒ Ker ϖ

N

 ⊂ Ker η
N
 — пряìое

сëеäствие непрерывности отображений ω
N
 и ζ

N
 (äëя ζ

N

это сëеäствие выпоëнение усëовия а) иëи б)). ♦

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В истории естествознания пробëеìы «опти-
ìизаöии аäекватности» ìатеìати÷еских ìоäеëей,
описываþщих набëþäаеìые физи÷еские проöес-

сы, всеãäа быëи öентраëüныìи4. В этоì контексте
ëþбая обëастü науки, связанная с ìатеìати÷ескиì
ìоäеëированиеì, старается выработатü соответст-
вуþщий анаëити÷еский аппарат, в ÷астности, кон-
öепöия аäаптивноãо управëения [1, c. 64] привеëа
к постановкаì реаëизаöии/иäентификаöии сис-
теì, в которых первыì øаãоì иссëеäования явëя-
ется заäа÷а существования апостериорной ìатеìа-
ти÷еской ìоäеëи иссëеäуеìоãо объекта в заäанноì
кëассе уравнений [1, c. 356]. Поэтоìу в работе не
ставиëисü вопросы построения конкретных про-
öеäур äифференöиаëüной реаëизаöии; важностü
äанных вопросов не поäверãается соìнениþ, так,
наприìер, в работе [10] спеöиаëизированы резуëü-
таты структурно-параìетри÷еской иäентификаöии
на сëу÷ай неëинейноãо позиöионноãо управëения
при непоëноì изìерении вектора состояния, в ра-
боте [5] — на сëу÷ай иäентификаöии ÷асти спектра
эëëипти÷ескоãо оператора воëновоãо äинаìи÷ес-
коãо проöесса норìаëüно-ãипербоëи÷ескоãо типа. 

Изëоженные в статüе иäеи ìожно развитü в не-
скоëüких направëениях теорети÷еских изысканий

П
u
#

S
∫ X

2
Y
2

Z
2

S
∫

4 Достато÷но упоìянутü «Аëüìаãест» Птоëеìея и законы
Кепëера.

 Рис. 3. Диаграмма (к доказательству теоремы 4)
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по ка÷ественноìу анаëизу вопросов существова-
ния äифференöиаëüных реаëизаöий непрерывных
квазиëинейных систеì: 

— систеìы с неоãрани÷енныì интерваëоì вре-
ìени Т [24]; 

— ãипербоëи÷еские систеìы [20, с. 456] (эта за-
äа÷а естественно появëяется в связи со ìноãиìи
вопросаìи прикëаäной теории реаëизаöии [5, 22]);

— М
p
-проäоëжиìостü и äифференöиаëüные

систеìы с (А, В, B#)
p
-ìоäеëяìи из L

p
, p ∈ (1, ∞),

вкëþ÷ая квазиëинейные систеìы с запазäывания-
ìи τ

1
, τ

2
, ..., τ

k
 при преäставëении в уравнении (1)

соответствуþщеãо закона u#(x(t – τ
1
), x(t – τ

2
), ...,

x(t – τ
k
));

— квазиëинейные äифференöиаëüные вкëþ-
÷ения [25] в банаховоì пространстве X, коãäа

u
#(x(t)) ⊂ Z иëи u#(t, x(t)) ⊂ Z — непустые, не обя-

затеëüно выпукëые, коìпактные ìножества при
кажäых (t, x(t)) ∈ T Ѕ X;

— параäиãìы апостериорноãо ìатеìати÷еско-
ãо ìоäеëирования (структурно-параìетри÷еской
иäентификаöии) неëинейных позиöионных зако-

нов u#(x) в контексте выпоëнения теореì 2 и 4 с
приëожениеì к заäа÷аì восстановëения внутрен-
них исто÷ников/стоков эëëиптико-псевäопарабо-
ëи÷еских систеì [26] на базе их неëинейной äиф-
ференöиаëüной аппроксиìаöии [27, с. 392]. 
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ÀÄÀÏÒÈÂÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ 
ÍÅÌÈÍÈÌÀËÜÍÎ-ÔÀÇÎÂÛÌÈ ÎÁÚÅÊÒÀÌÈ 

ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÃÎ ÊËÀÑÑÀ1

È.Á. Ôóðòàò 

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Оäниì из фунäаìентаëüных преäпоëожений
при реøении заäа÷и управëения объектоì в усëо-
вии неопреäеëенности, коãäа äоступны изìерениþ
тоëüко скаëярные вхоä и выхоä объекта, явëяется
преäпоëожение о еãо ìиниìаëüно-фазовости. Ос-
новная при÷ина требования ìиниìаëüно-фазо-
вости объекта при аäаптивноì иëи робастноì уп-
равëении состоит в построении устой÷ивоãо реãу-
ëятора (сì. наприìер, работу [1]).

На сеãоäняøний äенü преäëожено ìаëо реøе-
ний пробëеìы управëения неìиниìаëüно-фазо-
выìи объектаìи со скаëярныìи вхоäоì и выхоäоì
в усëовии неопреäеëенности. Так, äëя управëения
такиì кëассоì объектов в работе [2] испоëüзуется
ìетоä øунтирования. Оäнако, приìенение ìето-
äа [2] ìожет бытü тоëüко äëя ëинейных устой÷и-
вых объектов. При÷еì в усëовиях возìущений ìе-
тоä [2] не всеãäа оказывается эффективныì из-за
реãуëирования по расøиренноìу сиãнаëу. В рабо-
те [3] преäëожен посëеäоватеëüный коìпенсатор,
который позвоëяет поëу÷итü расøиреннуþ ìоäеëü
объекта с векторныì управëениеì. Анаëоãи÷ное

реøение преäëожено также в работе [4]. Оäнако
работы [3, 4] эффективны ëиøü äëя стабиëизаöии
объекта, который не поäвержен возäействиþ вне-
øних неконтроëируеìых возìущений. 

В статüе преäëожено реøение заäа÷и аäаптив-
ноãо управëения опреäеëенныì кëассоì неìини-
ìаëüно-фазовых объектов. При реøении поëаãа-
ется, ÷то в объекте управëения äоступны изìере-
ниþ тоëüко скаëярные вхоä и выхоä объекта. Дëя
синтеза закона управëения испоëüзуется ìоäифи-
öированный аëãоритì аäаптаöии высокоãо по-
ряäка [5]. Поëу÷енная систеìа управëения обес-
пе÷ивает сëежение выхоäа объекта за этаëонныì
сиãнаëоì с требуеìой то÷ностüþ. Поëу÷ены усëо-
вия, зависящие от параìетров объекта и систеìы
управëения, при выпоëнении которых аëãоритì,
разработанный äëя ìиниìаëüно-фазовых систеì,
работоспособен и äëя неìиниìаëüно-фазовых
объектов. Реøение обобщается äëя управëения
объектаìи с запазäываниеì по состояниþ. Приве-
äены ÷исëенные приìеры, иëëþстрируþщие ра-
ботоспособностü аëãоритìа. 

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì ëинейный объект управëения, äи-
наìи÷еские проöессы в котороì описываþтся
äифференöиаëüныì уравнениеì

Q(p)y(t) = kR(p)u(t),  pi
y(0) = y

i
,  i = 1, ..., n, (1)

Рассìотрена заäа÷а аäаптивноãо управëения с этаëонной ìоäеëüþ опреäеëенныì кëас-
соì неìиниìаëüно-фазовых систеì. Преäпоëожено, ÷то изìерениþ äоступны тоëüко
скаëярные вхоä и выхоä объекта. Поëу÷ены усëовия, зависящие от параìетров ìоäеëи
объекта и систеìы управëения, при которых аëãоритì управëения, разработанный äëя
ìиниìаëüно-фазовых объектов, работоспособен äëя неìиниìаëüно-фазовых систеì.
Поëу÷енные реøения обобщены äëя управëения объектаìи с запазäываниеì по состо-
яниþ. Привеäены приìеры ìоäеëирования. 

Ключевые слова: неìиниìаëüно-фазовый объект, аäаптивное управëение, синãуëярно возìущенная
систеìа. 

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(ãрант № 12-08-01183-а), а также в раìках ФЦП «Нау÷ные и
нау÷но-пеäаãоãи÷еские каäры инноваöионной России» на
2009—2013 ãã., выпоëняеìой в ИПМаø РАН (соãëаøения
№ 8846, № 8855) и НИУ ИТМО (соãëаøения 14.B37.21.0871,
14.B37.21.1480). 
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ãäе y(t) и u(t) — скаëярные выхоä объекта и сиãнаë
управëения соответственно, Q(p) и R(p) — ëиней-
ные норìированные äифференöиаëüные опера-
торы, p = d/dt — оператор äифференöирования,
k > 0 — неизвестный коэффиöиент, y

i
 — неизве-

стные на÷аëüные усëовия. 

Ка÷ество проöессов по выхоäу опреäеëиì эта-
ëонной ìоäеëüþ 

Q
m
(p)y

m
(t) = k

m
r(t). (2)

Зäесü y
m
(t) — выхоä этаëонной ìоäеëи, r(t) — оã-

рани÷енное заäаþщее возäействие, Q
m
(p) — извес-

тный ëинейный норìированный äифференöиаëü-
ный оператор с постоянныìи коэффиöиентаìи,
k

m
 > 0 — известный коэффиöиент. 

Предположения. 1. Коэффиöиенты операторов
Q(p) и R(p) и коэффиöиент k — неизвестные ÷ис-
ëа, зависящие от вектора неизвестных параìетров
ϑ ∈ Ξ, ãäе Ξ — известное заìкнутое ìножество воз-
ìожных зна÷ений äанных коэффиöиентов. 2. Из-
вестны deg Q(p) = deg Q

m
(p) = n, deg R(p) = m, от-

носитеëüная степенü γ = n – m > 1. 3. Мноãо÷ëен
Q

m
(λ) — ãурвиöев, ãäе λ — коìпëексная переìен-

ная. 4. В систеìе управëения не äоступны изìере-
ниþ произвоäные сиãнаëов y(t) и r(t). ♦ 

Цеëü управëения состоит в поиске закона ре-
ãуëирования, обеспе÷иваþщеãо оãрани÷енностü
всех сиãнаëов в заìкнутой систеìе и выпоëнение
öеëевоãо усëовия 

|y(t) – y
m
(t)| < δ при t ≥ T (3)

äëя всех ϑ ∈ Ξ, ãäе T > 0 — вреìя, на÷иная с ко-
тороãо äоëжно бытü выпоëнено неравенство (3),
δ > 0 — ìаëое ÷исëо. 

2. ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß

Преäставиì оператор R(p) в виäе произвеäения 

R(p) = R+(p)R–(p), (4)

ãäе R+(λ) и R–(λ) — операторы с поëожитеëüныìи
и отриöатеëüныìи вещественныìи ÷астяìи кор-

ней соответственно, deg R+(p) = m
1
, deg R–(p) = m

2
.

Преäпоëожиì, ÷то оператор R+(p) ìожно преäста-
витü в виäе сëеäуþщей суììы 

R
+(p) = R

0
(p) + θpΔR

0
(p), (5)

ãäе R
0
(λ) — произвоëüный известный ãурвиöевый

ìноãо÷ëен, deg R
0
(p) = m

1
, θ > 0 — ìаëый пара-

ìетр. Поäставиì форìуëы (4) и (5) в уравнение (1)
и перепиøеì еãо в виäе 

Q(p)y(t) = kR
–(p)R

0
(p) u(t). (6)

Преобразуеì ìоäеëü (6) к форìе уравнений со-
стояний:

(t) = Ax(t) + B(u(t) + σ(t)),  y(t) = L
1
x(t),

(t) = Fz(t) + N (t),  σ(t) = L
2
z(t), (7)

ãäе x(t) ∈ Rn, z(t) ∈  — векторы состояния ìеä-
ëенных и быстрых составëяþщих соответственно,
A, B, F, N, L

1
 и L

2
 — ÷исëовые ìатриöы, поëу-

÷енные при перехоäе от уравнения (6) к уравне-
нияì (7). При σ(t) = 0 переäато÷ная функöия пер-
воãо уравнения систеìы (7) соäержит тоëüко отри-
öатеëüные нуëи, так как A, B и L

1
 зависят от

коэффиöиентов устой÷ивых ìноãо÷ëенов Q(λ) и

kR
–(λ)R

0
(λ). Переäато÷ная функöия второãо урав-

нения систеìы (7) соäержит поëожитеëüные нуëи,
поскоëüку F, N и L

2
 зависят от коэффиöиентов

устой÷ивоãо R
0
(λ) и неустой÷ивоãо ΔR

0
(λ) ìноãо-

÷ëенов. Выясниì, какиì äоëжно бытü возìуще-
ние σ(t), ÷тобы повеäение систеìы (7) быëо бы
бëизко к ее повеäениþ при σ(t) = 0. Дëя этоãо вос-
поëüзуеìся первой ëеììой [6], в соответствии с
которой перепиøеì систеìу (7) в виäе

(t) = Ax(t) + B(u(t) + σ(t)),  y(t) = L
1
x(t),

θ
1

(t) = Fz(t) + θ
2
N (t),  σ(t) = L

2
z(t).

Соãëасно ëеììе [6], рассìотриì сна÷аëа реäу-
öированнуþ ìоäеëü посëеäней систеìы при θ

2
 = 0:

(t) = Ax(t) + B(u(t) + (t)),  y(t) = L
1
x(t),

(t) = F (t),  (t) = L
2

(t). (8)

О÷евиäно, ÷то второе уравнение (8) асиìптоти-
÷ески устой÷иво, так как ìатриöа F — ãурвиöева
(в сиëу ãурвиöевости поëиноìа R

0
(λ)) и θ

1
 > 0.

Преобразуеì первое уравнение систеìы (8) к виäу

Q(p)y(t) = kR
–(p)R

0
(p)[u(t) + (t)]. (9)

Преäставиì операторы R–(p)R
0
(p) и Q(p) в виäе

суìì:

R
–(p)R

0
(p) = 1 + ΔR(p),

Q(p) = Q
m
(p) + ΔQ(p). (10)

1
θpΔR0 p( )

R0 p( )
-------------------------+

x·

z·
1
θ
--- u·

R
m
1

x·

z· u·

x· σ

z
· 1

θ1

----- z σ z

σ
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Зäесü ΔR(p) и ΔQ(p) — остатки разëожения,
deg ΔQ(p) < n, deg ΔR(p) = m. Приниìая во вниìа-
ние выражения (2), (9) и (10), сфорìируеì оøибку
сëежения e(t) = y(t) – y

m
(t) в виäе

Q
m
(p)e(t) = k u(t) + ΔR(p)u(t) –

– y(t) – r(t)  + ϕ(t), (11)

ãäе Q
m
(p)ϕ(t) = R–(p)R

0
(p) (t), ϕ(t) — экспоненöи-

аëüно убываþщая функöия в сиëу ãурвиöевости
ìноãо÷ëена Q

m
(λ) и асиìптоти÷еской устой÷ивос-

ти второãо уравнения систеìы (8).

Дëя синтеза закона управëения, необхоäиìоãо
äëя выпоëнения öеëи управëения (3), ìожно вос-
поëüзоватüся ëþбыì из существуþщих аëãоритìов
управëения объектаìи в усëовии неопреäеëеннос-
ти (сì., наприìер, книãу [1]). Приìениì ìоäифи-
öированный аëãоритì аäаптаöии высокоãо поряä-
ка [5]. В соответствии с работой [5], заäаäиì закон
управëения u(t) в виäе

u(t) = T(p) (t) = Tξ(t),  v(t) = cT(t)w(t), (12)

ãäе T(p) — ëинейный äифференöиаëüный опера-
тор, поëиноì T(λ) — ãурвиöев, deg T(p) = n – 1,

(t) — оöенка вспоìоãатеëüноãо управëяþщеãо
возäействия v(t), T — ìатриöа-строка, составëен-

ная из коэффиöиентов оператора T(p), ξ(t) = [ (t),

(t), ..., (t)]T, c(t) — вектор настраиваеìых па-

раìетров, w(t) = [ (t), (t), y(t), v
r
(t)]T — вектор

реãрессии, сфорìированный с поìощüþ фиëüтров 

(t) = KV
u
(t) + bu(t),  V

u
(0) = 0;

(t) = KV
y
(t) + by(t),  V

y
(0) = 0;

(t) = KV
r
(t) + br(t),  v

r
(t) = LV

r
(t),

V
r
(0) = 0. (13)

Зäесü V
u
(t), V

y
(t), V

r
(t) ∈ Rn – 1 — векторы состояния

фиëüтров, K — ìатриöа в форìе Фробениуса с ха-

рактеристи÷ескиì ìноãо÷ëеноì T(λ), b = [0, ..., 0, 1]T

и L = [1, 0, ..., 0] — вектор и ìатриöа соответству-
þщих разìерностей. 

Приниìая во вниìание выражения (12) и (13),
уравнение оøибки сëежения (11) преобразуеì к
виäу 

Q
m
(p)e(t) = kT(p)[(c(t) – c

0
)Tw(t) +

+ (t) – v(t)] + ϕ(t),

ãäе с
0
 — вектор неизвестных параìетров, завися-

щий от коэффиöиентов операторов ΔR(p), ΔQ(p)/k
и отноøения k

m
/k. Дëя реаëизаöии закона управ-

ëения (12) ввеäеì набëþäатеëü [7]: 

(t) = G
0
ξ(t) + D

0
( (t) – v(t)),  (t) = Lξ(t),
ξ(0) = 0. (14)

Зäесü ξ(t) ∈ Rn, G
0
 = , I

n – 1
 — кваäратная

еäини÷ная ìатриöа поряäка n – 1 (зäесü и äаëее I
t

озна÷ает кваäратнуþ еäини÷нуþ ìатриöу поряäка t),

D
0
 = –[d

1
μ–1, d

2
μ–2, ..., d

n
μ–n]T, μ > 0 — äостато÷но

ìаëая веëи÷ина, зна÷ения d
1
, ..., d

n
 выбираþтся

из усëовий ãурвиöевости ìатриöы G = G
0
 – L,

= [d
1
, d

2
, ..., d

n
]T. 

Ввеäеì в рассìотрение вектор оøибки оöенки

произвоäных (t) = Γ–1[ξ(t) – ς(t)], Γ = diag{μn – 1,

μn – 2, ..., μ, 1}, ς(t) = [v(t), (t), ..., v(n – 1)(t)]T. Взяв

произвоäнуþ по вреìени от (t), с у÷етоì выра-

жения (14) поëу÷иì 

(t) = μ–1
G (t) + bv(n + 1)(t),

(t) – v(t) = μn – 1
L (t).

Преобразуеì посëеäнþþ систеìу относитеëüно
выхоäной переìенной:

(t) = μ–1
Gη(t) + (t),

(t) – v(t) = μn – 1
Lη(t), (15)

ãäе η
i
(t) = (t) – μi – n

v
(i)(t), i = 2, ..., n – 1,

η
1
(t) = (t),  = [μ1 – n, 0, ..., 0]T. Приниìая во

вниìание форìуëы (15), преобразуеì уравнение
оøибки (11) к форìе 

Q
m
(p)e(t) = kT(p)[(c(t) – c

0
)Tw(t) +

+ μn – 1
Lη(t)] + ϕ(t), (6)

Утверждение 1. Пусть выполнены условия
предположений 1—4. Тогда существуют матрица

Λ = ΛT > 0 и числа α > 0, μ
0
 > 0 такие, что при

μ < μ
0
 и θ

2
 = 0 система (12)—(16), вместе с алго-

ритмом адаптации 

(t) = –Λe(t)w(t) – αc(t),  c(0) = c
0
, (17)

диссипативна и выполнено целевое условие (3). ♦
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Поскоëüку ϕ(t) — оãрани÷енная затухаþщая
функöия, то äоказатеëüство работоспособности
реäуöированной систеìы (12)—(17) анаëоãи÷но
äоказатеëüству в работе [5]. 

Оäнако, из постановки заäа÷и, объект управëе-
ния (1) ìожет бытü неìиниìаëüно-фазовыì. По-
этоìу поëу÷иì усëовия работоспособности аëãо-
ритìа (12)—(14) äëя исхоäной (нереäуöирован-
ной) ìоäеëи (7). 

Ввеäеì вектор откëонений Δz(t) = z(t) – (t) äëя
быстрых составëяþщих (7) и (8):

Δ (t) = FΔz(t) + N (t),  Δσ(t) = L
2
Δz(t). (18)

Тоãäа уравнение оøибки сëежения e(t), запи-
санной в форìе уравнений состояния, буäет вы-
ãëяäетü как 

(t) = A
m

ε(t) + kB
m
[(c(t) – c

0
)Tw(t) + μn – 1

Lη(t)] +

+ B
m1

ψ(t), e(t) = Lε(t). (19)

Зäесü ε(t) ∈ Rn, A
m
, B

m
 и B

m1
 — ÷исëовые ìат-

риöы, поëу÷енные при перехоäе от уравнения
(16) к уравнениþ (19) с у÷етоì резуëüтатов (18) и

Q
m
(p)ψ(t) = R–(p)R

0
(p)σ(t). 

Утверждение 2. Пусть выполнены условия пред-
положений 1—4. Существуют числа μ > 0 и θ

0
 > 0

такие, что решениями матричных неравенств: 

H
1
 + H

1
A

m
 + 2 μ2n – 2

H
1
B

m
L(H

1
B

m
L)T +

+ H
1
B

m1
(H

1
B

m1
)T m –Q

1
,

F
T
H

2
 + H

2
F + H

2
NTG

0
(H

2
NTG

0
)T +

+ 2θ
0
μ2n – 2

H
2
NTD

0
L(H

2
NTD

0
L)T m –Q

2
,

G
T
H

3
 + H

3
G + 4μI

n
 + 2H

2
(H

2
)T m –Q

3
(20)

являются положительно определенные матрицы

H
1
, H

2
 и H

3
, где Q

1
 =  > 0, Q

2
 =  > 0,

Q
3

= > 0, k m . Тогда при θ < θ
0
 система

(12)—(14), (18), (19) диссипативна и выполнено це-
левое условие (3).

3. ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÄËß ÎÁÚÅÊÒÎÂ Ñ ÇÀÏÀÇÄÛÂÀÍÈÅÌ
ÏÎ ÑÎÑÒÎßÍÈÞ

Пустü объект управëения описывается уравне-
ниеì: 

Q(p)y(t) + F(p)y(t – τ) = kR(p)u(t),

p
i
y(0) = y

i
,  i = 1, ..., n, (21)

ãäе все обозна÷ения иìеþт тот же сìысë, ÷то и в
уравнении (1), F(p) — ëинейный äифференöиаëü-
ный оператор, коэффиöиенты котороãо зависят от
вектора неизвестных параìетров ϑ ∈ Ξ, deg F(p) < n,
τ > 0 — известное вреìя запазäывания. 

Этаëонная ìоäеëü опреäеëена уравнениеì (2).
Цеëü управëения состоит в синтезе непрерывноãо
закона управëения, обеспе÷иваþщеãо выпоëнение
öеëевоãо усëовия (3).

Приìенив проöеäуру (4), (5), (10) к уравнениþ
(21), поëу÷иì

Q
m
(p)e(t) = k u(t) + ΔR(p)u(t) – y(t) –

– y(t – τ) – r(t)  + ϕ(t). (22)

Закон управëения заäаäиì в виäе (12), ãäе
тоëüко вектор реãрессии форìируется как

w(t) = [ (t), (t), (t), y(t – τ), y(t), v
r
(t)]T, а

вектор V
τ
(t) явëяется реøениеì уравнения

(t) = KV
τ
(t) + by(t – τ),  V

τ
(0) = 0. (23)

Воспоëüзовавøисü набëþäатеëеì (14) и резуëü-
татоì (18), преобразуеì уравнение (22) к виäу

(t) = A
m

ε(t) + kB
m
[(c(t) – c

0
)Tw(t) +

+ μn – 1
Lη(t)] + B

m1
ψ(t),  e(t) = Lε(t), (24)

ãäе ε(t) ∈ Rn, A
m
, B

m
, B

m1
 — ÷исëовые ìатриöы, по-

ëу÷енные при перехоäе от уравнения (22) к урав-
нениþ (24) функöия ψ(t) анаëоãи÷на, сì. уравне-
ние (19). Структуры уравнений (19) и (24) поäоб-
ны. Отëи÷ия состоят в структуре и разìерности
векторов c(t), c

0
 и w(t). Так, новый вектор неизвес-

тных параìетров c
0
 зависит от коэффиöиентов опе-

раторов ΔR(p), ΔQ(p)/k, F(p)/k и отноøения k
m
/k.

Поскоëüку разìерностü вектора реãрессии w(t) äëя
объектов с запазäываниеì, в отëи÷ие от объектов
без запазäывания, увеëи÷ена на n, то и разìер-
ностü вектора настраиваеìых параìетров c(t) так-
же увеëи÷ена на n. 

Утверждение 3. Пусть выполнены условия пред-

положений 1—4 и дополнительные условия, наклады-

ваемые на объект управления (21). Существуют чис-

ла μ > 0 и θ
0
 > 0 такие, что решениями матричных

неравенств (20) являются положительно опреде-

ленные матрицы H
1
, H

2
 и H

3
. Тогда при θ < θ

0
 сис-

тема (12)—(14), (18), (23), (24) диссипативна и вы-

полнено целевое условие (3). 
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Доказатеëüство утвержäения 3 анаëоãи÷но äо-

казатеëüству утвержäения 2, так как отëи÷ия сис-

теì управëения äëя объектов (1) и (21) закëþ÷а-

þтся в äопоëнитеëüноì испоëüзовании фиëüтра

(23) и функöии y(t – τ). 

4. ÏÐÈÌÅÐÛ

Пример 1. Рассìотриì объект управëения 

(p3 + a
2
p

2 + a
1
p + a

0
)y(t) = k(1 – θp)u(t). (25)

Кëасс неопреäеëенности Ξ заäан неравенстваìи:

–5 ≤ a
i
 ≤ 5, i = 0, 1, 2, 1 ≤ k ≤ 2. Пустü ìножество зна-

÷ений äëя θ > 0 поäëежит опреäеëениþ. 

Этаëоннуþ ìоäеëü опреäеëиì уравнениеì

(p + 1)3y
m
(t) = r(t), r(t) = 1 + 2sint. (26)

Заäаäиì оператор T(p) в виäе T(p) = p2 + 2p + 1 и

сфорìируеì фиëüтры (13) в виäе

(t) = V
y
(t) + y(t),  V

y
(0) = 0;

(t) = (t) + u(t),  V
u
(0) = 0;

(t) = V
r
(t) + r(t),

v
r
(t) = [1, 0]V

r
(t),  V

r
(0) = 0. (27)

Вектор реãрессии заäаäиì как w(t) = [ (t), (t),

y(t), v
r
(t)]T. Выбереì D = [3, 3, 1]T и μ = 0,01, и сфорìи-

руеì набëþäатеëü (14) в виäе 

 =  + ( (t) – v(t)),

(t) = [1 0 0]ξ(t),  ξ(0) = 0. (28)

Пустü Λ = diag{10I
3
, 10–5

I
2
, 10} и α = 0,01, тоãäа закон

управëения (12) и аëãоритìы аäаптаöии (17) сфорìиру-

еì в виäе

u(t) = ξ
1
(t) + 2ξ

2
(t) + ξ

3
(t),  v(t) = cT(t)w(t), (29)

(t) = –diag{10I
3
, 10–5

I
2
, 10}e(t)w(t) – 0,01c(t),  c(0) = 0.

Оöениì интерваë изìенения äëя θ с поìощüþ нера-

венств (20), при котороì аëãоритì управëения, разрабо-

танный äëя ìиниìаëüно-фазовых объектов, буäет рабо-

тоспособен и äëя неìиниìаëüно-фазовых систеì. Дëя

этоãо преäпоëожиì, ÷то объект (25) ìожно преäставитü
в виäе (7):

(t) = x(t) + k (u(t) + σ(t)) + f(t),

y(t) = [1 0 0]x(t),

(t) = – z(t) – 2 (t),  σ(t) = z(t).

Пустü в неравенствах (20) Q
1
 = 10–5

I
3
, Q

2
 = θ

0
 и Q

3
= I

3
.

Раäи простоты заìениì ìатри÷ные неравенства (20) ра-
венстваìи. Тоãäа эти уравнения буäут иìетü реøения
при θ

0
 ∈ (0; 0,006]. Зна÷ения θ

0
, поëу÷енные при ìоäе-

ëировании äëя объекта (24) с параìетраìи äëя сëу÷ая 1:
a

2
 = a

1
 = a

0
 = –5, k = 1 и сëу÷ая 2: a

2
 = –3, a

1
 = –1,

a
0

= 3, k = 2 ëежат в интерваëе θ
0 
∈ (0; 0,02]. 

Дëя иëëþстраöии работоспособности преäëожен-
ной схеìы управëения приìеì, ÷то объект управëения
на÷инает функöионироватü с на÷аëüныìи усëовияìи

y(0) = (0) = (0) = 1 и θ
0
 = 0,02. На рис. 1 привеäены

ãрафики изìенения оøибки e(t) äëя объекта (25). 
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Пример 2. Рассìотриì объект управëения с запазäы-
ваниеì по состояниþ

(p3 + a
2
p

2 + a
1
p + a

0
)y(t) + ( f

2
p

2 + f
1
p + f

0
)y(t – τ) =

= k(1 – θp)u(t). (30)

Кëасс неопреäеëенности Ξ заäан неравенстваìи, как
в приìере 1 и äопоëнитеëüно | f

i
| ≤ 2, i = 0, 1, 2. Этаëон-

нуþ ìоäеëü опреäеëиì уравнениеì (26). 

Сфорìируеì фиëüтры (27) с äопоëнитеëüныì фиëü-
троì 

(t) = V
τ
(t) + y(t – τ),  V

τ
(0) = 0.

Тоãäа вектор реãрессии опреäеëиì в виäе w(t) =

= [ (t), (t), (t), y(t – τ), y(t), v
r
(t)]T. Набëþäатеëü

и закон управëения сфорìируеì в виäе (28) и (29). Вы-

береì Λ = diag{10I
3
, 10–5

I
2
, 10, 10–2

I
2
} и α = 0,01, тоãäа

аëãоритìы аäаптаöии (17) приìут виä 

(t) = –diag{10I
3
, 10–5

I
2
, 10, 10–2

I
2
}e(t)w(t) – 0,01c(t),

c(0) = 0.

Оöениì интерваë äëя θ с поìощüþ неравенств (20).
Дëя этоãо преäставиì объект (24) в виäе:

(t) = x(t) + x(t – τ) +

+ k (u(t) + σ(t)) + f(t), y(t) = [1 0 0]x(t),

(t) = – z(t) – 2 (t), σ(t) = z(t).

Как и в приìере 1, поëожиì в неравенствах (20)

Q
1

= 10–5
I
3
, Q

2
 = θ

0
 и Q

3
 = I

3
. Тоãäа ìатри÷ные нера-

венства (20) буäут иìетü реøения при θ
0 
∈ (0; 0,004].

Зна÷ения θ
0
, поëу÷енные при ìоäеëировании äëя объ-

екта (30) с параìетраìи äëя сëу÷ая 1 a
2
 = a

1
 = a

0
 = –5,

k = 1, f
2
 = f

1
 = f

0
 = 2, τ = 1 с и сëу÷ая 2 a

2
 = –3, a

1
 = –1,

a
0
 = 3, k = 2, f

2
 = f

1
 = f

0
 = –1, τ = 2 с ëежат в ин-

терваëе θ
0 
∈ (0; 0,02]. Поëожиì, ÷то объект управëения

на÷инает функöионироватü с на÷аëüныìи усëовияìи

y(0) = (0) = (0) = 1 и θ
0
 = 0,02. Графики изìенения

оøибки e(t) привеäены на рис. 2. 

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Реøена заäа÷а аäаптивноãо управëения ëиней-
ныì неìиниìаëüно-фазовыì äинаìи÷ескиì объ-
ектоì со скаëярныì вхоäоì и выхоäоì. Преäпо-
ëаãаëосü, ÷то объект управëения ìожно преäста-
витü в виäе основноãо контура, описываеìоãо
ìиниìаëüно-фазовыì звеноì, и äействуþщеãо на
неãо возìущения, описываеìоãо неìиниìаëüно-
фазовыì звеноì. Даëее ìоäеëü объекта äекоìпо-
зироваëасü на систеìу синãуëярно возìущенных
äифференöиаëüных уравнений, ãäе искаëисü оãра-
ни÷ения на ìаëый параìетр, при которых аëãо-
ритì управëения работоспособен. Как показаëи
рас÷еты, эти оãрани÷ения зависят от параìетров
объекта управëения и параìетров настройки в аë-
ãоритìе реãуëирования. Поëу÷ены усëовия на ну-
ëи переäато÷ной функöии исхоäноãо объекта, при
которых аëãоритìы, разработанные äëя ìини-
ìаëüно-фазовых систеì, работоспособны и äëя
неìиниìаëüно-фазовых объектов. 

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  утвержäения 2. С у÷етоì урав-
нений (12) и (14, преобразуеì форìуëу (18) к виäу

Δ (t) = FΔz(t) + bT(G
0
ξ(t) + D

0
μn – 1

Lη(t)),

Δσ(t) = L
1
Δz(t). (П.1)

V
·

τ

0 1

1– 2–

0

1

Рис. 2. Переходные процессы по ошибке слежения для объекта (30):
а — сëу÷ай 1; б — сëу÷ай 2
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Перепиøеì уравнения (15), (19) и (П.1) в виäе

(t) = A
m
ε(t) + kB

m
(c(t) – c

0
)Tw(t) + kB

m
μn – 1

Lη(t)) +

+ B
m1
ψ(t), 

θ
1
Δ (t) = FΔz(t) + θ

2
NT(G

0
ξ(t) + D

0
μn – 1

Lη(t))

(t) = μ–1
Gη(t) + (t). (П.2)

Воспоëüзуеìся первой ëеììой [6], взяв в ка÷естве по-
ëожитеëüно-опреäеëенной функöии функöиþ Ляпунова

V(t) = εT(t)H
1
ε(t) + Δz

T(t)H
2
Δz(t) + ηT(t)H

3
η(t) +

+ (c(t) – c
0
)T(c(t) – c

0
). (П.3)

Соãëасно ëеììе [6], рассìотриì (П.2) при θ
2
 = 0.

Тоãäа второе уравнение (П.2) асиìптоти÷ески устой÷и-
во в сиëу ãурвиöевости ìатриöы F. Зна÷ит функöия

σ(t) оãрани÷ена в сиëу ãурвиöевости ìноãо-

÷ëенов Q
m
(λ) и R

0
(λ). В соответствии с утвержäениеì 1,

систеìа (П.2) äиссипативна, и все переìенные в ней

оãрани÷ены. Тоãäа |ψ(t)| < δ
1
, |ξ(t)| < δ

2
, | (t)| < δ

3
,

|c(t) – c
0
(t)| < δ

4
, δ

i
 > 0, i = 1, ..., 4. 

Опреäеëиì теперü зна÷ение θ
0
, при котороì исхоä-

ная систеìа äиссипативна. Пустü θ
1
 = θ

2
 = θ

0
. Возüìеì

произвоäнуþ по вреìени от функöии (П.3) вäоëü тра-
екторий (17) и (П.2): 

(t) = εT(t)( H
1
 + H

1
A
m
)ε(t) +

+ 2εT(t)H
1
kB

m
(c(t) – c

0
)Tw(t) + 2εT(t)H

1
kμn – 1

B
m
Lη(t) +

+ 2εT(t)H
1
B
m1
ψ(t) + Δz

T(t)(FT
H

2
 + H

2
F)Δz(t) +

+ 2Δz
T(t)H

2
NT(G

0
ξ(t) + D

0
μn – 1

Lη(t)) +

+ ηT(t)(GT
H

3
 + H

3
G)η(t) + 2ηT(t)H

3
(t) +

+ 2 (t)(c(t) – c
0
).

Воспоëüзуеìся оöенкаìи: 

2εT(t)H
1
kμn – 1

B
m
Lη(t) ≤ 2 μ2n – 2εT(t)H

1
B
m
L(H

1
B
m
L)Tε(t) +

+ 2ηT(t)η(t),

2εT(t)H
1
B
m1
ψ(t) ≤ εT(t)(H

1
B
m1

)TH
1
B
m1
ε(t) + 2μ ,

2Δz
T(t)H

2
NTG

0
ξ(t) ≤

≤ Δz
T(t)H

2
NTG

0
(H

2
NTG

0
)TΔz(t) + 2μ ,

2Δz
T(t)H

2
NTD

0
μn – 1

Lη(t) ≤

≤ 2μ2n – 2Δz
T(t)H

2
NTD

0
L(H

2
NTD

0
L)TΔz(t) + 2ηT(t)η(t),

2ηT(t)H
2

(t) ≤ ηT(t)H
2

(H
2

)Tη(t) + 2μη .

Поäставëяя эти оöенки в произвоäнуþ от функöии
Ляпунова и у÷итывая усëовия (20), поëу÷аеì 

(t) m –εT(t)Q
1
ε(t) – Δz

T(t)Q
2
Δz(t) – ηT(t)Q

3
η(t) –

– 2μ(c(t) – c
0
)T(c(t) – c

0
) + 2μ ,

ãäе  =  +  +  + . С у÷етоì форìуëы (П.3) оöе-

ниì посëеäнее выражение в виäе

(t) m –χV(t) + 2μ ,

ãäе χ = min . Реøив

äанное неравенство, поëу÷иì V(t) m V(0)e–χt + (1 –

– e
–χt) . У÷итывая это выражение, найäеì оöенку δ в

öеëевоì усëовии (3) при t = T: 

δ m  m .

О÷евиäно, ÷то усëовия (20) ãрубые, но из них виäно,
÷то существует зна÷ение θ, при котороì аëãоритì уп-
равëения, разработанный äëя ìиниìаëüно-фазовых сис-
теì, работоспособен äëя опреäеëенноãо кëасса неìини-
ìаëüно-фазовых объектов. Из посëеäнеãо неравенства
о÷евиäно, ÷то уìенüøая зна÷ение μ, ìожно поëу÷итü
требуеìуþ то÷ностü δ в усëовии (3). 
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ÀÍÀËÈÇ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÐßÄÎÂ 
ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÍÀ ÁÀÇÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

ÑÈÍÃÓËßÐÍÎÃÎ ÐÀÇËÎÆÅÍÈß

Î.Â. Êóçüìèí, Â.Ñ. Êåäðèí 

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В öеëях оперативноãо управëения сëожныìи
техни÷ескиìи систеìаìи в совреìенных усëовиях
необхоäиìо созäание анаëити÷ескоãо и аëãорит-
ìи÷ескоãо аппарата, который позвоëиë бы у÷естü
прироäу äинаìики протекаþщих в них проöессов
на основании накопëенной с те÷ениеì вреìени
статисти÷еской инфорìаöии о характеристиках
систеìы. Заäа÷а осëожняется теì, ÷то в реаëüных
систеìах с те÷ениеì вреìени непрерывно изìеня-
þтся параìетры и структурный состав образуþ-
щих их поäсистеì. В связи c теì, ÷то кëасси÷еский
аппарат спектраëüноãо анаëиза, основанный на
преобразовании Фурüе, иìеет ряä оãрани÷ений,
весüìа затруäнено еãо эффективное приìенение к
анаëизу сëожных äинаìи÷еских проöессов, состо-
ящих из боëüøоãо ÷исëа коìпонент с эвоëþöио-
нируþщиìи во вреìени ÷астотой и аìпëитуäой.
Поэтоìу в посëеäнее вреìя наибоëüøуþ попуëяр-
ностü приобретаþт новые сëожные äискретные
ìетоäы спектраëüноãо и ãарìони÷ескоãо анаëиза
[1—3], позвоëяþщие поëу÷атü боëüøе инфорìа-
öии о äинаìи÷ескоì ряäе. Наибоëее перспектив-
ные из них — вейвëет-преобразование и ìетоä, ос-
нованный на синãуëярноì разëожении траектор-
ной ìатриöы развертки. 

Вейвëет-преобразование, бëаãоäаря поäвиж-
ныì ÷астотно-вреìенныì окнаì, позвоëяет оäи-
наково хороøо выявëятü низко÷астотные и высо-
ко÷астотные характеристики äинаìи÷ескоãо ряäа.

При этоì ìожно выäеëитü как опреäеëеннуþ про-
странственнуþ (вреìеннуþ) ÷астоту, так и ее ëо-
каëизаöиþ в физи÷ескоì пространстве (вреìени). 

Синãуëярное разëожение траекторной ìатриöы
развертки (СРМР) [4, 5] позвоëяет преäставитü ис-
хоäный äинаìи÷еский ряä с поìощüþ суììы еãо
аääитивных составëяþщих на основании ортоãо-
наëüноãо (независиìоãо) базиса. Не уìаëяя äосто-
инств вейвëет-преобразования, отìетиì, ÷то ап-
парат СРМР иìеет ряä важных свойств, позвоëя-
þщих аäаптивно приìенятü еãо к нестаöионарныì
выборкаì вреìенных ряäов [5]: 

— äопустиìостü варüирования ка÷ества и со-
става выäеëяеìых составëяþщих с поìощüþ оä-
ноãо параìетра, опреäеëяþщеãо äëину строки (ок-
на) траекторной ìатриöы развертки; 

— возìожностü управëяеìоãо восстановëения
исхоäноãо проöесса по интерпретируеìыì коìпо-
нентаì, в отëи÷ие от практи÷ески оäнозна÷ных
коìпонент Фурüе- и вейвëет-преобразований; 

— отсутствие äëя реаëüных вреìенных ряäов
ãрани÷ноãо эффекта по параìетру сäвиãа, опре-
äеëяеìоãо, наприìер, жесткой фиксаöией набора
вейвëет-функöий; 

— преäставëение отäеëüной собственной син-
ãуëярной функöии в виäе ëинейноãо фиëüтра по-
казывает, ÷то она обëаäает не коìпëексной, как
в сëу÷ае Фурüе-преобразования, а äействитеëüной
÷астотной характеристикой. Это сниìает пробëе-
ìы, связанные с ìоäеëированиеì фазовых сäвиãов
ìежäу составëяþщиìи. 

Иссëеäованы особенности анаëиза структуры ãарìони÷еских ряäов на базе опреäеëения
÷исëенноãо ранãа, соотносиìоãо с ÷исëоì синãуëярных ÷исеë, существенно отëи÷ных от
нуëя. Провоäится параëëеëü ìежäу ÷исëенныì ранãоì синãуëярноãо разëожения и ко-
не÷ныì ранãоì простейøеãо ãарìони÷ескоãо ряäа. Привеäены резуëüтаты анаëиза
структур аääитивных и ìуëüтипëикативных ìоäеëей ãарìони÷еских вреìенных ряäов. 

Ключевые слова: нестаöионарная систеìа, вреìенной ряä, синãуëярное разëожение, синãуëярный
спектр, анаëиз структуры ìоäеëи. 
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Такиì образоì, аппарат СРМР ìожет бытü по-
ëожен в основу реøения пробëеìы созäания но-
вых äискретных аëãоритìов анаëиза состояния
сëожных проöессов. Поэтоìу в äанной работе ста-
вится заäа÷а опреäеëения особенностей приëоже-
ния аппарата синãуëярноãо разëожения äëя кëасса
периоäи÷еских (ãарìони÷еских) функöий, так как
äанный виä функöий иìеет наибоëüøее зна÷ение
при оöенке äинаìи÷ескоãо состояния систеì в
разëи÷ных обëастях науки и техники. 

1. ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ 

Аппарат синãуëярноãо анаëиза основан на раз-
ëожении вреìенноãо ряäа на простейøие аääитив-
ные составëяþщие, ÷то позвоëяет у÷естü и иссëе-
äоватü еãо структуру. Сутü ìетоäа закëþ÷ается в
преобразовании оäноìерной выборки нестаöио-
нарноãо проöесса в ìатриöу развертки с поìощüþ
оäнопараìетри÷еской проöеäуры сäвиãа эëеìен-
тов ряäа: 

A =  = (1)

и синãуëярноãо разëожения этой ãанкеëевой ìат-
риöы [6] на основании фунäаìентаëüноãо соотно-
øения:

A = USV, (2)

ãäе U — унитарная ìатриöа ëевых синãуëярных
векторов разìероì m × m, V — унитарная ìатриöа
правых синãуëярных векторов разìероì n × n, S —
äиаãонаëüная ìатриöа разìероì m × n с синãу-
ëярныìи неотриöатеëüныìи ÷исëаìи, распоëо-
женныìи в поряäке невозрастания. 

Из поëу÷енноãо набора синãуëярных ÷исеë
ìатриöы S в соотноøении (2) выбираþтся те из
них, по которыì ìожет бытü восстановëена сово-
купностü аääитивных составëяþщих, при÷еì суì-
ìа с äопустиìой оøибкой совпаäает с выборкой
исхоäноãо проöесса. Боëее поäробно аппарат син-
ãуëярноãо разëожения описан в работах [4, 5]. 

Пояснитü сìысë ìетоäа синãуëярноãо разëоже-
ния позвоëяет ìетоä ãëавных коìпонент (аëãо-
ритì PCA — principal component analysis). Дëя это-
ãо äостато÷но просто провести параëëеëü ìежäу
äанныìи äвуìя ìетоäаìи. Сутü ìетоäа ãëавных

коìпонент состоит в преäставëении ìатриöы (1)
в виäе 

A = TPT + E, (3)

ãäе T — ìатриöа с÷етов, которая опреäеëяет про-
екöии исхоäных строк ìатриöы A на поäпро-
странство ãëавных коìпонент; P — ìатриöа наãру-
зок, которая опреäеëяет перехоä из исхоäноãо про-
странства строк ìатриöы A в пространство ãëавных
коìпонент; Е — ìатриöа оøибок (остатков).

Есëи в соотноøении (3) преäставитü ìатриöу T

в виäе T = US, поëожитü PT = V и с÷итатü E ну-
ëевой ìатриöей, то поëу÷иì синãуëярное разëоже-
ние (2). 

Матеìати÷еское соäержание ìетоäа ãëавных
коìпонент — описание пространства äанных, за-
кëþ÷енных в ìатриöе A как суììы взаиìно орто-
ãонаëüных собственных поäпространств t

i
. На ос-

новании этоãо ìожно ãоворитü о тоì, ÷то в синãу-
ëярноì разëожении ìатриöа A опреäеëяется ÷ерез
ëинейнуþ коìбинаöиþ ортоãонаëüных проекторов
на эти поäпространства с коэффиöиентаìи, рав-
ныìи зна÷енияì синãуëярных ÷исеë ìатриöы S.
При этоì коëи÷ество зна÷иìых (отëи÷ных от поã-
реøности и øуìа) поäпространств буäет зависетü
от коëи÷ества синãуëярных ÷исеë, существенно
отëи÷ных от нуëя. Это поäтвержäает поëожение,
сфорìированное в фунäаìентаëüной работе [7],
÷то синãуëярное разëожение позвоëяет ввести
практи÷ное понятие ÷исëенноãо ранãа, так назы-
ваеìоãо ε-ранãа ìатриöы, который, äëя некоторо-
ãо ìаëоãо ε > 0, опреäеëяется по форìуëе 

rank(A, ε) = min (B) .

Коëи÷ество синãуëярных ÷исеë, позвоëяþщих с
äопустиìой поãреøностüþ ε опреäеëитü rank(A, ε)
на фоне остаëüноãо их коëи÷ества, характеризует
бëизостü ранãа иссëеäуеìой ìатриöы А к ìатри-
öе B ìенüøеãо ранãа. Поэтоìу синãуëярное раз-
ëожение позвоëяет раскрытü «скрытуþ» инфор-
ìаöиþ о зна÷иìой структуре иссëеäуеìой ìат-
риöы А. Так, оöенивая зна÷ения синãуëярных
÷исеë s

1
 ≥ ... ≥ s

r
 > s

r + 1
, s

r + 1
 = ...s

m
 ≈ 0, поëу÷аеì:

rank(A) = r, range(A) = span{u1, ..., ur
}, null(A) =

= span{v
r + 1, ..., vm

}, ãäе rank(A) — ранã ìатриöы A;

range(A) — обëастü зна÷ений ìатриöы A, range(A) =

= {y ∈ Rr : y = Ax} äëя некотороãо x ∈ Rr;
null(A) — нуëü-пространство ìатриöы A, null(A) =

= {x ∈ Rm – r : Ax = 0}. 

Отìетиì, ÷то синãуëярное разëожение позво-
ëяет оöенитü разìерности äвух важных поäпро-
странств: range(A) ранãа r, соäержащеãо сущест-

ai( )
i 1=
m n 1–+

a1 a2 a3 ... an

a2 a3 a4 ... an 1+

a3 a4 a5 ... an 2+

am am 1+ am 2+ ... am n 1–+

...
...

...
...

...

⎝
⎛ rank

A B–
2

ε≤ ⎠
⎞

pb0113.fm  Page 27  Thursday, February 21, 2013  1:44 PM



ÀÍÀËÈÇ È ÑÈÍÒÅÇ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

28 CONTROL SCIENCES ¹ 1 • 2013

веннуþ äëя иссëеäования инфорìаöиþ, и null(A)
ранãа m – r, соäержащеãо остато÷нуþ составëяþ-
щуþ, которая ìожет бытü интерпретирована как
øуì иëи поãреøностü. 

Понятие ÷исëенноãо (синãуëярноãо) ранãа r

позвоëяет раскрытü и выявитü скрытые (ëатент-
ные) внутренние взаиìосвязи ìежäу эëеìентаìи
ìатриöы А. В сëу÷ае, есëи ìатриöа А явëяется тра-
екторной и характеризует иссëеäуеìуþ вреìеннуþ
(пространственнуþ) выборку проöесса, то ранã r,
опреäеëяеìый с поìощüþ синãуëярноãо разëоже-
ния, äоëжен бытü связан с ÷исëоì степеней сво-
боäы систеìы, порожäаþщей иссëеäуеìый про-
öесс, т. е. ÷исëоì переìенных, которые опреäеëя-
þт фазовое состояние систеìы. Проиëëþстрируеì
это поëожение на приìере вреìенных ряäов, об-
разованных простейøиìи периоäи÷ескиìи (ãар-
ìони÷ескиìи) функöияìи. 

2. ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ

ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÂÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÐßÄÀ 

Пустü иссëеäуеìый вреìенной ряä порожäает-
ся ãарìони÷еской функöией виäа:

f(x) = Acos(αx + φ) + Bsin(αx + φ). (4)

Опреäеëиì свойства синãуëярноãо разëожения
äанноãо ряäа, исхоäя из понятия ÷исëенноãо ранãа
синãуëярноãо разëожения, опреäеëяеìоãо коëи÷е-
ствоì синãуëярных ÷исеë, существенно отëи÷ных
от нуëя. 

В работе [8] привеäено понятие ранãа ряäа d,
соãëасно котороìу ëþбой бесконе÷ный ряä явëя-
ется ряäоì коне÷ноãо ранãа, есëи еãо ÷ëены уäов-
ëетворяþт ëинейной рекуррентной форìуëе раз-
ìерности d, т. е. найäутся такие коэффиöиенты
а1, ..., аj

, ..., а
d
, ÷то äëя ëþбоãо i > d справеäëиво 

f
i
 = a

k
f
i – k

,  a
d
 ≠ 0. (5)

Кëасс рекуррентных соотноøений виäа (5)
поäробно рассìотрен, наприìер, в работе [9].
Частный сëу÷ай соотноøения (5) äëя исхоäноãо
ãарìони÷ескоãо ряäа (4) ìожет бытü поëу÷ен на
основании реøения оäнороäноãо рекуррентноãо
(разностноãо) уравнения второãо поряäка виäа 

y
n
 = Ky

n – 1 – y
n – 2, (6)

ãäе K — в общеì сëу÷ае произвоëüная константа.

Дëя реøения уравнения (6) составëяется харак-

теристи÷еское уравнение λ2 – Kλ + 1 = 0, λ ≠ 0, из

котороãо при |K | < 2 поëу÷аеì äва коìпëексно-со-
пряженных корня: 

K/2 ± i . (7)

Поскоëüку |K | < 2, ìожно поäобратü такие α,
÷то K = 2cosα. В этоì сëу÷ае из соотноøения (7)
поëу÷аеì:

λ1, 2 = cosα ± i  = cosα ± isinα = e±iα.

Реøение исхоäноãо разностноãо уравнения (6)
в рассìатриваеìоì ÷астноì сëу÷ае иìеет виä 

y
n
 = C1  + C2  = C1e

inα + C2e
–inα

иëи

y
n
 = Acos(αn) + Bsin(αn).

Исхоäя из этоãо реøения, поëу÷аеì рекуррен-
тнуþ форìуëу 

y
i
 = 2cosay

i – 1 – y
i – 2, (8)

которая управëяет ряäоì, порожäаеìыì ãарìони-
÷еской функöией виäа (4), сëеäоватеëüно, ранã ис-
хоäноãо ãарìони÷ескоãо ряäа d = 2.

Замечание. В сëу÷ае a = πk, k = 1, 2, 3, ...,
зна÷ения y

i
 и y

i – 2
 в соотноøении (8) совпаäаþт.

Сëеäоватеëüно, рекуррентная форìуëа приìет виä
y
i
 = cosay

i – 1
 и, соответственно, ранã исхоäноãо

ãарìони÷ескоãо ряäа d = 1. ♦ 
Преäпоëожиì, ÷то ранã r синãуëярноãо разëоже-

ния связан с ÷исëоì степеней свобоäы систеìы d,
порожäаþщей иссëеäуеìый проöесс. Тоãäа синãу-
ëярное разëожение заäанной ãарìони÷еской фун-
кöии (4) äоëжно характеризоватüся соотносиìыì
с ранãоì коëи÷ествоì синãуëярных ÷исеë в сëу÷ае
a ≠ πk, k = 1, 2, 3, ..., и оäниì синãуëярныì ÷исëоì
при a = πk, k = 1, 2, 3, .... Дëя проверки указанноãо
преäпоëожения быë провеäен ÷исëенный экспе-
риìент приìенения ìетоäа СРМР к вреìенной
выборке, порожäаеìой ãарìони÷еской функöией
виäа (4), с öеëüþ иссëеäования коëи÷ества выäе-
ëяеìых отëи÷ных от нуëя синãуëярных ÷исеë, по-
ëу÷аеìых при разных параìетрах a.

Эксперимент 1. Дëя рас÷етов быëи заäаны вы-
борки вреìенных ряäов, образованных функöией 

Дëя вреìенных ряäов, поëу÷аеìых путеì сäви-
ãа параìетра α с øаãоì πk/6, строиëасü траектор-
ная ìатриöа A и провоäиëосü синãуëярное разëо-
жение с öеëüþ опреäеëения ÷исëенноãо ранãа,
опреäеëяеìоãо коëи÷ествоì синãуëярных ÷исеë,

k 1=

d

∑

1 K
2
/4–

1 1 α2
cos–

λ1
2 λ2

2

f i( ) 0,5 αi( )cos αi( )sin+= i, 1 51, ,=

α πk/6 k, 1 12, .= =⎩
⎨
⎧
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существенно отëи÷ных от нуëя. Синãуëярное раз-
ëожение форìироваëосü с поìощüþ аëãоритìа
Гоëуба—Рейнøа [10], вкëþ÷енноãо в состав биб-
ëиотеки ÷исëенных вы÷исëений в прикëаäной ìа-
теìатике и науке GSL. Резуëüтаты экспериìента
преäставëены на рис. 1. По резуëüтатаì экспери-
ìента зна÷ения третüеãо и посëеäуþщеãо синãу-
ëярных ÷исеë явëяþтся незна÷итеëüныìи относи-
теëüно первых äвух синãуëярных ÷исеë. Поэтоìу
ìожно с÷итатü, ÷то s3 ≈ s4 ≈ ... ≈ 0, и, соответствен-

но, эти ÷исëа относятся к null(A). На рис. 1 зави-
сиìости синãуëярных ÷исеë s

3
 и s

4
 носят инфор-

ìативный характер äëя ãрафи÷еской оöенки раз-
äеëения пространств range(A) и null(A). Принятие
ìаëых не нуëевых зна÷ений синãуëярных ÷исеë s

3

и s4 ìожно объяснитü неравноìерностüþ äискрет-

ных отс÷етов, особенностяìи äискретноãо аëãорит-
ìа синãуëярноãо анаëиза, а также коне÷ной то÷-
ностüþ приìеняеìых в хоäе рас÷ета переìенных. 

Можно сäеëатü сëеäуþщие выводы. 

1. Чисëенный ранã r, соотносиìый с коëи÷ест-
воì синãуëярных ÷исеë, существенно отëи÷ных от
нуëя, инвариантен к параìетру разëожения m, а
иìенно, ранã r остается неизìенныì при разëи÷-
ноì параìетре разëожения m, ìеняþтся ëиøü их
зна÷ения. На основании экспериìента быëа поëу-
÷ена инвариантная зависиìостü от параìетров n и
m ÷исëенноãо ранãа r при разных параìетрах a, в
сëу÷ае, есëи существует null(A), и m > d, преäстав-
ëенная на рис. 2. 

2. Чисëенный ранã r, опреäеëяеìый с поìощüþ
синãуëярноãо разëожения, соотносится с коне÷-

ныì ранãоì ряäа d äëя ãарìони÷еских функöий
виäа (4): 

a ≠ πk,  k = 1, 2, 3... ⇒ r = d = 2; 

a = πk,  k = 1, 2, 3... ⇒ r = d = 1. 

3. При a = πk/2, k = 1, 2, 3..., зна÷ения äвух син-
ãуëярных ÷исеë совпаäаþт. 

3. ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÀÄÄÈÒÈÂÍÎÃÎ 
ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÂÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÐßÄÀ 

Пустü иссëеäуеìый вреìенной ряä порожäает-
ся ãарìони÷еской функöией 

f(x) = A
i
cos(α

i
x + φ) + B

i
sin(α

i
x + φ), (9)

ãäе I — ÷исëо аääитивных составëяþщих.
Опреäеëиì свойства синãуëярноãо разëожения

äëя заäанноãо ряäа, исхоäя из понятия ÷исëенноãо
ранãа r, соотносиìоãо с коëи÷ествоì синãуëярных
÷исеë, существенно отëи÷ных от нуëя.

В сëу÷ае, коãäа α
1
 = α

2
 = ... = α

I
 = α, ëеãко по-

казатü, ÷то ÷исëенный ранã синãуëярноãо разëо-
жения буäет опреäеëятüся анаëоãи÷ныì образоì,
÷то и äëя ряäа, образованноãо функöией (4). В äан-
ноì сëу÷ае исхоäнуþ функöиþ (4) ìожно преоб-
разоватü к виäу 

f(x) = cos(αx + φ) + sin(αx + φ).

Поäставëяя A = A
i
 и B = B

i
, поëу÷аеì

f(x) = Acos(αx + φ) + Bsin(αx + φ). 

Рис. 1. Зависимость значений сингулярных чисел s, выделяемых
в результате сингулярного разложения (m = 20) простейшей гар-
монической функции, при различных параметрах a 

Рис. 2. Зависимость численного ранга r для простейшей гармо-
нической функции от параметра a 

i 1=

I

∑

Ai

i 1=

I

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Bi

i 1=

I

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

i 1=

I

∑
i 1=

I

∑
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Остается открытыì вопрос об опреäеëении
ранãа äëя аääитивноãо ãарìони÷ескоãо вреìен-
ноãо ряäа, образованноãо функöией (9), коãäа
α1 ≠ α2 ≠ ... ≠ α

I
. В этоì сëу÷ае кажäая составëяþ-

щая A
i
cos(α

i
x + φ) + B

i
sin(α

i
x + φ) буäет характери-

зоватüся äвуìя синãуëярныìи ÷исëаìи при a
i
 ≠ πk,

k = 1, 2, 3... Дëя ответа на äанный вопрос быë про-
веäен ÷исëенный экспериìент приìенения ìетоäа
СРМР к вреìенныì выборкаì аääитивноãо ãар-
ìони÷ескоãо вреìенноãо ряäа (9) с öеëüþ иссëе-
äования зависиìости ÷исëенноãо ранãа r от ÷исëа
аääитивных составëяþщих I при α1 ≠ α2 ≠ ... ≠ α

I
 и

∀a
i
 ≠ πk, k = 1, 2, 3... 

Эксперимент 2. Дëя рас÷етов быëи заäаны вы-
борки вреìенных ряäов, образованных функöией:

f
j
(i) = 0,5cos(0,2ji) + sin(0,2ji),  j = ,

с итераöионныì øаãоì I = .

Вывод. Чисëенный ранã r, соотносиìый с коëи-
÷ествоì синãуëярных ÷исеë, существенно отëи÷-
ных от нуëя, äëя аääитивной функöии виäа (9)
пряìопропорöионаëен ÷исëу суììируеìых со-
ставëяþщих i и опреäеëяется ëинейной зависи-
ìостü r = 2I. 

При синãуëярноì разëожении функöии:

f
j
(i) = 0,5cos(0,4ji),  j = ,

с параìетроì разëожения m = 20 быë опреäеëен
÷исëенный ранã r = 40, ÷то поäтвержäает сфорìу-
ëированный вывоä. 

4. ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÎÃÎ 
ÃÀÐÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÂÐÅÌÅÍÍÎÃÎ ÐßÄÀ

Пустü иссëеäуеìый вреìенной ряä порожäает-
ся ãарìони÷еской функöией 

f(x) = A
i
cos(α

i
x + φ) + B

i
sin(α

i
x + φ), (10)

ãäе I — ÷исëо ìуëüтипëикативных составëяþщих. 
Опреäеëиì свойства синãуëярноãо разëожения

äëя заäанноãо ряäа, исхоäя из понятия ÷исëенноãо
ранãа r, соотносиìоãо с коëи÷ествоì синãуëярных
÷исеë, существенно отëи÷ных от нуëя.

В сëу÷ае, коãäа α
1
 = α

2
 = ... = α

I
 = α, ситуаöия

не такая оäнозна÷ная, как äëя аääитивноãо ряäа.
Поэтоìу быë провеäен ÷исëенный экспериìент
приìенения ìетоäа СРМР к вреìенныì выбор-
каì ìуëüтипëикативноãо ãарìони÷ескоãо вреìен-

ноãо ряäа (10) с öеëüþ иссëеäования ÷исëенноãо
ранãа r в зависиìости от коëи÷ества ìуëüтипëика-
тивных составëяþщих I при α1 = α2 = ... = α

I
 = α

и ∀a
i
 ≠ πk, k = 1, 2, 3... 

Эксперимент 3. Дëя рас÷етов быëи заäаны вы-
борки вреìенных ряäов, образованных функöией 

f
j
(i) = 1,5cos(0,2j) + sin(0,2j),  j = ,

с øаãоì I = . 

Вывод. Чисëенный ранã r, соотносиìый с коëи-
÷ествоì синãуëярных ÷исеë, существенно отëи÷-
ных от нуëя, äëя ìуëüтипëикативной функöии ви-
äа (10) при α1 = α2 = ... = α

I
 = α пряìопропорöи-

онаëен ÷исëу ìуëüтипëикативных составëяþщих I
и опреäеëяется ëинейной зависиìостüþ r = 1 + I. 

С öеëüþ иссëеäования зависиìости ÷исëенноãо
ранãа r от ÷исëа I ìуëüтипëикативных составëя-
þщих äëя выборок вреìенных ряäов, образован-
ных функöией (10) при α1 ≠ α2 ≠ ... ≠ α

I
 и ∀a

i
 ≠ πk,

k = 1, 2, 3..., быë провеäен ÷исëенный экспери-
ìент приìенения ìетоäа СРМР. 

Эксперимент 4. Дëя рас÷етов быëи заäаны вы-
борки вреìенных ряäов, образованных функöией 

f
j
(i) = 0,5cos(0,2ji) + sin(0,2ji),  j = ,

с øаãоì I = . 

Вывод. Чисëенный ранã r, соотносиìый с ко-
ëи÷ествоì синãуëярных ÷исеë, существенно от-
ëи÷ных от нуëя, äëя ìуëüтипëикативной функ-
öии виäа (10) опреäеëяется функöией (рис. 3)

r = 0,5I
2 + 0,5I + 1. 

i 1=

I

∑ 1 101,

1 10,

i 1=

20

∑ 1 201,

i 1=

I

∏

i 1=

I

∏ 1 201,

1 10,

Рис. 3. Зависимость численного ранга r для мультиплика-
тивной гармонической функции от числа составляющих при
a
1
¹ a

2
 ¹ ... ¹ a

I
 

i 1=

I

∏ 1 201,

1 10,
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При синãуëярноì разëожении функöии 

f
j
(i) = 0,5cos(0,4ji),  j = ,

с параìетраìи разëожения m = 100 быë опреäеëен
÷исëенный ранã r = 79, ÷то поäтвержäает сфорìу-
ëированный вывоä. 

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ 

На основании провеäенноãо экспериìентаëü-
ноãо иссëеäования ìожно сäеëатü вывоä о тоì, ÷то
расøирение и ìоäификаöия кëасси÷ескоãо аëãо-
ритìа синãуëярноãо разëожения позвоëяет созäатü
новый, äостато÷но перспективный и наãëяäный
аппарат анаëиза äинаìи÷еской структуры проöес-
са в ëокаëüноì квазистаöионарноì состоянии. Он
ìожет бытü приìениì не тоëüко äëя аääитивных,
но и äëя ìуëüтипëикативных ìоäеëей, ÷то расøи-
ряет возìожности кëасси÷еской ìетоäики синãу-
ëярноãо разëожения. Поëу÷енные кëþ÷евые зави-
сиìости ÷исëенноãо ранãа r от ÷исëа составëяþ-
щих сëожной ãарìони÷еской функöии ìоãут статü
основой äëя разработки новой ìетоäоëоãии опе-
ративноãо анаëиза состояния и особенностей äи-
наìи÷еской систеìы, ÷то актуаëüно äëя ìонито-
ринãа параìетров управëения в режиìе реаëüноãо
вреìени сëожных структурно-неустой÷ивых сис-
теì. К этиì особенностяì, которые, безусëовно,
нужäаþтся в проверке и äопоëнитеëüноì уто÷не-
нии, ìожно отнести: 

— ÷исëенный ранã r зависит от коëи÷ества ãар-
ìони÷еских составëяþщих и виäа ìоäеëи (аääи-
тивная иëи ìуëüтипëикативная); 

— ÷исëенный ранã r иìеет устой÷ивые зависи-
ìости изìенения, опреäеëяеìые виäоì ìоäеëи, ана-
ëиз которых позвоëяет спроãнозироватü структур-
ный состав вреìенноãо (пространственноãо) ряäа,
образованноãо сëожной ãарìони÷еской функöией. 
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Â ÐÀÌÊÀÕ ÈÍÒÅÃÐÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ 

Þ.Â. Êîñà÷åâ 

ÂÂÅÄÅÍÈÅ 

В совреìенных усëовиях рыно÷ной эконоìики
крупные интеãрированные коìпании, корпора-
öии вынужäены вкëþ÷атüся в оëиãопоëисти÷ескуþ
конкурентнуþ борüбу, которая веäется не стоëüко
за äоëи рынков иëи сырüя, скоëüко за открытие
новых рынков, путеì разработки и внеäрения ин-
новаöий. Эту сìену основных направëений кон-
курентной борüбы ìожно отнести к ÷исëу наибо-
ëее существенных особенностей нынеøнеãо «ин-
новаöионноãо» периоäа. Проявëяется это, прежäе
всеãо, в расøирении инвестирования в интеëëек-
туаëüный капитаë. Выиãратü в такой инноваöион-
ной борüбе не просто, и оäна из основных пробëеì
закëþ÷ается в необхоäиìости вëожения оãроìных
финансовых ресурсов в äороãостоящуþ, риско-
ваннуþ и äостато÷но äëитеëüнуþ коììерöиаëиза-
öиþ инноваöий. Важно отìетитü, ÷то несравниìо
бо ´ëüøая ÷астü всех затрат на реаëизаöиþ иннова-
öий иäет иìенно на их коììерöиаëизаöиþ, т. е. на
то, ÷тобы разработатü новейøий проäукт иëи тех-
ноëоãиþ и вывести их на рынок äëя коììер÷еско-
ãо испоëüзования. 

К основныì затратаì, связанныì с внеäрени-
еì в произвоäственный öикë инноваöий, ìожно,
в соответствии с работой [1], отнести: расхоäы на
приобретение нау÷но-техни÷ескоãо знания, от-
носящеãося к новøеству, которыì субъект, внеä-
ряþщий инноваöии, равнее не обëаäаë; расхоäы
на «ноу-хау» в обëасти орãанизаöии, управëения,
ìаркетинãа; изäержки по приспособëениþ к внеø-
ниì усëовияì; инвестиöионные затраты на стро-
итеëüство зäаний, приобретение и наëаäку обо-
руäования; наконеö, изäержки, обусëовëенные
поисковыì (рисковыì) характероì саìоãо инно-
ваöионноãо проöесса. 

Поäобные зна÷итеëüные затраты существенно
усëожняþт возìожностü эффективноãо внеäрения
инноваöий. Возникает необхоäиìостü такой орãа-
низаöии проöесса вëожения финансовых ресур-
сов, которая позвоëит äости÷ü каких-то впоëне
опреäеëенных öеëей относитеëüно развития струк-
туры. В связи с этиì, буäеì рассìатриватü äина-
ìику вëожения инвестиöий как управляемый ин-
вестиционный процесс. Поä оптиìаëüныì управëе-
ниеì проöесса вëожения инвестиöий пониìается
такая орãанизаöия взаиìоäействия инвесторов,
которая способна обеспе÷итü ìаксиìаëüнуþ эф-

Рассìотрена заäа÷а оптиìаëüноãо управëения проöессоì внеäрения на заäанноì интер-

ваëе вреìени инноваöий, осуществëяеìых в раìках вертикаëüно интеãрированной фи-

нансово-проìыøëенной структуры. С поìощüþ ìатеìати÷еской ìоäеëи взаиìоäейс-

твия финансовоãо и проìыøëенноãо капитаëа иссëеäована возìожностü повыøения эф-

фективности внеäрения инноваöий на основе оптиìизаöии управëения äинаìикой

инвестирования у÷астникаìи структуры в вен÷урный капитаë. При этоì, оäновреìенно

оптиìизируется проöесс инвестирования произвоäитеëя с öеëüþ повыøения эконоìи-

÷еской эффективности путеì снижения изäержек, как на этапе коììерöиаëизаöии ин-

новаöий, так и при выпуске новейøей проäукöии. 

Ключевые слова: оптиìаëüное управëение, äинаìи÷еская управëяеìая систеìа, инноваöионный
проöесс, инвестиöионное взаиìоäействие, коììерöиаëизаöия инноваöий, интеãрированная фи-
нансово-проìыøëенная структура. 
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фективностü эконоìи÷еской структуры, внеäряþ-
щей в произвоäственный öикë инноваöии. 

В этоì сìысëе наибоëее поäхоäящиìи эконо-
ìи÷ескиìи субъектаìи, способныìи осиëитü ин-
новаöионный проöесс, явëяþтся äостато÷но круп-
ные интеãрированные коìпании, наприìер, фи-
нансово-проìыøëенные корпоративные структуры
иëи ãруппы, обëаäаþщие повыøенныì инвести-
öионныì потенöиаëоì. Это свойство интеãриро-
ванных структур позвоëяþт иì ëеã÷е преоäоëеватü
барüеры при внеäрении инноваöий. Иìенно такая
вертикаëüно интеãрированная финансово-про-
ìыøëенная структура рассìатривается в работе в
ка÷естве коìпании, реаëизуþщей инноваöии. 

На важностü инвестирования в инноваöион-
ный проöесс, а также в äоëãосро÷нуþ äинаìику
быëо указано еще в работе [2], в которой также
опреäеëена роëü нововвеäений не тоëüко как обес-
пе÷иваþщих эконоìи÷еский рост, но и как при-
äаþщих еìу неравноìерный характер. Эту нерав-
ноìерностü ìожно соотнести со сìеной фаз жиз-
ненноãо öикëа проäукöии, техноëоãии иëи отрасëи,
иìеþщих кëþ÷евое зна÷ение äëя раскрытия ус-
ëовий эффективной коììерöиаëизаöии нау÷но-
техни÷ескоãо äостижения. Анаëиз этих усëовий
вкëþ÷ает в себя, в ÷исëе про÷их, иссëеäование ин-
вестиöионных ìотиваöий субъектов-инвесторов
на разëи÷ных стаäиях жизненноãо öикëа. 

Основной стратеãи÷еской öеëüþ взаиìоäейст-
вия преäприятий и орãанизаöий — у÷астников
коìпании, реаëизуþщей инноваöии, äоëжно бытü
оптиìаëüное распреäеëение инвестиöионных уси-
ëий ìежäу реøениеì краткосро÷ных и перспек-
тивных заäа÷. Простое наращивание операöионной
прибыëи не эффективно в äоëãосро÷ной äинаìике,
есëи не сëужит созäаниþ новых преиìуществ. 

Зäесü важно ответитü на вопрос: как оптиìаëü-
но управëятü инвестиöионныìи возìожностяìи
коìпании в äоëãосро÷ноì периоäе, ÷тобы ìакси-
ìизироватü ее эконоìи÷ескуþ эффективностü?
О÷евиäно, ÷то этоãо невозìожно äости÷ü, есëи не
у÷итыватü äëитеëüные ìотиваöии инвесторов. Это
озна÷ает, ÷то стратеãия коìпании на äостато÷но
боëüøоì интерваëе вреìени äоëжна основыватüся
не на простоì наращивании инвестиöий, а на оп-
тиìаëüноì их распреäеëении во вреìени. При
этоì у÷ет äоëãовреìенных ìотиваöий привоäит к
необхоäиìости рассìотрения инвестиöионноãо
проöесса как нестационарного. 

Отìетиì, ÷то в совреìенных усëовиях äëя уве-
ëи÷ения эффективности коìпании простоãо со-
кращения произвоäственных иëи трансакöионных
изäержек явно неäостато÷но. Преäставëяется не-
обхоäиìой разработка такой стратеãии обеспе÷е-
ния оптиìаëüноãо соотноøения äействуþщих и
новейøих произвоäств коìпании, которая позво-

ëит ìаксиìизироватü äобавëеннуþ стоиìостü уже
бëаãоäаря внеäрениþ инноваöий. 

В работе иссëеäуется на ìоäеëüноì уровне за-
äа÷а оптиìаëüноãо управëения äоëãовреìенной
äинаìикой вëожения инвестиöий в вен÷урный ка-
питаë у÷астникаìи вертикаëüно интеãрированной
финансово-проìыøëенной структуры, внеäряþ-
щей в произвоäственный öикë инноваöии. Оäно-
вреìенно преäпоëаãается оптиìизироватü управ-
ëение нестаöионарныì проöессоì инвестирова-
ния произвоäитеëя корпоративной проäукöии с
öеëüþ повыøения эффективности структуры путеì
снижения изäержек, при÷еì, как на этапе коììер-
öиаëизаöии инноваöий, так и на этапе выпуска
новейøей конкурентоспособной проäукöии. 

Поä оптиìаëüныì управëениеì нестаöионар-
ныì инвестиöионныì проöессоì на заäанноì ко-
не÷ноì интерваëе вреìени пониìается такое рас-
преäеëение ìножества поäинтерваëов вëожения
финансовых ресурсов разëи÷ныìи у÷астникаìи-
инвестораìи в развитие произвоäства, которое
обеспе÷ивает äостижение ìаксиìаëüных зна÷ений
заäанных критериев эффективности.

Отìетиì, ÷то есëи в стати÷ескоì аспекте инно-
ваöия преäставëяет собой коне÷ный резуëüтат ре-
аëизаöии инноваöионноãо проекта, то в äинаìи-
÷ескоì аспекте необхоäиìо рассìатриватü инно-
ваöионный проöесс. Периоä, который на÷инается
с выпоëнения теорети÷еских и прикëаäных ис-
сëеäований, вкëþ÷ает в себя затеì посëеäуþщуþ
разработку и освоение новой нау÷но-техни÷еской
иäеи, разработку новой техники иëи техноëоãии,
наконеö, реаëизаöиþ и распространение новой
конкурентоспособной проäукöии, а закан÷ивается
ìоìентоì паäения спроса на эту проäукöиþ, бу-
äеì называтü жизненным циклом инновационного
процесса. Инноваöионный проöесс ìожно преä-
ставитü как коìпëекс посëеäоватеëüных работ, со-
äержащих сëеäуþщие этапы:
� в фазе создания новаций анаëизируется рынок,

отбираþтся инноваöионные иäеи, иссëеäуется
возìожностü их реаëизуеìости с у÷етоì преä-
варитеëüноãо анаëиза затрат и рисков, выбира-
ется вариант новой проäукöии, провоäятся со-
ответствуþщие НИОКР, созäаþтся опытные
образöы, преäваритеëüно оöенивается соотно-
øение ìежäу возìожной öеной и изäержкаìи
произвоäства, форìируется бизнес-пëан; 

� в фазе внедрения осуществëяется строитеëüство
зäаний и сооружений, приобретается иëи вы-
пускается требуеìое оборуäование, произво-
äится еãо установка и наëаäка, осуществëяется
обу÷ение персонаëа, выпускается пробная про-
äукöия, уто÷няþтся изäержки, поäãотавëивает-
ся поëноìасøтабное произвоäство, коорäини-
руется äеятеëüностü по всей техноëоãи÷еской
öепо÷ке; с на÷аëоì фазы внеäрения на÷инается
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этап коммерциализации инноваöии, который
закан÷ивается с посëеäней фазой жизненноãо
öикëа; 

� в фазах роста осуществëяется выхоä проäукта
на рынок и запуск поëноìасøтабноãо произ-
воäства, форìируþтся сбытовые канаëы, рас-
øиряется произвоäство, провоäятся ìаркетин-
ãовые, рекëаìные и äруãие ìероприятия, уста-
навëиваþтся конкурентоспособные öены, вы-
бираþтся способы äистрибуöии, проäвижения
проäукöии; 

� фаза насыщения характеризуется устой÷иво вы-
сокиì уровнеì произвоäства новой высокока-
÷ественной проäукöии, повыøениеì эффектив-
ности произвоäства, высокиìи äохоäаìи коì-
пании; 

� фаза спада характеризуется насыщениеì рынка
проäукöии и паäениеì спроса. 
Привеäенные фазы проöесса реаëизаöии инно-

ваöий поäтвержäаþт вывоä о необхоäиìости зна-
÷итеëüных затрат, а также о тоì, ÷то реаëизаöиþ
ìероприятий по фазаì жизненноãо öикëа иннова-
öионноãо проöесса необхоäиìо на÷инатü как ìож-
но ранüøе, так как этот проöесс еще и äостато÷но
äëитеëüный. 

Даëüнейøее иссëеäование указанных проöес-
сов провоäится с испоëüзованиеì äинаìи÷еской
оптиìизаöионной ìоäеëи, преäставëяþщей со-
бой форìаëизованное преäставëение объекта уп-
равëения. 

1. ÈÑÕÎÄÍÛÅ ÏÐÅÄÏÎÑÛËÊÈ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Взаиìоäействие финансовоãо и проìыøëенно-
ãо капитаëа способно при еãо оптиìизаöии повы-
ситü эффективностü инвестиöионноãо проöесса,
особенно в сëу÷аях капитаëоеìких проöессов, к
которыì ìожно уверенно отнести реаëизаöиþ ин-
новаöионных проектов. В ка÷естве основы äëя ис-
сëеäования этих проöессов рассìатривается базо-
вая эконоìико-ìатеìати÷еская ìоäеëü финансо-
во-проìыøëенной структуры [3]. Она вкëþ÷ает
в свой состав произвоäственное преäприятие А,
произвоäящее основнуþ проäукöиþ «а», произ-
воäственное преäприятие В, которое потребëяет
эту проäукöиþ, созäавая с преäприятиеì А верти-
каëüно интеãрированнуþ связü, и коììер÷еский
банк Б, вëаäеþщий ÷астüþ собственности преä-
приятия В и осуществëяþщий öеëевое креäитова-
ние произвоäитеëя А в развитие произвоäства и
снижение изäержек в рас÷ете на еäиниöу проäук-
öии. В ка÷естве функöии произвоäственных затрат
рассìатривается неëинейная неоäнороäная функ-
öия затрат паäаþщей эффективности. 

В структуре коìпании созäается вен÷урное
преäприятие С, основной заäа÷ей котороãо явëя-
ется разработка инноваöионноãо проекта (ИП).

Дëя осуществëения финансирования внеäрения
инноваöий в раìках структуры созäается иннова-
öионный фонä (ИФ), öеëü котороãо состоит в на-
копëении äенежных среäств. Эти накопëения ìо-
ãут осуществëятüся за с÷ет внеøних и внутренних
исто÷ников. В äаëüнейøеì в ка÷естве основных
инвесторов в ìоäеëи рассìатриваþтся преäпри-
ятие-произвоäитеëü А и банк-креäитор Б. Схеìа
взаиìоäействия у÷астников структуры показана
на рис. 1. 

Произвоäитеëü А проäает своþ проäукöиþ
преäприятиþ В по внутренней трансфертной öе-
не p, которая ниже рыно÷ной. Преäприятие В ис-
поëüзует ее äëя выпуска своей проäукöии ëибо ре-
аëизует ее на рынке проäукта по рыно÷ной öене p0.

Дëя увеëи÷ения прибыëи преäприятиþ А необ-
хоäиìо снижатü уäеëüные изäержки, наприìер,
расøиряя свое произвоäство иëи соверøенствуя
испоëüзуеìые техноëоãии. Прибыëü ìожно также
увеëи÷итü бëаãоäаря äиверсификаöии произвоäс-
тва путеì внеäрения инноваöий, позвоëяþщих
выпускатü новуþ проäукöиþ «с», обëаäаþщуþ вы-
сокой конкурентоспособностüþ и пëатежеспособ-
ныì рыно÷ныì спросоì. Оба поäхоäа äëя своей
реаëизаöии требуþт инвестиöий. В рассìатрива-
еìой ìоäеëи указанные поäхоäы приìеняþтся
совìестно. 

2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÏÈÑÀÍÈÅ
ÇÀÄÀ×È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

С÷итаеì, ÷то заäан äостато÷но äëитеëüный пëа-
нируеìый интерваë [t

0
, T ], ãäе t

0
 и Т — вреìя на-

÷аëа и окон÷ания иссëеäуеìоãо проöесса. Струк-
тура рассìатривается как управляемая динамичес-
кая система, коãäа ее состояние ìожет изìенятüся

Рис. 1. Схема взаимодействия участников интегрированной
структуры 
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поä äействиеì некоторых управëений. Поä управ-
ëенияìи пониìаþтся öеëевые инвестиöии в раз-
витие произвоäства ëибо в развитие инноваöион-
ноãо проöесса. В ка÷естве основных инвесторов,
управëяþщих äинаìи÷ескиì проöессоì, рассìат-
риваþтся: преäприятие-произвоäитеëü А, выпус-
каþщий в ìоìент t основнуþ проäукöиþ в объ-
еìе y(t) и от÷исëяþщий от своей прибыëи веëи÷и-
ну V(t) в развитие своеãо же произвоäства; банк Б,
выäеëяþщий, есëи это требуется в ìоìент t, öеëе-
вой креäит K(t) произвоäитеëþ по внутренней кре-
äитной ставке τ, которая ниже рыно÷ной ρ. Состо-
яние систеìы в текущий ìоìент вреìени t ∈ [t

0
, T ]

характеризуется скаëярныì параìетроì x(t) —
уровнеì накопëения суììарных инвестиöионных

вëожений на ìоìент t. При этоì x(t) = xр(t) + xи(t),

ãäе xр(t) — инвестиöии в развитие произвоäства,

x
и(t) — финансовые вëожения в реаëизаöиþ инно-

ваöионноãо проöесса. Изìеняясü во вреìени, па-
раìетр x(t) описывает траекториþ изìенения со-
стояния систеìы.

Обозна÷иì вектор инноваöионных параìетров

u( (t)). Он опреäеëяет объеìы финансовых вëо-

жений кажäыì i-ì у÷астникоì структуры в инно-
ваöионный фонä в ìоìент t ∈ [t0, T ], i = 0; 1.

(Зäесü инäекс i = 1 относится к произвоäитеëþ А,
i = 0 — к банку Б). Это ìоãут бытü реãуëярные фи-
нансовые инвестиöии, разовые вëожения, банков-
ские öеëевые креäиты и т. ä. В äанноì конкретноì
сëу÷ае буäеì с÷итатü, ÷то банк Б на äоëевой осно-
ве осуществëяет еäиновреìенное финансовое вëо-
жение в ИФ в объеìе W

c
 = α

с
Q

c
, ãäе Q

c
 — требуе-

ìое зна÷ение уровня напоëнения ИФ, α
с
 — äоëя

запоëнения фонäа банкоì. Произвоäитеëü А в каж-
äый ìоìент t от÷исëяет в инноваöионный фонä от
своей прибыëи в объеìе V

c
(t). Такиì образоì,

ìожно записатü:  = W
c
(α

c
), (t) = V

c
(t). 

Изìенение состояния систеìы описывается
неëинейныì äифференöиаëüныì уравнениеì

(t) = f(K(x(t)), V(x(t)), α
c
(x(t)), V

c
(x(t)), y(x(t))).

Зäесü K(x(t)) и α
с
(x(t)) — управëения банка Б,

V(x(t)), V
c
(x(t)) и y(x(t)) — управëения произвоäи-

теëя А. 

Общую постановку задачи оптимального динами-

ческого управления системой можно сформулиро-

вать следующим образом. С поìощüþ управëяþ-
щих параìетров требуется на интерваëе [t0, T ] пе-

ревести систеìу из на÷аëüноãо состояния x(t0) = x0

в коне÷ное состояние x(T ) такиì образоì, ÷тобы
ìаксиìизироватü заäанные критерии эффектив-
ности. Есëи указанные оптиìизаöионные заäа÷и

разреøиìы, то траекториþ состояния систеìы на
пëанируеìоì интерваëе буäеì называтü равновес-

ной, а äинаìи÷ескуþ систеìу реализуемой.

3. ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈß ÎÁÙÅÉ ÇÀÄÀ×È 

Сфорìуëированная общая заäа÷а äинаìи÷ес-
коãо управëения преäставëяет собой, по существу,
коìпëекс взаиìосвязанных оптиìизаöионных и
иãровых заäа÷ äинаìи÷ескоãо взаиìоäействия
финансовоãо и проìыøëенноãо капитаëа интеã-
рированной структуры, реøение которых позво-
ëит ìаксиìизироватü эконоìи÷ескуþ эффектив-
ностü, и своäится к совìестноìу реøениþ сëеäу-
þщих заäа÷. 

� Форìирование ìоäеëи накопëения инноваöи-
онноãо фонäа. 

� Разработка критериев эффективности, у÷иты-
ваþщих характеристики äинаìи÷ескоãо взаи-
ìоäействия финансовоãо и проìыøëенноãо ка-
питаëа в раìках рассìатриваеìой интеãриро-
ванной структуры. 

� Реøение äифференöиаëüной иãровой заäа÷и
взаиìоäействия у÷астников при наëи÷ии неоп-
реäеëенностей и неконтроëируеìых параìетров.

� Реøение заäа÷ оптиìаëüноãо управëения äина-
ìикой инвестиöионноãо взаиìоäействия у÷аст-
ников на заäанноì интерваëе при фиксирован-

ноì зна÷ении вектора u( (t)). 

� Рас÷ет равновесных траекторий, оптиìизаöия
инноваöионных параìетров. 

3.1. Ìîäåëü íàêîïëåíèÿ èíâåñòèöèîííîãî ôîíäà 

Рассìатривается ëинейная ìоäеëü с постоян-
ныì приростоì и известныì пороãовыì зна÷ени-
еì объеìа фонäа Q

c
. Приниìается, ÷то есëи в ìо-

ìент вреìени T * ∈ [t0, T ] äостиãается пороãовое

зна÷ение уровня накопëения фонäа, то работы по
внеäрениþ инноваöий в ìоìент T * заверøаþтся,
и произвоäитеëü перехоäит к выпуску новейøей
проäукöии «c», реаëизуя ее на новоì потребитеëü-
скоì рынке. Такиì образоì, весü интерваë [t

0
, T ]

разбивается на äва этапа: на первоì этапе [t
0
, T *]

произвоäитеëü выпускает «траäиöионнуþ» проäук-
öиþ «а» и оäновреìенно внеäряет инноваöии; на
второì этапе [T *, T ] произвоäится уже новая кон-
курентоспособная проäукöия «c».

3.2. Êðèòåðèè ýôôåêòèâíîñòè

Ка÷ество управëения инвестиöияìи опреäеëя-
ется экстреìаëüныìи зна÷енияìи спеöиаëüно раз-
рабатываеìых критериев, преäставëяþщих собой
интеãраëüные на интерваëе [t

0
, T ] ìаксиìаëüные

xi
и

x0
и

x1
и

x·

xi
и
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ãарантированные äисконтированные äохоäы каж-
äоãо у÷астника.

Критерий эконоìи÷еской эффективности преä-
приятия-произвоäитеëя выражается функöио-
наëоì:

J
A(T ) = [πA(x(t, u), y(t, u), u) – V(t, u)] dt →

→ .

Критерий банка:

J
Б(T ) = πБ(x(t, u), y(t, u), u) dt → .

Преäприятие-потребитеëü в базовой ìоäеëи не
явëяется инвестороì, поэтоìу äëя неãо оãрани-
÷иìся функöионаëоì, опреäеëяþщиì еãо интеã-
раëüный äохоä на заäанноì интерваëе: 

J
В(T ) = πВ(x(t, u), y(t, u), u) dt.

Зäесü πБ, πА и πВ — функöии äохоäов в ìоìент t
соответственно банка Б, произвоäитеëя А и пот-
ребитеëя В, у÷итываþщие все структурные и
äинаìи÷еские характеристики иссëеäуеìой сис-
теìы и расс÷итываеìые при фиксированноì зна-

÷ении вектора u( (t)); μ
0
, μ

1
 и μ

2
 — ставки äис-

контирования, соответственно банка, произвоäи-
теëя и потребитеëя; оãрани÷ения на фазовуþ
переìеннуþ: x(t) ∈ X, ãäе X — открытое оãрани-
÷енное ìножество; оãрани÷ения на управëения:
y(t) ∈ Y, K(t) ∈ K, V(t) ∈ U, ãäе Y — открытое оã-
рани÷енное ìножество, K, U — коìпактные ìно-
жества. 

3.3. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðîâàÿ çàäà÷à

В иссëеäуеìоì взаиìоäействии инвесторов
возìожны конфëиктные ситуаöии, так как у÷аст-
ники иìеþт собственные öеëи (критерии), необя-
затеëüно совпаäаþщие äруã с äруãоì, ÷то привоäит
к появëениþ неопреäеëенностей. Кроìе тоãо, в
критериях у÷астников иìеþтся неконтроëируеìые
параìетры. Все это привоäит к необхоäиìости ис-
сëеäования взаиìоäействия у÷астников (А и Б) в
виäе коëëективной äвухкритериаëüной иãровой
заäа÷и, которая рассìатривается как äифференöи-
аëüная бескоаëиöионная иãра с непротивопоëож-
ныìи интересаìи [4]. Рассìатривается субъектив-
ное описание иãры с то÷ки зрения банка Б, так как
он наибоëее инфорìированный у÷астник и ìожет
иìетü преäставëение о ìножестве U выборов стра-

теãий преäприятия А. Это позвоëяет банку снизитü
неопреäеëенностü своеãо знания о посëеäствиях
своеãо выбора. Банк преäëаãает произвоäитеëþ А
некуþ стратеãиþ еãо креäитования, которая рас-
сìатривается как программная стратеãия K

t
 на ин-

терваëе [t
0
, T ], зависящая тоëüко от вреìени t: 

K
t
 = {K(t, u), t

0
 m t m T, K(t, u) ∈ K }.

Банк пониìает, ÷то произвоäитеëü А с у÷етоì
стратеãии K

t
 выберет своþ стратеãиþ V

t
, исхоäя из

требования ìаксиìизаöии на заäанноì интерваëе

своеãо критерия JA(T ), при÷еì, выбор буäет осу-
ществëятüся не из на÷аëüноãо ìножества выбо-
ров U, а из суженноãо ìножества R(K

t
) ⊂ U. Мно-

жество R(K
t
) ответных стратеãий V

t
 произвоäитеëя А

буäет иìетü виä:

R(K
t
) = {V

t
|JА(x(t, u), K

t
, V

t
) l

l J
А(x(t, u), K

t
, Z ) ∀ Z ∈ U }.

Зная, с опреäеëенной то÷ностüþ, такой выбор
произвоäитеëя А, банк Б окон÷атеëüно форìирует
своþ стратеãиþ с испоëüзованиеì ãерìейеровско-
ãо обобщенноãо принöипа ãарантированноãо ре-
зуëüтата, ìаксиìизируя свой ãарантированный äо-

хоä JБ(T ):

 = J
Б(x(t, u), K

t
, V

t
).

Такиì образоì, окон÷атеëüное реøение äиффе-
ренöиаëüной иãровой заäа÷и тесно связано с необ-
хоäиìостüþ реøения ряäа оптиìизаöионных заäа÷.

3.4. Äèíàìè÷åñêèå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è

Данные заäа÷и реøаþтся с поìощüþ вариаöи-
онных ìетоäов при наëи÷ии оãрани÷ений на уп-
равëения. Посëеäоватеëüностü реøения этих заäа÷
с испоëüзованиеì базовой ìоäеëи ìожно преäста-
витü сëеäуþщиì образоì. 

� При заäанной в общеì виäе стратеãии банка K
t

и заäанноì интерваëе [t0, T ], в соответствии с

принöипоì ìаксиìуìа Понтряãина опреäеëя-
ется функöия t

1
(x(t, u)) вреìени перекëþ÷ения

оптиìаëüноãо управëения произвоäитеëя А, при
котороì äостиãается ìаксиìаëüное зна÷ение

критерия преäприятия-произвоäитеëя JA(T ). 

� Дëя поëу÷енных äвух интерваëов оптиìаëüноãо
управëения А опреäеëяþтся параìетри÷еские

функöии (x(t, u)) и (x(t, u)) ìоìентов пере-

кëþ÷ения оптиìаëüноãо управëения банка Б,

äоставëяþщие ìаксиìуì критериþ JБ(T ). 

t
0

T

∫ e
μ
1
t–

max
y t u,( ) Y∈ V t u,( ) U∈,

t
0

T

∫ e
μ
0
t–

max
K t u,( ) K∈

t
0

T

∫ e
μ
2
t–

xi
и

J0
Б

sup
Kt K∈

inf
Vt R Kt( )∈

t0
* t1

*
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� Найäенные такиì образоì то÷ки оптиìаëüноãо
перекëþ÷ения управëений А и Б опреäеëяþт в
анаëити÷ескоì виäе ãраниöы ÷етырех интер-
ваëов оптимальной программы инвестирования
произвоäитеëя. На кажäоì интерваëе опреäе-
ëяется сеìейство равновесных траекторий в ви-
äе функöий от состояния систеìы x(t) при фик-

сированноì зна÷ении u( (t)). Выпоëнение оп-
тиìаëüной проãраììы обеспе÷ивает äостиже-
ние ìаксиìаëüных ãарантированных зна÷ений
заäанных критериев эффективности банка Б и
произвоäитеëя корпоративной проäукöии А. 

3.5. Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé 
èííîâàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ

С у÷етоì на÷аëüноãо усëовия x(t0) = x0 выäе-

ëяется искоìая равновесная фазовая траектория.
В резуëüтате реøения заäа÷ Коøи опреäеëяþтся в
явноì виäе то÷ки перекëþ÷ения интерваëов опти-
ìаëüной проãраììы управëения, а также показа-
теëи эффективности в виäе функöий от инноваöи-
онных параìетров α

c
 и V

c
. Оптиìаëüные зна÷ения

 и , опреäеëяþщие ìаксиìаëüнуþ эффектив-
ностü инноваöионноãо проöесса, расс÷итываþтся

как  = arg{max[JБ(α
c
)JА(α

c
)]},  = (1 − )Q

c
/T *. 

Описание аëãоритìов реøения указанных вы-
øе заäа÷ привеäено в работе [5]. 

4. ÀÍÀËÈÇ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ
ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß 

Дëя рас÷етноãо варианта приняты сëеäуþщие
основные исхоäные äанные. Рассìатривается ба-
зовая äинаìи÷еская ìоäеëü финансово-проìыø-
ëенной структуры, в которой иìеþтся креäит-
но-акöионерные связи у÷астников (сì. рис. 1). 

Пëанируеìый интерваë: t0 = 0, T = 11 ëет. На-

÷аëüное усëовие фазовой траектории: x(t0) = 0. Ры-

но÷ные öены: р
а
 = 2,0 усëовных äенежных еäиниö,

р
с
 = 2,1 еä. Внутренняя банковская креäитная став-

ка τ = 17 %, рыно÷ная креäитная ставка ρ = 25 %.
На÷аëüный объеì креäитноãо ресурса банка Б:
W = 19 еä. Доëя акöий преäприятия В, которой
вëаäеет банк: α0 = 0, 24. Акöионерная стоиìостü

преäприятия В: Q = 75 еä. Пороãовое зна÷ение ИФ:
Q

c
 = 60 еä. Ставки äисконтирования: μ

0
 = 0, 3;

μ1 = 0, 4; μ2 = 0, 4. Моìент вреìени T * = 5 ëет.

Уäеëüные затраты произвоäитеëя А опреäеëяþтся
неëинейной функöией затрат паäаþщей эффек-

тивности виäа: ε
j
(x, y) = [A

j
exp(–a

j
x) + b

j
]  + P

j
/y,

ãäе j — ноìер этапа, j = 1; 2; P — постоянные за-
траты, P1 = 5 еä., P2 = 5,5 еä., A

j
, a

j
 и b

j
 — посто-

янные коэффиöиенты.

1. Оäин из основных резуëüтатов рас÷етов за-
кëþ÷ается в оптиìаëüной проãраììе инвестиöи-
онноãо взаиìоäействия на заäанноì интерваëе
финансовоãо и проìыøëенноãо капитаëа. Инвес-
тиöии направëяþтся как на развитие произвоäс-
твенноãо проöесса и, как сëеäствие, повыøение
еãо эффективности, так и на обеспе÷ение эффек-
тивной реаëизаöии коììерöиаëизаöии инноваöий.

Возìожностü выпоëнения такой проãраììы
зависит, в ÷астности, от вреìени, отвоäиìоãо на
разработку инноваöионноãо проекта, который
äоëжен бытü заверøен не позäнее крити÷ескоãо
ìоìента T *, характеризуеìоãо на÷аëоì паäения
спроса на äействуþщуþ проäукöиþ. Иìенно в этот
ìоìент закан÷ивается 1-й этап ( j = 1) и происхо-
äит äиверсификаöия произвоäства с выхоäоì на
на÷аëüнуþ фазу новоãо жизненноãо öикëа ( j = 2,
2-й этап) по выпуску боëее конкурентоспособной
проäукöии. 

Проãраììа соäержит восеìü интерваëов, ãра-
ниöаìи которых сëужат ìоìенты перекëþ÷ения
оптиìаëüноãо управëения коãо-ëибо из у÷астни-
ков. Дëя привеäенных выøе исхоäных äанных зна-
÷ения этих ìоìентов (в ãоäах): 

t0 = 0;   = 1,5,  t11 = 3,28;   = 3,36;

T * = 5,0;   = 6,58;  t12 = 8,81;   = 9,25;

T = 11,0.

Характеристики изìенения параìетров опти-
ìаëüной инвестиöионной проãраììы, расс÷итан-
ной äëя обоих этапов, показаны на рис. 2. 

Вреìена перекëþ÷ения расс÷итаны при фикси-
рованноì зна÷ении на÷аëüноãо объеìа креäита
банка W = 19 еä. и уровня от÷исëения банка в ин-
новаöионный фонä α

с
 = 0,13. Преäприятие-про-

извоäитеëü А в кажäуþ еäиниöу вреìени способно
от÷исëятü от своей прибыëи в развитие инноваöи-
онноãо проöесса веëи÷ину V

c
 = 10 еä. а äоëя собс-

твенности преäприятия В, которой вëаäеет банк Б,
принята равной α

0
 = 0,24. 

Как виäно из ãрафиков, в фазах внедрения жиз-
ненных öикëов проäукöии «а» и «с» (соответству-

þщих интерваëаì управëения [t
0
, ] и [T *, ])

иäет активное наращивание ìасøтабов äеятеëü-
ности обоих инвесторов. Основное зна÷ение зäесü
иìеþт креäиты банка, так как собственные среäс-
тва произвоäитеëя А еще сëиøкоì сëабы. 

В фазах роста (интерваëы [ , t11] и [ , t12])

интересы партнеров усëожняþтся. Расøиривøие-
ся возìожности саìофинансирования преäпри-
ятия А из ìасøтабной уже прибыëи осëабëяет еãо
зависиìостü от креäитов банка Б, поэтоìу креäи-
тование на этих интерваëах прекращается. 

xi
и

αc
* Vc

*

αc
* Vc

* αc
*

y
βj

t01
* t11

*

t02
* t12

*

t01
* t02

*

t01
* t02

*
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Фазы насыщения ([t
11

, T *] и [t
12

, T ]) характерны

высокиìи äохоäаìи и заинтересованностüþ про-
извоäитеëя в изъятии зна÷итеëüной ÷асти прибы-
ëи. Моìент T * характеризуется, с оäной стороны,
все еще высокиìи äохоäаìи, но, с äруãой, на÷аëоì
паäения спроса на устареваþщуþ проäукöиþ «а».
В интересах коìпании боëее тщатеëüная оöенка
ìоìента T * как ориентира к на÷аëу внеäрения ин-
новаöий. Рассìатриваеìый поäхоä позвоëяет оöе-
нитü еãо зна÷ение, обусëовëенное у÷етоì äоëãо-
вреìенных ìотиваöий у÷астников. 

2. Весüìа существенное вëияние на эффектив-
ностü иссëеäуеìой систеìы оказывает инноваöи-

онный параìетр — äоëя α
c
 инноваöионноãо фон-

äа, покрываеìая банкоì в виäе еäиновреìенноãо
от÷исëения, с правоì äоëевоãо у÷астия в прибы-
ëях произвоäитеëя на посëеäуþщих этапах. 

На рис. 3 показаны ãрафики изìенения ìакси-
ìаëüных интеãраëüных ãарантированных äохоäов
у÷астников, суììарно по äвуì этапаì, в зависи-
ìости от изìенения äоëи α

c
. 

В ка÷естве оптиìаëüноãо зна÷ения α
c
, äостав-

ëяþщеãо ìаксиìуì интеãраëüныì критерияì JБ,

J
А и JВ, как виäно из рисунка, ìожно принятü ве-

ëи÷ину α
c
 ≈ 0,13, которая соответствует еãо исхоä-

ноìу зна÷ениþ. 

3. К параìетраì, способныì оказыватü зна÷и-
теëüное вëияние на эффективностü финансово-
проìыøëенной структуры и на ее инноваöионное
развитие, относятся также те параìетры, которые
характеризуþт степенü интеãраöии банковскоãо и
проìыøëенноãо капитаëов. Это, в ÷астности, äо-
ëя α0, опреäеëяþщая объеì пакета акöий потре-

битеëя В, которыì распоëаãает банк Б, а также
на÷аëüный финансовый ресурс банка W, который
направëяется öеëевыì образоì на креäитование
произвоäитеëя А. 

На рис. 4 показаны ãрафики изìенения суì-
ìарных по äвуì этапаì ìаксиìаëüных äохоäов
у÷астников структуры в зависиìости от äоëи α

0
. 

Рис. 3. Графики изменения интегральных дисконтированных га-
рантированных доходов участников в зависимости от параметра a

c 

Рис. 2. График оптимальной инвестиционной программы, совмещенной с фазами жизненных циклов
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В соответствии с рис. 4, ìаксиìаëüные зна÷е-
ния критериев прихоäятся на зна÷ение α

0
 ≈ 0, 275. 

График зависиìости интеãраëüных критериев
эффективности от на÷аëüноãо ресурса банка W
преäставëен на рис. 5. Отìетиì, ÷то на 1-ì этапе
÷астü этоãо ресурса банк направëяет в развитие ин-
новаöионноãо фонäа, в резуëüтате ÷еãо, на 2-ì эта-
пе, он поëу÷ает äопоëнитеëüнуþ прибыëü в виäе
от÷исëений от прибыëи произвоäитеëя А (пропор-
öионаëüно α

c
), а также в виäе äивиäенäов по ак-

öияì потребитеëя В (пропорöионаëüно α0). Есëи

произвоäитеëü в ìоìент t приниìает реøение от-
казатüся от банковских креäитов, то в иссëеäуеìой
ìоäеëи приниìается, ÷то свой ресурс W банк ìо-
жет испоëüзоватü äëя приобретения äопоëнитеëü-
ной äоëи акöий потребитеëя в рас÷ете на увеëи÷е-
ние буäущих äивиäенäов. 

Как виäно из ãрафиков, наиëу÷øее зна÷ение
W ≈ 17,5 еä., при котороì рассìатриваеìые интеã-
раëüные критерии эффективности приобретаþт
бëизкие к ìаксиìаëüныì зна÷ения. 

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ 

Поäвоäя итоã, отìетиì, ÷то рассìотренная ìе-
тоäика оптиìаëüноãо äинаìи÷ескоãо управëения
инноваöионныì проöессоì на основе оптиìиза-
öии внутрикорпоративноãо инвестиöионноãо вза-
иìоäействия у÷астников интеãрированной струк-
туры, внеäряþщей в произвоäственный öикë ин-
новаöии, позвоëяет опреäеëитü те усëовия, при
выпоëнении которых обеспе÷ивается повыøение
эффективности как проöесса коììерöиаëизаöии
инноваöий, так и структуры в öеëоì. 

Поëу÷енные резуëüтаты показываþт, ÷то внеä-
рение инноваöий, их успеøная коììерöиаëиза-
öия явëяþтся весüìа сëожныì, труäоеìкиì и за-
тратныì проöессоì. При этоì ка÷ество проöесса
существенно зависит как от характеристик и па-
раìетров систеìы, внеäряþщей инноваöии, так и
от оптиìаëüной орãанизаöии проöессов взаиìо-
äействия финансовоãо и проìыøëенноãо капита-
ëа структуры. Интеãрированная структура иãрает
зäесü особуþ роëü, поскоëüку иìенно оптиìиза-
öия внутрикорпоративноãо инвестиöионноãо взаи-
ìоäействия финансовоãо и проìыøëенноãо ка-
питаëов структуры способствует образованиþ тех
синерãети÷еских эффектов, которые привоäят к
росту эконоìи÷еской эффективности. Эти воз-
ìожности интеãрированной структуры ìожно, в
÷астности, интерпретироватü, как способностü по-
выøатü эффективностü обеспе÷ения финансовы-
ìи ресурсаìи сферу инноваöионной äеятеëüно-
сти, веäущей к повыøениþ конкурентоспособ-
ности оте÷ественной проäукöии при собëþäении
необхоäиìоãо баëанса интересов всех у÷астников.
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Рис. 4. Графики изменения интегральных дисконтированных
гарантированных доходов участников в зависимости от пара-
метра a

0 

Рис. 5. Графики изменения суммарных максимальных гаранти-
рованных дисконтированных доходов участников при изменении
ресурса W
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ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÏÎÊÀÇÎÂ ÐÅÊËÀÌÛ
Â ÏÎÈÑÊÎÂÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

À.Í. Êîðíåòîâà, À.ß. ×åðâîíåíêèñ 

ÂÂÅÄÅÍÈÅ.
ÑÓÙÅÑÒÂÓÞÙÀß ÑÈÑÒÅÌÀ

ÏÎÊÀÇÎÂ ÐÅÊËÀÌÛ ÍÀ ÏÎÈÑÊÅ

Правила показа рекламного объявления. Оãроì-
ное ÷исëо ëþäей поëüзуþтся Интернетоì äëя по-
иска инфорìаöии. Обы÷но Интернет-поëüзоватеëü
äеëает некоторый запрос, на который он хо÷ет по-
ëу÷итü ответ, и заäа÷а поисковой систеìы — отве-
титü на запрос наиëу÷øиì образоì. Чтобы иìетü
некоторуþ прибыëü от поиска инфорìаöии, поис-
ковик разìещает рекламные объявления (баннеры)
на страниöе поисковой выäа÷и. Поскоëüку соäер-
жание объявëений зависит от запроса поëüзовате-
ëя, такая рекëаìа называется контекстной. По за-
просу составëяется список ключевых фраз, к ко-
торыì и привязываþтся рекëаìные объявëения.
Вообще ãоворя, не все баннеры, отобранные по за-
просу, ìоãут бытü показаны (об этоì ре÷ü пойäет
äаëее), т. е. отображены на страниöе поисковой
выäа÷и. Баннеры соäержат рекëаìнуþ инфорìа-
öиþ о товаре иëи усëуãе рекëаìоäатеëя, а также
ссыëку на соответствуþщий сайт. Есëи поëüзова-
теëü кëикает на то иëи иное объявëение, происхо-
äит перехоä на рекëаìируеìый сайт, этот перехоä
называется кликом. В сëу÷ае кëика со с÷ета рек-
ëаìоäатеëя списываþтся äенüãи. Общая суììа
списываеìых со с÷етов рекëаìоäатеëей äенеã ока-
зывается существенной составëяþщей äохоäа по-
исковой коìпании. Рекëаìоäатеëü äëя кажäоãо
объявëения выставëяет ставку, и происхоäит торã
за показ еãо рекëаìноãо объявëения на поиске.
Друãие схеìы списаний äенеã со с÷етов рекëаìо-

äатеëей (наприìер, за показы еãо объявëения иëи
за конверсиþ — покупку товара на сайте рекëаìо-
äатеëя) ìожно увиäетü в работе [1]. 

Рекëаìные объявëения ìоãут показыватüся в
разных ìестах поисковой страниöы (рис. 1): спра-
ва от резуëüтатов поиска (гарантированные пока-
зы), вверху страниöы наä резуëüтатаìи поиска
(спецразмещение), внизу страниöы и äр. 

Спеöразìещение — наибоëее привиëеãирован-
ное ìесто äëя показа рекëаìы, оно приоритетно
äëя рекëаìоäатеëей [2] и саìое прибыëüное äëя
поисковой систеìы. За÷астуþ, äëя тоãо ÷тобы по-
пастü в спеöразìещение, из-за конкуренöии рек-
ëаìоäатеëþ прихоäится äеëатü äостато÷но боëü-
øуþ ставку. 

Настоящая работа посвящена разработке ìето-
äа отбора рекëаìных объявëений äëя показа в бëо-
ке спеöразìещения. 

Выãоäностü показа рекëаìноãо объявëения в
спеöразìещении äëя поисковой систеìы опреäе-
ëяется äвуìя критерияìи: 

— вероятностü тоãо, ÷то поëüзоватеëü кëикнет на
преäъявëенное объявëение (кликабельность CTR,
Click Through Rate); ìожно сказатü, ÷то это — сте-
пенü эффективности показа объявëения, еãо харак-
теристика привëекатеëüности äëя поëüзоватеëя;

— ставка Bid, назна÷енная рекëаìоäатеëеì за
показ еãо объявëения в спеöразìещении. 

Детаëüное описание терìиноëоãии поисковой
контент-рекëаìы ìожно найти в работе [3]. 

Дëя вероятности CTR, коне÷но, ìожно äатü
тоëüко оöенку, поскоëüку как поëüзоватеëи, так и
объявëения постоянно ìеняþтся. На оöенку веро-

Преäëожен аëãоритì отбора объявëений äëя кажäоãо поисковоãо запроса äëя показа рек-

ëаìы по неìу. Сфорìуëирована и реøена соответствуþщая оптиìизаöионная заäа÷а с

у÷етоì оãрани÷ений уже существуþщей систеìы, таких как суììа äенеã, списанная со

с÷етов рекëаìоäатеëей, äоëя запросов, по которыì рекëаìа ìожет бытü показана. Кри-

териеì оптиìаëüности принята эффективностü показов рекëаìных объявëений, которая

опреäеëяется уäовëетворенностüþ поëüзоватеëей и, соответственно, увеëи÷ениеì их

вниìания к рекëаìной выäа÷е на ãëавной страниöе поиска. 

Ключевые слова: коэффиöиент кëиков баннера, рекëаìа на поиске, интернет-рекëаìа, оптиìиза-
öия, построение аëãоритìа. 
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ятности кëика вëияет боëüøое ÷исëо факторов,
которые у÷итываþтся в форìуëе оöенки, порож-
äаеìой спеöиаëüныìи проãраììаìи ìаøинноãо
обу÷ения. Оäнако в äанной работе ìы не буäеì ка-
сатüся этоãо вопроса и приìеì, ÷то оöенка крите-
рия CTR äëя кажäой пары «запрос — рекëаìное
объявëение» наì äана.

Ожиäаеìая суììа äенеã, списываеìых со с÷ета
рекëаìоäатеëя за кëик поëüзоватеëя по конкрет-
ноìу баннеру, ìожет бытü оöенена как CPM (Cost
Per Million) = CTR•Bid. Иìенно эта веëи÷ина сëу-
жит критериеì, по котороìу отбираþтся канäиäа-
ты äëя показа в спеöразìещении. В äействитеëü-
ности äенüãи списываþтся нескоëüко сëожнее —
соãëасно аукöиону второй öены [4]. 

Существуþт и äруãие критерии отбора объяв-
ëений:

� сортировка по критериþ Bid•quality + υ, ãäе
quality — некоторое ка÷ество объявëения (в на-
øеì сëу÷ае это преäсказываеìая оöенка CTR),
а υ — коëи÷ественная ìера поëезности объяв-
ëения äëя поисковой систеìы в ка÷естве обу-
÷аþщеãо ìатериаëа и äопоëнитеëüной инфор-
ìаöии о ка÷естве (вообще ãоворя, это некото-
рое на÷аëüное преäсказание зна÷ений CTR äëя
новых баннеров); äëя новых баннеров зна÷е-
ние v боëüøое, äëя старых практи÷ески нуëе-
вое (так как таì уже работает статисти÷еская
оöенка вероятности CTR по истории показов
объявëения); 

Рис. 1. Места для показов рекламы на поисковой выдаче 
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� сортировка по Bid•quality + υ, ãäе υ =
= cBid•var(quality), c — константа, показываþ-
щая, наскоëüко поëезно обу÷ение на äанноì
объявëении; 

� у÷ет реëевантности объявëения запросу (с по-
ìощüþ ссыëок на сайт рекëаìоäатеëя) [5]; 

� в ка÷естве характеристик, от которых зависит
ранжирование объявëений (сëеäоватеëüно, и
пороã вхоäа в спеöразìещение), ìоãут бытü
взяты сëеäуþщие: наскоëüко фраза, по которой
показывается объявëение, явëяется øироко-
иëи узко-теìати÷еской, инфорìаöия о проäав-
öе в розни÷ной торãовëе, а также инфорìаöия
о бренäе, преäставëяеìоì объявëениеì [6]; 

� позиöионные ìоäеëи показа рекëаìы [7]; 

� ранжирование виäа Bid
k
CTR

l в зависиìости от
степеней k и l ìожет порожäатü разëи÷ные ви-
äы сортировки: наприìер при l = 0 поëу÷ается
сортировка тоëüко по ставке, а при l = k = 1 —
кëасси÷еская сортировка по критериþ CPM [8].
Порог входа в спецразмещение. Усëовия вхоäа в

спеöразìещение опреäеëяþтся äвуìя оãрани÷ени-
яìи. Прежäе всеãо, ÷исëо ìест äëя показа рекëаì-
ных объявëений в спеöразìещении оãрани÷ено,
поэтоìу в äействуþщей систеìе äëя оäноãо за-
проса äопускается показ не боëее трех баннеров.
Важно ввести еще оäин терìин: рекламный хит —
непустое ìножество баннеров, показанных оäно-
вреìенно по оäноìу запросу поëüзоватеëя (соот-
ветственно, оäин хит по спеöразìещениþ не ìо-
жет соäержатü боëüøе трех объявëений). Друãое
оãрани÷ение: с÷итается, ÷то не по всеì поисковыì
запросаì нужно показыватü спеöразìещение, так
как объявëения не всеãäа соäержат поëезнуþ äëя
поëüзоватеëя инфорìаöиþ и ìенее реëевантны
еãо запросу, ÷еì резуëüтаты поиска. Поэтоìу в
систеìе показов рекëаìы принято усëовие, ÷то
покрытие — äоëя рекëаìных хитов со спеöразìе-
щениеì среäи всех рекëаìных хитов — äоëжно
бытü оãрани÷ено сверху. Дëя этоãо ввоäится абсо-
ëþтный пороã вхоäа в спеöразìещение. Есëи СРМ

баннера (äëя äанноãо запроса) превыøает пороã,
то это объявëение становится канäиäатоì на показ
в спеöразìещении, ина÷е баннер завеäоìо не бу-
äет показан. Пороã поäбирается так, ÷тобы ÷астü
резуëüтатов поиска не сопровожäаëасü рекëаìой в
спеöразìещении вообще. 

Есëи ÷исëо канäиäатов, проøеäøих пороã, не
боëüøе трех, то все они буäут показаны. Есëи же
их ÷исëо превыøает три, то в спеöразìещении
показываþтся тоëüко три баннера с наибоëüøиì
зна÷ениеì СРМ.

Такиì образоì, äëя показа новоãо баннера не-
обхоäиìо, ÷тобы еãо СРМ превзоøеë абсоëþтный
пороã. А есëи уже иìеþтся три канäиäата, то СРМ

новоãо баннера äоëжен превзойти таковой у на-
ихуäøеãо (по критериþ СРМ) среäи иìеþщихся
канäиäатов, ÷тобы вытеснитü посëеäнеãо из спис-
ка канäиäатов. Это усëовие опреäеëяет относитель-

ный порог вхоäа в спеöразìещение. 

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Поëезностü показа рекëаìных объявëений в
спеöразìещении äëя поисковой систеìы опреäе-
ëяется сëеäуþщиìи критерияìи. 
� Суììа äенеã, списываеìых со с÷етов рекëаìо-

äатеëей. В этоì сëу÷ае оптиìизаöия правиëа
отбора баннеров в спеöразìещение преäставëя-
ется несëожной заäа÷ей: нужно просто поäоб-
ратü такое зна÷ение абсоëþтноãо пороãа вхоäа,
при котороì покрытие буäет в то÷ности равно
заäанноìу оãрани÷ениþ. 

� Среäняя кëикабеëüностü — наскоëüко ÷асто в
среäнеì поëüзоватеëü кëикает на оäно из пока-
занных объявëений, ÷то опреäеëяет уäовëетво-
ренностü поëüзоватеëя, а также эффективностü
саìой рекëаìы. Эта веëи÷ина соответствует
среäнеìу зна÷ениþ СTR по всеì запросаì и
всеì объявëенияì, попавøиì в спеöразìеще-
ние. Есëи эта веëи÷ина ìаëа, то поëüзоватеëü
просто уйäет в äруãуþ поисковуþ систеìу. 
Поäробнее о баëансе ìежäу ставкой и ка÷ест-

воì выäа÷и (в наøеì сëу÷ае CTR) ìожно про÷естü
в работе [7]. 

Зäесü ìы ставиì заäа÷у ìаксиìизаöии среäнеãо
зна÷ения СTR при оãрани÷ении на суììарный äо-
хоä поисковой систеìы, поэтоìу она ставится как
поиск усëовноãо ìаксиìуìа среäней кëикабеëü-
ности в спеöразìещении при усëовии, ÷то суììа
äенеã äоëжна бытü не ìенüøе заäанной веëи÷ины. 

Кроìе тоãо, сохраняþтся упоìянутые оãрани-
÷ения на покрытие (äоëþ показов со спеöразìе-
щениеì среäи всех показов, соäержащих рекëаìу)
и на ÷исëо рекëаìных объявëений в спеöразìеще-
нии. Заäа÷а состоит в тоì, ÷тобы найти правиëо
вхоäа в спеöразìещение, äоставëяþщее ìаксиìуì
среäнеìу зна÷ениþ CTR при упоìянутых оãрани-
÷ениях. Но ситуаöия на поиске и рынке рекëаìы
непрерывно ìеняется во вреìени, соответственно
äоëжны ìенятüся и пороãи, äëя поäбора которых
быëа разработана схеìа, преäставëенная на рис. 2.
Рассìотриì ее. 

Периоäи÷ески собирается сëу÷айная выборка
запросов (сì. бëок 1 на рис. 2) из общеãо списка
запросов из истори÷еских ëоãов äанных за опреäе-
ëенный периоä вреìени (неäеëя, ìесяö). По вы-
борке запросов поëüзоватеëей äëя кажäоãо из за-
просов отбираþтся баннеры-канäиäаты (бëок 3)
äëя показов (по фразаì запроса). С÷итается, ÷то
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äëя кажäоãо канäиäата известна еãо ставка и преä-
сказание кëикабеëüности (отäеëüное äëя спеöраз-
ìещения и äëя бëока справа). 

Критерии поäбора пороãов (бëок 2): Hits —
покрытие, о котороì ãовориëосü во Ввеäении;
СTR — кëикабеëüностü спеöразìещения, т. е. ÷ис-
ëо кëиков по спеöразìещениþ относитеëüно ÷ис-
ëа показов рекëаìы в спеöразìещении (с÷итается
суììарно по всей выборке запросов); Money — ко-
ëи÷ество заработанных на спеöразìещении äенеã
(списанных со с÷етов рекëаìоäатеëей), при поä-
боре пороãов оöенивается как СTR•Bid. 

В бëоке 4 реаëизуется отбор баннеров äëя их
показа в спеöразìещении иëи справа от резуëüта-
тов поиска. Не буäеì сей÷ас о÷енü поäробно оста-
навëиватüся, как конкретно происхоäит отбор
баннеров, важно, ÷то посëе некотороãо отсева,
кажäый баннер (÷тобы он ìоã бытü показан в спеö-
разìещении) äоëжен преоäоëетü пороã вхоäа и вы-
äержатü конкуренöиþ со стороны äруãих канäиäа-
тов на показ в спеöразìещении. Виä пороãа вхоäа
в спеöразìещение, а также еãо поäбор — сëожная
аëãоритìи÷еская и вы÷исëитеëüная заäа÷а, кото-
руþ ìы буäеì обсужäатü äаëее. 

Как тоëüко оптиìаëüный пороã поëу÷ен, у нас
естü off-line преäсказание изìенения систеìы по
основныì ее характеристикаì. Также у нас появ-
ëяется возìожностü запуститü on-line экспериìент
äëя проверки поëу÷енных off-line преäсказаний.
Есëи преäсказания поäтвержäаþтся, то правиëо
приìеняется ко всеìу потоку запросов, ина÷е вы-
ясняþтся при÷ины расхожäения. Пороãи äоëжны
перес÷итыватüся всякий раз при изìенении фор-
ìуëы оöенки СTR, при изìенении требований на
суììу äенеã иëи покрытие, а также по проøествии
опреäеëенноãо вреìени.

Друãие, не оптиìаëüные ìоäеëи, рассìотрены в
работах [9, 10]. 

2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Сна÷аëа поставиì заäа÷у сëеäуþщиì образоì:
как äëя заäанной выборки запросов и заäанноãо
списка баннеров найти оптиìаëüнуþ расстановку
этих баннеров в спеöразìещении äëя показа по
этиì заäанныì запросаì.

С÷итаеì, ÷то ставки (Bid) äëя всех баннеров из-
вестны, а также известны оöенки вероятности
кëика (СTR) äëя кажäой пары «запрос — баннер»
(есëи äанный баннер в принöипе не ìожет бытü
совìещен с опреäеëенныì ответоì на запрос, то
поëаãаеì, ÷то оöенка СTR равна нуëþ). С÷итаеì
также, ÷то заäаны оãрани÷ения: ìиниìаëüная суì-
ìа äенеã, которая äоëжна поступитü от рекëаìоäа-
теëей, ìаксиìаëüное покрытие — äоëя резуëüтатов
поиска, сопровожäаеìых спеöразìещениеì, а так-
же ìаксиìаëüное ÷исëо баннеров (k) в кажäоì хи-
те по спеöразìещениþ. При этих оãрани÷ениях
буäеì искатü такуþ расстановку баннеров в спеö-
разìещении, которая обеспе÷ивает ìаксиìуì среä-
ней кëикабеëüности — среäнеãо зна÷ения СTR. 

Заäа÷у буäеì реøатü в тоì прибëижении, коãäа
рекëаìоäатеëü пëатит за кëик по своей ставке, а не
по правиëу аукöиона второй öены (саìи äенüãи
буäут сëеãка завыøены, но разниöу в характерис-
тиках ìы ìожеì äостато÷но то÷но просëеäитü).

Поëаãаеì, ÷то в наøей выборке иìеется M за-
просов, которые ìы буäеì нуìероватü инäексоì j,
1 ≤ j ≤ M, и заäан список из N баннеров, нуìеру-
еìых инäексоì i, 1 ≤ i ≤ N. Обозна÷иì äаëее:

Bid
i
 — ставка, назна÷енная рекëаìоäатеëеì за

i-й баннер; все ставки неотриöатеëüны, т. е. Bid
i
 ≥ 0; 

СTR
ij
 — оöенка вероятности кëика при разìе-

щении i-ãо баннера наä резуëüтатаìи поиска на j-й
запрос. Веëи÷ины Bid

i
 и СTR

ij
 с÷итаеì заäанныìи. 

Ввеäеì äаëее бинарнуþ переìеннуþ t
ij
, такуþ

÷то t
ij
 = 1 озна÷ает, ÷то i-й баннер разìещен наä

резуëüтатоì поиска на j-й запрос, и t
ij
 = 0 в про-

тивноì сëу÷ае. Иìенно оптиìаëüные зна÷ения
этой переìенной ìы буäеì искатü. 

Тоãäа TSUM = t
ij
 буäет озна÷атü суììарное

÷исëо показов рекëаìных объявëений в спеöраз-
ìещении по äанной выборке запросов, а 

СTR0(t) = СTR
i, j•t

i, j/TSUM (1)

— среäнþþ кëикабеëüностü — среäнее зна÷ение
по СTR по этиì баннераì. Иìенно эту веëи÷ину
ìы хотиì ìаксиìизироватü при заäанных оãрани-
÷ениях. 

Ограничение по суммарному доходу. Матеìати-
÷еское ожиäание суììы äенеã, списываеìых со
с÷ета рекëаìоäатеëя, равно вероятности кëика на

Рис. 2. Схема подбора порогов входа в спецразмещение

i j,
∑

i j,
∑
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äанный баннер по заäанноìу запросу, уìножен-
ной на ставку рекëаìоäатеëя, выставëеннуþ äëя
этоãо баннера, в сëу÷ае еãо показа в спеöразìеще-
нии. Есëи же он не показан, то и äенеã он принес-
ти не ìожет. За оöенку вероятности кëика ìы при-
ниìаеì заäанное зна÷ение СTR. Такиì образоì,
суììа äенеã приниìает зна÷ение Bid

k
•СTR

i, j•t
i, j,

ãäе i — ноìер баннера, а j — ноìер запроса из на-
øей выборки. Тоãäа общая суììа äенеã, списыва-
еìых с рекëаìоäатеëей по наøей выборке запро-
сов, опреäеëяется как 

MONEY(t) = Bid
i
•СTR

i, j•t
i, j.

Мы требуеì, ÷тобы эта суììа быëа не ìенüøе
заäанноãо зна÷ения MONmin. Такиì образоì, оãра-

ни÷ение приниìает виä

MONEY(t) ≥ MON
min

. (2)

Ограничение на покрытие. Напоìниì, ÷то пок-
рытиеì ìы называеì äоëþ запросов, по которыì
в спеöразìещении показано хотя бы оäно рекëаì-
ное объявëение, среäи всех резуëüтатов поиска, по
которыì быëа показана рекëаìа. Форìаëüно, äëя
этоãо ввеäеì еще оäну бинарнуþ переìеннуþ

τ
j
 = 

т. е. τ
j
 = 1, есëи наä резуëüтатоì поиска разìещен

хотü оäин баннер, и τ
j
 = 0 в противноì сëу÷ае. Тоã-

äа оãрани÷ение на покрытие приìет виä 

Hit(t) = τ
j
/M ≤ Hitmax. (3)

Ограничение на число баннеров, разìещаеìых
наä кажäыì резуëüтатоì поиска. С÷итаеì, ÷то это
÷исëо не äоëжно превыøатü k: 

∀j t
ij
 ≤ k. (4)

Итак, заäа÷а форìаëüно ставится сëеäуþщиì
образоì: ìаксиìизироватü по бинарныì переìен-
ныì t

ij
 функöиþ (1) при оãрани÷ениях (2)—(4). Это

заäа÷а äискретноãо проãраììирования. 

3. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÇÀÄÀÍÍÎÉ ÂÛÁÎÐÊÈ
ÇÀÏÐÎÑÎÂ È ÁÀÍÍÅÐÎÂ

3.1. Ïåðåõîä îò äèñêðåòíîé çàäà÷è ê íåïðåðûâíîé

Сфорìуëированная то÷ная постановка заäа÷и
относится к кëассу заäа÷ äискретной оптиìиза-
öии. Реøатü такие заäа÷и труäно, обы÷но их ре-

øение требует коìбинаторноãо перебора. Но, ес-
ëи такуþ заäа÷у «поãрузитü» в непрерывное про-
странство, то ÷асто äëя ее реøения уäается
воспоëüзоватüся хороøо разработанныìи ìетоäа-
ìи оптиìизаöии в непрерывноì пространстве ис-
коìых переìенных. Мы также воспоëüзуеìся этиì
приеìоì и заìениì бинарные переìенные t

ij
 на

непрерывные t
ij
, поä÷иненные äопоëнитеëüноìу

оãрани÷ениþ: 0 ≤ t
ij
 ≤ 1. Эта заìена корректна, по-

тоìу ÷то, как ìы увиäиì, при ìаксиìизаöии на-
øеãо критерия переìенные все равно приниìаþт
крайние зна÷ения 0 иëи 1 (за искëþ÷ениеì вырож-
äенных сëу÷аев, которые буäут отìе÷ены äаëее).
Поэтоìу реøение непрерывной заäа÷и совпаäет с
реøениеì äискретной [1]. 

3.2. Îáùèé ïðèíöèï —
ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

Соãëасно ìетоäу ìножитеëей Лаãранжа, есëи
требуется найти ìаксиìуì некоторой функöии
F(x) при оãрани÷ениях ϕ

i
(x) = 0, то ìожно эту за-

äа÷у заìенитü на заäа÷у поиска безусëовноãо ìак-

сиìуìа функöии F *(x) = F(x) – Σλ
i
ϕ

i
(x), при÷еì

коэффиöиенты λ
i
 поäбираþтся так, ÷тобы в то÷ке

ìаксиìуìа F *(x) все оãрани÷ения ϕ
i
(x) = 0 выпоë-

ниëисü то÷но. 
Есëи же оãрани÷ения иìеþт виä неравенств

ϕ
i
(x) ≤ 0, то соãëасно теории Куна—Таккера [2] ìе-

тоä ìножитеëей Лаãранжа ìоäифиöируется сëеäу-
þщиì образоì. По-прежнеìу, ищется безусëов-

ный ìаксиìуì функöии F *(x) = F(x) – Σλ
i
ϕ

i
(x), а

коэффиöиенты поäбираþтся так, ÷тобы выпоëни-
ëисü три усëовия: 

— то÷ка ìаксиìуìа функöии F *(x) äоëжна
уäовëетворятü оãрани÷енияì ϕ

i
(x) ≤ 0,

— коэффиöиенты äоëжны бытü неотриöатеëü-
ны (λ

i
 ≥ 0), 

— коэффиöиент λ
i
 äоëжен бытü равен нуëþ, ес-

ëи в то÷ке ìаксиìуìа функöии F *(x) соответству-
þщее оãрани÷ение не äостиãает преäеëüноãо зна-
÷ения, т. е. ϕ

i
(x) < 0. 

На саìоì äеëе ìожно не все оãрани÷ения заìе-
нятü сëаãаеìыìи в критерии, а ÷астü из них оста-
витü как оãрани÷ения [1], т. е. искатü усëовный
ìаксиìуì функöии 

F *(x) = F(x) – λ
i
ϕ

i
(x)

при оãрани÷ениях ϕ
i
(x) ≤ 0, i = m + 1, ..., n. Требо-

вания к поäбору коэффиöиентов остаþтся теìи
же, ÷то быëи пере÷исëены ранее. 

i j,
∑

1 есëи tij
i
∑ 0,>,

0 в противноì сëу÷ае,⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

j
∑

i
∑

i 1=

m

∑
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Иìенно этиì приеìоì, коãäа ÷астü оãрани÷е-
ний перевоäится в критерий (с посëеäуþщиì
уäовëетворениеì оãрани÷ений путеì выбора соот-
ветствуþщих ìножитеëей Лаãранжа), а ÷астü со-
храняется, ìы и буäеì поëüзоватüся в äаëüнейøеì. 

3.3. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà
ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è 

3.3.1. Äîáàâëåíèå â êðèòåðèé îãðàíè÷åíèÿ
ïî äåíüãàì

Итак, требуется найти ìаксиìуì по t функöии
СRIT0(t) = ΣСTR

i, j•t
i, j/TSUM при оãрани÷ениях

(2)—(4) и оãрани÷ении 0 ≤ t
ij
 ≤ 1. Сна÷аëа переве-

äеì в критерий (с поìощüþ ìножитеëя Лаãранжа
λ1 ≥ 0) тоëüко оãрани÷ение (2). Запиøеì еãо в фор-

ìе ϕ(x) ≤ 0:

MON
min

 – MONEY(t) ≤ 0, 

ãäе MONEY(t) = Σ(i, j)Bid
i
•СTR

i, j•t
i, j.

Поëу÷иì новый критерий 

СRIT
1
(t) = ΣСTR

i, j
•t

i, j
/Σt

i, j
 –

– λ1(MONmin – MONEY(t))

и буäеì искатü еãо ìаксиìуì при у÷ете остаëüных
оãрани÷ений.

3.3.2. Äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå 

Есëи бы наø критерий преäставëяë собой суì-
ìу функöий, кажäая из которых зависит тоëüко от
оäной переìенной t

i, j
, то ìожно быëо бы опти-

ìизироватü кажäуþ из этих функöий по отäе-
ëüности — провести äекоìпозиöиþ заäа÷и. Но в
наøеì сëу÷ае это не так, поскоëüку знаìенатеëü

TSUM = t
i, j

 в сëаãаеìых ΣСTR
i, j

•t
i, j

/Σt
i, j

 зависит

сразу от всех переìенных. Дëя тоãо ÷тобы все же
äобитüся äекоìпозиöии, преäëаãается сëеäуþщее. 

А. Сна÷аëа зафиксироватü знаìенатеëü TSUM =

= t
i, j äопоëнитеëüныì требованиеì TSUM = T0,

ãäе T0 — некоторая назна÷енная поëожитеëüная

константа, и найти ìаксиìуì СRIT
1
(t) с у÷етоì

этоãо äопоëнитеëüноãо оãрани÷ения. Этот ìакси-
ìуì буäет зависетü от назна÷енноãо зна÷ения T

0
. 

Теперü наø критерий приобретает виä:

СRIT1(t) = ΣСTR
i, j•t

i, j/T0 –

– λ1 MONmin – Bid
i
•СTR

ij
•t

ij
,

и äействитеëüно становится суììой функöий, за-
висящих тоëüко от оäной переìенной t

ij
.

Реøая заäа÷у, найäеì зна÷ения переìенных t
ij
,

äоставëяþщие усëовный ìаксиìуì критерия
СRIT

1
(t) при заäанных λ

1
 и T

0
. 

Б. Перебороì по T0 найти то зна÷ение T0(опт), при

котороì äостиãается ìаксиìуì критерия СRIT
1
(t).

Перевеäеì с поìощüþ ìножитеëя Лаãранжа и
новое äопоëнитеëüное оãрани÷ение в критерий.
Поëу÷иì:

СRIT2(t) = ΣСTR
ij
•t

ij
/T0 –

– λ1 MONmin – Bid
i
•СTR

ij
•t

ij
 – λ2 t

ij
 – T0

при оãрани÷ениях

0 ≤ t
ij
 ≤ 1, ∀j t

ij
 ≤ k,  Hit(t) = τ

j
/M ≤ Hit

max
.

3.4. Îïòèìèçàöèÿ êðèòåðèÿ CRIT
2 

(t)

ïðè îñòàâøèõñÿ îãðàíè÷åíèÿõ

Итак, на äанноì øаãе ìы äоëжны ìаксиìизи-
роватü критерий

СRIT2(t) = ΣСTR
i, j•t

i, j/T0 –

– λ1 MONmin – Bid
i
•СTR

i, j•t
i, j  –

– λ2 t
i, j – T0 ,

с÷итая веëи÷ины λ1, λ2 и T0 фиксированныìи. 

Объеäиняя сëаãаеìые, зависящие от t
ij
, и выно-

ся за скобки t
ij
, поëу÷иì

СRIT
2
(t) = t

ij
 + 

const,

ãäе веëи÷ина const от переìенных t
ij
 не зависит.

Виäиì, ÷то наø критерий äействитеëüно преä-
ставëяет собой суììу функöий, кажäая из которых
ëинейно зависит тоëüко от оäной переìенной t

ij
. 

Шаг 1. Теперü найäеì ìаксиìуì критерия
СRIT

2
(t) по переìенныì t

ij
 с у÷етоì тоëüко оäноãо

оãрани÷ения: 0 ≤ t
ij
 ≤ 1.

Ясно, ÷то при этоì переìенная t
ij
 äоëжна при-

нятü зна÷ение «ноëü», есëи коэффиöиент при ней
отриöатеëен. Действитеëüно, в этоì сëу÷ае вкëаä
в критерий СRIT2(t) от сëаãаеìоãо t

ij
(СTR

ij
/T0 +

+ λ
1
Bid

i
•СTR

ij
 – λ

2
) буäет отриöатеëüныì при ëþ-

боì поëожитеëüноì зна÷ении t
ij
, а при t

ij
 = 0 этот

вкëаä буäет нуëевыì.
Есëи же этот коэффиöиент поëожитеëен, то без

у÷ета остаëüных оãрани÷ений переìенная t
ij
 äоëж-

на принятü зна÷ение 1. Действитеëüно в этоì сëу-

i j,
∑

i j,
∑

⎝
⎛

i j,
∑ ⎠

⎞

⎝
⎛

i j,
∑ ⎠

⎞
⎝
⎛

i j,
∑ ⎠

⎞

i
∑

j
∑

⎝
⎛

i j,
∑ ⎠

⎞

⎝
⎛

i j,
∑ ⎠

⎞

i j,
∑

CTRij

T0

---------------- λ1Bidi CTRij⋅ λ2–+⎝ ⎠
⎛ ⎞
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÷ае вкëаä в критерий буäет ìаксиìаëüныì (и по-
ëожитеëüныì) при t

ij
 = 1. 

В сëу÷ае же, коãäа этот коэффиöиент в то÷но-
сти равен нуëþ при некоторых зна÷ениях пары
(i, j), ìы поëу÷аеì, ÷то СRIT2(t) не зависит от t

ij
.

При естественных зна÷ениях вхоäных параìетров
то÷ное равенство коэффиöиента нуëþ возìожно
тоëüко в вырожäенных сëу÷аях. Но при поäборе
зна÷ений коэффиöиентов Лаãранжа ìожет ока-
затüся необхоäиìыì выбратü äробное зна÷ение t

ij
.

Оäнако на практике такое возìожно тоëüко äëя
о÷енü ìаëоãо ÷исëа пар (i, j). Действитеëüно, ìы
поäбираеì совсеì небоëüøое ÷исëо неопреäеëен-
ных коэффиöиентов, и обеспе÷итü то÷ное равенс-
тво коэффиöиента нуëþ ìожно тоже в о÷енü ìа-
ëоì ÷исëе сëу÷аев. У÷итывая, ÷то в наøеì пуëе со-
äержатся тыся÷и эëеìентов, заìена зна÷ения t

ij

на 0 иëи 1 в этих сëу÷аях практи÷ески не вëияет на
зна÷ение критерия.

Но остаëüные оãрани÷ения ìоãут сäеëатü
преäъявëение i-ãо баннера на j-й запрос все же не-
äопустиìыì, т. е. все же приäется поëожитü t

ij
 = 0. 

Обозна÷иì F
ij
(λ, T

0
) коэффиöиент при t

ij
: 

F
ij
(λ, T

0
) = СTR

ij
/T

0
 + λ

1
Bid

i
•СTR

ij
 – λ

2
.

Тоãäа канäиäатаìи на вхоä в спеöразìещение
буäут те баннеры, äëя которых F

ij
 > 0 иëи, ина÷е, 

СTR
ij
/T

0
 + λ

1
Bid

i
•СTR

ij
 > λ

2
.

Такиì образоì, веëи÷ина λ
2
 ìожет с÷итатüся аб-

соëþтныì пороãоì на попаäание в спеöразìе-
щение.

Составиì теперü äëя кажäоãо (j-ãо) запроса
список канäиäатов баннеров на вхоä в спеöразìе-
щение, упоряäо÷ив их в поряäке убывания веëи-
÷ин F

ij
(λ). Некоторые из списков ìоãут оказатüся

пустыìи, есëи äëя всех i окажется, ÷то F
ij
(λ) ≤ 0. 

Шаг 2. Теперü у÷теì оãрани÷ение на коëи÷ес-
тво баннеров, разìещаеìых сверху от резуëüтатов
поиска: 

∀j t
ij
 ≤ k.

Есëи коëи÷ество баннеров в списке канäиäатов
äëя j-ãо запроса ìенüøе k, то это оãрани÷ение вы-
поëнится автоìати÷ески. Ина÷е, äëя ìаксиìиза-
öии наøеãо критерия СRIT2(t) сëеäует оставитü в

кажäоì списке ровно k канäиäатов с ìаксиìаëü-
ныì зна÷ениеì F

ij
(λ), т. е. первые k эëеìентов

списка. Дëя остаëüных эëеìентов поëожитü t
ij
 = 0.

Назовеì этот укоро÷енный список списком для
показа. 

Шаг 3. Остается оãрани÷ение на покрытие: 

Hit(t) = τ
j
/M ≤ Hit

max

иëи

τ
j
 ≤ Hitmax•M,

т. е. в спеöразìещении äоëжно присутствоватü не
боëее, ÷еì в Hitmax•M резуëüтатах поиска. Есëи и

так коëи÷ество запросов с непустыì спискоì äëя
показа ìенüøе, ÷еì Hitmax•M, то оãрани÷ение вы-

поëнится автоìати÷ески. В противноì сëу÷ае ÷астü
списков сëеäует обнуëитü.

Обозна÷иì R
j
(λ) вкëаä в критерий äëя кажäоãо

запроса от баннеров, воøеäøих в список:

R
j
(λ) = (СTR

ij
/T

0
 + λ

1
Bid

i
•СTR

ij
 – λ

2
),

ãäе суììа äëя кажäоãо запроса берется тоëüко по
баннераì, воøеäøиì в список äëя показа.

Ясно, ÷то ìаксиìуì критерия буäет äостиãнут,
есëи ìы оставиì тоëüко Hitmax•M списков с на-

ибоëüøиì зна÷ениеì R
j
(λ). Иныìи сëоваìи, есëи

ìы упоряäо÷иì списки в поряäке убывания R
j
(λ),

то сëеäует оставитü тоëüко Hit
max

•M первых спис-

ков (есëи, коне÷но их хватит, ина÷е оставëяеì
все). Обозна÷иì λ

3 опт
 ìиниìаëüное зна÷ение R

j
(λ)

по всеì оставøиìся спискаì. Тоãäа буäут остав-
ëены тоëüко те списки, äëя которых R

j
(λ) ≥ λ

3
. Ра-

зуìеется, веëи÷ина λ
3
 буäет зависетü от принятых

зна÷ений λ1, λ2 и T0. 

Теперü ìожно окон÷атеëüно зафиксироватü оп-
тиìаëüные зна÷ения t

ij
: 

Этот резуëüтат ìы поëу÷иëи äëя заäанных зна-
÷ений λ

1
, λ

2
 и T

0
. Обозна÷иì ÷ерез t

опт
(λ

1
, λ

2
, T

0
)

вектор, составëенный из зна÷ений t
ij
 этоãо реøения.

3.5. Âûáîð íåîáõîäèìîãî çíà÷åíèÿ l
2
 

Теперü ìы äоëжны найти то зна÷ение коэффи-
öиента λ

2
, при котороì äействитеëüно выпоëнится

наøе äопоëнитеëüное оãрани÷ение TSUM = T0. 

Заìетиì, ÷то зная зна÷ения t
ij
, ìы ìожеì поä-

с÷итатü веëи÷ину TSUM = t
ij
, при÷еì зна÷ение

TSUM (как и зна÷ения t
ij
) буäет зависетü от зафик-

сированных зна÷ений λ
1
, λ

2
 и T

0
. Но нас сей÷ас бу-

i
∑

j
∑

j
∑

i
∑

tij 1 есëи i-й баннер воøеë в оставëенный,=

усе÷енный список äëя j-ãо запроса,

tij 0 в противноì сëу÷ае.=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

i j,
∑
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äет интересоватü тоëüко зависиìостü TSUM от ëаã-
ранжева коэффиöиента λ

2
, с÷итая по-прежнеìу

зна÷ения λ1 и T0 фиксированныìи. Перебирая все

зна÷ения λ2, ìы ìожеì попытатüся äобитüся ра-

венства TSUM(λ
2
) = T

0
. Коне÷но, ìожет сëу÷итü-

ся, ÷то ни при какоì зна÷ении λ
2
 это равенство не

выпоëнится (в сиëу öеëо÷исëености T0 иëи по иной

при÷ине, но такие зна÷ения объявиì неäопусти-
ìыìи). Найäенное зна÷ение λ

2опт
(λ

1
, T

0
) (абсоëþт-

ноãо пороãа) буäет зависетü от λ
1
 и T

0
. Еìу буäет

соответствоватü реøение tопт(λ1, λ2опт(λ1, T0), T0). 

3.6. Âûáîð îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ T
0

ïóòåì ìàêñèìèçàöèè êðèòåðèÿ ÑRIT
1
(t) 

Теперü наì нужно избавитüся от äопоëнитеëü-
ноãо оãрани÷ения TSUM = T0, поскоëüку оно не

вхоäит в ÷исëо оãрани÷ений исхоäной постановки
заäа÷и. Сäеëатü это ìожно с поìощüþ ìаксиìи-
заöии критерия 

CRIT1(t, λ1, T0) = ΣСTR
ij
t
ij
/T0 –

– λ1(MONmin – MONEY(t))

путеì перебора по всеì äопустиìыì зна÷енияì T0

при фиксированноì зна÷ении λ
1
. При этоì в ка-

÷естве t
ij
 äоëжны братüся зна÷ения, найäенные при

λ
2
 = λ

2опт
(λ

1
, T

0
). Это зна÷ение завеäоìо обеспе÷и-

вает равенство TSUM(λ1, λ2, T0) = T0 в сиëу опера-

öии, описанной в п. 3.5. 

Обозна÷иì T0опт(λ1) то зна÷ение T0, при кото-

роì äостиãается ìаксиìуì критерия СRIT
1
. Оно

буäет зависетü от зна÷ения λ
1
. Еìу буäут соответ-

ствоватü зна÷ения λ2опт(λ1, T0), λ2 опт и реøение

tопт(λ1, λ2опт(λ1, T0опт(λ1)), T0опт(λ1)). 

3.7. Îïòèìèçàöèÿ êðèòåðèÿ ÑRIT
0
(t):

âûáîð òðåáóåìîãî çíà÷åíèÿ l
1

Найäенные зна÷ения T
0опт

, λ
2опт

, λ
3опт

 и t
опт

 бу-

äут зависетü от параìетра λ1. Соãëасно теории Ку-

на—Таккера, äëя ìаксиìизаöии наøеãо основноãо
критерия СRIT

0
(t) остается выбратü правиëüное зна-

÷ение параìетра λ1 ≥ 0 . Еãо нужно выбратü так, ÷то-

бы выпоëниëосü оãрани÷ение MONEY(t) ≤ MONmin.

Он ìожет бытü отëи÷ен от нуëя, есëи тоëüко не-
равенство по äенüãаì перехоäит в равенство: 

MONEY(t) = MONmin. (5)

При λ1 = 0 в критерии СRIT1(t) äенüãи вообще

не у÷итываþтся, и есëи при этоì выру÷енных äе-

неã хватает, то неравенство по äенüãаì выпоëнит-
ся автоìати÷ески. Есëи же äенеã не хватает, то сëе-
äует увеëи÷иватü λ

1
,
 
пока не выпоëнится равенство

MONEY(t) = MON
min

. Выру÷енные äенüãи с рос-

тоì λ
1
, во всякоì сëу÷ае, не убываþт, так как ве-

ëи÷ина MONEY вхоäит в критерий СRIT
1
(t) все с

боëüøиì весоì. Есëи же при скоëü уãоäно боëüøоì
зна÷ении λ

1
 äенеã все равно не хватает, то заäа÷а

вообще неразреøиìа. В норìаëüноì сëу÷ае пере-
бороì по λ

1
 найäеì то зна÷ение λ

1опт
, при котороì

выпоëнится равенство (5). Соответственно опре-
äеëятся зна÷ения T

0опт
(T

0опт
(λ

1опт
), λ

2опт
(λ

1опт
, T

0опт
)

и реøение t
опт

(λ
1опт

, λ
2опт

, T
0опт

), и заäа÷а буäет ре-

øена поëностüþ. 

Заìетиì, ÷то есëи уже выбраны параìетры (по-
роãи) λ

1опт
, T

0опт
, λ

2опт
, и λ

3опт
, то äëя заäанноãо

( j-ãо) запроса опреäеëитü, какие баннеры äоëжны
войти в спеöразìещение по этоìу запросу (опре-
äеëитü t

ijопт
), ìожно, не обращая вниìания на äру-

ãие запросы. Дëя этоãо нужно: 

1) вы÷исëитü зна÷ение 

F
ij
 = СTR

ij
/T0опт + λ1оптBid

i
•СTR

ij
 – λ2опт

äëя всех баннеров, совìестиìых с äанныì запро-
соì; 

2) составитü список канäиäатов äëя показа в
спеöразìещении, в неãо поìеститü тоëüко те бан-
неры, äëя которых 

СTR
ij
/T

0опт
 + λ

1опт
Bid

i
•СTR

ij
 > λ

2опт

(этот список ìожет бытü и пустыì); 

3) есëи ÷исëо канäиäатов боëüøе k, то сокра-
титü список, оставив в неì тоëüко k баннеров с на-
ибоëüøиì зна÷ениеì F

ij
; это и буäет список äëя

показа; 

4) поäс÷итатü зна÷ение 

R
j
(λ) = (СTR

ij
/T0опт/Т0опт +

+ λ1оптBid
i
•СTR

ij
 – λ2опт),

ãäе суììа берется по баннераì из списка канäи-
äатов. 

5) есëи эта веëи÷ина ìенüøе λ3опт, то обнуëитü

список, и äëя äанноãо запроса не показыватü ни-
каких баннеров в спеöразìещении. Ина÷е пока-
затü все баннеры из списка äëя показа, т. е. поëо-
житü t

ijопт
 = 1, oстаëüные зна÷ения t

ij
 обнуëитü. 

В этой возìожности опреäеëитü зна÷ение t
ijопт,

не обращая вниìания на äруãие запросы, и естü
сìысë äекоìпозиöии. 

i
∑
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4. ÔÎÐÌÀËÜÍÎÅ ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÏÎÄÁÎÐÀ ÏÎÐÎÃÎÂ ÂÕÎÄÀ Â ÑÏÅÖÐÀÇÌÅÙÅÍÈÅ 

Запиøеì общий аëãоритì поäбора пороãов äëя показа объявëений в спеöразìещении. 
Поëожиì: M — общее ÷исëо запросов; N — общее коëи÷ество баннеров-канäиäатов в выборке запро-

сов; Hitmax — ìаксиìаëüное äопустиìое покрытие, MONmin — ìиниìаëüные äенüãи, которые äоëжны бытü
выру÷ены от показа баннеров в спеöразìещении по наøей выборке запросов. 

Дëя кажäоãо запроса и баннера-канäиäата äано: 
CTR

ij
 — проãноз оöенки CTR (кëикабеëüности) объявëения; 

Bid
i
 — ставка рекëаìоäатеëя по i-ìу баннеру. 

Цикл по λ1 (наприìер, от 0 вверх). 
Выру÷енные äенüãи с ростоì λ

1
 не убываþт, т. е. ìожно сказатü, ÷то λ

1
 — параìетр, реãуëируþщий

поступëение äенеã от рекëаìоäатеëей. 
Цикл по T

0
 

T0 — общее ÷исëо показов рекëаìы в спеöразìещении по всей выборке запросов. 
Цикë по λ

2
. 

Веëи÷ина λ2 ìожет с÷итатüся абсоëþтныì пороãоì на попаäание в спеöразìещение, она реãуëирует
÷исëо показов в хите по оäноìу запросу. 

Цикл по запросам j. 
По всеì баннераì-канäиäатаì i äëя запроса j: 

обнуëитü списки; 
вы÷исëитü F

ij
 = CTR

ij
/T

0
 + λ

1
CPM

ij
 – λ

2
; 

есëи F
ij
 > 0, то попытатüся вкëþ÷итü пару (i, j) в j-й список: 

Есëи в j-ì списке объектов ìенüøе ÷еì k, то вкëþ÷итü баннер i в список, ина÷е попы-
татüся вытеснитü хуäøий по F

ij
 и вставитü i-й, а есëи текущий баннер хуже всех по кри-

териþ F
ij
, то не вкëþ÷атü еãо. 

Вы÷исëитü вкëаä в суììарный критерий баннеров, воøеäøих в список äëя показа в спеö-
разìещении: 

R
i
 = ΣF

ij
 (суììа по баннераì, воøеäøиì в список).

Поëожитü: 

τ
j
 = 

Конец цикла по запросам j. 
Упоряäо÷итü списки äëя запросов j в поряäке убывания R

i
. 

Оставитü тоëüко первые Hit
max

•M из них (выпоëнение оãрани÷ения по покрытиþ), остаëüные
обнуëитü (в тоì сëу÷ае, есëи хитов хватает, в противноì сëу÷ае оставитü все хиты). 
Запоìнитü λ3 = min

j
R(j). 

Поëожитü 

t
ij
 = 

Вы÷исëитü TSUM = τ
ij
 (веëи÷ина TSUM буäет зависетü от параìетров λ1, λ2, T0). 

Менятü λ
2
, пока не буäет äостиãнуто TSUM = T

0
 ± ε. Поëожитü λ

2опт
 = λ

2
. 

Запоìнитü λ3, λ2опт, списки t
ij
 (т. е. баннеры, отобранные äëя показа) 

Конец цикла по λ
2
. 

Вы÷исëитü 

СRIT
1
(λ

1
, λ

2опт
, T

0
) = t

ij
(CTR

ij
/T

0
 – λ

1
(MON

min
 – MONEY(t))).

Менятü T
0
, ÷тобы äостиãнутü СRIT

1
(t). 

Поëожитü T
0опт

 то зна÷ение T
0
, при котороì äостиãнут СRIT

1
. 

Запоìнитü λ3, λ2опт, T0опт, MONEY(t). 

Конец цикла по T
0
. 

Менятü λ1, пока MONEY(t) < MONmin. 
Конец цикла по λ

1
. 

В конöе работы аëãоритìа ìы поëу÷аеì ÷етыре веëи÷ины λ1опт, T0опт, λ2опт и λ3опт, которые буäут ис-
поëüзоватüся äëя работы с новыìи запросаìи. 

1 есëи список канäиäатов на показ не пустеет,,

0 в противноì сëу÷ае.⎩
⎨
⎧

1 есëи пара i j,( ) вкëþ÷ена в список и оставëена äëя показа,,

0 в противноì сëу÷ае.⎩
⎨
⎧

i j,
∑

i j,
∑

maxT
0

maxT
0
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5. ÐÀÁÎÒÀ Ñ ÍÎÂÛÌÈ ÇÀÏÐÎÑÀÌÈ 

Рассìотриì, какиì образоì ìы буäеì испоëü-
зоватü поëу÷енные с поìощüþ описанноãо в § 4
аëãоритìа веëи÷ины λ

1опт
, T

0опт
, λ

3опт
, λ

3опт
 äëя об-

работки новоãо запроса, поступивøеãо от поëüзо-
ватеëя в систеìу показов рекëаìных объявëений. 

Ранее быëо отìе÷ено, ÷то есëи äанные веëи÷и-
ны уже поëу÷ены, то äëя кажäоãо запроса из вы-
борки запросов ìожно опреäеëитü, какие баннеры
äоëжны бытü показаны в спеöразìещении, не об-
ращая вниìания на äруãие запросы. Мы расс÷иты-
ваеì на то, ÷то испоëüзуеìая выборка запросов äо-
стато÷но веëика, ÷тобы резуëüтат поäбора пороãов
приìеняëся в тех же усëовиях, в которых собира-
ëасü эта выборка. Тоãäа, в сиëу закона боëüøих ÷и-
сеë, есëи ìы буäеì приìенятü те же правиëа к но-
выì запросаì, то интеãраëüные критерии — среäнее
зна÷ение CTR, CPM и покрытие — буäут äостато÷но
бëизки к зна÷енияì, поëу÷енныì по выборке за-
просов. В то же вреìя параìетры быëи поäобраны
так, ÷тобы наø ãëавный критерий — среäнее зна÷е-
ние CTR по спеöразìещениþ — äостиã ìаксиìуìа
при заäанных оãрани÷ениях на среäнее зна÷ение
CPM и покрытие. Поэтоìу и на новых äанных с äо-
стато÷ной то÷ностüþ в среäнеì критерий буäет äо-
стиãатü ìаксиìуìа, а оãрани÷ения выпоëнятüся. 

Итак, поëу÷ив новый запрос, нужно выпоëнитü
сëеäуþщие äействия. 

1. Отобратü баннеры-канäиäаты äëя возìож-
ных показов (по фразаì запроса). Дëя кажäоãо из
этих баннеров известно зна÷ение ставки Bid

i
 и

проãноз кëикабеëüности CTR
ij
, ãäе i — инäекс бан-

нера, а j — инäекс запроса. 
2. Вы÷исëитü зна÷ение F

ij
 = СTR

ij
/T

0опт
 +

+ λ1оптBid
i
•СTR

ij
 – λ2опт äëя всех поëу÷енных в п. 1

баннеров. 
3. Составитü список канäиäатов на показ в

спеöразìещении. В этот список äëя показа поìес-
титü тоëüко те баннеры, äëя которых F

ij
 > 0. Этот

список ìожет бытü и пустыì (в этоì сëу÷ае в спеö-
разìещении не буäет показано ни оäноãо баннера). 

4. Есëи ÷исëо канäиäатов боëüøе k, то сокра-
титü список, оставив в неì тоëüко k баннеров с на-
ибоëüøиì зна÷ениеì F

ij
. 

5. Поäс÷итатü зна÷ение R
j
 = F

ij
, ãäе суììа бе-

рется по всеì баннераì из усе÷енноãо списка. 
6. Есëи R

j
 < λ

3опт
, то обнуëитü список, и äëя äан-

ноãо запроса не показыватü никаких баннеров в
спеöразìещении. Ина÷е показатü в спеöразìеще-
нии все баннеры из усе÷енноãо списка. 

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ 

Итак, рассìотрена пробëеìа отбора баннеров-
канäиäатов äëя показа в спеöразìещении äëя за-
äанных оãрани÷ений по äенüãаì, а также по пок-
рытиþ с öеëüþ ìаксиìизаöии среäней кëика-

беëüности баннеров в спеöразìещении. Преäëо-
жен аëãоритì отбора, а также форìуëа вхоäа в
спеöразìещение. Оäнако в äействитеëüности раз-
работанный аëãоритì отбора показов сëожнее,
÷еì описано в äанной работе. Наприìер, рассìот-
рены такие ìоäификаöии, как: 

— сортировка по ставке Bid
i
 при показе объяв-

ëений; 
— упрощение и ускорение саìоãо аëãоритìа

поäбора пороãов äëя вхоäа в спеöразìещение (из-
ëоженный в äанной статüе аëãоритì äостато÷но
сëожен по объеìу переборов); 

— разные ìоäеëи äëя кëика по объявëениþ
(в тоì ÷исëе у÷ет зависиìости вероятности кëика
от позиöии баннера). 

На äанный ìоìент преäëоженный аëãоритì
уже приìеняется äëя некоторой ÷асти рекëаìных
показов в спеöразìещении. В резуëüтате покрытие
увеëи÷иëосü на 0,5 %, äохоä на 0,9 %, а зна÷ение
CTR увеëи÷иëосü на 4,53 %. Но все это буäет из-
ëожено в отäеëüной пубëикаöии. 
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ÇÀÄÀ×À ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß ÐÀÁÎÒ 
ÏÎ ÎÁÍÎÂËÅÍÈÞ ÆÅËÅÇÍÎÄÎÐÎÆÍÎÉ ËÈÍÈÈ: 

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ, ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÐÅØÅÍÈß

Þ.Î. Ïåòðîâåö, Ä.Ë. Àíäðèàíîâ 

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Путевое хозяйство жеëезных äороã явëяется на-
ибоëее капитаëоеìкой, труäоеìкой и ìатериаëо-
еìкой отрасëüþ жеëезноäорожноãо транспорта.
Наприìер, в России в путевоì хозяйстве сосреäо-
то÷ено 54 % всех основных фонäов жеëезных äо-
роã, а затраты ìатериаëов на капитаëüные работы
в путевоì хозяйстве составëяþт боëее поëовины
от соответствуþщих затрат всех хозяйств жеëезной
äороãи [1]. В этой связи крайне важно искатü пути
раöионаëüноãо испоëüзования иìеþщихся среäств.
В äанной статüе буäет рассìотрена заäа÷а оптиìи-
заöии расхоäов жеëезноäорожной коìпании путеì
правиëüноãо выбора сроков провеäения работ. 

Бëаãоäаря ÷еìу ìожно äобитüся эконоìии?
При правиëüноì опреäеëении ìоìента обновëе-
ния актива (приìеры активов — реëüсы, øпаëы,
баëëастный сëой, стреëо÷ные перевоäы и пр.)
ìожно избежатü äопоëнитеëüных расхоäов на тех-
ни÷еское обсëуживание (ТО) и/иëи необязатеëü-
ных эконоìи÷еских потерü, связанных с ввоäоì
вреìенных оãрани÷ений на скоростü переäвиже-
ния. При орãанизаöии боëее крупных проектов
ìожно снизитü себестоиìостü работ бëаãоäаря эф-
фекту ìасøтаба, а также сократитü вреìя, в те÷е-
ние котороãо ëиния, на которой провоäятся ра-
боты, буäет закрыта. Кроìе тоãо, при уäа÷ноì вы-
боре сроков проекта ìожно äобитüся эконоìии
среäств путеì совìестноãо обновëения активов. 

Возникаþщая заäа÷а оказывается нетривиаëü-
ной ввиäу, как правиëо, о÷енü боëüøоãо ÷исëа не-
известных, наëи÷ия öеëо÷исëенных оãрани÷ений

и спеöифи÷ескоãо характера функöий, описываþ-
щих äинаìику основных показатеëей. Естü спосо-
бы преäставитü äаннуþ заäа÷у как заäа÷у ëиней-
ноãо öеëо÷исëенноãо проãраììирования [2, 3],
оäнако, эффективностü äанноãо поäхоäа требует
проверки. 

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Жеëезноäорожная ëиния — это крупный инф-
раструктурный объект, состоящий из боëüøоãо
÷исëа относитеëüно непротяженных у÷астков пути
(сеãìентов). В иссëеäуеìой заäа÷е äеëение на сеã-
ìенты основано на инженерных соображениях:
все характеристики, опреäеëяþщие износ жеëез-
ноäорожных активов (раäиус кривизны, äата пос-
ëеäнеãо обновëения, трафик и пр.) в преäеëах всей
äëины сеãìента äоëжны бытü поëностüþ иäенти÷-
ны [4]. Сеãìент состоит из оäноãо иëи нескоëüких,
обы÷но не боëее трех, активов, которые обновëя-
þтся иëи реìонтируþтся öеëикоì на всей äëине
сеãìента. 

Пронуìеруеì все сеãìенты и активы. Ввеäеì
обозна÷ения: S — ìножество ноìеров всех сеãìен-
тов, s — ÷исëо сеãìентов, A — ìножество ноìеров
всех активов, A

j
 — ìножество ноìеров активов на

сеãìенте j, a — ÷исëо всех активов, a
j
 — ÷исëо ак-

тивов на сеãìенте j, a
j
 и  наиìенüøий и наибоëü-

øий ноìера актива на сеãìенте j. Схеìати÷ески
структура ëинии преäставëена на рис. 1. 

Рассìотриì износ ëинии в ìоìенты вреìени
1, ..., T. Преäпоëаãается, ÷то оäин ìоìент вре-
ìени — это каëенäарный иëи финансовый ãоä, а

Рассìотрена заäа÷а äоëãосро÷ноãо оптиìаëüноãо пëанирования работ по обновëениþ

жеëезноäорожной инфраструктуры. Преäëожен аëãоритì реøения заäа÷и, основанный

на иäее ìетоäа ветвей и ãраниö и приìенении äинаìи÷ескоãо проãраììирования äëя по-

ëу÷ения нижних оöенок ветвей. 

Ключевые слова: жеëезноäорожная инфраструктура, заäа÷и оптиìаëüноãо пëанирования, ìетоä вет-
вей и ãраниö, äинаìи÷еское проãраììирование. 
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äëина проãнозноãо периоäа равна нескоëüкиì äе-
сяткаì ëет. Жеëезноäорожная коìпания оказыва-
ет на износ управëяþщее возäействие в виäе пе-
риоäи÷ескоãо обновëения активов [5]. Ввеäеì опе-

ратор управëения u:{1, ..., T } → {0, 1}a, ãäе {0, 1}n —
вектор из n эëеìентов, кажäая коìпонента кото-
роãо равна 0 иëи 1. Буäеì пониìатü u

k
(t) как ре-

øение обновитü, есëи u
k
(t) = 1 иëи не обновитü,

есëи u
k
(t) = 0, актив k в ìоìент вреìени t. 

Все характеристики износа конкретноãо акти-
ва ìоãут бытü оäнозна÷но опреäеëены по еãо сро-
ку сëужбы. Даëее, ãоворя об износе, буäеì поä-
разуìеватü возраст актива (в ãоäах). Обозна÷иì

x:{0, ..., T } → �a — оператор, опреäеëяþщий износ
ëинии. А иìенно, буäеì пониìатü x

k
(t) — возраст

актива k в ìоìент вреìени t. Динаìика износа оп-
реäеëяется как 

x
k
(t) = ϕ(u

k
(t), x

k
(t – 1)) = 

k ∈ A,  t ∈ {1, ..., T }, (1)

x
k
(0) = ,  k ∈ A. (2)

Ввеäеì оãрани÷ения на ìаксиìаëüный и ìини-
ìаëüный срок сëужбы:

x
k
(t) ∈  ⊂ �,  k ∈ A,  t ∈ {1, ..., T }. (3)

В зависиìости от износа и управëения ìоãут
бытü оäнозна÷но опреäеëены сëеäуþщие показа-
теëи äеятеëüности жеëезноäорожной коìпании:
расхоäы на обновëение, расхоäы на ТО, эконоìи-
÷еские потери. Все показатеëи вы÷исëяþтся äëя
кажäоãо сеãìента, в зависиìости от состояния еãо
активов. Дëя уäобства ввеäеì обозна÷ения: 

u
j(t) = ( (t), ..., (t)),  x j(t) = ( (t), ..., (t)),

j ∈ S, t ∈ {1, ..., T }.

Расходы на обновление на сеãìенте j в ìоìент

вреìени t опреäеëяþтся функöией (u j(t), t),

j ∈ S, t ∈ {1, ..., T }.

Эти расхоäы обëаäаþт важной особенностüþ —
они зависят от сочетания обновëяеìых активов.
Эта особенностü явëяется оäной из кëþ÷евых
преäпосыëок äëя оптиìизаöии, так как позвоëяет
путеì объеäинения работ по обновëениþ разных
виäов активов на оäноì сеãìенте уìенüøитü суì-
ìарнуþ стоиìостü обновëения. Справеäëиво не-
равенство 

u
k
(t) (ej(k – a

j
 + 1), t) ≥ (u j(t), t),

j ∈ S,  t ∈ {1, ..., T },

ãäе e j:{1, ..., a
j
} → {0, 1}  опреäеëяется равенстваìи

e
j(i) = , j ∈ S.

Расходы на ТО на сеãìенте j в ìоìент вреìени
t опреäеëяþтся функöией 

(x j(t), t) = (x
k
(t), t),

j ∈ S,  t ∈ {1, ..., T },

ãäе (x
k
(t), t) — расхоäы на ТО отäеëüноãо ак-

тива k в ìоìент вреìени t. 
Расхоäы на ТО на÷инаþт стреìитеëüно возрас-

татü посëе превыøения активоì срока сëужбы как
из-за уäорожания, так и из-за у÷ащения работ от-
äеëüных виäов [6, 7]. 

Возникновение экономических потерь связано с
уìенüøениеì пропускной способности, вызван-
ной ввоäоì оãрани÷ений на скоростü переäвиже-
ния пассажирских и ãрузовых поезäов. Чеì боëüøе
срок сëужбы актива, теì боëüøе вероятностü, ÷то
оãрани÷ение буäет ввеäено. 

Вероятностü ввоäа оãрани÷ения в резуëüтате
÷резìерноãо износа актива k в ìоìент вреìени t 

P(ATSR
k, t

) = (x
k
(t), t),  k ∈ A,  t ∈ {1, ..., T }

с÷итается равной нуëþ, есëи срок сëужбы актива
ìенüøе инженерноãо срока. 

Сеãìент ìожет состоятü из нескоëüких активов,
и оãрани÷ение ввоäится в тоì сëу÷ае, есëи хотя бы
оäин актив не уäовëетворяет требованияì безо-
пасности. Ввоä оãрани÷ений в резуëüтате ÷резìер-
ноãо износа оäноãо актива с÷итается статисти÷ес-
ки независиìыì от износа äруãоãо актива. Мате-
ìати÷еское ожиäание эконоìи÷еских потерü на
сеãìенте j в ìоìент вреìени t запиøеì в виäе

(x j(t), t) =

= P(  иëи ... иëи ) (t),

j ∈ S,  t ∈ {1, ..., T },

Рис. 1. Структура железнодорожной линии 
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ãäе (t) — разìер эконоìи÷еских потерü (в сëу-

÷ае ввоäа оãрани÷ения) на сеãìенте j в ìоìент вре-
ìени t. 

Известно, ÷то работы по обновëениþ активов
ëу÷øе объеäинятü в проекты. Это позвоëяет у÷естü:
эффект эконоìии от ìасøтаба, сокращение вре-
ìени и соответственно расхоäов из-за неиспоëüзо-
вания ëинии, неäовоëüство поëüзоватеëей жеëез-
ноäорожных усëуã. Поэтоìу äобавëяþтся оãрани-
÷ения на паузы ìежäу обновëенияìи:

||u(t)||•||u(t – ψ)|| = 0,  t ∈ {1, ..., T },
ψ ∈ {1, ..., ρ},  t – ψ > 0, (4)

ãäе ρ > 1 — пауза ìежäу обновëенияìи. 

Дëя реøения пробëеì, связанных с оãрани÷ен-
ностüþ проãнозноãо периоäа, ввоäятся øтрафы за
обновëение активов ранüøе рекоìенäованноãо
срока:

(u j(t), x j(t – 1), t) = (u
k
(t), x

k
(t – 1), t) =

= u
k
(t) (e j(k – a

j
 + 1), t) Ѕ

Ѕ ,  j ∈ S,  t ∈ {1, ..., T },

ãäе (τ) — функöия, опреäеëяþщая срок сëуж-

бы актива k, при усëовии, ÷то в посëеäний раз он
быë обновëен в ìоìент вреìени τ, а 

z
k
(t) = ω(x

k
(t – 1)) = x

k
(t – 1) + 1,

k ∈ A,  t ∈ {1, ..., T }. (5)

Цеëевая функöия 

(u j(t), x j(t), z j(t)) =

= ( (x j(t), t) + (u j(t), t) +

+ (x j(t), t) + (u j(t), z j(t), t)) → min. (6)

Чтобы не усëожнятü записü, буäеì поëаãатü,
÷то все сëаãаеìые соäержат ìножитеëü äисконти-
рования. 

2. ÀÍÀËÈÇ ÇÀÄÀ×È ÊÀÊ ÇÀÄÀ×È
ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß 

Сфорìуëированная заäа÷а преäставëяет собой
заäа÷у äинаìи÷ескоãо проãраììирования, в кото-
рой T — ÷исëо øаãов (этапов), u — управëяþщее

возäействие, x и z — фазовые переìенные, а ìно-
жество äопустиìых проöессов управëения 

G = {(u, x, z) : u : {1, ..., T } → {0, 1}a,

x, z : {0, ..., T } → Na, (1)—(5)}

(зäесü и äаëее äëя упрощения выражений вìесто
ãроìозäких форìуë иноãäа буäеì писатü их поряä-
ковые ноìера). 

Несìотря на то, ÷то форìаëüно заäа÷а относит-
ся к хороøо известноìу кëассу заäа÷, воспоëüзо-
ватüся напряìуþ äëя ее реøения общепринятыì
ìетоäоì — принöипоì оптиìаëüности Беëëìана —
не преäставëяется возìожныì ввиäу так называе-
ìоãо «прокëятия разìерности» [8]. 

Отìетиì нескоëüко особенностей ÷исëа состо-
яний систеìы, касаþщихся еãо опреäеëения: 

— оно зависит от ÷исëа активов a; с поìощüþ
принöипа оптиìаëüности за разуìное вреìя ìож-
но найти реøение тоëüко при a не боëüøе трех—
÷етырех; 

— оно  оãрани÷ено  из-за  наëи÷ия  оãрани÷е-
ний (3); 

— еãо ìожно резко сократитü, есëи äëя некото-
роãо поäìножества ìоìентов вреìени B ⊂ {1, ..., T }
äопоëнитеëüно ввести оãрани÷ения виäа u(t) =
= col(0, ..., 0), t ∈ B.

Дëя иëëþстраöии этих особенностей рассìот-
риì äва приìера. В первоì из них (рис. 2) преä-
ставëена äинаìика ÷исëа состояний äëя оäноãо
сеãìента из 1—3 активов при сëеäуþщих усëовиях:
все активы быëи обновëены в t = 0, ìаксиìаëüный
срок сëужбы всех активов 50 ëет, пауза ìежäу об-
новëенияìи 5 ëет. 

Виäно, ÷то ÷исëо состояний систеìы äëя трех
активов существенно боëüøе, ÷еì äëя äвух иëи

fj
tsr

fj
sp

k Aj∈
∑ fk

ap

k Aj∈
∑ fj

sr

xk t 1–( ) 1+

fk
life

t xk t 1–( )– 1–( )
------------------------------------------------------

fj
life

t 1=

T

∑
j S∈

∑ fj
s

t 1=

T

∑
j S∈

∑ fj
sm

fj
sr

fj
sh

fj
sp

Рис. 2. Пример 1: динамика числа состояний:
 — 3 актива,  — 2 актива,  — 1 актив 
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оäноãо. На÷иная с некотороãо ìоìента, ÷исëо
состояний стабиëизируется. В сëу÷ае трех акти-
вов ìаксиìаëüное ÷исëо состояний равно 68 660.
Есëи запретитü обновëения в некоторые ãоäы
B = {1, ..., T }\{8, 16, 24, 32, 40, 48}, то ìаксиìаëü-
ное ÷исëо состояний систеìы из трех активов бу-
äет зна÷итеëüно ìенüøе — 216 (рис. 3). Данное
свойство буäет испоëüзовано при реøении заäа÷и
ìетоäоì ветвей и ãраниö. 

3. ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÂÅÒÂÅÉ È ÃÐÀÍÈÖ

3.1. Âåêòîð ïðîåêòîâ

Поä проектами допустимого управления u бу-
äеì пониìатü буëев вектор p = col(max u(1), ...,
max u(T )); т. е. проект приìенитеëüно к отäеëüно-
ìу активу озна÷ает ëиøü возìожностü иëи разре-
øение провести обновëение, а не саì факт обнов-
ëения. 

Проöессоì управëения, уäовëетворяþщиì
вектору проектов p = col(p1, p2, ..., pt

), t m T, буäеì

называтü проöесс (u, x, z), принаäëежащий ìно-
жеству 

G
p
 = {(u, x, z) ∈ G : u(t) = col(0, ..., 0), ∀t : p

t
 = 0}.

О÷евиäно, 

{(6)|(u, x, z) ∈ G} ≡

≡ { {(6)|(u, x, z) ∈ G
p
}}.

Заìетиì, ÷то äëя фиксированноãо вектора про-
ектов p, эëеìенты котороãо явëяþтся проектаìи
некотороãо äопустиìоãо управëения u, заäа÷а «рас-

паäается» на ìножество небоëüøих поäзаäа÷ оп-
тиìизаöии работ äëя кажäоãо сеãìента: 

{(6)|(u, x, z) ∈ G
p
} = ( (t),

(t), (t), t)|( , (t), ) ∈ ,

ãäе  = {(u, x, z) : u : {1, ..., T } → , x, z :

{0, ..., T } → , (7)—(10)}, 

u(t) = col(0, ..., 0), ∀t : p
t
 = 0, (7) 

x
k
(t) = ϕ(u

k
(t), x

k
(t – 1)),  z

k
(t) = ω(x

k
(t – 1)),

k ∈ {1, ..., a
j
},  t ∈ {1, ..., T }, (8) 

x
k
(0) = ,  k ∈ {1, ..., a

j
}, (9) 

x
k
(t) ∈ , k ∈ {1, ..., a

j
},  t ∈ {1, ..., T }. (10)

Кажäая такая поäзаäа÷а äостато÷но тривиаëüно
реøается ìетоäоì äинаìи÷ескоãо проãраììирова-
ния, о ÷еì ãовориëосü выøе. 

Иäея ввоäа äопоëнитеëüных оãрани÷ений с по-
ìощüþ вектора (векторов) проектов ìожет ока-
затüся конструктивной, есëи существует априор-
ная инфорìаöия о тоì, какие ìоìенты вреìени
боëüøе всеãо поäхоäят äëя реаëизаöии проектов.
Есëи же такой инфорìаöии нет, то попытки экс-
тенсивныì способоì перебратü все возìожные
векторы проектов, скорее всеãо, окажутся неуäа÷-
ны, так как их ÷исëо ìожет оказатüся о÷енü веëи-
ко. Наприìер, при T = 50, ρ = 5 ÷исëо векторов
ìожет äостиãатü 153 315. 

3.2. Ïðîöåäóðû âåòâëåíèÿ 

Осуществитü поиск наиëу÷øеãо вектора проек-
тов ìожно с поìощüþ ìетоäа ветвей и ãраниö.
Рассìотриì äва варианта проöеäуры ветвëения.
Усëовно ãоворя, первый вариант отве÷ает на воп-
рос «Что äоëжно произойти в сëеäуþщий ìоìент
вреìени?». Проöеäура ветвëения ìножества äо-
пустиìых проöессов управëения схеìати÷ески
преäставëена на рис. 4. 

Второй вариант отве÷ает на вопрос «Коãäа не-
обхоäиìо орãанизоватü сëеäуþщий проект?». Дëя
тоãо ÷тобы сузитü пере÷енü ìоìентов вреìени, в
которые ìожет бытü орãанизован проект, но при
этоì не искëþ÷итü оптиìаëüноãо реøения, ìож-
но преäëожитü проöеäуру ветвëения, показаннуþ
на рис. 5. Она äоëжна при необхоäиìости обес-
пе÷иватü перебор всех векторов проектов. Оäнако
äанной проöеäурой искëþ÷аþтся из рассìотре-
ния все векторы, в которых ÷исëо поäряä иäущих

Рис. 3. Пример 2: äинаìика ÷исëа состояний 
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нуëевых эëеìентов превосхоäит 2ρ. Это äопустиìо

ввиäу сëеäуþщеãо свойства заäа÷и (1)—(6): если p
0,

p
1 ∈ {0, 1}Т :  ≤ , ∀t ∈ {1, ..., T }, то {(6)|(u,

x, z) ∈ } ≥ {(6)|(u, x, z) ∈ }. Это справеä-

ëиво, поскоëüку  ⊆ . 

3.3. Îöåíèâàíèå âåòâè 

Дëя поëу÷ения нижней оöенки ветви в ìетоäе
ветвей и ãраниö обы÷но искусственно расøиряþт
обëастü äопустиìых проöессов управëения такиì
образоì, ÷тобы ìожно быëо ëеãко поëу÷итü реøе-

ние на этой обëасти [9]. В этоì сëу÷ае поëу÷енное
реøение буäет ãарантированно «не хуже», ÷еì ре-
øение исхоäной заäа÷и. 

Рассìотриì произвоëüнуþ ветвü b. Буäеì ис-
катü оöенку в виäе 

{(6)|(u, x, z) ∈ G
b
} ≥

≥ ( (t), (t), (t), t) +

+ M
j
( (d

b
), d

b
)|( , , ) ∈ ,

ãäе d
b
 — ÷исëо эëеìентов в векторе b и 

 = {(u, x, z) : u : {1, ..., d
b
} → ,

x, z : {0, ..., d
b
} → , (11)—(14)},

u(t) = col(0, ..., 0), t ∈ {1, ..., d
b
} : b

t
 = 0, (11)

x
k
(t) = ϕ(u

k
(t), x

k
(t – 1)), z

k
(t) = ω(x

k
(t – 1)),

k ∈ {1, ..., a
j
},  t ∈ {1, ..., d

b
}, (12)

x
k
(0) = ,  k ∈ {1, ..., a

j
}, (13)

x
k
(t) ∈ , k ∈ {1, ..., a

j
}, t ∈ {1, ..., d

b
}, (14)

а M
j
(xτ, τ) — ëþбая функöия, уäовëетворяþщая ус-

ëовиþ: 

M
j
(xτ, τ) ≤ ( (t), (t),

(t), t)|( , , ) ∈ }, (15)

ãäе  = {(u, x, z) : u : {τ + 1, ..., T} → ,

x, z : {τ, ..., T} → , (16)—(19)}, 

x(τ) = xτ, (16)

x
k
(t) = ϕ(u

k
(t), x

k
(t – 1)),  z

k
(t) = ω(x

k
(t – 1)),

k ∈ {1, ..., a
j
},  t ∈ {τ + 1, ..., T }, (17)

||u(t)||•||u(t – ψ)|| = 0,  t ∈ {τ + 1, ..., T },
ψ ∈ {1, ..., ρ},  t – ψ > τ, (18)

x
k
(t) ∈ ,  k ∈ {1, ..., a

j
},

t ∈ {τ + 1, ..., T }. (19)

Такиì образоì, нахожäение оöенки своäится к
реøениþ s заäа÷ оптиìизаöии работ на сеãìенте
на периоäе t ∈ {1, ..., d

b
} c терìинаëüныì ÷ëеноì.

Реøение äанных заäа÷ упрощается бëаãоäаря на-

pt
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1

min
u

Gp
0

min
u

Gp
1

Gp
0

Gp
1

Рис. 4. Процедура ветвления (первый вариант) 

Рис. 5. Процедура ветвления (второй вариант) 
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ëи÷иþ оãрани÷ений (11). Эффективностü оöенки
буäет опреäеëятüся сëожностüþ вы÷исëения функ-

öий M
j
(xτ, τ), а также ãрубостüþ прибëижения (15).

То÷ный ìиниìуì в форìуëе (15) также явëяется
оöенкой, оäнако äëя еãо опреäеëения ìоãут пот-
ребоватüся ресурсоеìкие вы÷исëения (наприìер,
как сëу÷ай трех активов, сì. рис. 2). 

Дëя сокращения объеìа вы÷исëений öеëесо-

образно найти функöии (u, x, z, t) :  ×

×  ×  × {1, ..., T } → �, сепарабеëüные по эëе-

ìентаì векторов u, x и z, т. е. такие, ÷тобы äëя ëþ-
бых u, x, z, t выпоëняëосü 

(u, x, z, t) ≥ (u, x, z, t) =

= (u
k
(t), x

k
(t), z

k
(t), t),  j ∈ S, 

ãäе (u, x, z, t) : {0, 1} × � × � × {1, ..., T } → �,

j ∈ S, k ∈ {1, ..., a
j
}.

В этоì сëу÷ае äëя поëу÷ения оöенки нужно ре-
øитü ëокаëüные заäа÷и оптиìизаöии äëя кажäоãо
отäеëüноãо актива, разìерностü которых принöи-
пиаëüно ìенüøе (сëу÷ай оäноãо актива (сì. рис. 2).
При испоëüзовании сепарабеëüной функöии опятü
расøиряется ìножество проöессов управëения
из-за оãрани÷ения (18), т. е. оöенка становитüся
боëее ãрубой. 

Функöии (x, t) и (u, z, t) сепарабеëüны.

В ка÷естве функöии всþäу не превосхоäящей

(u, t) и сепарабеëüной по эëеìентаì вектора

управëения u ìожно испоëüзоватü сëеäуþщуþ
функöиþ 

(u, t) = u
k
( (e j(k), t) –

– v
m

(e j(m), t) –

– (v, t) v
m

,  j ∈ S.

Сìысë этой функöии закëþ÷ается в тоì, ÷то
при обновëении конкретноãо актива всеãäа ис-
поëüзуþтся расхоäы на обновëение за вы÷етоì
ìаксиìаëüно возìожной эконоìии от совìестно-
ãо обновëения в перес÷ете на оäин актив. 

Утверждение 1. Для любого n ∈ � справедливо
неравенство 

P(A
1
 иëи ... иëи A

n
) ≥ , (20)

где A
1
, ..., A

n
 — любые независимые события. 

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Приìениì ìетоä ìатеìати÷ес-
кой инäукöии. Дëя n = 1:  P(A1) ≡ P(A1). Преäпоëаãаеì,
÷то äëя некотороãо n = k выпоëняется 

P (A
1
  A

k
)  ≥  ⇒

⇒  ≥ P( ).

Тоãäа äëя n = k + 1, с оäной стороны, ìожно записатü

P(A
1
 иëи ... иëи A

k
 иëи A

k + 1
) =

= 1 – P( )P( ) ≥ 1 – P( ).

С äруãой стороны, выпоëняется

 = 1 –  –  ≤

≤ 1 –  –  ≤

≤ 1 – P( ) –  ≤ 1 – P( ).

Откуäа сëеäует справеäëивостü неравенства (20). Ут-
вержäение 1 äоказано. ♦ 

Заìетиì, есëи вероятности событий A
1
, ..., A

n

равны, то неравенство (20) обращается в тожäест-
во. Такиì образоì, в ка÷естве функöии, сепара-

беëüной по x и всþäу не превосхоäящей (x, t),

ìожно испоëüзоватü функöиþ 

(x, t) = ,

j ∈ S.

3.4. Ïðîãðàììíûå ñïîñîáû óñêîðåíèÿ âû÷èñëåíèé

Рассìотриì некоторые особенности аëãоритìа,
которые ìоãут позвоëитü провоäитü коìпüþтер-
ные вы÷исëения быстрее: 

— орãанизаöия параëëеëüных вы÷исëений; 

— кэøирование зна÷ений функöий M
j
(xτ, τ); 

— повторное испоëüзование реøений. 
О÷евиäно, ÷то при вы÷исëении ветви ìожно

искатü реøения поäзаäа÷ оптиìизаöии äëя кажäо-
ãо сеãìента в отäеëüноì потоке, ÷то позвоëит со-
зäатü ìасøтабируеìое приëожение. 

Также нет необхоäиìости кажäый раз расс÷и-

тыватü зна÷ения функöии M
j
(xτ, τ), есëи äëя ее вы-

÷исëения испоëüзуþтся сепарабеëüные функöии,
описанные в п. 3.3. Вìесто этоãо стоит оäин раз
вы÷исëитü зна÷ения этой функöии äëя всех воз-

ìожных параìетров xτ и τ. 
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При ветвëении узëа äерева реøений ìожно
повторно испоëüзоватü резуëüтаты, поëу÷енные на
преäыäущеì øаãе. Необхоäиìо перес÷итыватü не
все этапы äинаìи÷ескоãо проãраììирования, а
тоëüко те, которые уто÷няþтся в новой ветви. Дан-
ныì приеìоì öеëесообразно воспоëüзоватüся при
поиске реøения с поìощüþ «жаäноãо» аëãоритìа.
Ина÷е äëя жеëезноäорожных ëиний с боëüøиì
÷исëоì сеãìентов хранение всех ìатриö стоиìос-
тей перехоäа ìожет требоватü боëüøоãо объеìа
оперативной паìяти. 

4. ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÉ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒ

Данная ìоäеëü и ìетоä оптиìизаöии быëи при-
ìенены в коìпании «Banedanmark» (Дания). На
реаëüных äанных, описываþщих жеëезноäорож-
нуþ сетü этой страны, быëи опреäеëены оптиìаëü-
ные проекты на проãнозноì периоäе, равноì
50-ти ãоäаì. 

Общее ÷исëо неизвестных равно 5 249 950. Чис-
тое вреìя рас÷ета заäа÷ оптиìизаöии äëя 49 ëиний
составиëо 20 ìин 23 с. Рас÷ет произвоäиëся в ÷е-
тыре потока на коìпüþтере с параìетраìи: Intel®

Core™ i5 CPU K 655 @ 3,20 ГГö 3,19 ГГö; 16 Гб RAM;
x64. Приëожение написано на языке C# поä .NET
Framework 4 и интеãрировано в АК «Проãноз-5»
[10]. В табëиöе показаны основные параìетры и
вреìя äесяти наибоëее проäоëжитеëüных рас÷етов
(в табëиöе привеäены офиöиаëüные ноìера ëиний
Датской жеëезной äороãи). Виäно, ÷то пауза ìеж-
äу обновëенияìи оказывает боëüøее вëияние, ÷еì
÷исëо неизвестных. 

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Сфорìуëирована заäа÷а оптиìаëüноãо пëани-
рования работ по обновëениþ инфраструктуры
жеëезноäорожной ëинии. Данная заäа÷а ìожет со-
äержатü сотни тыся÷ неизвестных, ÷то осëожняет

приìенение кëасси÷еских ìетоäов реøения, таких
как принöип оптиìаëüности Беëëìана. Оäнако
испоëüзуя спеöифи÷еские особенности постанов-
ки, уäается преäëожитü аëãоритì поиска реøения,
основанный на ìетоäе ветвей и ãраниö, показав-
øий высокуþ эффективностü на реаëüных äанных.

Даëüнейøие иссëеäования ìоãут бытü посвя-
щены обобщениþ заäа÷и äëя всей жеëезноäорож-
ной сети с у÷етоì ресурсных оãрани÷ений и ана-
ëизу спеöифики обновëения нетипи÷ных объектов
инфраструктуры (ìостов, тоннеëей и äр.), а также
рассìотрениþ разëи÷ных ìетоäик опреäеëения
эконоìи÷еских потерü. 
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À.Ê. Âîëêîâèöêèé, Å.Â. Êàðøàêîâ, Á.Â. Ïàâëîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ 

Актуаëüностü развития ìетоäов то÷ноãо опре-
äеëения коорäинат и уãëов ориентаöии тоãо иëи
иноãо объекта по отноøениþ к некоторой заäан-
ной систеìе коорäинат труäно переоöенитü. Оп-
реäеëение пространственных и уãëовых коорäинат
äвижущихся объектов ëежит в основе реøения
ìноãих важных нау÷ных и техни÷еских заäа÷. Уп-
равëение ìобиëüныìи роботаìи, беспиëотныìи и
пиëотируеìыìи ëетатеëüныìи аппаратаìи невоз-
ìожно без то÷ноãо опреäеëения их пространствен-
ных коорäинат и уãëовой ориентаöии. 

Особое ìесто заниìаþт заäа÷и высокото÷ноãо
управëения объектаìи: ìаневрирование вбëизи
поверхности зеìëи, выпоëнение посаäки ëетатеëü-
ноãо аппарата, осуществëение взаиìоäействия объ-
ектов в ãруппе, стыковка поäвижных объектов и
пр. Дëя реøения такоãо роäа заäа÷ требуется осо-
бая то÷ностü опреäеëения навиãаöионных пара-
ìетров в весüìа оãрани÷енной в пространстве зоне
взаиìоäействия [1]. 

Среäи систеì относитеëüноãо позиöионирова-
ния важное ìесто заниìаþт низко÷астотные эëек-
троìаãнитные систеìы. Первые упоìинания о них
относятся к 1970 ãã. [2]. Теорети÷еские преäпо-
сыëки функöионирования эëектроìаãнитных сис-

теì позиöионирования основываþтся на свойствах
ìаãнитноãо поëя, возбужäаеìоãо искусственныìи
исто÷никаìи, а иìенно: зависиìостüþ ìоäуëя
вектора напряженности от расстояния äо исто÷ни-
ка и зависиìостüþ направëения этоãо вектора от
уãëовоãо поëожения приеìника относитеëüно ис-
то÷ника. 

Иäея ìетоäа состоит в ãенераöии äетерìиниро-
ванноãо переìенноãо ìаãнитноãо поëя в зоне пе-
реìещений позиöионируеìоãо объекта и изìере-
нии коìпонент вектора напряженности этоãо поëя
поäвижныì приеìникоì. Сопоставëение резуëü-
татов векторных изìерений с рас÷етныìи иëи эк-
спериìентаëüно изìеренныìи параìетраìи про-
странственноãо распреäеëения зна÷ений вектора
напряженности поëя позвоëяет опреäеëитü поëо-
жение поäвижноãо объекта. В кëасси÷еской пос-
тановке äëя реøения этой заäа÷и приìеняþтся
корреëяöионно-экстреìаëüные ìетоäы [3]. 

Устройства, работаþщие на принöипах эëект-
роìаãнитноãо позиöионирования, весüìа разно-
образны по назна÷ениþ и особенностяì конс-
трукöии, оäнако общиì äëя них явëяется приеì
сиãнаëов искусственноãо исто÷ника (иëи систеìы
исто÷ников) ìаãнито÷увствитеëüныì приеìникоì
(иëи систеìой приеìников). В ÷астности, такие
устройства приìеняþтся äëя контроëя поëожения
ãоëовы пиëота в кабине ëетатеëüноãо аппарата äëя

Реøена заäа÷а относитеëüноãо позиöионирования поäвижноãо объекта в низко÷астот-

ноì эëектроìаãнитноì поëе. Изëожены теорети÷еские преäпосыëки уãëовоãо и про-

странственноãо относитеëüноãо позиöионирования, а также базовый аëãоритì реøения.

Привеäены практи÷еские резуëüтаты, поëу÷енные äëя высокото÷ноãо опреäеëения рас-

стояний и уãëов в систеìе «саìоëет-буксировщик — буксируеìый объект». 

Ключевые слова: относитеëüное позиöионирование, эëектроìаãнитная систеìа, поäвижный объект. 
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визирования на отражаþщее стекëо еãо øëеìа äо-
поëнитеëüной инфорìаöии, в некоторых систеìах
виртуаëüной реаëüности, в ìеäиöинских приборах
(опреäеëяется поëожение ìиниатþрноãо приеì-
ника-капсуëы внутри теëа паöиента). В России ос-
новные теорети÷еские и практи÷еские резуëüтаты
по эëектроìаãнитноìу позиöионированиþ поëу-
÷ены М.В. Жеëаìскиì [4, 5]. 

Дëя опреäеëения коорäинат при эëектроìаã-
нитноì позиöионировании в кëасси÷еской поста-
новке испоëüзуется априорная инфорìаöия о про-
странственной структуре поëя, которая ëибо вы-
÷исëяется, ëибо синтезируется путеì трехìерноãо
картоãрафирования, а äëя рас÷ета коорäинат при-
ìеняþтся итераöионные ìетоäы [4]. 

Дëя реøения заäа÷и относитеëüноãо позиöио-
нирования Р. Сìит [6] преäëожиë сëеäуþщий
поäхоä. Пустü поëе возбужäения естü поëе еäинст-
венноãо то÷е÷ноãо ìаãнитноãо äипоëя. Тоãäа коì-
поненты поëя в ëþбой то÷ке пространства в сис-
теìе коорäинат, связанной с äипоëеì, выража-
þтся впоëне опреäеëенныìи соотноøенияìи [7].
При заäанных параìетрах ìаãнитноãо ìоìента äи-
поëя из этих соотноøений ìожно опреäеëитü па-
раìетры взаиìноãо распоëожения переäат÷ика и
приеìника, оäнако ëиøü при усëовии, ÷то коìпо-
ненты векторов ìоìента ìаãнитноãо äипоëя пе-
реäат÷ика и напряженности ìаãнитноãо поëя оп-
реäеëены в оäной и той же систеìе коорäинат.
Поскоëüку разработки Р. Сìита посвящены оöен-
ке поëожения буксируеìоãо объекта относитеëüно
саìоëета-буксировщика, такой поäхоä в некото-
роì сìысëе оправäан. И саìоëет-буксировщик, и
буксируеìый объект в обы÷ных усëовиях поëета
ориентируþтся в пространстве вäоëü траектории
своеãо äвижения, накëон которой к ãоризонту не-
веëик и обы÷но не превыøает 2—4°. Хотя äëя кор-
ректной работы преäëоженноãо ìетоäа и требуется
сторонняя инфорìаöия о взаиìной ориентаöии
переäат÷ика и приеìника, приìенитеëüно к äан-
ноìу сëу÷аþ ìожно в первоì прибëижении поëа-
ãатü, ÷то направëение осей ÷увствитеëüности при-
еìника неизìенно относитеëüно систеìы коорäи-
нат переäат÷ика. 

В свете изëоженноãо весüìа привëекатеëüныì
преäставëяется распространение ìетоäа Р. Сìита
на общий сëу÷ай произвоëüноãо пространственно-
ãо и уãëовоãо äвижения приеìника относитеëüно
переäат÷ика. Реøениþ этой заäа÷и и посвящена
настоящая статüя. 

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È 

Пустü в некоторой то÷ке пространства, совìе-
щенной с на÷аëоì произвоëüно выбранной базо-
вой систеìы коорäинат (рис. 1), распоëаãается
то÷е÷ный ìаãнитный äипоëü с äипоëüныì ìоìен-

тоì, заäанныì вектороì M. Тоãäа в произвоëü-
ной то÷ке пространства, коорäинаты которой в
базовой систеìе коорäинат заäаþтся раäиус-век-
тороì r, вектор напряженности ìаãнитноãо поëя H
опреäеëяется выражениеì [7] 

H = (3e
R
(e

R
, M) – M),

которое тожäественныìи преобразованияìи ìо-
жет бытü привеäено к боëее уäобноìу виäу

H = (3e
R

 – E)M = Ω(r)M,

ãäе e
R
 = (e

R
, e

R
) = 1, e

R
 = ,

e
R

= .

Зäесü e
R
 — еäини÷ный вектор, направëенный

вäоëü вектора r, W(r) — äействитеëüная ìатриöа,
опреäеëяþщая связü ìежäу вектороì напряжен-
ности поëя H в то÷ке r и вектороì ìоìента воз-
бужäаþщеãо äипоëя M, Е — еäини÷ная ìатриöа. 

Матриöа W(r) явëяется невырожäенной везäе,
ãäе она опреäеëена, т. е. везäе, кроìе то÷ки r = 0.
Сëеäоватеëüно, везäе существует и обратная ìатри-

öа, Q(r), такая ÷то M = Q(r)H, ãäе Q(r) = W–1(r) =

= 2|r|3(3e
R

 – 2E). При фиксированноì направ-

ëении вектора e
R
 с изìенениеì расстояния ìеня-

ется тоëüко ìоäуëü вектора H как 1/|r|3. О÷евиäно,
такиì же свойствоì обëаäает и ìатриöа Q(r): при

1
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фиксированноì направëении e
R
 с изìенениеì рас-

стояния ìеняется тоëüко ìоäуëü вектора M как |r|3.
Иäея преäëаãаеìоãо ìетоäа опреäеëения про-

странственных и уãëовых коорäинат ìожет бытü
преäставëена сëеäуþщиì образоì. Разìестиì в
на÷аëе некоторой базовой систеìы коорäинат три
то÷е÷ных исто÷ника переìенноãо ìаãнитноãо по-
ëя, работаþщие на разных ÷астотах, ÷тобы вектор
напряженности поëя кажäоãо из них ìожно быëо
изìеритü независиìо от äвух äруãих (рис. 2). 

Пустü также в некой произвоëüной то÷ке про-
странства, опреäеëяеìой в базовой систеìе коор-
äинат раäиус-вектороì r, распоëаãается изìе-
ритеëü векторов ìаãнитноãо поëя, оси ÷увстви-
теëüности котороãо взаиìно перпенäикуëярны и
заäаþт систеìу коорäинат приеìника, в общеì
сëу÷ае развернутуþ относитеëüно осей базовой
систеìы коорäинат на уãëы, опреäеëяеìые орто-

ãонаëüной ìатриöей R, R–1 = RT. Тоãäа векторы
поëя кажäоãо из трех переäаþщих äипоëей, изìе-
ряеìые этиì приеìникоì, опреäеëяþтся как 

H
i
 = RW(r)M

i
,  i = 1, 2, 3.

Дëя кажäоãо из трех векторов изìеренноãо поëя
зна÷ение вектора возбужäаþщеãо ìоìента в сис-
теìе коорäинат приеìника опреäеëяется как 

M
i
 = Q(r)RT

H
i
, i = 1, 2, 3. (1)

Систеìу из этих трех аëãебраи÷еских уравнений
ìожно реøитü относитеëüно эëеìентов ìатриöы

RW(r) иëи Q(r)RT при известных зна÷ениях M
i
 и H

i

в какой-нибуäü оäной из систеì коорäинат. Оäна-
ко такое реøение не преäставëяет практи÷ескоãо

интереса, поскоëüку при этоì эëеìенты ìатриö RT

и Q(r) по отäеëüности оказываþтся не опреäеëен-
ныìи. 

Поставиì заäа÷у: найти реøение, которое поз-
воëит опреäеëитü иìенно эëеìенты кажäой из

ìатриö — и Q(r), и R, ÷то, в своþ о÷ереäü, позво-
ëит вы÷исëитü и коìпоненты вектора, заäаþщеãо
поëожение то÷ки изìерения в систеìе коорäинат
äипоëей, и уãëы поворота систеìы коорäинат при-
еìника относитеëüно систеìы коорäинат, заäан-
ной систеìой äипоëей переäат÷ика. 

2. ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÃÎ 
ÏÎÇÈÖÈÎÍÈÐÎÂÀÍÈß

Поëüзуясü теì, ÷то зна÷ения скаëярных произ-
веäений векторов не зависят от поворота систеìы
коорäинат, а также преобразованиеì (1), выпиøеì
выражения äëя скаëярных произвеäений 

(M
i
, M

j
) = ( R

T)(RM
j
) =

= ( RQ
T(r)RT)(RQ(r)RT

H
j
),

i, j = 1, 2, 3;  j ≥ i. (2)

Систеìа уравнений (2) интересна теì, ÷то урав-
нения справеäëивы при ëþбоì зна÷ении ортоãо-
наëüной ìатриöы R, и, в то же вреìя, саìо зна-
÷ение этой ìатриöы искëþ÷ено из уравнений
автоìати÷ески, так как скаëярное произвеäение
векторов и кваäраты их äëины инвариантны к ëþ-
боìу повороту систеìы коорäинат. Поëу÷енные
выражения соäержат тоëüко известные веëи÷ины
и искоìые эëеìенты ìатриöы Q(r). Посëе раскры-
тия скобок и необхоäиìых тожäественных преоб-
разований систеìа (2) приобретает виä: 
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i, j = 1, 2, 3,  j ≥ i. (3)

вкëþ÷ая усëовие норìировки e
x
e
x
 + e

y
e
y
 + e

z
e
z
 = 1. 

Поëу÷енная систеìа уравнений неëинейна и
избыто÷на, поскоëüку иìеется сеìü уравнений при
÷етырех неизвестных e

x
, e

y
, e

z
 и |r |. Оäнако при за-

ìене переìенных: 

v
1
 = e

x
e
x
,  v

2
 = e

x
e
y
,  v

3
 = e

x
e
z
,

v
4
 = e

y
e
y
,  v

5
 = e

y
e
z
,

v6 = e
z
e
z
,

v7 = , (4)

систеìа (3) превращается в систеìу ëинейных
уравнений и ìожет бытü оäнозна÷но реøена от-
носитеëüно этих новых переìенных ëþбыì уäоб-
ныì ìетоäоì, в тоì ÷исëе, и ìетоäоì искëþ÷е-

Рис. 2. К постановке задачи позиционирования 
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ний Гаусса, посëе ÷еãо с то÷ностüþ äо знака ìо-

ãут бытü поëу÷ены зна÷ения e
x
 = ± , e

y
 = ± ,

e
z
 = ± .

Найäенные абсоëþтные зна÷ения направëяþ-
щих косинусов, с у÷етоì возìожных вариантов
расстановки знаков, заäаþт в базовой систеìе ко-
орäинат переäат÷ика восеìü возìожных направëе-
ний распоëожения приеìника. Кроìе тоãо, поëу-
÷енные зна÷ения переìенных v

2
 = e

x
e
y
, v

3
 = e

x
e
z
,

v5 = e
y
e
z
 не äоëжны противоре÷итü выбираеìыì

знакаì направëяþщих косинусов. В табëиöе сиì-
воëи÷ески показано возìожное со÷етание знаков
направëяþщих косинусов и знаков переìенных
v
2
, v

3
, v

5
. 

В соответствии с табëиöей реøениþ систеìы
уравнений (3) относитеëüно переìенных (4) уäов-
ëетворяþт äве сиììетри÷но распоëоженные то÷ки
возìожноãо поëожения изìеритеëя, ÷то отве÷ает
свойству ÷етности äëя функöии поëя то÷е÷ноãо
äипоëя, распоëоженноãо в на÷аëе систеìы коор-
äинат: H(r) = H(–r). 

Распоëаãая теперü инфорìаöией о пространс-
твенноì поëожении кажäой из äвух поëу÷ивøихся
в резуëüтате реøения то÷ек в систеìе коорäинат
переäат÷ика, нетруäно опреäеëитü и параìетры
ìатриöы поворота R, явëяþщейся ìатриöей ори-
ентаöии систеìы коорäинат приеìника относитеëü-
но систеìы коорäинат переäаþщих äипоëей. Дëя
этоãо сëеäует реøитü систеìу уравнений поëя (1),
поëаãая теперü известныìи коэффиöиенты опера-
тора Q(r), относитеëüно эëеìентов ìатриöы R.

Обе поëу÷енные то÷ки соответствуþт возìож-
ноìу поëожениþ то÷ки изìерения поëя. Боëее то-
ãо, äëя обеих то÷ек ìатриöа поворота ÷увствитеëü-
ных осей приеìника относитеëüно базовой систе-
ìы коорäинат оказывается оäинаковой. 

Итак, заäа÷а позиöионирования реøена. Зная
параìетры векторов äипоëüных ìоìентов трех пе-

реäаþщих äипоëей в базовой систеìе коорäинат и
зна÷ения векторов напряженности поëя в систеìе
коорäинат приеìника, уäаëосü с то÷ностüþ äо на-
правëения вäоëü пряìой вы÷исëитü зна÷ение ра-
äиуса-вектора поëожения то÷ки изìерения в базо-
вой систеìе коорäинат и коэффиöиенты ìатриöы
поворота систеìы коорäинат приеìника относи-
теëüно базовой. Заäа÷а выбора оäной актуаëüной
то÷ки из äвух потенöиаëüно возìожных ìожет
бытü реøена с привëе÷ениеì весüìа ãрубой äопоë-
нитеëüной инфорìаöии. Наприìер, есëи переäат-
÷ик распоëаãается на зеìëе, а приеìник на борту
äвижущеãося в возäухе ëетатеëüноãо аппарата, то
выбор еäинственной то÷ки о÷евиäен. 

Соответствуþщая описанноìу ìетоäу систеìа
уãëовоãо и пространственноãо относитеëüноãо по-
зиöионирования преäставëяет собой низко÷астот-
ный ìаãнитный ìаяк. 

3. ÝËÅÊÒÐÎÌÀÃÍÈÒÍÀß ÑÈÑÒÅÌÀ
ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÃÎ ÏÎÇÈÖÈÎÍÈÐÎÂÀÍÈß 

ÀÝÐÎÝËÅÊÒÐÎÐÀÇÂÅÄÎ×ÍÎÃÎ ÊÎÌÏËÅÊÑÀ ÅÌ4Í 

Работоспособностü изëоженноãо ìетоäа быëа
проверена при поëетах с эëектроразвеäо÷ной сис-
теìой ЕМ4Н [8, 9]. 

Аэроэëектроразвеäо÷ный коìпëекс ЕМ4Н
преäназна÷ен äëя äистанöионноãо опреäеëения
эëектроìаãнитных характеристик ãеоëоãи÷еской
среäы (сопротивëение, провоäиìостü, поëяризуе-
ìостü), зная которые, ìожно поëу÷итü öеннуþ ин-
форìаöиþ о ãеоëоãи÷ескоì строении изу÷аеìоãо
района. 

Переäат÷ик, установëенный на борту саìоëета
иëи вертоëета, äипоëü котороãо преäставëяет со-
бой возäуøнуþ катуøку с вертикаëüныì вектороì
ìоìента, возбужäает в пространстве переìенное
ìаãнитное поëе. Инäукöионный приеìник распо-
ëаãается в спеöиаëüной ãонäоëе, буксируеìой за
саìоëетоì при поìощи троса-кабеëя äëиной 80 ì. 

Гëавная особенностü эëектроразвеäо÷ной сис-
теìы такоãо типа закëþ÷ается в тоì, ÷то без при-
вëе÷ения äопоëнитеëüной инфорìаöии о взаиì-
ноì распоëожении переäат÷ика и приеìника не-
возìожно реøитü заäа÷у отäеëения втори÷ноãо
поëя, приøеäøеãо от ãорных пороä, от перви÷ноãо
поëя, созäаваеìоãо переäат÷икоì, а также от поëя
откëика от провоäящих эëеìентов фþзеëяжа ëета-
теëüноãо аппарата, распоëаãаþщеãося также в по-
ëе возбужäения. Интеãраöия в состав коìпëекса
эëектроìаãнитной систеìы относитеëüноãо пози-
öионирования позвоëиëа опреäеëитü уãëовые и
пространственные параìетры взаиìноãо поëоже-
ния переäат÷ика и приеìника, ÷то, в своþ о÷е-
реäü, позвоëиëо выäеëитü сиãнаë откëика от ãео-
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ëоãи÷еской среäы, необхоäиìый äëя äаëüнейøей

ãеоëоãо-ãеофизи÷еской интерпретаöии. Принöип

работы систеìы поясняется рис. 3. 

Дëя обеспе÷ения работы систеìы относитеëü-

ноãо позиöионирования в äопоëнение к основно-

ìу вертикаëüноìу зонäируþщеìу äипоëþ, на бор-

ту ëетатеëüноãо аппарата установëены äва ортоãо-

наëüных ãоризонтаëüных äипоëя, а в проãраììноì

обеспе÷ении коìпëекса реаëизован изëоженный

ранее аëãоритì относитеëüноãо позиöионирова-

ния. В резуëüтате äëя кажäой то÷ки изìерения

оказываþтся вы÷исëенныìи параìетры взаиìно-

ãо пространственноãо распоëоже-

ния и взаиìной уãëовой ориентаöии

приеìника и переäат÷ика. 

Дëя оöенки то÷ности преäëожен-

ноãо ìетоäа на борту ëетатеëüноãо

аппарата и в выпускной ãонäоëе бы-

ëи установëены ГНСС-приеìники,

÷то позвоëиëо в äифференöиаëüноì

режиìе опреäеëитü расстояние ìеж-

äу ëетатеëüныì аппаратоì и ãонäо-

ëой с высокой то÷ностüþ. 

При выпоëнении поëетов äëя

проверки работоспособности аëãо-

ритìов быëо спеöиаëüно наруøено

ãëавное усëовие ìетоäа Р. Сìита.

Буксируеìая ãонäоëа быëа искусст-

венно äестабиëизирована. Обы÷но,

обëаäаþщая хороøей аэроäинаìи-

кой и ориентированная вäоëü траек-

тории äвижения, в усëовиях äестаби-

ëизаöии ãонäоëа соверøаëа сëожное

коëебатеëüное äвижение в зна÷итеëü-

ноì äиапазоне уãëов. 

Ка÷ество работы аëãоритìов систеìы относи-

теëüноãо позиöионирования ìожно опреäеëитü

путеì сравнения ãеоìетри÷еских параìетров, по-

ëу÷енных в хоäе этоãо экспериìента разëи÷ныìи

ìетоäаìи. Резуëüтаты сравнения привеäены на

ãрафиках. 

На рис. 4. показано сравнение вы÷исëенных

зна÷ений уãëов и расстояния ìежäу переäат÷икоì

и приеìникоì. Хороøо виäно, ÷то с÷исëение

расстояния ìежäу переäат÷икоì и приеìникоì

по ìетоäу Р. Сìита не впоëне аäекватно, особен-

но в усëовиях äинаìи÷ноãо уãëовоãо äвижения

буксируеìой ãонäоëы. В то же вреìя виäно, ÷то

зна÷ения расстояний, вы÷исëенные с поìощüþ

аëãоритìов эëектроìаãнитной систеìы позиöио-

нирования впоëне соответствуþт äëинаì векторов

базовой ëинии, поëу÷енныì с поìощüþ äиффе-

ренöиаëüноãо режиìа ГНСС. 

Незна÷итеëüное их расхожäение не явëяется

оøибкой и обусëовëено теì, ÷то антенна ГНСС-

приеìника на фþзеëяже вертоëета распоëаãается

не в то÷ке эффективноãо öентра äипоëüной воз-

бужäаþщей систеìы, а также теì, ÷то и в букси-

руеìой ãонäоëе поëожение антенны сìещено от-

носитеëüно öентра ÷увствитеëüности инäукöион-

ноãо äат÷ика. 

На рис. 4 также привеäены резуëüтаты вы÷ис-

ëений зна÷ения уãëа направëения на ãонäоëу — Θ,

изìеренноãо относитеëüно направëения верти-

каëüноãо äипоëя переäат÷ика äëя эëектроìаãнит-

ных ìетоäов, и относитеëüно ìестной вертикаëи

äëя ГНСС. Из рисунка также виäно, ÷то зна÷ение

Рис. 3. К пояснению принципа действия электроразведочной сис-
темы ЕМ4Н 

Рис. 4. Счисление расстояний и углов относительного позиционирования:
---- R

GPS
 — äëина базовой ëинии ìежäу переäат÷икоì и приеìникоì, изìерен-

ное с поìощüþ äифференöиаëüноãо режиìа ГНСС;  R
EM

 — расстояние,

вы÷исëенное с испоëüзованиеì аëãоритìов эëектроìаãнитной систеìы относи-
теëüноãо позиöионирования; •••••• R

Sm
 — зна÷ение расстояния, вы÷исëенное по

ìетоäу Р. Сìита 
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уãëа  опреäеëяется по ìетоäу Р. Сìита с сущест-
венныìи оøибкаìи, обусëовëенныìи вëияниеì
эвоëþöий ãонäоëы. В то же вреìя, при сравнении
с резуëüтатаìи äифференöиаëüноãо режиìа ГНСС
виäно, ÷то зна÷ение этоãо уãëа, вы÷исëенное с
поìощüþ эëектроìаãнитной систеìы относитеëü-
ноãо позиöионирования, опреäеëено äостато÷но
то÷но. Незна÷итеëüное расхожäение кривых также
не явëяется сëеäствиеì оøибок, а обусëовëено теì,
÷то при äифференöиаëüноì ГНСС-с÷исëении зна-
÷ение уãëа опреäеëяется в ãеоãрафи÷еской систеìе
коорäинат, в то вреìя как эëектроìаãнитная сис-
теìа относитеëüноãо позиöионирования вы÷ис-
ëяет этот уãоë в систеìе коорäинат, связанной с
ëетатеëüныì аппаратоì. Такиì образоì, расхож-
äение обусëовëено изìенениеì уãëов танãажа вер-
тоëета и ãонäоëы. 

Привеäенное на нижнеì ãрафике изìенение
зна÷ения уãëа Ψ откëонения ãонäоëы от проäоëü-
ной вертикаëüной пëоскости не изìеряется ни
среäстваìи ГНСС, ни по ìетоäу Р. Сìита, но впоë-
не уверенно вы÷исëено по преäëоженноìу ìетоäу. 

Из привеäенных äанных хороøо виäно, ÷то ìе-
тоä, преäëоженный Р. Сìитоì, в усëовиях äина-
ìи÷ноãо поëета теряет аäекватностü. Вы÷исëен-
ные по этоìу ìетоäу зна÷ения расстояний и уãëов
в систеìе «переäат÷ик — приеìник» откëоняþтся
от изìеренных с поìощüþ äифференöиаëüной
пары ГНСС-приеìников весüìа зна÷итеëüно,
÷то, безусëовно, явëяется сëеäствиеì оøибо÷ности
преäпоëожения о параëëеëüности осей ÷увстви-
теëüности приеìных раìок осяì систеìы коорäи-
нат переäат÷ика. В то же вреìя, сопоставëение
резуëüтатов опреäеëения ãеоìетри÷еских пара-
ìетров, поëу÷енных с поìощüþ реаëизованноãо в
систеìе EM-4H аëãоритìа эëектроìаãнитноãо
относитеëüноãо позиöионирования с резуëüтатаìи
äифференöиаëüноãо ГНСС-с÷исëения показывает
их хороøее соответствие. Незна÷итеëüные отëи-
÷ия в зна÷ениях поëу÷енных параìетров впоëне
объясниìы и возникаþт прежäе всеãо из-за тоãо,
÷то äифференöиаëüное ГНСС-с÷исëение вектора
базовой ëинии осуществëяется в ãеоãрафи÷еской
систеìе коорäинат, в то вреìя как с÷исëение ãео-
ìетри÷еских параìетров в эëектроìаãнитной сис-
теìе относитеëüноãо позиöионирования — в систе-
ìе коорäинат, связанной с переäат÷икоì (ëетатеëü-
ныì аппаратоì), а также из-за тоãо, ÷то антенны
ГНСС-приеìников и на ëетатеëüноì аппарате, и на
буксируеìой ãонäоëе разìещены в то÷ках, не сов-
паäаþщих с распоëожениеì эффективноãо öентра
систеìы переäаþщих äипоëей и öентра ÷увстви-
теëüности приеìных раìок, соответственно. 

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Теорети÷ески äоказано, ÷то зная свойства пере-
äаþщей äипоëüной систеìы и изìерив параìетры
векторов поëя в произвоëüной то÷ке пространства,
ìожно, реøая систеìу ëинейных уравнений, опре-
äеëитü с то÷ностüþ äо направëения вäоëü пряìой
äëину и направëяþщие косинусы раäиуса-вектора
поëожения то÷ки изìерения в систеìе коорäинат,
связанной с переäат÷икоì, а также уãëы поворота
÷увствитеëüных осей приеìника в этой систеìе. 

Резуëüтаты, поëу÷енные в хоäе ëетных экспе-
риìентов с поìощüþ низко÷астотной ìаãнитной
систеìы относитеëüноãо позиöионирования, по-
казаëи высокуþ эффективностü приìеняеìых аë-
ãоритìов и в настоящее вреìя внеäрены в прак-
тику приìенения эëектроразвеäо÷ной систеìы
ЕМ4Н, ÷то, в своþ о÷ереäü, обеспе÷ивает высокое
ка÷ество поëу÷аеìой ãеофизи÷еской инфорìаöии. 
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ÑÈÍÒÅÇ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÇÀÊÎÍÀ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
ÄËß ÏÅÐÅÇÀÊÐÓÒÊÈ ÓÏÐÓÃÎÃÎ ÑÏÓÒÍÈÊÀ 
ÑËÀÁÛÌÈ ÂÍÓÒÐÅÍÍÈÌÈ ÌÎÌÅÍÒÀÌÈ1

Å.È. Ñîìîâ 

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

По ëеãенäе, осознав зна÷ение своеãо открытия
свойств ры÷аãа, выäаþщийся äревнеãре÷еский ìа-
теìатик, ìеханик и инженер Архиìеä в III веке äо
н. э. воскëикнуë: «Дайте ìне то÷ку опоры, и я пе-
реверну Зеìëþ!». В äанной статüе реøается бëиз-
кая по сìысëу заäа÷а, но рассìатривается «пере-
ворот» приìенитеëüно к перспективной косìи-
÷еской технике и без какой-ëибо «то÷ки опоры».
Акаäеìик В.М. Матросов кратко называë эту про-
бëеìу «заäа÷ей Титова» в связи с еãо у÷еникоì
Г.П. Титовыì (ОАО «Инфорìаöионные спутни-
ковые систеìы иì. акаä. М.Ф. Реøетнева»), кото-
рый впервые сфорìуëироваë ее в 2000 ã. äëя спе-
öиаëистов в обëасти теорети÷еской ìеханики и те-
ории управëения äвижениеì. 

Совреìенные спутники с 15-ëетниì срокоì
активноãо существования äëя высокото÷ной кор-
рекöии их орбитаëüноãо äвижения оснащаþтся
äвиãатеëüной установкой на основе пëазìенных
РД, которые иìеþт высокий уäеëüный иìпуëüс и
боëüøое энерãопотребëение. При проектирова-
нии ìаëых спутников (ìассой от 500 äо 1000 кã,
наприìер, спутников связи на базе пëатфорìы
«Экспресс-1000» ИСС иì. акаä. М.Ф. Реøетнева),
раöионаëüно приìенятü тоëüко пëазìенные РД во

всех режиìах управëения как поступатеëüныì, так
и вращатеëüныì äвижениеì КА. Оäнако такоìу
поäхоäу свойственны оãрани÷ения [1]: 

— при ãрупповоì вывоäе ìаëых спутников в
проöессе отäеëения их от ракеты-носитеëя каж-
äый КА ìожет обëаäатü вектороì на÷аëüной уãëо-
вой скорости произвольного направления с ìоäуëеì
äо 20°/с; при такоì вращении КА эëектроэнерãия,
требуеìая äëя еãо бортовоãо оборуäования, обес-
пе÷ивается панеëяìи соëне÷ных батарей иëи хи-
ìи÷ескиìи аккуìуëятораìи, при÷еì энерãия, ãе-
нерируеìая фотоэëеìентаìи панеëей, зависит от
уãëа ìежäу норìаëüþ к их активной поверхности
и направëениеì на Соëнöе;

— пëазìенные РД обëаäаþт ìаëыìи зна÷ения-
ìи тяãи (∼0,03...0,1 H) и, сëеäоватеëüно, способны
созäаватü тоëüко ìаëые управëяþщие ìоìенты,
÷то обусëовëивает äëитеëüное вреìя, необхоäиìое
äëя успокоения КА; 

— пëазìенные РД ìоãут испоëüзоватüся на бор-
ту КА тоëüко посëе некотороãо вреìенноãо интер-
ваëа Ta их техноëоãи÷еской поäãотовки äëя акти-
визаöии, который в зависиìости от типа РД ìожет
составëятü от нескоëüких ÷асов äо нескоëüких су-
ток посëе отäеëения; 

— строãие требования, преäъявëяеìые к ìассе
систеìы управëения äвижениеì ìаëоãо спутника,
привоäят к тоìу, ÷то äоступный вектор кинети÷ес-
коãо ìоìента СГК на основе реактивных ìахови-
ков ëибо ãироäинов существенно ìенüøе по ìо-
äуëþ вектора КМ корпуса спутника в ìоìент еãо
отäеëения. 

Рассìотрены принöипиаëüные аспекты синтеза закона управëения äëя перезакрутки

спутника с öеëüþ совìещения вектора уãëовой скорости, направëенноãо по оси на-

ибоëüøеãо ìоìента инерöии еãо корпуса, с произвоëüно заäанныì направëениеì в

инерöиаëüной систеìе коорäинат. Испоëüзуþтся тоëüко сëабые внутренние управëя-

þщие ìоìенты, которые форìируþтся сиëовыì ãироскопи÷ескиì коìпëексоì с оãра-

ни÷енныìи ресурсаìи. 

Ключевые слова: косìи÷еский аппарат, внутренние управëяþщие ìоìенты, перезакрутка. 

1
 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ

(ãрант 11-08-01037) и Отäеëения ЭММПУ РАН (Проãраììа
фунäаìентаëüных иссëеäований № 14). 
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Принятые сокращения:

КА — косìи÷еский аппарат; 
КМ — кинети÷еский ìоìент; 
РД — реактивный äвиãатеëü; 
СГК — сиëовой ãироскопи÷еский коìпëекс; 
ССК — связанная с корпусоì КА систеìа коор-
äинат; 
ТТ — тверäое теëо. 

Пробëеìа состоит в обеспе÷ении такоãо äвиже-
ния КА посëе еãо отäеëения, при котороì уäов-
ëетворяþтся энерãети÷еские усëовия работоспо-
собности систеìы управëения без использования
пëазìенных РД. Даëее посëе вреìенноãо интерва-
ëа Та активизаöии пëазìенные РД способны за-

верøитü успокоение КА и установитü еãо ориен-
таöиþ относитеëüно направëения на Соëнöе. 

Поäхоä к реøениþ этой пробëеìы основывает-
ся на äвух принöипиаëüных поëожениях: 
� пëазìенные РД приìеняþтся как äëя управëе-

ния ориентаöией КА и разãрузки СГК от век-
тора накопëенноãо КМ, так и äëя управëения
поступатеëüныì äвижениеì öентра ìасс КА —
реøения заäа÷и коррекöии еãо орбитаëüноãо
äвижения; 

� в на÷аëüноì режиìе äвижения КА сразу же
посëе еãо отäеëения приìеняется тоëüко СГК
ìаëой ìассы, иìеþщий ìаëые ресурсы по äо-
ступноìу вектору КМ, без вкëþ÷ения пëазìен-
ных РД в контур управëения. 
В ìоìент вреìени отäеëения t

0
 вектор КМ кор-

пуса КА K
0
 ≡ Jw(t

0
) = G

0
 иìеет произвоëüное на-

правëение, поэтоìу ãëавная заäа÷а состоит в сов-
ìещении этоãо вектора с осüþ Oy ìаксиìаëüноãо
ìоìента инерöии корпуса КА, испоëüзуя при этоì
тоëüко СГК, иìеþщеãо ìаëые ресурсы по разìе-
раì обëастей вариаöии векторов еãо кинети÷еско-
ãо H(t) и управëяþщеãо M(t) ìоìентов. Сущест-
венно неëинейные äинаìи÷еские проöессы возни-
каþт при переìещении вектора G(t) = Jw(t) + H(t)
суììарноãо КМ ìехани÷еской систеìы относи-
теëüно ССК Oxyz. При этоì на борту КА вкëþ÷а-
ется ìаëоãабаритный äат÷ик Соëнöа, с поìощüþ
котороãо опреäеëяется направëение на Соëнöе в
ССК, и, при необхоäиìости, панеëи соëне÷ных

батарей развора÷иваþтся на некоторый уãоë γp, ãäе

0 ≤ γp ≤ 270°. В резуëüтате преäëаãаеìой переза-
крутки корпуса КА вектор еãо уãëовой скорости
буäет направëен по оси Oy ССК, которая перпен-
äикуëярна оси вращения панеëей. 

В преäеëüных сëу÷аях, в зависиìости от на-
÷аëüных поëожений вектора G и орта S направëе-
ния на Соëнöе, панеëи соëне÷ных батарей буäут
освещатüся Соëнöеì ëибо непрерывно, коãäа век-

торы G и S совìещены, ëибо периоäи÷ески, коãäа
эти векторы перпенäикуëярны (рис. 1). На этоì
этапе ìиссии спутника СГК форìирует внутрен-
ние управëяþщие ìоìенты и пëазìенные РД не
испоëüзуþтся. На сëеäуþщеì этапе на÷аëüных ре-
жиìов систеìы управëения пëазìенные РД вкëþ-
÷аþтся и созäаþт внешние управëяþщие ìоìенты
äëя поëноãо успокоения спутника. Совреìенное
состояние рассìатриваеìой нау÷ной пробëеìы
поäробно преäставëено в преäыäущих работах
[2, 3]. В äанной статüе наìеренно рассìатриваþт-
ся тоëüко принöипиаëüные аспекты синтеза неëи-
нейноãо закона управëения äëя совìещения оси Oy
ССК с вектороì КМ спутника при отсутствии всех
внеøних возìущаþщих ìоìентов. Реøение äан-
ной весüìа непростой заäа÷и теорети÷еской ìе-
ханики и теории управëения äвижениеì основы-
вается на строãоì äоказатеëüстве устой÷ивости
требуеìоãо вращения КА. Поëу÷енные резуëüтаты
коìпüþтерной иìитаöии неëинейных коëебаний
при перезакрутке упруãоãо КА, которые затухаþт
на заверøаþщеì этапе этоãо проöесса, поäтверж-
äаþт эффективностü преäëоженноãо закона уп-
равëения КА тоëüко внутренниìи ìоìентаìи, ре-
аëизуеìыìи СГК. 

1. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ 

Моäеëü äинаìики КА как свобоäноãо тверäоãо
теëа с оäной закрепëенной то÷кой и некоторыì
СГК иìеет известный виä: 

 + w × G = M ≡ – ;  K = Jw;
G = K + H. (1)

Рис. 1. Расположения космического аппарата относительно
Солнца 

K
·

H
·
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Зäесü векторы-стоëбöы G, K = {K
x
, K

y
, K

z
} и

H = {H
x
, H

y
, H

z
} соответствуþщих векторов КМ

преäставëены в ССК и äëя простоты преäпоëаãа-
ется, ÷то в ССК Oxyz тензор инерöии корпуса КА
вìесте с непоäвижныì СГК явëяется äиаãонаëü-
ныì, т. е. J = diag{J

x
, J

y
, J

z
}. Рассìатриваþтся СГК

äвух типов — на основе ÷етырех реактивных ìахо-
виков по схеìе GE и на основе ÷етырех ãироäинов
по схеìе 2-SPE, преäставëенных в приборной ка-
нони÷еской систеìе коорäинат на рис. 2. Форìа
выпукëых обëастей äопустиìой вариаöии вектора

КМ таких СГК опреäеëяется уãëаìи γw и γg соот-
ветственно, а их требуеìое распоëожение äостиãа-
ется поëожениеì приборной систеìы коорäинат

O  в ССК. 

При наëи÷ии оãрани÷ений на ìоäуëи векторов
кинети÷ескоãо ìоìента и управëяþщеãо ìоìента
кажäоãо реактивноãо ìаховика 

|h
p
(t)| ≤ hmax,  |M

p
(t)| ≤ Mmax,  p = 1, ..., 4, 

ëибо оãрани÷ений на ìоäуëü скорости поворота
кажäоãо ãироäина относитеëüно оси еãо поäвеса 

| (t)| ≤ umax,  p = 1, ..., 4, 

векторы кинети÷ескоãо H и управëяþщеãо M ≡ –

ìоìентов СГК буäут оãрани÷ены. 
Простейøая ìоäеëü äинаìики КА как свобоä-

ноãо упруãоãо теëа с СГК при станäартных обоз-
на÷ениях преäставëяется в векторно-ìатри÷ноì
виäе 

 = , 

ãäе вектор КМ ìехани÷еской систеìы G = K +

+ H + D  и äиаãонаëüная ìатриöа W составëена из

собственных парöиаëüных ÷астот упруãих коëеба-
ний конструкöии КА. 

2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Пустü в на÷аëüный ìоìент t0 вектор КМ H(t0)

сиëовоãо ãироскопи÷ескоãо коìпëекса равен ну-
ëþ. Моäуëü вектора КМ корпуса КА как тверäоãо
теëа в на÷аëüный ìоìент вреìени t

0
 преäпоëаãа-

ется оãрани÷енныì, т. е. ||K
0
|| ≤ , ãäе  > 0, но

направление этоãо вектора произвольное. Поэтоìу в
ìоìент вреìени t = t

0
 ìоäуëü вектор КМ G

0
 = K

0

всей ìехани÷еской систеìы также оãрани÷ен:

xc
g
yc
g
zc
g

β· p

H
·

J Dq

Dq
t

I

w·

q
··

M w G×–

δ/π( )Wq
·

– W
2
q–

q
·

k0
* k0

*

Рис. 2. Схема силового гироскопического комплекса на основе:
а — реактивных ìаховиков; б — ãироäинов
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||G
0
|| ≡ g

0
 ≤  = . Инерöионные параìетры спут-

ника с÷итаþтся известныìи и преäпоëаãается воз-
ìожностü изìерения векторов w(t)  = {ω

x
, ω

y
, ω

z
}

и H(t). Ввеäеì фиксированный в ССК орт f = e
y
 =

= {0, 1, 0}, который направëен по оси Oy ìакси-
ìаëüноãо ìоìента инерöии корпуса КА ëибо про-
тивопоëожен еìу, тоãäа орт f = –e

y
 = {0, –1, 0}.

Пробëеìа состоит в синтезе закона управëения
СГК M = M(w, H), который обеспе÷ивает выпоë-
нение усëовий K

f
 = Jw

f
, w

f
 = ω

f
f, H

f
 = H

f
f с заäан-

ной то÷ностüþ в некоторый ìоìент вреìени t = T
f
,

ãäе K
f
 = K(T

f
); w

f
 = w

f
(T

f
); H

f
 = H(T

f
) и H

f
 = H(T

f
),

в ÷астности, H
f
 = 0. В посëеäнеì сëу÷ае, у÷итывая

равенство J
y
ω
f
 + H

f
 = g0, поëу÷аеì соотноøение

ω
f
= g0/Jy. 

Посëе реøения этой принöипиаëüной пробëе-
ìы äоëжна бытü реøена заäа÷а распреäеëения
вектора управëяþщеãо ìоìента СГК M = M(w, H)
с избыто÷ныì ÷исëоì реактивных ìаховиков ëибо
ãироäинов ìежäу этиìи эëектроìехани÷ескиìи
испоëнитеëüныìи орãанаìи. Реøение такой заäа-
÷и опубëиковано в работе [3], и поэтоìу в сиëу оã-
рани÷енности объеìа статüи зäесü не привоäится.

3. ÑÈÍÒÅÇ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÇÀÊÎÍÀ
ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

В соответствии с кëасси÷ескиìи законаìи тео-
рети÷еской ìеханики при отсутствии внеøних ìо-
ìентов вектор суììарноãо КМ G(t) = Jw(t) + H(t)
ìехани÷еской систеìы «ТТ + СГК» непоäвижен
в инерöиаëüной систеìе коорäинат, но кинети-
÷еская энерãия вращатеëüноãо äвижения ТТ ìо-
жет изìенятüся внутренниìи ìоìентаìи [4]. Орт
g(t) ≡ {g

i
(t)} ≡ G(t)/g

0
 указанноãо вектора КМ также

непоäвижен в инерöиаëüной систеìе коорäинат,
но в ССК этот орт переìещается в соответствии с
уравнениеì 

(t) = –w(t) × g(t). (2)

Пустü в проöессе вращатеëüноãо äвижения КА
по изìеренияì векторов w(t) и H(t) в ССК вы÷ис-
ëяþтся сëеäуþщие функöии: 

— зна÷ение орта g(t)  = G(t)/g
0
 суììарноãо КМ

ìехани÷еской систеìы; 

— зна÷ение вектора x(t) = g(t) × f; 

— зна÷ение орта e
ξ
(t) = x(t)/||ξ(t)|| при ||x(t)|| =

= S
ϕ
(t) ≡ sinϕ(t) ≥ ε1 = const > 0; 

— косинус уãëа ϕ(t)  ìежäу ортаìи g(t) и f, т. е
C

ϕ
(t) ≡ cosϕ(t)  = 〈g(t), f 〉. 

Буäеì также с÷итатü, ÷то в ìоìент вреìени t
0
 вы-

÷исëяется фиксированный инäикатор a
f
 = SgnC

ϕ
(t

0
)

направëения орта f в ССК, ãäе Sgnx = 1 при x ≥ 0
и Sgnx = –1 при x < 0. В резуëüтате орт f в ССК
вы÷исëяется по соотноøениþ f = a

f
e
y
. В ССК

векторное рассоãëасование h(t)  ìежäу äействи-
теëüныì и требуеìыì поëоженияìи вектора уãëо-
вой скорости КА преäставëяется в виäе

h(t) ≡ δw(t) = w(t) – ω
f
f. (3)

При обозна÷ении V(t) = g(t) – f  в ка÷естве ìеры
бëизости ортов g(t)  и f приниìается функöия

v
p
(t) ≡ v

p
(V(t)) = V2(t)/2 = 1 – 〈g(t), f〉 . 0. (4)

Эта скаëярная функöия приниìает поëожи-
теëüные зна÷ения при всех g(t) ≠ f  и обращается
в нуëü тоëüко при совпаäении указанных ортов.
При указанноì ранее выборе орта f в виäе
f = a

f
e
y

= a
f
{0, 1, 0} всеãäа выпоëняется усëовие

v
p
(t0) ≤ 1. У÷итывая станäартные векторные тож-

äества 〈a, (b × c)〉 ≡ 〈b, (c × a)〉 ≡ 〈c, (a × b)〉 и соот-
ноøение äëя ëокаëüных произвоäных векторов в

ССК (t) = (t) = –w(t) × g(t) в сиëу уравнения (2)

и непоäвижности орта f в ССК, а также выражения
w(t) = h(t) + w

f
f из опреäеëения (3), произвоäная

функöии (4) поëу÷ается в виäе 

(t) = 〈V(t), (t)〉 = 〈x(t), h(t)〉. (5)

Векторы x(t) и V(t), характеризуþщие бëизостü
ортов g(t)  и f, связаны ìежäу собой важныìи тож-
äестваìи: 

x
2 ≡ V2(1 – V2/4);  V2 ≡ 2x2/(1 + (1 – x2)1/2), (6)

при÷еì вектор x(t)  изìеняется в ССК в соответс-
твии с векторныì уравнениеì

(t) = h(t) – f,  f ≡ g〈f, h〉 – h〈f, V〉, (7)

ãäе испоëüзовано векторное тожäество a × (b × c) =

= b〈a, c〉 – c〈a, b〉. У÷итывая, ÷то в ССК (t) = (t)
соãëасно выражениþ (3), а также соотноøения 

G(t) = g
0
g = g

0
f + g

0
(g – f) = K

f
 + H

f
 + g

0
ς,

n ≡ Jh – g
0
V = –(H – H

f
),   ≡ J  + w × G, 

векторное уравнение (1) преäставëяется в простей-
øей форìе 

(t)  = J (t) – g0 (t) = M = – . (8)

Опреäеëенно поëожитеëüная скаëярная функ-

öия v
e
 = v2/(2j

h
) = (H – H

f
)2/(2j

h
), ãäе постоянная

g
0
* k0

*

g
·

V· g
·

v
·

p V·

x
·

h· w·

n· w·

n· h· V· H
·
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веëи÷ина j
h
 преäставëяет инерöионные свойства

СГК, характеризует кинети÷ескуþ энерãиþ СГК
в еãо äвижении относитеëüно требуеìоãо поëоже-
ния равновесия в ССК. Требуеìое äвижение ТТ
O

η
 ≡ {x = 0; h = 0} преäставëяется также в виäе

O
ν

≡ {x = 0; n = 0}  в сиëу тожäеств (6). 

Ввеäеì обозна÷ение r2 = x2 + h2 и рассìот-
риì сна÷аëа сëу÷ай äвижения ТТ в ìаëой обëасти
O ≡ {||x|| < ε

1
} ∩ {||r|| < ε

ρ
}, коãäа не проявëяþтся

оãрани÷ения на вектор управëяþщеãо ìоìента

M = – . Дëя опреäеëения структуры закона фор-

ìирования вектора управëяþщеãо ìоìента СГК
M = M(w, H) ввеäеì функöиþ Ляпунова 

V(V, h) = abv
p
(V) + (a/j

h
)〈n, Px〉 + v

e
(ν), (9)

ãäе ìатриöа P опреäеëенно поëожитеëüна и a > 0,
b > 0 — постоянные параìетры. С у÷етоì тожäеств
(6) при боëüøоì зна÷ении параìетра b функöия
(9) явëяется опреäеëенно поëожитеëüной в отно-
øении переìенных V(x) и h. Ее произвоäная с у÷е-
тоì выражений (5) и (8) иìеет виä 

 = ab〈x, h〉 + [〈M, m〉 + 〈n, P 〉]/j
h
, (10)

ãäе вектор m = n + aPx. В обëасти O закон управ-
ëения СГК приниìается в виäе

M = M
ξ
 ≡ –q j

h
Dm = –m[x + kDn] (11)

с параìетраìи q > 0, m = qj
h
a > 0, k = 1/a > 0 и оп-

реäеëенно поëожитеëüной ìатриöей D = –P
–1. 

Теорема. Для требуемого движения O
η
 модели

механической системы (7), (8) с законом управления
(11) гарантируется свойство экспоненциальной ус-
тойчивости 

ρ(t) ≤ ρ(t
0
)βexp(–α(t – t

0
)),  α > 0,  β > 0, (12)

для произвольного вектора начальных условий
{x(t0), h(t0)} ∈ O0 ⊂ O} при выборе достаточно боль-

шого параметра q(g
0
) > 0. 

Д о к а з а т е ë ü c т в о. Произвоäная (10) функöии (9)

с у÷етоì соотноøения (11) преäставëяется в виäе 

 = –qa
2
〈x, Px〉 + a(b〈x, h〉 – 2q〈x, Jh〉) – q〈n, Dn〉 +

+ (a/j
h
)〈n, P(h – f)〉, (13)

ãäе вектор n  = Jh – g
0
V и векторная функöия f оп-

реäеëена выражениеì (7). У÷итывая преäставëение

〈n, Dn〉 = 〈DJh, Jh〉 – 2g
0
〈DJh, V〉 + 〈DV, V〉  и анаëоãи÷-

ные преäставëения äруãих ÷ëенов в соотноøении (13), а

также тожäеств (6), и приìеняя общеизвестнуþ ëеììу

Шура, ìожно убеäитüся в справеäëивости ìажорирова-

ния  ≤ –W(x, h), ãäе скаëярная функöия W(x, h) оп-

реäеëенно поëожитеëüна в отноøении векторных пере-

ìенных x и h при боëüøих зна÷ениях поëожитеëüных

параìетров b и q, зависящих от ìоäуëя g
0
 вектора G КМ

систеìы. По анаëоãии с поäхоäоì Е.Я. Сìирнова [5] äо-

казывается, ÷то W(t) ≡ W(x(t), h(t)) ⇒ 0 и функöия V(t)

ìонотонно уìенüøается. Оöенка (12) вывоäится с по-

ìощüþ ìажорирования функöий V и W кваäрати÷ныìи

форìаìи (a
1
ρ
2
 ≤ V ≤ a

2
ρ
2
, a

1
 > 0; b

1
ρ
2
 ≤ W ≤ b

2
ρ
2
, b

1
 > 0)

с параìетраìи α = b
1
/(2a

2
) и β = (a

2
/a

1
)
1/2

. ♦

Бëаãоäаря тожäеству n  ≡ Jh – g0V = –(H – H
f
)

закон управëения (11) преäставëяется в о÷енü про-
стоì виäе M = M

ξ
 ≡ –m[x(t) – kD(H – H

f
)] äëя век-

тора состояния систеìы из малой окрестности тре-
буеìоãо äвижения ТТ O

η
. Вне этой окрестности

такой закон управëения неэффективен в сиëу
наëи÷ия ìноãообразий стаöионарных äвижений
ãиростата [6], которые существуþт при усëовиях

M
ξ
= J  – g

0
 ≡ 0, Jh – g

0
V = c и aPx = –c, коãäа

постоянный вектор c ≠ 0. Поэтоìу необхоäиìо
приìенятü äруãие простые законы управëения äëя
наискорейøей перезакрутки КА, без «застрева-
ния» еãо äвижения на всех ìноãообразиях, отëи÷-
ных от требуеìоãо äвижения O

η
, с у÷етоì ограни-

ченности вектора ìоìента M = –  сиëовоãо ãи-

роскопи÷ескоãо коìпëекса. 

При обозна÷ениях  = –m[e
ξ
(t)SgnC

ϕ
(t) –

– kD(H(t) – H
f
)], Mr = –M*{Sgng

i
(t), i = x, y, z}, ãäе

M* > 0 — боëüøой постоянный параìетр, преäëа-
ãается простой закон управëения

M = (14)

ãäе, наприìер, параìетры ε1 = 0,1 (уãоë ϕ = 6°) и

ε
2

= 0,5 (уãоë ϕ = 30°).

4. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÉ ÈÌÈÒÀÖÈÈ

С приìенениеì закона управëения (14) быëа
выпоëнена тщатеëüная коìпüþтерная иìитаöия
äвижения КА при еãо перезакрутке, при этоì быëи
приняты зна÷ения äиаãонаëüных эëеìентов тензо-

ра инерöии ТТ J
x
 = 2900, J

y
 = 3600, J

z
 = 670 кã•ì2

[2] и сëеäуþщие усëовия: в на÷аëüный ìоìент вре-
ìени t0 вектор КМ ìехани÷еской систеìы G0 = K0

с ìоäуëеì |G0| = g0 = 300 Н•ì•с направëен по орту

f = {0, 0, 1} в ССК, т. е. в ССК g(t
0
) = {0, 0, 1}, а

H
·

V
· ξ·

V
·

g
0

2

V
·

h· V·

H
·

Mξ

r

Mξ x ε1,<,

Mξ

r ε1 x ε2,≤ ≤,

M
r

x ε2,>,⎩
⎪
⎨
⎪
⎧
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требуеìое поëожение орта g(T
f
) в ССК заäано зна-

÷ениеì g(T
f
) = {0, 1, 0}, т. е. в инерöиаëüной сис-

теìе коорäинат осü вращения КА нужно развер-
нутü на уãоë 90°. Зäесü äëя простоты и ясности бы-
ëи иссëеäованы äве простейøие схеìы СГК:

— кëасси÷еская схеìа СГК на основе трех реак-

тивных ìаховиков, Mm = 0,15 Н•ì и hm = 5 Н•ì•c;

— канони÷еская схеìа СГК на основе ÷етырех

ãироäинов, γp = π/4; |h
p
(β

p
)| = h

g
 = 7,5 Н•ì•с и

um = 10°/c. 

На рис. 3 и 4 преäставëены поëу÷енные ре-
зуëüтаты по äинаìике указанной перезакрутки КА
как тверäоãо и упруãоãо теëа, соответственно. Зäесü
÷етко виäен асиìптоти÷еский характер стреìëе-
ния переìенных состояния КА и СГК к требуе-
ìыì зна÷енияì при заверøении перезакрутки.
Просìотр аниìаöии пространственноãо äвижения
КА как ТТ в рассìатриваеìоì режиìе äоступен
на сайте журнаëа http://pu.mtas.ru в эëектронноì
Приëожении к настоящей статüе.

При практи÷еской реаëизаöии преäëоженноãо
поäхоäа необхоäиìо у÷итыватü, ÷то äëя обеспе-
÷ения освещенности панеëей соëне÷ных батарей

уãоë γp их ориентаöии относитеëüно корпуса КА
ìожет бытü произвоëüныì, сëеäоватеëüно, тензор
инерöии спутника в ССК не буäет äиаãонаëüныì.
Поэтоìу при форìировании вектора управëения
СГК необхоäиìо выпоëнятü основные рас÷еты в
ãëавных öентраëüных осях инерöии текущей кон-
фиãураöии конструкöии КА с перес÷етоì вектора
управëения на испоëнитеëüные орãаны СГК, оси
которых зафиксированы в ССК. 

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ 

Выпоëнен синтез закона управëения äëя пере-
закрутки спутника с öеëüþ совìещения вектора
уãëовой скорости, направëенноãо по оси наи-
боëüøеãо ìоìента инерöии еãо корпуса, с произ-
воëüно заäанныì направëениеì в инерöиаëüной
систеìе коорäинат. При этоì испоëüзованы сëа-

Рис. 3. Перезакрутка космического аппарата как твердого тела:
a — с поìощüþ трех реактивных ìаховиков; б — с поìощüþ ÷етырех ãироäинов 
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бые внутренние управëяþщие ìоìенты, форìи-
руеìые сиëовыì ãироскопи÷ескиì коìпëексоì с
оãрани÷енныìи ресурсаìи. Преäëоженный прос-
той неëинейный закон управëения обеспе÷ивает
асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü требуеìоãо уãëо-
воãо äвижения спутника. Эффективностü преäëо-
женноãо поäхоäа поäтвержäена резуëüтатаìи тща-
теëüной коìпüþтерной иìитаöии. 
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Рис. 4. Перезакрутка упругого космического аппарата с помощью
силового гироскопического комплекса на основе четырех гиро-
динов 
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ÓÄÊ 531.1 

ÌÎÄÅËÜ È ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÖÅÍÊÈ 
ÓÏÐÀÂËßÅÌÎÑÒÈ È ÊÎÌÔÎÐÒÀÁÅËÜÍÎÑÒÈ 

ÄÂÈÆÅÍÈß ÌÍÎÃÎÊÎËÅÑÍÎÃÎ
ÌÎÁÈËÜÍÎÃÎ ÐÎÁÎÒÀ1

À.Ï. Àëèñåé÷èê, Â.Å. Ïàâëîâñêèé

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В äанной работе изу÷ается ìоäеëü øестикоëес-
ноãо робота, способноãо äостато÷но быстро пере-
ìещатüся по неровной поверхности. Созäание ро-
ботов, переìещаþщихся по безäорожüþ иëи по
поверхности с препятствияìи, важно как äëя на-
зеìной робототехники при работе в усëовиях от-
сутствия äороã в сëожных среäах, наприìер, при
иссëеäовании вуëканов и т. п., так и äëя косìи-
÷еской отрасëи, наприìер, иссëеäования Луны и
äруãих пëанет с поìощüþ транспортных роботов
[1]. Пробëеìа построения аппаратов, в тоì ÷исëе
автоìати÷еских (роботов), способных переìещатü-
ся по неровной поверхности, связана с реøениеì
ряäа заäа÷. 

Оäна из них — заäа÷а переìещения по ìестнос-
ти со зна÷итеëüныìи препятствияìи. Ей разработ-
÷ики уäеëяþт боëüøое вниìание, их усиëия на-
правëены на созäание и иссëеäование аппаратов с
повыøенной профиëüной прохоäиìостüþ. Исто-
рия разработки экипажей, а затеì и роботов по-

выøенной прохоäиìости нас÷итывает нескоëüко
äесятиëетий. Так, в 1986 ã. советскиìи у÷еныìи
быë спроектирован аппарат äëя ëиквиäаöии пос-
ëеäствий Чернобыëüской аварии. Оäнако он не
быë преäназна÷ен äëя развития высоких скоро-
стей, в еãо конструкöии отсутствоваëа поäвеска,
÷то äëя скоростных аппаратов неприеìëеìо. 

Существуþт и äруãие реøения заäа÷и переäви-
жения по сëожной неровной поверхности. Оäин из
совреìенных приìеров — аппарат с «ëоìаþщиì-
ся» корпусоì франöузской коìпании «Robosoft»
[2]. Моäеëü расс÷итана в боëüøей степени на пре-
оäоëение сëожных неровностей, нежеëи на разви-
тие высокой скорости, у аппарата также отсутству-
ет поäвеска. Друãиìи совреìенныìи приìераìи
роботов повыøенной прохоäиìости сëужат аìе-
риканский аппарат «LandShark» [3] и оте÷ествен-
ный ìобиëüный робот ëеãкоãо кëасса ТМ-3 [4],
разработанный в МГТУ иì. Н.Э. Бауìана. Эти ап-
параты преäназна÷ены äëя äвижения по пересе-
÷енной ìестности со среäниìи скоростяìи.

Друãая важная заäа÷а — разработка быстрохоä-
ных аппаратов, способных переìещатüся по не-
ровной поверхности со скоростяìи, сравниìыìи
со скоростяìи äвижения по обы÷ныì ãëаäкиì
äороãаì. Зäесü весüìа важныì эëеìентоì коëес-

Иссëеäована управëяеìостü и äинаìика øестикоëесноãо ìобиëüноãо робота, преäназна-

÷енноãо äëя быстрохоäноãо äвижения по неровной поверхности, и рассìотрен синтез еãо

управëения. Управëяеìостü в работе пониìается не в кëасси÷ескоì сìысëе, а в сìысëе

физи÷еской управëяеìости, коãäа во вреìя äвижения аппарата сохраняется реаëüная

возìожностü управëения иì без потери контакта с опорой и устой÷ивости, без уäаров и

т. п., коìфортабеëüностü — в сìысëе äостато÷ной ìиниìизаöии вертикаëüных ускоре-

ний. Выпоëнен анаëиз зависиìости коìфортабеëüности äвижения от разëи÷ных харак-

теристик поäвески. Преäëожена и иссëеäована ìоäеëü äинаìики øестикоëесноãо робота

на основе проãраììноãо коìпëекса «Универсаëüный ìеханизì». 

Ключевые слова: øестикоëесный аппарат, ìобиëüный робот, ìоäеëирование äвижения, систеìа ìо-
äеëирования «Универсаëüный ìеханизì».

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(ãранты № 10-07-00409, 10-01-00160).

pb0113.fm  Page 70  Thursday, February 21, 2013  1:44 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÎÄÂÈÆÍÛÌÈ ÎÁÚÅÊÒÀÌÈ È ÍÀÂÈÃÀÖÈß

71ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 1 • 2013

ных роботов становится поäвеска коëес аппарата.
В статüе [5] привеäена оäна из возìожных кëасси-
фикаöий таких аппаратов, в соответствии с кото-
рой преäìет иссëеäования äанной работы ìожно
опреäеëитü как «ìяãкая äвухры÷ажная независи-
ìая пружинная пассивная поäвеска». Такуþ поä-
веску на÷аëи приìенятü в 1930-х ãã., и она посто-
янно соверøенствуется. Ее испоëüзуþт äëя заäних
коëес как ãоно÷ных, так и обы÷ных автоìобиëей,
так как с ней кузов ìенее поäвержен возäействиþ
неровностей äороãи, возìожна реãуëировка уãëов
разваëа и схожäения, обеспе÷иваþтся ìиниìаëü-
ные переìещения коëес (попере÷ные, уãëовые при
хоäе вверх и вниз). Бëаãоäаря независиìоìу вос-
приятиþ неровностей, поäвеска позвоëяет экипа-
жу в боëее øирокой обëасти параìетров äвижения
оставатüся в устой÷ивоì состоянии, ÷то уëу÷øает
сöепëение с äороãой, сохраняет управëяеìостü.

Цеëü настоящей работы закëþ÷ается в поëу÷е-
нии и иссëеäовании оöенок управëяеìости и коì-
фортабеëüности äвижения аппарата на основе
коìпüþтерной ìоäеëи. Она базируется на резуëü-
татах иссëеäований [5—12] в äанной обëасти и
проäоëжает иссëеäования аäаптивных ìноãоко-
ëесных роботов, на÷атые в работах [13, 14].

1. ÌÎÄÅËÜ ØÅÑÒÈÊÎËÅÑÍÎÃÎ ÐÎÁÎÒÀ 

В систеìе ìоäеëирования «Универсаëüный ìе-
ханизì» (УМ) [15, 16] быëа построена ìоäеëü øес-
тикоëесноãо робота, вкëþ÷аþщая в себя ÷етыре
субìоäеëи: ìоäеëü поäвески коëес, ìоäеëü бëока
управëения, ìоäеëü контакта коëеса с äороãой и,
наконеö, ìоäеëü неровностей äороãи. Моäеëиро-
ваëосü äвижение робота с разëи÷ныìи скоростя-
ìи. Резуëüтаты äаëее преäставëены в виäе рабо÷ей
ìоäеëи робота и äвуìерных äиаãраìì, отражаþ-
щих зависиìости вертикаëüных ускорений конк-
ретных то÷ек еãо корпуса от äинаìи÷еских ха-
рактеристик аппарата. Привеäенные зависиìости
позвоëяþт опреäеëитü характеристики поäвески,
ìиниìизируþщие изу÷аеìые функöионаëы в за-
висиìости от вертикаëüных ускорений корпуса.
Опиøеì кратко упоìянутые субìоäеëи. 

1.1. Ìîäåëü ïîäâåñêè 

Сìоäеëированная поäвеска обеспе÷ивает рас-
поëожение ступиöы коëеса параëëеëüно пëоскос-
ти борта корпуса (такая поäвеска приìеняется во
внеäорожных автоìобиëях типа «баããи»). Параë-
ëеëüностü ступиöы кажäоãо коëеса и борта корпу-
са обеспе÷иваþт ÷етыре öиëинäри÷еских øарнира,
распоëоженные в уãëах параëëеëоãраììа поäвески
коëеса. Оäнако оказаëосü, ÷то такая конструкöия
неуäобна äëя ìоäеëирования, так как наëи÷ие раз-
резанных øарниров (A — B — C — D — A) (рис. 1)
отриöатеëüно вëияет на скоростü и то÷ностü вы-

÷исëений. Так, наприìер, при интеãрировании
ìетоäоì Парка (неявный ìетоä второãо поряäка
с переìенныì/постоянныì øаãоì) поãреøностü
äостиãаëа 10 % от характерноãо разìера поäвески.
Поэтоìу äаëее, ÷тобы избавитüся от разрезанных
øарниров и поëу÷итü возìожностü приìенения
ìетоäа Аäаìса — Бэøфорта — Моуëтона (явный
ìетоä в форìе PECE: проãноз — оöенивание — кор-
рекöия — оöенивание) приìеì сëеäуþщее äопуще-
ние: вìесто öепи из ÷етырех øарниров ввоäится эк-
виваëентная систеìа (рис. 2) оäин обобщенный
øарнир и «сопряжение» [17] (спеöиаëüный тер-
ìин УМ). Даëее, пустü иìеется непоäвижная сис-
теìа коорäинат (СК) OXYZ и äве поäвижные oxyz и
o'x'y'z', связанные с корпусоì и ступиöей соответ-
ственно. На÷аëо коорäинат о ëежит в öентре ниж-

Рис. 1. Базовая модель подвески: виä спереäи 

Рис. 2. Эквивалентная модель подвески
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ней пëоскости корпуса аппарата, в ней же ëежат
то÷ки крепëения поäвески C и С' (сì. рис. 1 и 2).
Осü ox ëежит в этой же пëоскости и параëëеëüна
проäоëüной оси аппарата, осü oy ей перпенäику-
ëярна и ëежит в той же пëоскости, осü oz ортоãо-
наëüна осяì ox и oy и äопоëняет систеìу äо правой
тройки. То÷ка o' систеìы o'x'y'z' совпаäает с то÷-
кой D', в на÷аëüный ìоìент вреìени оси СК o'x'y'z'
соответственно параëëеëüны осяì СК oxyz. 

Шарнир ìежäу корпусоì и ступиöей коëеса äëя
переäних и заäних коëес реаëизует три «вкëþ÷ен-
ные» [17] степени свобоäы СК o'x'y'z' относитеëü-
но СК oxyz: поступатеëüные — вäоëü векторов y
и z и вращатеëüнуþ — вокруã вектора z. Дëя среä-
них коëес — äве степени свобоäы: поступатеëü-
ные — вäоëü векторов y и z. Сопряжения сëужат
связяìи. В äанноì сëу÷ае сохраняется расстояние
ìежäу то÷каìи С' корпуса и D' ступиöы коëеса
(в ëокаëüных СК), ÷то сохраняет ту же кинеìа-
ти÷ескуþ схеìу, ÷то и на рис. 1. Ступиöа коëеса
(СК o'x'y'z') относитеëüно корпуса äвижется пëос-
копараëëеëüно в пëоскости oyz (пëоскости кор-
пуса на рис. 1), так как вращатеëüные степени
обобщенноãо øарнира «выкëþ÷ены». Также ìеж-
äу то÷каìи B (B' ) корпуса и D (D' ) ступиöы ко-
ëеса назна÷ена бипоëярная ëинейная сиëа [17]:

F = –c(r – r
0
) – d , ãäе c — коэффиöиент жесткости

пружины, r и r
0 
— äëина пружины в растянутоì и

нерастянутоì состояниях, d — коэффиöиент äис-
сипаöии äеìпфера. 

Геоìетри÷еские характеристики поäвески вы-
бираþтся из сëеäуþщих соображений:

— расстояние |С'D' | = ρ от коëеса äо корпуса
ìаксиìизируется, так как это ìиниìизирует по-

пере÷ный крип (проскаëüзывание) ρ – ,
ãäе h — вертикаëüный хоä поäвески при ее работе
(÷то ясно из ãеоìетри÷еских соображений), кото-
рый, в своþ о÷ереäü, отриöатеëüно вëияет на уп-
равëяеìостü аппарата и износ коëес (покрыøек); 

— расстояние |АD| ìежäу виëкаìи поäвески
(сì. рис. 1) также ìаксиìизируется äëя повыøе-
ния про÷ности конструкöии. 

1.2. Ìåòîä è ìîäåëü óïðàâëåíèÿ

Моìент, контроëируþщий поворот управëяе-
ìых коëес, ввоäится как øарнирный ìоìент, на-
правëенный вäоëü оси z на переäние ступиöы и
вäоëü оси z — на заäние как функöия виäа 

M
пов

 = –с
пов

(μ ± s) – d
пов

(  ± w).

Зäесü знак «–» соответствует переäниì, а знак
«+» заäниì коëесаì, c

пов
 и d

пов
 — коэффиöиенты

жесткости и äеìпфирования систеìы управëения,
иìеþт физи÷еский сìысë жесткости и äеìпфиро-
вания уäержания руëевоãо коëеса бëокоì управëе-

ния, μ и  — реаëüные, а s и w — требуеìые уãëы
поворота и уãëовая скоростü в управëяеìоì øар-
нире, которые расс÷итываþтся в проöессе ìоäе-
ëирования äëя выпоëнения заäанных ìаневров.
Дëя среäних коëес во вращатеëüный øарнир, свя-
зываþщий ступиöу коëеса с кузовоì, ìоìент äëя
управëения скоростüþ проäоëüноãо äвижения и
ìоìент äëя бëокировки коëес вäоëü оси оy' вво-
äятся оäновреìенно: M

бëок
 = М

ск
 – γx – δv, ãäе γ

и δ — параìетры жесткости и äеìпфирования при
бëокировании коëес. Управëяþщий скоростüþ
äвижения ìоìент вы÷исëяется сëеäуþщиì обра-
зоì: M

ск
 = с

у
(v

0
 – v), ãäе v

0
 и v — на÷аëüная и тре-

буеìая скорости, cу — коэффиöиент усиëения сëе-

äящей систеìы.
Дëя тоãо ÷тобы ìãновенные öентры скоростей

коëес нахоäиëисü в оäной то÷ке (÷то уìенüøит
проскаëüзывание и при ìоäеëировании привеäет к
увеëи÷ениþ скорости интеãрирования), управëяе-
ìые коëеса äоëжны повора÷иватüся на разные уã-
ëы. Эти уãëы расс÷итываþтся из соображения, ÷то
при повороте уãëы внеøних коëес ëежат в интер-
ваëе (0, 30)° и равны ìежäу собой, а внутренние
повора÷иваþтся на уãоë, обеспе÷иваþщий совпа-
äение ìãновенных öентров скоростей. 

Из рис. 3 виäно, ÷то при ìоäеëировании сëеäу-
ет ìиниìизироватü a/b — отноøение расстояния
ìежäу управëяеìыìи коëесаìи к расстояниþ ìеж-
äу переäниìи и среäниìи коëесаìи. Даëее, äëя на-
ãëяäности форìуë, при a = b поëу÷иì выражение

уãëа α ÷ерез уãоë β: tgα = .

Пустü h(x) =  

r·

ρ2
h

2–

μ·

μ·

ab

α
β

β

β

α

α

Рис. 3. Управляемые углы a и b 

tgβ
1 tgβ+
------------------

1 x 0,>,

0 x 0.≤,⎩
⎨
⎧

pb0113.fm  Page 72  Thursday, February 21, 2013  1:44 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÎÄÂÈÆÍÛÌÈ ÎÁÚÅÊÒÀÌÈ È ÍÀÂÈÃÀÖÈß

73ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 1 • 2013

Тоãäа управëяþщий ìоìент äëя правоãо коëеса 

M = –c x ± h(s)s + h(–s)arctg  –

– d v ± h(s)w + h(–s) .

Анаëоãи÷но вы÷исëяется ìоìент äëя ëевоãо ко-
ëеса. Дëя правоãо и ëевоãо поворотов это выраже-
ние äëя управëяеìых уãëов записано оäновреìен-
но при поìощи функöии h(x), в знаке «±» берется
«–» äëя переäних, а «+» — äëя заäних коëес. На са-
ìоì äеëе, управëяеìый «Универсаëüныì ìеханиз-
ìоì» уãоë α ≠ s, ãäе α — уãоë поворота «вообража-
еìоãо коëеса», распоëоженноãо посереäине ìежäу
переäниìи коëесаìи, а иìенно 

α = h(s)arctg  +

+ h(–s)arctg ,

но в äанной работе äëя уìенüøения вреìени ин-
теãрирования это разëи÷ие с÷итается ìаëыì. 

В ка÷естве ìоäеëи бëока управëения испоëü-
зуþтся: 

— ìоäеëü управëения без обратной связи; про-
фиëü проäоëüной скорости и руëевоãо управëения
заäается в файëе УМ; 

— ìоäеëü Мак-Аäаìа — оäна из наибоëее эф-
фективных и распространенных коìпüþтерных
ìоäеëей бëока управëения [6]. 

В основе ìоäеëи Мак-Аäаìа ëежат упрощен-
ные ëинейные уравнения äвижения автоìобиëя —
с äвуìя степеняìи свобоäы. Уãоë поворота руëево-
ãо коëеса выбирается из усëовий ìиниìизаöии от-
кëонения проãнозируеìой траектории экипажа от
заäанной (жеëаеìой) траектории. Эта ìоäеëü зна-
÷итеëüно быстрее интеãрируется, в отëи÷ие от ìо-
äеëи с проãнозированиеì второãо поряäка [15, 16],
и äает возìожностü боëее øироко иссëеäоватü
вëияние поäвески на управëяеìостü аппарата.

Управëение u — жеëаеìое зна÷ение уãëа пово-
рота коëеса — явëяется кусо÷но-постоянной фун-
кöией [16]. Рассìатривается экипаж в ìоìент вре-
ìени t

k
, äëя котороãо расс÷итывается о÷ереäное

зна÷ение управëения. Не наруøая общности по-
ëу÷енных äаëее реøений, поëожиì t

k
 = 0. Ввеäеì

инерöиаëüнуþ СК O
ν
X
ν
Y
ν
, связаннуþ с текущиì

поëожениеì экипажа. На÷аëо отс÷ета этой СК сов-
паäает с текущиì поëожениеì сереäины переäней
оси, осü абсöисс — с проäоëüной осüþ экипажа. 

При заäанноì зна÷ении u упрощенная ìоäеëü
автоìобиëя, преäставëенная на рис. 4, иìеет äве
степени свобоäы: попере÷ное откëонение öентра
ìасс y и уãоë поворота вокруã вертикаëüной оси ψ.
Моäеëü построена в соответствии с работой [11]. 

Линейные уравнения äвижения в ввеäенных
переìенных иìеþт виä:

 = v
x
ψ + v

y
,   = ω

z
,

M  = –  + ω
z
 + C

f
u,

I
z

 =  – ω
z
 + C

f
au.

Зäесü v
x
 и v

y
 — проекöии скорости öентра ìасс на

проäоëüнуþ и попере÷нуþ оси экипажа; ω
z
 — уã-

ëовая скоростü относитеëüно вертикаëüной оси, a
и b — расстояния от öентра ìасс äо переäней и за-
äней оси, M и I

z
 — ìасса и ìоìент инерöии эки-

пажа относитеëüно вертикаëüной оси; C
f
 и C

r
 —

привеäенные (суììарные) коэффиöиенты сопро-
тивëения боковоìу увоäу переäних и заäних коëес.
Набëþäаеìой веëи÷иной сëужит попере÷ная ко-
орäината öентра переäней оси y

v
 = y + aψ. В век-

торноì виäе:

 = AX + Bu,  y
v
 = CTX,

X = , A = ,

B = ,  C = .

⎝
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Рис. 4. Упрощенная модель автомобиля 

y· ψ·

v·y
Cf Cr+

vx

------------------ y·
Crb Cf a–

vx

-------------------------- Mvx–⎝ ⎠
⎛ ⎞

ω· z

Crb Cf a–

vx

-------------------------- y·
Cf a

2
Crb

2+

vx

-------------------------------

X
·

y

ψ
νy

ωz⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

0 νx 1 0

0 0 0 1

0 0
Cf Cr+

Mvx

------------------–
Crb Cf a–

Mvx

-------------------------- vx–

0 0
Crb Cf a–

Izvx

--------------------------

Cf a
2

Crb
2+

Izvx

-------------------------------–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

0

0

Cf/M

Cf a/M⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1

a

0

0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

pb0113.fm  Page 73  Thursday, February 21, 2013  1:44 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÎÄÂÈÆÍÛÌÈ ÎÁÚÅÊÒÀÌÈ È ÍÀÂÈÃÀÖÈß

74 CONTROL SCIENCES ¹ 1 • 2013

Общее реøение этой систеìы уравнений, со-
ãëасно [16] c у÷етоì преäпоëожения u = const иìе-
ет виä 

X(t) = eAtX0 + u eA(t – τ)Bdτ,  y
v
 = F(t)X0 + g(t)u.

Зäесü X0 — ìатриöа-стоëбеö на÷аëüных усëо-

вий, а также ввеäены ìатриöа-строка F(t) разìе-
роì 1 × 4 и скаëярная функöия g(t): 

F(t) = CeAt,  g(t) = F(τ)Bdτ.

Пустü y
d
(t) — жеëаеìая траектория. Опреäе-

ëиì управëение u, ìиниìизируþщее откëонение
проãнозируеìой траектории Δy(t) = y

d
(t) – y

v
(t)

от жеëаеìой (рис. 5) на интерваëе вреìени про-
ãноза T

p
. В ка÷естве функöионаëа, характеризу-

þщеãо откëонение, рассìатривается выражение

J(u) = (Δy(τ))2dτ = (y
d
(τ) – F(τ)x0 – g(τ)u)2dτ. 

Еãо экстреìуì äостиãается при u = (y
d
(τ) –

– F(τ)X0)g(τ)dτ g2(τ)dτ ìожно упроститü, заìе-

няя интеãраëы коне÷ныìи суììаìи. Дëя этоãо
интерваë проãноза T

p
 разäеëяется на N поäин-

терваëов равной äëины. На кажäоì из них u =

= (y
d
(t

i
) – F(t

i
)X0)g(ti) g2(t

i
), t

i
 = iT

p
/N. В та-

коì виäе берется управëение — это прибëиженная
ìоäеëü по схеìе Мак-Аäаìа. 

1.3. Ìîäåëü êîíòàêòà êîëåñà ñ äîðîãîé 

Моäеëи контактных сиë позвоëяþт по параìет-
раì коëеса (вертикаëüная жесткостü, äеìпфирова-

ние, проäоëüный, попере÷ный крип, уãоë разваëа
и äр.) и по известныì кинеìати÷ескиì параìет-
раì øины в кажäый ìоìент вреìени, расс÷итан-
ный проãраììой ìоäеëирования, поëу÷итü зна-
÷ения сиë и ìоìентов, äействуþщих в контакте
ìежäу коëесоì и äороãой. Известно äостато÷но
боëüøое ÷исëо ìоäеëей контактных сиë. В насто-
ящей работе испоëüзуется ìоäеëü «Маãи÷еская
форìуëа Пасейки» (Pacejka magic formula) [10]. 

Общий виä кривых äëя «ìаãи÷еской форìуëы»: 

Y(x) = D sin(Carctg(Bx – E(Bx – arctg(Dx)))) + S
v
,

x = X + S
h
,

ãäе Y(x) ìожет бытü проäоëüной (F
x
) иëи попере÷-

ной (F
y
) сиëой иëи восстанавëиваþщиì ìоìентоì

(M
z
), а X — проäоëüный (äëя F

x
) иëи попере÷ный

(äëя F
y
, M

z
) крип. В соответствии с работаìи [7, 8],

коэффиöиенты «ìаãи÷еской форìуëы» естü функ-
öии вертикаëüной наãрузки на коëесо F

z
 и уãëа

разваëа γ, а также коэффиöиентов a0...a15, b0...b10,

c
0
...c

17
, опреäеëенных на основе экспериìентаëü-

ных äанных, они взяты соãëасно работаì [15, 16]. 

1.4. Ìîäåëü íåðîâíîñòåé äîðîãè

В ка÷естве неровностей взята базовая поверх-
ностü пакета УМ «Буëыжник в уäовëетворитеëü-
ноì состоянии» [16], растянутая по вертикаëи,
÷тобы ìаксиìаëüные «ко÷ки» äостиãаëи ÷етверти
раäиуса коëеса. На ãрафике (рис. 6) по оси абсöисс
отëожен натураëüный параìетр σ траектории äви-
жения, Н — высота неровностей «ко÷ки». 

2. ÑÕÅÌÀ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß.
ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÎÂ 

Дëя кажäоãо вектора параìетров в УМ строиë-
ся сеанс ìоäеëирования, приìеняëасü техноëоãия
зонäирования ìноãоìерноãо пространства пара-
ìетров аппарата. По всеì параìетраì быëа взята
равноìерная сетка. Вы÷исëения провоäиëисü на

0

t

∫

Рис. 5. Прогнозируемая и желаемая траектории
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∫
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Рис. 6. График неровностей
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нескоëüких ЭВМ (кëастере), эта техноëоãия реа-
ëизована в совреìенных версиях УМ. 

Изу÷аëисü по вертикаëüноìу ускорениþ харак-
теристики коìфортабеëüности äвижения в зависи-
ìости от коэффиöиентов жесткости и äиссипаöии
поäвески: 
� общепринятая (сì. станäарт ISO 2631) характе-

ристика ка÷ества поäвески — среäнекваäрати÷-
ное откëонение вертикаëüноãо ускорения неко-
торой то÷ки корпуса [8] —

R
MS

 = , (1)

ãäе N — ÷исëо рас÷етных то÷ек, N > 1, i = 1, ..., N,

 — среäнее арифìети÷еское выборки зна÷ений
вертикаëüноãо ускорения по рас÷етныì то÷каì; 
� общая характеристика коìфортабеëüности äви-

жения — интеãраë ìоäуëя вертикаëüноãо уско-
рения некоторой то÷ки корпуса за ìоäеëüное
вреìя — 

I1 = |a
z
(t)|dt; (2)

� суììа интеãраëов за ìоäеëüное вреìя ìоäуëей
вертикаëüноãо ускорения некоторой то÷ки кор-
пуса, превыøаþщих заäанное зна÷ение a

крит
 —

преäëаãаеìая характеристика износа — 

I2 = |a
z
(t)|dt, (3)

ãäе ∀k: |a
z
(t)| a

крит
, ∀t ∈ [t

k
, t

k + 1
] ⊂ [0, T ]; 

� ìаксиìаëüный ìоäуëü вертикаëüноãо ускорения
за вреìя äвижения (ìаксиìаëüное возäействие
по ускорениþ на аппарат) — преäëаãаеìая харак-
теристика возìожности иëи риска поëоìок — 

W
abs

 = |a
z
(t)|. (4)

Выпоëнены три серии экспериìентов. 
1. Коэффиöиент жесткости пружины поäвески —

10 000 кã/с2 (фиксирован), коэффиöиент äисси-
паöии 120 кã/с (фиксирован), ìасса экипажа из-
ìеняëасü в äиапазоне 57—95 кã, скоростü — в äиа-
пазоне 3—12 ì/с. За 1 ÷ на ÷етырех коìпüþтерах
провеäено 154 вы÷исëитеëüных экспериìента с
ìоäеëüныì вреìенеì 12 с кажäый, иссëеäоваëисü
зависиìости оöенок функöионаëов (1)—(4) от
скорости экипажа и ìассы. 

2. Скоростü — 8,3 ì/с (фиксирована). Масса
экипажа — 76 кã (фиксирована), коэффиöиент
жесткости пружины изìеняëся в äиапазоне

1000—150 000 кã/с2, коэффиöиент äиссипаöии —
в äиапазоне 0—120 кã/с, иссëеäоваëисü зависиìос-
ти оöенок функöионаëов R

MS
, I

1
, I

2
 и W

abs
 от ко-

эффиöиентов жесткости и äиссипаöии. 
3. Аппарат äвиãаëся по «σ-образной» траекто-

рии с увеëи÷иваþщейся кривизной с управëениеì
в соответствии с ìоäеëüþ Мак-Аäаìа. Искаëасü
обëастü параìетров c и d, при которых с фиксиро-
ванныìи параìетраìи управëения аппарат на ìак-
сиìаëüной скорости прохоäит всþ траекториþ с
сохранениеì управëяеìости и не перевернувøисü.

Виä ìоäеëи аппарата показан на рис. 7. Рассто-
яние ìежäу переäниìи коëесаìи выбрано равныì
расстояниþ ìежäу переäней и среäней осяìи.
Поскоëüку в ìоäеëи аппарата отсутствует сущест-
венная ÷астü поäвески автоìобиëя — стабиëизатор
попере÷ной устой÷ивости, то расстояние ìежäу
среäниìи коëесаìи увеëи÷ено, ÷тобы коìпенси-
роватü еãо отсутствие. 

Иссëеäоваëисü функöионаëы (1)—(4). С увеëи-
÷ениеì функöионаëа (1) резко растет хаоти÷ностü
сиë, äействуþщих на аппарат, ÷то привоäит к
боëüøиì поãреøностяì систеìы управëения и пр.
При иссëеäовании функöионаëа (2) важно у÷иты-
ватü, ÷то ìиниìаëüное зна÷ение ускорений, на ко-
торое реаãирует вестибуëярный аппарат, иëи пороã
разäражения, разëи÷ен äëя разных ëþäей и ìеня-
ется в зависиìости от проäоëжитеëüности äейс-
твия ускорения. Среäние зна÷ения пороãа разäра-

жения: 0,11...0,12 ì/с2 äëя ëинейных коëебаний и

20 с–2 äëя уãëовых при проäоëжитеëüности äейс-
твия 0,8 с, а при проäоëжитеëüности äействия

0,22 с — 800 с–2 (сì. ГОСТ 31319—2006 «Вибраöия.
Изìерение общей вибраöии и оöенка ее возäейс-
твий на ÷еëовека»). При этоì произвеäение уско-
рения на ëатентный периоä реакöии вестибуëяр-
ноãо аппарата постоянно. Эти параìетры отсëе-
живаëисü в ìоäеëировании. 

Xi X–( )
2

i 1=

N

∑

N 1–
-------------------------------

X

t
k

t
k 1+

∫

k
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Рис. 7. Вид модели аппарата
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3. ÀÍÀËÈÇ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ 

Построена упрощенная ìоäеëü (корпус с оäниì
коëесоì связан пружиной с ãаситеëеì) зависиìос-
ти ìоäуëя вертикаëüноãо ускорения то÷ки (0, 0, 0)
корпуса от скорости (рис. 8). По оси абсöисс от-
ëожена скоростü, по орäинате — ìоäуëü верти-
каëüноãо ускорения. Набëþäается общее свойство
функöионаëов (1)—(4) — зависиìостü ìаксиìуìа
ìоäуëя (оãибаþщей) вертикаëüноãо ускорения от
скорости по÷ти кваäрати÷ная. 

Дëя всеãо экипажа иссëеäована зависиìостü
функöионаëа (2) от ìассы, оказаëосü, ÷то она не-
существенна. Иссëеäоваëасü зависиìостü от ско-
рости, типовой виä функöионаëа (1) привеäен на
рис. 9. При скоростях боëее 13 ì/с аппарат пере-
вора÷ивается, ÷еì и объясняþтся сëу÷айные ìаëые
зна÷ения функöионаëа (1). «Срезы» по ìассе/ско-
рости ìоãут бытü прибëижены кваäрати÷ной фун-
кöией от скорости, поãреøностü прибëижения вы-
звана попере÷ной и проäоëüной ка÷кой экипажа,
поэтоìу äерево экспериìентов зäесü строится при
постоянной скорости, обеспе÷енной бëокоì уп-
равëения, и постоянной ìассе аппарата. 

По параìетраì поäвески иссëеäоваëисü функöи-
онаëы (1)—(3) (есëи аппарат преäназна÷ен äëя пере-
возки ëþäей иëи тонкой аппаратуры, это иссëеäо-
вание важно). На рис. 10 преäставëена поëу÷енная
зависиìостü функöионаëа (2) от коэффиöиентов
жесткости и äиссипаöии, а на рис. 12 — интеãраë
от «среза» вертикаëüноãо ускорения, реаëизован-

ноãо функöией S(a) = a,

ãäе a — ìоäуëü вертикаëüноãо ускорения, l — ве-

ëи÷ина, ниже которой ускорения не у÷итываþтся,
äоставëяþт у÷ет ускорений, превыøаþщих äопус-
тиìые зна÷ения. Функöионаë (4) показывает, ìо-
жет ëи аппарат эффективно проехатü по äанной
поверхности без риска поврежäений — с оãрани-
÷ениеì ìаксиìуìа вертикаëüноãо ускорения. 

На рис. 10 изоëиния L
1
 соответствует стоëкно-

вениþ корпуса робота с поверхностüþ. Граниöа L
2

бëизка к обëасти, ãäе зна÷ения функöионаëа äо-
стато÷но веëики (возìожен отрыв от поверхности,
переворот). Изоëинии анаëоãи÷ны и äëя про÷их
функöионаëов. В зависиìости от требуеìых уско-
рений и ãраниö безопасности оптиìаëüные зна÷е-
ния коэффиöиентов жесткости и äиссипаöии сëе-
äует выбиратü ìежäу изоëинияìи L1 и L2 функöи-

онаëов (1)—(4). 

Как показываþт äиаãраììы (сì. рис. 10 и 11),
обëасти приеìëеìых зна÷ений характеристик поä-
вески незаìкнутые — äопустиìые зна÷ения пара-
ìетров поäвески не оãрани÷ены. Виäно, ÷то у÷а-
щение сетки существенно не изìеняет картину.
Поэтоìу уìенüøатü øаã сетки, есëи необхоäиìо
знатü функöионаë боëее то÷но, сëеäует тоëüко в
обëастях интереса. Нуëевые зна÷ения на правой
ãраниöе, соответствуþщие ìиниìаëüныì зна÷е-
нияì коэффиöиента жесткости, возникаþт из-за
остановки экспериìента (нижняя ÷астü корпуса
коснуëасü зеìëи). Функöионаë (4) иìеет важное
зна÷ение, так как ÷асто еãо äопустиìое зна÷ение
указано в техни÷ескоì руковоäстве к аппаратуре,
установëенной на корпусе робота, иëи оãрани÷е-
на. На соответствуþщей äиаãраììе боëüøе хао-
ти÷ности, так как (4) — сëу÷айная веëи÷ина с

Рис. 8. Зависимость модуля вертикального ускорения от скорости
(для одного колеса)

1
π
---arctg 10 a l–( )( ) 0,5+⎝ ⎠

⎛ ⎞

Рис. 9. Изометрический вид функционала (1)

pb0113.fm  Page 76  Thursday, February 21, 2013  1:44 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÏÎÄÂÈÆÍÛÌÈ ÎÁÚÅÊÒÀÌÈ È ÍÀÂÈÃÀÖÈß

77ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 1 • 2013

боëüøей äисперсией, но и на ней виäны те же за-
коноìерности, ÷то и на преäыäущих äиаãраììах.
При выборе оптиìаëüных характеристик поäвески
сëеäует у÷итыватü и äруãие факторы, такие как
сöепëение с äороãой, вëияþщее на управëяеìостü
аппарата. Эти зависиìости иссëеäоваëисü в третü-
ей серии экспериìентов.

На рис. 12 изображена äиаãраììа инäикатора
пройäенноãо пути по σ-образной траектории с уп-
равëениеì в соответствии с ìоäеëüþ Мак-Аäаìа.
Скоростü экипажа — 9 ì/с. Моäеëирование äает
заìкнутуþ обëастü (на рис. 12 она аппроксиìиро-
вана øтриховой окружностüþ) параìетров с и d, в
которой аппарат проехаë всþ траекториþ с сохра-
нениеì управëяеìости, без отрыва от поверхно-
сти. Прибëизитеëüно в «öентре ìасс» этой обëасти

функöионаë J(u) = (Δy(τ))2dτ, ãäе Δy(t) — откëо-

нение проãнозируеìой траектории y
v
(t) от жеëае-

ìой y
d
(t) на интерваëе вреìени проãноза T

p
, äости-

ãает своеãо ìиниìуìа. Эта обëастü ëежит в обëасти
оптиìаëüных äëя коìфортабеëüноãо äвижения па-
раìетров äиаãраìì, преäставëенных на рис. 10 и 11.
Параìетры поäвески сëеäует выбиратü в öентре
преäставëенной обëасти. 

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Поëу÷ены и иссëеäованы оöенки управëяеìос-
ти и коìфортабеëüности äвижения аппарата на ос-
нове построенной коìпüþтерной ìоäеëи. Созäана
ìоäеëü «ìноãокоëесный аппарат — бëок управëе-
ния — коëесо — äороãа», ìиниìизируþщая вреìя
провеäения ÷исëенных экспериìентов. Дëя ìоäе-
ëи äвухры÷ажной поäвески разработаны ìетоäи-
÷еские приеìы, позвоëяþщие оптиìизироватü про-
öессы интеãрирования. Разработана ìоäеëü бëока
управëения, äопускаþщая äвижение с уìенüøе-

Рис. 11. Зависимость функционала (2) от коэффициентов жест-
кости и диссипации 

Рис. 10. Зависимость функционала (1) от коэффициентов c и d:
L
1
 — ãраниöа зоны безопасности, L

2
 — ãраниöа зоны приеì-

ëеìых зна÷ений R
MS

 

Рис. 12. Область оптимальных параметров устойчивости (без от-
рыва) на траектории

0

T

∫
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ниеì попере÷ноãо крипа при äвижении по ровной
поверхности. 

Дëя быстрохоäноãо робота найäена зависиìостü
характеристик äинаìи÷еской коìфортабеëüности
äвижения от параìетров поäвески и указана об-
ëастü, из которой сëеäует выбиратü оптиìаëüные
äëя поставëенной заäа÷и коэффиöиенты жесткос-
ти и äиссипаöии поäвески. 

По поëу÷енныì äиаãраììаì ìожно выбиратü
äинаìи÷еские параìетры экипажа, позвоëяþщие
ìиниìизироватü функöионаëы вертикаëüноãо ус-
корения. Сфорìуëированы рекоìенäаöии по вы-
бору некоторых ãеоìетри÷еских характеристик ап-
парата. Указаны обëасти приеìëеìых параìетров
поäвески. Наприìер, äëя робота ìассой 75 кã и
äëиной 95 сì (это характерные разìеры совре-
ìенных иссëеäоватеëüских роботов), есëи ìакси-

ìуì ускорения не äоëжен превыøатü 24 ì/с2, оп-

тиìаëüные коэффиöиент жесткости 82 500 кã/с2 и
коэффиöиент äиссипаöии 150 кã/с. 

В öеëоì зависиìостü функöионаëов ка÷ества
поäвески от скорости бëизка к кваäрати÷ной и ìо-
жет бытü еþ аппроксиìирована. 

Преäëаãаеìая ìоäеëü ìожет бытü эффективно
испоëüзована äëя опреäеëения оптиìаëüных зна-
÷ений параìетров быстрохоäноãо робота в зави-
сиìости от функöионаëа ка÷ества. По наибоëее
важноìу в конкретной заäа÷е функöионаëу на со-
ответствуþщей äиаãраììе выбирается обëастü öе-
ëесообразных зна÷ений характеристик поäвески
äëя реаëизаöии äинаìи÷ески коìфортабеëüноãо
äвижения.
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ÓÄÊ 629.78(092) 

ÂÈÖÅ-ÏÐÅÇÈÄÅÍÒ ÀÊÀÄÅÌÈÈ ÍÀÓÊ ÑÑÑÐ 
ÀÊÀÄÅÌÈÊ ÁÎÐÈÑ ÍÈÊÎËÀÅÂÈ× ÏÅÒÐÎÂ

(ê 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ)

Борис Никоëаеви÷ Петров роäиëся 11 ìарта
1913 ã. в Сìоëенске. Еãо ìатü, Вера Вëаäиìировна,
быëа вра÷оì; отеö, Никоëай Георãиеви÷, — бухãаë-
тероì. Вскоре посëе ревоëþöии в наøей стране
вспыхнуëа эпиäеìия тифа. Вера Вëаäиìировна,
отäававøая все свое искусство вра÷а борüбе с эпи-
äеìией, саìа заразиëасü и уìерëа в 1919 ã. В 1929 ã.
уìер и Никоëай Георãиеви÷. Заботы о воспитании
Бориса в зна÷итеëüной ìере ëеãëи на сестер еãо
роäитеëей — Еëену Георãиевну и Мариþ Вëаäи-
ìировну. 

Окон÷ив в февраëе 1930 ã. øкоëу, Борис Нико-
ëаеви÷ некоторое вреìя работаë с÷етовоäоì в коë-
хозе, а осенüþ уехаë в Москву, ãäе быë принят в
фабри÷но-завоäское у÷иëище иì. С. Орäжоникиä-
зе и стаë токареì. 

В 1933 ã. Борис Никоëаеви÷ поступиë в Мос-
ковский энерãети÷еский институт. 

В 1939 ã. посëе окон÷ания МЭИ с отëи÷иеì Бо-
рис Никоëаеви÷ по преäëожениþ В.С. Куëебакина
быë направëен на работу в Коìитет теëеìеханики
и автоìатики АН СССР, на базе котороãо позже
В.С. Куëебакиныì быë созäан Институт автоìа-
тики и теëеìеханики АН СССР (ИАТ), ныне Ин-
ститут пробëеì управëения иì. В.А. Трапезникова
РАН. В этоì институте Б.Н. Петров проøеë путü
от инженера äо акаäеìика, работая в неì äо пос-
ëеäних äней своей жизни. 

Первые работы ìоëоäоãо у÷еноãо быëи посвя-
щены автоìатизаöии проöесса непрерывной раз-
ëивки ìетаëëа из ìартена. 

В 1945 ã. Борис Никоëаеви÷ защитиë äиссерта-
öиþ на теìу «Анаëиз автоìати÷еских копиро-
ваëüных систеì», за которуþ еìу сразу быëа при-
сужäена у÷еная степенü äоктора техни÷еских наук.
В своей äиссертаöии он преäëожиë ориãинаëüнуþ
теориþ построения автоìати÷еских копироваëü-
ных систеì øирокоãо кëасса и новые принöипы
построения высокото÷ных копироваëüных систеì
äëя изãотовëения сëожных изäеëий. 

Борис Никоëаеви÷ созäаë ìетоä структурных
преобразований схеì автоìати÷еских систеì и
разработаë аäекватный ìатеìати÷еский аппарат —
аëãебру структурных схеì. Мноãо позже, уже в
посëеäние ãоäы жизни, он снова вернуëся к этой
пробëеìатике в работах, выпоëненных совìестно
со своиìи у÷еникаìи из Уфиìскоãо авиаöионноãо
института. 

Весüìа ãëубокие иссëеäования быëи провеäены
Борисоì Никоëаеви÷еì в обëасти интеãрирования
неëинейных äифференöиаëüных уравнений. Эти
работы привеëи к открытиþ, которое Н.Н. Лузин
назваë «феноìеноì Б.Н. Петрова». 

100-ëåòèþ àêàäåìèêà Á.Í. ÏåòðîâàÊ
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Б.Н. Петров — оäин из основопоëожников те-
ории инвариантности. Иì быëи установëены не-
обхоäиìые усëовия физи÷еской осуществиìости
усëовий абсоëþтной инвариантности. Сей÷ас эти
усëовия øироко известны в ìировой ëитературе
как принöип äвухканаëüности Б.Н. Петрова. 

В иссëеäованиях, выпоëненных совìестно с
у÷еникаìи, Б.Н. Петровыì открыт новый кëасс
систеì — систеìы äвукратной инвариантности,
äано реøение пробëеìы инвариантности в систе-
ìах с переìенной структурой, сäеëано обобщение
усëовий инвариантности на сëу÷ай статисти÷ески
заäанных возìущений, развиты иäеи äвухканаëü-
ности в инфорìаöионных и изìеритеëüных уст-
ройствах. 

В 1950—1960 ãã. Борис Никоëаеви÷ провеë øи-
рокие теорети÷еские и экспериìентаëüные работы
в обëасти неëинейных сервоìеханизìов. В резуëü-
тате руковоäиìая иì ãруппа разработаëа основы
теории этоãо кëасса автоìати÷еских систеì, раз-
виëа ìетоäы рас÷ета и иссëеäования сервоìеха-
низìов с запазäываниеì и с нескоëüкиìи неëи-
нейностяìи. 

С 1955 ã. поä руковоäствоì и при непосреä-
ственноì у÷астии Б.Н. Петрова развиваëисü ìе-
тоäы построения неëинейных систеì автоìати-
÷ескоãо управëения с переìенной структурой,
которые преäставëяþт собой ка÷ественно новый
кëасс систеì управëения, обеспе÷иваþщих высо-
куþ стати÷ескуþ и äинаìи÷ескуþ то÷ностü управ-
ëения. 

В работах Бориса Никоëаеви÷а и еãо у÷еников
по теории беспоисковых саìонастраиваþщихся
систеì äана общая постановка и реøение заäа÷и
анаëиза и синтеза систеì такоãо кëасса. Преäëоже-
ны конöепöия обобщенноãо настраиваеìоãо объ-
екта, разработан ìетоä синтеза аëãоритìов аäап-
таöии, поставëена пробëеìа оптиìизаöии систеì
с ìоäеëüþ путеì выбора оптиìаëüной ìоäеëи. 

Даëüнейøиì развитиеì теории саìонастраива-
þщихся систеì стаëа теория коорäинатно-пара-
ìетри÷ескоãо управëения. 

Поä руковоäствоì и при у÷астии Бориса Нико-
ëаеви÷а впервые в СССР разработаны и созäаны
саìонастраиваþщиеся систеìы управëения äëя
нескоëüких кëассов ракет Гëавноãо конструктора
И.С. Сеëезнева. 

Борис Никоëаеви÷ возãëавëяë также новое в
теории управëения направëение, связанное с ин-
форìаöионныì поäхоäоì. 

Широко известны еãо труäы, посвященные
нестаöионарныì систеìаì, синтезу аëãоритìов на-
бëþäения неизìеряеìых коорäинат систеìы, аë-
ãоритìи÷еской проöеäуре синтеза управëений ëи-
нейныìи объектаìи с произвоëüныìи свойстваìи

и непоëной степенüþ набëþäаеìости. Боëüøой
интерес преäставëяþт еãо иссëеäования по син-
тезу аëãоритìов управëения как обратной заäа-
÷и äинаìики. Важнейøее ìесто в äеятеëüности
Б.Н. Петрова заняëи заäа÷и теории автоìати÷ес-
коãо управëения поäвижныìи объектаìи. Истоки
этоãо ìожно искатü в тоì, ÷то своþ пеäаãоãи÷ес-
куþ äеятеëüностü Борис Никоëаеви÷ на÷аë созäа-
ниеì в 1944 ã. в МАИ курса ëекöий «Автоìатика
ìотора и винта». 

Пробëеìаì управëения äвиãатеëüныìи уста-
новкаìи баëëисти÷еских ракет Б.Н. Петров уäе-
ëяë пристаëüное вниìание всþ своþ твор÷ескуþ
жизнü у÷еноãо и инженера. 

Работы в этой обëасти ввеëи еãо в круã творöов
практи÷еской косìонавтики. Поëу÷енные иì и
еãо коëëективоì резуëüтаты носиëи основопоëаãа-
þщий характер, быëи реаëизованы и созäанные на
их основе систеìы управëения стаëи составной
÷астüþ всех крупных жиäкостных ракет разработки
ãëавных конструкторов С.П. Короëева, М.К. Ян-
ãеëя. В.Н. Чеëоìея, В.Ф. Уткина. 

С акаäеìикоì С.П. Короëевыì Борис Никоëа-
еви÷ на÷аë работатü в 1950-х ãã., выпоëняя иссëе-
äования и разрабатывая систеìы реãуëирования
äëя первой ìежконтинентаëüной баëëисти÷еской
ракеты Р-7 и äëя преäваряþщей основнуþ разра-
ботку ракеты-ëаборатории М5-РД. Б.Н. Петров
÷асто быë у÷астникоì-консуëüтантоì на засеäа-
ниях знаìенитоãо Совета ãëавных конструкторов,
возãëавëяеìоãо С.П. Короëевыì. Первые конс-
труктивные резуëüтаты в иссëеäовании äинаìики
жиäкостных реактивных äвиãатеëей (ЖРД) и еãо
эëектронноì анаëоãовоì ìоäеëировании быëи по-
ëу÷ены Борисоì Никоëаеви÷еì с сотруäникаìи
по просüбе В.П. Гëуøко в 1950—1951 ãã. äëя раз-
рабатываеìоãо стотонноãо äвиãатеëя. 

В 1954 ã. Институту автоìатики и теëеìехани-
ки постановëениеì правитеëüства быëо пору÷ено
возãëавитü иссëеäования в ÷асти управëения äви-
ãатеëüной установкой, разрабатываеìой С.П. Ко-
роëевыì ìежконтинентаëüной составной äвухсту-
пен÷атой ракеты Р-7. Б.Н. Петров стаë нау÷ныì
руковоäитеëеì этих работ. 

Реøение пробëеìы построения систеì управ-
ëения тяãой ЖРД и синхронизаöии опорожнения
баков ракеты сëожной архитектуры быëо остро
необхоäиìо и сопровожäаëосü неìаëыìи труäно-
стяìи, которые сопутствоваëи созäаниþ принöи-
пиаëüно новых систеì, на÷иная «с нуëевоãо уров-
ня», без какой-ëибо преäыстории и при поëноì
отсутствии прототипов систеì и ëитературных ис-
то÷ников. 

Работы Б.Н. Петрова и еãо у÷еников по ìето-
äоëоãии разработки ìатеìати÷еских ìоäеëей ЖРД
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и анаëизу äинаìики äвиãатеëя как объекта управ-
ëения и пробëеìы управëяеìости ЖРД иìеëи
приоритетный характер и составиëи разäеë теории
ЖРД, охватываþщий ряä принöипиаëüно новых
заäа÷, возникøих при созäании ракеты Р-7 и всех
посëеäуþщих крупных жиäкостных ракет. 

В öеëоì, Б.Н. Петров взяë на себя ответствен-
ностü за иäеоëоãиþ созäания принöипиаëüно новых
терìинаëüных систеì управëения расхоäованиеì
топëива ЖРД, которые существенно повыøаëи
энерãетику ракеты бëаãоäаря резкоìу сокращениþ
ãарантийных запасов топëива. Он быë нау÷ныì
руковоäитеëеì работ по такиì систеìаì äëя всех
крупных жиäкостных ракет, на÷иная с короëевс-
кой Р-7 и äëя всех посëеäуþщих крупных боевых
ракет и ракет-носитеëей косìи÷еских аппаратов. 

Важное направëение работ Б.Н. Петрова, на÷и-
ная с 1956 ã., закëþ÷аëосü в разработке теории и
систеì управëения искусственныìи спутникаìи
Зеìëи (ИСЗ). 

По иниöиативе и поä руковоäствоì Д.Е. Охо-
öиìскоãо в наøей стране в те ãоäы на÷аëи созäа-
ватüся ãравитаöионные систеìы ориентаöии ИСЗ.
Это пассивные систеìы, не требуþщие äëя соз-
äания восстанавëиваþщих ìоìентов расхоäа ка-
коãо-ëибо виäа энерãии. Оäнако при отäеëении
спутника от ракеты-носитеëя возникаëи зна÷и-
теëüные возìущения и требоваëосü разработатü
простуþ и эконоìи÷нуþ систеìу преäваритеëüно-
ãо успокоения. 

Поä руковоäствоì Б.Н. Петрова быëа разра-
ботана структура и теория ориãинаëüной реëей-
ной систеìы преäваритеëüноãо успокоения, в ко-
торой высокая эконоìи÷ностü äостиãаëасü путеì
ввеäения спеöиаëüной связи, коìпенсируþщей
петëþ ãистерезиса реëейной характеристики, и
выбора соответствуþщеãо соотноøения оãрани÷е-
ния äат÷иков уãëовой скорости и уãëовоãо поëо-
жения ИСЗ. 

Даëüнейøее развитие этоãо направëения связа-
но с разработкой теории и систеì управëения äе-
форìируеìых косìи÷еских аппаратов. К посëеä-
ниì относятся ИСЗ с присоеäиненныìи ãибкиìи
эëеìентаìи (панеëи соëне÷ных батарей боëüøой
пëощаäи, выносные раäиоантенны). Пробëеìа эта
возникëа в на÷аëе 1960-х ãã., коãäа аìериканский
спутник «Экспëоурер-1» из-за рассеяния энерãии
закрутки, вызванной упруãостüþ ÷етырех øтыре-
вых антенн, посëе вывоäа на орбиту äостато÷но
быстро потеряë устой÷ивостü. С тех пор и äо на-
стоящеãо вреìени к этой пробëеìе привëе÷ено
пристаëüное вниìание у÷еных и инженеров во
ìноãих странах ìира, ãäе разрабатываþтся ИСЗ.
В Институте пробëеì управëения работы в этой
обëасти провоäиëисü совìестно с Нау÷но-произ-

воäственныì объеäинениеì прикëаäной ìеханики
(Гëавный конструктор — акаäеìик М.Ф. Реøетнев)
в связи с разработкой спутников на ãеосинхрон-
ной орбите и систеì ориентаöии äëя них. 

Резуëüтаты, поëу÷енные поä руковоäствоì
Б.Н. Петрова и при еãо у÷астии, наøëи приìене-
ние при проектировании и созäании систеì управ-
ëения спутников связи на ãеосинхронной орбите
серий «Раäуãа» и «Горизонт» и спутников непос-
реäственноãо теëевещания серии «Экран». 

Существенный нау÷ный вкëаä Б.Н. Петров внес
в созäание ìноãоìестных пиëотируеìых кораб-
ëей-спутников, автоìати÷еских станöий, запуска-
еìых к Луне, систеì ìяãкой посаäки автоìати÷ес-
ких аппаратов на Луну. 

Неëüзя не упоìянутü о ìежäунароäноì проекте
«Соþз — Апоëëон» (СССР — США). Наä поäãо-
товкой поëета по этоìу проекту в те÷ение боëее
пяти ëет работаëи боëüøие коëëективы советских
и аìериканских у÷еных, инженеров, конструкто-
ров в разëи÷ных обëастях. Коорäинаöиþ работ
советских коëëективов осуществëяë Совет «Ин-
теркосìос», и Б.Н. Петров, буäу÷и преäсеäатеëеì
Совета, внес боëüøой ëи÷ный вкëаä в реøение
ìноãо÷исëенных орãанизаöионных, нау÷ных и тех-
ни÷еских пробëеì. 

Б.Н. Петров всþ своþ твор÷ескуþ жизнü ра-
ботаë в тесноì контакте с веäущиìи äеятеëяìи
наøей ракетно-косìи÷еской науки и техники —
С.П. Короëевыì, В.П. Гëуøко, М.К. Янãеëеì,
В.Н. Чеëоìееì, В.Ф. Уткиныì, М.Ф. Реøетне-
выì, В.П. Миøиныì, Б.Е. Чертокоì, Н.А. Пиëþ-
ãиныì и äруãиìи первопрохоäöаìи наøеãо раке-
тостроения и косìонавтики. Он по праву воøеë в
состав коãорты основопоëожников оте÷ественной
косìонавтики. Он у÷аствоваë в боëüøинстве пус-
ков в Капустиноì Яре и Байконуре в периоä ста-
новëения и первых работ С.П. Короëева по ос-
воениþ косìи÷ескоãо пространства. Неоäнократ-
но у÷аствоваë в работе ãосуäарственной коìиссии
по пускаì. Мноãоëетний твор÷еский контакт свя-
зываë Бориса Никоëаеви÷а с М.В. Кеëäыøеì.
Б.Н. Петров у÷аствоваë в разработке и обсужäении
косìи÷еских проãраìì наøей страны. В периоä
разработки оте÷ественной ìноãоразовой косìи-
÷еской систеìы Б.Н Петров активно у÷аствоваë в
форìировании обëика корабëя «Буран». 

Акаäеìик Б.Н. Петров выпоëняë коëоссаëüный
объеì нау÷но-орãанизаöионной и пеäаãоãи÷еской
работы. Иì написано окоëо 200 пубëиöисти÷еских
и нау÷но-попуëярных статей по крупныì нау÷ныì
пробëеìаì, связанныì с развитиеì автоìатики,
вы÷исëитеëüной техники, автоìатизаöии экспери-
ìента, проãраììноãо управëения косìи÷ескиìи
иссëеäованияìи. Он поääерживаë все новое и пер-
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спективное в науке, не раз отìе÷аë важностü раз-
вития ìатеìати÷еской иëи абстрактной теории
систеì, которая, как он выражаëся, разäвиãает ãо-
ризонты науки об управëении. 

В 1953 ã. Б.Н. Петров быë избран ÷ëеноì-кор-
респонäентоì АН СССР, в 1960 ã. — акаäеìикоì. 

Борис Никоëаеви÷ быë не тоëüко крупныì у÷е-
ныì, автороì восüìи ìоноãрафий по теории уп-
равëения, но и выäаþщиìся орãанизатороì науки.
С 1963 ã. он бессìенно быë акаäеìикоì-секрета-
реì Отäеëения ìеханики и проöессов управëения
АН СССР, а в 1979 ã. еãо избраëи виöе-презиäен-
тоì Акаäеìии наук СССР. 

Борис Никоëаеви÷ быë таëантëивыì пеäаãо-
ãоì. Своþ пеäаãоãи÷ескуþ äеятеëüностü, как уже
упоìинаëосü ранее, он на÷аë в Московскоì авиа-
öионноì институте в 1944 ã. на кафеäре «Автоìа-
ти÷еское управëение и стабиëизаöия саìоëетов».
С 1950 ã. и äо посëеäних äней своей жизни он воз-
ãëавëяë эту кафеäру, преобразованнуþ позäнее в
кафеäру «Систеìы автоìати÷ескоãо управëения
ëетатеëüныìи аппаратаìи». Лекöии Бориса Нико-
ëаеви÷а всеãäа поëüзоваëисü успехоì у стуäентов.
Бëаãоäаря еãо постоянной и кропотëивой работе
на кафеäре сëожиëся высококваëифиöирован-
ный нау÷но-пеäаãоãи÷еский коëëектив, ее у÷еб-
ный пëан стаë образöоì äëя ìноãих вузов страны. 

Поä руковоäствоì Б.Н. Петрова выросëи круп-
ные коëëективы спеöиаëистов. Созäанная иì боëü-
øая нау÷ная øкоëа успеøно развивает актуаëüные
пробëеìы совреìенной теории управëения. Мно-
ãие еãо у÷еники защитиëи äиссертаöии, стаëи из-
вестныìи у÷еныìи и инженераìи, возãëавëяþт
кафеäры, разëи÷ные нау÷ные и проìыøëенные
орãанизаöии. 

Советское правитеëüство высоко оöениëо засëу-
ãи Бориса Никоëаеви÷а Петрова. Еìу быëо при-
своено звание Героя Соöиаëисти÷ескоãо Труäа, он
быë наãражäен пятüþ орäенаìи Ленина, орäена-
ìи Октябрüской Ревоëþöии, Труäовоãо Красноãо
Знаìени, Красной Звезäы, уäостоен Ленинской
преìии и Госуäарственных преìий СССР. 

Еãо äеятеëüностü наøëа øирокое ìежäунароä-
ное признание. Он быë äействитеëüныì ÷ëеноì

Межäунароäной Акаäеìии астронавтики, иност-
ранныì ÷ëеноì Чехосëоваöкой, Венãерской, Боë-
ãарской и Поëüской акаäеìий наук, быë уäостоен
ряäа иностранных орäенов, зоëотой ìеäаëи На-
öионаëüноãо öентра косìи÷еских иссëеäований
Франöии. 

Все, ÷еãо äостиã Борис Никоëаеви÷, он äостиã
бëаãоäаря боëüøоìу труäу. Борис Никоëаеви÷ ра-
ботаë о÷енü ìноãо, ëþбиë работатü, поëу÷аë уäо-
воëüствие от работы. Он быë всесторонне образо-
ванныì ÷еëовекоì. Прекрасно знаë хуäожествен-
нуþ ëитературу, искусство. В ÷асы отäыха ëþбиë
рисоватü, и äëя хуäожника-ëþбитеëя еãо картины

быëи веëикоëепны1. 
Безвреìенная сìертü унесëа еãо, поëноãо

твор÷еских сиë. Он уìер 23-ãо авãуста 1980 ã. Иìя
Бориса Никоëаеви÷а Петрова навсеãäа останется в
аннаëах оте÷ественной науки об управëении и
косìонавтике. 

В ноябре 1980 ã. выøëо постановëение Прави-
теëüства об увекове÷ении паìяти Б.Н. Петрова.
Презиäиуì АН СССР у÷реäиë зоëотуþ ìеäаëü
иìени Б.Н. Петрова (с 1993 ã. — преìия), присуж-
äаеìуþ за выäаþщиеся работы в обëасти теории
и систеì автоìати÷ескоãо управëения, а также в
обëасти экспериìентаëüных иссëеäований по
освоениþ косìи÷ескоãо пространства. Оäна из
пëощаäей Москвы названа иìенеì акаäеìика
Б.Н. Петрова и оäноìу из нау÷но-иссëеäоватеëü-
ских корабëей Акаäеìии наук присвоено иìя ака-
äеìика Б.Н. Петрова. На зäаниях Института проб-
ëеì управëения и Московскоãо авиаöионноãо инс-
титута установëены ìеìориаëüные äоски в паìятü
Бориса Никоëаеви÷а Петрова. 

В.Ю. Рутковский 

Владислав Юльевич Рутковский — ä-р техн. наук,

зав. ëабораторией, Институт пробëеì управëения

иì. В.А. Трапезникова РАН,

� (495) 334-87-30, � rutkov@ipu.ru. 

1 Сì. репроäукöии картин Б.Н. Петрова на третüей поëосе
обëожки. 
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Â.Ï. Èâàíîâ

Светлой памяти 
Бориса Николаевича Петрова посвящается 

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Иìя Бориса Никоëаеви÷а Петрова и вся еãо äе-
ятеëüностü в обëасти управëения, несоìненно, засëу-
живаþт саìых высоких эпитетов, характеризуþщих
еãо как ÷еëовека и у÷еноãо. В äанной статüе ìы по-
пытаеìся на приìере еãо нау÷ноãо пути показатü по-
ëезностü со÷етания фунäаìентаëüных и прикëаäных
иссëеäований в работе нау÷ных коëëективов. 

У÷итеëяìи и руковоäитеëяìи Б.Н. Петрова в на-
÷аëе еãо нау÷ноãо пути быëи акаäеìики Н.Н. Лузин
и В.С. Куëебакин. Поëу÷енные ãëубокие знания спо-
собствоваëи форìированиþ Б.Н. Петрова как у÷ено-
ãо-теоретика. Вся äеятеëüностü Б.Н. Петрова в обëас-
ти теории управëения отëи÷аëасü новизной реøае-
ìых пробëеì, ãëубиной иссëеäований. Спектр еãо
нау÷ных интересов быë о÷енü øирок. Иì быë созäан
ìетоä структурных преобразований схеì автоìати-
÷еских систеì [1] и разработан аäекватный иì ìате-
ìати÷еский аппарат — аëãебра структурных преобра-
зований. Весüìа ãëубокие иссëеäования провеäены
Б.Н. Петровыì в обëасти ìетоäов интеãрирования
неëинейных äифференöиаëüных уравнений и устой-
÷ивости нестаöионарных äинаìи÷еских систеì. Иì
быëи установëены ãраниöы приìениìости резуëüта-
тов акаäеìика С.А. Чапëыãина [2]. 

Вìесте с теì, в äеятеëüности Б.Н. Петрова и ру-
ковоäиìоãо иì коëëектива нау÷ных сотруäников Ин-

ститута автоìатики и теëеìеханики
1
 АН СССР (ИАТ)

зна÷итеëüное ìесто заниìаëи иссëеäования в обëас-
ти управëения объектаìи ракетно-косìи÷еской тех-

ники (РКТ). Эти иссëеäования, направëенные на ре-
øение пробëеì управëения в конкретной, хотя и äо-
стато÷но øирокой и важной сфере äеятеëüности, в
соответствии со сëоживøиìися преäставëенияìи
ìожно отнести к прикëаäной науке. Важно, ÷то про-
веäение упоìянутых иссëеäований потребоваëо ãëу-
бокоãо изу÷ения пробëеìатики ракетно-косìи÷ес-
кой техники, охватываþщей не тоëüко физи÷еские
принöипы äействия, но и вопросы техноëоãии и про-
извоäства объектов РКТ. 

1. ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÑÎÎÁÐÀÆÅÍÈß Î ÂÇÀÈÌÎÑÂßÇÈ 
ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÎÉ ÍÀÓÊÈ ÎÁ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÈ

È ÏÐÈÊËÀÄÍÛÕ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉ Â ÏÐÅÄÌÅÒÍÛÕ ÎÁËÀÑÒßÕ

В настоящее вреìя в науке управëения сëожно
сфорìуëироватü ÷еткие правиëа по разãрани÷ениþ
фунäаìентаëüных и прикëаäных иссëеäований. Фун-
äаìентаëüная и прикëаäная науки образуþт еäиный
орãанизì, обе ÷асти котороãо взаиìоäействуþт äруã
с äруãоì. Теì не ìенее, разäеëение нау÷ных иссëе-
äований на фунäаìентаëüные и прикëаäные иìеет
ìесто. Фунäаìентаëüные иссëеäования характеризу-
þтся боëее высокиì уровнеì общности поëу÷енных
резуëüтатов. Прикëаäная наука обы÷но связывается с
иссëеäованияìи преäìетных обëастей. Наука об уп-
равëении охватывает разëи÷ные сферы ÷еëове÷еской
äеятеëüности, вкëþ÷аþщие в себя технику, эконоìи-
ку, ìеäиöину, биоëоãиþ и äр. 

О÷евиäна öенностü и поëезностü развития как фун-
äаìентаëüной, так и прикëаäной науки. Отсутствие
резуëüтатов иссëеäований общеãо характера ìожет
привести к потере ориентаöии в направëении естес-
твенноãо развития науки. Прикëаäные иссëеäования
в преäìетных обëастях обоãащаþт науку, расøиряя

На основе анаëиза ìноãоëетней äеятеëüности коëëектива нау÷ных сотруäников, возãëав-

ëяеìоãо акаäеìикоì Б.Н. Петровыì, изëаãаþтся некоторые соображения о взаиìосвязи

фунäаìентаëüной науки, прикëаäных иссëеäований и практики проектирования систеì

управëения. 

Ключевые слова: фунäаìентаëüные и прикëаäные иссëеäования, ракетно-косìи÷еская техника,
проектирование бортовых систеì управëения.

1 Ныне Институт пробëеì управëения иì. В.А. Трапезни-
кова РАН. 
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äиапазон постановок заäа÷ управëения, и позвоëя-
þт осуществëятü связü науки с произвоäствоì. Такая
связü, с оäной стороны, способствуþт внеäрениþ
фунäаìентаëüных резуëüтатов в техноëоãиþ произ-
воäства, а с äруãой — иниöиирует провеäение новых
фунäаìентаëüных иссëеäований в интересах созäа-
ния новой техники и техноëоãии ее произвоäства. 

Твор÷еское на÷аëо иìеет ìесто как в фунäаìен-
таëüных, так и в прикëаäных иссëеäованиях. Поëу÷е-
ние фунäаìентаëüных резуëüтатов связано со способ-
ностüþ обобщения иìеþщеãося опыта, абстраãирова-
ния от ÷астноãо и ãенераöией иäей на языке наибоëее
общеãо уровня. Несоìненно, ÷то это наибоëее эффек-
тивный путü развития науки. Способностü поëу÷ения
новых резуëüтатов в прикëаäных иссëеäованиях тре-
бует поãружения иссëеäоватеëя в язык конкретной
обëасти. Нереäко новый резуëüтат, поëу÷енный в
прикëаäной обëасти, иìеет общее зна÷ение äëя на-
уки. Оäнако иссëеäоватеëи — непосреäственные у÷ас-
тники äанной конкретной разработки, не виäят этой
общности. С äруãой стороны, спеöиаëист в обëасти
фунäаìентаëüной науки, не зная языка прикëаäной
обëасти, не сìожет понятü сути и важности новоãо
резуëüтата. Увиäетü общее в ÷астноì резуëüтате и
сфорìуëироватü еãо на языке фунäаìентаëüной на-
уки сìожет иссëеäоватеëü универсаëüноãо типа, иìе-
þщий опыт в фунäаìентаëüных и прикëаäных иссëе-
äованиях. Существует и обратная заäа÷а переäа÷и
фунäаìентаëüных резуëüтатов в преäìетнуþ обëастü.

Внеäрение фунäаìентаëüных резуëüтатов преäпо-
ëаãает перевоä этих резуëüтатов на язык прикëаäной
обëасти. Факти÷еское внеäрение требует соответст-
вуþщей корректировки конструкторской äокуìента-
öии и техноëоãии произвоäства. Сотруäники нау÷ных
орãанизаöий, как правиëо, стреìятся оãрани÷итüся
переäа÷ей нау÷ных резуëüтатов, стараясü не ввязы-
ватüся в работу, связаннуþ с факти÷ескиì внеäрени-
еì. Непосреäственные у÷астники произвоäства, стаë-
киваясü с необхоäиìостüþ разбиратüся в нововвеäени-
ях, обы÷но преäпо÷итаþт испоëüзоватü, пустü ìенее
эффективные, но боëее понятные саìостоятеëüные
реøения. В такоãо роäа противоре÷ии закëþ÷ается
основная при÷ина сëабоãо внеäрения нау÷ных ре-
зуëüтатов в сферу произвоäства. 

Яркиìи приìераìи ãëубокоãо проникновения
фунäаìентаëüной науки в техноëоãиþ произвоäства
сëужит атоìный и ракетно-косìи÷еский проекты
Советскоãо Соþза, к реаëизаöии которых быëи при-
вëе÷ены крупные у÷еные и нау÷ные коëëективы. 

2. ÎÏÛÒ ÊÎËËÅÊÒÈÂÀ ÍÀÓ×ÍÛÕ ÑÎÒÐÓÄÍÈÊÎÂ, 
ÂÎÇÃËÀÂËßÅÌÎÃÎ Á.Í. ÏÅÒÐÎÂÛÌ,

Â ×ÀÑÒÈ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÕ È ÏÐÈÊËÀÄÍÛÕ 
ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÉ ÏÐÈ ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÅ ÁÎÐÒÎÂÛÕ

ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÐÀÊÅÒ-ÍÎÑÈÒÅËÅÉ 

На÷аëо твор÷еской äеятеëüности Б.Н. Петрова
приøëосü на вреìя, коãäа наøа страна соверøиëа ãи-
ãантский прорыв, открыв ÷еëове÷еству äороãу в кос-
ìос. В этоì прорыве зна÷итеëüнуþ роëü сыãраëа со-

ветская наука. В пробëеìах, связанных с созäаниеì
ракет-носитеëей, весоìуþ äоëþ заниìаëи заäа÷и те-
ории автоìати÷ескоãо управëения поäвижныìи объ-
ектаìи. Гëубокие знания в этой обëасти и высокая
эруäированностü Б.Н. Петрова позвоëиëи еìу актив-
но вкëþ÷итüся в разработку новых, уникаëüных äëя
тоãо вреìени, заäа÷ автоìати÷ескоãо управëения,
у÷аствоватü в разработке и обсужäении косìи÷еских
проãраìì наряäу с веäущиìи äеятеëяìи ракетно-кос-
ìи÷еской науки и техники. 

В проöессе совìестной работы с конструктора-
ìи-ракет÷икаìи Б.Н. Петров уäеëяë боëüøое вниìа-
ние пробëеìе построения бортовых терìинаëüных
систеì управëения жиäкостных ракет, повыøаþщих
энерãети÷еские характеристики путеì управëения их
äвиãатеëüныìи установкаìи. В те÷ение ìноãих ëет
Борис Никоëаеви÷ быë нау÷ныì руковоäитеëеì раз-
работок ìноãих бортовых терìинаëüных систеì. У÷ас-
тие в этих работах потребоваëо аäаптаöии коëëектива
нау÷ных сотруäников ИАТ, руковоäиìоãо Б.Н. Пет-
ровыì, к усëовияì работы в режиìе опытно-конс-
трукторской разработки. Новые принöипы построе-
ния и ìетоäы синтеза поëу÷аëи вопëощение в конс-
трукторской äокуìентаöии и техноëоãии разработки
систеì управëения. Поìиìо у÷астия в разработке эс-
кизных проектов, созäания аëãоритìов управëения,
ìаксиìаëüно прибëиженных к усëовияì их реаëиза-
öии на бортовых вы÷исëитеëüных среäствах, форìи-
рования экспëуатаöионных характеристик систеì уп-
равëения на основе оöенки их äинаìики и то÷ности,
опытно-конструкторская разработка вкëþ÷ает в себя
созäание äокуìентаöии, реãëаìентируþщей техно-
ëоãиþ стенäовой и натурной отработки. В состав та-
кой äокуìентаöии вхоäят тестовые приìеры äëя кон-
троëя правиëüности функöионирования бортовоãо
проãраììноãо обеспе÷ения, иìитаöионные проãраì-
ìные ìоäуëи äëя провеäения преäпусковоãо ìоäеëи-
рования, ìетоäики аäаптаöии аëãоритìов управëе-
ния к усëовияì конкретноãо пуска, оöенки функöи-
онирования систеìы управëения при стенäовых и
натурных испытаниях. 

Созäаваеìые при у÷астии сотруäников Института
бортовые систеìы управëения стаëи своеобразныì
поëиãоноì äëя практи÷ескоãо приìенения нау÷ных
резуëüтатов и иниöиироваëи постановки новых заäа÷
управëения. 

При созäании систеì управëения расхоäованиеì
топëива ракет-носитеëей испоëüзоваëисü резуëüтаты
общей теории управëения. В ÷астности, при синтезе
аëãоритìов управëения приìеняëисü ìетоäы фиëü-
траöии и оптиìаëüноãо управëения, äëя анаëиза äи-
наìики и то÷ности систеì — ìетоäы статисти÷ескоãо
ìоäеëирования. Впервые в ракетной технике быëи
приìенены принöипы терìинаëüноãо и пороãово-
äискретноãо управëения. 

В проöессе разработки конкретных бортовых сис-
теì и иссëеäований разëи÷ных заäа÷ терìинаëüноãо
управëения возникëо пониìание, ÷то бортовые терìи-
наëüные систеìы иìеþт своþ спеöифику и заниìаþт
опреäеëенное ìесто в общеì ряäу систеì автоìати÷ес-
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коãо управëения. Практи÷еские заäа÷и, возникаþщие
в ракетно-косìи÷еской технике, посëужиëи тоë÷коì к
разработке теории бортовых систеì терìинаëüноãо
управëения и систеìати÷ескоìу изëожениþ теории и
накопëенноãо опыта в спеöиаëüной ìоноãрафии [3].
Основная особенностü развитых ìетоäов синтеза за-
кëþ÷ается в тоì, ÷то все они иниöиированы практи-
÷ескиìи нужäаìи проектирования бортовых систеì
управëения и у÷итываþт реаëüные усëовия экспëуа-
таöии объектов ракетно-косìи÷еской техники. 

В посëеäние ãоäы развита теория отказоустой÷и-
вых бортовых терìинаëüных систеì [4]. Сфорìуëиро-
ван принöипиаëüно новый поäхоä к синтезу, закëþ-
÷аþщийся в тоì, ÷то состояние систеìы с ÷асти÷ныì
отказоì рассìатривается как оäно из äопустиìых ее
состояний, которое äоëжно у÷итыватüся при выборе
аëãоритìа управëения. В иäеоëоãиþ построения аë-
ãоритìа управëения закëаäывается способностü со-
хранения приеìëеìоãо ка÷ества при появëении отка-
зов. Отказоустой÷ивые систеìы синтезируþтся в
кëассе систеì управëения с ìноãоуровневой структу-
рой, из которой ìоãут бытü образованы канаëы уп-
равëения разëи÷ноãо уровня сëожности, аäекватные
сëоживøиìся усëовияì функöионирования. В син-
тезируеìоì аëãоритìе управëения преäусìатриваþт-
ся возìожности äиаãностики состояний систеìы с
отказаìи и перестройки на новые усëовия работы.
Важно, ÷то повыøение наäежности систеìы в äан-
ноì сëу÷ае обеспе÷ивается без привëе÷ения äопоë-
нитеëüных аппаратных среäств. 

Приниìая во вниìание, ÷то в ракетно-косìи÷ес-
кой технике сохраняется относитеëüно низкая äëя те-
хносферы наäежностü äействия среäств вывеäения,
быë выпоëнен öикë нау÷ных работ в обеспе÷ение бе-
зопасности экспëуатаöии объектов ракетно-косìи-
÷еской техники среäстваìи управëения. В основе этих
работ ëежит конöепöия управëения безопасностüþ
по обобщенноìу критериþ, у÷итываþщеìу разëи÷-
ные факторы риска [5]. Обеспе÷ение безопасности
охватывает основные этапы жизненноãо öикëа объ-
ектов, на÷иная от форìирования проектноãо обëика,
äо этапа сопровожäения экспëуатаöии. Зäесü ис-
поëüзуþтся среäства проектно-техни÷ескоãо и экс-
пëуатаöионно-техни÷ескоãо управëения. В систеìах
управëения соверøенствуþтся их принöипы äейст-
вия с приоритетоì критерия безопасности и реаëи-
зуþтся отказоустой÷ивые аëãоритìы форìирования
управëения. 

Сфорìуëировано новое направëение в обëасти
созäания перспективных ракетных среäств ãаранти-
рованноãо вывеäения, которое охватывает наибоëее
крити÷ные äëя безопасности объекта заäа÷и управ-
ëения ìассо- и тепëообìенныìи проöессаìи в баках
и ìаãистраëях äвиãатеëя, опреäеëяþщиìи устой÷и-
вый режиì выäеëения энерãии боëüøой ìощности в
жиäкостных äвиãатеëях. 

Основные резуëüтаты теории терìинаëüных систеì
управëения быëи испоëüзованы при созäании борто-
вых систеì äëя косìи÷еских ракет-носитеëей «Соþз»,
«Протон-М», «Зенит», «Энерãия-Буран», обеспе÷ив-

øих реаëизаöиþ оте÷ественных косìи÷еских про-
ãраìì и ìежäунароäных проектов («Соþз — Апоë-
ëон», «Морской старт»), а также äëя вновü созäавае-
ìых, перспективных среäств вывеäения — сеìейства
РН «Анãара», РН «Соþз-СТ», разãонноãо бëока КВТК.

Совреìенный уровенü развития техники, особенно
в обëасти произвоäства инфорìаöионных систеì и
систеì управëения, требует постоянноãо притока но-
воввеäений и характеризуется ÷резвы÷айно быстрой
сìеной техноëоãий. Дëя тоãо, ÷тобы оперативно отве-
÷атü новыì усëовияì, фунäаìентаëüная и прикëаä-
ные науки äоëжны бытü тесно связаны с нау÷но-про-
извоäственныìи öентраìи (НПЦ), ãäе форìируþтся
техноëоãии произвоäства. Нау÷ные коëëективы, не
растворяясü в НПЦ, äоëжны у÷аствоватü в созäании
техноëоãий, реаëизуþщих нововвеäения, совìестно с
НПЦ. Такое тесное взаиìоäействие зна÷итеëüно об-
ëеã÷ает внеäрение нау÷ных резуëüтатов. В этоì сëу-
÷ае употребëение сëова «внеäрение» в обы÷ноì по-
ниìании становится ненужныì, так как резуëüтаты
нау÷ных иссëеäований естественныì образоì впи-
сываþтся в проöесс созäания систеìы управëения. 

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Не уìоëяя зна÷ения разработки пробëеì фунäа-
ìентаëüной теории управëения как наибоëее эффек-
тивноãо пути развития науки, важно отìетитü сущес-
твеннуþ роëü прикëаäных иссëеäований, тесно свя-
занных с практикой проектирования и техноëоãией
созäания инфорìаöионных и управëяþщих систеì.
Прикëаäные иссëеäования расøиряþт возìожности
приìенения теории и теì саìыì обоãащаþт науку
управëения. 
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ÏÀÂÅË ÏÀÂËÎÂÈ× ÏÀÐÕÎÌÅÍÊÎ 
(ê 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ)

Испоëниëосü 90 ëет Павëу Павëови÷у Пархо-
ìенко — оäноìу из старейøих сотруäников и круп-
нейøих у÷еных Института пробëеì управëения
РАН, ÷ëену реäкоëëеãии журнаëа «Пробëеìы уп-
равëения». Ветеран Веëикой Оте÷ественной вой-
ны П.П. Пархоìенко принаäëежит к тоìу покоëе-
ниþ у÷еных, которое своиìи труäаìи и уìениеì
орãанизовыватü нау÷ные коëëективы созäаëо øи-
рокуþ известностü Институту как переäовой орãа-
низаöии в науке управëения. 

П.П. Пархоìенко роäиëся 9 февраëя 1923 ã. в
ã. Нежине (Украина). В 1949 ã. окон÷иë эëектротех-
ни÷еский факуëüтет Киевскоãо поëитехни÷ескоãо
института, затеì по распреäеëениþ работаë на ãиä-
роэëектростанöиях Северноãо Кавказа. В 1955 ã.
поступиë в аспирантуру Института автоìатики и
теëеìеханики АН СССР (ныне Институт пробëеì
управëения иì. В.А. Трапезникова РАН), еãо
нау÷ныì руковоäитеëеì быë профессор (позäнее
÷ëен-корреспонäент АН СССР) М.А. Гавриëов.
В 1959 ã. защитиë канäиäатскуþ äиссертаöиþ «Ма-
øинизаöия проöессов анаëиза устройств реëейно-

ãо äействия», а в 1969 ã. — äокторскуþ äиссерта-
öиþ «Метоäы и среäства техни÷еской äиаãностики
и вопросы синтеза структур реëейных устройств»
по спеöиаëüности «Техни÷еская кибернетика». 

В 1970 ã. еìу присвоено звание профессора, в
1984 ã. он избран ÷ëеноì-корреспонäентоì АН
СССР по отäеëениþ «Инфорìатика, вы÷исëитеëü-
ная техника и автоìатика» (спеöиаëüностü «Эëе-
ìентная база, ìатериаëы вы÷исëитеëüной техники
и äиаãностика»). 

П.П. Пархоìенко — виäный спеöиаëист в об-
ëасти теории äискретных устройств и систеì,
коìбинаторики и техни÷еской äиаãностики. Иì
преäëожены принöипы построения систеì тесто-
воãо и функöионаëüноãо äиаãностирования, про-
ектирования новых объектов с у÷етоì требований
их äиаãности÷ескоãо обеспе÷ения. Выпоëненное
иì развитие основ теории вопросников расøири-
ëо круã заäа÷ по оптиìизаöии проöеäур äиаãнос-
тирования. 

В те÷ение триäöати ëет, äо 1994 ã., П.П. Пар-
хоìенко завеäоваë ëабораторией техни÷еской äиа-
ãностики и отказоустой÷ивости Института про-
бëеì управëения РАН. Поä еãо руковоäствоì ëа-
боратория разработаëа ëоãи÷еские анаëизаторы
реëейно-контактных схеì и ряä образöов про-
ãраììно-управëяеìых ìаøин äëя автоìатизиро-
ванной проверки разëи÷ных техни÷еских объектов
(теëефонной аппаратуры, эëектровозов, саìоëе-
тов, систеì управëения ракет и äр.). Он стаë ини-
öиатороì и автороì первых в наøей стране раз-
работок универсаëüной (работаþщей по сìен-
ной проãраììе) аппаратуры автоìатизированноãо
контроëя сëожных изäеëий в усëовиях их произ-
воäства и экспëуатаöии. Аппаратура приìеня-
ëасü в проìыøëенности, äве ìоäификаöии про-
веро÷ной ìаøины ПУМА выпускаëисü серийно.
Разработки привëекëи вниìание и активизирова-
ëи реøение заäа÷ автоìатизаöии контроëя в раз-
ных обëастях нароäноãо хозяйства. Новизна те-
ìатики привëекëа в ëабораториþ ìноãих ìоëо-
äых инженеров. 

В на÷аëе 1960-х ãã. П.П. Пархоìенко быë ãëав-
ныì иниöиатороì рожäения новой нау÷ной äис-
öипëины в СССР — техни÷еской äиаãностики

ðîíèêàÕ
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(и впосëеäствии отказоустой÷ивости). Он стаë
признанныì ëиäероì этоãо новоãо направëения в
наøей стране (неäароì еãо называþт отöоì рус-
ской техни÷еской äиаãностики!), созäаë Всесоþз-
нуþ øкоëу-сеìинар по техни÷еской äиаãностике,
вëитüся в ряäы которой быëо заветной ìе÷той
ìноãих сотен не тоëüко ìоëоäых инженеров, но и
зреëых иссëеäоватеëей. Он суìеë созäатü уäиви-
теëüный нау÷ный и рабо÷ий кëиìат этих øкоë,
который способствоваë быстроìу росту кваëифи-
каöии «øкоëüников», появëениþ ãрупп иссëеäо-
ватеëей и инженеров-äиаãностов во ìноãих нау÷-
ных и крупных проектных орãанизаöиях, у÷еб-
ных институтах, на проìыøëенных преäприятиях.
Зна÷итеëüно выросëа пубëикаöионная активностü
по пробëеìаì техни÷еской äиаãностики. В ряäе
техни÷еских вузов стаëи ÷итатüся курсы по тех-
ни÷еской äиаãностике. С 1973 по 1991 ã. поä еãо
бессìенныì руковоäствоì провеäено 18 øкоë и
6 Всесоþзных совещаний по техни÷еской äиа-
ãностике и отказоустой÷ивости. По÷ти 100 «у÷е-
ников» øкоëы-сеìинара защитиëи канäиäатские
äиссертаöии, а боëее 20 стаëи äоктораìи наук.
Пожаëуй, все они опираëисü на поìощü и советы
П.П. Пархоìенко, и все «øкоëüники» искренне
с÷итаþт себя еãо у÷еникаìи, и это о÷енü боëüøая
÷естü. 

Поä руковоäствоì П.П. Пархоìенко защищено
20 канäиäатских äиссертаöий. Он автор и соавтор
боëее 100 пубëикаöий, в тоì ÷исëе äвух ìоноãра-
фий, ìноãих изобретений и патентов. 

Павеë Павëови÷ и сей÷ас веäет активнуþ нау÷-
нуþ äеятеëüностü. Руковоäит иссëеäованияìи по
фунäаìентаëüной теìатике, явëяется преäсеäате-
ëеì секöии техни÷еских среäств автоìатики и вы-
÷исëитеëüной техники У÷еноãо совета ИПУ РАН,
÷ëеноì äвух äиссертаöионных советов, заìестите-

ëеì ãëавноãо реäактора журнаëа «Автоìатика и те-
ëеìеханика». 

В ãоäы Веëикой Оте÷ественной войны коìан-
äир стреëковоãо отäеëения сержант П.П. Пархо-
ìенко воеваë на Первоì Украинскоì и Первоì
Беëорусскоì фронтах, проøеë боевой путü от
Днепра äо Буãа. Посëе тяжеëоãо ранения в 1944 ã.
быë äеìобиëизован. 

П.П. Пархоìенко наãражäен ìеäаëüþ «За по-
беäу наä Герìанией», орäенаìи Оте÷ественной
войны и Труäовоãо Красноãо Знаìени, а также
þбиëейныìи ìеäаëяìи. Павеë Павëови÷ отëи÷а-
ется øиротой и ãëубиной знаний во ìноãих сìеж-
ных обëастях своей äеятеëüности. Павеë Павëови÷
о÷енü вниìатеëüно и äоброжеëатеëüно относится
к работаì коëëеã не тоëüко в наøей стране, но и
за рубежоì, и еìу отве÷аþт взаиìностüþ. К неìу
постоянно обращаþтся за советоì и поìощüþ, и
он никоìу не отказывает. Он ëþбит жизнü во всех
ее проявëениях. Он не тоëüко У÷еный, но и пре-
красный Инженер-изобретатеëü, заìе÷атеëüный
Чеëовек, äобрый, принöипиаëüный и строãий.
Неìаëая засëуãа принаäëежит еìу в созäании и
поääержании той особенной твор÷еской атìос-
феры, которуþ ветераны Института называþт
«иатовскиì» äухоì. 

Руковоäя ìоëоäежныì коëëективоì, Павеë
Павëови÷ никоãäа не отставаë от своих сотруäни-
ков в свобоäное от работы вреìя: катаëся с ниìи
на ãорных ëыжах, иãраë в воëейбоë, у÷аствоваë в
институтских спортивных оëиìпиаäах. Соверøен-
но естественно, ÷то в Институте П.П. Пархоìенко
поëüзуется оãроìныì уважениеì, поскоëüку еãо
высокие нау÷ные и орãанизаторские способности
орãани÷ески со÷етаþтся с такиìи опреäеëяþщи-
ìи еãо ÷ертаìи, как коììуникабеëüностü, поря-
äо÷ностü, приветëивостü, ÷увство þìора. 

Дорогой Павел Павлович!

Поздравляем Вас с юбилеем и желаем здоровья на многие годы!

Творческих Вам успехов!

Редакционная коллегия 
Редакция 
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