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Лþбая эконоìи÷еская систеìа состоит из ìножества
орãанизованных некоторыì образоì сотруäников. Бëа-
ãоäаря орãанизаöии сотруäники äействуþт на основе
опреäеëенных проöеäур и правиë (ìеханизìов), ÷то
позвоëяет äости÷ü öеëи систеìы [1].

Сотруäники орãанизаöии спеöиаëизированы, ÷то
повыøает их эффективностü по сравнениþ с ìножест-
воì оäино÷ных (неорãанизованных) аãентов. Оäнако
взаиìоäействие сотруäников разëи÷ной спеöиаëизаöии
äоëжно бытü скоорäинировано äëя äостижения общей
öеëи систеìы. Это фунäаìентаëüная пробëеìа ëþбой
орãанизаöии, поскоëüку коорäинаöия требует усиëий,
направëенных на пëанирование совìестной работы,
контроëü резуëüтатов, соãëасование öеëей сотруäников
и äр. Дëя реаëизаöии управëен÷еских функöий в орãа-

низаöии созäается иерархия
1
 [2].

Оäин из кëþ÷евых факторов эффективности эконо-
ìи÷еской систеìы — оптиìаëüностü иерархии, выпоë-
няþщей управëен÷еские функöии с ìиниìаëüныìи за-
тратаìи. Дëя небоëüøой систеìы оптиìаëüной ìожет
бытü äвухуровневая иерархия, в которой на первоì
(нижнеì) уровне нахоäятся ряäовые испоëнитеëи, а на
второì — еäинственный ìенеäжер. Оäнако при росте
систеìы оäин ìенеäжер уже не способен управëятü все-
ìи взаиìоäействияìи испоëнитеëей, и необхоäиìо на-

нятü нескоëüких ìенеäжеров на второй уровенü иерар-
хии, возëожив на кажäоãо из них ответственностü за
управëение взаиìоäействияìи внутри поä÷иненной
ãруппы испоëнитеëей. Взаиìоäействие ìежäу ãруппа-
ìи, которые поä÷инены ìенеäжераì второãо уровня,
порожäает взаиìоäействие ìежäу ìенеäжераìи. Этиì
взаиìоäействиеì также необхоäиìо управëятü с поìо-
щüþ ìенеäжеров третüеãо уровня и т. ä. Поäобныì об-
разоì возникает ìноãоуровневая иерархия с еäинствен-
ныì ìенеäжероì на высøеì уровне. Выøестоящий ìе-
неäжер (на÷аëüник) в иерархии упоëноìо÷ен управëятü
поä÷иненныìи сотруäникаìи (ìенеäжераìи иëи испоë-
нитеëяìи), а поä÷иненные обеспе÷иваþт на÷аëüников
инфорìаöией и выпоëняþт их распоряжения [3].

Заäа÷а об оптиìаëüной иерархии весüìа сëожна äëя
ìатеìати÷ескоãо иссëеäования. По этой при÷ине на
äанный ìоìент иìеется небоëüøое ÷исëо работ по äан-
ной теìатике. Среäи «кëасси÷еских» ìожно отìетитü
работы [4, 5], в которых пробëеìа освещается äостато÷-
но общо, оäнако ìоäеëü оптиìаëüной иерархии в общеì
виäе не форìаëизована. В ряäе боëее позäних работ
(сì., наприìер, книãу [6]) иссëеäуþтся строãие ìатеìа-
ти÷еские постановки указанной заäа÷и, при этоì наëа-
ãается ряä весüìа жестких оãрани÷ений (как правиëо,
рассìатриваþтся тоëüко äревовиäные иерархии с поä-
÷инениеì тоëüко ìежäу сосеäниìи уровняìи и затрата-
ìи, зависящиìи тоëüко от ÷исëа непосреäственных поä-
÷иненных). В ряäе неäавних работ рассìатривается боëее
общая постановка, которая, несìотря на своþ сëож-
ностü, äопускает ìатеìати÷еское иссëеäование [7—12].
Даëее буäет испоëüзоватüся аппарат и резуëüтаты ука-
занных работ.

Рассìотрена ìоäеëü ìноãоуровневой иерархи÷еской структуры, управëяþщей «произ-

воäственной ëинией» (посëеäоватеëüныì бизнес-проöессоì с оäинаковой интенсивнос-

тüþ взаиìоäействия испоëнитеëей). Затраты ìенеäжера опреäеëены степенной функöи-

ей, зависящей от интенсивности управëяеìоãо ìенеäжероì поäпроöесса. Доказано, ÷то

оптиìаëüной буäет äревовиäная иерархия, заäа÷а поиска которой свеäена к заäа÷е ус-

ëовной оптиìизаöии. Дëя выпукëой функöии затрат оптиìаëüное äерево найäено в яв-

ноì виäе.

1
 Сотруäники на боëее высоких уровнях иерархии обëаäаþт

бóëüøиìи праваìи, ÷еì сотруäники нижних уровней. Это поз-
воëяет систеìе äости÷ü öеëи äаже в сëу÷ае конфëиктов ìежäу
сотруäникаìи.
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Рассìатриваеìая в настоящей работе ìоäеëü иерар-
хии управëения основана на заäанноì техноëоãи÷ескоì

взаиìоäействии испоëнитеëей
2
. Интенсивностü взаиìо-

äействия опреäеëяется технологической сетью, связи ко-
торой соответствуþт потокам (ìатериаëüныì, инфор-
ìаöионныì и т. п.) ìежäу испоëнитеëяìи. Оäниì из
приìеров техноëоãи÷еской сети явëяется производствен-
ная линия, в которой первый испоëнитеëü обеспе÷ивает
поставку сырüя, второй и посëеäуþщие произвоäят ряä
техноëоãи÷еских операöий, посëеäний отãружает про-
äукöиþ потребитеëþ. В симметричной производственной
линии интенсивностü всех потоков оäинакова; т. е. рас-
сìатривается «öепо÷ка» испоëнитеëей — «произвоäс-
твенная ëиния» с оäинаковой интенсивностüþ взаиìо-
äействия ìежäу сосеäниìи испоëнитеëяìи. Затраты
ìенеäжера опреäеëяþтся ìонотонной функöией, зави-
сящей от интенсивности управëяеìоãо ìенеäжероì
поäпроöесса (у÷астка произвоäственной ëинии). Дан-
ная функöия затрат явëяется ÷астныì сëу÷аеì рассìат-
риваеìой в работах [9, 12] секционной функöии. Дëя это-
ãо сëу÷ая настоящая статüя ис÷ерпываþщиì образоì
реøает заäа÷у об оптиìаëüной иерархии управëения.

1. ÈÑÏÎËÍÈÒÅËÈ È ÌÅÍÅÄÆÅÐÛ, ÂÈÄÛ ÈÅÐÀÐÕÈÉ

Пустü N = {w
1
, ...,w

n
} — ìножество исполнителей, ко-

торые ìоãут взаиìоäействоватü äруã с äруãоì. Через w
env

буäеì обозна÷атü внешнюю среду, взаиìоäействуþщуþ
с испоëнитеëяìи. Иноãäа испоëнитеëи обозна÷аþтся
w, w', w'' ∈ N. Функцией потока назовеì сëеäуþщуþ
функöиþ:

f: (N ∪ {w
env

}) × (N ∪ {w
env

}) → ,

ãäе äëя кажäой пары испоëнитеëей w', w'' ∈ N вектор
f(w', w'' ) опреäеëяет интенсивность потоков ìежäу w' и
w''. Этот вектор соäержит p неотриöатеëüных коìпо-
нент. Кажäая коìпонента опреäеëяет интенсивностü оä-
ноãо типа взаиìоäействия испоëнитеëей (ìатериаëü-
ный, инфорìаöионный иëи про÷ий тип потока). Такиì
образоì, техноëоãия взаиìоäействия испоëнитеëей
опреäеëяет функöиþ потока f иëи взвеøеннуþ техно-

логическую сеть f
3
. Вектор f(w

env
, w) соответствует ин-

тенсивности потоков ìежäу испоëнитеëеì w и внеøней
среäой. Потоки ìежäу испоëнитеëяìи назовеì потока-
ми внутри технологической сети. Буäеì ãоворитü, ÷то
ìежäу w' и w'' отсутствует связь тоãäа и тоëüко тоãäа,
коãäа поток ìежäу испоëнитеëяìи нуëевой.

Рассмотрим пример. Пустü N = {w
1
, w

2
, w

3
} и p = 1,

т. е. иìеþтся трое испоëнитеëей и потоки оäноãо типа.
Буäеì с÷итатü, ÷то в техноëоãи÷еской сети иìеþтся
÷етыре связи f(w

env
, w

1
) = λ, f(w

1
, w

1
) = λ, f(w

2
, w

3
) = λ,

f(w
3
, w

env
) = λ, ãäе λ — вектор интенсивности потоков.

Эта техноëоãи÷еская сетü изображена на рис. 1. На
рисунке не показана внеøняя среäа. Поэтоìу связи,
соеäиняþщие испоëнитеëей w

1
 и w

3
 с внеøней среäой,

иìеþт «вися÷ий» конеö. Данный приìер ìожет соответ-
ствоватü произвоäственной ëинии («бизнес-проöессу»).
Испоëнитеëü w

1
 приниìает сырüе от поставщика и пе-

реäает резуëüтат испоëнитеëþ w
2
. Тот выпоëняет о÷е-

реäнуþ техноëоãи÷ескуþ операöиþ и переäает резуëüтат
äаëее. Посëеäний испоëнитеëü (в приìере w

3
), выпоë-

нив посëеäнþþ техноëоãи÷ескуþ операöиþ, отãружает
проäукöиþ потребитеëþ.

Сетü с испоëнитеëяìи N = {w
1
, ..., w

n
} и потокаìи

f(w
env

, w
1
) = λ, f(w

i – 1
, w

i
) = λ äëя всех 2 m i m n, f(w

n
,

w
env

) = λ буäеì ниже называтü симметричной производ-

ственной ëинией4, а λ — интенсивностью линии. В несим-
метричной производственной линии возìожны потоки
разëи÷ной интенсивности. Изìенение интенсивности
ìожет бытü вызвано особенностяìи взаиìоäействия
ìежäу испоëнитеëяìи на разëи÷ных этапах произ-
воäства.

Обозна÷иì ÷ерез M коне÷ное ìножество менед-
жеров, управëяþщих взаиìоäействиеì испоëнитеëей.
Менеäжеры обы÷но буäут обозна÷атüся ÷ерез m, m', m'',
m

1
, m

2
, ... ∈ M. Пустü V = N ∪ M — все ìножество сотруд-

ников орãанизаöии (испоëнитеëей и ìенеäжеров). Рас-
сìотриì ìножество ребер подчиненности E ⊆ V × M. Реб-
ро (v, m) ∈ E озна÷ает, ÷то сотруäник v ∈ E явëяется
непосредственным подчиненным ìенеäжера m ∈ M, а m —
непосредственным начальником сотруäника v, т. е., ребро
направëено от непосреäственноãо поä÷иненноãо к еãо
непосреäственноìу на÷аëüнику. Сотруäник v ∈ V явëя-
ется подчиненным ìенеäжера m ∈ M (ìенеäжер m явëя-
ется начальником сотруäника v), есëи существует öепо÷-
ка ребер поä÷иненности из v в m. Буäеì также ãоворитü,
÷то на÷аëüник управляет поä÷иненныì, иëи поä÷инен-
ный управляется на÷аëüникоì. Теперü ìожно äатü стро-
ãое опреäеëение иерархии.

Определение 1. Ориентированный ãраф H = (N ∪ M, E)
с ìножествоì ìенеäжеров M и ìножествоì ребер
E ⊆ (N ∪ M) × M назовеì иерархией, управëяþщей ìно-
жествоì испоëнитеëей N, есëи ãраф H аöикëи÷ен, ëþ-
бой ìенеäжер иìеет поä÷иненных и найäется ìенеäжер,
котороìу поä÷инены все испоëнитеëи. Через Ω(N) обоз-
на÷иì ìножество всех иерархий.  �

Аöикëи÷ностü озна÷ает, ÷то не существует «поро÷-
ноãо круãа» поä÷иненности, в котороì кажäый ìенеä-
жер поä÷инен всеì остаëüныì. Опреäеëение также ис-
кëþ÷ает ситуаöии, в которых иìеþтся «ìенеäжеры» без
поä÷иненных. Существование ìенеäжера, котороìу
поä÷инены все испоëнитеëи, озна÷ает, ÷то у ëþбоãо

2
 Поäобная ìоäеëü преäставëяется интересной, поскоëüку

оптиìаëüная иерархия во ìноãоì опреäеëяется иìенно взаи-
ìоäействиеì испоëнитеëей (сì., наприìер, работу [13]).

3 В работе техноëоãи÷еская сетü с÷итается неориентирован-
ной, поскоëüку в рассìатриваеìой ìоäеëи направëение пото-
ка не иãрает роëи. Также преäпоëаãаеì, ÷то сетü не соäержит

петеëü.

R+
p

4 Все остаëüные потоки поäразуìеваþтся равныìи нуëþ.

Рис. 1. Симметричная производственная линия
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ìножества испоëнитеëей найäется общий на÷аëüник,
т. е. иерархия способна управëятü взаиìоäействиеì всех
испоëнитеëей.

На рис. 2 привеäены приìеры äвух иерархий, наä-
строенных наä произвоäственной ëинией из ÷етырех ис-
поëнитеëей. Как виäно из рис. 2, а, иерархия иìеет
«кëасси÷еский» виä — у кажäоãо сотруäника ровно оäин
непосреäственный на÷аëüник (за искëþ÷ениеì на÷аëü-
ника верхнеãо уровня). В иерархии (сì. рис. 2, б) при-
сутствует ìножественное поä÷инение, кроìе тоãо неко-
торыì на÷аëüникаì непосреäственно поä÷инены и ìе-
неäжеры, и испоëнитеëи.

Группой испоëнитеëей s ⊆ N назовеì ëþбое непустое
поäìножество ìножества испоëнитеëей. По опреäеëе-
ниþ 1 в ëþбой иерархии H кажäый ìенеäжер иìеет, по
крайней ìере, оäноãо непосреäственноãо поä÷иненно-
ãо. На÷ав с ëþбоãо ìенеäжера m, ìы ìожеì äвиãатüся по
иерархии «сверху вниз» к поä÷иненныì ìенеäжера m.
В итоãе ìожно опреäеëитü ìножество испоëнитеëей,
поä÷иненных ìенеäжеру m. Буäеì называтü это ìно-
жество подчиненной группой исполнителей и обозна÷атü
s
H
(m) ⊆ N. Буäеì также ãоворитü, ÷то ìенеäжер m управ-

ляет группой исполнителей s
H
(m). В сиëу аöикëи÷ности

кажäоìу ìенеäжеру поä÷инен хотя бы оäин испоëни-
теëü. Поэтоìу кажäый ìенеäжер управëяет непустой
ãруппой испоëнитеëей. Даëее в обозна÷ении ãруппы
s
H
(m) буäеì опускатü нижний инäекс, есëи ясно, о ка-

кой иерархии иäет ре÷ü. Дëя уäобства äаëüнейøеãо из-
ëожения буäеì с÷итатü, ÷то в ëþбой иерархии H ∈ Ω(N)
ëþбоìу испоëнитеëþ w ∈ N «поä÷инена» простейøая
ãруппа s

H
(w) = {w}, состоящая из саìоãо испоëнитеëя.

О÷евиäно, ÷то äëя ëþбой иерархии H и ëþбоãо ìе-
неäжера m ∈ M выпоëнено s

H
(m) = s

H
(v

1
) ∪ ... ∪ s

H
(v
k
),

ãäе v
1
, ..., v

k
 — все непосреäственные поä÷иненные ìе-

неäжера m. Дëя ëþбоãо поä÷иненноãо v ìенеäжера m
выпоëнено s

H
(v) ∪ s

H
(m). Наприìер, на рис. 2, a ìенеä-

жеру m непосреäственно поä÷инены ìенеäжеры m
1
 и m

2
.

Менеäжеру m поä÷инена ãруппа s(m) = {w
1
, w

2
, w

3
, w

4
}.

Менеäжераì m
1
 и m

2
 поä÷инены ãруппы s(m

1
) = {w

1
, w

2
}

и s(m
2
) = {w

3
, w

4
} соответственно. Такиì образоì, ãруппа

s(m) разбивается на äве поäãруппы s(m
1
) и s(m

2
): {w

1
, w

2
,

w
3
, w

4
} = {w

1
, w

2
} ∪ {w

3
, w

4
}. В äанноì приìере поäãруп-

пы не пересекаþтся. В общеì сëу÷ае, как показано на
рис. 2, б, пересе÷ения ìоãут иìетü ìесто.

Определение 2. Иерархиþ назовеì äеревоì, есëи в
ней тоëüко оäин ìенеäжер m не иìеет на÷аëüников, а
все остаëüные сотруäники иìеþт ровно оäноãо непо-

среäственноãо на÷аëüника. Менеäжера m буäеì назы-
ватü корнеì äерева.  �

На рис. 2, а изображен приìер äерева. Напротив, ие-
рархия на рис. 2, б äеревоì не явëяется, так как в ней
оäин ìенеäжер иìеет äвух непосреäственных на÷аëüни-
ков. Леãко показатü, ÷то в äереве непосреäственные
поä÷иненные ëþбоãо ìенеäжера управëяþт непересека-
þщиìися ãруппаìи испоëнитеëей (не «äубëируþт» обя-
занности äруã äруãа [12]).

Определение 3. Иерархиþ назовеì r-иерархией, есëи
у кажäоãо ее ìенеäжера не боëее r непосреäственных
поä÷иненных, ãäе r > 1 — öеëое ÷исëо; r-иерархиþ, ко-
торая явëяется äеревоì, назовеì r-äеревоì.  �

В ëитературе по ìенеäжìенту ÷асто испоëüзуется
терìин норма управляемости — ìаксиìаëüное ÷исëо не-
посреäственных поä÷иненных, которыìи ìожет управ-
ëятü оäин ìенеäжер. Опреäеëение r-иерархии соответ-
ствует норìе управëяеìости, равной r. Максиìаëüнуþ
среäи всех äеревüев норìу управëяеìости иìеет двух-
уровневая иерархия, в которой оäноìу ìенеäжеру непо-
среäственно поä÷инены все испоëнитеëи.

2. ÔÓÍÊÖÈß ÇÀÒÐÀÒ ÌÅÍÅÄÆÅÐÀ
È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÀß ÈÅÐÀÐÕÈß

Чтобы испоëнитеëи взаиìоäействоваëи äруã с äру-
ãоì в соответствии с техноëоãи÷еской сетüþ необхоäиìо
управëение их взаиìоäействиеì. Кажäый ìенеäжер уп-
равëяет потокаìи ìежäу поä÷иненныìи испоëнитеëяìи.
Оäна из интерпретаöий работы ìенеäжера — управëение
реаëизаöией пëанов. Топ-ìенеäжеры форìуëируþт опе-
ративный пëан, который необхоäиìо реаëизоватü. Пëан
ìожет вкëþ÷атü в себя äневной иëи неäеëüный объеì
проäаж и закупок — потоки ìежäу испоëнитеëяìи и
внеøней среäой. В проöессе уто÷нения пëана ìенеäже-
ры на кажäоì уровне äетаëизируþт те еãо ÷асти, за ко-
торые они ответственны. Наприìер, äëя обеспе÷ения
объеìа проäаж, запëанированноãо топ-ìенеäжероì, äи-
ректор по произвоäству ìожет пëанироватü соответству-
þщие произвоäственные потоки. Посëе уто÷нения на
всех уровнях äетаëизированный пëан реаëизуется ис-
поëнитеëяìи. При этоì кажäый ìенеäжер отсëеживает
реаëизаöиþ своих пëанов. Привеäеì приìер. Преäпо-
ëожиì, ÷то в иерархии, изображенной на рис. 2, а, в ре-
зуëüтате конфëикта ìежäу испоëнитеëяìи w

2
 и w

3
 фак-

ти÷еский поток ìежäу ниìи ìенüøе необхоäиìоãо зна-
÷ения потока f(w

2
, w

3
). Испоëнитеëü w

2
 сообщает своеìу

непосреäственноìу на÷аëüнику m
1
, ÷то у неãо возникëи

пробëеìы. Менеäжер m
1
 не в состоянии разреøитü

конфëикт, так как испоëнитеëü w
3
 еìу не поä÷инен.

Анаëоãи÷но, ìенеäжер m
2
 не в состоянии саìостоятеëü-

но справитüся с конфëиктоì, о котороì еìу сообщиë
испоëнитеëü w

3
. В итоãе ìенеäжеры m

1
 и m

2
 сообщат о

конфëикте своеìу непосреäственноìу на÷аëüнику m,
который и приìет реøение, ëиквиäируþщее конфëикт.
Это реøение ìенеäжеры m

1
 и m

2
 переäаäут соответ-

ственно испоëнитеëяì w
2
 и w

3
. Анаëоãи÷но ìожно рас-

сìотретü пëанирование потока f(w
2
, w

3
). Менеäжер m

переäает пëан потока f(w
2
, w

3
) ìенеäжераì m

1
 и m

2
, ко-

торые äовоäят пëан äо испоëнитеëей w
2
 и w

3
, соответ-

Рис. 2. Примеры иерархий над производственной линией:

«кëасси÷еский» виä (а) и с ìножественныì поä÷инениеì (б)
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ственно. Факт выпоëнения пëана äовоäится äо ìенеä-
жера m в обратноì поряäке.

В управëении потокоì f(w
2
, w

3
) заäействованы ìе-

неäжеры m
1
, m

2
 и m. В управëении потокоì f(w

1
, w

2
) за-

äействован тоëüко ìенеäжер m
1
, так как он саìостоя-

теëüно приниìает все реøения, связанные с потокоì
f(w

1
, w

2
). Анаëоãи÷но, в управëении потокоì f(w

3
, w

4
) за-

äействован тоëüко ìенеäжер m
2
. В управëении внеøниì

потокоì f(w
env

, w
1
) у÷аствуþт ìенеäжеры m

1
 и m. Напри-

ìер, пëан закупок опреäеëяется ìенеäжероì m, уто÷ня-
ется ìенеäжероì m

1
 и переäается испоëнитеëþ w

1
.

Анаëоãи÷но, в управëении внеøниì потокоì f(w
4
,w
env

)

у÷аствуþт ìенеäжеры m
2
 и m. Ввеäеì форìаëüное опре-

äеëение обязанностей ìенеäжера.
Определение 4. В иерархии H ìенеäжер m выпоëняет

обязанности äвух типов:
1) управëяет потокаìи f(w', w'') ìежäу поä÷иненныìи

испоëнитеëяìи w', w'' ∪ s
H
(m), которые не управëяþтся

ни оäниì поä÷иненныì ìенеäжера m; суììу таких
потоков назовеì внутренниì потокоì ìенеäжера m и

обозна÷иì (m);

2) у÷аствует в управëении потокаìи f(w', w'' ) ìежäу
поä÷иненныì испоëнитеëеì w' ∈ s

H
(m) и непоä÷инен-

ныì испоëнитеëеì w'' ∈ N \s
H
(m) иëи внеøней среäой

w'' = w
env

; суììу таких потоков назовеì внеøниì пото-

коì ìенеäжера m и обозна÷иì (m).  �

Такиì образоì, ìенеäжер управëяет внутренниì по-
токоì и у÷аствует в управëении внеøниì. Потоком ме-
неджера назовеì суììу еãо внутренних и внеøних по-
токов. Из опреäеëения сëеäует, ÷то внеøний и внутрен-
ний потоки ìенеäжера m равны:

(m) = f(w', w'' ),

(m) = f(w', w'' ). (1)

При поäс÷ете внутреннеãо потока необхоäиìо суì-
ìироватü потоки внутри ãруппы s

H
(m), которые не

управëяþтся непосреäственныìи поä÷иненныìи. При
заäанных N и f внутренний и внеøний поток ìенеäжера
m зависит тоëüко от s

H
(v

1
), ..., s

H
(v
k
), т. е. от ãрупп ис-

поëнитеëей, которыìи управëяþт непосреäственные
поä÷иненные ìенеäжера m.

Определение 5. Затратаìи ìенеäжера m ∈ M в иерар-
хии H ∈ Ω(N ) назовеì веëи÷ину

c(s
H
(v

1
), ..., s

H
(v
k
)) = ϕ( (m) + (m)), (2)

ãäе v
1
, ..., v

k 
— все непосреäственные поä÷иненные ìе-

неäжера m, s
H
(v

1
), ..., s

H
(v
k
) — управëяеìые иìи ãруппы,

ϕ:  → R
+
 — ìонотонно неубываþщая по всеì пе-

реìенныì функöия, ставящая в соответствие вектору

(m) + (m) потока неотриöатеëüное äействитеëü-

ное ÷исëо.  �

Затраты ìенеäжера опреäеëяþтся функöией ϕ(•),
зависящей от потоков ìенеäжера. Неубывание функöии
ϕ(•) озна÷ает, ÷то при увеëи÷ении оäной иëи нескоëü-
ких коìпонент потока, т. е. при увеëи÷ении «объеìа»
управëен÷еской работы, затраты на управëение не ìоãут
снизитüся.

Определение 6. Затратаìи иерархии H = (N ∪ M, E) ∈
∈ Ω(N ) назовеì суììу затрат всех ее ìенеäжеров

c(H ) = c(s
H
(v

1
), ..., s

H
(v
k
)) =

= ϕ( (m) + (m)),

ãäе v
1
, ..., v

k 
— все непосреäственные поä÷иненные ìе-

неäжера m. Оптиìаëüной иерархией назовеì иерархиþ

H*, затраты которой ìиниìаëüны: H* ∈ Arg c(H ). �

Оптиìаëüных иерархий ìожет бытü нескоëüко. Да-
ëее ìы буäеì реøатü заäа÷у поиска оäной из оптиìаëü-
ных иерархий. При этоì ìножество испоëнитеëей N
преäпоëаãается известныì. Необхоäиìо найти иерар-
хиþ (т. е. опреäеëитü ÷исëо ìенеäжеров и их поä÷инен-
ностü) из Ω(N ), ìиниìизируþщуþ затраты на управ-
ëение испоëнитеëяìи. Соãëасно форìуëаì (1) функöия
затрат ìенеäжера (2) зависит тоëüко от ãрупп s

H
(v

1
), ...,

..., s
H
(v
k
), управëяеìых непосреäственныìи поä÷инен-

ныìи v
1
, ..., v

k
. Функöии такоãо виäа названы в работе

[12] секöионныìи. В настоящей работе рассìатривается
÷астный сëу÷ай секöионной функöии затрат.

3. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÀß ÈÅÐÀÐÕÈß ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÎÉ ËÈÍÈÅÉ

Рассìотриì заäа÷у наäстройки оптиìаëüной иерар-
хии наä сиììетри÷ной произвоäственной ëинией (сì.
рис. 1), которая явëяется простейøей сетüþ. Вäоëü ëи-
нии äвижется некоторый поток. Наприìер, первый ис-
поëнитеëü поëу÷ает сырüе и переäает поëуфабрикат
второìу испоëнитеëþ. Анаëоãи÷ныì образоì ìатери-
аëüный поток äвижется äаëее впëотü äо посëеäнеãо ис-
поëнитеëя, который отãружает ãотовуþ проäукöиþ. Со-
путствуþщие инфорìаöионные и про÷ие типы потоков
также ìожно у÷итыватü, рассìатривая ìноãокоìпонен-
тный поток (p > 1). Сиììетри÷ная произвоäственная
ëиния накëаäывает на техноëоãи÷ескуþ сетü äва важных
оãрани÷ения:
� потоки обрабатываþтся посëеäоватеëüно — кажäый

испоëнитеëü взаиìоäействует тоëüко с преäыäущиì
и со сëеäуþщиì испоëнитеëеì в ëинии;

� зна÷ение потока ìежäу всеìи испоëнитеëяìи оäина-
ково, т. е. интенсивностü взаиìоäействия не ìеняет-
ся на протяжении всей ëинии.
О÷евиäно, ÷то на практике эти оãрани÷ения ìоãут

наруøатüся. Моãут существоватü разëи÷ные техноëоãи-
÷еские ìарøруты, нека÷ественная проäукöия ìожет
возвращатüся на äоработку, интенсивностü потоков ìо-
жет возрастатü и снижатüся (наприìер, у÷естü заãотовку
оäноãо типа в на÷аëе ëинии ìожет бытü ãоразäо проще,
÷еì äесятки разëи÷ных äетаëей, образуþщихся в резуëü-
тате обработки). Оäнако в некоторых сëу÷аях техноëо-
ãи÷еская сетü ìожет бытü бëизка к сиììетри÷ной ëи-
нии. Такой виä сети позвоëяет найти оптиìаëüнуþ

FH
int

FH
ext

FH
ext

w' sH m( ),∈

w'' N\sH m( )( ) wenv{ }∪∈

∑

FH
int

w' w'',( ) sH m( ),⊆

w' w'',( ) sH vj( ) äëя всех 1 j k≤ ≤⊄

∑

FH
int

FH
ext

R+
p

FH
int

FH
ext

m M∈
∑

m M∈
∑ FH

int
FH

ext

min
H Ω∈
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иерархиþ. Есëи техноëоãи÷еская сетü зна÷итеëüно
сëожнее сиììетри÷ной ëинии, то äëя поиска оптиìаëü-
ной иерархии ìоãут бытü приìенены общие ìетоäы,
описанные в работе [12]. Даëее с÷итаеì, ÷то испоëните-
ëи N = {w

1
, ..., w

n
} связаны техноëоãи÷еской сетüþ f(w

env
,

w
1
) = λ, f(w

i – 1
, w

i
) = λ äëя всех 2 m i m n, f(w

n
, w

env
) = λ.

Утверждение. Существует оптимальное дерево H,
управляющее симметричной производственной линией, и
обладающее следующими свойствами:

1) в дереве H каждый менеджер управляет группой
исполнителей, идущих в линии последовательно;

2) если функция затрат выпуклая, то у различных ме-
неджеров дерева H число непосредственных подчиненных
отличается не более чем на единицу. �

Доказатеëüство привеäено в Приëожении.

В соответствии с этиì утвержäениеì, при поиске оп-
тиìаëüной иерархии ìожно не рассìатриватü неäрево-
виäные иерархии, оãрани÷иваясü кëассоì äеревüев. В то
же вреìя в работе [12] привеäен приìер, показываþ-
щий, ÷то это утвержäение не верно äëя несиììетри÷ной
ëинии. В сиëу свойства 1 утвержäения ìожно рассìат-
риватü тоëüко такие äеревüя, в которых кажäоìу ìенеä-
жеру поä÷инена ãруппа из испоëнитеëей, иäущих поä-
ряä, и не рассìатриватü иерархии, в которых некоторо-
ìу ìенеäжеру поä÷инена, наприìер, ãруппа {w

1
, w

2
, w

4
}.

Есëи на рис. 3 ìенеäжеру m
1
 вìесто испоëнитеëя w

3
 поä-

÷инитü испоëнитеëя w
4
, а ìенеäжеру m

2
 вìесто испоë-

нитеëя w
4 
поä÷инитü испоëнитеëя w

3
, то поëу÷иì сëе-

äуþщие резуëüтаты.

� Затраты ìенеäжеров m
1
 и m

2
 возрастут.

� Менеäжер m
1
 перестанет управëятü потокоì f(w

2
, w

3
),

а буäет ëиøü у÷аствоватü в управëении
5
. Менеäжер m

2

перестанет управëятü потокоì f(w
4
, w

5
), а буäет ëиøü

у÷аствоватü в управëении. В резуëüтате поток, управ-
ëяеìый выøестоящиì ìенеäжероì m

3
, возрастет на

f(w
2
, w

3
) + f(w

4
, w

5
). Сëеäоватеëüно, возрастут затраты

ìенеäжера m
3
.

Приìер иëëþстрирует резуëüтат утвержäения — поä-
÷инение ìенеäжеру ãруппы испоëнитеëей, которые иäут
в ëинии не поäряä, увеëи÷ивает затраты всей иерархии.
Соäержатеëüная интерпретаöия этоãо свойства о÷евиä-
на. Кажäый ìенеäжер äоëжен управëятü оäниì участ-
ком производственной линии (посëеäоватеëüно иäущиìи
испоëнитеëяìи). Попытка поä÷инитü ìенеäжеру несвя-
занные ÷асти произвоäства увеëи÷ит затраты иерархии и
привеäет к неоптиìаëüности.

Рассìотриì рис. 3. Менеäжеру m
1
 поä÷инена ãруппа

{w
1
, w

2
, w

3
} из трех испоëнитеëей. В ãруппу {w

1
, w

2
, w

3
}

вхоäит поток f(w
env

, w
1
) из внеøней среäы и выхоäит по-

ток f(w
3
, w

4
). Посëе назна÷ения ìенеäжера m

1
 он с то÷ки

зрения затрат выøестоящих ìенеäжеров ни÷еì не отëи-
÷ается от испоëнитеëя. Факти÷ески, поä÷инив ìенеäже-
ру m

1
 трех испоëнитеëей, ìы «сократиì» äëину произ-

воäственной ëинии на äва, поскоëüку три испоëнитеëя
заìенятся на оäноãо ìенеäжера. Менеäжер m

2
 снова

«сократит» ÷исëо звенüев произвоäственной ëинии на
äва. При этоì ìенеäжеру m

2
 ìожно быëо бы поä÷инитü

ìенеäжера m
1
 и äвух испоëнитеëей, ÷то привеëо бы к

теì же затратаì. Оäнако поäобное поä÷инение привеäет
к росту ÷исëа уровней иерархии, поэтоìу преäпо÷ти-
теëüнее вариант, изображенный на рис. 3.

Есëи в äереве H у ìенеäжера m иìеется k непосреä-
ственных поä÷иненных, то ãруппа s

H
(m) разбивается на

k поäãрупп. Такиì образоì, некоторый у÷асток произ-
воäственной ëинии разбивается на k поäу÷астков. Тоãäа
ìенеäжер m управëяет k – 1 внутренниìи потокаìи и
у÷аствует в управëении äвуìя внеøниìи потокаìи.
Сëеäоватеëüно, есëи в äереве ëþбой ìенеäжер управëя-
ет испоëнитеëяìи, иäущиìи в ëинии поäряä, то затраты
ìенеäжера с k непосреäственныìи поä÷иненныìи оп-
реäеëяþтся форìуëой:

ϕ((k + 1)λ). (3)

Поä÷инив ìенеäжеру m
1
 некоторое ÷исëо r

1
 испоë-

нитеëей, ìы факти÷ески сократиì ÷исëо эëеìентов
произвоäственной ëинии на r

1
 – 1 (r

1
 испоëнитеëей за-

ìенятся на оäноãо ìенеäжера). Анаëоãи÷но, ìожно наз-
на÷итü ìенеäжера m

2
, поä÷инив еìу r

2
 еще не поä÷инен-

ных испоëнитеëей иëи ìенеäжеров, и т. ä. В итоãе äоë-
жен остатüся еäинственный непоä÷иненный ìенеäжер
m
q
, (напоìниì, ÷то q — общее ÷исëо ìенеäжеров), т. е.

n – (r
1
 – 1) – (r

2
 – 1) – ... – (r

q
 – 1) = 1. Переписывая

äанное равенство, поëу÷иì сëеäуþщее оãрани÷ение на
÷исëо непосреäственных поä÷иненных всех ìенеäжеров
äерева:

r
1
 + ... + r

q
 = n + q – 1. (4)

По форìуëе (3) затраты ìенеäжеров равны ϕ((r
1
 +

+ 1)λ), ..., ϕ((r
q
 + 1)λ). Дëя реøения заäа÷и об оптиìаëü-

ной иерархии остаëосü реøитü сëеäуþщуþ заäа÷у опти-
ìизаöии:

ϕ((r
1
 + 1)λ) + ... + ϕ((r

q
 + 1)λ) → min, (5)

при усëовиях (4), r
1
, ..., r

q
 l 2, 1 m q m n – 1.

Итак, äëя сиììетри÷ной произвоäственной ëинии
заäа÷а об оптиìаëüной иерархии своäится к заäа÷е (5)
усëовной оптиìизаöии функöии, зависящей от q öеëо-
÷исëенных переìенных (такуþ заäа÷у необхоäиìо ре-
øитü при кажäоì q). Дëя реøения заäа÷и (5) ìожно
приìенитü кëасси÷еские ìетоäы äискретной оптиìи-
заöии иëи преäëоженные в работе [9] аëãоритìы поиска
оптиìаëüных äеревüев äëя произвоëüной секöионной
функöии.

В соответствии с утвержäениеì äëя выпукëых функ-
öий заäа÷а (5) реøается анаëити÷ески. В оптиìаëüноì
äереве у разëи÷ных ìенеäжеров ÷исëо непосреäствен-
ных поä÷иненных отëи÷ается не боëее ÷еì на еäиниöу,
т. е. веëи÷ины r

1
, ..., r

q
 отëи÷аþтся не боëее ÷еì на еäи-5 То естü этот поток станет äëя ìенеäжера внеøниì.

Рис. 3. Пример иерархии над симметричной производственной 
линией
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ниöу
6
. Пустü r — ìиниìаëüное ÷исëо непосреäственных

поä÷иненных ìенеäжера. Тоãäа у ëþбоãо ìенеäжера ëи-
бо r, ëибо r + 1 непосреäственных поä÷иненных. Пустü
q

1
 > 0 — ÷исëо ìенеäжеров первоãо типа (с r непосреä-

ственныìи поä÷иненныìи). Тоãäа q
2
 = q – q

1
 — ÷исëо

ìенеäжеров второãо типа (с r + 1 непосреäственныìи
поä÷иненныìи). Левая ÷астü выражения (4) иìеет виä
q

1
r + q

2
(r + 1) = qr + q

2
, т. е. выпоëнено усëовие:

qr + q
2
 = n + q – 1, r = (n + q – 1)/q 7

. (6)

Есëи n – 1 äеëится на q наöеëо, то q
2
 = 0, и у всех

ìенеäжеров оäинаковое ÷исëо r = (n + q – 1)/q не-
посреäственных поä÷иненных. Ина÷е соãëасно равен-
ству (6) r — бëижайøее снизу öеëое ÷исëо, а q

2
 — остаток

от äеëения n – 1 на q.

В сëу÷ае выпукëой функöии при фиксированноì q
из форìуëы (6) опреäеëяþтся параìетры r

1
, ..., r

q
 и по

форìуëе (5) вы÷исëяþтся затраты äерева. Поэтоìу äëя
реøения заäа÷и об оптиìаëüной иерархии остается
ëиøü найти оптиìаëüное ÷исëо ìенеäжеров 1 m q m n – 1.
Это ìожно сäеëатü с поìощüþ сравнения n – 1 вариан-
тов. Ина÷е ãоворя, äëя ëþбой выпукëой функöии ìожно
найти оптиìаëüнуþ иерархиþ наä сиììетри÷ной произ-
воäственной ëинией путеì сравнения затрат n – 1 äерева.
Вариант q = 1 соответствует äвухуровневой иерархии с
ìаксиìаëüныì ÷исëоì непосреäственных поä÷иненных
r = n. Вариант q = n – 1 соответствует äвухуровневой
иерархии c ìиниìаëüныì ÷исëоì непосреäственных
поä÷иненных r = 2. Дëя ìноãих выпукëых функöий ϕ(•)
заäа÷у ìожно реøитü анаëити÷ески, не сравнивая ÷ис-
ëенно затрат n – 1 äерева. Наприìер, в работе [12] заäа÷а
реøена äëя важноãо ÷астноãо сëу÷ая — степенной функ-
öии затрат (äëя нее существует оптиìаëüная норìа
управëяеìости, которая не зависит от n и λ).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Доказано, ÷то при поиске оптиìаëüной иерархии уп-
равëения сиììетри÷ной произвоäственной ëинией
ìожно не рассìатриватü неäревовиäные иерархии, оã-
рани÷иваясü кëассоì äеревüев, в которых кажäый ìе-
неäжер управëяет оäниì у÷асткоì произвоäственной
ëинии, т. е. посëеäоватеëüно иäущиìи испоëнитеëяìи.
Такиì образоì, заäа÷а зна÷итеëüно упрощается, пос-
коëüку äëя ее реøения äостато÷но найти среäи указан-
ных äеревüев наиëу÷øее — äерево с ìиниìаëüныìи
затратаìи. Эта заäа÷а свеäена к заäа÷е усëовной опти-
ìизаöии функöии, зависящей от q öеëо÷исëенных пе-
реìенных. В сëу÷ае выпукëой функöии затрат ÷исëо
непосреäственных поä÷иненных ìенеäжеров отëи÷ает-
ся не боëее, ÷еì на еäиниöу. Дëя реøения заäа÷и об оп-
тиìаëüной иерархии äостато÷но найти оптиìаëüное
÷исëо ìенеäжеров, сравнив затраты n – 1 äеревüев, т. е.
заäа÷а оптиìизаöии становится тривиаëüной.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  у т в е р ж ä е н и я. Пустü M =
= {m

1
, ..., m

q
} — ìножество ìенеäжеров, которые управ-

ëяþт всеìи потокаìи сиììетри÷ной произвоäственной
ëинии с ìиниìаëüныìи суììарныìи затратаìи. Обоз-
на÷иì ÷ерез k

i
 ÷исëо внутренних потоков, которыìи

управëяет ìенеäжер m
i
, 1 m i m q. Обозна÷иì ÷ерез l

i
 ÷ис-

ëо внеøних потоков, в управëении которыìи у÷аствует
ìенеäжер m

i
. Тоãäа суììарный внутренний поток ìе-

неäжера m
i
 равен F

int
(m

i
) = λk

i
, внеøний поток равен

F
ext

(m
i
) = λl

i
. Затраты ìенеäжера m

i
 равны ϕ((k

i
 + l

i
)λ).

Затраты всех ìенеäжеров из M составят ϕ((k
1
 + l

1
)λ) + ...

... + ϕ((k
q
 + l

q
)λ).

Лþбой ìенеäжер m
i
 у÷аствует в управëении, по ìенü-

øей ìере, äвуìя внеøниìи потокаìи. Действитеëüно,
пустü w

k
 ∈ N — испоëнитеëü с наиìенüøиì ноìероì,

поä÷иненный ìенеäжеру m
i
. Тоãäа поток f(w

k – 1
, w

k
)

(иëи f(w
env

, w
1
) при k = 1) буäет внеøниì äëя ìенеäжера

m
i
. Анаëоãи÷но ìожно рассìотретü испоëнитеëя с наи-

боëüøиì ноìероì, т. е. l
i
 l 2. Рассìотриì n – 1 потоков

f(w
i – 1

, w
i
) = λ äëя всех 2 m i m n. Кажäый такой поток

управëяется оäниì из ìенеäжеров m
1
, ..., m

q
. и буäет

внутренниì, по крайней ìере, äëя оäноãо из ìенеä-
жеров. Такиì образоì, выпоëнено неравенство k

1
 + ...

... + k
q
 l n – 1. Кроìе тоãо, k

i
 m n – 1.

Построиì äерево H = (N ∪ M', E' ) сëеäуþщиì обра-
зоì. В на÷аëе ìенеäжеров нет и кажäый из n испоëни-
теëей äоëжен бытü непосреäственно поä÷инен ровно оä-

ноìу ìенеäжеру. Менеäжеру  непосреäственно поä-

÷иниì k
1
 + 1 испоëнитеëей, иäущих в öепи поäряä,

на÷иная с первоãо, т. е. s
H
( ) = {w

1
, ..., }. Менеä-

жер  и кажäый из испоëнитеëей , ..., w
n
 äоëжны

бытü непосреäственно поä÷инены ровно оäноìу ìенеä-
жеру. Посëе первоãо øаãа остаëисü непоä÷иненныìи

n – k
1
 сотруäников. Менеäжеру  непосреäственно

поä÷иниì ìенеäжера  и k
2
 испоëнитеëей , ...,

. Посëе второãо øаãа остаëисü непоä÷иненны-

ìи n – k
1
 – k

2
 сотруäников. Проäоëжая поäобные äей-

ствия, ìожно приäти к äвуì резуëüтатаì:
1) при k

1
 + ... + k

q
 = n – 1 буäут назна÷ены q' = q

ìенеäжеров; при÷еì ìенеäжеру  буäет непосреä-

ственно поä÷инен ìенеäжер  и k
q
 испоëнитеëей

, ..., w
n
, еще оставøихся непоä÷иненныìи;

2) при k
1
 + ... + k

q
 > n – 1 буäут назна÷ены q' m q

ìенеäжеров, при÷еì посëеäнеìу ìенеäжеру  буäет

непосреäственно поä÷инен ìенеäжер  и не боëее

 испоëнитеëей, еще оставøихся непоä÷иненныìи.

В обоих сëу÷аях ìенеäжер  буäет управëятü всеìи

испоëнитеëяìи, т. е. поëу÷иëи äерево H ∈ Ω(N ). По
построениþ кажäый ìенеäжер äерева управëяет ãруп-

6
 Есëи зна÷ения отëи÷аþтся на äва и боëее, то в соответс-

твии с äоказатеëüствоì утвержäения оäно ìожно уìенüøитü, а
äруãое увеëи÷итü, без увеëи÷ения затрат äерева.

7 Сиìвоë (n + q – 1) обозна÷ает нижнее öеëое — ìакси-
ìаëüное öеëое ÷исëо, не превыøаþщее (n + q – 1)/q.

m1'

m1' wk
1

1+

m1' wk
1

2+

m2'

m1' wk
1

2+

wk
1

k
2

1+ +

mq'

mq 1–'

wk
1

... kq 1– 2+ + +

mq''

mq' 1–'

kq'

mq''
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пой испоëнитеëей, которые иäут в öепи посëеäоватеëü-

но. Рассìотриì ìенеäжера , 1 m i m q'. Обозна÷иì всех

еãо непосреäственных поä÷иненных v
1
, ..., v

j
. Сотруäни-

ки v
1
, ..., v

j
 управëяþт попарно непересекаþщиìися

ãруппаìи, при÷еì s
H
( ) = s

H
(v

1
) ∪ ... ∪ s

H
(v
j
), т. е.

управëяеìый ìенеäжероì  у÷асток öепи s
H
( ) раз-

бивается на ÷асти s
H
(v

1
), ..., s

H
(v
j
). Тоãäа ìенеäжер 

управëяет j – 1 внутренниìи потокаìи и у÷аствует в
управëении äвуìя внеøниìи потокаìи. Затраты ìенеä-

жера  равны ϕ(( j + 1)λ). Менеäжер  иìеет не боëее

k
i
 + 1 непосреäственноãо поä÷иненноãо. Поэтоìу затра-

ты ìенеäжера  не превосхоäят веëи÷ины ϕ((k
i
 + 2)λ).

Такиì образоì,

c(H ) m ϕ((k
1
 + 2)λ) + ... + ϕ((k

q
 + 2)λ) m

m ϕ((k
1
 + l

1
)λ) + ... + ϕ((k

q
 + l

q
)λ).

Дерево H ìожет соäержатü ìенüøе q ìенеäжеров. В
сиëу неотриöатеëüности функöии затрат äопоëнитеëü-
ные сëаãаеìые не ìоãут уìенüøитü затраты. У÷итывая

оöенку затрат ìенеäжера , äокажеì первое неравен-

ство. Второе неравенство справеäëиво в сиëу ìонотон-
ности функöии затрат и усëовия l

i
 l 2.

В построенноì äереве H не боëüøе ìенеäжеров, ÷еì
в M, при÷еì затраты ìенеäжеров äерева не превосхоäят
затраты соответствуþщих ìенеäжеров M, т. е. построено
äерево, затраты котороãо не превыøаþт суììарных
затрат ëþбых ìенеäжеров, управëяþщих всеìи потока-
ìи сиììетри÷ной произвоäственной ëинии, сëеäова-
теëüно H — оптиìаëüное äерево.

Пустü ϕ(•) — выпукëая функöия. Дëя кажäоãо

ìенеäжера  äерева H ÷ерез  обозна÷иì ÷исëо не-

посреäственных поä÷иненных, 1 m i m q'. Есëи найäутся
äва ìенеäжера, у которых ÷исëо непосреäственных поä-
÷иненных отëи÷ается боëее, ÷еì на еäиниöу, то äëя не-

которых 1 m i, j m q' – 1 выпоëнено  + 1 < . При

описанноì ранее построении äерева ìы ìожеì назна-

÷атü ìенеäжеров , ...,  в ëþбоì поряäке. Их зат-

раты не зависят от поряäка назна÷ения. Первыì ìожно

назна÷итü ìенеäжера  с  непосреäственныìи поä-

÷иненныìи, а вторыì ìожно назна÷итü ìенеäжера 

с  непосреäственныìи поä÷иненныìи. Всех остаëü-

ных ìенеäжеров назна÷иì в произвоëüноì поряäке.

Такиì образоì, в новоì äереве ÷исëа , ...,  буäут

переставëены, т. е. в новоì äереве (посëе перестановки)

выпоëнено неравенство  + 1 < . По построениþ

äерева ìенеäжеру  непосреäственно поä÷инен испоë-

нитеëü, сосеäний с ãруппой s
H
( ). Тоãäа ìожно пере-

поä÷инитü этоãо испоëнитеëя ìенеäжеру . Это

по-прежнеìу привеäет к äереву, ãäе кажäый ìенеäжер
управëяет ãруппой испоëнитеëей, которые иäут в öепи
посëеäоватеëüно. Изìениëисü тоëüко затраты ìенеä-

жеров  и , у которых теперü  + 1 и  – 1 непо-

среäственных поä÷иненных. Даëее äоказано, ÷то затра-
ты не увеëи÷иëисü. Можно проäоëжитü анаëоãи÷ные

перепоä÷инения. В резуëüтате поëу÷иì äерево, в кото-
роì ÷исëо непосреäственных поä÷иненных у ìенеäже-

ров  и  оäинаково иëи отëи÷ается на еäиниöу.

Кроìе тоãо, уìенüøиëся «разброс» веëи÷ин , ..., 

(наприìер, среäнекваäрати÷ное откëонение). Проäоë-
жая поäобные äействия, построиì в итоãе äерево, в ко-
тороì у разëи÷ных ìенеäжеров ÷исëо непосреäственных
поä÷иненных отëи÷ается не боëее ÷еì на еäиниöу. Зат-
раты поëу÷енноãо äерева не превыøаþт затрат исхоäно-
ãо äерева, т. е. выпоëнено усëовие утвержäения.

Дëя äоказатеëüства утвержäения остаëосü показатü,

÷то выпоëнено неравенство ϕ((  + 2)λ) + ϕ( λ) m

m ϕ((  + 1)λ) + ϕ((  + 1)λ). Обозна÷иì z
1
 =  + 1,

z
2

=  + 1. По опреäеëениþ выпукëой функöии äëя

ëþбых z
1
, z

2
 ∈ R

+
 и äëя ëþбоãо γ ∈ [0; 1] выпоëнено не-

равенство ϕ((γz
1
 + (1 – γ)z

2
)λ) m γϕ(z

1
λ) + (1 – γ)ϕ(z

2
λ).

Поëожиì γ
1
 = (z

2
 – z

1
 – 1)/(z

2
 – z

1
), γ

2
 = 1/(z

2
 – z

1
). Иìееì,

0 < γ
1
, γ

2
 < 1, γ

1
 + γ

2
 = 1. Кроìе тоãо, γ

1
z
1
 + (1 – γ

1
)z

2
 =

= z
1
 + 1, γ

2
z
1
 + (1 – γ

2
)z

2
 = z

2
 – 1. Поäставëяя зна÷ения

γ
1
 и γ

2
 в неравенство, поëу÷иì: ϕ((z

1
 + 1)λ) m γ

1
ϕ(z

1
λ) +

+ (1 – γ
1
)ϕ(z

2
λ), ϕ((z

1
 – 1)λ) m γ

2
ϕ(z

1
λ) + (1 – γ

2
)ϕ(z

2
λ).

Сëожив неравенства, буäеì иìетü ϕ((z
1
 + 1)λ) + ϕ((z

2
 –

– 1)λ) m ϕ(z
1
λ) + (z

2
λ), ÷то и äоказывает требуеìое не-

равенство.  �
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