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ÓÄÊ 519.876.2

ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÐÀÂÍÎÂÅÑÍÛÌÈ ÑÎÑÒÎßÍÈßÌÈ 
ÁÈËÈÍÅÉÍÛÕ ÍÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ

Å.Ê. Êîðíîóøåíêî

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

При разработке интеëëектуаëüных систеì уп-
равëения øироко испоëüзуþтся ãрафовые ìоäеëи
как среäство наãëяäноãо отображения структуры
инфорìаöионных потоков в иссëеäуеìой систеìе
[1]. При иссëеäовании äинаìики ãрафовой ìоäеëи
кажäой переìенной ìоäеëи сопоставëяется урав-
нение, описываþщее в функöионаëüной форìе
зависиìостü зна÷ений äанной переìенной от зна-
÷ений переìенных, непосреäственно вëияþщих на
äаннуþ переìеннуþ. В ëитературе боëüøое вни-
ìание по понятныì при÷инаì уäеëяется ëиней-
ныì ãрафовыì ìоäеëяì. Поä÷еркивается необхо-
äиìостü обращения к боëее сëожныì ìоäеëяì,
разработки ìетоäоëоãии испоëüзования таких ìо-
äеëей в практи÷еских ситуаöиях [1].

При ìоäеëировании разнообразных практи-
÷еских ситуаöий (эконоìи÷еских, поëити÷еских
и äр.) прихоäится у÷итыватü тот факт, ÷то некото-
рые переìенные ìоãут вхоäитü в ìоäеëü ëиøü как
ìуëüтипëикаторы при äруãих переìенных (к та-
киì ìуëüтипëикатораì относятся уäеëüные öены
(товаров, усëуã и т. п.), всевозìожные ставки на-
ëоãов, поøëин и т. ä.). У÷ет поäобных ìуëüтипëи-
каторов в ìоäеëи привоäит к тоìу, ÷то в уравнения
ìоäеëи на÷инаþт вхоäитü биëинейные ÷ëены, ÷то

сразу же оãрани÷ивает возìожностü приìенения
ëинейных ìетоäов при анаëизе такой ìоäеëи.

Преäìет настоящеãо рассìотрения — ка÷ествен-
ные биëинейные норìированные ìоäеëи (БНМ),
функöионируþщие в äискретноì вреìени, при-
÷еì зна÷ения коорäинат состояния БНМ опреäе-
ëены в ка÷ественной непрерывной øкаëе [0, 1].
Некоторые (иëи все) уравнения БНМ соäержат
биëинейные ÷ëены в виäе произвеäений ìуëüти-
пëикаторов на коорäинаты состояния БНМ, эти
ìуëüтипëикаторы рассìатриваþтся как управëе-
ния, с поìощüþ которых ìожно изìенятü äина-
ìику БНМ. Рассìотрение оãрани÷ено выбороì
константных управëений, зна÷ения которых ëежат
в интерваëе [–1, 1]. Основная заäа÷а настоящей
работы состоит в тоì, ÷тобы äëя асиìптоти÷ески

устой÷ивой БНМ, опреäеëенной в кубе [0, 1]n,
найти константные управëения, перевоäящие БНМ
из произвоëüноãо на÷аëüноãо состояния в какое-
ëибо равновесное состояние, «äостато÷но бëиз-
кое» (разъяснение этоãо терìина сì. äаëее в § 2)
к напереä заäанноìу состояниþ (не обязатеëüно
равновесноìу). Сфорìуëированы äостато÷ные ус-
ëовия, при которых эта заäа÷а иìеет реøение,
преäëожена проöеäура нахожäения искоìоãо уп-
равëения.

В общеì сëу÷ае анаëиз управëяеìости (равно-
весных) состояний биëинейной систеìы преäстав-

Рассìотрен кëасс так называеìых биëинейных норìированных ìоäеëей (БНМ), состо-
яния которых и внеøние возäействия опреäеëены в кубе [0, 1]n, а äопустиìые управëе-
ния — в кубе [–1, 1]p, p < n. В преäпоëожении, ÷то совокупности управëений и внеøних
возäействий на БНМ явëяþтся константныìи вектораìи, а БНМ — асиìптоти÷ески ус-
той÷ива, реøается заäа÷а поиска управëений, перевоäящих БНМ в какое-ëибо равно-
весное состояние, «äостато÷но бëизкое» к напереä заäанноìу состояниþ. Преäставëены
проöеäуры обеспе÷ения усëовий, äостато÷ных äëя реøения указанной заäа÷и и ãаран-
тируþщих корректностü интерпретаöии проöессов в БНМ в терìинах ка÷ественных
øкаë [0, 1] и [–1, 1]. Привеäен приìер, иëëþстрируþщий все этапы реøения исхоäной
заäа÷и управëения.

Ключевые слова: биëинейная норìированная ìоäеëü, асиìптоти÷еская устой÷ивостü, управëяеìое
равновесное состояние, äопустиìое управëение.
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ëяет собой äовоëüно сëожнуþ ìатеìати÷ескуþ за-
äа÷у. Так, в работе [2] провеäен äетаëüный анаëиз
особых ìножеств ëиøü äëя äвуìерной биëиней-
ной ìоäеëи и показано, ÷то äаже в этоì сëу÷ае
особые ìножества ìоãут иìетü весüìа сëожнуþ
форìу. Возìожностü поëу÷ения резуëüтатов, преä-
ставëенных в настоящей работе, обусëовëена ря-
äоì существенных упрощений: ввеäениеì äиск-
ретноãо вреìени, константностüþ управëений, на-
ëожениеì äостато÷ных усëовий, ãарантируþщих
асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü БНМ.

1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß È ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì БНМ, функöионируþщуþ в без-
разìерноì äискретноì вреìени и опреäеëяеìуþ в
ìатри÷ной форìе как

X(t + 1) = AX(t) + B(U )X(t) + W,  t ∈ J
+
. (1)

Зäесü t — ìоìенты äискретноãо вреìени, при-
наäëежащие ìножеству J

+
 неотриöатеëüных öеëых

÷исеë, состояния X(t) äëя ëþбоãо t ∈ J
+ 

принаäëе-

жат поëожитеëüноìу еäини÷ноìу кубу K = [0, 1]n,
А — (n × n)-ìатриöа коэффиöиентов при ëиней-

ных ÷ëенах БНМ, U
K
 = [–1, 1]р — ìножество

p-векторов U = (u
1
, ..., u

p
) константных управëе-

ний, u
k 

∈ [–1, 1], k = 1, ..., р, p < n. Записü B(U )

озна÷ает, ÷то эëеìентаìи (n × n)-ìатриöы В явëя-
þтся те иëи иные управëения u

i
, явëяþщиеся ко-

орäинатаìи вектора U и стоящие (с соответствуþ-
щиìи коэффиöиентаìи) при тех иëи иных коор-
äинатах вектора состояния Х. Структура ìатриöы
B(U ) опреäеëяется конкретныì виäоì ìоäеëи (1).
Коорäинаты вектора W интерпретируþтся как не-
зависиìые внеøние возäействия на БНМ, также
опреäеëенные в интерваëе [0, 1], внеøние воз-
äействия с÷итаþтся неизìенныìи на рассìатри-
ваеìоì интерваëе ìоäеëирования. При перехоäе
к äруãоìу интерваëу ìоäеëирования (наприìер,
при ìоäеëировании какоãо-ëибо сöенария разви-
тия ситуаöии) вектор W заìеняется на констант-
ный вектор W', соответствуþщий äруãоìу интер-
ваëу ìоäеëирования и т. ä.

Замечание 1. Даëее с÷итаеì, ÷то кажäое управ-
ëение u

i 
∈ U ìожет вхоäитü не боëее оäноãо раза в

кажäое из уравнений БНМ и кажäое из уравнений
БНМ соäержит не ìенее оäноãо управëения. ♦

Дëя кажäоãо состояния X(0) ∈ K, кажäоãо кон-
стантноãо вектора управëений U ∈ U

K
 и вектора

внеøних возäействий W обозна÷иì ÷ерез x(•, X(0),
U, W ) траекториþ БНМ с на÷аëüныì состояниеì
X(0) и заäанныìи вектораìи U и W. Дëя БНМ каж-
äая траектория опреäеëяется оäнозна÷но на J

+
 äëя

кажäоãо t ∈ J
+
, при этоì X(t, X(0), U, W ) непре-

рывно зависит от X(0), U и W. При существовании

преäеëа X(t, X(0), U, W ) преäеëüная то÷ка

X *(U, W ) называется управляемым равновесным со-

стоянием (РС)1, соответствуþщиì вектораì U и W.

Наëожиì о÷енü важное оãрани÷ение на БНМ.
Буäеì с÷итатü, ÷то äëя ëþбоãо константноãо век-
тора U ∈ U

K
 справеäëиво:

||A + B(U )|| < 1, (2)

ãäе ||A + B(U )|| — евкëиäова норìа ìатриöы
A + B(U ). Из неравенства (2) сëеäует, ÷то БНМ в
этоì сëу÷ае асиìптоти÷ески устой÷ива (а. у.), т. е.
всякая траектория БНМ стреìится к соответству-
þщеìу РС. Дëя обеспе÷ения усëовия (2) ìожет
потребоватüся äопоëнитеëüная проöеäура стаби-
ëизаöии БНМ, рассìатриваеìая в § 3.

Сëеäуþщая пробëеìа вытекает из тоãо факта,
÷то äаже при выпоëнении усëовия (2) ìножество
управëяеìых РС ìожет выхоäитü за ãраниöы ку-
ба K. Достато÷ныì усëовиеì принаäëежности всех
траекторий БНМ к кубу K сëужит выпоëнение сëе-
äуþщих покоорäинатных соотноøений:

A
i
X(t) + B(U )

i
X(t) + W

i 
∈ [0, 1],

i = 1,..., n,  t ∈ J
+
,  X(t) ∈ K,  U ∈ U

K
, (3)

äëя кажäоãо i, ãäе инäекс i при ìатриöе обозна÷ает
i-þ строку этой ìатриöы. В § 4 показано, ÷то äëя
обеспе÷ения усëовий (3) необхоäиìо в общеì сëу-
÷ае ввеäение соответствуþщих оãрани÷ений на ве-
ëи÷ину äопустиìоãо интерваëа зна÷ений äëя каж-
äоãо из управëений. В сиëу этоãо исхоäный куб
управëений U

K
 «сжиìается» äо параëëеëепипеäа

U
B
 = . С ìножествоì U

В
, которое на-

зовеì множеством допустимых управлений, ассо-
öиируется множество Х

упр 
(U

B
, W ) управляемых

РС, опреäеëяеìое как ìножество преäеëüных то-
÷ек Х *(U, W ) траекторий X(t, X(0), U, W), X(0) ∈ K,
U ∈ U

B
 при фиксированноì векторе W. Множество

Х
упр 

(U
B
, W ) ìожет иìетü весüìа сëожнуþ форìу

(как ìиниìуì, не бытü выпукëыì ìножествоì),
еãо оöенка äаже äëя БНМ небоëüøой разìерности
ìожет преäставëятü äовоëüно труäоеìкуþ заäа÷у.

Замечание 2. Обеспе÷ение «вëожиìости» тра-
екторий БНМ в куб K необхоäиìо в öеëях кор-
ректной интерпретаöии проöессов в БНМ в тер-
ìинах ка÷ественных øкаë [0, 1] äëя зна÷ений ко-
орäинат состояний БНМ и [–1, 1] äëя зна÷ений
управëений.

1 Даëее везäе звезäо÷ка при векторе состояния буäет обоз-
на÷атü РС.

t ∞→

lim

uk
min

uk
max,[ ]

p
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2. ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ È ÐÅØÅÍÈÅ
ÈÑÕÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Буäеì с÷итатü, ÷то äëя исхоäной БНМ выпоë-
няþтся усëовия (2) и (3), т. е. исхоäная БНМ а. у.,
и ее траектории при на÷аëüных состояниях из ку-
ба K поëностüþ принаäëежат кубу K при äопусти-

ìых управëениях из ìножества U
B
 = U

K
 = [–1, 1]р.

Нетруäно привести приìеры таких БНМ. Пос-
коëüку при фиксированных константных векто-
рах U ∈ U

B
 и W äинаìика БНМ описывается урав-

нениеì

X(t +1) = (A + B(U ))t +1
X(0) +

+ W, (4)

ãäе I — еäини÷ная (n × n)-ìатриöа, то в сиëу ус-
ëовия (2) первое сëаãаеìое в правой ÷асти соотно-
øения (4) стреìится к нуëþ с возрастаниеì t, а РС
в äанноì сëу÷ае опреäеëяется форìуëой

X *(U, W ) = W, (5)

и ìатри÷ный ряä по степеняì ìатриöы A + B(U ) —
схоäящийся. В сëу÷ае, коãäа

det(I – (A + B(U )) ≠ 0, (6)

РС X *(U, W ) ìожет бытü найäено из усëовия
Х *(U, W ) = (A + B(U ))Х *(U, W ) +W, откуäа

Х *(U, W ) = (I – (A + B(U ))–1
W. (7)

При выпоëнении усëовия (2) ìатриöа (I – (A +

+ B(U ))–1 в форìуëе (7) явëяется схоäящиìся ря-
äоì. Важно поä÷еркнутü, ÷то коорäинаты векто-
ра U, вхоäящие в эту форìуëу существенно неëи-
нейныì образоì (в виäе отрезков степенных
ряäов), принаäëежат некотороìу р-ìерноìу ìно-
ãообразиþ в кубе K. Какие-ëибо конструктивные
утвержäения о структуре ìножества Х

упр 
(W ) тре-

буþт отäеëüноãо рассìотрения (сì., в ÷астности,
заìе÷ания в конöе настоящеãо параãрафа).

Воспоëüзуеìся сëеäуþщей ãрубой оöенкой
ìножества Х

упр 
(U

В
, W ). Обозна÷иì ÷ерез vert(U

В
)

ìножество верøин параëëеëепипеäа U
В
, а ÷ерез

{Х *(U
v
)} — ìножество управëяеìых РС, соответ-

ствуþщих верøинаì U
v 

∈ vert(U
В
) и, естественно,

принаäëежащих ìножеству Х
упр 

(U
В
, W ). Обозна-

÷иì ÷ерез Х
В
 интерваëüный вектор (брус), описан-

ный вокруã ìножества {Х *(U
v
)}, рассìатриваеìоãо

как ìноãоãранник. Сëожности с оöенкой ìноже-

ства Х
упр

(U
В
, W ) возникаþт, в ÷астности, в сиëу то-

ãо, ÷то в общеì сëу÷ае ìноãоãранник {Х *(U
v
)} ìо-

жет бытü кривоëинейныì, при этоì эëеìенты еãо
ãраней ìоãут выхоëитü за ãраниöы ìножества Х

В
.

Форìаëüная постановка реøаеìой в äанной ра-
боте заäа÷и выãëяäит сëеäуþщиì образоì. Пустü
Х' ∈ X

В
 — некоторое заäанное состояние (не обя-

затеëüно равновесное). Необхоäиìо опреäеëитü
вектор U(Х' ) ∈ U

B
 константных управëений, пе-

ревоäящий БНМ из произвоëüноãо на÷аëüноãо со-

стояния внутри бруса Х
В
 в РС2 Х *, «äостато÷но

бëизкое3» к состояниþ Х', и оöенитü степенü бëи-
зости состояния Х * к состояниþ Х'.

Дëя реøения этой заäа÷и вна÷аëе преäпоëожиì,
÷то заäаваеìое состояние Х' саìо явëяется равно-
весныì, тоãäа справеäëиво преäпоëожитü, ÷то

(A + B(U )) Х' = Х' – W. (8)

В соотноøениях (8) неизвестны ëиøü зна÷ения
«то÷е÷ных» константных управëений из ìножест-
ва U

B
, образуþщих искоìый вектор U. Перенося

все известные сëаãаеìые в правуþ ÷астü, поëу÷аеì
переопреäеëеннуþ систеìу из n ëинейных урав-
нений относитеëüно р управëений:

GU
Т = H, (9)

в которой äопустиìое реøение U * äоëжно прина-
äëежатü ìножеству U

B
. Это требование реаëизует-

ся наëожениеì р соответствуþщих äвусторонних
оãрани÷ений на зна÷ения коорäинат u

k
 искоìоãо

вектора U:

u
k
 ≥ –1,  u

k
 m 1,  k = 1, ..., p. (10)

Дëя простоты оãрани÷иìся сëу÷аеì, коãäа
(n, p)-ìатриöа G (р < n) в выражении (8) иìеет

поëный ранã4, т. е.

rank(G) = p. (11)

Реøение заäа÷и (9), (10) нахоäится с поìощüþ
обыкновенноãо ìетоäа наиìенüøих кваäратов
(МНК) с у÷етоì оãрани÷ений. Из усëовия (11)
сëеäует еäинственностü МНК-реøения U *, опре-
äеëяþщеãо РС Х *(U *). В сиëу оãрани÷ений (10)

I A B U( )+( )s

s 1=

t

∑+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

I A B U( )+( )t

t 1=

∞

∑+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

2 В сиëу сказанноãо ранее, искоìое РС Х * ìожет не прина-
äëежатü брусу Х

В
.

3
 Не зная ãраниö ìножества Х

упр
(U

В
, W ), ãоворитü о РС,

бëижайøеì к состояниþ Х', некорректно; в этоì сëу÷ае терìин
«äостато÷ная бëизостü» озна÷ает тот факт, ÷то поряäки поко-
орäинатных разностей ìежäу Х' и Х * ìенüøе поряäка тех зна-
÷ащих öифр, которые у÷итываþтся при ìоäеëировании в ука-
занных ка÷ественных øкаëах.

4 Это усëовие всеãäа ìожно обеспе÷итü незна÷итеëüной
коррекöией коорäинат заäанноãо состояния X'.
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вектор U * явëяется äопустиìыì управëениеì, так
÷то РС Х *(U *) ∈ K. При выпоëнении äëя вектора
U * усëовия (6) искоìое РС Х *(U *) вы÷исëяется по
форìуëе (7), а бëизостü реøения Х *(U *) к X' свя-
зывается с поряäкоì покоорäинатных разностей
ìежäу X' и Х *(U *) (сì. преäыäущуþ сноску). Опи-
санный поäхоä к реøениþ исхоäной заäа÷и ìож-
но назватü МНК-подходом. Практи÷еская приãоä-
ностü этой заäа÷и зависит от разìеров ìножества
Х

упр
 в кубе K, ÷то опреäеëяется свойстваìи саìой

БНМ, и от разìеров бруса Х
В
.

Расøирение МНК-поäхоäа на поиск äопусти-
ìых управëений путеì у÷ета неëинейных вхожäе-
ний управëений u

k
 в выражение (5) и приìенения

аëãоритìов неëинейной оптиìизаöии вряä ëи воз-
ìожно äëя практи÷еских зна÷ений n и р (по край-
ней ìере, такая заäа÷а составëяет преäìет отäе-
ëüноãо рассìотрения). Кроìе тоãо, с у÷етоì ска-
занноãо ранее о сëожности форìы ìножества Х

упр
,

ìожно преäпоëожитü, ÷то пëотностü распреäеëе-
ния управëяеìых РС ìожет оказатüся разной в
разных обëастях ìножества X

упр
. В такой ситуаöии

невозìожно преäëожитü какие-ëибо априорные
оöенки äëя коорäинат разностей X' – Х *(U *), свя-
зав их с коорäинатаìи заäаваеìоãо состояния X'.
С äруãой стороны, у÷итывая ка÷ественный харак-
тер рассìатриваеìой БНМ, высокая то÷ностü ре-
øения Х *(U *) ìожет и не потребоватüся, пос-
коëüку при ка÷ественноì рассìотрении ситуаöий
важно правиëüно управëятü тенäенöияìи проте-
каþщих проöессов. В этоì пëане преäëоженный
поäхоä ìожет бытü практи÷ески перспективен.

3. ÔÎÐÌÀËÜÍÀß ÏÐÎÖÅÄÓÐÀ ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈÈ ÁÍÌ

Сутü стабиëизаöии состоит в тоì, ÷тобы, не
изìеняя структуры исхоäных уравнений БНМ,
уìенüøитü (но не обнуëитü) коëи÷ественные зна-
÷ения коэффиöиентов (но не управëений) при
коорäинатах состояния в этих уравнениях. Рас-
сìотриì äва варианта стабиëизаöии БНМ: путеì
норìировки стоëбöов ìатриöы A + B(U ) и путеì
уìножения этой ìатриöы на стабиëизируþщий
ìножитеëü.

Вариант А. Стабилизация путем нормировки
столбцов матрицы A + B(U ). Обозна÷иì ÷ерез f

k

правые ÷асти уравнений (1). Поскоëüку кажäая из
функöий f

k
 непрерывна по переìенныì состоя-

ния, рассìотриì якобиан J(Х ) = ,

вы÷исëяеìый в некоторой то÷ке Х ∈ K и завися-
щий от управëений u

s
 как от параìетров. Заìениì

все эëеìенты кажäой строки в неì их абсоëþтны-

ìи зна÷енияìи и поëожиì u
s 
= 1, s = 1, ..., р, ре-

зуëüтируþщуþ неотриöатеëüнуþ ìатриöу обоз-
на÷иì как M

J
. Норìируеì ìатриöу M

J
, äëя ÷еãо

эëеìенты k-ãо стоëбöа в ìатриöе M
J
 äеëиì на

соответствуþщий норìируþщий ìножитеëü N
k
.

k = 1, ..., n, опреäеëяеìый как суììа эëеìентов
этоãо стоëбöа пëþс некоторая константа α > 0
(о которой сì. äаëее). В итоãе äëя резуëüтируþ-
щей ìатриöы M

J, N 
= M

J
D, ãäе D — äиаãонаëüная

ìатриöа с эëеìентаìи 1/N
k
 на ãëавной äиаãона-

ëи, обеспе÷ивается усëовие ||M
J,N

|| < 1. Обозна÷иì

A' + B' (U ) = (A + B(U ))D, при этоì äëя ëþбоãо
U ∈ U

K
||A' + B' (U )|| < 1.

Назовеì БНМ с ìатриöаìи A' и B' (U ) стаби-
лизированной. Дëя уäобства переìенные состояния
в стабиëизированной БНМ обозна÷иì как z

k
, при-

÷еì зна÷ения переìенных z
k
 по-прежнеìу прина-

äëежат интерваëу [0, 1], а управëений — интерваëу
[–1, 1]. Достоинство äанноãо варианта закëþ÷а-
ется в еãо «щаäящеì» характере: норìируþщие
ìножитеëи äëя стоëбöов ìатриöы M

J 
выбираþтся

независиìо, и их зна÷ения зависят от суììы ìо-
äуëей эëеìентов соответствуþщеãо стоëбöа.

Вариант Б. Стабилизация путем умножения мат-
рицы A + B(U ) на стабилизирующий множитель.
Это ÷астный сëу÷ай варианта А, коãäа D = k

stab
I,

ãäе, как и ранее, I — еäини÷ная (n × n)-ìатриöа.
Еãо äостоинство состоит в пропорöионаëüности
евкëиäовых норì ìатриö M

J
 и M

J
D:

||M
J, N

|| = k
stab

||M
J
||. (12)

Отсþäа поëу÷аеì простое правиëо выбора зна-
÷ения k

stab
: зна÷ение норìы ìатриöы M

J, N
 выби-

рается с у÷етоì äëины интерваëа ìоäеëирования,
набëþäаеìых скоростей схоäиìостей проöессов в
БНМ к равновесныì зна÷енияì и т. ä. Дëя вы-
бранноãо зна÷ения ||M

J, N
|| зна÷ение k

stab 
опреäеëя-

ется из соотноøения (12), при÷еì

A' + B'(U ) = k
stab

(A + B(U )). (13)

Важное свойство äанноãо варианта стабиëиза-
öии закëþ÷ается в пропорöионаëüности собст-
венных зна÷ений ìатриö A' + B' (U ) и A + B(U ):

 = k
stab

λ
i
, i = 1, ..., n. Это ãоворит о тоì, ÷то апе-

риоäи÷еские и коëебатеëüные составëяþщие в
äинаìике исхоäной БНМ сохраняþтся и в стаби-
ëизированной БНМ. Боëее тоãо, из соотноøений
(5) и (13) сëеäует, ÷то äëя ëþбоãо коне÷ноãо Т

ìежäу эëеìентаìи ìатри÷ноãо ряäа (A + B(U ))t

исхоäной БНМ и эëеìентаìи ìатри÷ноãо ряäа

fk∂
xi∂
-------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

i k, 1 ... n, ,=

λi'

t 1=

T

∑
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(A' + B'(U ))t стабиëизированной БНМ сущест-

вует зависиìостü

(A' +B'(U ))t = (A + B(U ))t,

∀t ∈ J
+
, t > 0. (14)

Поскоëüку на коне÷ноì интерваëе ìоäеëирова-
ния äëины Т äинаìика исхоäной БНМ описыва-
ется уравнениеì (4), то при усëовии, ÷то траек-
тории исхоäной и стабиëизированной БНМ на-
÷инаþтся из нуëевоãо состояния Х(0) = 0, ìежäу
эëеìентаìи этих траекторий существует взаиìо-
связü виäа (14).

Замечание 3. При выпоëнении усëовия (6)
асиìптоти÷еская оöенка äëя ëþбоãо управëяеìоãо
РС стабиëизированной БНМ нахоäится с поìо-
щüþ форìуëы (7), в которой ìатриöы А и B(U ) за-
ìенены на ìатриöы А' и B'(U ). Выбор константы
α в варианте А стабиëизаöии БНМ ëибо зна÷ения
k

stab
 в варианте Б опреäеëяется эìпири÷ески путеì

анаëиза скорости схоäиìости эëеìентов ìатри÷-

ноãо ряäа (A'' + B''(U ))t к преäеëüныì зна÷ени-

яì. Усëовиеì выбора этих параìетров сëужит вы-
поëнение неравенства

(A' + B'(U ))t m ||β||,

ãäе |Т | — наиìенüøая äëина испоëüзуеìых интер-
ваëов ìоäеëирования, а ||β|| — евкëиäова норìа äо-
пустиìой накапëиваеìой оøибки из-за обрезания
ìатри÷ноãо ряäа на уровне |Т |. ♦

Наëи÷ие ëинейных ÷ëенов и аääитивных äоба-
вок w

i
 в уравнениях стабиëизированной БНМ ìо-

жет привести к тоìу, ÷то при испоëüзовании ин-
терваëа [–1, 1] äëя зна÷ений управëений возìожен
выхоä некоторых из управëяеìых РС из куба K.
Чтобы устранитü поäобные ситуаöии, äопустиìые
интерваëы äëя зна÷ений управëений необхоäиìо
сузитü äо некоторых преäеëов, ÷то и описывается
äаëее.

4. ÂËÎÆÅÍÈÅ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÉ
ÑÒÀÁÈËÈÇÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÁÍÌ Â ÊÓÁ K

Рассìотриì äва варианта сужения интерваëов
äопустиìых управëений.

Вариант 1. Пустü кажäое управëение u
k
 в стаби-

ëизированной БНМ ìожет приниìатü константные

зна÷ения из интерваëа [ , ], ãäе 0 l  l –1,

0 m  m 1 — неизвестные зна÷ения. Обозна÷иì

÷ерез  интерваëüный вектор, коорäинаты кото-
роãо, соответствуþщие переìенныì состояний,

вхоäящих в i-е уравнение БНМ, заìенены интер-

ваëаìи [0, 1]. Анаëоãи÷но, пустü,  — интерваëü-
ный вектор, в котороì кажäое управëение u

k
, вхо-

äящее в i-е уравнение БНМ, заìенено интерваëа-

ìи [ , ], а w
i 
— исхоäное «то÷е÷ное» зна÷ение.

Найäеì наиìенüøее ( ( , , w
i
)) и наибоëü-

øее ( ( , , w
i
)) зна÷ения интерваëüной функ-

öии ( , , w
i
), i = 1, ..., n по правиëаì интер-

ваëüной арифìетики5. При этоì кажäое из усëо-
вий виäа (3) трансфорìируется в äва ëинейных
неравенства виäа:

( , , w
i
) l 0, ,  ∈ U i,

i = 1, ..., n, (15)

( , , w
i
) m 1, ,  ∈ U i,

i = 1, ..., n. (16)

Поä÷еркнеì, ÷то эти усëовия форìируþтся с
у÷етоì оãрани÷ений

0 l  l –1,  0 m  m 1,  k = 1, ..., р,

поэтоìу äостато÷но проверитü ëиøü совìестностü
совокупности неравенств (15), (16). Есëи систеìа
неравенств (15), (16) совìестна, ее реøение опре-

äеëяет р-ìерный параëëеëепипеä U
В
 = [ , ]p

в кубе K с äëинаìи сторон [ , ], k = 1, ..., р,

соäержащий нуëевой вектор управëений U = 0.
Этот факт явëяется неäостаткоì варианта 1 в сиëу
еãо неприìениìости в ряäе ситуаöий. Так, есëи в
ìатриöе A

i
 отсутствуþт поëожитеëüные эëеìенты,

а суììа S  абсоëþтных зна÷ений отриöатеëüных
эëеìентов i-й строки ìатриöы A

i
 ìенüøе w

i
, äëя

вектора U = 0 невозìожно выпоëнение усëовия
(15). Анаëоãи÷но, есëи в ìатриöе A

i
 отсутствуþт

отриöатеëüные эëеìенты, а суììа S  поëожи-
теëüных эëеìентов i-й строки ìатриöы A

i
 боëüøе

1 – w
i
, äëя вектора U = 0 невозìожно выпоëнение

усëовия (16). Вариант 2 свобоäен от поäобных не-
äостатков.

Вариант 2. Буäеì с÷итатü, ÷то кажäое управëе-
ние u

k 
ìожет приниìатü константные зна÷ения из

интерваëа [ , ], ãäе  l – 1,  m 1 —

неизвестные зна÷ения (т. е. в отëи÷ие от варианта 1

интерваëы [ , ] ìоãут бытü знакоопреäе-

t 1=

T

∑
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∞
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t T 1+=

∞

∑
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+
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5 Друãиìи сëоваìи, äëя кажäоãо из 2n интерваëüных урав-
нений, реаëизуþщих соответствуþщее усëовие (3), найäеì
ãраниöы объединенного множества решений (сì., наприìер, ра-
боту [3]).
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ëенныìи). При этоì систеìа неравенств (15), (16)
трансфорìируется в систеìу

( , , w
i
) l 0,

,  ∈ U i,  i = 1, ..., n, (17)

( , , w
i
) m 1,

,  ∈ U i,  i = 1,..., n, (18)

 l – 1,   m 1,  k = 1, ..., p,

 –  l 0,  k = 1, ..., p.

Поскоëüку, по анаëоãии с вариантоì 1, нера-
венства (17), (18) форìируþтся с у÷етоì соответс-

твуþщих оãрани÷ений на зна÷ения , , на

совìестностü äостато÷но проверитü систеìу нера-
венств (17), (18). Дëя такой проверки уäобен кри-
терий С.Н. Черникова (сì. работу [4], теореìу 1.5).
В Приëожении на конкретноì приìере показано
приìенение этоãо критерия. Искоìые зна÷ения

, , k = 1, ..., p, нахоäятся с поìощüþ обык-

новенноãо МНК.
Такиì образоì, в резуëüтате выпоëнения опи-

санных этапов исхоäная БНМ трансфорìируется
в стабиëизированнуþ БНМ с ìножествоì U

В
 äо-

пустиìых управëений, äëя которой поëностüþ
приãоäна проöеäура реøения исхоäной заäа÷и,
описанная в § 2. Привоäиìый äаëее простой при-
ìер сëужит конкретной иëëþстраöией рассìот-
ренных этапов. Построение и анаëиз боëее сëож-
ной БНМ äëя конкретной эконоìи÷еской ситуа-
öии пëанируется преäставитü в отäеëüной работе.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

ÏÐÈÌÅÐ

Исходные данные. Пустü исхоäная БНМ описывает-
ся уравнениеì в ìатри÷ной форìе:

X(t + 1) = AX(t) + B(U )X(t) + W,

ãäе X(t) = (x
1
(t), ..., x

4
(t)) — вектор переìенных состоя-

ния в ìоìент t, ìатриöы А и B(U ) иìеþт виä6:

A = , B = ,

а W = (0,1; 0,3; 0; 0,5)Т — вектор независиìых внеøних
возäействий. Управëения u

1
, u

2
 и u

3
 — константные со

зна÷енияìи из интерваëа [–1, 1].
Стабилизация БНМ. Дëя стабиëизаöии выбереì ва-

риант Б с испоëüзованиеì стабиëизируþщеãо ìножи-
теëя k

stаb
. В äанноì сëу÷ае ìатриöа M

J
 иìеет виä:

M
J
 = A = ,  ||M

J
|| = 2,3798.

Зна÷ение k
stаb

 выбрано равныì 1/2,7 = 0,3704, так ÷то

при ëþбоì U ∈ U
K
||A' + B'(U )|| < 0,8814. При äëине ин-

терваëа ìоäеëирования, равной 20, справеäëиво:

 = 0,0413. (П.1)

Это выражение ìожно рассìатриватü как верхнþþ
ãраниöу äëя оøибки при опреäеëении коорäинат РС,
обусëовëенной остаткоì ìатри÷ноãо ряäа от 20-ãо так-
та äо еãо равновесных зна÷ений. Есëи при ìоäеëирова-
нии ìы сëеäиì за зна÷енияìи первоãо знака посëе за-
пятой в вы÷исëяеìых зна÷ениях переìенных БНМ, то
оøибка, оöененная соãëасно форìуëе (П.1), преäстав-
ëяется впоëне приеìëеìой.

Вложение стабилизированной БНМ в куб K. Сëеäу-
þщий øаã состоит в обеспе÷ении выпоëнения усëовия
(3) äëя БНМ с ìатриöей А'+ B'(U ). Выбереì вариант 2
сужения äопустиìых интерваëов зна÷ений äëя управ-
ëений. Совокупности ëинейных неравенств (17), (18),
обозна÷енные в äанноì сëу÷ае как (П.2), выãëяäят сëе-
äуþщиì образоì:

0,3704  + 0,3704  l –0,1;

0,3704  + 0,3704  l –0,1519;

–0,3704  + 0,3704  l +0,1111;

–0,3704  + 0,3704  – 0,3704  l –0,5;

0,3704  + 0,3704  m +0,9; (П.2)

0,3704  + 0,3704  m +0,7;

–0,3704  + 0,3704  m +0,8148;

–0,3704  + 0,3704  – 0,3704  m +0,5.

Дëя простоты поëаãаеì, ÷то ìатриöа систеìы нера-
венств (17), (18) разìероì 8×6, явëяется ìатриöей поë-

ноãо ранãа7. Совìестностü этой систеìы неравенств
6 Поскоëüку изна÷аëüно зна÷ения всех управëений опреäе-

ëены в интерваëе [–1, 1], то äëя наãëяäности поëаãаеì, ÷то при
норìировке ìатриöы А + В(U ) исхоäные коэффиöиенты в би-
ëинейных ÷ëенах вкëþ÷аþтся в соответствуþщие управëения,
поэтоìу в ìатриöу B(U ) управëения вхоäят без коэффиöиентов.
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 Поëноту ранãа этой ìатриöы всеãäа ìожно обеспе÷итü äо-

бавëениеì в какое-ëибо уравнение незна÷итеëüноãо реãуëяри-
зируþщеãо ÷ëена.
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проверяеì по С.Н. Черникову с поìощüþ теореìы 1.5
из работы [4]. Дëя этоãо выбереì наибоëüøий невырож-
äенный ìинор М1, соäержащий строки 2—4 из первой
÷етверки неравенств (со знакоì l) и строки 2—4 из вто-
рой ÷етверки неравенств (со знакоì m). Буäеì обраì-
ëятü ìинор М1 снизу какой-ëибо из оставøихся строк
(1-й иëи 5-й) из совокупности (П.2), и справа — стоëб-
öоì соответствуþщих свобоäных ÷ëенов. Два таких
«расøиренных» ìинора обозна÷иì как М2

1
 и М2

2
. Со-

ãëасно теореìе 1.5 [4] необхоäиìыì и äостато÷ныì ус-
ëовиеì совìестности систеìы неравенств (П.2) явëяет-
ся выпоëнение усëовий:

det(M2
i
) l 0,  i = 1, 2,

справеäëивостü котороãо ëеãко проверяется. Поскоëüку
ìатриöа äанной систеìы неравенств — поëноãо ранãа,
то она иìеет еäинственное МНК- реøение äëя зна÷е-

ний , , k = 1, 2, 3, опреäеëяþщее интерваëы

зна÷ений äопустиìых управëений:

u
1 
∈ [–1, 0,2271],  u

2 
∈ [–0,7855, 1]

и u
3 
∈ [0,7639,1].

Заìетиì, ÷то интерваë äëя u
3
 явëяется знакоопреäе-

ëенныì. Декартово произвеäение этих интерваëов явëя-
ется искоìыì ìножествоì U

B
 äопустиìых управëений,

не вывоäящих траектории БНМ из куба K, на÷инаþщи-
еся в неì.

Решение исходной задачи управления. Пустü vert(U
В
) —

ìножество верøин найäенноãо ранее параëëеëепипе-

äа U
В
. Опреäеëиì ìножество РС виäа {Х *(U

v
)}, ãäе

U
v
∈ vert(U

В
), и вëожиì еãо в брус X

В
, который в äанноì

сëу÷ае иìеет виä:

Х
В 

= [0,0733; 0,4880] × [0,2978; 0,5561] ×

× [0,0726; 0,2607] × [0,2843; 0,54554].

Пустü заäанное состояние естü X' = (0,2; 0,5; 0,2;
0,5) ∈ Х

В
. В резуëüтате операöий, провоäиìых наä ана-

ëоãоì уравнения (7) в äанноì сëу÷ае, систеìа (8) при-
обретает сëеäуþщий виä:

 = (П.3)

с äобавëениеì оãрани÷ений

0 l u
k
 l ,  0 m u

k
 m ,

k = 1, ..., 3. (П.4)

МНК-реøение заäа÷и (П.3), (П.4) естü U * = (–0,2052;

0,1776; 0,7639). При этоì РС Х *(U *) = (0,2476; 0,4163;

0,2027; 0,4248), при÷еì разностü X' – Х *(U *) = (0,0476;
–0,0837; 0,0027; –0,0752). Есëи в провоäиìых вы÷исëе-

ниях обращатü вниìание ëиøü на первый знак посëе за-
пятой, то коорäинаты поëу÷енной разности ãоворят о
приеìëеìоì ка÷естве найäенноãо реøения.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Описанный поäхоä к построениþ и анаëизу
биëинейных норìированных ìоäеëей ориенти-
рован на практи÷еское их приìенение в ìоäеëи-
ровании, прежäе всеãо, соöиаëüно-эконоìи÷ес-
ких систеì (СЭС). Необхоäиìо отìетитü äвойст-
венностü поëожения автора: с оäной стороны —
биëинейные систеìы с сопутствуþщиìи ìатеìати-
÷ескиìи пробëеìаìи, с äруãой — ìоäеëирование
пëохо форìаëизованных и сëабо структурирован-
ных СЭС. Важно поä÷еркнутü, ÷то при ìоäеëиро-
вании СЭС все эëеìенты ìоäеëи — переìенные,
коэффиöиенты, уравнения — äоëжны бытü преä-
ìетно интерпретированы, а происхоäящие в ìоäе-
ëи проöессы не äоëжны противоре÷итü известныì
правиëаì, характеризуþщиì äаннуþ преäìетнуþ
обëастü. Есëи в ìатеìати÷еских иссëеäованиях по
биëинейныì систеìаì всякая переìенная естü ве-
ëи÷ина, äопускаþщая наä собой те иëи иные опе-
раöии, то в ìоäеëях СЭС переìенная естü конк-
ретное понятие, контекстно (в зависиìости от
преäìетной обëасти) связанное с äруãиìи поняти-
яìи ìоäеëи. Иìенно поэтоìу ìатеìати÷еские
резуëüтаты, поëу÷енные äëя биëинейных систеì,
ìоãут бытü сëабо интерпретируеìыìи в ка÷ест-
венных ìоäеëях СЭС. Цеëü настоящей работы —
äатü ìетоäоëоãиþ построения практи÷еских биëи-
нейных ìоäеëей, äëя ÷еãо и быë принят ряä äопу-
щений, упрощаþщих анаëиз биëинейных систеì.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÇÀÄÀ×È
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

ÄËß ÎÄÈÍÎ×ÍÎÃÎ È ÄÂÎÉÍÎÃÎ ÈÍÒÅÃÐÀÒÎÐÎÂ 
ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÌÅÒÎÄÀ ÌÎÌÅÍÒÎÂ

Ñ.Ñ. Ïîñòíîâ

Светлой памяти Анатолия Григорьевича Бутковского
посвящается

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Метоä ìоìентов — весüìа ìощный и эффек-
тивный инструìент иссëеäования и реøения заäа÷
оптиìаëüноãо управëения систеìаìи с сосреäото-
÷енныìи иëи распреäеëенныìи параìетраìи [1, 2].
В настоящей работе этот ìетоä приìеняется äëя
реøения и иссëеäования заäа÷и оптиìаëüноãо уп-
равëения äинаìи÷ескиìи систеìаìи, описывае-
ìыìи с поìощüþ ëинейных обыкновенных äиф-
ференöиаëüных уравнений äробноãо поряäка. Рас-
сìотрение провоäится äëя äвух простых систеì —
оäино÷ноãо и äвойноãо интеãраторов äробноãо по-
ряäка.

Заäа÷и управëения систеìаìи, описываеìыìи
äифференöиаëüныìи уравненияìи äробноãо по-
ряäка, поëу÷иëи развитие ëиøü в посëеäние ãоäы
[3—7]. При постановке и реøении заäа÷и опти-
ìаëüноãо управëения äинаìи÷еской систеìой
äробноãо поряäка в опубëикованных на сеãоäня
работах приìеняþтся вариаöионные ìетоäы, не

позвоëяþщие, в отëи÷ие от ìетоäа ìоìентов, яв-
ныì образоì у÷итыватü оãрани÷ения на норìу
управëения и работатü с разрывныìи управëени-
яìи. Приìенение же ìетоäа ìоìентов äëя иссëе-
äования заäа÷и оптиìаëüноãо управëения äина-
ìи÷еской систеìой äробноãо поряäка ранее не
рассìатриваëосü. Отìетиì также, ÷то принöип
ìаксиìуìа, анаëоãи÷ный принöипу ìаксиìуìа
Л.С. Понтряãина äëя систеì öеëоãо поряäка, äëя
систеì äробноãо поряäка на сеãоäня не äоказан.

В настоящей работе äробная произвоäная в оп-
реäеëяþщих уравнениях пониìается в сìысëе Ка-
путо [8, 9]. Дëя оäино÷ноãо интеãратора äробноãо
поряäка реøение заäа÷и оптиìаëüноãо управëе-
ния поëу÷ено в явноì виäе. Дëя äвойноãо интеã-
ратора äробноãо поряäка вывеäено базовое урав-
нение, позвоëяþщее поëу÷атü реøение заäа÷и äëя
заäанных зна÷ений показатеëей äифференöиро-
вания, правой ãраниöы вреìенноãо интерваëа, на
котороì рассìатривается заäа÷а, и на÷аëüных и
коне÷ных усëовий.

Дана постановка заäа÷и оптиìаëüноãо управëения äëя äвух äинаìи÷еских систеì äроб-
ноãо поряäка: оäино÷ноãо и äвойноãо интеãраторов. Заäа÷а свеäена к пробëеìе ìоìен-
тов. Вывеäены основные уравнения и форìуëы, позвоëяþщие поëу÷атü реøение заäа÷и.
Иссëеäованы зависиìости норìы управëения и ìиниìаëüноãо вреìени перехоäа в ко-
не÷ное состояние от показатеëей äифференöирования. Провеäен сравнитеëüный анаëиз
резуëüтатов äëя иссëеäуеìых систеì.

Ключевые слова: оптиìаëüное управëение, пробëеìа ìоìентов, интеãратор, äробная произвоäная
Капуто.
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1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Пустü функöии q(t) и u(t), опреäеëены на от-
резке [0, T ], T > 0. Пустü функöия u(t), называе-
ìая в äаëüнейøеì управëениеì, принаäëежат про-
странству M[0, T ] изìериìых и по÷ти всþäу оãра-
ни÷енных на отрезке [0, T ] функöий с норìой

||u(t)|| = |u(t)|.

Зäесü поä обозна÷ениеì vrai max поäразуìева-
ется существенный ìаксиìуì функöии u(t) как
нижняя ãранü ìножества ÷исеë, таких, ÷то ìно-
жество зна÷ений арãуìента t ∈ [0, T ], äëя которых
зна÷ение функöии u(t) превыøает упоìянутые
÷исëа, иìеет ìеру нуëü [1]. Функöиþ q(t), опреäе-
ëяþщуþ состояние äинаìи÷еской систеìы в ìо-
ìент вреìени t ∈ [0, T ], буäеì с÷итатü обëаäаþщей
всеìи необхоäиìыìи свойстваìи äëя существова-
ния реøений рассìатриваеìых äаëее уравнений, в
÷астности, äифференöируеìой хотя бы оäин раз.

Дробнуþ произвоäнуþ произвоëüноãо неöеëо-
ãо поряäка α ∈ (0, 1) от функöии q(t) буäеì пони-
ìатü как ëевостороннþþ äробнуþ произвоäнуþ
Капуто [8, 9]:

q(t) = .

Оäино÷ныì интеãратороì äробноãо поряäка
(иëи просто äробныì интеãратороì) буäеì назы-
ватü äинаìи÷ескуþ систеìу, повеäение которой
описывается сëеäуþщиì äифференöиаëüныì урав-
нениеì äробноãо поряäка:

q(t) = u(t), (1)

ãäе  — оператор äробноãо äифференöирования

поряäка α ∈ (0, 1). На÷аëüное и коне÷ное усëовия
äëя систеìы (1) заäаäиì в виäе:

q(0) = q
0
, (2)

q(T ) = b
T
. (3)

Двойныì интеãратороì äробноãо поряäка (иëи
äвойныì äробныì интеãратороì) буäеì называтü
äинаìи÷ескуþ систеìу из äвух связанных äроб-
ных интеãраторов, повеäение которой описывает-
ся сëеäуþщей систеìой äифференöиаëüных урав-
нений äробноãо поряäка:

q
1
(t) = q

2
(t), (4а)

q
2
(t) = u(t). (4б)

Дëя äанной систеìы заäаäиì на÷аëüные усëо-
вия в виäе

q
1
(0) = ,  q

2
(0) = (5)

и коне÷ные усëовия в виäе

q
1
(T ) = ,  q

2
(T ) = . (6)

Заìетиì, ÷то при α = 1 в уравнении (1) и при
α = β = 1 в уравнениях (4а, б) äанные уравнения
перехоäят в уравнения äëя оäино÷ноãо и äвойно-
ãо интеãраторов первоãо поряäка, поäробно изу-
÷енные в работе [1]. Отìетиì также физи÷еский
сìысë уравнений äробноãо поряäка: оäна из попу-
ëярных интерпретаöий таких уравнений закëþ÷а-
ется в тоì, ÷то неöеëый поряäок äифференöиро-
вания привоäит к появëениþ эффективной äисси-
паöии. Наприìер, систеìа (4а, б) при α = β = 1
описывает äвижение теëа в соответствии со вто-
рыì законоì Нüþтона в среäе без äиссипаöии, а
в сëу÷ае äробных показатеëей эта систеìа уже
описывает äвижение с у÷етоì потерü, наприìер,
в вязкой среäе [9].

В äаëüнейøеì буäеì сëеäоватü терìиноëоãии
работы [1]. Поставиì сëеäуþщуþ заäа÷у опти-
ìаëüноãо управëения. Найти управëение u(t),
t ∈ [0, T ], такое, ÷тобы систеìа (1) иëи (4а, б) пе-
реøëа из заäанноãо на÷аëüноãо состояния q(0) иëи
(q

1
(0), q

2
(0)) в заäанное коне÷ное состояние q(T )

иëи (q
1
(T ), q

2
(T )).

При этоì рассìатриваþтся äве разновиäности
äанной заäа÷и с разныìи äопоëнитеëüныìи тре-
бованияìи:

� ÷тобы норìа управëения ||u || в пространстве
М[0, T ] äостиãëа ìиниìаëüноãо зна÷ения, коã-
äа зна÷ение Т заäано (заäа÷а А);

� ÷тобы вреìя управëения Т быëо ìиниìаëüныì
при усëовии ||u || m l, l > 0, l заäано (заäа÷а Б).

2. ÏÐÈÂÅÄÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
Ê ÏÐÎÁËÅÌÅ ÌÎÌÅÍÒÎÂ

Рассìотриì вна÷аëе оäино÷ный интеãратор
äробноãо поряäка. Известно, ÷то обратной опера-
öией к äробноìу äифференöированиþ Капуто
явëяется äробное интеãрирование Риìана—Лиу-
виëëя [8, с. 265]. Сëеäоватеëüно, реøение уравне-
ния (1) ìожно поëу÷итü, вы÷исëив интеãраë Ри-
ìана—Лиувиëëя поряäка α от обеих ÷астей урав-
нения [8—10]. С у÷етоì на÷аëüноãо усëовия (2)

q(t) = q
0
 + . (7)

vrai max
t 0 T,[ ]∈

D
α

0 t
1

Γ 1 α–( )
---------------------

0

t

∫
dq ξ( )
dξ

--------------

dξ

t ξ–( )α
------------------

D
α

0 t

D
α

0 t

D
α

0 t

D
β

0 t

q1
0

q2
0

b1
T

b2
T

1
Γ α( )
------------

0

t

∫
u τ( )dτ

t τ–( )1 α–
------------------------
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Записав форìуëу (7) äëя коне÷ноãо состояния и
воспоëüзовавøисü коне÷ныì усëовиеì (3), поëу-
÷иì кëасси÷ескуþ оäноìернуþ l-пробëеìу ìоìен-
тов [1]:

(τ)u(τ)dτ = a(T ), (8)

ãäе

(τ) = , (9)

a(T ) = b
T
 – q

0
. (10)

Отìетиì, ÷то форìуëа (10) совпаäает с анаëо-
ãи÷ной форìуëой äëя ìоìента в заäа÷е äëя интеã-
ратора первоãо поряäка [1].

В сëу÷ае äвойноãо интеãратора äробноãо поряä-
ка, как и в сëу÷ае оäино÷ноãо, ìожно поëу÷итü яв-
ное реøение уравнений (4а, б) [8—10] (сì. Приëо-
жение 1). У÷тя на÷аëüные усëовия (5) и записав
поëу÷енное реøение äëя коне÷ноãо состояния (6),
поëу÷иì кëасси÷ескуþ äвуìернуþ l-пробëеìу ìо-
ìентов [1]:

(τ)u(τ)dτ = a
2
(T ), (11а)

(τ)u(τ)dτ = a
1
(T ), (11б)

ãäе

(τ) = , (12а)

(τ) = , (12б)

a
2
(T ) =  – , (13а)

a
1
(T ) =  –  – . (13б)

Форìуëа (13а), как и форìуëа (10), поëностüþ
анаëоãи÷на форìуëе äëя соответствуþщеãо ìо-
ìента в заäа÷е о äвойноì интеãраторе первоãо по-
ряäка [1]. Заìетиì также, ÷то и äëя пробëеìы (8),
и äëя пробëеìы (11а, б) выпоëнены усëовия раз-
реøиìости пробëеìы ìоìентов в пространстве
M[0, T ] [1, 2].

3. ÐÅØÅÍÈÅ ÏÎËÓ×ÅÍÍÎÉ ÏÐÎÁËÅÌÛ ÌÎÌÅÍÒÎÂ

Как известно [1], l-пробëеìа ìоìентов виäа

g
i
(τ)u(τ)dτ = a

i
(T ), i = , u(t) ∈ M[0, T ] (14)

своäится к реøениþ сëеäуþщей заäа÷и: найти

 = (15)

при усëовии

a
i
(T )ξ

i
 = 1. (16)

При этоì ìиниìаëüная норìа управëения ||u || = λ
n
.

Реøение заäа÷и А äается в виäе [1]:

u(t) = λ
n
sign ,  t ∈ [0, T ]. (17)

Реøениеì заäа÷и Б явëяþтся [1] ìиниìаëüное
вреìя перехоäа в коне÷ное состояние T * и управ-
ëение

u(t) = l sign ,  t ∈ [0, T *], (18)

ãäе веëи÷ины  нахоäятся из реøения заäа÷и

(15), (16) при T = T *. Зна÷ение T * нахоäится как
наиìенüøее äействитеëüное неотриöатеëüное ÷ис-
ëо, уäовëетворяþщее при заäанноì ÷исëе l > 0
уравнениþ

λ
n
(T *) = l. (19)

В сëу÷ае оäино÷ноãо интеãратора иìееì в фор-

ìуëе (14) n = 1 и g
1
(τ) = (τ). Посëе необхоäиìых

выкëаäок при реøении заäа÷и (15), (16) с у÷етоì
явных выражений (9) и (10) ìожно найти веëи÷и-

ны  и λ
1
 и, поäставив их в форìуëу (17), пока-

затü, ÷то реøениеì заäа÷и А буäет функöия

u(t) = (b
T
 – q

0
). (20)

Реøение заäа÷и Б, поëу÷енное на основании
форìуë (18) и (19), äëя оäино÷ноãо интеãратора
äробноãо поряäка запиøется как

T * = (Γ(α + 1)|b
T
 – q

0
|/l )1/α, (21)

u(t) = l sign(b
T
 – q

0
),  t ∈ [0, T *]. (22)

0

T

∫ GT
α

GT
α 1

Γ α( )
------------

1

T τ–( )1 α–
--------------------------

0

T

∫ G2
β

0

T

∫ G1
α β+

G2
β 1

Γ β( )
------------

1

T τ–( )1 β–
--------------------------

G1
α β+ 1

Γ α β+( )
----------------------

1

T τ–( )1 α– β–
---------------------------------

b2
T

q2
0

b1
T

q1
0 q2

0
T

α

Γ α 1+( )
----------------------

0

T

∫ 1 n,

min
ξ
1

... ξ
n

, ,
ξigi t( )

i 1=

n

∑ td

0

T

∫⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1

λn

-----

i 1=

n

∑

ξi
* gi t( )

i 1=

n

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

ξi
* gi t( )

i 1=

n

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

ξi
*

GT
α

ξ1
*

Γ α 1+( )

T
α

----------------------
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В сëу÷ае äвойноãо интеãратора в форìуëе (14)

иìееì n = 2, g
1
(τ) = (τ), g

2
(τ) = (τ). Выра-

зив ξ
1
 ÷ерез ξ

2
 из форìуëы (16) и поäставив их в

форìуëу (15), а также испоëüзуя форìуëы (12а, б),
ìожно записатü выражение, стоящее поä ìоäуëеì
в форìуëе (15), в виäе:

f(t, ξ
2
) =  +

+ ξ
2
. (23)

Зäесü возìожны äва сëу÷ая: функöия (23) ìе-
няет иëи не ìеняет знак на отрезке [0, T ]. В пер-
воì сëу÷ае нужно найти то÷ку пересе÷ения ее ãра-
фика с осüþ вреìени и у÷естü изìенение знака в
этой то÷ке при взятии интеãраëа в форìуëе (15).
То÷ка пересе÷ения опреäеëяется форìуëой:

t' = T – . (24)

Можно показатü (сì. Приëожение 2), ÷то заäа-
÷а (15), (16) своäится к поиску ìиниìуìа по ξ

2

функöии

F(ξ
2
) =  Ѕ

Ѕ  +

+  – ξ
2
. (25)

Миниìуì в äанноì сëу÷ае ìожет бытü найäен
из реøения уравнения

F'(ξ
2
) = 0, (26)

äопускаþщеãо, вообще ãоворя, нееäинственное
реøение. Поиск ìиниìаëüноãо зна÷ения в äанноì
сëу÷ае буäет зависетü от конкретных зна÷ений по-
казатеëей äифференöирования α и β, опреäеëяþ-
щих степенü резуëüтируþщеãо уравнения. Най-

äенное такиì образоì ìиниìаëüное зна÷ение  в

соответствии с форìуëой (17) опреäеëит реøение
заäа÷и А. При реøении заäа÷и Б найäенное из
форìуëы (15) зна÷ение λ

2
 необхоäиìо поäставитü

в уравнение (19), реøение котороãо äаст веëи÷ину
T *, а соответствуþщее управëение опреäеëится по
форìуëе (18).

Есëи функöия (23) не ìеняет знака на отрезке
[0, T ], то выкëаäки существенно упрощаþтся, и
реøения заäа÷ А и Б ìоãут бытü поëу÷ены явно.

Реøение заäа÷и А в соответствии с форìуëой (17)
опреäеëяется выражениеì

u(t) = .

Реøение заäа÷и Б, в своþ о÷ереäü, исхоäя из
форìуë (18) и (19), äается сëеäуþщиìи выраже-
нияìи:

T * = (|a
1
(T )|Γ(α + β + 1)/l)1/(α + β),

u(t) = l sign[a
1
(T *)],  t ∈ [0, T *].

4. ÀÍÀËÈÇ ÏÎËÓ×ÅÍÍÛÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Проäеìонстрируеì, ÷то во всех сëу÷аях поëу-
÷енные форìуëы äëя реøений заäа÷ А и Б пере-
хоäят в их анаëоãи, поëу÷енные äëя оäино÷ноãо и
äвойноãо интеãратора первоãо поряäка, есëи поëо-
житü соответствуþщие показатеëи äифференöи-
рования равныìи 1. Действитеëüно, как известно
[1], реøение заäа÷и А äëя оäино÷ноãо интеãратора
первоãо поряäка äается форìуëой

u
1(t) = (b – q

0
)/T, (27)

а реøение заäа÷и Б — форìуëаìи

 = |b
T
 – q

0
|/l, (28)

u
1(t) = l sign(b

T
 – q

0
),  t ∈ [0, ]. (29)

Сравнение форìуë (20) и (27), (21) и (28), (22)
и (29) показывает, ÷то при α = 1 они иäенти÷ны.
Интересно отìетитü, ÷то форìуëы (22) и (29) оäи-
наковы по форìе и отëи÷аþтся ëиøü обëастüþ оп-
реäеëения; т. е. äëя оäино÷ноãо äробноãо интеãра-
тора зависиìостü от поряäка äифференöирования
явно не присутствует в форìуëе äëя оптиìаëüноãо
по быстроäействиþ управëения.

Дëя äвойноãо интеãратора первоãо поряäка при
произвоëüных на÷аëüных и коне÷ных усëовиях ре-
øение заäа÷ А и Б привоäит к кваäратноìу урав-
нениþ относитеëüно ξ

2
 [1], в которое перехоäит

уравнение (26) при α = β = 1.
Реøение заäа÷и А äëя äвойноãо интеãратора

первоãо поряäка при  =  = 0 äается форìу-

ëой [1]:

u
2(t) = sign . (30)

Дëя äробноãо äвойноãо интеãратора реøение

заäа÷и А при  =  = 0, как ìожно показатü на

G1
α β+

G2
β

1
a1 T( )
---------------

T t–( )α β 1–+

Γ α β+( )
--------------------------------

T t–( )β 1–

Γ β( )
-------------------------

a2 T( )
a1 T( )
---------------

T t–( )α β 1–+

Γ α β+( )
--------------------------------–⎝ ⎠

⎛ ⎞

a1ξ2Γ α β+( )
a2ξ2 1–( )Γ β( )
--------------------------------------

1/α

2α
α β+( )Γ β 1+( )
----------------------------------------

Γ α β+( )
Γ β( )

----------------------

β/α

a2 T( )ξ2 1–

q1 T( )
-----------------------------⎝ ⎠
⎛ ⎞ β/α–

ξ2
1 β/α+

T
α β+

Γ α β 1+ +( )
-------------------------------

a2 T( )ξ2 1–

a1 T( )
-----------------------------

T
β

Γ β 1+( )
---------------------

ξ2
*

a1 T( )Γ α β 1+ +( )

T
α β+

-----------------------------------------------

T1
*

T1
*

q2
0

b2
T

4 b1
T

q1
0–( )

T
2

--------------------------

T/2 t–

b1
T

q1
0–

-------------------

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

q2
0

b2
T
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основе реøения уравнения (26), записывается в
виäе:

u(t) = –γ sign ,

t ∈ [0, T ], (31)

ãäе γ = 2α/βΓ(α + β + 1)/(2α/β – 1). Виäно, ÷то при
α = β = 1 форìуëа (31) своäится к форìуëе (30).

При рассìотрении заäа÷и Б äопоëнитеëüно

преäпоëожиì  > 0,  = 0 äëя упрощения явных

форìуë. Дëя äвойноãо интеãратора первоãо поряä-
ка реøение заäа÷и Б äается форìуëаìи:

 = 2 , (32)

u
2(t) = l sign ,  t ∈ [0, ]. (33)

Анаëоãи÷ные форìуëы äëя äвойноãо äробноãо
интеãратора иìеþт виä

T * = , (34)

u(t) = l sign ,

t ∈ [0, T *]. (35)

В сëу÷ае заäа÷и Б также несëожно убеäитüся,
÷то при α = β = 1 форìуëа (34) перехоäит в фор-
ìуëу (32), а форìуëа (35) привоäится к форìуëе
(33). Также заìетиì, ÷то в общеì сëу÷ае заäа÷и А
и Б ìоãут не иìетü реøений: усëовие λ

2
 > 0 ìожет

не выпоëнятüся и соответствуþщее уравнение äëя
T * (сëеäуþщее из уравнения (19)) ìожет не иìетü
äействитеëüноãо неотриöатеëüноãо корня.

Такиì образоì, все поëу÷енные äëя оäино÷но-
ãо и äвойноãо äробных интеãраторов форìуëы пе-
рехоäят в свои «öеëо÷исëенные» анаëоãи при за-
äании показатеëей äифференöирования, равныìи
еäиниöе.

Заìетиì также, ÷то систеìа уравнений (4а, б)
при β → 0 своäится к оäноìу уравнениþ (1). Мож-
но показатü, ÷то в этоì сëу÷ае иìеет ìесто и пе-
рехоä форìуë, поëу÷енных äëя äвух связанных ин-
теãраторов, в форìуëы, поëу÷енные äëя оäноãо
интеãратора. Действитеëüно, выпоëнив преäеëü-
ный перехоä при β → 0 в форìуëе (31), ìожно убе-
äитüся, ÷то она своäится к форìуëе (20). Анаëо-
ãи÷но, форìуëы (34) и (35) в преäеëе при β → 0
своäятся к форìуëаì (21) и (22) соответственно.

5. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÑ×ÅÒÎÂ

Рассìотриì заäа÷у перевоäа систеìы в нуëевое
коне÷ное состояние. Основное вниìание уäеëиì
зависиìости базовых веëи÷ин от поряäка äиффе-
ренöирования. Дëя äвойноãо äробноãо интеãрато-
ра рассìотриì сëу÷аи разëи÷ных на÷аëüных усëо-
вий. Рас÷еты и визуаëизаöия резуëüтатов осущест-
вëяëисü среäстваìи пакета MatLab 7.9.

Зависиìостü норìы управëения в заäа÷е А äëя
оäино÷ноãо äробноãо интеãратора (сì. форìуëу (20))
от поряäка äифференöирования привеäена на
рис. 1 при разëи÷ных зна÷ениях q

0
. Зäесü и äаëее

(есëи не оãоворено иное) правая ãраниöа вреìен-
ноãо интерваëа в заäа÷е А заäается равной T = 100,
а оãрани÷ение на норìу управëения в заäа÷е Б —
в виäе l = 1. Виäно, ÷то привеäенные на рис. 1 за-
висиìости иìеþт ìонотонно-убываþщий харак-
тер, а при фиксированноì α ìиниìаëüная норìа
управëения растет с ростоì q

0
 (и, соответственно,

с ростоì ìоìента a(T )).

На рис. 2 преäставëена зависиìостü норìы уп-
равëения в заäа÷е А, опреäеëяеìой форìуëой (20),
от веëи÷ины T äëя оäино÷ноãо äробноãо интеãра-
тора. Виäно, ÷то ка÷ественно эта зависиìостü со-
ответствует сëу÷аþ интеãратора первоãо поряäка
(эта зависиìостü также привеäена на ãрафике —
кривая äëя α = 1): с ростоì интерваëа набëþäения
норìа управëения уìенüøается. При фиксирован-
ноì T в обëасти T < 1 с ростоì показатеëя äиф-
ференöирования норìа управëения растет. В об-
ëасти зна÷ений T > 1 набëþäается обратная тен-
äенöия.

На рис. 3 преäставëена зависиìостü наиìенü-
øеãо вреìени перехоäа в коне÷ное состояние T *

a1 T( )

T
α β+

---------------

T t–( )α 2
α/β–

T
α–

a1 T( )
-----------------------------------------------⎝ ⎠
⎛ ⎞

q1
0

b1
T

T2
* q1

0
/l

t

q1
0

-----

1

lq1
0

-----------–
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

T2
*

γ
q1

0

l
-----⎝ ⎠

⎛ ⎞

1

α β+
-------------

2
α/β–

T *( )
α

T * t–( )
α

–

q1
0

-------------------------------------------------------

Рис. 1. Зависимость нормы управления от порядка дробного диф-
ференцирования для одиночного дробного интегратора (по оси
орäинат — ëоãарифìи÷еская øкаëа)
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от показатеëя äифференöирования при разëи÷ных
зна÷ениях q

0
. Виäно, ÷то при |a(T )| = |b

T
 – q

0
| = 1

зависиìостü иìеет сëабовозрастаþщий характер.
При |b

T
 – q

0
| < 1 возрастаþщий характер зависи-

ìости выражен заìетно сиëüнее, так как в этоì
сëу÷ае, соãëасно форìуëе (21), в форìуëе появëя-

ется степенная функöия |b
T
 – q

0
|1/α. Анаëоãи÷но,

при |b
T
 – q

0
| > 1 в форìуëе (21) степенная функöия

виäа |b
T
 – q

0
|1/α обусëовëивает выраженный быст-

роспаäаþщий характер.

Рассìотриì теперü заäа÷у перевоäа в нуëевое
коне÷ное состояние äëя äвойноãо интеãратора при

 ≠ 0 и  = 0. В этоì сëу÷ае зависиìостü от по-

ряäка äифференöирования присутствует тоëüко в

функöиях (t) и (t), а выражения äëя ìо-

ìентов совпаäаþт со сëу÷аеì äвойноãо интеãрато-
ра öеëоãо поряäка. Реøение уравнения (26) при
этоì сиëüно упрощается и посëеäуþщие вы÷исëе-
ния по форìуëаì (25), (15), (16) и (19) привоäят к
явныì анаëити÷ескиì зависиìостяì. В этоì сëу-
÷ае ìожно поëу÷итü также простуþ явнуþ форìу-
ëу äëя то÷ки изìенения знака функöии (24):

t' = T(1 – 2–1/β). (36)

Анаëиз форìуëы (36) показывает, ÷то поëоже-
ние äанной то÷ки (ìоìента перекëþ÷ения) опре-
äеëяется тоëüко показатеëеì äифференöирования
второãо интеãратора в систеìе (4а, б). При÷еì это
поëожение оказывается ëокаëизованныì на отрез-
ке [T/2, T ], сìещаясü сëева направо при уìенüøе-
нии показатеëя äифференöирования β. При β = 1
иìееì t' = T/2 ∀α ∈ [0, 1], как и äëя сëу÷ая äвой-
ноãо интеãратора первоãо поряäка [1].

На рис. 4 привеäены трехìерные ãрафики за-
висиìости норìы управëения от показатеëей
äифференöирования α и β в сëу÷ае заäа÷и А (фор-

ìуëа (31)) при t = T,  = 1. Виäно, ÷то äанная за-

висиìостü иìеет неìонотонный характер и харак-
теризуется опреäеëенныì äиапазоноì зна÷ений
показатеëей интеãрирования, в котороì норìа уп-
равëения äостиãает ìаксиìаëüноãо зна÷ения. На
рис. 5 привеäены се÷ения трехìерных ãрафиков,
изображенных на рис. 4: зависиìости норìы уп-
равëения от показатеëя äифференöирования α при
разëи÷ных фиксированных зна÷ениях показатеëя
äифференöирования β. Виäно, ÷то при ìаëых по-
казатеëях β äанные зависиìости явëяþтся неìо-
нотонныìи и иìеþт ìаксиìуì в обëасти ìаëых α.
В обëасти β > 0,3 повеäение этих зависиìостей
становится ìонотонныì и, анаëоãи÷но сëу÷аþ
простоãо интеãратора, набëþäается уìенüøение
ìоäуëя управëения при росте показатеëя äиффе-
ренöирования α. Бо ´ëüøиì зна÷енияì показатеëя

Рис. 2. Зависимость нормы управления от правой границы вре-
менного интервала для дробного интегратора при различных зна-
чениях показателя дифференцирования (по оси орäинат — ëо-
ãарифìи÷еская øкаëа)

Рис. 3. Зависимость минимального времени перехода в конечное
состояние от порядка дифференцирования для дробного интег-
ратора (по оси орäинат — ëоãарифìи÷еская øкаëа)

q1
0

q2
0

G1
α β+

G2
β

Рис. 4. Зависимость нормы управления от показателей дифферен-
цирования для двойного дробного интегратора в случае задачи А

q1
0
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äифференöирования β соответствуþт ìенüøие
зна÷ения норìы управëения.

Отìетиì, ÷то зна÷ения ìоäуëя управëения не-
инвариантны относитеëüно перестановки α ↔ β,
т. е. äвойной интеãратор неинвариантен к переста-
новке переìенных q

1
 ↔ q

2
. Это впоëне понятно из

анаëиза форìуëы (31), äаþщей разëи÷ные уравне-
ния äëя поиска экстреìуìа ìоäуëя управëения по
α и β.

Зависиìостü норìы управëения от Т при фик-
сированных показатеëях äифференöирования α и
β анаëоãи÷на зависиìости, привеäенной ранее äëя
простоãо интеãратора (сì. рис. 2) и зäесü не при-
воäится.

На рис. 6 показаны зависиìости ìиниìаëüноãо
вреìени перехоäа в коне÷ное состояние äëя не-
скоëüких зна÷ений показатеëя äифференöирова-

ния β в зависиìости от показатеëя äифференöи-

рования α. Зäесü поëаãаëосü  = 1. Виäно, ÷то

привеäенные зависиìости иìеþт сëабо выражен-
ный ìиниìуì в обëасти ìаëых α. При ìаëых α и
β, как и на рис. 5, зависиìостü иìеет ìаксиìуì.
Кроìе тоãо, в обëасти α < 0,2 при фиксированноì
α ìиниìаëüное вреìя перехоäа T * растет с увеëи-
÷ениеì β, а в обëасти α > 0,2 набëþäается обратная
тенäенöия.

Рассìотриì также заäа÷у о перевоäе в нуëевое
коне÷ное состояние äëя äвойноãо интеãратора при

 = 0 и  ≠ 0. Данный сëу÷ай отëи÷ается от пре-

äыäущеãо, ãëавныì образоì, теì, ÷то в выражении
(13б) äëя ìоìента a

1
(T), сохраняется зависиìостü

от поряäка äифференöирования α. При этоì урав-
нение (26) в сëу÷ае α = β своäится к кваäратноìу
и, сëеäоватеëüно, äает возìожностü нахожäения
явноãо анаëити÷ескоãо реøения заäа÷и оптиìаëü-

ноãо управëения. Найäя веëи÷ину  и поäставив

ее в выражение (25) и уравнение (15), поëу÷иì:

λ
2
 = , (37)

ãäе D(α) = A(α)  +

+ , A(α) = .

Реøениеì заäа÷и А буäет функöия

u(t) =  Ѕ

Ѕ sign ,

t ∈ [0, T ]. (38)

В сëу÷ае заäа÷и Б при заäанноì l > 0 ìини-
ìаëüное вреìя перехоäа в коне÷ное состояние на
основании форìуë (19) и (37) опреäеëяется фор-
ìуëой:

T * = ( /lD(α))1/α. (39)

Соответствуþщее управëение

u(t) = l sign ,

t ∈ [0, T *]. (40)

Рис. 5. Зависимости нормы управления от показателя диффе-
ренцирования a при различных фиксированных значениях пока-
зателя дифференцирования b для двойного дробного интегратора
в случае задачи А

Рис. 6. Зависимость минимального времени перехода в конечное
состояние для двойного дробного интегратора Капуто при раз-
личных значениях показателей дифференцирования (по оси ор-
äинат — ëоãарифìи÷еская øкаëа)
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Характер зависиìостей норìы управëения (38)
в заäа÷е А от поряäка äифференöирования и пра-
вой ãраниöы вреìенноãо интерваëа, а также зави-
сиìости наиìенüøеãо вреìени перехоäа (39) от
поряäка äифференöирования ка÷ественно совпа-
äает с повеäениеì анаëоãи÷ных зависиìостей äëя
оäино÷ноãо интеãратора (сì. рис. 1—3). Это поä-
твержäает и сравнение форìуë (38)—(40) с форìу-
ëаìи (20)—(22) соответственно.

То÷ка пересе÷ения функöии (23) с осüþ абс-
öисс, соãëасно форìуëе (24), опреäеëяется выра-
жениеì:

t' = T . (41)

Чисëенные рас÷еты по форìуëе (41) показыва-
þт, ÷то в äанноì сëу÷ае эта то÷ка нахоäится на ин-
терваëе t' ∈ [0,7T, T ], т. е., по сравнениþ с форìу-
ëой (36), в äанноì сëу÷ае ëевая ãраниöа обëасти
зна÷ений веëи÷ины t' сäвиãается вправо.

Анаëоãи÷ныì образоì анаëити÷еские реøе-

ния ìоãут бытü поëу÷ены äëя сëу÷аев α/β = 2±1 и

α/β = 3±1, привоäящих к уравненияì 3-й и 4-й сте-
пени соответственно.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В настоящей работе заäа÷а оптиìаëüноãо уп-
равëения оäино÷ныì и äвойныì äробныì интеã-
ратороì свеäена к l-пробëеìе ìоìентов. В общеì
виäе поëу÷ены явные анаëити÷еские форìуëы иëи
базовые уравнения, позвоëяþщие нахоäитü опти-
ìаëüное (в сìысëе ìиниìуìа норìы управëения
иëи вреìени перехоäа в коне÷ное состояние) уп-
равëение и ìиниìаëüное вреìя перехоäа в коне÷-
ное состояние при заäанноì оãрани÷ении на нор-
ìу управëения. Показано, ÷то все поëу÷енные
форìуëы перехоäят в свои анаëоãи äëя оäино÷но-
ãо и äвойноãо интеãраторов первоãо поряäка, есëи
поëожитü соответствуþщие показатеëи äифферен-
öирования равныìи еäиниöе. Также показано, ÷то
форìуëы, поëу÷енные äëя äвойноãо äробноãо ин-
теãратора, своäятся к форìуëаì äëя оäино÷ноãо
äробноãо интеãратора при β → 0. Привеäены ре-
зуëüтаты рас÷етов äëя ряäа сëу÷аев, äеìонстриру-
þщие характер зависиìости основных веëи÷ин от
показатеëей äифференöирования и правой ãрани-
öы вреìенно ´ãо отрезка, на котороì рассìатрива-
ется заäа÷а.

Поëу÷енные в äанной работе резуëüтаты ìоãут
найти приìенение в заäа÷ах управëения систеìа-
ìи неöеëоãо поряäка. В отëи÷ие от опубëикован-
ных ранее резуëüтатов, поëу÷енных в раìках вари-
аöионноãо поäхоäа, поëу÷енные резуëüтаты ìоãут

бытü приìениìы при оãрани÷ениях на норìу уп-
равëения и разрывных управëениях. В ка÷естве
конкретных физи÷еских систеì, äëя которых ìо-
жет бытü реаëизовано äанное управëение, ìожно
указатü ìехани÷еские систеìы с вязкиì трениеì и
насëеäственныìи эффектаìи, ìикроструктури-
рованные и пëазìопоäобные (в тоì ÷исëе, эëект-
рохиìи÷еские) среäы разëи÷ной прироäы. Оäна
из интересных аппаратных реаëизаöий поäобных
систеì — суперконäенсатор иëи конäенсатор с
фрактаëüныì характероì структуры эëектроäов.
Бëаãоäаря такой структуре эффективная пëощаäü
и, сëеäоватеëüно, еìкостü суперконäенсатора äо-
стиãает оãроìных зна÷ений. В настоящее вреìя
поäобные устройства пытаþтся испоëüзоватü äëя
созäания бëоков питания äëя разëи÷ных систеì, в
тоì ÷исëе транспортных среäств (эëектроìобиëей
и äр.).

Поëу÷енные резуëüтаты ìоãут также оказатüся
поëезныìи при построении аëãоритìов настройки
контроëëеров неöеëоãо поряäка, приìеняеìых се-
ãоäня, наприìер, äëя управëения систеìаìи эëек-
тропитания и конäиöионирования.

Автор выражает своþ искреннþþ бëаãоäарностü
В.А. Кубыøкину за пëоäотворное обсужäение ìа-
териаëа äанной работы и поëезные советы и заìе-
÷ания. Иäея рассìотрения äинаìи÷еских систеì
äробноãо поряäка с управëениеì и приìенения
äëя их описания ìетоäа ìоìентов быëа преäëоже-
на автору А.Г. Бутковскиì.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1

Взяв интеãраë Риìана—Лиувиëëя соответствуþщеãо
поряäка от правой и ëевой ÷астей уравнений (4а, б), бу-
äеì иìетü:

q
1
(t) – q

1
(0) = q

2
(t),

q
2
(t) – q

2
(0) = u(t).

Дëя поëу÷ения окон÷атеëüноãо явноãо реøения сис-
теìы (4а, б) выразиì q

2
(t) из второãо равенства и поä-

ставиì это выражение в первое из поëу÷енных равенств.
Даëее воспоëüзуеìся поëуãрупповыì свойствоì интеã-
раëа Риìана—Лиувиëëя:

( u(t)) = u(t).

В итоãе, с у÷етоì на÷аëüных усëовий (5), поëу÷иì:

q
1
(t) =  + ,

q
2
(t) =  + .

1 Γ 2α( )

αΓ2 α( )
-------------------

A α( ) 1–
A α( )

----------------------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 1/α

–

I
α

0 t

I
β

0 t

I
α

0 t
I
β

0 t
I
α β+

0 t
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1

0 1
Γ α β+( )
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0
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∫
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0 1
Γ β( )
------------

0

t

∫
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 2

Вы÷исëиì интеãраë, вхоäящий в форìуëу (15) äëя
äвойноãо интеãратора в сëу÷ае, коãäа поäынтеãраëüная
функöия f(t, ξ

2
) ìеняет знак на отрезке интеãрирования.

Выражение (23) äëя поäынтеãраëüной функöии с у÷етоì
форìуëы (24) ìожно записатü в виäе:

f(t, ξ
2
) = [(T – t)–α – (T – t' )–α]ξ

2
.

Отсþäа виäно, ÷то при ξ
2
 > 0: f(t, ξ

2
) > 0 при t > t' и

f(t, ξ
2
) < 0 при t < t'. Тоãäа

|ξ
1

(t) + ξ
2

(t)|dt =

= – f(t, ξ
2
)dt + f(t, ξ

2
)dt =

=  +

+ ξ
2
.

В сëу÷ае ξ
2
 < 0 анаëоãи÷ное вы÷исëение äает тот же

коне÷ный резуëüтат. Поäставив сþäа выражение äëя t'
из форìуëы (24), поëу÷иì форìуëу (25). Заäа÷а (15) све-
äется к сëеäуþщеìу виäу:

 = F(ξ
2
) = ,

ãäе F(ξ
2
) опреäеëяется форìуëой (25).
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â ïåðèîä âåñåííåãî ïàâîäêà

À.Â. Õîïåðñêîâ, Ñ.Ñ. Õðàïîâ, À.Â. Ïèñàðåâ, À.À. Âîðîíèí,

Ì.Â. Åëèñååâà, È.À. Êîáåëåâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В экосистеìе Нижнеãо Повоëжüя особое ìесто
заниìает Воëãо-Ахтубинская пойìа (ВАП) — уни-
каëüное прироäное образование, простираþщееся
на 450 кì от Воëãоãраäа äо Астрахани и преäстав-
ëяþщее собой россыпü нескоëüких тыся÷ озер,
разнообразные ëиственные ëеса вäоëü береãов ìно-
ãо÷исëенных рек, ериков и проток, заëивные ëуãа
с реäкиìи öветаìи и траваìи (рис. 1). Гëавное бо-
ãатство фëоры ВАП, соäержащей 460 виäов расте-
ний, — пойìенные äубравы с 200—300-ëетниìи
äубаìи. Зäесü обитаþт 59 виäов рыб, из которых
осетровые составëяþт 8 %, 200 виäов птиö, среäи
которых ìножество реäких и ис÷езаþщих. Так, в
ВАП зафиксировано 24 из 100 иìеþщихся на тер-
ритории России ãнезäовий орëана-беëохвоста [1].
В 2000 ã. в северной ÷асти пойìы созäан прироä-
ный парк пëощаäüþ 1000 кв. кì.

Совреìенный ãиäроëоãи÷еский режиì ВАП,
поëностüþ опреäеëяеìый хозяйственно-эконо-
ìи÷ескиìи приоритетаìи, веäет к ее äеãраäаöии:

Преäставëена ãиäроäинаìи÷еская ÷исëенная ìоäеëü äинаìики поверхностных воä на
территории северной ÷асти Воëãо-Ахтубинской пойìы, сëужащей основой постановки и
реøения оптиìизаöионной и теоретико-иãровой заäа÷и управëения павоäковыì ãиäро-
ëоãи÷ескиì режиìоì äëя экоëоãо-эконоìи÷еской систеìы «Воëжская ГЭС — Воëãо-Ах-
тубинская пойìа». Расс÷итаны вреìенные зависиìости пëощаäи затопëения äëя разëи÷-
ных ãиäроãрафов, иссëеäованы усëовия обвоäнения территории.

Ключевые слова: управëение ãиäроëоãи÷ескиì режиìоì, äинаìика поверхностных воä, уравнения
ìеëкой воäы, ÷исëенные ìетоäы, Воëãо-Ахтубинская пойìа.
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Рис. 1. Общая структура гидросистемы Волго-Ахтубинской поймы
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объеì ëетнеãо воäостока р. Воëãи сокращен по
сравнениþ с прироäныì боëее ÷еì на 30 %, а зиì-
неãо — вырос боëее ÷еì в äва раза; вреìя искус-
ственноãо весеннеãо павоäка ("спеöпопуска"), воä-
ный тепëозапас, изìен÷ивостü усëовий понизиëисü
в äва раза; рыбные запасы и пëощаäи нерестиëищ
сократиëисü в äесятки раз [2]. Карäинаëüно из-
ìенитü неãативнуþ äинаìику невозìожно без со-
зäания коìпëексной систеìы экоëоãо-эконоìи-
÷ескоãо управëения соöиоприроäохозяйственной
систеìой «Воëжская ГЭС — Воëãо-Ахтубинская
пойìа».

В настоящей работе преäставëена ãиäроäинаìи-
÷еская ìоäеëü äëя рас÷ета äинаìики поверхност-
ных воä на территории ВАП. Изу÷ены особенности
затопëения ВАП в зависиìости от режиìа попус-
ка воäы ÷ерез Воëжскуþ ГЭС (ãиäроãрафа Q(t)) с
у÷етоì свойств реëüефа ìестности. Проäеìонс-
трирован аëãоритì построения оптиìаëüноãо ãиä-
роãрафа, который äоëжен ëежатü в основе опти-
ìаëüноãо управëения рассìатриваеìой систеìой.
Созäанная ìоäеëü äинаìики поверхностных воä
на территории северной ÷асти ВАП ìожет сëужитü
основой постановки и реøения оптиìизаöионной
и теоретико-иãровой заäа÷и управëения павоäко-
выì ãиäроëоãи÷ескиì режиìоì äëя экоëоãо-эко-
ноìи÷еской систеìы «Воëжская ГЭС — Воëãо-Ах-
тубинская пойìа».

1. ÌÎÄÅËÜ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÛÕ ÂÎÄ
ÍÀ ÒÅÐÐÈÒÎÐÈÈ ÂÎËÃÎ-ÀÕÒÓÁÈÍÑÊÎÉ ÏÎÉÌÛ

1.1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Динаìика поверхностных воä уäовëетворяет
прибëиженияì ìоäеëи ìеëкой воäы, поэтоìу при
ìоäеëировании поëüзуþтся уравненияìи Сен-Ве-
нана [3, 4], поëу÷аþщиìися в резуëüтате усреäне-
ния исхоäных трехìерных уравнений ãиäроäина-
ìики по вертикаëüной коорäинате z в преäпоëо-
жении постоянной пëотности воäы ρ. В резуëüтате
äëя закона сохранения ìассы ìожно записатü
уравнение непрерывности äëя тонкоãо сëоя жиä-
кости тоëщиной h(x, y, t):

 + div(hv) = q, (1)

ãäе v = {v
x
, v

y
} — скоростü те÷ения жиäкости в ãо-

ризонтаëüной пëоскости (x, y), усреäненная по
вертикаëüной коорäинате z. Функöия исто÷ника
q(x, y, t) описывает проöессы, связанные с поступ-
ëениеì и изъятиеì воäы из рас÷етной обëасти (ис-
парение, осаäки, фиëüтраöия, работа ãиäросоору-
жений). Отìетиì поëное совпаäение уравнения (1)

с уравнениеì непрерывности äëя жиäкости иëи
ãаза пëотности ρ в сëу÷ае äвуìерноãо те÷ения при
форìаëüной заìене ρ на h. Анаëоãи÷но, посëе ус-
реäнения по коорäинате z уравнение äвижения
жиäкости (закон сохранения иìпуëüса) äëя скоро-
сти v иìеет виä

 + (v•∇)v = –g∇η + f cor + f fric + fwind, (2)

зäесü η(x, y, t) = h(x, y, t) + b(x, y) — уровенü сво-
боäной поверхности жиäкости, функöия b(x, y)
опреäеëяет реëüеф, g — ускорение свобоäноãо па-
äения. Первое сëаãаеìое в правой ÷асти уравне-
ния (2) обусëовëено äействиеì сиëы тяжести на

сëой жиäкости, а второе сëаãаеìое f cor = 2[v × W] —
äействиеì сиëы Кориоëиса (Ω — уãëовая ско-
ростü вращения Зеìëи). Уäеëüная сиëа приäон-
ноãо трения ìежäу поверхностüþ Зеìëи и сëоеì

жиäкости опреäеëяется выражениеì f fric = λv|v|/2,

ãäе λ = 2gm
2/h4/3 — коэффиöиент ãиäравëи÷ескоãо

трения. Коэффиöиент m øероховатости äна по
Маннинãу опреäеëяется ìеëкоìасøтабныìи осо-
бенностяìи поäстиëаþщей поверхности, напри-
ìер, типоì раститеëüности (кустарник, ëесные
ìассивы), структурой поверхности по÷вы (песок,
паøня, характер раститеëüности) и увеëи÷ивается
по ìере возрастания степени ее неоäнороäности.

Cëаãаеìое fwind = Kρ
a
(w – v)|w – v|/(ρh) — уäеëüная

сиëа возäействия возäуха атìосферы на воäу, ρ
a
 —

пëотностü возäуха, w — скоростü ветра, коэффи-
öиент K зависит от состояния воäной поверхности.

Обсуäиì факторы, опреäеëяþщие баëанс ис-
то÷ников и стоков воäы q в уравнении (1).

� Через пëотину ГЭС за ìаëый интерваë вреìени
dt прохоäит объеì воäы Qdt, который распреäе-
ëяется непосреäственно за пëотиной. В резуëü-
тате за вреìя dt на эëеìентарной пëощаäке dS
уровенü воäы повысится на веëи÷ину dtdQ/dS.

� Ввеäеì интенсивностü испарения воäы q
e
, ко-

торая в общеì сëу÷ае зависит от теìпературы
воäы T

w
 и возäуха T

a
, еãо вëажности α, обëа÷-

ности β, ветра. Иìеется ряä феноìеноëоãи÷ес-
ких форìуë äëя оöенки скорости испарений с
воäной поверхности [5]. Наприìер, среäне-
ãоäовые зна÷ения суììы испарений в север-
ной ÷асти Каспийскоãо ìоря ëежат в преäеëах
600—1200 ìì, в апреëе ∼50 ìì, в иþне ìожет
увеëи÷иватüся äо ∼150 ìì.

� Опреäеëение скорости фиëüтраöии q
f
 преäстав-

ëяется наибоëее сëожныì, поскоëüку, поìиìо
вëияния теìпературы T

w
, в общеì сëу÷ае иìееì

зависиìостü q
f
 от тоëщины сëоя воäы, структу-

h∂
t∂

------

v∂
t∂

-----
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ры ãрунта, ãëубины проìерзания H
g
, насыщен-

ности вëаãой ãрунта I
g
 и еãо теìпературы T

g
.

� Интенсивностü осаäков q
r
 явëяется внеøниì

фактороì и äëя периоäа «апреëü — иþнü» на
территории ВАП, как правиëо, сопоставиìа с
веëи÷иной q

e
.

С у÷етоì пере÷исëенных факторов запиøеì
äëя баëанса интенсивностей исто÷ников и стоков
воäы (ì/с):

q(x, y, t) =  + q
0
 =

=  + q
r
(t) – q

f
(x, y, h, I

g
, H

g
, T

g
, T

w
) –

– q
e
(h, α, β, T

w
, T

a
). (3)

На территории ВАП выпоëняется усëовие q
0
 < 0,

а характерные абсоëþтные зна÷ения q
0
 ëежат в

преäеëах 1—10 сì/сут. Функöия dQ/dS ëокаëизо-
вана в окрестности Воëжской пëотины, а веëи÷и-
на q

0
 характеризует всþ ìоäеëируеìуþ террито-

риþ. В äанной работе при ìоäеëировании оãрани-
÷иìся рассìотрениеì сëу÷ая q

0
 = const.

Отìетиì некоторые характерные параìетры
рассìатриваеìых те÷ений. Те÷ения, форìируþ-
щиеся в проöессе затопëения ВАП, явëяþтся äо-
крити÷ескиìи на основной ÷асти территории
(÷исëо Фруäа Fr < 1), но в обëасти äинаìи÷еских
ãраниö «воäа — сухое äно» ìожет бытü сверхкри-
ти÷ескиì (Fr > 1). Те÷ения нестаöионарные,
вкëþ÷аþт в себя развитуþ систеìу вихрей и сäви-
ãовые те÷ения. Рассìатриваеìая заäа÷а äостато÷но
жесткая, поскоëüку характерное вреìя нестаöио-
нарных ìеëкоìасøтабных проöессов составëяет

всеãо нескоëüко ìинут, тоãäа как ìаксиìаëüное
вреìя весеннеãо затопëения äостиãает 100 сут.

Экоëоãи÷еский ãиäроãраф состоит из äвух
÷астей: ìеженноãо (постоянноãо) и павоäковоãо
(рис. 2), иìитируþщеãо бурный и короткий ìест-
ный разëив и посëеäуþщий боëее äоëãий прохоä
боëüøой воäы с севера. Ввеäеì норìаëизованный
ãиäроãраф Q(t) в виäе кусо÷но-непрерывной фун-
кöии (рис. 3), обëаäаþщий всеìи характерныìи
особенностяìи реаëüноãо ãиäроãрафа. Такиì об-
разоì, ãиäроãраф Q(t) опреäеëяется набороì ÷и-
сеë t

i,
 i = 0, 1, 2, ..., 7, Q

L
, Q

M
, Q

P
 и Q

R
. Такая ìоäеëü

ãиäроãрафа обëеã÷ает проöеäуру оптиìизаöии. Оп-
реäеëиì также скоростü нарастания ãиäроãрафа на
интерваëе (t

1
, t

2
) σ

p
 = dQ/dt = (Q

M
 – Q

L
)/(t

2
 – t

1
) и

скоростü снижения σ
m
 = (Q

M
 – Q

L
)/(t

4
 – t

3
). По

äанныì ãиäроãрафов за ряä посëеäних ëет иìееì

σ
p
 ∼ σ

m
 ∼ (1—4)•тыс. ì3/(с•сут).

1.2. ×èñëåííûé ìåòîä

Чисëенное реøение систеìы (1), (2) строится
на äекартовой сетке с ÷исëоì я÷еек N

x 
× N

y
. Разìер

я÷ейки Δx × Δy опреäеëяет поãреøностü рас÷ета и
выбирается исхоäя из ка÷ества реëüефа b(x, y), ко-
торое буäеì называтü также функöией реëüефа.
Характерная особенностü рассìатриваеìой заäа÷и
состоит в сëожноì характере реëüефа, соäержаще-
ãо ìноãо÷исëенные нереãуëярные и äаже разрыв-
ные у÷астки. Это преäъявëяет особые требования
к ÷исëенныì аëãоритìаì интеãрирования уравне-
ний ìеëкой воäы.

В основу аëãоритìа поëожен ориãинаëüный
÷исëенный ìетоä cSPH-TVD, преäпоëаãаþщий
совìестное приìенение TVD- и SPH-поäхоäов [6].

dQ

dS
--------

dQ

dS
--------

25

0 14 28 42 56 70 84 t

Q, тыс. ì3/с

20

15

10

5

1 — 2005
1

2

3

4

5

2 — 2006 (пëан)
3 — 2006
4 — 2007 (пëан)
5 — 2007

Рис. 2. Примеры гидрографов Волжского гидроузла для ряда лет

Q

t
0

Q
L

Q
M

Q
P

Q
R

t
1

t
2

t
3
t
4

t
5

t
6

t
7

t

Рис. 3. Модель гидрографа: этап t
4
—t

5
 с постоянныì зна÷ениеì

Q
P
 называется «рыбохозяйственной поëкой»; постоянное зна-

÷ение Q
M
 на интерваëе t

2
—t

3
 соответствует «сеëüскохозяйствен-

ной поëке»
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Еãо важная особенностü закëþ÷ается в устой÷ивоì
сквозноì с÷ете äëя нестаöионарной ãраниöы типа
«воäа — сухое äно». Анаëоãи÷ная пробëеìа возни-
кает при ìоäеëировании астрофизи÷еских те÷е-
ний, и ее реøение ìожет бытü основано на ìоäи-
фикаöии прибëиженноãо ìетоäа реøения заäа÷и
Риìана HLLC [7, 8]. При нуëевых зна÷ениях
пëотности (äавëения) в я÷ейках рас÷етной обëасти
в аëãоритì автоìати÷ески äобавëяþтся äопоëни-
теëüные характеристи÷еские скорости, опреäеëя-
þщие потоки физи÷еских веëи÷ин ÷ерез ãраниöы
я÷еек. Усëовиеì корректности ìоäифиöирован-
ноãо ìетоäа HLLC сëужит поëожитеëüностü пëот-
ности на ãраниöах я÷еек. Метоä TVD хороøо за-
рекоìенäоваë себя при ìоäеëировании сëожных
сверхзвуковых те÷ений, вкëþ÷аþщих в себя неста-
öионарнуþ систеìу взаиìоäействуþщих уäарных
воëн [9]. Реаëизованный ÷исëенный аëãоритì
обеспе÷ивает второй поряäок то÷ности интеãриро-
вания по вреìени и второй поряäок то÷ности по
пространственныì коорäинатаì. Чисëенная схеìа
консервативна и хороøо сбаëансирована [6].

Метоä cSPH-TVD состоит из äвух основных
этапов ëаãранжевоãо (÷астиöы) и эйëеровоãо (сет-
ка). Поэтоìу, поìиìо äекартовой сетки (x

i
 = iΔx,

y
j
 = jΔy), внутри кажäой сето÷ной я÷ейки соäер-

жится «жиäкая» ÷астиöа, которая характеризуется
ìассой ρhΔxΔy, иìпуëüсоì ρhvΔxΔy и поëожени-

еì  öентра ìасс в пространстве. Частиöа ìожет
свобоäно переìещатüся внутри я÷ейки и ее поëо-
жение в на÷аëüный ìоìент вреìени совпаäает с
öентроì я÷ейки r

i, j
 = {x

i
, y

j
}. В ÷исëенной ìоäеëи

все веëи÷ины, вхоäящие в исхоäные уравнения
(1), (2), преäставëяþтся в виäе сето÷ных функöий:

f( , t) → f( , t
n
) ≡  иëи f( , t) → f( , t

n
) ≡ .

Рассìотриì отäеëüно кажäый из этапов
cSPH-TVD-ìетоäа.

1. Лагранжев этап (SPH). Опреäеëяþтся из-
ìенения характеристик «жиäких» ÷астиö, обус-
ëовëенные äействиеì на них исто÷ников/стоков,
ãиäроäинаìи÷еских и внеøних сиë (сì. äаëее со-
отноøения (6) и (7)). Дëя описания äинаìики
«жиäких» ÷астиö преäставиì систеìу уравнений
(1), (2) в консервативной ëаãранжевой форìе:

 = F, (4)

ãäе U = , F = .

Дëя аппроксиìаöии пространственных произ-
воäных, вхоäящих в уравнение (4), приìеняется

ìоäифиöированный SPH-поäхоä с испоëüзовани-
еì сãëаживаþщеãо яäра W [6]:

(∇η)
i, j

 = η
k, l

∇
i, j

W(|r
i, j

 – r
k, l

|). (5)

В ка÷естве яäра (5) ìоãут сëужитü куби÷еский

спëайн Монаãана иëи функöия exp{–(x – x
i
)2/(Δx)2 –

– (y – y
j
)2/(Δy)2}. Приìеняя аëãоритì «преäик-

тор—корректор» äëя интеãрирования по вреìени
уравнения (4) äëя кажäой ÷астиöы, поëу÷иì рекур-
рентные соотноøения, опреäеëяþщие äинаìику
÷астиö:

 =  + F
i, j

(Un, rn),

 =  +  (преäиктор), (6)

 =  + Δt
n
F

i, j
( , ),

 =  + Δt
n

 (корректор). (7)

Дëя устой÷ивости ÷исëенной схеìы на первоì
этапе необхоäиìо, ÷тобы за вреìя интеãрирования
Δt

n
 ÷астиöа не выøëа за преäеëы я÷ейки.

2. Эйлеров этап (TVD). Вы÷исëяþтся потоки
ìассы и иìпуëüса, обусëовëенные переìещениеì
жиäкости ÷ерез ãраниöы я÷еек. Разностü втекаþ-
щих и вытекаþщих в я÷ейки потоков позвоëяет
опреäеëитü изìенения характеристик «жиäких»
÷астиö, расс÷итанных на преäыäущеì этапе в ìо-
ìент вреìени t

n + 1
 = t

n
 + Δt

n
, при возвращении их

в исхоäное состояние, т. е. в öентры я÷еек (сì. вы-
ражение (9)). Преäставиì систеìу уравнений (1),
(2) в консервативной эйëеровой форìе:

 +  +  = F, (8)

ãäе J = U•v
x
 и G = U•v

y
 — потоки ìассы и иì-

пуëüса в направëениях x и y соответственно. Про-
веäя коне÷но-разностнуþ аппроксиìаöиþ уравне-
ния (8), поëу÷иì:

 =  –

– Δt
n

. (9)

Зна÷ения потоков  = J( ) и

 = G( ) с поëуöеëыìи инäексаìи

вы÷исëяþтся на ãраниöах я÷еек в ìоìент вреìени

r˜

r˜ r˜
i j,

fi j,
n

rˆ rˆ i j, f
ˆ

i j,

n

dU

dt
--------

h

hv⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ q

gh∇η– h f
cor

f
fric

f
wind+ +( )+⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞

k i 1–=

i 1+

∑
l j 1–=

j 1+

∑

U˜ i j,

n 1/2+
Ui j,

n Δtn
2
--------

r̃i j,

n 1/2+
ri j,
n Δtn

2
-------- v˜ i j,

n 1/4+

U˜ i j,

n 1+
Ui j,

n
U˜

n 1/2+
r˜
n 1/2+

r˜ i j,

n 1+
ri j,
n

v˜ i j,

n 1/2+

U∂
t∂

-------
J∂
x∂

------
G∂
y∂

-------

Ui j,
n 1+

U˜ i j,

n 1+

Ji 1/2+ j,
n 1/2+

Ji 1/2– j,
n 1/2+–

Δx
-------------------------------------------

Gi j 1/2+,

n 1/2+
Gi j 1/2–,

n 1/2+–

Δy
----------------------------------------------+

Ji 1/2± j,
n 1/2+

U˜ i 1/2± j,

n 1/2+

Gi j 1/2±,

n 1/2+
U˜ i j 1/2±,

n 1/2+
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t
n + 1/2

 = t
n
 + Δt

n
/2. Веëи÷ины  и  на-

хоäятся из реøения соответствуþщих заäа÷ Риìа-
на [6, 7] при выпоëнении TVD-принöипа, обеспе-
÷иваþщеãо невозрастание поëной вариаöии ÷ис-
ëенноãо реøения [8].

Дëя устой÷ивости ÷исëенной схеìы на второì
этапе необхоäиìо, ÷тобы за вреìя интеãрирова-
ния Δt

n
 возìущения не распространиëисü на рас-

стояние, превыøаþщее разìер я÷ейки. Такиì об-
разоì, äëя устой÷ивости ÷исëенноãо аëãоритìа
cSPH-TVD необхоäиìо:

Δt < .

1.3. Öèôðîâàÿ êàðòà

Кëþ÷евой фактор, опреäеëяþщий ка÷ество
ãиäроäинаìи÷ескоãо рас÷ета, состоит в соответс-
твии испоëüзуеìой функöии реëüефа b(x, y) реаëü-
ной ìестности. В ÷исëенной ìоäеëи äëя построе-
ния сето÷ной функöии b

i, j
 = b(x

i
, y

j
) у÷итываëисü

äанные äистанöионноãо зонäирования Зеìëи, ëо-
öии и собственные äанные GPS-изìерений. Осно-
вой функöии реëüефа сëужат спутниковые äанные
ASTER и SRTM, способные обеспе÷итü разреøе-
ние äо 20 ì в пëоскости Зеìëи и äо 1 ì по верти-
каëи. Моäеëü ре÷ноãо äна строиëасü по äанныì
ëоöий. На основе GPS-изìерений быë актуаëизи-
рован реëüеф в крити÷еских зонах — протоках, ÷е-
рез которые происхоäит поступëение воäы в рав-
ниннуþ ÷астü пойìы во вреìя весеннеãо попуска.
Ерики непосреäственно соеäинены с Воëãой и Ах-
тубой, а поä протокаìи буäеì пониìатü русëовые
выхоäы из ериков.

2. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

2.1. Îñîáåííîñòè ïðîõîæäåíèÿ âîäû
÷åðåç ïîéìó

Отìетиì наибоëее характерные ÷ерты весенне-
ãо запоëнения северной ÷асти ВАП по резуëüтатаì
÷исëенноãо интеãрирования уравнений Сен-Вена-
на (1)—(3).
� Проöесс на÷аëüной стаäии затопëения проис-

хоäит в три характерных этапа: поäъеì уровня
воäы в Воëãе и Ахтубе; запоëнение основных
ериков; поступëение воäы в пойìу ÷ерез про-
токи.

� Можно выäеëитü äва крити÷еских зна÷ения па-

раìетра Q
M
. Уровенü Q

M
 < 20 тыс. ì3/с при сов-

реìенноì состоянии реëüефа не позвоëяет про-
никнутü воäе в пойìу (запоëняþтся тоëüко ос-

новные ерики). При зна÷ениях Q
M
 > 30 тыс. ì3/с

иìееì ÷резвы÷айно сиëüное затопëение, су-
щественно оãрани÷иваþщее хозяйственнуþ äе-
ятеëüностü (сеëüское и äа÷ное хозяйство, стро-
итеëüство, проживание). На рис. 4 (сì. öветнуþ
вкëейку) показана картина запоëнения север-

ной ÷асти ВАП при Q
M
 = 20, 25 и 30 тыс. ì3/с

в сëу÷ае t
3
 – t

2 
> 10 сут.

2.2. Äèíàìèêà èíòåãðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ

Ввеäеì интеãраëüные характеристики затопëе-
ния пойìы

S(t) = I(h)dxdy,  I(h) = ,

V(t) = h(x, y, t)dxdy,

опреäеëяþщие пëощаäü, которая нахоäится поä
воäой, и объеì воäы соответственно (интеãриро-
вание веäется äëя заäанной территории по пëоща-
äи, ãäе h > h

min
). Типи÷ные зна÷ения h

min
 = 20 сì.

Веëи÷ины S(t) и V(t) в ìоäеëи вы÷исëяþтся äëя

всей рас÷етной обëасти Σ
0
 = 2153 кì2, а также äëя

разëи÷ных у÷астков. Особый интерес преäставëяет

территория ВАП Σ
VAP

 = 741 кì2 за вы÷етоì русеë

Воëãи и Ахтубы. Переä на÷аëоì весеннеãо попуска
воäы без у÷ета таëых воä пëощаäü S

VAP
, занятая во-

äой на территории Σ
VAP

, не превыøает 1 %. Дëя

всей рас÷етной обëасти пëощаäü затопëения и со-
ответствуþщий объеì воäы буäеì обозна÷атü S

0
 и

V
0
. Степенü затопëения ìежäуре÷üя характеризует

безразìерная веëи÷ина s = S
VAP

/Σ
VAP

.

На рис. 5 показан виä функöий S
0
(t) и V

0
(t) с

ìоìента на÷аëа попуска воäы по резуëüтатаì на-
øих рас÷етов, в которых испоëüзоваëисü пëановые
ãиäроãрафы за посëеäние пятü ëет. Графики V

0
(t)

и S
0
(t) иìеþт характерный ìаксиìуì, повторяя в

öеëоì виä ãиäроãрафа Q(t). Наëи÷ие рыбной поë-
ки ëу÷øе проявëяется на зависиìости V

0
(t), ÷еì на

зависиìости S
0
(t). Этот эффект обусëовëен боëü-

øей ÷увствитеëüностüþ пëощаäи затопëения к ис-
парениþ/фиëüтраöии и особенностяì растекания
воäы на неоäнороäноì реëüефе ìестности. 

Резуëüтаты ìоäеëирования поäтвержäаþтся
параìетраìи экоëоãи÷еской катастрофы 2006 ã.
в ВАП, произоøеäøей всëеäствие сиëüноãо со-
кращения объеìа и проäоëжитеëüности павоäка

(Q
M
 = 17,5 тыс. ì3/с, сì. рис. 3). Дëя ãиäроãрафа

2006 ã. (сì. рис. 2) запоëнение пойìы в ÷исëенной

U˜ i 1/2± j,

n 1/2+
U˜ i j 1/2±,

n 1/2+

min
i j,

Δx

2 vxi j,

----------------
Δy

2 vyi j,

----------------
Δx

ghi j, vxi j,+
----------------------------------

Δy

ghi j, vyi j,+
----------------------------------, , ,⎝ ⎠

⎛ ⎞

∫
Σ

∫
1 h hmin≥,

0 h hmin<,⎩
⎨
⎧

∫
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∫
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Рис. 4. Структура течения в пойме при различных значениях QM
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ìоäеëи не происхоäит, ìаксиìаëüная пëощаäü за-
топëения в äва раза ìенüøе, ÷еì äëя ãиäроãрафов
2007—2010 ãã. Выäеëяется также ìаëовоäный 2011 ã.,
при÷еì ìаксиìаëüный объеì воäы отëи÷ается от
сëу÷ая 2008 ã. всеãо на 8 %, а ìаксиìаëüная пëо-
щаäü затопëения в 2011 ã. оказывается ìенüøе на
22 % по сравнениþ с 2008 ã. При÷иной такоãо
резуëüтата явиëосü боëее ìеäëенное нарастание
веëи÷ины Q äо ìаксиìаëüноãо зна÷ения в про-
øëоì ãоäу.

Аäекватностü ìоäеëи поäтвержäается резуëüта-
таìи сравнения с äанныìи набëþäений о пëощаäи
воäной поверхности в разëи÷ные ãоäы с испоëüзо-
ваниеì äанных спутника Landsat-7.

2.3. Ïåðåõîäíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñèñòåìû

Рассìотриì реакöиþ ãиäроëоãи÷еской систеìы
ВАП на изìенения ãиäроãрафа Q(t). Зафиксируеì
скоростü поäъеìа ãиäроãрафа на интерваëе t

1
 – t

2

и построиì стаöионарные реøения äëя набора
постоянных зна÷ений Q

M
. На рис. 6 привеäены за-

висиìости s(t) и V
VAP

(t) при вкëþ÷ении возäейс-

твия Q(t) от Q
L
 = 5 тыс. ì3/с äо Q

M
 с посëеäуþщей

поääержкой попуска воäы на постоянноì уровне.
Дëя кажäоãо фиксированноãо зна÷ения Q

M
 äости-

ãается стаöионарный уровенü затопëения s
max

. Та-

0 10 20 30 40 50 t

5

S
0
•108, ì2

4

3

2

2006
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а
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2,4

V
0
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1,6
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Рис. 5. Площадь затопления (а) в северной части ВАП и соот-
ветствующий объем воды (б) для гидрографов за 2006—2010 гг.;
q
0
 = –10 см/сут

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 t, сут

20 21 22 23 24 25 26 27

0,23

Q = 30 тыс. ì3/с

Q = 27,5 тыс. ì3/с

Q = 25 тыс. ì3/с

Q = 20 тыс. ì3/с

Q = 15 тыс. ì
3
/с
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Рис. 6. Зависимости относительной площади затопления (а) се-
верного участка ВАП и соответствующего объема воды (б) для
различных значений Q

M
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киì образоì, при увеëи÷ении сброса воäы ÷ерез
пëотину иìееì реакöиþ ãиäроëоãи÷еской систеìы
в виäе функöии s

max
(Q

M
).

Характерное вреìя äостижения стаöионара τ
уìенüøается с ростоì Q

M
, на÷иная приìерно со

зна÷ений Q
M
 > 27 тыс. ì3/с, при ìаëых попусках

воäы она не выхоäит за систеìу ериков и наибоëее
крупных протоков. Такиì образоì, веëи÷ина τ(Q

M
)

иìеет ìаксиìуì при Q
M
 ≈ 27 тыс. ì3/с. Затопëение

территории иìеет характерный ска÷кообразный
характер (сì. врезку на рис. 6), ÷то связано с вы-
хоäоì воäы из русеë ериков/протоков по ìере их
запоëнения. Рис. 7 (сì. öветнуþ вкëейку) наãëяä-
но показывает, ÷то äаже при трехкратноì увеëи-

÷ении попуска воäы по сравнениþ с уровнеì в ìе-
женü Q

L
 (сì. рис. 3) воäа в пойìу не поступает.

При Q
M
 > 30 тыс. ì3/с поëу÷аеì катастрофи÷еское

запоëнение северной ÷асти пойìы, а äëя þжной
астраханской ÷асти ВАП ситуаöия оказывается
еще боëее тяжеëой.

Такиì образоì, существует крити÷еское зна÷е-
ние пëощаäи s

max
, обусëовëенное неäопущениеì

затопëения насеëенных пунктов, äа÷ных ìасси-
вов, сеëüскохозяйственных уãоäий и äруãой инф-
раструктуры. Такое оãрани÷ение äиктуется безо-
пасностüþ ÷еëове÷еской äеятеëüности в ВАП.
Второе оãрани÷ение снизу s

min
 äоëжно исхоäитü из

экоëоãи÷еских требований, связанных с воспроиз-
воäствоì рыбных запасов, запоëнениеì озер,
обеспе÷ивая сохранностü ëанäøафта и биоресур-
сов. При äостижении пëощаäи затопëения s = s

max

необхоäиì перехоä с сеëüскохозяйственной поëки
на рыбнуþ (сì. рис. 3).

Рассìотриì реакöиþ ВАП на обратный про-
öесс снижения ìощности прохожäения воäы ÷ерез
пëотину от зна÷ения Q

M
 äо разëи÷ных уровней

Q
Lm

 < ... < Q
L2

 < Q
L1

 < Q
L
. Существует крити÷еское

зна÷ение Q
L
, при котороì относитеëüная пëощаäü

затопëения s = s
min

. На рис. 8 показаны зависиìос-

ти s(t) в проöессе перехоäа s
min

 → s
max

 → s
min

 äëя

разëи÷ных зна÷ений Q
M
. Провеäены боëее 100 ÷ис-

ëенных экспериìентов по затопëениþ ВАП, сëу-
жащие основой постановки и реøения оптиìиза-
öионной и теоретико-иãровой заäа÷и управëения
павоäковыì ãиäроëоãи÷ескиì режиìоì äëя эко-
ëоãо-эконоìи÷еской систеìы «Воëжская ГЭС —
Воëãо-Ахтубинская пойìа».

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Описана ÷исëенная ãиäроäинаìи÷еская ìоäеëü
весеннеãо затопëения территории северной ÷асти
Воëãо-Ахтубинской пойìы (ВАП) äëя реаëисти÷-
ноãо реëüефа ìестности с у÷етоì основных физи-
÷еских и ìетеороëоãи÷еских факторов. Характер
затопëения пойìы при испоëüзовании реаëüных
ãиäроãрафов посëеäних ëет хороøо соãëасуется с
äанныìи набëþäений. В ÷астности, хороøо вос-
произвоäятся ситуаöии ÷резвы÷айно поëновоäно-
ãо 2005 ã. и катастрофи÷ески засуøëивоãо 2006 ã.,
привеäøеãо к экоëоãи÷еской катастрофе в ВАП.
Аäекватностü ìоäеëи поäтвержäается коëи÷ест-
венныì сравнениеì резуëüтатов ìоäеëирования с
äанныìи об уровне воäы на ÷етырех ãиäропостах
в северной ÷асти ВАП. Изу÷ена реакöия ãиäроëо-
ãи÷ескоãо состояния ВАП на изìенения уровней
ãиäроãрафа. Преäставëенная ìоäеëü не у÷итывает

3
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проãрессируþщей äеãраäаöии русеë из-за наруøе-
ния естественноãо ãиäроëоãи÷ескоãо режиìа ВАП,
существенно ухуäøаþщей äинаìику воäы во вре-
ìя весеннеãо затопëения. Дëя уто÷нения требуþт-
ся поëевые иссëеäования. Преäваритеëüные оöен-
ки ìасøтаба äеãраäаöии позвоëяþт сäеëатü вывоä
о возìожности повыøения эффективности ãиäро-
ãрафа путеì о÷истки русеë ВАП.

Построеннуþ ãиäроäинаìи÷ескуþ ìоäеëü преä-
поëаãается испоëüзоватü äëя постановки и реøе-
ния оптиìизаöионной и теоретико-иãровой за-
äа÷и управëения павоäковыì ãиäроëоãи÷ескиì
режиìоì в экоëоãо-эконоìи÷еской систеìе «Воëж-
ская ГЭС — Воëãо-Ахтубинская пойìа».

Работа выпоëнена при финансовой поääержке
РФФИ (ãрант 11-07-97025), ФЦП «Нау÷ные и на-
у÷но-пеäаãоãи÷еские каäры инноваöионной Рос-
сии 2009—2013 ãã.» (проект № 14.В37.21.028), Ми-
нобрнауки (теìа «Систеìы ìониторинãа, äиаãнос-
тики и управëения в экоëоãии и ìеäиöине на
основе инфорìаöионных техноëоãий и коìпüþ-
терноãо ìоäеëирования»).
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быть счастливыми даже в условиях быстрых перемен. Для этого необходимы эффективные методы и механизмы самооргани-

зации и адаптации к изменениям. Для их построения в книге исследуются и разрабатываются психонейрофизиологические мо-

дели человека как объекта управления в условиях динамики и неопределенности. На их основе создаются адаптивные ме-

ханизмы самоуправления, взаимодействия с другими людьми и овладения ими, направленные на повышение качества жизни,

наполнение ее смыслом. Эти механизмы положены в основу высоких гуманитарных технологий, призванных согласовывать ин-

тересы личности и общества в условиях перемен, сделать жизнь более гармоничной и счастливой. Разработаны теоретические

основы анализа, синтеза и проектирования адаптивных механизмов функционирования гуманитарных систем.

Для изучающих современные проблемы управления человеком и обществом и пути их решения.

Íîâàÿ êíèãà
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ÌÅÕÀÍÈÇÌÛ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÐÅÑÓÐÑÎÂ
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÍÅÌÀÍÈÏÓËÈÐÓÅÌÛÕ 

ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÛÕ ÀÍÎÍÈÌÍÛÕ ÏÐÎÖÅÄÓÐ 
ÃÎËÎÑÎÂÀÍÈß Ñ ÄÅËÅÃÈÐÎÂÀÍÈÅÌ

Â.Í. Áîíäàðèê, Í.À. Êîðãèí
1

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Рассìатривается заäа÷а распреäеëения ресур-
сов (наприìер, оãрани÷енноãо финансирования) в
объеìе R ìежäу m проектаìи. Финансирование
опреäеëяется на основании соãëасования интере-
сов n ëиö (аãентов) — при этоì кажäый из аãентов
ìожет бытü заинтересован в опреäеëенноì рас-
преäеëении объеìов финансирования.

Обозна÷иì: ìножество проектов M, #M = m;
ìножество аãентов N, #N = n; ìножество äопус-
тиìых вариантов распреäеëения ресурсов

A = {x = (x
1
, ..., x

m
) ∈ | x

j
 m R}.

Заинтересованностü аãентов описывается их
функöияìи поëезности u

i
(x): A → �

1
, i ∈ N, при÷еì

функöия u
i
(x) известна ëиøü саìоìу аãенту i ∈ N.

Буäеì рассìатриватü сëу÷ай сепарабельных
однопиковых функöий поëезности. Обозна÷иì

τ
ji

= arg u
i
(x) — оптиìаëüное коëи÷ество ресур-

сов, которое с то÷ки зрения аãента i сëеäует вы-
äеëитü на проект j. Лþбой аãент ìожет бытü без-
разëи÷ен к тоìу, какое коëи÷ество ресурса сëе-
äует выäеëитü на отäеëüные проекты — ∃k ∈ M

∂u
i
(x)/∂x

k
 ≡ 0. Набор τ

i
 =  буäеì называтü

точкой пика аãента n ∈ N, ãäе M
i
 ⊆ M — ìножество

проектов, не безразëи÷ных этоìу аãенту.
В работе описывается кëасс ìеханизìов рас-

преäеëения ресурсов, которые явëяþтся неманипу-
лируемыми в раìках описанной ìоäеëи. Ре÷ü иäет
о ìеханизìах, в которых у аãентов спраøиваþтся
их преäпо÷тения (то÷нее, тоëüко то÷ки пика), и
äëя кажäоãо аãента сообщение истинной инфор-
ìаöии о своих преäпо÷тениях сëужит äоìинант-
ной стратеãией (т. е. наиëу÷øиì из äоступных еìу
сообщений вне зависиìости от тоãо, ÷то сообщаþт
äруãие аãенты). К ìеханизìаì буäут преäъявëятü-
ся требования анонимности, т. е. итоãовое распре-
äеëение ресурсов äоëжно бытü сиììетри÷ныì от-
носитеëüно перестановок аãентов, и симметрич-
ности — априори все проекты, на которые нужно
распреäеëятü ресурсы, оäинаково важны, и ëþбые
äва проекта, при оäинаковых заявках на их финан-
сирование со стороны аãентов, äоëжны поëу÷атü
оäинаковое финансирование.

1. ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

«Траäиöионная» постановка заäа÷и распреäе-
ëения ресурсов преäставëяет собой ìоäеëü, в
которой кажäый из аãентов заинтересован ëиøü
в поëу÷ении финансирования äëя оäноãо своеãо
проекта (τ

ii
 ∈ [0, R], m = n). Дëя поäобной поста-

новки заäа÷и кëасс неìанипуëируеìых ìеханиз-
ìов äостато÷но хороøо описан и иссëеäован — сì,
наприìер, работы [1, 2]. Этот кëасс усëовно назы-
вается механизмы последовательного распределения

Рассìотрена заäа÷а распреäеëения ресурсов на основании ìнений аãентов и äопускаþ-
щая возìожностü äеëеãирования — коãäа ëþбой аãент ìожет в ка÷естве заявки сообщатü
не поëный вектор распреäеëения, а ëиøü отäеëüные еãо коìпоненты. Описаны сиììет-
ри÷ные анониìные обобщенные ìеäианные схеìы, äопоëненные проöеäураìи äеëеãи-
рования, которые ìоãут приìенятüся äëя реøения äанной заäа÷и.

Ключевые слова: неìанипуëируеìые ìеханизìы пëанирования, управëение проектаìи, распреäеëе-
ние ресурсов, обобщенные ìеäианные схеìы, ìеханизìы посëеäоватеëüноãо распреäеëения ресурсов.

1 Работа выпоëнена при ÷асти÷ной финансовой поääержке
РФФИ, проект № 12-07-00365-а.

m
+

�

j 1=

m

∑

max
xj

τji{ }
j Mi∈
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ресурсов (МПРР). В ÷астности, в раìках траäи-
öионной постановки быëо äоказано, ÷то сущест-
вует еäинственный анониìный неìанипуëируе-
ìый ìеханизì, эффективный по Парето [3, 4], в
котороì сообщения аãентов τ

i
 = τ

ii
, i ∈ N, упоря-

äо÷иваëисü по возрастаниþ, посëе ÷еãо распреäе-
ëение ресурсов опреäеëяëосü сëеäуþщеì образоì:

x
i
 = min , i ∈ N. (1)

Заäа÷а распреäеëения ресурсов рассìатрива-
ëасü также в постановке заäа÷и многокритериаль-
ной активной экспертизы [5] — коãäа äëя кажäоãо
аãента актуаëüно, какое коëи÷ество ресурсов сëе-
äует выäеëитü на кажäый из проектов. Дëя кажäо-
ãо аãента оптиìаëüное коëи÷ество ресурсов, выäе-
ëяеìое на отäеëüный проект, не зависит от тоãо,
какое коëи÷ество ресурсов буäет выäеëено на ос-
таëüные — такие преäпо÷тения аãентов называ-
þтся многомерно однопиковыми. Дëя äанной пос-
тановки заäа÷и неìанипуëируеìыìи явëяþтся
ìеханизìы на основе обобщенных медианных схем
(ОМС). В этих проöеäурах объеì финансирова-
ния кажäоãо из проектов опреäеëяется независи-
ìо (от тоãо, скоëüко буäет выäеëено ресурсов на
äруãие проекты) на основе медианной проöеäуры
ãоëосования, преäставëяþщей собой неìанипуëи-
руеìый ìеханизì оäнокритериаëüной активной
экспертизы. Оäнако в соответствии с работой [6]
äанные ìеханизìы не явëяþтся эффективныìи по
Парето. Боëее тоãо, ìноãие из ОМС недопустимые
(нереализуемые) — они ìоãут äаватü в ка÷естве ре-
зуëüтата неäопустиìое распреäеëение ресурсов
(превыøаþщее бþäжетное оãрани÷ение) äаже в
тоì сëу÷ае, коãäа аãенты сообщаþт варианты рас-
преäеëения, уäовëетворяþщие бþäжетноìу оãра-
ни÷ениþ. В статüе [7] на основе блочного метода
анаëиза реаëизуеìости ОМС (преäëоженноãо в
работах [8, 9]) быëи описаны кëассы анониìных
симметричных (коãäа äëя кажäоãо проекта испоëü-
зуется оäна и та же проöеäура ãоëосования) обоб-
щенных ìеäианных схеì, которые äопустиìы в
ка÷естве ìеханизìа распреäеëения ресурсов. Дëя
сиììетри÷ных и анониìных ОМС блочное пред-
ставление [9] ìожно записатü сëеäуþщиì образоì

[7]. Обозна÷иì ∀z ∈ [0, R] ℜ(z) ∈ 2N\∅ — ìноже-
ство поäìножеств N, которые являются выбираю-
щими правыми коалициями äëя äанноãо z при опи-
сании обобщенных ìеäианных схеì в терìинах
семейства систем выбираþщих коаëиöий (поä-
робнее об этоì понятии сì. в работах [5, 8—10]).
Отрезок [0, R] разбивается на k m n отрезков

[z
l – 1

, z
l
], l ∈ {k, ..., }, 1 m k <  m n, z

k – 1
 = 0,

= R. При÷еì ∀l ∈ {k, ..., }, ∀S ∈ ℜ(z
l
) #S l l и

∀z ∈ (z
l – 1

, z
l
] ℜ(z) = ℜ(z

l
). Ина÷е ãоворя, при оп-

реäеëении объеìа финансирования äëя отäеëüно-
ãо проекта j ∈ M с поìощüþ äанной проöеäуры
ноìер отрезка опреäеëяет ìиниìаëüное ÷исëо
аãентов, äëя которых объеì финансирования z
не превыøает их заявки на финансирование äëя
äанноãо конкретноãо проекта. Возìожно, ÷то äëя

каких-то l ∈ {k, ..., } z
l – 1

 = z
l
. Обозна÷иì B

W
 =

= {B
w
}
w ∈ W

 — разбиение куба [0, R]m на бëоки,

ãäе W = {w = (w
1
, ..., w

m
): ∀j ∈ M w

j
 ∈ {k, ..., }},

B
w
 = [ , ] — отäеëüный бëок. Иìенно

разбиение B
W
 = {B

w
}
w ∈ W

 — описывает блочное пред-

ставление обобщенной ìеäианной схеìы. Бëо÷-
ное преäставëение ëежит в основе бëо÷ноãо ìето-
äа анаëиза реаëизуеìости ОМС при заäанноì
ìножестве äопустиìых аëüтернатив. В ÷астности,
äëя иссëеäуеìой заäа÷и распреäеëения ресурсов,
ОМС реаëизуеìа, есëи äëя ëþбоãо B

w
, такоãо ÷то

 m R, но  > R выпоëнено усëовие

w
j 
l (m – 1)n + 1. (2)

С поìощüþ äанноãо бëо÷ноãо преäставëения
быëо показано [5], ÷то:

— при m > n существует еäинственная äопусти-
ìая сиììетри÷ная анониìная ОМС, опреäеëяе-
ìая выражениеì

x
j
 = (τ

ji
),  j ∈ M; (3)

— при m = n ëþбая äопустиìая сиììетри÷ная
анониìная ОМС опреäеëяется выражениеì

x
j
 = max z ∈ (0, R]|#{i ∈ N |τ

ji
 l z} l

l n – , z
n – 1

 m R/m,  j ∈ M; (4)

— при m < n, ëþбая äопустиìая сиììетри÷ная
анониìная ОМС äоëжна уäовëетворятü требова-
нияì: заäаþщая ее систеìа правых выбираþщих
коаëиöий ℜ(z) разбивает отрезок [0, R] не боëее

÷еì на k =  + 1 ÷астей отрезкаìи [z
l – 1

, z
l
],

l ∈ {n – k + 1, ..., n}, z
n – k

 = 0, z
n 
= R; äëя ëþбоãо

инäекса l ∈ {n – k + 1, ..., n}, ∀S ∈ ℜ(z
l
) #S l l и

∀z ∈ (z
l – 1

, z
l
] ℜ(z) = ℜ(z

l
). При этоì z

l
, l ∈ {n – k +

+ 1, ..., n} äоëжны поäбиратüся так, ÷тобы äëя ëþ-

боãо B
w
, такоãо ÷то  m R, но 

 
> R, вы-

поëняëосü усëовие (2).

τi

R xj
j i<

∑–

n i 1–( )–
-------------------------,

⎩ ⎭
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎧ ⎫

k k

z
k

k

k

k

j 1=

m

∏ zwj 1– zwj

j 1=

m

∑ zwj 1–

j 1=

m

∑ zwj

j 1=

m

∑

min
i N∈

⎩
⎨
⎧

R z–
R zn 1––
---------------------

⎭
⎬
⎫

n 1–
m 1–
-------------

j 1=

m

∑ zwj 1–

j 1=

m

∑ zwj
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Быëо также показано, ÷то есëи сиììетри÷ная
анониìная ОМС äопустиìа äëя распреäеëения ре-
сурсов при некоторых m и n, то она также äопус-

тиìа при  < m и тоì же n.
Описанный кëасс äопустиìых сиììетри÷ных

анониìных ОМС зна÷итеëüно уже всеãо кëасса
сиììетри÷ных анониìных ОМС, которые явëя-
þтся неìанипуëируеìыìи ìеханизìаìи коëëек-

тивноãо выбора на кубе [0, R]m. Иссëеäуеì, ìожно
ëи расøиритü описанный кëасс путеì ввеäения
делегирования — возìожности аãентаì сообщатü
заявки на финансирование тоëüко ÷асти проектов.

В работе [11] быëо äоказано, ÷то ëþбой МПРР
ìожет бытü преäставëен в виäе ОМС, äопоëнен-
ной правилом делегирования, опреäеëяþщиì äëя
кажäоãо аãента еãо заявки относитеëüно объеìов
финансирования тех проектов, которые еìу без-
разëи÷ны. Принöипиаëüно äëя поëу÷енноãо ре-
зуëüтата, ÷то априори быëо известно, в какоì из
проектов заинтересован кажäый из аãентов. В ÷ас-
тности, быëо показано, ÷то анониìный МПРР
преäставиì в виäе сиììетри÷ной ОМС

x
i
 = max{z ∈ [0, R]|#{j ∈ N|τ

ij
 l z} >

> max(n + 1 – R/z, 0)},  i ∈ N, (5)

äопоëненной правиëоì äеëеãирования

τ
ij
 = min ,  i, j ∈ N, (6)

ãäе i
j
 — ноìер аãента i в упоряäо÷ении аãентов из

N \{ j} в поряäке возрастания зна÷ений их то÷ек
пиков.

В раìках äанной работы ответиì на сëеäуþщие
вопросы.

Коãäа в сиììетри÷ных анониìных ОМС äеëе-
ãирование äопустиìо?

Какие правиëа äеëеãирования äопустиìы äëя
сиììетри÷ных анониìных ОМС?

Позвоëяет ëи ввеäение äеëеãирования расøи-
ритü кëасс сиììетри÷ных анониìных ОМС, äо-
пустиìых в ка÷естве ìеханизìа распреäеëения ре-
сурсов?

2. ÄÎÏÓÑÒÈÌÎÑÒÜ ÄÅËÅÃÈÐÎÂÀÍÈß
Â ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÌÅÄÈÀÍÍÛÕ ÑÕÅÌÀÕ

Вопрос о тоì, коãäа в сиììетри÷ных анониì-
ных ОМС äеëеãирование äопустиìо, ìожно раз-
äеëитü на äва уто÷няþщих.

Прежäе всеãо, ìожно ëи äопускатü äеëеãирова-
ние заявок в неìанипуëируеìоì ìеханизìе, есëи
нет априорной инфорìаöии о тоì, какой аãент к
финансированиþ каких проектов безразëи÷ен?
Ответ на неãо äостато÷но о÷евиäен — правиëо äе-
ëеãирования äоëжно обеспе÷иватü äопустиìые за-

явки аãента — в наøеì сëу÷ае τ
ji
 m R, ∀i ∈ N.

Поэтоìу, ëþбой аãент в ка÷естве своеãо сообще-
ния саìостоятеëüно ìожет выбратü ëþбуþ из за-
явок, которая ìожет бытü реаëизована в раìках
äеëеãирования. Теì саìыì, саìа возìожностü äе-
ëеãироватü выбор заявок на финансирование ряäа
проектов не расøиряет возìожности ìанипуëиро-
вания (коне÷но, при усëовии, ÷то правиëо äеëеãи-
рования выбрано корректное, об этоì — в сëеäу-
þщеì параãрафе).

Даëее, ìожно ëи требоватü от аãента äеëеãиро-
вания сообщения своей заявки по теì проектаì,
финансирование которых еìу не безразëи÷но? От-
вет — неëüзя. Дëя обоснования этоãо ответа рас-
сìотриì простой приìер.

Пример 1. Пустü n = 3, m = 3. Пустü первый аãент
иìеет преäставëение об оптиìаëüноì финансировании
первоãо и второãо проектов: τ

11
 + τ

21
 = R, в то вреìя как

второй и третий аãенты заинтересованы тоëüко в опре-
äеëенноì финансировании соответствуþщих проектов:
τ
22

, τ
33

 m R. Боëее тоãо, с то÷ки зрения первоãо аãента по-

тери от неäофинансирования первоãо проекта ãоразäо
ìенüøе, ÷еì от неäофинансирования второãо проекта.
Кажäоìу аãенту разреøено сообщитü свои преäпо÷те-
ния ëиøü по соответствуþщеìу проекту: первый по пер-
воìу, второй по второìу, третий — по третüеìу. Опре-
äеëение своих заявок по äруãиì проектаì они обязаны
äеëеãироватü. Еäинственный анониìный и сиììетри÷-
ный ìеханизì äëя äанной постановки заäа÷и — это
МПРР (1), который также ìожет бытü преäставëен в ви-
äе ОМС (5) с правиëоì äеëеãирования (6). Преäпоëо-
жиì, ÷то τ

11
 m 1/3, а 1/3 < τ

21
 < τ

22
 < τ

33
. В этоì сëу÷ае

первый аãент, сообщая заявку s
11

 < τ
11

, уìенüøает неäо-

финансирование проекта 2 на (τ
11

 – s
11

)/2, теì саìыì

увеëи÷ивая своþ поëезностü. ♦
Такиì образоì, äëя произвоëüной ОМС äеëе-

ãирование äопустиìо всеãäа, но тоëüко «äобро-
воëüное» — кажäый аãент äоëжен иìетü возìож-
ностü приниìатü реøение саìостоятеëüно: äеëе-
ãироватü ëи ìеханизìу опреäеëение еãо заявки на
финансирование ëþбоãо из проектов иëи сооб-
щитü ее саìостоятеëüно.

3. ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÅ ÏÐÀÂÈËÀ ÄÅËÅÃÈÐÎÂÀÍÈß

Опреäеëиì, какие правиëа äеëеãирования явëя-
þтся äопустиìыìи в сиììетри÷ных анониìных
ОМС, приìеняеìых в ка÷естве ìеханизìов рас-
преäеëения ресурсов. В работе [12] показано, ÷то
в проöессе äеëеãирования ìоãут у÷итыватüся заяв-
ки äруãих аãентов. Оäнако о÷евиäно, ÷то правиëа
äеëеãирования также äоëжны бытü анониìныìи —
в них не ìожет у÷итыватüся, кто из аãентов ÷то
сообщает. Допустиìые правиëа äоëжны бытü так-
же сиììетри÷ныìи, т. е. äëя ëþбых äвух направ-
ëений финансирования из тех, äëя которых аãен-
тоì äеëеãируется опреäеëение еãо заявки, при оäи-
наковых про÷их усëовиях, у÷итываеìых правиëоì

m̃

τi

R τj– τkj
k i

j<

∑–

n ij–
------------------------------------,

⎩ ⎭
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎧ ⎫

j M∈

∑
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äеëеãирования, äоëжны опреäеëятüся оäинаковые
объеìы финансирования в ка÷естве заявки äанно-
ãо аãента. По анаëоãии с требованияìи, в соот-
ветствии с которыìи в работе [11] быëо поëу÷ено
правиëо (6), коëи÷ество ресурсов, которое состав-
ëяет суììу заявок, опреäеëенных правиëоì äеëе-

ãирования, не äоëжно превыøатü R
i
 = R – τ

ji
 —

ресурсов, äоступных к äеëеãированиþ аãентоì i ∈ N.
В то же вреìя, правиëо äеëеãирования äоëжно
обеспе÷иватü суììу заявок äеëеãируþщеãо аãента
как ìожно бëиже к бþäжетноìу оãрани÷ениþ, ес-
ëи это не противоре÷ит интересаì äруãих аãентов.

Обозна÷иì m
i
 = #M

i
, N

j
 ⊆ N — ìножество аãен-

тов, сообщивøих свои заявки по проекту j ∈ M,
n
i
= #N

j
.

Утверждение 1. В симметричной анонимной
ОМС, применяемой как механизм распределения ре-
сурсов, любое правило делегирования должно быть
представимо в виде 

τ
ji
 = min ,  i ∈ N,  j ∈ M \M

i
, (7)

где  определяется только на основании сообщений

агентов из N
j
 с помощью анонимной однокритери-

альной ОМС, а j
i
 — номер проекта из M \M

i
 в упо-

рядочении по возрастанию . ♦

Доказатеëüства этоãо и посëеäуþщих утвержäе-
ний привеäены в Приëожении.

Опиøеì äва «крайних» правиëа из кëасса,
уäовëетворяþщих выражениþ (7). Правиëо äеëе-
ãирования буäеì называтü толерантным, есëи

= (τ
ji
). Правиëо äеëеãирования буäет назы-

ватü позитивным, есëи  = (τ
ji
).

При приìенении тоëерантноãо правиëа äеëеãи-
рования ëþбой аãент i ∉ N

j
 как бы «не вìеøива-

ется» в «конфëикт» аãентов из N
j
, сообщая в ка-

÷естве своей заявки по проекту j не боëее ÷еì
(τ

ji
). Обозна÷иì x

j
 — объеì финансирования

äëя направëения j ∈ M, который ìожет бытü обес-
пе÷ен саìостоятеëüно аãентаìи из N

j
 в раìках

заäанной ОМС, приìеняеìой äëя распреäеëения
ресурсов (т. е. коãäа ∀i ∉ Nj τ

ji
 = 0): x

j
 = max{z ∈ [0,

R]|{i ∈ N
j
|τ
ji
 l z} ∈ ℜ(z)}, ãäе систеìа выбираþщих

правых коаëиöий ℜ(z) описывает приìеняеìуþ
äëя распреäеëения ресурсов ОМС. Тоãäа поä кон-
фëиктоì поäразуìевается то, ÷то x

j
 ìожет бытü

боëüøе оптиìаëüноãо финансирования проекта

j ∈ M äëя некоторых аãентов из N
j
, т. е. x

j
 l (τ

ji
).

Заявки аãентов из N \N
j
 не ìеняþт ìножества

аãентов S = {i ∈ N |τ
ji
 l x

j
}, теì саìыì не изìеняя

резуëüтат выбора по направëениþ j.

Есëи же x
j
 < (τ

ji
), то такой «конфëикт» от-

сутствует — финансирование, которое ìоãут
обеспе÷итü саìостоятеëüно аãенты из N

j
, ìенüøе

оптиìаëüноãо äëя ëþбоãо из них. В этоì сëу÷ае
аãенты не из ìножества N

j
, бëаãоäаря правиëу äе-

ëеãирования, позвоëяþт увеëи÷итü объеì финан-
сирования äанноãо направëения не боëее ÷еì äо

(τ
ji
), теì саìыì не иниöиируя «конфëикт».

Позитивное правиëо äеëеãирования, в отëи÷ие
от тоëерантноãо, ìаксиìаëüно вëияет на конф-
ëикт интересов аãентов из N

j
, так как при еãо при-

ìенении x
j
 l x

j
.

Проäеìонстрируеì äействия разëи÷ных правиë
äеëеãирования на приìере.

Пример 2. Пусть n = 5, m = 3. Обозначим знаком «_»
отсутствие предпочтений по данному проекту у агента.
Пусть наилучшие объемы финансирования проектов с точ-
ки зрения агентов следующие: τ

1
 = {1, _, _}, τ

2
 = {_, _, 1/2},

τ
3
 = {_, 1/2, _}, τ

4
 = {1/4, _, _}, τ

5
 = {_, 1/3, 1/4}. Для оп-

ределения распределения ресурсов применяется симмет-
ричная анонимная ОМС, допустимая при данных n и m:

x
j
 = max{z ∈ (0, R]|#{i ∈ N |τ

ji
 l z} l n – 1},  j ∈ M.

В раìках äанной ОМС по ëþбоìу из проектов за-
интересованные в опреäеëенноì еãо финансировании
аãенты не ìоãут саìостоятеëüно обеспе÷итü выäеëение
на неãо ненуëевоãо финансирования: ∀j ∈ M x

j
 = 0.

Проанаëизируеì, какиìи буäут векторы заявок аãен-
тов в зависиìости от выбора правиëа äеëеãирования.
Дëя аãента 1, вне зависиìости от правиëа äеëеãирования,
возìожна еäинственная заявка τ

1
 = {1, 0, 0}. Аãенты 2

и 3 при ëþбоì правиëе äеëеãирования, уäовëетворяþ-
щеì выражениþ (7), буäут сообщатü τ

2
 = {1/4, 1/4, 1/2}

и τ
3
 = {1/4, 1/2, 1/4}.

Дëя аãентов 4 и 5 в зависиìости от выбора правиëа
äеëеãирования поëные векторы заявок буäут разныìи.

Пустü приìеняется тоëерантное правиëо äеëеãирова-
ния. Тоãäа τ

4
 = {1/4, 1/3, 1/4}, τ

5
 = {1/4, 1/3, 1/4}. Векторы

заявок по проектаì: {1, 1/4, 1/4, 1/4, 1/4} äëя первоãо,
{0, 1/4, 1/2, 1/3, 1/3} äëя второãо и {0, 1/2, 1/4, 1/4, 1/4}
äëя третüеãо аãента. В этоì сëу÷ае резуëüтатоì выбора
буäет вектор финансирования x = {1/4, 1/4, 1/4}.

Пустü приìеняется позитивное правиëо äеëеãирова-
ния. Тоãäа τ

4
 = {1/4, 3/8, 3/8}, τ

5
 = {5/12, 1/3, 1/4}. Век-

торы заявок по проектаì буäут: {1, 1/4, 1/4, 1/4, 5/12}
äëя первоãо, {0, 1/4, 1/2, 3/8, 1/3} äëя второãо и {0, 1/2,
1/4, 3/8, 1/4} äëя третüеãо аãента. Но на итоãовое рас-
преäеëение финансирования это не повëияет — резуëü-
татоì выбора буäет x = {1/4, 1/4, 1/4}. ♦

Утвержäение 1 описывает äопустиìый кëасс
правиë äеëеãирования äëя сиììетри÷ных и ано-
ниìных ОМС, но не позвоëяет äатü ответ на воп-

j Mi∈

∑

xˆ j

Ri τki
k ji<

∑–

m mi– ji–
---------------------------,

⎩ ⎭
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎧ ⎫

xˆ j

xˆ j

xˆ j min
i Nj∈

xˆ j max
i N

j
∈

min
i Nj∈

min
i Nj∈

min
i Nj∈

min
i Nj∈
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рос, ìожно ëи путеì äеëеãирования расøиритü
кëасс неìанипуëируеìых ìеханизìов распреäеëе-
ния ресурсов äëя рассìатриваеìой заäа÷и.

4. ÀÍÎÍÈÌÍÛÅ È ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÛÅ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÅ 
ÌÅÄÈÀÍÍÛÅ ÑÕÅÌÛ, ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÅ ÊÀÊ ÌÅÕÀÍÈÇÌÛ 

ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÐÅÑÓÐÑÎÂ Ñ ÄÅËÅÃÈÐÎÂÀÍÈÅÌ

Гарантированным делегированием буäеì назы-
ватü ситуаöиþ, коãäа априори известно, ÷то аãен-
ты ãотовы äеëеãироватü опреäеëение своих заявок
по отäеëüныì проектаì. С поìощüþ этоãо понятия
резуëüтат, поëу÷енный в работе [11], ìожно сфор-
ìуëироватü в форìе сëеäуþщеãо утвержäения.

Утверждение 2. Класс симметричных анонимных
неманипулируемых механизмов распределения ресур-
сов не расширяется при введении возможности де-
легирования и может быть расширен только при га-
рантированном делегировании.♦

Иныìи сëоваìи, саìа возìожностü äеëеãиро-
вания не позвоëяет расøиритü кëасс неìанипуëи-
руеìых ОМС и, как сëеäствие, обеспе÷итü Паре-
то-эффективностü приниìаеìых реøений.

Обозна÷иì μ = (m – m
i
) — уровень делеги-

рования, ìиниìаëüное ÷исëо проектов, безразëи÷-
ных коìу-ëибо из аãентов. Дëя МПРР μ = m – 1,
÷то явëяется ìаксиìаëüныì уровнеì äеëеãиро-
вания.

Утверждение 3. Для произвольных m, n l 2 при
гарантированном делегировании с уровнем μ, допус-
тимыми в качестве механизмов распределения ре-
сурсов являются ОМС, которые допустимы без
гарантированного делегирования при том же n и

= m – max{0, μ – 1}.
Следствие. Механизì распреäеëения ресурсов

на основе сиììетри÷ной анониìной ОМС с äеëе-
ãированиеì äëя ëþбых m l 3, n > 2 ìожет бытü Па-
рето-эффективен тоëüко при μ = m – 1.♦

С у÷етоì поëу÷енных в этоì параãрафе и в ра-
боте [7] резуëüтатов, в зависиìости от m, n и μ,
äопустиìы сëеäуþщие анониìные и сиììетри÷-
ные ОМС:

— при m – max{0, μ – 1} > n существует еäин-
ственная äопустиìая сиììетри÷ная анониìная
ОМС, опреäеëяеìая выражениеì (3);

— при m – max{0, μ – 1} = n ëþбая äопустиìая
сиììетри÷ная анониìная ОМС опреäеëяется вы-
ражениеì (4);

— при m – max{0, μ – 1} < n ëþбая äопустиìая
сиììетри÷ная анониìная ОМС äоëжна уäовëет-
ворятü требованияì: заäаþщая ее систеìа правых
выбираþщих коаëиöий ℜ(z) разбивает отрезок

[0, R] не боëее ÷еì на  =  + 1 ÷астей от-

резкаìи [z
l – 1

, z
l
], l ∈ {n –  + 1, ..., n},  = 0,

z
n
 = R,  = m – max{0, μ – 1}; äëя ëþбоãо

инäекса l ∈ {n –  + 1, ..., n}, ∀S ∈ ℜ(z
l
) #S l l и

∀z ∈ (z
l – 1

, z
l
] ℜ(z) = ℜ(z

l
). При этоì z

l
, l ∈ {n –

– + 1, ..., n} äоëжны поäбиратüся так, ÷тобы äëя

ëþбоãо набора инäексов  = {w
1
, ..., }, таких

÷то  m R, но  > R, выпоëняëосü

усëовие:

w
j 
l (  – 1)n + 1.

Проиëëþстрируеì поëу÷енный резуëüтат при-
ìероì.

Пример 3. Пустü n = 5, m = 6. Преäпоëожиì, ÷то с
то÷ки зрения äвух аãентов оптиìаëüно отäатü все фи-
нансирование на проект 1, оставøихся трех аãентов —
отäатü все финансирование на проект 2. Вектор заявок
äëя проекта 1 буäет {1, 1, 0, 0, 0}, äëя проекта 2 — {0, 0,
1, 1, 1}, äëя проектов 3—6 — {0, 0, 0, 0, 0}. В этой ситу-
аöии äеëеãирования не буäет, так как кажäый аãент тре-
бует отäатü все äоступное финансирование на оäин про-
ект. Но инфорìаöия о тоì, какое ìаксиìаëüное ÷исëо
проектов ìожет бытü интересно äëя ëþбоãо из аãентов,
все равно буäет вëиятü на то, какие ìеханизìы äопус-
тиìо приìенятü äëя распреäеëения ресурсов.

В отсутствии ãарантированноãо äеëеãирования иëи

при μ = 1 äопустиìа ОМС x
j
 = (τ

ji
), j ∈ M. В соот-

ветствии с этиì ìеханизìоì ни на оäин проект не бу-
äет выäеëено никакоãо финансирования, так как ìини-
ìаëüная заявка на финансирование ëþбоãо из проектов
равна нуëþ.

Есëи μ = 2, то ëþбая äопустиìая ОМС описывается
как

x
j
 = max z ∈ (0, R]|#{i ∈ N|τ

ji
 l z} l 5 – ,

z
n – 1

 m R/5,  j ∈ M.

При ëþбоì ìеханизìе, на основе такой ОМС при
рассìатриваеìых ìнениях аãентов об оптиìаëüноì рас-
преäеëении финансирования ни на оäин проект также
не буäет выäеëено никакоãо финансирования, так как
äëя этоãо необхоäиìо, ÷тобы ìиниìуì ÷етыре аãента
просиëи ненуëевое финансирование äëя проекта.

Есëи μ = 4, то ëþбая äопустиìая ОМС заäается раз-
биениеì [0, R] не боëее ÷еì на три ÷асти посëеäоватеëü-
ностüþ {z

l
}
l ∈ {2, 3, 4, 5}

, z
2
 = 0, z

3
 = R/3 – y, z

4
 = R/3 – 2y,

z
5
 = R, y ∈ [0, R/3]. В раìках наøеãо приìера финан-

сирование буäет выäеëено тоëüко на проект 2 в объеìе
x

2
 = R/3 – y.

Есëи μ = 5, то ëþбая äопустиìая ОМС заäается раз-
биениеì [0, R] не боëее ÷еì на 5 ÷астей неубываþщей
посëеäоватеëüностüþ {z

l
}
l ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}

, такой ÷то z
0
 = 0,

z
1
 + z

4
 m R, z

2
 + z

3
 m R, z

5
 = R.

В этоì сëу÷ае на проект 1 буäет выäеëятüся финан-
сирование в объеìе z

2
, на проект 2 — в объеìе z

3
. Есëи

min
i N∈

m̃

k˜
n 1–

m̃ 1–
--------------

k˜ z
n k̃–

m̃

k˜

k˜

w̃ wm̃

j 1=

m̃

∑ zwj 1–

j 1=

m̃

∑ zwj

j 1=

m̃

∑ m̃

min
i N∈

⎩
⎨
⎧ R z–

R zn 1––
---------------------

⎭
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в ОМС z
2
 + z

3
 = R, то финансирование буäет поëностüþ

распреäеëено ìежäу проектаìи 1 и 2.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Поëу÷енные резуëüтаты позвоëяþт конструи-
роватü ìеханизìы распреäеëения ресурсов äëя
сëеäуþщей ситуаöии. Необхоäиìо приниìатü ре-
øение о распреäеëении ресурсов на основании
ìнений аãентов. Кажäый аãент ìожет бытü заин-
тересован в тоì, ÷тобы итоãовое финансирование
отäеëüных (бытü ìожет, всех) проектов быëо как
ìожно бëиже к оптиìаëüноìу с еãо то÷ки зрения.
И эта заинтересованностü форìаëизуется в виäе
сепарабеëüных оäнопиковых преäпо÷тений.

Дëя сëу÷ая, коãäа априори все направëения
выäеëения ресурсов равнозна÷ны, а ìнения всех
аãентов равноöенны, показано, ÷то ëþбой неìа-
нипуëируеìый ìеханизì преäставиì в виäе обоб-
щенной ìеäианной схеìы с правиëоì äеëеãирова-
ния на основе ìеханизìов посëеäоватеëüноãо рас-
преäеëения ресурсов.

Основной резуëüтат закëþ÷ается в тоì, ÷то при
перехоäе от ìноãоìерно-оäнопиковых к сепара-
беëüныì и оäнопиковыì преäпо÷тенияì, принöи-
пиаëüный виä неìанипуëируеìых ìеханизìов не
ìеняется, äопоëняясü ëиøü проöеäурой äеëеãиро-
вания. Кëасс äопустиìых проöеäур быë также опи-
сан — быëо показано, ÷то он основан на ìеханиз-
ìах посëеäоватеëüноãо распреäеëения ресурсов.

Важныì преäставëяется тот факт, ÷то äëя оп-
реäеëения виäа äопустиìых ОМС боëüøуþ роëü
иãрает не то, какое ÷исëо проектов преäëаãается
äëя финансирования, а то, каково ìаксиìаëüное
÷исëо проектов, в опреäеëенноì финансировании
которых ìожет бытü заинтересован оäин аãент.
Чеì ìенüøе это ÷исëо, теì ìенее строãиì стано-
вятся требования, преäъявëяеìые к соãëасован-
ности ìнений аãентов относитеëüно тоãо, какиì
äоëжно бытü распреäеëение. Выпоëнение этих
требований необхоäиìо, ÷тобы хотü какое-то фи-
нансирование ìоãëо бытü выäеëено хотя бы на
оäин проект.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  у т в е р ж ä е н и я 1. Правиëо
äеëеãирования (6) отве÷ает всеì пере÷исëенныì требо-
ванияì, но оно работает в усëовиях, коãäа ∀j ∈ M n

j 
m 1,

т. е. в опреäеëенноì финансировании кажäоãо из про-
ектов заинтересован не боëее ÷еì оäин аãент. Дëя сëу-
÷ая, коãäа ∃j ∈ M n

j
 > 1 необхоäиìо уто÷нитü, как иìен-

но äоëжна буäет опреäеëятüся заявка äеëеãируþщеãо
аãента. В сиëу требования сиììетри÷ности, изна÷аëü-
но ресурсы äоступные к äеëеãированиþ аãентоì i ∈ N

R
i
 = R – τ

ji
, äоëжны поровну распреäеëятüся ìежäу

направëенияìи из M \M
i
, т. е. первона÷аëüно äëя каж-

äоãо проекта из M \M
i
 äоступно  ресурсов.

Это коëи÷ество сопоставëяется с веëи÷иной , которая

äоëжна опреäеëятüся на основании заявок аãентов из N
j
.

При этоì, в ситуаöии, коãäа ∀j ∈ M n
j 
m 1, с у÷етоì

еäинственности анониìноãо МПРР, правиëо äеëеãиро-
вания äоëжно бытü эквиваëентно правиëу (6). Откуäа по-
ëу÷аеì, ÷то правиëо äеëеãирования äоëжно иìетü виä (7).

Опреäеëиì äопустиìые . В соответствии с работой

[12], веëи÷ина  äоëжна бытü неìанипуëируеìой по за-

явкаì аãентов из N
j
. С у÷етоì требования, ÷то ìнение

аãентов из N
j
 äоëжно у÷итыватüся при опреäеëении за-

явок äеëеãируþщих аãентов äëя äанноãо направëения,

поëу÷аеì, ÷то  ∈ [min , max ], т. е.

правиëо äеëеãирования äоëжно бытü ìеäианной схеìой.
С у÷етоì требования анониìности ìеханизìа распреäе-
ëения ресурсов — анониìной ìеäианной схеìой. Ут-
вержäение 1 äоказано.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  у т в е р ж ä е н и я 2. При от-
сутствии ãарантированноãо äеëеãирования возìожна
ситуаöия, коãäа нескоëüко аãентов, иëи äаже все, сооб-
щаþт свои заявки на финансирование всех проектов;
т. е. ОМС, испоëüзуеìая в ка÷естве ìеханизìа распре-
äеëения ресурсов, äоëжна бытü реаëизуеìой в сëу÷ае
ìноãоìерно-оäнопиковых преäпо÷тений аãентов. От-
сþäа сëеäует, ÷то при ввеäении возìожности äеëеãиро-
вания кëасс сиììетри÷ных анониìных ìеханизìов рас-
преäеëения ресурсов не расøиряется. Поскоëüку ОМС
(5) не явëяется äопустиìой в сëу÷ае ìноãоìерно-оäно-
пиковых преäпо÷тений при m = n > 2, то вывоä о тоì,
÷то с ввеäениеì ãарантированноãо äеëеãирования кëасс
сиììетри÷ных анониìных неìанипуëируеìых ìеха-
низìов распреäеëения ресурсов ìожет бытü расøирен,
о÷евиäен.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  у т в е р ж ä е н и я 3. С поìощü
бëо÷ноãо поäхоäа быëо показано, ÷то äëя ëþбоãо бëока

B
w
 из бëо÷ноãо разбиения куба [0, R]m, порожäаеìоãо

ОМС, такоãо ÷то  m R, но  > R, при от-

сутствии äеëеãирования äоëжно бытü выпоëнено усëо-
вие (2). Проанаëизируеì, как трансфорìируется это ус-
ëовие при ввеäении ãарантированноãо äеëеãирования.

Опреäеëиì, какое ìиниìаëüное ÷исëо аãентов äо-
пустиìо äëя выбора ненуëевоãо финансирования при
заäанных m, n l 2 и μ l 2. Пустü äëя оäноãо проекта все
аãенты просят финансирование в объеìе R – ε. Тоãäа
суììа äопустиìых заявок ëþбоãо из аãентов по äруãиì
проектаì не äоëжна превыøатü ε. В отсутствие äеëеãи-
рования нереаëизуеìый резуëüтат ìоã бытü поëу÷ен, ес-
ëи кажäый аãент распреäеëяë эту веëи÷ину ìежäу m – 2
проектаìи, сообщая заявку ε/(m – 2), а ìиниìаëüное
÷исëо аãентов q, которое позвоëяет выбратü ненуëевое
финансирование проекта, не уäовëетворяëо усëовиþ
q(m – 1) l n(m – 2) + 1. Анаëоãи÷но, есëи заäан ìини-
ìаëüный уровенü äеëеãирования μ, то эту же веëи÷ину
ëþбой аãент ìожет распреäеëитü ìежäу m – μ – 1 про-
ектаìи, сообщая заявку ε/(m – μ – 1). Чтобы такой уро-

j Mi∈

∑

R τki
k Mi∈

∑–

m mi–
------------------------------

xˆ j

xˆ j

xˆ j

xˆ j τji{ }
i Nj∈

τji{ }
i Nj∈

j 1=

m

∑ zwj 1–
j 1=

m

∑ zwj
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венü финансирования не ìоã бытü назна÷ен всеì m – 1
проектаì, необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы ìиниìаëüное

÷исëо аãентов , которое позвоëяëо бы выбратü ненуëе-
вое финансирование проекта при äанноì уровне äеëе-

ãирования, уäовëетворяëо усëовиþ (m – μ) l n(m – μ –

– 1) + 1. Отсþäа поëу÷аеì  l n – , ÷то экви-

ваëентно q äëя  = m – max{0, μ – 1}, тоãо же n и от-
сутствия äеëеãирования. Данный резуëüтат озна÷ает, ÷то
äëя «крайних» бëоков с инäексаìи w = {∃!l ∈ M : w

l
 = n,

∀j ∈ M \{l} w
j
 = }, которые всеãäа явëяþтся ãрани÷ны-

ìи, усëовие (2) приниìает сëеäуþщий виä. Дëя ëþбоãо

 ⊂ M такоãо ÷то #  =  и l ∈ :

w
j 
l (m – μ)n + 1 = (  – 1)n + 1.

Кроìе тоãо, поëу÷енный резуëüтат озна÷ает, ÷то äо-
пустиìая ОМС ìожет порожäатüся систеìой правых вы-
бираþщих коаëиöий ℜ(z), разбиваþщих отрезок [0, R]

не боëее ÷еì на  + 1 ÷астей отрезкаìи [z
l – 1

, z
l
],

l ∈ { , ..., n},  = 0, z
n
 = R.

Опреäеëиì, какой ìаксиìаëüный объеì финанси-

рования  ìожет бытü выäеëен на отäеëüный проект

при ãоëосовании за неãо ìиниìаëüно äопустиìыì ÷ис-

ëоì аãентов . Пустü ∀i ∈ N, #M
i
 = m – μ и ∀j ∈ M

i

τ
ji

= . Пустü  = {j ∈ M : x
j
 = }. Тоãäа ìаксиìаëüно

äопустиìое зна÷ение  опреäеëяется усëовияìи

m n(  – 1) m (  + 1).

У÷итывая, ÷то опреäеëение  актуаëüно тоëüко при

 l n, поëу÷аеì

 m  +  m  + 1.

Тоãäа ìаксиìаëüное ÷исëо проектов, äëя которых не

ìенее  аãентов ìоãут попроситü  – . Сëеäоватеëü-

но,  m R/ , ÷то также соответствует требованияì к

сиììетри÷ныì анониìныì ОМС, äопустиìыì äëя рас-

преäеëения ресурсов при  l n.

По анаëоãии с крайниì бëокоì и зна÷ениеì ,

нетруäно поëу÷итü, ÷то остаëüные z
l
, l ∈ { , ..., n}, сëе-

äует опреäеëятü сëеäуþщиì образоì. Дëя ëþбоãо набо-

ра инäексов  = {w
1
, ..., }, таких ÷то  m R,

но 
 
> R, äоëжно выпоëнятüся усëовие:

w
j 
l (  – 1)n + 1.

Это озна÷ает, ÷то при заäанных m, n l 2 и μ m m – 1
сиììетри÷ная анониìная ОМС äопустиìа äëя распре-
äеëения ресурсов тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа она явëя-

ется äопустиìой äëя тоãо же n и  = m – max{0, μ – 1}.
Утвержäение 3 äоказано.

Д о к а з а т е ë ü с т в о  с ë е ä с т в и я. ОМС ìоãут бытü
эффективныìи по Парето при n > 2 тоëüко при m m 2
(сì, наприìер [6]). Из утвержäения 3 сëеäует, ÷то при
μ = m – 1 äопустиìыìи äëя распреäеëения ресурсов
явëяþтся ОМС, которые явëяþтся äопустиìыìи при

= 2 в отсутствие äеëеãирования. Откуäа поëу÷аеì, ÷то
при μ = m – 1 возìожно обеспе÷ение Парето эффектив-
ности распреäеëения ресурсов.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÈÅÌÍÎÉ ÊÀÌÏÀÍÈÈ:
ÂÓÇÛ ÐÀÇËÈ×ÍÎÃÎ ÊÀ×ÅÑÒÂÀ È ÀÁÈÒÓÐÈÅÍÒÛ

Ñ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÅÉ ÏÎËÅÇÍÎÑÒÈ

Ñ.Ã. Êèñåëüãîô

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Рассìатривается построение ìоäеëи приеìной
каìпании в российских ãосуäарственных вузах.
С÷итается, ÷то все вузы и все абитуриенты разäе-
ëены на некоторое ÷исëо катеãорий в зависиìости
от их «ка÷ества», и äеëение на катеãории известно
всеì у÷астникаì. В настоящее вреìя выбор абиту-
риента в раìках приеìной каìпании оãрани÷ен
пятüþ вузаìи. При поäа÷е äокуìентов абитуриент
ориентируется на «ка÷ество» вуза и ожиäаеìуþ ве-
роятностü поступëения в этот вуз. В преäпоëоже-
нии о кваäрати÷ных функöиях поëезности абиту-
риента и экспоненöиаëüноì паäении ожиäаеìой
вероятности поступëения при росте ка÷ества вуза
оказывается, ÷то абитуриент буäет всеãäа поäаватü
äокуìент в вуз, поступëение в который он с÷итает
ãарантированныì (ка÷ество такоãо вуза с÷итаеì
соответствуþщиì ка÷еству поäãотовки абитуриен-
та), а также в оäин иëи äва вуза ка÷ествоì выøе на
три «катеãории», от оäноãо äо трех вузов ка÷ествоì
выøе на äве катеãории и оäин вуз на катеãориþ
выøе. В резуëüтате при существуþщей систеìе
приеìа (которая описана äаëее) сиëüно постраäа-
þт вузы ка÷ества «выøе среäнеãо»: они неäоберут
стуäентов, так как сиëüные абитуриенты уйäут в
наибоëее привëекатеëüные вузы, а боëее сëабые
буäут ëиøены возìожности перейти на освобо-
äивøиеся ìеста из-за оãрани÷енноãо ÷исëа «воëн»
за÷исëений в приеìной каìпании. Кроìе тоãо,
возìожны несправеäëивые ситуаöии, коãäа отно-
ситеëüно боëее сëабые абитуриенты поëу÷ат ìеста

в боëее сиëüных вузах, ÷еì относитеëüно боëее
сиëüные абитуриенты.

Матеìати÷еские ìоäеëи и анаëиз ìеханизìов
за÷исëения абитуриентов в вузы äавно развиваþт-
ся в ëитературе по обобщенныì паросо÷етанияì.
Кëþ÷евые резуëüтаты поëу÷ены в работах [1—3].
Основные поëожения теории обобщенных паро-
со÷етаний изëожены в книãе [4]. Обзор иссëеäо-
ваний по äанной теìатике äан в работе [5].

1. ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈß ÏÐÈÅÌÍÎÉ ÊÀÌÏÀÍÈÈ
Â ÐÎÑÑÈÉÑÊÈÕ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÕ ÂÓÇÀÕ

Все абитуриенты, кроìе реäких особых сëу÷аев,
оöениваþтся вузоì в соответствии с суììой баë-
ëов, набранных иìи в суììе по треì иëи ÷етыреì
преäìетаì на ЕГЭ. Пере÷енü преäìетов утверж-
äается Министерствоì образования и науки äëя
кажäой спеöиаëüности и еäин äëя всех вузов, осу-
ществëяþщих поäãотовку по äанной спеöиаëüнос-
ти. Реøение относитеëüно у÷ета резуëüтатов по
оäноìу из ÷етырех преäìетов приниìает саìосто-
ятеëüно кажäый вуз. Наприìер, при поступëении
на направëение «Эконоìика» Министерствоì ут-
вержäены ÷етыре преäìета: ìатеìатика, русский
язык, обществознание и иностранный язык. Оä-
нако вуз вправе искëþ÷итü иностранный язык из
÷исëа преäоставëяеìых абитуриентоì резуëüтатов
ЕГЭ. На практике такой возìожностüþ поëüзуется
боëüøинство вузов, поэтоìу äаëее ìы äëя просто-
ты буäеì преäпоëаãатü, ÷то ÷исëо преäìетов всеã-
äа равно треì.

Привеäены свеäения о систеìе приеìа в вузы России на основании резуëüтатов Еäиноãо
ãосуäарственноãо экзаìена (ЕГЭ). Построена ìатеìати÷еская ìоäеëü выбора абитури-
ентоì вузов äëя поäа÷и заявëений. На основе спроãнозированноãо выбора абитуриентов
сìоäеëирована приеìная каìпания. Показаны неäостатки существуþщеãо ìеханизìа за-
÷исëения абитуриентов в вузы.

Ключевые слова: обобщенные паросо÷етания, абитуриенты, ìеханизì за÷исëения, ЕГЭ.
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Приеìная каìпания вкëþ÷ает в себя этап поäа-
÷и заявëений и этап за÷исëений, которые описаны
äаëее. Отìетиì, ÷то несущественные äëя äаëüней-
øеãо иссëеäования äетаëи наìеренно опущены.

На этапе поäа÷и заявëений абитуриенты поäа-
þт заявëения в интересуþщие их вузы. В 2010 ã.
÷исëо вузов, в которые ìоã поäаватü заявëения
абитуриент, быëо оãрани÷ено пятüþ. В кажäоì ву-
зе абитуриент ìоã поäаватü заявëение не боëее ÷еì
на три спеöиаëüности. Заявëения приниìаëисü
приеìныìи коìиссияìи вузов äо сереäины иþëя.

Заявëение äëя поступëения на опреäеëеннуþ
спеöиаëüностü приниìается при наëи÷ии копии
аттестата о поëноì среäнеì образовании и резуëü-
татов ЕГЭ по треì преäìетаì, соответствуþщиì
этой спеöиаëüности. Набор преäìетов утвержäает-
ся öентраëизованно и не ìожет изìенятüся са-
ìиì вузоì. Дëя кажäоãо абитуриента расс÷итыва-
ется суììа баëëов, набранных по указанныì треì
преäìетаì. Вуз не вправе устанавëиватü веса преä-
ìетов при суììировании. Такиì образоì, при по-
äа÷е заявëения на оäну и ту же спеöиаëüностü в
разные вузы абитуриент иìеет оäинаковуþ суììу
баëëов ЕГЭ вне зависиìости от вуза.

Посëе окон÷ания приеìа заявëений на÷инается
этап за÷исëения, который прохоäит в äве «воëны».
В первой волне зачислений вузы объявëяþт списки
абитуриентов, которых они ãотовы принятü. Спи-
сок всех поäавøих заявëения на некоторуþ спеöи-
аëüностü сортируется по суììе баëëов ЕГЭ, еãо
верхнþþ ÷астü образует список приниìаеìых аби-
туриентов, ÷исëо приниìаеìых äоëжно соответ-
ствоватü ÷исëу ìест. Есëи ÷исëо заявëений ìенü-
øе ÷исëа ìест в вузе, то все поäавøие заявëения
вкëþ÷аþтся в список приниìаеìых абитуриентов.
До 4 авãуста абитуриенты äоëжны быëи принести
поäëинник аттестата в оäин из вузов, вкëþ÷ивøих
их в список. Есëи äо установëенноãо срока вкëþ-
÷енный в список приниìаеìых абитуриент не пре-
äоставиë поäëинник, то он выбывает из äаëüней-
øеãо конкурса на эту спеöиаëüностü в этоì вузе.
Абитуриенты, принесøие поäëинник, перехоäят
в разряä офиöиаëüно рекоìенäованных к за÷ис-
ëениþ.

На второй волне зачислений из списка абитури-
ентов кажäой спеöиаëüности вы÷еркиваþтся те,
кто быë вкëþ÷ен в список приниìаеìых абитури-
ентов, но не принес поäëинник. С у÷етоì этоãо в
верхнþþ ÷астü списка снова попаäаþт новые при-
ниìаеìые абитуриенты, при этоì общее ÷исëо
приниìаеìых абитуриентов не превыøает ÷исëа
ìест. Абитуриент, который принес поäëинник ат-
тестата в первой воëне за÷исëений, иìеет право
забратü еãо и принести в äруãой вуз, вкëþ÷ивøий
еãо в список принятых тоëüко на второì этапе, но

боëее äëя этоãо абитуриента преäпо÷титеëüный.
В остаëüноì правиëа те же — äо установëенноãо
öентраëизованно срока (9 авãуста) вузы жäут аби-
туриентов с поäëинникаìи аттестатов. Посëе это-
ãо öентраëизованная приеìная каìпания закан÷и-
вается, и вузы изäаþт приказы о за÷исëении тех
абитуриентов, которые принесëи поäëинники ат-
тестатов.

2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì приеì абитуриентов на оäну спе-
öиаëüностü в ãосуäарственные вузы в соответствии
с описанныìи в § 1 правиëаìи.

Пустü:
A — ìножество всех абитуриентов;

A
i
 — ìножество абитуриентов ãруппы i, i = ,

т. е. абитуриенты разбиты на M ãрупп по ка÷еству
поäãотовки: ÷еì выøе ноìер катеãории, теì ëу÷øе
поäãотовка (и суììа баëëов ЕГЭ) вхоäящих в нее
абитуриентов;

B — ìножество всех вузов;
B

j 
— ìножество вузов катеãории по ка÷еству j,

j = , т. е. вузы разбиты на M + 1 катеãориþ

по ка÷еству образования (репутаöии): ÷еì выøе
ноìер катеãории, теì боëее высокоãо ка÷ества
образование äаþт вхоäящие в нее вузы. Вузы
(M + 1)-й катеãории преäставëяþт особуþ кате-
ãориþ эëитных вузов с наиëу÷øиì ка÷ествоì поä-
ãотовки.

Обозна÷иì ÷исëо абитуриентов в кажäой ãруппе
÷ерез k

i 
= |A

i
|, а ÷исëо вузов в кажäой катеãории ÷е-

рез n
j 
= |B

j
|. Приìеì, ÷то в кажäой катеãории оäи-

наковое ÷исëо вузов, т. е. n
1 
= n

2
 = ... = n

M + 1 
= n.

Чисëо ìест в кажäоì вузе приìеì оäинаковыì и
равныì L. Относитеëüно ÷исëа ìест в вузе ìы
приäерживаеìся преäпоëожения о тоì, ÷то при
невозìожности сравнитü ìежäу собой нескоëüких
абитуриентов вуз вынужäен за÷исëитü их всех, äа-
же есëи это привоäит к превыøениþ первона÷аëü-
ной квоты.

Буäеì с÷итатü, ÷то все вузы иìеþт оäинаковые
преäпо÷тения на ìножестве абитуриентов, устро-
енные сëеäуþщиì образоì. Абитуриенты с оäина-
ковыì ка÷ествоì поäãотовки попаäаþт в оäну
ãруппу A

i
, при÷еì ãруппы, как быëо указано ранее,

упоряäо÷ены по ка÷еству поäãотовки. Чеì выøе
ка÷ество поäãотовки абитуриента (ноìер еãо ãруп-
пы, i), теì преäпо÷титеëüнее он äëя вуза. Абиту-
риентов с оäинаковой поäãотовкой вузы сравнитü
ìежäу собой не ìоãут.

Преäпоëожение об оäинаковых преäпо÷тениях
вузов справеäëиво в тоì сëу÷ае, есëи ìы рассìат-

1 M,

1 M 1+,
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риваеì приеì тоëüко на оäну расøиреннуþ спе-
öиаëüностü, на которой в разных вузах требуется
оäинаковый набор резуëüтатов ЕГЭ, т. е. абитури-
енты иìеþт оäинаковуþ суììу баëëов.

Дëя ìоäеëирования текущей ситуаöии на рос-
сийскоì образоватеëüноì рынке сäеëаны сëеäуþ-
щие преäпоëожения о преäпо÷тениях абитуриен-
тов и способе принятия иìи реøений.
� Вузы из боëее высокой катеãории преäпо÷ти-

теëüнее вузов из боëее низкой катеãории äëя
ëþбоãо абитуриента.

� Кажäый абитуриент ранжирует вузы внутри ка-
теãории оäинаковоãо ка÷ества в инäивиäуаëü-
ноì поряäке.

� Поëезностü u
a 
от поступëения в вуз b ∈ B

j
 äëя

некотороãо абитуриента a заäается как u
a
( j, s

b
) =

= ( j + s
b
)2, 0 < s

b
 m 1, ãäе j — катеãория вуза по

ка÷еству, а s
b
 — веëи÷ина, характеризуþщая

преäпо÷титеëüностü поступëения в вуз b по
сравнениþ с äруãиìи вузаìи катеãории j.

� Зна÷ение s
b
 опреäеëяется ìестоì вуза в ран-

жировке äанноãо абитуриента. А иìенно, есëи
вуз  явëяется ëу÷øиì äëя абитуриента a сре-
äи вузов катеãории j, то s

b
 = 1. Есëи вуз l-й

по преäпо÷титеëüности в этой катеãории, то
s
b

= (n + 1 – l)/n, т. е. зна÷ение s
b
 заäается та-

киì образоì, ÷тобы ëþбой вуз катеãории j + 1
быë завеäоìо преäпо÷титеëüнее ëþбоãо вуза из
катеãории j.

� Кроìе поëезности от поступëения, вузы оöе-
ниваþтся абитуриентаìи по вероятности пос-
тупëения, пряìо пропорöионаëüной ка÷еству
поäãотовки абитуриента и обратно пропорöио-
наëüной катеãории вуза:

p = 

Такиì образоì, абитуриенту a ∈ A
i
 невыãоäно

поäаватü äокуìенты в вуз b ∈ B
j
, есëи i > j, так

как это буäет завеäоìой потерей по сравнениþ
с ãарантированныì вузоì из катеãории j = i.

� Есëи абитуриенту не уäается поступитü ни в
оäин вуз, еãо поëезностü с÷итается равной нуëþ.
Преäпоëожения сäеëаны с у÷етоì непоëноты

инфорìаöии, иìеþщейся у абитуриентов.
Кажäый абитуриент äоëжен выбратü набор из

пяти вузов. Дëя кажäоãо набора оöенивается ожи-
äаеìая поëезностü, абитуриент выбирает набор с
наибоëüøей ожиäаеìой поëезностüþ. Буäеì с÷и-
татü, ÷то все абитуриенты приäерживаþтся сëеäу-
þщеãо разуìноãо принöипа: «Есëи я за÷исëен
сразу в нескоëüко вузов, то выбираþ ëу÷øий, т. е.

приносящий наибоëüøуþ поëезностü от поступ-
ëения».

Рассìотриì абитуриента a из ãруппы A
i
 и еãо

набор, состоящий из пяти вузов. Вузы в наборе
упоряäо÷ены по преäпо÷титеëüности äëя абитури-
ента a: первый вуз (катеãория j

1
) саìый ëу÷øий,

посëеäний (катеãория j
5
) — саìый хуäøий.

Ожиäаеìая поëезностü поступëения в ëу÷øий
вуз

( j
1
, s

1
) = ( j

1
 + s

1
)2.

Есëи абитуриент не поступит в ëу÷øий вуз (а это

произойäет с вероятностüþ p = 1 – ), то он бу-

äет рассìатриватü сëеäуþщий вуз в своеì наборе.
Абитуриент с÷итает события «поступиë в вуз b

1
»

и «поступиë в вуз b
2
» независиìыìи, поэтоìу ве-

роятностü тоãо, ÷то абитуриент не поступиë в пер-
вый вуз, но поступиë во второй, оöенивается как
произвеäение вероятностей этих событий. Тоãäа
ожиäаеìая поëезностü поступëения во второй вуз

( j
2
, s

2
) = (1 – ) ( j

2
 + s

2
)2.

Естественно, äоëжно бытü выпоëнено усëовие
j
1
 + s

1
 > j

2
 + s

2
, поскоëüку ранее ìы обозна÷иëи ÷е-

рез j
1
 катеãориþ ëу÷øеãо в наборе вуза.

Ожиäаеìая поëезностü поступëения в 3-, 4- и
5-й вузы в наборе вы÷исëяется анаëоãи÷ныì об-
разоì. Итоãовое выражение äëя ожиäаеìой поëез-
ности абитуриента a выãëяäит так:

 = ( j
1
 + s

1
)2 + (1 – )( ( j

2
 + s

2
)2 +

+ (1 – )( ( j
3
 + s

3
)2 + (1 – ) Ѕ

Ѕ ( ( j
4
 + s

4
)2 + (1 – ) ( j

5
 + s

5
)2))). (1)

Замечание. В ëитературе [1, 2] øироко приìе-
няþтся коаëиöионные иãровые ìоäеëи äëя ìоäе-
ëирования заäа÷ о распреäеëении абитуриентов по
вузаì. Яäро соответствуþщей иãры составëяþт так
называеìые попарно стабиëüные паросо÷етания.

Дëя указанных ìоäеëей известно, ÷то есëи преä-
по÷тения всех вузов на ìножестве абитуриентов
оäинаковы (как при ìоäеëировании приеìа на оä-
ну спеöиаëüностü в разные вузы), то равновесное
распреäеëение абитуриентов по вузаì — попарно
стабиëüное паросо÷етание — еäинственно [2].

К сожаëениþ, в текущей российской ситуаöии
распреäеëение абитуриентов по вузаì не соответс-
твует попарно стабиëüноìу паросо÷етаниþ. Такиì
образоì, теоретико-иãровое ìоäеëирование не
позвоëяет реаëисти÷но описатü текущуþ ситуа-

2
i j–

j i,≥,

1 j i.<,⎩
⎨
⎧

ua 2
i j

1
–

2
i j

1
–

ua 2
i j

1
–

2
i j

2
–

ua 2
i j

1
–

2
i j

1
–

2
i j

2
–

2
i j

2
–

2
i j

3
–

2
i j

3
–

2
i j

4
–

2
i j

4
–

2
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5
–
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öиþ, а также выявитü неäостатки существуþщеãо
способа орãанизаöии приеìной каìпании. Поэто-
ìу ìы отказаëисü от испоëüзования теоретико-иã-
ровой ìоäеëи. ♦

3. ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÀÁÈÒÓÐÈÅÍÒÎÂ

Посëе тоãо, как сäеëаны преäпоëожения о по-
ëезности абитуриента, ìожно опреäеëитü, в какие
вузы он буäет поäаватü заявëения. Дëя поиска на-
иëу÷øеãо набора вузов ìы буäеì реøатü заäа÷у
ìаксиìизаöии ожиäаеìой поëезности (1), поëü-
зуясü принöипоì äинаìи÷ескоãо проãраììирова-
ния. Даëее привоäятся поëу÷енные резуëüтаты.
Доказатеëüство некоторых утвержäений äано в
Приëожении, поëное äоказатеëüство не привоäит-
ся в сиëу ãроìозäкости, сì. еãо в работе [5].

В резуëüтате реøения оптиìизаöионной заäа÷и
абитуриента выявëено, ÷то в ка÷естве саìоãо сëа-
боãо вуза в наборе ëþбой абитуриент a ∈ A

i
, i l 2,

буäет выбиратü свой «ëþбиìый» вуз из соответс-
твуþщей катеãории B

i
, поступëение в который он

с÷итает ãарантированныì.
При äаëüнейøеì анаëизе оказывается, ÷то аби-

туриенты разных ãрупп поäãотовки не еäиноäуø-
ны в своеì выборе. Они выбираþт разëи÷ные на-
боры вузов в зависиìости от своей ãруппы A

i 
и

÷исëа вузов n в кажäой катеãории ка÷ества. Есëи
это ÷исëо ìаëо, зна÷ит, абитуриенты иìеþт хоро-
øо äетаëизированные преäставëения о ка÷естве
вузов. Есëи же это ÷исëо, напротив, äостато÷но ве-
ëико, то абитуриенты нахоäятся в ситуаöии суще-
ственной неопреäеëенности, так как при сравне-
нии боëüøих наборов вузов вынужäены опиратüся
тоëüко на свои ëи÷ные впе÷атëения.

Теперü покажеì, как веëи÷ина n, характеризу-
þщая уровенü неопреäеëенности относитеëüно ка-
÷ества образования вузов, вëияет на выбор абиту-
риентов. Сна÷аëа рассìотриì общуþ картину вы-
бора абитуриентов при разных зна÷ениях n. Мы
буäеì рассìатриватü ситуаöии, на÷иная с n = 3.

Ситуаöия n = 2 не преäставëяет интереса и в не-
котороì сìысëе явëяется вырожäенной, так как
преäпоëаãает о÷енü высокий уровенü «опреäеëен-
ности» в преäставëениях абитуриентов о вузах.

Заìетиì, ÷то ìы изна÷аëüно не заäаеì фикси-
рованное ÷исëо ãрупп оäинаковой поäãотовки
абитуриентов и катеãорий вузов. Ясно также, ÷то
абитуриенты саìых сиëüных ãрупп оказываþтся в
особоì поëожении в сиëу оãрани÷енности выбора,
поэтоìу их повеäение äоëжно бытü рассìотрено
особо. Из-за оãрани÷енности объеìа статüи ìы не
буäеì рассìатриватü зäесü эту ситуаöиþ (сì. ра-
боту [5]).

3.1. Âûáîð ïðè ðàçíûõ óðîâíÿõ íåîïðåäåëåííîñòè

В резуëüтате поиска оптиìаëüноãо повеäения
абитуриентов быëо выявëено, ÷то все ситуаöии в
зависиìости от веëи÷ины n (уровня неопреäеëен-
ности) окажутся объеäинены в ÷етыре ступени,
ìежäу которыìи повеäение ãрупп абитуриентов
буäет ка÷ественно отëи÷атüся.

1. Ступень самой низкой неопределенности,

n = 3, 4. Есëи абитуриентаì известно о÷енü поä-
робное разбиение вузов на катеãории по ка÷еству
образоватеëüных усëуã (кажäая катеãория соäер-
жит три иëи ÷етыре вуза оäноãо ка÷ества), то аби-
туриенты с низкиì ка÷ествоì поäãотовки выберут
свои «ëþбиìые» вузы из катеãорий от B

i
 äо B

i + 4
.

Абитуриенты с боëее высокиì ка÷ествоì поäãо-
товки выберут äва вуза из катеãории B

i + 3 
и по оä-

ноìу вузу из катеãорий B
i + 2

, B
i + 1

, B
i
.

В табë. 1 преäставëен выбор абитуриента в за-
висиìости от n (характеристики уровня неопре-
äеëенности) и i (уровня поäãотовки абитуриента).
В резуëüтате анаëиза быëо выявëено, ÷то абитури-
енты разäеëятся на типы в зависиìости от ка÷ес-
тва поäãотовки, при÷еì повеäение буäет оäинако-
выì внутри кажäоãо типа. Строки соответствуþт
типаì абитуриентов с разныì уровнеì поäãотов-
ки. Второй и третий стоëбеö описываþт, абитури-
енты из каких иìенно ãрупп (A

i
) по ка÷еству поä-

ãотовки буäут отнесены к «сëабоìу» и «сиëüноìу»
типу в зависиìости от зна÷ения n. В посëеäних пя-
ти стоëбöах преäставëен выбираеìый абитуриен-
тоì набор из пяти вузов.

Уже зäесü проявëяется законоìерностü, кото-
рая буäет набëþäатüся все вреìя: при кажäоì кон-
кретноì n ÷еì сëабее ãруппа абитуриентов, теì бо-
ëее рискованный набор они выбираþт. Наприìер,

Таблица 1

Âûáîð àáèòóðèåíòîâ ïðè n = 3 è n = 4

Абитуриенты n = 3 n = 4 Вуз 1 Вуз 2 Вуз 3 Вуз 4 Вуз 5

«Сиëüные» i l 6 i l 3 (i + 3, 1) (i + 3, (n – 1)/n) (i + 2, 1) (i + 1, 1) (i, 1)

«Сëабые» 2 m i m 5 i = 2 (i + 4, 1) (i + 3, 1) (i + 2, 1) (i + 1, 1) (i, 1)
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при n = 3 абитуриенты из ãруппы A
5
 выберут на-

бор вузов из катеãорий (B
i + 4

; B
i + 3

; B
i + 2

; B
i + 1

; B
i
),

в то вреìя как боëее сиëüные абитуриенты ãруп-
пы A

6
 выберут ìенее рискованный набор из кате-

ãорий (B
i + 3

; B
i + 3

; B
i + 2

; B
i + 1

; B
i
).

2. Ступень низкой неопределенности, 5 m n m 14.
На второй ступени неопреäеëенности абитуриен-
ты разäеëятся на три усëовных типа: «сиëüные»,
«среäние» и «сëабые» абитуриенты.

Заìетиì, ÷то при n l 5 абитуриенты всеãäа вы-
бираþт ëу÷øий вуз из катеãории B

i + 3
 и хуäøий вуз

из (ãарантированной äëя них) катеãории B
i
. Разëи-

÷ия в выборе абитуриентов разных типов закëþ÷а-
þтся тоëüко в выборе трех оставøихся вузов в на-
боре (табë. 2).

С увеëи÷ениеì п ãраниöа ка÷ества поäãотовки,
отсекаþщая «сëабых» от «среäних», сäвиãается
вверх, ãраниöа, отäеëяþщая «среäних» от «сиëü-
ных», сäвиãается вниз. Такиì образоì, ìножество
абитуриентов «среäнеãо» типа сжиìается и, при
росте неопреäеëенности, ис÷езает.

Абитуриент, относящийся к «сëабоìу» типу при
äанноì n, выбирает äва вуза из катеãории B

i + 3
,

äва вуза из катеãории B
i + 2

 и ãарантированный вуз

своей катеãории B
i
. Абитуриенты из «среäних»

ãрупп поäãотовки вìесто второãо вуза из катеãо-
рии B

i + 2 
выбираþт вуз из катеãории B

i + 1 
и рис-

куþт ìенüøе, ÷еì сëабые абитуриенты. Наконеö,
сиëüные абитуриенты выбираþт вìесто второãо
вуза из катеãории B

i + 3
 второй вуз из катеãории

B
i + 2

. Такиì образоì, сиëüные абитуриенты рис-

куþт в наиìенüøей степени.
3. Ступень средней неопределенности, 15 m n m 37.

При äаëüнейøеì увеëи÷ении n, а зна÷ит, росте не-

опреäеëенности, «ис÷езает» проìежуто÷ный среä-
ний тип абитуриентов (табë. 3). Сиëüные и сëабые
абитуриенты äеëаþт тот же выбор, ÷то и соответс-
твуþщие типы при ìенüøих зна÷ениях n.

Сиëüные абитуриенты рискуþт ìенüøе и вы-
бираþт оäин вуз из катеãории B

i + 3
, äва вуза из

катеãории B
i + 2

, оäин вуз из катеãории B
i + 1

 и ãа-

рантированный вуз катеãории B
i
. Сëабая ÷астü

абитуриентов выбирает ãоразäо боëее рискован-
ный набор — äва вуза из катеãории B

i + 3
 и äва вуза

из катеãории B
i + 2

.

Заìетиì, ÷то ãраниöа «сиëüные — сëабые» сìе-
щается вверх с увеëи÷ениеì n, т. е. все боëüøе аби-
туриентов попаäаþт в ãруппы сëабых и боëüøе
рискуþт.

Зäесü ìы также ìожеì отìетитü öикëи÷еское
изìенение структуры ãрупп абитуриентов: при са-
ìых низких n абитуриенты разбиëисü на äве ãруп-
пы, затеì появиëисü «среäние» абитуриенты. На
äанной ступени неопреäеëенности «среäние» сно-
ва ис÷езëи, оäнако при саìых высоких зна÷ениях
n, они, как ìы увиäиì äаëее, снова появятся.

4. Ступень высокой неопределенности, n l 38.
Эта, посëеäняя, ступенü характеризуется о÷енü
высокиì уровнеì неопреäеëенности и, по всей
виäиìости, äоëжна бытü рассìотрена в боëüøей
степени äëя закон÷енности анаëиза, нежеëи äëя
практи÷ескоãо приìенения резуëüтатов. На этой
ступени снова выäеëяþтся три типа абитуриентов
(табë. 4) с разныì повеäениеì: «сиëüные», «среä-
ние» и «сëабые». Естественно, ãраниöы типов в
сìысëе ка÷ества поäãотовки буäут отëи÷атüся от
таковых на второй ступени неопреäеëенности.
При увеëи÷ении n ãраниöа ìежäу среäниìи и сëа-

Таблица 2

Âûáîð àáèòóðèåíòîâ ïðè n = 5 è = 14

Абитуриенты n = 5 n = 14 Вуз 1 Вуз 2 Вуз 3 Вуз 4 Вуз 5

«Сиëüные» i l 47 i l 13 (i + 3, 1) (i +2,1) (i + 2, (n – 1)/n) (i + 1, 1) (i, 1)

«Среäние» 4 m i m 46 i = 12 (i + 3, 1) (i + 3, (n – 1)/n) (i + 2, 1) (i + 1, 1) (i, 1)

«Сëабые» 2 m i m 3 i m 11 (i + 3, 1) (i + 3, (n – 1)/n) (i + 2, 1) (i + 2, (n – 1)/n) (i, 1)

Таблица 3

Âûáîð àáèòóðèåíòîâ ïðè n = 15 è n = 37

Абитуриенты n = 15 n = 37 Вуз 1 Вуз 2 Вуз 3 Вуз 4 Вуз 5

«Сиëüные» i l 12 i l 16 (i + 3, 1) (i + 2, 1) (i + 2, (n – 1)/n) (i + 1, 1) (i, 1)

«Сëабые» 2 m i m 11 2 m i m 15 (i + 3, 1) (i + 3, (n – 1)/n) (i + 2, 1) (i + 2, (n – 1)/n) (i, 1)
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быìи, как ни странно, опускается вниз, а ãраниöа
ìежäу сиëüныìи и среäниìи поëзет вверх.

Среäние абитуриенты выбираþт оäин вуз из
катеãории B

i + 3
 и три вуза из катеãории B

i + 2
.

Сиëüные и сëабые äеëаþт тот же выбор, ÷то и в
преäыäущих сëу÷аях. Зäесü собëþäается законо-
ìерностü: ÷еì сиëüнее абитуриент, теì ìенее рис-
кованный набор он выбирает.

4. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÐÈÅÌÍÎÉ ÊÀÌÏÀÍÈÈ

Теперü, коãäа ìы опреäеëиëи ожиäаеìое пове-
äение абитуриентов, ìожно преäсказатü развитие
приеìной каìпании. Дëя этоãо рассìотриì ÷ис-
ëовой приìер, заäав параìетр M, опреäеëяþщий
÷исëо катеãорий вузов и ãрупп абитуриентов; па-
раìетр n, опреäеëяþщий ÷исëо вузов в кажäой ка-
теãории оäинаковоãо ка÷ества и характеризуþщий
уровенü неопреäеëенности; ÷исëо абитуриентов в
ãруппах по ка÷еству поäãотовки.

Поскоëüку в наøей ìоäеëи с÷итается оäина-
ковыì ÷исëо вузов в катеãории и ÷исëо ìест в ву-
зе, то ìеста буäут распреäеëены равноìерно по
ка÷еству.

Относитеëüно преäпо÷тений абитуриентов бу-
äеì преäпоëаãатü, ÷то кажäый вуз встре÷ается на
первоì, второì и äаëее ìестах в ранжировках аби-
туриентов внутри катеãории оäинаковое ÷исëо раз.
Такиì образоì, в äанной ìоäеëи ìы не буäеì вво-
äитü сëу÷айнуþ составëяþщуþ, связаннуþ с преä-
по÷тенияìи абитуриентов.

4.1. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå àáèòóðèåíòîâ

Рассìотриì сëеäуþщий приìер. Пустü:

M = 10, т. е. 10 катеãорий абитуриентов и 11 ка-
теãорий вузов;

n = 20, ÷исëо вузов в катеãории;

÷исëо абитуриентов совпаäает с ÷исëоì ìест в
вузах;

абитуриенты распреäеëены по катеãорияì рав-
ноìерно.

Общее ÷исëо вузов буäет равно 20•11 = 220, а
÷исëо ìест — 220L. Абитуриенты распреäеëены
по катеãорияì равноìерно, поэтоìу ∀i k

i
 = |A

i
| =

= 220L/10 = 22L.

На первоì этапе кажäый абитуриент катеãо-
рий 2 m i m 8 поäаст заявëение в вуз своей катеãо-
рии, в äва вуза катеãории B

i + 2
 и äва вуза катеãории

B
i + 3

. Абитуриенты из äвух верхних катеãорий, в

принöипе не иìеþщие катеãории вузов B
i + 3

, так-

же сäеëаþт выбор, ìаксиìизируþщий их ожиäае-
ìуþ поëезностü. Дëя абитуриента из ëу÷øей кате-
ãории A

10 
набор буäет вкëþ÷атü вуз своей катеãо-

рии и ÷етыре вуза катеãории B
11

. Дëя абитуриента

из катеãории A
9
 набор буäет вкëþ÷атü оäин вуз

своей катеãории, оäин вуз катеãории B
10

 и три вуза

катеãории B
11

. Дëя абитуриента из ãруппы A
1
 на-

иëу÷øиì буäет выбор, не вкëþ÷аþщий ãаранти-
рованный вуз: оäин вуз из B

2
, äва вуза из B

3
 и äва

вуза из B
4
.

Рис. 1 äеìонстрирует ожиäаеìое ÷исëо заявëе-
ний в оäноì вузе кажäой катеãории. Посëе тоãо,
как спроãнозировано повеäение абитуриентов,
ìожно ëеãко сìоäеëироватü провеäение приеìной
каìпании в соответствии с принятыì в настоя-
щее вреìя (сì. § 1) ìеханизìоì. Ожиäаеìые ре-

Таблица 4

Âûáîð àáèòóðèåíòîâ ïðè n = 38 è n = 50

Абитуриенты n = 38 n = 50 Вуз 1 Вуз 2 Вуз 3 Вуз 4 Вуз 5

«Сиëüные» i l  – 2 i l  – 2 (i + 3, 1) (i + 2, 1) (i + 2, (n – 1)/n) (i + 1, 1) (i, 1)

«Среäние» 16 m i m  – 3 14 m i m  – 3 (i + 3, 1) (i + 2, 1) (i + 2, 1) (i + 1, 1) (i, 1)

«Сëабые» 2 m i m 15 2 m i m 13 (i + 3, 1) (i + 3, (n – 1)/n) (i + 2, 1) (i + 2, (n – 1)/n) (i, 1)

n

2
---

n

2
---

n

2
---

n

2
---

11
Катеãория вуза

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

Рис. 1. Число поданных заявлений
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зуëüтаты приеìной каìпании преäставëены на
рис. 2. В соответствии с этиì проãнозоì, кажäый
вуз, кроìе вузов из катеãории B

8
, поëу÷ит по 1,1L

абитуриентов, а вузы äевятой и первой катеãорий
останутся без абитуриентов вовсе.

Такиì образоì, абитуриентов не набираþт не
тоëüко саìые сëабые вузы, но и вузы ка÷ества вы-
øе среäнеãо.

4.2. Íåïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ
î ðàñïðåäåëåíèè àáèòóðèåíòîâ

Рассìотриì ìоäификаöиþ исхоäной ìоäеëи:
M = 10, т. е. 10 ãрупп абитуриентов и 11 кате-

ãорий вузов;
n = 20, ÷исëо вузов в катеãории;
абитуриенты распреäеëены по ãруппаì равно-

ìерно;

÷исëо абитуриентов ìенüøе ÷исëа ìест в вузах,
а иìенно равно 0,75•220L.

Преäпоëожиì, ÷то вузы ìоãут боëее ÷етко оöе-
нитü ка÷ество поäãотовки абитуриента, ÷еì саìи
абитуриенты. С то÷ки зрения вуза кажäая из ãрупп
абитуриентов разäеëяется на три поäãруппы, раз-
ëи÷иìые по ка÷еству поäãотовки.

Соäержатеëüно ìожно пояснитü наøе преäпо-
ëожение сëеäуþщиì образоì: абитуриенты, на-
бравøие 60, 61 иëи 62 баëëа на ЕГЭ по ìатеìати-
ке, с÷итаþт себя абитуриентаìи приìерно оäноãо
ка÷ества поäãотовки (поскоëüку не распоëаãаþт
то÷ной инфорìаöией о своих конкурентах). В то
же вреìя вузы способны отëи÷итü этих абитури-
ентов и, при наëи÷ии оãрани÷ения по ÷исëу ìест,
отказатü первоìу и второìу абитуриенту в поëüзу
третüеãо.

При сäеëанноì преäпоëожении преäпо÷тения
абитуриентов не изìенятся, поскоëüку они не по-
ëу÷ат äопоëнитеëüной инфорìаöии о вузах, соот-
ветственно, все привеäенные ранее вывоäы буäут
верны и в этой ìоäеëи.

На рис. 3 ãрафи÷ески преäставëен резуëüтат
приеìной каìпании äëя äанноãо приìера. От-
ìетиì, ÷то в такой ситуаöии буäет набëþäатüся
«несправеäëивое» за÷исëение, наприìер, абитури-
енты ãруппы A

7
 за÷исëены в вузы катеãории B

8
, в

то вреìя как некоторые абитуриенты ãруппы A
8

попаëи в вузы боëее сëабой катеãории B
7
.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожен способ ìоäеëирования повеäения
абитуриента при выборе набора вузов äëя поäа÷и
заявëений, а также сìоäеëирован хоä приеìной
каìпании äëя разëи÷ных ситуаöий — при разной
иìеþщейся у вузов и абитуриентов инфорìаöии и
разноì соотноøении ÷исëа ìест и ÷исëа абитури-
ентов. Данная ìоäеëü позвоëяет высветитü сëабые
ìеста существуþщеãо в России ìеханизìа распре-
äеëения абитуриентов по вузаì. Простой приìер
из п. 4.1 иëëþстрирует ситуаöиþ, коãäа абитури-
ентов неäобираþт не тоëüко саìые сëабые (как
сëеäоваëо бы ожиäатü) вузы, но и вузы с ка÷ествоì
образования «выøе среäнеãо». Такая невыãоäная и
вузаì, и абитуриентаì ситуаöия возникает из-за
оãрани÷ения ÷исëа воëн (äве в 2011 ã.) ìеханизìа
за÷исëения. Эта ситуаöия привоäит к тоìу, ÷то ву-
заì выãоäно наруøатü правиëа за÷исëения (фак-
ти÷ески наруøая теì саìыì законоäатеëüство),
÷тобы не остатüся без абитуриентов.

Даëüнейøее развитие äанноãо иссëеäования
преäпоëаãает äва направëения. Первое из них —
ìоäеëирование за÷исëения в те÷ение нескоëüких

11
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Рис. 2. Число зачисленных абитуриентов
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Рис. 3. Число зачисленных абитуриентов из разных групп по ка-
тегориям вузов
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ëет, при котороì абитуриенты второãо и посëеäу-
þщих ëет поëу÷аþт äопоëнитеëüнуþ истори÷ес-
куþ инфорìаöиþ. Второе направëение — ìоäеëи-
рование повеäения вузов как активных иãроков,
которое позвоëиëо бы описатü и преäсказатü сëу-
÷аи и характер ìанипуëирования ìеханизìоì за-
÷исëения.

Автор выражает бëаãоäарностü Ф.Т. Аëескерову
за всестороннþþ поääержку, обсужäения и öен-
ные заìе÷ания, а также К.С. Сорокину за важные
соäержатеëüные коììентарии и поìощü в поäãо-
товке текста. Автор бëаãоäарит Лабораториþ ана-
ëиза и выбора реøений НИУ ВШЭ за финансовуþ
поääержку.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Докажеì, ÷то при сäеëанных преäпоëожениях аби-
туриент всеãäа выбирает ровно оäин вуз, поступëение в
который с÷итает ãарантированныì, а остаëüные вузы он
выбирает из боëее сиëüных катеãорий.

Абитуриент äоëжен выбратü пятü вузов так, ÷тобы
ìаксиìизироватü своþ ожиäаеìуþ поëезностü. Упоря-
äо÷иì вузы в наборе так, ÷то на первоì ìесте буäет сто-
ятü ëу÷øий вуз из пяти, а на пятоì ìесте — хуäøий. Тоã-
äа проöесс выбора вузов ìожет бытü описан как заäа÷а
äинаìи÷ескоãо проãраììирования из пяти øаãов. На-
÷неì с конöа — с выбора саìоãо сëабоãо вуза в наборе.

Выбор наиìенее преäпо÷титеëüноãо вуза в наøеì
наборе зависит от преäпо÷тений абитуриентов и от тоãо,
какой вуз быë выбран в ка÷естве ÷етвертоãо в наборе
(так как саìый сëабый вуз не ìожет бытü ëу÷øе ÷етвер-
тоãо и не ìожет совпаäатü с ниì). Выбиратü вуз из ка-
теãории хуже, ÷еì i, äëя абитуриента нераöионаëüно.
Сфорìуëируеì оптиìизаöионнуþ заäа÷у, реøениеì ко-
торой буäет выбираеìый пятый вуз:

 =  → max,

j
4
 +  l j

5
 +  + , (П1)

j
4
 l j

5
, (П2)

j
5
 l i, (П3)

1 m x
5
 m n, (П4)

j
5
, x

5
 ∈ N, (П5)

при кажäых заäанных j
4
, x

4
, n и i. Сна÷аëа найäеì реøе-

ние заäа÷и без у÷ета оãрани÷ений (П2), (П3) и (П5), т. е.
без у÷ета реøений относитеëüно поäа÷и заявëений в

äруãие, боëее сиëüные вузы и оãрани÷ения öеëо÷исëен-
ности.

Оптиìаëüное зна÷ение функöии äостиãается при

= n (с у÷етоì оãрани÷ения (П4)). Тоãäа функöия по-

ëезности приìет виä u = ( j
5
 + 1)2. Эта функöия

иìеет еäинственнуþ то÷ку ìаксиìуìа при  = 2/ln2 – 1.

Такиì образоì, при всех i l 3 функöия поëезности äëя
пятоãо øаãа явëяется строãо убываþщей на ëу÷е (П3).
А зна÷ит, ìаксиìуì с у÷етоì оãрани÷ения (П3) äости-
ãается при j

5
 = i. Можно показатü, ÷то при i = 2 ìакси-

ìаëüное зна÷ение (с у÷етоì öеëо÷исëенности j
5
) также

äостиãается при j
5 
= i.

Такиì образоì, ìаксиìуì öеëевой функöии этой за-
äа÷и без у÷ета оãрани÷ений, связанных с выбороì ÷ет-
вертоãо вуза в наборе, äостиãается в то÷ке j

5 
= i; x

5
 = n

при всех i l 2. Выбор боëее оäноãо вуза из катеãории
j = i завеäоìо невыãоäен, так как поступëение в вуз ка-
теãории i абитуриент с÷итает ãарантированныì, p

i 
= 1;

т. е. выбор боëее оäноãо вуза из катеãории i не ìожет
увеëи÷итü ожиäаеìуþ поëезностü абитуриента. Сëеäо-
ватеëüно, в ка÷естве ÷етвертоãо и äруãих вузов в наборе
абитуриент не буäет выбиратü ãарантированный вуз и,
какиìи бы ни быëи реøения относитеëüно äруãих ÷е-
тырех вузов, в ка÷естве пятоãо вуза буäет выбран ãаран-
тированный вуз из катеãории B

i
.

Поëное äоказатеëüство всех сфорìуëированных ут-
вержäений äостато÷но ãроìозäко, поэтоìу не вкëþ÷ено
в äаннуþ статüþ, оно привеäено в работе [5].
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À.Â. Æèëÿê, Â.À. Êàùååâ, À.Â. Êðÿíåâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В настоящее вреìя øирокое распространение
поëу÷иëи, так называеìые, öентры обработки
вызовов иëи call-öентры, которые приниìаþт и
обрабатываþт звонки (заявки) потенöиаëüных кëи-
ентов разëи÷ных коìпаний. Спектр коìпаний,
испоëüзуþщих в своей работе call-öентры, äоста-
то÷но øирок — это банки, сети туристи÷еских
аãентств, риэëтерские коìпании, крупные ìаãази-
ны и äр. Не буäет преувеëи÷ениеì сказатü, ÷то
call-öентр явëяется «ëиöоì коìпании», поскоëüку
по ка÷еству еãо работы ìожно сäеëатü вывоäы о
тоì, наскоëüко корректно и эффективно коìпа-
ния буäет обсëуживатü заявки кëиента в äаëüней-
øеì. Рост кëиентской базы коìпании привоäит к
необхоäиìости расøирятü возìожности call-öент-
ра, ÷то вìесте с реøениеì вопросов техни÷еской
оснащенности привоäит к необхоäиìости увеëи-
÷ения ÷исëа канаëов обсëуживания. Поэтоìу круп-
ные коìпании поëüзуþтся усëуãаìи собственных
иëи профессионаëüных call-öентров с боëüøиì
÷исëоì канаëов обсëуживания. Так, call-öентр
«ВТБ-24» иìеет окоëо 200 операторских ìест [1],
call-öентр коìпании «ИНФОТЕЛЛ» — 500 ìест
[2], аутсорсинãовые call-öентры FORTAX и Wilst-
ream — äо 137 и 400 ìест соответственно [3, 4].

О÷евиäно, ÷то в соответствии со своей основ-
ной заäа÷ей — уäовëетворениеì инфорìаöионных
заявок кëиентов в реаëüноì вреìени — call-öентр

сëужит типи÷ныì приìероì систеìы ìассовоãо
обсëуживания (СМО), и äëя анаëиза эффектив-
ности еãо работы ìожно воспоëüзоватüся ìатеìа-
ти÷ескиì аппаратоì теории ìассовоãо обсëужива-
ния [5].

1. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈ ÑÌÎ

Оäин из основных параìетров СМО — среäнее

вреìя ожиäания обсëуживания  иëи, äруãиìи

сëоваìи, среäнее вреìя нахожäения заявки на об-
сëуживание в о÷ереäи.

Рассìотриì простейøуþ СМО — систеìу, в
которой поток поступëения заявок и поток их об-
сëуживания носят ìарковский характер, ÷исëо
обсëуживаþщих канаëов равно n, вреìя нахожäе-
ния заявки в о÷ереäи не оãрани÷ено. Такая СМО
в кëассификаöии Кенäаëëа [5] обозна÷ается как
M/M/n/∞ иëи M/M/n.

В тоì сëу÷ае, есëи поток поступаþщих заявок
в систеìу и поток их обсëуживания не ìеняþтся
со вреìенеì, выражение äëя среäнеãо ÷исëа за-
явок, нахоäящихся в о÷ереäи в СМО типа M/M/n,
иìеет виä [6]

 = ,

U =  + , (1)

Привеäены выражения äëя оöенки среäнеãо вреìени ожиäания обсëуживания в о÷ереäи.
Поëу÷ены простые соотноøения, позвоëяþщие опреäеëитü необхоäиìое ÷исëо канаëов
обсëуживания в систеìе ìассовоãо обсëуживания при заäанных оãрани÷ениях на äëину
о÷ереäи. Отìе÷ено, ÷то поëу÷енные резуëüтаты ìоãут бытü испоëüзованы äëя оптиìи-
заöии работы крупных call-öентров и äруãих систеì ìассовоãо обсëуживания с боëüøиì
÷исëоì канаëов.

Ключевые слова: систеìа ìассовоãо обсëуживания, call-öентр, вреìя ожиäания в о÷ереäи, кëасси-
фикаöия Кенäаëëа.
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ãäе Ψ — безразìерная веëи÷ина, связываþщая па-
раìетры СМО:

Ψ = λ/(nμ),  0 m Ψ < 1. (2)

Зäесü λ — интенсивностü потока заявок, посту-
паþщих в систеìу, иëи среäнее ÷исëо заявок, пос-
тупаþщих в систеìу в еäиниöу вреìени; μ — ин-
тенсивностü обсëуживания заявок кажäыì канаëоì
(преäпоëаãается, ÷то äëя всех канаëов i = 1, ..., n
зна÷ения μ

i
 оäинаковы, т. е. μ = μ

i
 = const).

Среäнее вреìя ожиäания заявки в о÷ереäи 

опреäеëяется ÷ерез среäнее ÷исëо заявок  как

 = /λ. (3)

Из выражений (1)—(3) сëеäует, ÷то в СМО типа
M/M/n существует некоторое ìиниìаëüно воз-
ìожное ÷исëо канаëов обсëуживания. Ввеäеì па-
раìетр

n* = λ/μ. (4)

При n > n* веëи÷ина  ìонотонно убывает с

увеëи÷ениеì n. Как известно [5], при n m n* ста-
öионарноãо режиìа в раìках ìоäеëи СМО (1)—(3)
не существует, и в систеìе происхоäит неконтро-
ëируеìый рост о÷ереäи заявок на обсëуживание,
который, в коне÷ноì с÷ете, привоäит к отказу от
обсëуживания ÷асти заявок.

2. ÀÍÀËÈÇ ÑÌÎ Ñ ÁÎËÜØÈÌ ×ÈÑËÎÌ
ÎÁÑËÓÆÈÂÀÞÙÈÕ ÊÀÍÀËÎÂ

Приìениì ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü (1)—(3)
äëя анаëиза СМО с боëüøиì ÷исëоì обсëужива-
þщих канаëов, т. е. äëя сëу÷ая n > n* . 1 (сì. фор-
ìуëу (4)).

Заìетиì, ÷то испоëüзоватü выражение äëя 

в форìе (1) äëя рас÷етов при n . 1 затруäнитеëüно
из-за резкой зависиìости от n ÷исëитеëя и знаìе-
натеëя выражения (1). Преобразуеì еãо к боëее
уäобноìу виäу.

Выразиì первое сëаãаеìое в форìуëе äëя U (1)

÷ерез enΨ:

 = enΨ – ,

а второе сëаãаеìое преäставиì как суììу беско-
не÷ной ãеоìетри÷еской проãрессии

 = Ψk,

и перепиøеì выражение äëя U (1) в виäе

U = enΨ +  =

= enΨ + Ψn Ψk . (5)

Даëее, первое сëаãаеìое в соотноøении (5) пре-
образуеì с поìощüþ форìуëы Стирëинãа:

enΨ ≈ en(Ψ – 1), (6)

а äëя преобразования ìножитеëя во второì сëаãа-
еìоì соотноøения (5)

ϕ
k
(k) = 1 – (7)

воспоëüзуеìся выраженияìи, аппроксиìируþ-
щиìи функöиþ (7) в разëи÷ных äиапазонах зна-
÷ений k:

ϕ
k
(k) ≈ (8)

ãäе N = .

На рисунке преäставëены ãрафики функöии
ϕ
k
(k), расс÷итанной по то÷ной (7) и прибëиженной

(8) форìуëаì, при разëи÷ных зна÷ениях n(n . 1).

Теперü второе сëаãаеìое выражения (5) ìожно
преäставитü в сëеäуþщеì виäе

S = Ψk  ≈ S
1
 + S

2
 + S

3
, (9)

ãäе

S1 = Ψk ,

S
2
 = ,

S3 = Ψk. (10)

Записü [...] озна÷ает öеëуþ ÷астü выражения,
закëþ÷енноãо в скобки.
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Вы÷исëиì веëи÷ины S1, S2 и S3 (10), у÷итывая,

÷то S1 и S2 ìоãут бытü выражены ÷ерез произвоä-

ные от коне÷ных суìì:

S
1
 =  =

=  =

=  Ѕ

Ѕ ,(11)

S2 =  =

=  Ѕ

Ѕ , (12)

а S
3
 явëяется суììой бесконе÷ной ãеоìетри÷еской

проãрессии

S
3
 = . (13)

У÷итывая резуëüтаты вы÷исëений (11)—(13),
выражение (9) ìожеì записатü в виäе

S ≈  Ѕ

Ѕ .

Поäставив это выражение в форìуëу (5), поëу-
÷иì сëеäуþщий резуëüтат äëя среäнеãо ÷исëа за-
явок (1), нахоäящихся в о÷ереäи на обсëуживание:

 ≈  × N exp  +

+  –

– ΨN/2 . (14)

Ввеäя безразìерный параìетр

δ
n
 = 1 – n*/n = 1 – Ψ,  1 > δ

n
 > 0, (15)

перепиøеì выражение (14) в виäе

 ≈  × exp  +

+  –

– (1 – δ
n
)N/2 [1 + 2δ

n
 + 3(1 – δ

n
)N] . (16)

3. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÑÌÎ Ñ ÁÎËÜØÈÌ ×ÈÑËÎÌ

ÊÀÍÀËÎÂ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈß

Параìетр (15) убывает при прибëижении n к n*,
и при n ≈ n* (4) еãо зна÷ение уäовëетворяет усëо-
виþ δ

n
 n 1 (напоìниì, ÷то ìы анаëизируеì сëу÷ай

n > n* . 1). Соответственно, с уìенüøениеì δ
n

÷исëо заявок  в о÷ереäи ìонотонно возраста-

ет. Эффективный рост ÷исëа заявок набëþäается
при δ

n
N < 1. Упростиì выражение (16) äëя сëу÷ая

1

ϕ
k(k)

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 k
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0
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1

ϕ
k(k)

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 k
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0,4

0,2

0

б

Графики функции j
k
(k), рассчитанной по точной (7) и прибли-

женной (8) формулам при различных значениях n: а — n = 50;
б — n = 100; 

•••••
 — то÷ная;  — прибëиженная
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δ
n
N < 1, иìея в виäу, ÷то при этоì δ

n
 n 1. Раскëа-

äывая выражение (16) в ряä по степеняì δ
n
 и пре-

небреãая ìаëыìи поправкаìи, поëу÷иì

 ≈  × 1 + Nδ
n

 +

+ 1 + Nδ
n

,  δ
n
N < 1. (17)

Чисëенные рас÷еты показаëи, ÷то при n > n* . 1

зна÷ение , расс÷итанное по форìуëе (17), от-

ëи÷ается от то÷ноãо зна÷ения (1) не боëее, ÷еì на

3 % при усëовии δ
n
N < 2. Как быëо отìе÷ено,

иìенно сëу÷ай ìаëых зна÷ений δ
n
 интересен в

сìысëе форìирования о÷ереäи, так как при δ
n
N > 1

о÷ереäü в СМО с боëüøиì ÷исëоì канаëов обсëу-

живания практи÷ески отсутствует.

Ввеäеì безразìерное среäнее вреìя  ожи-

äания заявки на обсëуживание в о÷ереäи [2]. Дëя

этоãо зна÷ение  (3) разäеëиì на среäнее вреìя

обсëуживания оäной заявки  = 1/μ. Тоãäа

 = /  = μ /λ = /n*. (18)

У÷итывая выражение (17),

 ≈  × 1 + Nδ
n

 +

+ 1 + Nδ
n

,  δ
n
N < 1. (19)

Заäаäиì оãрани÷ение T * на среäнþþ äëину

о÷ереäи в СМО с n > n* . 1:

 < T *. (20)

Дëя безразìерноãо вреìени (18) оãрани÷ение

(20) выãëяäит как

 < Θ,  Θ = T *μ. (21)

Оöениì ÷исëо канаëов обсëуживания m, ко-

торое äоëжно бытü в СМО (m > n* . 1) при вы-

поëнении оãрани÷ений (20) и (21) на äëину о÷е-

реäи. Дëя этоãо необхоäиìо найти зависиìостü

δ
m

= 1 – m/n* от Θ.

Реøая уравнение (19) ìетоäоì посëеäоватеëü-
ных прибëижений, при δ

m
 n 1 поëу÷иì

δ
m
 ≈ , (22)

ãäе x = , и, соответственно, äëя ÷исëа обсëу-

живаþщих канаëов m ìожеì записатü

m l n*/(1 – δ
n
). (23)

При Θ > 1 выражение (23) упрощается:

m l n* + 1/Θ. (24)

Резуëüтат (23) ãоворит о тоì, ÷то в СМО с
n* . 1 оãрани÷ение на äëину о÷ереäи Θ > 1 вы-
поëняется при ëþбоì ÷исëе канаëов обсëужива-
ния, так как усëовие m > n* — усëовие существо-
вания СМО типа M/M/m (1).

При Θ n 1 поëу÷иì

δ
m
 ≈ x1/4.

Из усëовия δ
n
 < 1 опреäеëиì преäеëüное зна-

÷ение Θmin, при котороì ìожет испоëüзоватüся

оöенка (23): Θ
min

 ≈ 1/(n*)5/2. 

О÷евиäно, äëя СМО с n* . 1 оãрани÷ение на
о÷ереäü T * = Θ

min
/μ никакоãо практи÷ескоãо зна-

÷ения не иìеет, так как при таких оãрани÷ениях
среäнее вреìя ожиäания в о÷ереäи на обсëужива-
ние ìожно с÷итатü равныì нуëþ. Это озна÷ает,
÷то соотноøения (22) и (23) ìоãут бытü испоëüзо-
ваны äëя оöенки необхоäиìоãо ÷исëа канаëов m
обсëуживания в СМО с n* . 1 äëя всеãо практи-
÷ески зна÷иìоãо äиапазона оãрани÷ений на äëину
о÷ереäи.

В табëиöе преäставëены резуëüтаты рас÷етов

безразìерноãо вреìени ожиäания в о÷ереäи ,

провеäенные с поìощüþ форìуëы (19) при n* = 100
äëя разëи÷ных зна÷ений n – n*, а также зна÷ения m
(23), расс÷итанные äëя соответствуþщих зна÷ений

Θ =  (19). Как виäно из сравнения привеäен-

ных в табëиöе äанных, оöененное по форìуëе (23)
необхоäиìое ÷исëо канаëов обсëуживания m хоро-
øо (в преäеëах 1,5 %) соãëасуется с реаëüныì ÷ис-
ëоì канаëов обсëуживания n äëя СМО с n > n* . 1
при усëовии δ

n
N < 2. В табëиöе äано также сопос-

тавëение резуëüтатов рас÷ета безразìерной äëины
о÷ереäи по кëасси÷еской (1) и упрощенной (19)

N
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форìуëаì äëя СМО с боëüøиì ÷исëоì обсëужи-
ваþщих канаëов (n . 1) при коэффиöиенте за-
ãрузки ψ, бëизкоì к еäиниöе.

4. ÀÍÀËÈÇ ÏÎËÓ×ÅÍÍÛÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Привеäеì приìер оöенки ÷исëа канаëов обсëу-
живания äëя СМО с n* . 1.

Рассìотриì call-öентр, в который поступает
100 теëефонных звонков в ìинуту, вреìя об-
сëуживания оäноãо звонка в среäнеì составëяет
60 с, т. е. интенсивностü потока заявок в систеìу

λ = 100 ìин–1, интенсивностü обсëуживания μ =

= 1 ìин–1, и соответственно n* = λ/μ = 100. О÷е-
виäно, усëовие n* . 1 выпоëнено.

Ввеäеì оãрани÷ение на среäнее вреìя ожиäа-

ния заявки в о÷ереäи  = 15 c, т. е. Θ1 = 0,25. Поä-

ставëяя эти зна÷ения в выражения (22) и (23), оп-
реäеëиì необхоäиìое ÷исëо канаëов обсëужива-
ния: m

1
 l 103.

При снижении вреìени ожиäания в о÷ереäи в

три раза  = 5 c (Θ2 ≈ 0,083) из соотноøения (24)

опреäеëиì: m
2
 l 106.

Даëüнейøее сокращение вреìени ожиäания в

о÷ереäи, наприìер, äо  = 2 c (Θ2 ≈ 0,033), при-

воäит к увеëи÷ениþ требуеìоãо ÷исëа канаëов об-
сëуживания äо m3 l 109.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Поëу÷енные резуëüтаты анаëиза СМО c боëü-
øиì ÷исëоì канаëов обсëуживания n . 1 позво-
ëяþт проãнозироватü эффективностü работы СМО
с поìощüþ оöенки среäнеãо вреìени ожиäания
обсëуживания заявок, а также оперативно реãуëи-
роватü параìетры СМО (вреìя обработки оäной
заявки, ÷исëо канаëов обсëуживания) äëя äости-
жения необхоäиìых вреìенных показатеëей об-
сëуживания кëиентов.
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Çàâèñèìîñòü áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè îæèäàíèÿ
â î÷åðåäè  îò ÷èñëà êàíàëîâ n ïðè n* = 100.

Ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà 

ïî êëàññè÷åñêîé (1) è óïðîùåííîé (19) ôîðìóëàì

n n – n*
Параìетр 

δ
n
N

m

по фор-
ìуëе (1)

по фор-
ìуëе (2)

101 1 0,141 0,879 0,876 101,00

102 2 0,280 0,386 0,383 102,01

103 3 0,418 0,225 0,222 103,03

104 4 0,555 0,147 0,145 104,06

105 5 0,690 0,103 0,100 105,10

106 6 0,824 0,074 0,072 106,15

107 7 0,957 0,055 0,053 107,21

108 8 1,089 0,041 0,039 108,29

109 9 1,219 0,031 0,030 109,39

110 10 1,348 0,024 0,023 110,52

111 11 1,477 0,018 0,018 111,67

112 12 1,604 0,014 0,014 112,86

113 13 1,729 0,011 0,011 114,10

114 14 1,854 0,008 0,008 115,40

115 15 1,978 0,006 0,007 116,78

t
line

t
line

t
line

T1
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ÃÐÓÏÏÎÂÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ
Â ÄÈÑÊÐÅÒÍÎ-ÑÎÁÛÒÈÉÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

, À.È. Ïîòåõèí

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Групповое управëение (ГУ) техноëоãи÷ескиì
оборуäованиеì как способ управëения конфиãура-
öией автоноìных коìпонентов объекта (струк-
турой потоков материалов и изделий) в öеëях вы-
поëнения заäанной техноëоãи÷еской функöии (за-
äа÷и) øироко приìеняется в проìыøëенности.
В настоящее вреìя ГУ выпоëняется на основе
«жесткой схеìы» коне÷но-автоìатных ìоäеëей.
Оäнако это несовìестиìо с объективно изìеняþ-
щейся на сооружаеìоì объекте техноëоãией, пос-
коëüку при сооружении объекта (5—7 ëет посëе
проекта), как правиëо, иìеþт ìесто откëонения в
поставëяеìоì оборуäовании от проекта и изìене-
ния в техноëоãи÷еских проöессах. Поэтоìу сìена
конфиãураöии оборуäования закрепëяется в реã-
ëаìенте, äоëжностных инструкöиях и нефорìаëü-
ных äействиях персонаëа с испоëüзованиеì äистан-
öионноãо управëения кажäыì испоëнитеëüныì
ìеханизìоì. Теì саìыì закëаäывается чрезвычай-
но низкий уровень автоматизации управления. Это
сëужит при÷иной ãипертрофированно высокой
степени у÷астия оператора в управëении, всëеäст-
вие ÷еãо набëþäается рост потерü по при÷ине ÷е-
ëове÷ескоãо фактора и как сëеäствие снижение
эффективности и безопасности cистеìы. В насто-
ящей статüе преäëаãается поäхоä к ГУ на основе
äискретно-событийных ìоäеëей автоноìных коì-

понентов (АК) объекта и заäанных ëоãи÷еских оã-
рани÷ений на их повеäение. Основные конöепты
поäхоäа: разäеëüное ìоäеëирование АК объекта,
форìирование требований к их совìестноìу пове-
äениþ, синтез управëяþщеãо коìпонента систеìы.

Поäхоä к проектированиþ ГУ оборуäованиеì с
äискретныì повеäениеì, опираþщиìся на фор-
ìаëüнуþ ìоäеëü объекта, на наø взãëяä, состоит в
äискретно-событийноì ìоäеëировании, вкëþ÷ая
параäиãìу супервизорноãо управëения в раìках
теории äискретно-событийных систеì (ДСС), ко-
торое активно развивается в ряäе нау÷ных öентров
ìира [1—7]. В работах А.А. Аìбарöуìяна [8, 9] ис-
сëеäованы так называеìые «структурированные
ДСС» в раìках трипëета [G, K, S]: поставëена и ре-
øена заäа÷а форìаëüноãо синтеза «небëокируþ-
щеãо» супервизора S при коìпонентноì заäании
объекта G и описании оãрани÷ений K на еãо коì-
поненты.

В настоящей работе ставится заäа÷а разработатü
ìоäеëü и ìетоäы форìаëüноãо синтеза ГУ техно-
ëоãи÷ескиì оборуäованиеì объекта при заäанных
ìоäеëях АК и требований (оãрани÷ений) к ãруп-
повоìу управëениþ. Рассìотрены äва типи÷ных
оãрани÷ения на форìирование ãрупповоãо управ-
ëения:

— оãрани÷ения K заäаны в виäе требуеìой пос-
ëеäоватеëüности выпоëнения техноëоãи÷еских опе-
раöий АК;

Поä ãрупповыì управëениеì пониìается способ управëения конфиãураöией автоноì-

ных коìпонентов объекта в öеëях выпоëнения заäанной техноëоãи÷еской функöии.

Иäея закëþ÷ается в созäании äвухуровневой систеìы управëения с испоëüзованиеì на

нижнеì уровне ìоäеëей повеäения кажäоãо коìпонента, а ãрупповое управëение реаëи-

зуется ìоäеëüþ управëяþщеãо коìпонента, взаиìоäействуþщеãо с ìоäеëяìи нижнеãо

уровня. Рассìотрены äва типа ãрупповоãо управëения: заäаны посëеäоватеëüности сов-

ìестноãо выпоëнения операöий автоноìныìи коìпонентаìи, заäаны оãрани÷ения на

со÷етание техноëоãи÷еских операöий, выпоëняеìых разëи÷ныìи коìпонентаìи.

Ключевые слова: ãрупповое управëение, äискретно-событийные ìоäеëи, сети Петри, автоноìные
коìпоненты, структурно-сëожные систеìы.

À.À. Àìáàðöóìÿí

ïðàâëåíèå ñëîæíûìè òåõíîëîãè÷åñêèìè ïðîöåññàìè è ïðîèçâîäñòâàìèÓ
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— оãрани÷ения K заäаны в виäе äопустиìоãо
со÷етания техноëоãи÷еских операöий.

Наøа ìоäеëü ãрупповоãо управëения преäпоëа-
ãает сетевуþ систеìу, в которой ìоäеëи нижнеãо
уровня опреäеëяþтся функöионаëüностüþ объек-
та, а коìпонент верхнеãо уровня, обеспе÷иваþщий
ãрупповое управëение, буäет оãрани÷иватü поря-
äок выпоëнения операöий, опреäеëяеìый тоëüко
назна÷ениеì ãруппы. Такое разäеëение позвоëяет
преäпоëожитü, ÷то локальные изменения в алгорит-
ме функционирования отдельных АК будут приво-
дить лишь к локальным изменениям управляющего
компонента.

1. ÁÀÇÎÂÛÅ ÏÎÍßÒÈß È ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Моäеëü ДСС, по наøеìу ìнениþ, сëужит поä-
хоäящей ìоäеëüþ äëя преäставëения ãрупповоãо
управëения АК в виäе äвухуровневой структуры.
Напоìниì, ÷то ДСС — это трипëет [G, K, S], ãäе
G — объект, K — спеöификаöия (оãрани÷ение на
повеäение объекта), а S — супервизор (управëяþ-
щий коìпонент ДСС), обеспе÷иваþщий повеäе-
ние объекта G в соответствии с оãрани÷енияìи K.
Отëи÷итеëüная особенностü äанной работы состо-
ит в ìоäеëировании повеäения объекта G и супер-
визора S сетяìи Петри. Сетü Петри S опреäеëя-
ется ÷ерез структуру и разìетку: S = (P, T, Pre, Post),
ãäе P — ìножество из n позиöий, T — ìножество
из m перехоäов t

i
 (ìножества коне÷ны, не пусты и

в ãрафи÷еской форìе сетü S изображается äвуìя
типаìи верøин — кружкаìи и поëо÷каìи). Дëя
всякоãо перехоäа t

i
 по функöияì инöиäентности

опреäеëяþтся ìножества еãо вхоäных pre(t
i
) и вы-

хоäных post(t
i
) эëеìентов. Анаëоãи÷но äëя позиöий.

Эти функöии расøиряþт и на соответствуþщие
поäìножества ìножеств P и T. Вектор μ: P → N
(вектор разìетки сети) кажäой позиöии ставит в
соответствие öеëое поëожитеëüное ÷исëо (при ãра-
фи÷ескоì преäставëении сети Петри разìетка
позиöии преäставëяется то÷каìи в кружке, кото-
рые называþт ìеткаìи). Чисëо ìеток в позиöии p

j

обозна÷ается как μ(p
j
). Сетü Петри — это пара

(S, μ
0
), ãäе μ

0
 — на÷аëüная разìетка. В работе ис-

поëüзуþтся как траäиöионный способ, так и спо-
соб заäания сети Петри ìатриöей инöиäентности
(разëи÷ий) W, т. е. S = (P, T, W, μ0). Терìиноëо-

ãия и нотаöия по сетяì Петри заиìствована из ра-
бот [4, 5].

Уто÷ниì постановку заäа÷и ãрупповоãо управ-
ëения: объект G заäан совокупностüþ сетей Петри
всех еãо АК, спеöификаöия K опреäеëена в виäе
ìножества оãрани÷ений на совìестное повеäение
коìпонентов. Даëее рассìотриì äва типи÷ных оã-
рани÷ения:

— заäаны посëеäоватеëüности совìестноãо вы-
поëнения операöий автоноìныìи коìпонентаìи
объекта;

— заäаны оãрани÷ения на со÷етание техноëо-
ãи÷еских операöий, выпоëняеìыìи разëи÷ныìи
коìпонентаìи.

Требуется синтезироватü аëãоритì ãрупповоãо
управëения, т. е. построитü супервизор S в виäе
сети Петри.

Первый øаã конструирования ãрупповоãо уп-
равëения состоит в ìоäеëировании всех коìпонен-
тов объекта G сетяìи Петри. Как показано в работе
А.А. Аìбарöуìяна [8], äëя реøения заäа÷и ГУ ìо-
äеëü кажäоãо коìпонента ìожно преäваритеëüно
упроститü путеì сжатия всех состояний, не у÷аст-
вуþщих во взаиìоäействии с äруãиìи коìпонента-
ìи, в оäно усëовно-поäãотовитеëüное состояние, и
такиì образоì поëу÷итü упрощенную ìоäеëü коìпо-
нента, соäержащуþ тоëüко состояния активности:
«работа», «не работа» и соответствуþщие события.

2. ÑÈÍÒÅÇ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÃÓ
ÏÐÈ ÇÀÄÀÍÍÛÕ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÕ

ÍÀ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÎÏÅÐÀÖÈÉ

Теорети÷еские основы äанноãо параãрафа из-
ëожены в работах А.А. Аìбарöуìяна [8, 9]. Пустü

ДСС — это трипëет [G, K, S]. Объект G = [G1,

G2, ..., Gn] — это совокупностü автоноìных коì-
понентов, которые буäеì ìоäеëироватü автоìат-
ныìи сетяìи Петри. Кажäая сетü Петри — это со-
вокупностü позиöий, перехоäов, вхоäных и выхоä-
ных äуã и на÷аëüной разìетки. Напоìниì, все
перехоäы сети сопоставëяþтся событияì и кëас-
сифиöируþтся на неуправëяеìые, ожиäаеìые и
управëяеìые (посëеäние на рисунках буäеì изоб-
ражатü поëо÷каìи).

Спеöификаöия K — это ìножество строк, оп-
реäеëяþщих требуеìуþ посëеäоватеëüностü сраба-
тывания перехоäов АК. Требуется синтезироватü
ГУ в виäе сети Петри супервизора S

c 
такой, ÷тобы

объеäиненная сетü S = [S
p
, S

c
] выпоëняëа бы тоëü-

ко те посëеäоватеëüности перехоäов, которые оп-
реäеëены в спеöификаöии K.

Пустü K = [u1, u2, ...] — это язык, заäанный

строкаì u, ãäе кажäая u
i
-я посëеäоватеëüностü сра-

батывания перехоäов в объекте G. Наприìер, пос-
ëеäоватеëüностü u = t

1
,
 
t
2
, t

5
, t

6
, t

3
,
 
t
4
, t

7
, t

8
, t

1
 соот-

ветствует заäанноìу поряäку открытия и закрытия
коìпонентов (наприìер, заäвижек трубопровоäа),
рис. 1.

Определение 1. Пара сосеäних перехоäов (t
i
, t

j
)

в строке u называется несвязной парой (н-парой),
есëи в сети S объекта не существует позиöии p

k 
та-

кой, ÷то t
i 
∈

 
pre(p

k
) и t

j 
∈ post(p

k
). ♦

pb0512.fm  Page 47  Thursday, October 4, 2012  3:10 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÑËÎÆÍÛÌÈ ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÐÎÖÅÑÑÀÌÈ È ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀÌÈ

48 CONTROL SCIENCES ¹ 5 • 2012

Вна÷аëе кратко изëожиì базовый ìетоä синте-
за аëãоритìа ГУ, коãäа оãрани÷ение заäано оäной
бесповторной строкой u срабатывания перехоäов
[8]. Соãëасно опреäеëениþ 1 нахоäиì ìножество
н-пар перехоäов в заäанной строке u: (t2, t5), (t6, t3),

(t4, t7), (t8, t1). Заìетиì, ÷то второй перехоä в каж-

äой н-паре явëяется управëяеìыì.

Даëее, кажäой н-паре перехоäов (t
i
, t

j
), в сети S

c

строится структура (t
i
, p

c
, t

j
), ãäе p

c
 — позиöия су-

первизора S
c
, а перехоäы t

i 
∈

 
pre(p

c
) и t

j 
∈

 
post(p

c
).

В наøеì сëу÷ае иìееì (t2, p
c1, t5), (t6, p

c2, t3),

(t
4
, p

c3
, t

7
), (t

8
, p

c4
, t

1
).

Резуëüтатоì работы ìетоäа сëужит сетü S
c
 из ÷е-

тырех управëяþщих позиöий (p
c1
, ..., p

c4
) и соот-

ветствуþщих связей. Резуëüтируþщая сетü, состо-
ящая из сети S

c 
и исхоäной сети S

p
 объекта, преä-

ставëена на рис. 2.
В сети S

c
 опреäеëиì ее на÷аëüное состояние.

Нетруäно виäетü, ÷то ìетка на÷аëüноãо состояния
сети S

c
 äоëжна нахоäитüся в позиöии p

c4. 
Как и

äекëарироваëосü ранее, при проектировании аë-
ãоритìа ГУ на первоì уровне сохраняþтся аëãо-
ритìы управëения автоноìныìи коìпонентаìи
(сетü S

p
), а на второì уровне сетü S

c
, соäержащая

позиöии p
c1, ..., pc4, реаëизует аëãоритì ГУ. В об-

щеì сëу÷ае иìеет ìесто ìноãократностü и вариан-
тностü срабатывания ìеханизìов рассреäото÷енно-
ãо объекта, ÷то привоäит к ìноãообразиþ вариан-
тов взаиìоäействия коìпонентов. Это отражается в
типи÷ной ëоãи÷еской схеìе посëеäоватеëüности

строк u: = ↓m1 t
k
t
l
...t

k
t
r 
↓m2 t

j
t
r
...t

l
{t

a1
↑m1, ..., t

an 
∈ ↑m2},

в которой возìожны разëи÷ные н-пары: с совпаäа-
þщиìи первыìи (наприìер t

k
t
l
 и t

k
t
r
) иëи вторы-

ìи событияìи (t
k
t
r
 и t

j
t
r
) (сиìвоëы событий заìе-

нены сиìвоëаìи перехоäов). В работе [9] разра-
ботан ìетоä синтеза аëãоритìа ГУ äëя общеãо
сëу÷ая. Изëожиì основные иäеи ìетоäа. Кратко
ìетоä состоит из äвух этапов. На первоì из них по
всеì строкаì спеöификаöий выявëяþтся н-пары и
конструируется ìатриöа запусков MF. Ее строки
поìе÷ены перехоäаìи, явëяþщиìися первыìи
коìпонентаìи в н-парах, а стоëбöы поìе÷ены пе-
рехоäаìи, явëяþщиìися вторыìи коìпонентаìи
в н-парах. Даëее MF(j, i) = 1, есëи t

j
, t

i
 — н-пара,

ина÷е MF(j, i) = 0. На второì этапе äëя кажäой
строки ìатриöы запусков MF форìируется звено
переäа÷и управëения (типовой поäсети в зависи-
ìости от типа н-пар). Эти звенüя преобразуþтся в
типовые расøирения ìатриöы W(n × m) — ìатри-
öы инöиäентности сети проöесса S

p
. Типовые поä-

сети в зависиìости от типа н-пар изображены на
рис. 3 и 4.

t
1p

1

G
1

S
c
 — аëãоритì ГУ

G — ìоäеëи АК

p
2

p
3

p
4

G
2

p
5

p
6

p
7

p
8

t
2

t
3t

4

t
5

t
6

t
7t

8

Рис. 1. Объединенная сеть S = [S
p
,
 

S
c
]

Рис. 2. Результирующая сеть S = [S
p
, S

c
]

Рис. 3. Входная часть
сети S

c
 для н-пар типа t

k 
t
l

и t
k 
t
r

Рис. 4. Выходная часть 
сети S

c
 для н-пар

типа t
k
 t

r
 и t

j 
t
r
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Так на рис. 3 изображена вхоäная ÷астü струк-
туры пряìоãо взаиìоäействия (СПВ), т. е. струк-
туры S

c
, обеспе÷иваþщей срабатывание перехоäов

в сети S
p 
в поряäке, опреäеëенноì н-парой с сов-

паäаþщиì первыì событиеì (t
k
t
l
 и t

k
t
r
). Зäесü F

k,l

и F
k,r 

— выхоäы так называеìоãо автоìата — аãен-

та F. Аãент F — автоìат Мура, еäини÷ное зна÷ение
этих выхоäов зависит от преäыстории события p

k

и всеãäа ортоãонаëüны. Поäробности синтеза ав-
тоìата F изëожены в работе [9]. На рис. 4 изобра-
жена выхоäная ÷астü СПВ äëя н-пар с совпаäаþ-
щиìи вторыìи событияìи (t

k
t
r
 и t

j
t
r
). В этоì сëу÷ае

в СПВ ввоäится äопоëнитеëüная позиöия p
or
, вы-

поëняþщая функöиþ сборки (операöия «ИЛИ»).

3. ÑÈÍÒÅÇ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÃÓ ÏÐÈ ÇÀÄÀÍÍÛÕ 
ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÕ ÍÀ ÑÎ×ÅÒÀÍÈÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ

Дëя реøения заäа÷и ГУ при оãрани÷ениях на
со÷етание состояний ìоäеëü АК жеëатеëüно уп-
роститü путеì сжатия всех состояний, не у÷аству-
þщих в взаиìоäействии АК, в оäно состояние и
вкëþ÷итü в упрощеннуþ ìоäеëü тоëüко состояния,
соответствуþщие активности («работа» — «не ра-
бота») и соответствуþщие события.

В ка÷естве приìера рассìотриì упрощенный
вариант пекарни — коìпëекс, состоящий из трех
пе÷ей и äвух роботов, обсëуживаþщих выãрузку
выпе÷ки, рис. 5. (Этот приìер — нескоëüко ìоäи-
фиöированная версия приìера из работы [7]).

Оãрани÷ения на функöионирование коìпëек-
са: все аãреãаты работаþт öикëи÷ески; ëþбая пе÷ü,
как тоëüко выпе÷ка ãотова, äоëжна неìеäëенно

разãрузитüся; пе÷ü разãружается ëþбыì свобоä-
ныì роботоì. Работа пе÷ей преäставëена пози-
öияìи: 1-я — p

1
, p

2
, 2-я — p

3
, p

4
, 3-я — p

5
, p

6
; ро-

бот 1 — p
7
, p

8
 робот 2 — p

9
, p

10
. Перехоäы t

1
, t

2
, t

3

управëяеìые и соответствуþт коìанäаì (событияì)
запуска соответствуþщей пе÷и, перехоäы t4, t5, t6 и

t
8
, t

9
, t

10
 неуправëяеìые и выпоëняþт функöиþ

синхронизаöии работы роботов и пе÷ей.

Несìотря на простоту рассìатриваеìоãо коìп-
ëекса, заäа÷а ГУ иìеет äостато÷но общий харак-
тер. Вот оäна из обобщаþщих форìуëировок за-
äа÷. Дано äве ãруппы параëëеëüно работаþщих аã-

реãатов A = {a
i
|i = } и B = {b

i
|i = }, k < n,

таких, ÷то äëя выпоëнения функöионаëüноãо на-
зна÷ения кажäоãо a

i
 ∈ A требуется еãо партнерство

(коаëиöия) с ëþбыì из вспоìоãатеëüных аãреãатов
(сервисов) b

j 
∈

 
B. Заäа÷а ãрупповоãо управëения

закëþ÷ается в äинаìи÷ескоì (по ìере ãотовности
и запросов на ãруппирование) форìировании не-
пересекаþщихся пар аãреãатов, отве÷аþщих тре-
бованияì к «партнерству».

Моäеëü взаиìоäействия пе÷ей и роботов поä-
робно рассìотриì на фраãìенте коìпëекса «оäна
пе÷ü — оäин робот» (П1 — Р1), изображенноãо на
рис. 6. Зäесü позиöия p

1
 соответствует состояниþ

«ожиäание» пе÷и 1, перехоä t
1
 — управëяеìый, еãо

срабатывание перевоäит пе÷ü в позиöиþ p2 (за-

ãрузка и выпе÷ка), перехоä t
4 

— неуправëяеìый

(ожиäание выпе÷ки), еãо срабатывание перевоäит
пе÷ü в исхоäнуþ позиöиþ p

1 
и оäновреìенно пере-

воäит робот 1 в позиöиþ p8 (разãрузка пе÷и). По

окон÷ании разãрузки — срабатывание перехоäа t
7 
—

робот перехоäит в позиöиþ p7. Функöионирование

äанноãо фраãìента ìожно описатü в виäе табëиöы
перехоäов (табë. 1).Рис. 5. Упрощенная модель пекарни

1 n, 1 k,

Рис. 6. Комплекс
«одна печь — один робот» 

(П1 — Р1)
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В ëевой ÷асти табë. 1 (сëева от äвойной ëинии)
преäставëено текущее состояние фраãìента, в
правой ÷асти — сëеäуþщее состояние. Зна÷ение
перехоäа t

i
 = 1 озна÷ает срабатывание i-ãо перехо-

äа, зна÷ение позиöии p
j
 = 1 озна÷ает нахожäение

ìетки в j-й позиöии. Даннуþ табëиöу ìожно рас-
сìатриватü как способ построения так называеìо-
ãо äерева äостижиìости (ДД), испоëüзуеìоãо в те-
ории сетей Петри.

3.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Рассìотриì некоторые понятия и опреäеëения,
необхоäиìые äëя äаëüнейøеãо построения супер-
визора при заäанных оãрани÷ениях.

Определение 2. Состояние сети — это ее раз-
ìетка μ: P → N (вектор разìетки сети S) — кажäой
позиöии, ставящая в соответствие öеëое поëожи-
теëüное ÷исëо.

Определение 3. Пустü μ(i) произвоëüная разìет-
ка сети с P = {p

1
, ..., p

m
}. Опорной функöией раз-

ìетки μ(i) = Sup(μ(i)) буäеì называтü ìножество
иìен ìаркированных (иìеþщих ìетку) позиöий
в разìетке μ(i). ♦

Дëя краткости зна÷ение Sup(μ(i)) буäеì назы-
ватü состояниеì s

i
 сети S (иìеется в виäу состояние

при разìетке μ(i)). Наприìер, есëи P = {p1, ..., p5} и

μ(i) = [011000], то s
i
 = p

2
p

3
. О÷евиäно, ÷то s

i 
— это

иное обозна÷ение разìетки μ(i).
Определение 4. Пустü M

R
 — ìножество äости-

жиìых ìаркировок сети S из μ0, тоãäа M
F 

⊂
 
M

R
 на-

зывается ìножествоì запрещенных (forbidden) со-
стояний äвух типов: состояний, противоре÷ащих
исхоäныì оãрани÷енияì (устанавëиваþтся раз-
работ÷икоì на основе техноëоãи÷ескоãо анаëиза
объекта) иëи тупики (dead lock) и состояний, ко-
торые при возникновении неуправëяеìоãо собы-
тия привоäят в состояния уже отнесенные к запре-
щенныì. ♦

В наøеì приìере кажäый аãреãат (пе÷и и ро-
боты) ìоäеëируþтся сетüþ Петри, соäержащей
всеãо äве позиöии — активная и пассивная (на-
÷аëüная). Позиöии p

2
, p

4
, p

6
, p

8
, p

10
 — активные по-

зиöии, позиöии p
1
, p

3
, p

5
, p

7
, p

9
 — на÷аëüные. Исхоäя

из техноëоãи÷ескоãо анаëиза функöионирования
объекта безусëовно запрещенныì состояниеì сети
S явëяется состояние s = p2, p4, p6, p8, p10, а также

пятü состояний, соäержащих по ÷етыре активных
позиöии (наприìер, состояние p1, p4, p6, p8, p10 и

т. ä.), так как техноëоãи÷ески невозìожна оäно-
вреìенно выãрузка пе÷ей и их заãрузка-выпе÷ка.

В работах [6, 9] конструирование супервизора
(контроëëера) базируется на знании запрещен-
ных состояний сети, поëу÷аеìых по поëноìу ДД.
Это сопряжено, прежäе всеãо, с необхоäиìостüþ
анаëиза всех äостижиìых состояний, а также с
поëу÷аеìой сëожностüþ управëяþщеãо коìпонен-
та ДСС, реаëизуþщеãо собственно аëãоритì ГУ,
пряìо пропорöионаëüной ÷исëу запрещенных со-
стояний.

Вìесте с теì появëениþ запрещенноãо состоя-
ния всеãäа преäøествует факт äруãоãо события —
срабатывание некотороãо управëяеìоãо перехоäа,
äопустиìоãо äëя состояния преäøествуþщеãо за-
прещенноìу. В настоящей работе ìы иссëеäуеì
иìенно этот феноìен.

В ìножестве разреøенных состояний M
A
 =

= M
R
\M

F
, важныì поäìножествоì явëяþтся ãра-

ни÷ные разреøенные состояния M
BA

 (border autho-

rized states).
Определение 5. Пустü T

c
 — поäìножество уп-

равëяеìых перехоäов. Тоãäа граничные разрешен-
ные состояния M

BA
 — это поäìножество äопусти-

ìых состояний (M
BA 

⊆
 
M

A
), из которых иìеется уп-

равëяеìый перехоä (t
j 

∈
 
T

c
) в запрещенные

состояния M
F
. ♦

Такие перехоäы t
j
 буäеì называтü граничными

управляемыми переходами. В наøеì приìере ãра-
ни÷ныìи управëяеìыìи перехоäаìи явëяþтся t

1
,

t2 и t3.

3.2. Íàõîæäåíèå ãðàíè÷íûõ
ðàçðåøåííûõ ñîñòîÿíèé

Обы÷но нахожäение äостижиìых состояний
(разреøенных и запрещенных) äостиãается путеì
построения поëноãо ДД. Покажеì, как найти ìно-
жество разреøенных состояний, а также ìножес-
тво ãрани÷ных разреøенных состояний M

BA
 без

явноãо построения ДД. Кроìе этоãо, разработаеì
проöеäуру нахожäения ëоãи÷еских усëовий с öе-
ëüþ бëокирования ãрани÷ных управëяеìых пере-
хоäов.

Обратиìся к табë. 1, которая явëяется поë-
ныì описаниеì ДД фраãìента «пе÷ü 1 — робот 1»
(П1 — Р1), ее ìожно упроститü, оставив те строки,
ãäе иìеется еäини÷ное зна÷ение какоãо-ëибо из
перехоäов. Нетруäно виäетü, ÷то состояние p

1
p

2

Таблица 1

Òàáëèöà ïåðåõîäîâ ôðàãìåíòà Ï1–Ð1

t
1

t
4

t
7

p
1

p
2

p
7

p
8

p
1

p
2

p
7

p
8

1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0
2 1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0
3 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0
4 0 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1
5 0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1
6 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0
7 0 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0
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ìожет бытü ëибо 01, ëибо 10. Поэтоìу в резуëüти-
руþщей табëиöе вìесто стоëбöов p

1
p

2 
ìожно оста-

витü оäин стоëбеö наприìер, p2: есëи p2 = 0, то это

озна÷ает, ÷то ìетка нахоäится в позиöии p
1
 (p

1
 = 1)

и наоборот. В резуëüтате табëиöа перехоäов (ТП)
иìеет виä табë. 2. Анаëоãи÷но поëу÷аеì ТП äëя
пе÷и 1 и робота 2 (П1 — Р2) (табë. 3), и ТП äëя
фраãìентов П2 — Р1 и П2 — Р2 (табë. 4а и 4б) и
äëя фраãìентов П3 — Р1 и П3 — Р2 (табë. 5а и 5б).

Из табë. 2—5 виäно, ÷то в позиöиях p
i
, p

j
 = 10

иëи 01 соответствуþщий фраãìент объекта (П
i
 — Р

j
)

нахоäится в активноì состоянии.

В рассìатриваеìоì объекте возìожно оäновре-
ìенное выпоëнение параëëеëüных проöессов, на-
приìер, пе÷ü 1 обсëуживается роботоì 1, а пе÷ü 2 —
роботоì 2. Возìожные варианты параëëеëüных
проöессов преäставëены в табë. 6, ãäе пе÷ü обоз-
на÷ена как П, робот — как P, ÷ерез «0» обозна÷ен
факт неработаþщей пе÷и (оäновреìенное обсëу-
живание сразу трех пе÷ей äвуìя роботаìи невоз-
ìожно).

Кажäая строка табë. 6 соответствует некоторо-
ìу варианту фраãìентов, нахоäящихся оäновре-
ìенно в активноì состоянии. Наприìер, в первой
строке табëиöы пе÷ü П1 с роботоì Р1, а также пе÷ü
П2 с роботоì Р1 нахоäятся в активных состояниях.
При этоì пе÷ü П3 äоëжна бытü «забëокирована»,
т. е. äоëжна нахоäитüся в нерабо÷еì состоянии. Из
табë. 2 виäно, ÷то активные состояния фраãìен-
та (П1 — Р1): p

2 
p

8
 = 01 и p

2 
p

8
 = 10, из табë. 4б —

äëя фраãìента (П2 — Р2): p4 p10 = 01 и p4 p10 = 10.

Поëу÷иì всевозìожные со÷етания активных со-
стояний этих фраãìентов: p2 p4 p8 p10 = (0011, 0110,

1001, 1100).
Анаëоãи÷но из табë. 3 и 4а иìееì активные со-

стояния äвух фраãìентов (П1 — Р2) и (П2 — Р1):
p2 p4 p8 p10 = (0011, 0101, 1010, 1100).

Такиì образоì, ìы поëу÷иì ìножество ãра-
ни÷ных разреøенных состояний, в которых необ-
хоäиìо бëокироватü запуск пе÷и П3 (путеì бëоки-
рования перехоäа t

3
): p

2 
p

4 
p

8 
p

10 
= (1100, 1010, 1001,

0110, 0101, 0011).
Анаëоãи÷ныì образоì по табë. 4 и 5 поëу÷аеì

ìножество ãрани÷ных разреøенных состояний,
в которых необхоäиìо бëокироватü запуск пе÷и
П1 (путеì бëокирования перехоäа t1): р4 p6 p8 p10 =

= (1100, 1010, 1001, 0110, 0101, 0011).
Анаëоãи÷но по табëиöаì 2, 3 и 5 — бëокиро-

ватü запуск äëя пе÷и П2 (путеì бëокирования пе-
рехоäа t2): р2 p6 p8 p10 = (1100, 1010, 1001, 0110,

0101, 0011).

3.3. Ïðåäñòàâëåíèå ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ
äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé áóëåâûìè ôîðìóëàìè

Сопоставиì позиöии p
i
 ëоãи÷ескуþ переìен-

нуþ x
i
. Обозна÷иì ÷ерез f

i
, i = 1, 2, 3, буëеву фун-

кöиþ, приниìаþщуþ еäини÷ное зна÷ение на ìно-
жестве ãрани÷ных разреøенных состояний, в ко-
торых необхоäиìо бëокироватü запуск пе÷и П

i
:

f
1
 = x

4
x

6
 ∨ x

4
x

8
 ∨ x

4
x

10
 ∨

∨
 

x
6
x

8
 ∨ x

6
x

10
 ∨ x

8
x

10
;

f
2
 = x

2
x

6
 ∨ x

2
x

8
 ∨ x

2
x

10
 ∨

∨
 

x
6
x

8
 ∨ x

6
x

10
 ∨ x

8
x

10
;

Таблица 2

Òàáëèöà ïåðåõîäîâ
(Ï1–Ð1)

p
2

p
8

p
2

p
8

t
1

0 0 1 0
t
4

1 0 0 1
t
7

0 1 0 0

Таблица 3

Òàáëèöà ïåðåõîäîâ
(Ï1–Ð2)

p
2

p
8

p
2

p
8

t
1

0 0 1 0
t
8

1 0 0 1
t
11

0 1 0 0

Таблица 4а

Òàáëèöà ïåðåõîäîâ
(Ï2–Ð1)

p
2

p
8

p
2

p
8

t
1

0 0 1 0
t
8

1 0 0 1
t
7

0 1 0 0

Таблица 4б

Òàáëèöà ïåðåõîäîâ
(Ï2–Ð2)

p
4

p
10

p
4

p
10

t
1

0 0 1 0
t
8

1 0 0 1
t
11

0 1 0 0

Таблица 5а

Òàáëèöà ïåðåõîäîâ
(Ï3–Ð1)

p
6

p
8

p
6

p
8

t
3

0 0 1 0
t
6

1 0 0 1
t
7

0 1 0 0

Таблица 5б

Òàáëèöà ïåðåõîäîâ
(Ï3–Ð2)

p
6

p
10

p
6

p
10

t
3

0 0 1 0
t
10

1 0 0 1
t
11

0 1 0 0

Таблица 6

Âàðèàíòû ïàðàëëåëüíûõ ïðîöåññîâ

П1 П2 П3

Р1 Р2 0

Р2 Р1 0

0 Р1 Р2

0 Р2 Р1

Р1 0 Р2

Р2 0 Р1

x
8
x

10
x

6
x

10
x

6
x

8

x
4

x
10

x
4

x
8

x
4
x

6

x
8
x

10
x

6
x

10
x

6
x

8

x
2

x
10

x
2

x
8

x
2
x

6
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f3 = x2x4  ∨ x2 x8  ∨ x2 x10 ∨

∨ x4x8  ∨ x4 x10 ∨ x8x10.

Опреäеëиì буëеву функöиþ-иìпëикаöиþ, от-
ражаþщуþ усëовие «не срабатывания» соответ-
ствуþщеãо ãрани÷ноãо перехоäа. Вторая коìпо-
нента иìпëикаöии äëя перехоäа t

i
 опреäеëяется

как инверсия буëевой переìенной, соответствуþ-
щей позиöии post(t

i
):

F
1
 = f

1
 → ;  F

2
 = f

2
 → ;  F

3 
= f

3
 → .

Обобщенная функöия «не срабатывания» ãра-
ни÷ных перехоäов F равна F = F1F2F3.

По известной эквиваëентности (a → b =  ∨ b)
перехоäиì к ДНФ (äизъþнктивной норìаëüной
форìе) кажäой функöии, а затеì выпоëниì конъ-
þнкöиþ этих функöий и преäставиì ее в совер-
øенной конъþнктивной норìаëüной форìе:

(  ∨ x
4
 ∨ x

6
 ∨  ∨ )(x

2
 ∨ x

4
 ∨  ∨  ∨ ) •

• ( ∨ x
4
 ∨  ∨  ∨ x

10
)(  ∨ x

4
 ∨  ∨ x

8
 ∨ )•

• (x
2

∨ ∨ ∨ x
8

∨ )(x
2

∨ ∨ ∨ ∨ x
10

) •

• ( ∨ ∨ ∨ x
8

∨ x
10

)( ∨ x
4

∨ x
6

∨ ∨ ) •

• (x2 ∨  ∨ x6 ∨  ∨ ) •

• (  ∨  ∨ x6 ∨ x8 ∨ ) = F. (10)

3.4. Ïåðåõîä ê ëèíåéíûì îãðàíè÷åíèÿì

Сäеëаеì нескоëüко заìе÷аний по повоäу ëоãи-
÷еских преобразований и обобщенной функöии
«не срабатывания» ãрани÷ных перехоäов F.

� При выпоëнении перехоäа к ДНФ автоìати÷ес-
ки произоøеë перехоä к поëностüþ опреäеëен-
ныì буëевыì функöияì несрабатывания, по-
этоìу в функöиþ F воøëи и перехоäы из запре-
щенных состояний.

� Есëи F ≡ 0, то усëовия отäеëüных перехоäов
несовìестиìы и не существует ни оäноãо об-
щеãо оãрани÷ения. Оäнако возìожны всевоз-
ìожные äопустиìые коìбинаöии из отäеëüных
функöий.

� Соотноøение нуëей и еäиниö в корнях уравне-
ния (1) показывает на соотноøение ìеток в по-
зиöиях сети, и, сëеäоватеëüно, ìожет бытü ис-
поëüзовано äëя поиска ëинейных оãрани÷ений.

Дëя наøеãо приìера функöия F тожäественно
не равна нуëþ, сëеäоватеëüно, ìожно найти оäно
общее свойство, соответствуþщее оãрани÷ениþ на
соотноøение ìеток, и контроëëер (супервизор)
наøеãо приìера буäет соäержатü оäну позиöиþ,
обозна÷иì ее p

c
. В соответствии с первыì из сäе-

ëанных заìе÷аний, не все корни уравнения (1) яв-
ëяþтся приеìëеìыìи реøенияìи. Прежäе всеãо,
среäи корней нет наборов, соäержащих три еäини-
öы. Поскоëüку в наøи оãрани÷ения вхоäит требо-
вание, ÷то всеãäа в оäин и тот же ìоìент вреìени
срабатывает оäин перехоä (÷то озна÷ает вкëþ÷е-
ние в работу оäноãо аãреãата), то реøения с ÷е-
тырüìя и боëее еäиниöаìи физи÷ески неäостижи-
ìы. Поэтоìу приеìëеìыìи реøенияìи явëяþтся
наборы зна÷ений x

2
 x

4
 x

6
 x

8
 x

10
 äëя уравнения (1),

у которых не боëее äвух еäини÷ных зна÷ений пе-
реìенных. Отсþäа сëеäует оãрани÷ение, заäавае-
ìое ëинейныì неравенствоì на суììарное ÷исëо
ìеток в позиöиях p

2
 p

4
 p

6
 p

8
 p

10
:

μ(p
2
) + μ(p

4
) + μ(p

6
) + μ(p

8
) + μ(p

10
) m 2. (2)

3.5. Ñèíòåç êîíòðîëëåðà (ñóïåðâèçîðà)

Заäа÷и синтеза состоят в:

— опреäеëении ÷исëа позиöий в сети суперви-
зора S

c
;

— нахожäении ìатриöы инöиäентности W
c
 се-

ти S
c
;

— опреäеëении исхоäноãо состояния сети S
c
(μ

co
).

Приìениì известнуþ ìетоäику синтеза конт-
роëëера по ëинейныì оãрани÷енияì, приìеняе-
ìуþ в øкоëе P.J. Antsaklis [6].

Как быëо показано ранее, сетü S
c 
в наøеì при-

ìере соäержит оäну позиöиþ — p
c
, т. е. n

c
 = 1.

Из работы [6] сëеäует, ÷то

W
c
 = –L × W

p
, (3)

ãäе W
p
 — ìатриöа инöиäентности сети S

p
. Матриöа

L разìерности (n
c
 × n

p
), в которой i-й разряä стро-

ки j соäержит 1, есëи позиöия p
i
 вхоäит в оãрани-

÷ение. В наøеì приìере n
c 
= 1, n

p
 = 10, и в соот-

ветствии с форìуëой (2) ìатриöа L иìеет виä

Матриöа W
p
 строится по исхоäной сети S

p
 и

иìеет виä
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x

4
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4
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4
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В резуëüтате вы÷исëения по форìуëе (3) поëу-
÷иì ìатриöу W

c
:

Исхоäное состояние μ
c0 сети S

c
 опреäеëиì по

форìуëе μ
p0 

L + μ
c0 

= b, ãäе b = 2 из форìуëы (4),

μ
p0 = 1010101010.

Такиì образоì, μ
c0 = 2 – L [1110001100] = 2.

Форìируеì объеäиненнуþ управëяеìуþ сетü
S = S

p 
∪ S

c
 (рис. 7).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В сìысëе вкëаäа äанной работы в теориþ äис-
кретно-событийных систеì, заìетиì, ÷то преäëо-
женная техника синтеза ãрупповоãо управëения по
ëоãи÷ескиì функöияì перехоäа ориãинаëüна и со-
äержит, на наø взãëяä, зна÷итеëüный потенöиаë в
пëане развития форìаëизìов в опреäеëении ëи-
нейных оãрани÷ений по спеöификаöии äопусти-
ìых перехоäов.

В прикëаäноì пëане, в äанной работе преäëоже-
на ìоäеëü и ìетоäы синтеза ãрупповоãо управëения
в раìках äискретно-событийной ìоäеëи на сетях
Петри. Принöипиаëüные отëи÷ия ãрупповоãо уп-
равëения в структуре этой ìоäеëи от траäиöионной
архитектуры реаëизаöии ãрупповоãо управëения за-

кëþ÷аþтся в возìожности форìаëüно синтезиро-
ватü аëãоритì ãрупповоãо управëения на базе бо-

ëее простых ìоäеëей объекта G = [G1, G2, ..., Gn]
как совокупности автоноìных коìпонентов и
спеöификаöии K в виäе оãрани÷ений; а также в
возìожности конструирования äвухуровневой ар-
хитектуры ãрупповоãо управëения на базе ìо-
äуëüности, опреäеëенной в ìоäеëи. На первоì
уровне сохраняþтся аëãоритìы управëения авто-
ноìныìи коìпонентаìи, соответствуþщие ìоäу-

ëяì G1, G2, ..., Gn, а на второì уровне — собствен-
но аëãоритì ãрупповоãо управëения, форìаëüно
синтезированный по äискретно-событийной ìо-
äеëи объекта G и спеöификаöии K.
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ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÕ È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ 
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ ÂÛÏÎËÍÅÍÈß ÐÀÁÎÒ

ÍÀ ÎÄÍÎÉ ÌÀØÈÍÅ

Þ.À. Çàê

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Известно боëüøое ÷исëо пубëикаöий, в которых
рассìатриваþтся постановки и эффективные ìе-
тоäы реøения «one-machine sequencing problem» —
опреäеëения оптиìаëüной посëеäоватеëüности вы-
поëнения n работ (заäаний) на оäной ìаøине в ус-
ëовиях, коãäа заäаны вреìена выпоëнения работ t

i
,

оãрани÷ения на на÷аëüные сроки их выпоëнения
a

i
, а также закëþ÷итеëüные вреìена g

i
, необхоäи-

ìые äëя заверøения выпоëнения кажäой работы
посëе окон÷ания выпоëнения ее на äанной ìаøи-
не. Все зна÷ения t

i
, a

i
, g

i
, i = 1, ..., n, — öеëые ÷ис-

ëа. Оäновреìенно на ìаøине не ìожет выпоë-
нятüся боëее оäной работы. Необхоäиìо найти оп-
тиìаëüнуþ посëеäоватеëüностü выпоëнения всех
работ на этой ìаøине, а также вреìена на÷аëа x

i

и заверøения σ
i
 выпоëнения кажäой из них. В ка-

÷естве критерия оптиìаëüности рассìатривается
ìиниìизаöия срока g

i
 заверøения наибоëее позä-

ней из всех работ с у÷етоì äобавëения закëþ÷и-
теëüноãо вреìени обработки кажäой из них на äру-
ãих ìаøинах.

Дëя сфорìуëированной, как показано в работах
[1, 2], NP-сëожной заäа÷и преäëожены äостато÷но
эффективные аëãоритìы реøения (сì., наприìер,
работы [1—5]), позвоëяþщие нахоäитü то÷ные и

прибëиженные реøения практи÷еских заäа÷ äо-
стато÷но боëüøой разìерности. Эффективные
аëãоритìы то÷ноãо реøения заäа÷и с поìощüþ
Schrage-algorithms и их ìоäификаöий впервые бы-
ëи преäëожены в работе [1] и развиты в работах
[3—5]. Эти аëãоритìы наибоëее ÷асто приìеняþт-
ся в настоящее вреìя äëя поëу÷ения то÷ных реøе-
ний практи÷еских заäа÷ боëüøой разìерности.

Оäнако äëя практи÷еских приëожений каëен-
äарноãо пëанирования произвоäства, орãанизаöии
обсëуживания и вы÷исëитеëüноãо проöесса ÷рез-
вы÷айно актуаëüна постановка заäа÷и, в которой
у÷итываþтся оãрани÷ения на сроки заверøения
кажäоãо из заäаний d

i
, i = 1, ..., n. Такая постановка

заäа÷и важна как в усëовиях, коãäа äопускаþтся
разрывы во вреìени выпоëнения отäеëüных работ,
так и в усëовиях, коãäа ни оäна из работ не ìожет
прерыватüся в проöессе своеãо выпоëнения. В ус-
ëовиях оãрани÷ений на сроки заверøения отäе-
ëüных работ äаже заäа÷а поиска äопустиìой пос-
ëеäоватеëüности их выпоëнения, как и известная
«One-machine sequencing problem» [1—6], также от-
носится к кëассу NP-сëожных заäа÷. В усëовиях
этих äопоëнитеëüных оãрани÷ений автороì быëи
преäëожены аëãоритìы реøения сфорìуëиро-
ванных заäа÷ [6, 7], позвоëяþщие с такиì же объ-
еìоì вы÷исëений, как и в работе [1], реøатü такие
заäа÷и при отсутствии оãрани÷ений. Поиск äопус-
тиìых и оптиìаëüных расписаний осуществëяется

Рассìотрены свойства äопустиìых и оптиìаëüных посëеäоватеëüностей выпоëнения за-

äаний на оäной ìаøине в усëовиях наëи÷ия оãрани÷ений на сроки на÷аëа и заверøения

выпоëнения работ. Преäëожены ìетоäы реøения сфорìуëированной заäа÷и посëеäова-

теëüныìи аëãоритìаìи оптиìизаöии на основе преобразования расписания, äопускаþ-

щеãо разрывы в выпоëнении работ в оптиìаëüнуþ посëеäоватеëüностü, в которой такие

разрывы не äопускаþтся. Привеäены ÷исëовые приìеры.

Ключевые слова: äопустиìые и оптиìаëüные посëеäоватеëüности выпоëнения заäаний, оãрани÷е-
ния на вреìена выпоëнения работ, разрывы во вреìени выпоëнения работ, посëеäоватеëüные аë-
ãоритìы оптиìизаöии.
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посëеäоватеëüныìи аëãоритìаìи оптиìизаöии в
проöессе анаëиза некотороãо ìножества посëеäо-
ватеëüностей, не äопускаþщих разрывов во вреìе-
ни выпоëнения заäаний.

В äанной работе преäëаãается äруãой поäхоä,
основанный на преобразовании оптиìаëüной и
(иëи) äопустиìой посëеäоватеëüности, в которой
äопускаþтся разрывы во вреìени выпоëнения от-
äеëüных работ в äопустиìое и оптиìаëüное рас-
писание, в котороì такие прерывания устранены.
К преиìуществаì таких ìетоäов сëеäует отнести
возìожностü как на на÷аëüноì, так и на кажäоì
этапе реøения установитü факт несовìестности
заäанной систеìы оãрани÷ений и выявитü поä-
ìножество заäаний, вреìенной ресурс выпоëне-
ния которых äоëжен бытü расøирен. Оптиìаëüное
реøение заäа÷и как при наëи÷ии оãрани÷ений на
вреìена выпоëнения работ, так и при их отсутс-
твии ìожет бытü поëу÷ено преäëаãаеìыì ìетоäоì
с эффективностüþ, сравниìой с эффективностüþ
упоìянутых ìетоäов [1].

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß
ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Пустü  — поäìножество работ, которые äоëж-
ны бытü выпоëнены на оäной ìаøине. Заäаны

вреìена выпоëнения операöий t
i
, i ∈ , оãрани÷е-

ния на на÷аëüные и коне÷ные сроки их выпоëне-
ния x

i
 l a

i
, σ

i
 m d

i
, а также закëþ÷итеëüные вре-

ìена g
i
, необхоäиìые äëя заверøения выпоëнения

кажäой работы посëе окон÷ания выпоëнения ее на
äанной ìаøине. Ни оäна из операöий не ìожет
прерыватüся в проöессе ее выпоëнения, и оäно-
вреìенно на ìаøине не ìожет выпоëнятüся боëее
оäной операöии. Необхоäиìо построитü распи-
сание выпоëнения работ, уäовëетворяþщее всеì
сфорìуëированныì требованияì и ìиниìизиру-
þщее вреìя заверøения выпоëнения наибоëее
позäней из всех работ с у÷етоì äобавëения закëþ-
÷итеëüноãо вреìени g

i
 обработки кажäоãо из них

на äруãих ìаøинах.
Сëеäоватеëüно, необхоäиìо при выпоëнении

усëовий, ÷то ни оäна из работ не ìожет бытü пре-
рвана в проöессе ее выпоëнения, найти реøение
сëеäуþщей экстреìаëüной заäа÷и:

a
i
 m x

i
,  d

i
 l x

i
 + t

i
,  σ

i
 – x

i
 = t

i
, i = 1, ..., n; (1)

x
i
 + t

i
 + 1 m x

j
 иëи x

j
 + t

j
 + 1 m x

i
,

i ≠ j,  i = 1, ..., n; (2)

F = (σ
i
 + g

i
) → min. (3)

Без оãрани÷ения общности буäеì поëаãатü, ÷то
äëя всех заäаний выпоëняþтся усëовия a

i
 + t

i
 m d

i
,

i ∈ .

Даже при отсутствии усëовий непрерывности
выпоëнения кажäоãо из заäаний из-за наëи÷ия
аëüтернативных оãрани÷ений (2), которые ìоãут
бытü ìатеìати÷ески строãо сфорìуëированы тоëü-
ко ввеäениеì буëевых переìенных, заäа÷а поиска
äопустиìоãо расписания носит коìбинаторный
характер и требует спеöиаëüных ìетоäов реøения.

3. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÕ È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ 
ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ

Пустü на какоì-то s-ì этапе реøения, s = 0, 1,
2, ..., S, опреäеëено некоторое зна÷ение критерия

оптиìаëüности (3), равное F s. Миниìаëüная äëи-
на расписания не ìожет бытü ìенüøе веëи÷ины

F 0 = max a
i
 + t

i
 + g

i
;

(a
i
 + t

i
 + g

i
) . (4)

Опреäеëив F s l F 0, s = 1, 2, ..., S, обозна÷иì

D
i
 = (5)

Обозна÷иì  и  — соответственно наибоëее
ранние и äопустиìые наибоëее позäние сроки на-
÷аëа выпоëнения i-й работы на ìаøине, обеспе-
÷иваþщие выпоëнение всех оãрани÷ений заäа÷и
(1), (2) и зна÷ение критерия оптиìаëüности (3) не

боëее веëи÷ины Fs,

 l a
i
,   m D

i
 – t

i
 + 1, (6)

ãäе  m  m , i = 1, ..., n.

Есëи в резуëüтате преобразований зна÷ений 

и  äëя какой-ëибо из работ строящейся посëе-
äоватеëüности буäет выпоëнятüся неравенство

> , то не ìожет бытü построена посëеäова-
теëüностü, уäовëетворяþщая всеì оãрани÷енияì
на сроки выпоëнения работ, со зна÷ениеì крите-
рия оптиìаëüности ìенüøиì иëи равныì веëи÷и-

не F s.
Утверждение 1. Если для каких-либо двух работ

O
i
 и O

j
, выполняемых на машине, справедлива следу-

ющая система неравенств

 + t
i
 + 1 l ,  + t

j
 + 1 l , (7)

то не существует допустимых расписаний выполне-
ния всех работ на машине за время, меньшее или рав-

ное F s.

I

I

max
i

I

⎩
⎨
⎧

⎝
⎜
⎛
min
i I∈ i I∈

∑ min
i I∈ ⎠

⎟
⎞

max
i I∈ ⎭

⎬
⎫

di есëи di gi+ F
s
,≤

F
s

gi–  есëи di gi+ F
s
.>⎩

⎨
⎧

θi
s τi

s

θi
s τi

s

θi
s

xi
s τi

s

θi
s

τi
s

θi
s τi

s

θi
s τj

s θj
s τi

s
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Утверждение 2. Если для двух работ O
i
 и O

j
, вы-

полняемых на машине, справедливо хотя бы одно из
пары условий

 < ,   + t
j
 + 1 l , (8)

то в допустимых расписаниях, удовлетворяющих

системе ограничений (1), (2) и F m F s, работа O
i

должна выполняться раньше работы O
j
, т. е.

+  + 1 m .

Сëеäствия утвержäения 2.

 = max{(  +  + 1); },

 = min{(  – ); }. (9)

Зäесü  и  — скорректированные äопусти-

ìые наибоëее ранние и позäние сроки на÷аëа вы-
поëнения соответственно i-й и j-й работы на s-й
итераöии реøения заäа÷и.

Утверждение 3. Если для нескольких работ O
p
,

p = 1, ..., P, выполняемых на машине, установлено,
что они стоят в последовательности их выполне-
ния перед работой O

i
, т. е. выполняется условие

+  + 1 m , p = 1, ..., P, то справедливы со-

отношения

 = min ; (  +  + 1);

(  +  + P) . ♦ (10)

Доказатеëüство сëеäует из усëовий (7)—(9), а
также из тоãо, ÷то вреìя на÷аëа выпоëнения ра-
боты O

i
 не ìожет бытü ранее вреìени заверøения

всех работ O
p
, p = 1, ..., P, преäøествуþщих ей,

пëþс äопустиìый наибоëее ранний срок на÷аëа
выпоëнения работ этоãо поäìножества.

Разобüеì все ìножество выпоëняеìых работ 

на äва поäìножества  и  — соответственно

поäìножества работ, äëя которых заäаны и не за-
äаны ãрани÷ные сроки их заверøения выпоëне-

ния,  �  = ,  �  = ∅.

При установëенноì зна÷ении ìаксиìаëüной

äëины расписания F s в усëовиях заäанной систе-
ìы оãрани÷ений на сроки выпоëнения заäаний
рассìотриì сëеäуþщий аëãоритì вы÷исëений.

Алгоритм 1(s). Зна÷ения с÷ет÷иков z
A1

 и z
B1

 по-

ëожиì равныìи нуëþ.
Шаг 1. Дëя кажäой из äвух работ O

i
 и O

j
, вы-

поëняеìых на ìаøине, проверяется выпоëнение
усëовий (7) и (8). Есëи выпоëняется хотя бы оäно

из этих неравенств, то устанавëиваеì зна÷ения
z
B1

 := 2 и z
A1

 := 2, и

Δs := min(  – ), ëибо (11)

Δs := min{(  +  + 1 – ); (  +  + 1 – )}.

Есëи выпоëняеìая работа принаäëежит поä-

ìножеству работ , то систеìа оãрани÷ений заäа-

÷и явëяется несовìестной, и необхоäиìо расøи-
ритü вреìенной ресурс, выäеëенный äëя выпоëне-
ния соответствуþщей работы на веëи÷ину, не

ìенüøуþ ÷еì зна÷ение Δs, и аëãоритì заверøает

работу. Есëи i ∈  иëи j ∈ , то выпоëниì необ-

хоäиìые вы÷исëения, преäусìотренные в øаãе 5.
В противноì сëу÷ае перехоäиì к øаãу 2.

Шаг 2. Рассìатриваеì все пары работ, выпоë-
няеìых на ìаøине. Есëи äëя какой-то пары ра-
бот O

i
 и O

j
 выпоëняþтся усëовия (8), то поëаãаеì

z
A1

:= 1, z
B1

 := 1, корректируеì соответствуþщие

ãрани÷ные зна÷ения вреìен на÷аëа выпоëнения
работ, выпоëнив преобразования (9). Перехоäиì к
øаãу 3.

Шаг 3. Есëи äëя нескоëüких работ O
p
, p = 1, ..., P,

выпоëняеìых на ìаøине, установëено, ÷то они
äоëжны выпоëнятüся ранüøе работы O

i
, т. е.

+  + 1 m , p = 1, ..., P, то поëаãаеì z
A1

 := 1

и z
B1

 := 1 и выпоëняеì перес÷ет ãрани÷ных зна÷е-

ний вреìен на÷аëа выпоëнения этих работ по фор-
ìуëаì (11), äëя i-й работы расс÷итываеì зна÷ение

 по форìуëе (10). Перехоäиì к øаãу 4.

Шаг 4. Есëи z
A1

 := 0, то аëãоритì выпоëнения

преобразований заверøает своþ работу. Есëи
z
A1

:= 1, то поëаãаеì z
A1

 := 0, и перехоäиì к вы-

поëнениþ øаãа 1.

Шаг 5. Поëожив F s + 1 = F s + Δs, s := (s + 1), вы-

поëняеì перес÷ет зна÷ений  и  по форìуëаì (5)
и (7), посëе ÷еãо снова выпоëняеì аëãоритì 1(s).

Упоряäо÷иì все работы по неубываниþ зна÷е-
ний D

i
 в посëеäоватеëüностü

 = {u
1
, u

2
, ..., u

p
, .., |u

p
 ∈ ;  m ,

p = 1, ..., (n – 1)}. (12)

Утверждение 4. Если хотя бы для одной из работ

u
p
 ∈ , упорядоченных в последовательности (12),

несправедливы условия

max  + ;  +  m ,

p = 1, ..., n,

τj
s θi

s θj
s τi

s

xi
s

ti
s

xj
s

θj

s
θi

s
ti
s θj

s
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s
θj

s
ti
s τi

s

θj

s
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s
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s

tp
s
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s

θi

s

⎩
⎨
⎧

θi
s

max
1 p P≤ ≤

θp
s

tp
s

min
1 p P≤ ≤

θp
s

p 1=

P

∑ tp
s

⎭
⎬
⎫

I

I1 I2

I1 I2 I I1 I2
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s τi

s
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s

ti
s τj

s θj
s
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s
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s
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s
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s
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min
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то не существует расписаний, уäовëетворяþщих
систеìе оãрани÷ений заäа÷и. ♦

Доказатеëüство утвержäения 4 привеäено в ра-
ботах [6, 7].

4. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì сëеäуþщий аëãоритì построения
расписания выпоëнения работ на оäной ìаøине,
äопускаþщий прерывание работ в проöессе их вы-
поëнения (обозна÷иì такое расписание Ψ

1
), т. е.

построения некоторой посëеäоватеëüности вы-

поëнения работ (Ψ
1
), а также опреäеëения вре-

ìен на÷аëа и заверøения выпоëнения кажäой опе-
раöии этой посëеäоватеëüности.

Алгоритм 2(s). Обозна÷иì Q
ξ
 = |q

ξ
(u

p
)|, p = 1, ..., n,

коëи÷ества вреìенных интерваëов в ìоìент вре-
ìени ξ = 1, ..., T, необхоäиìых äëя заверøения
выпоëнения кажäой операöии. Все операöии упо-
ряäо÷ены в посëеäоватеëüности (12). В на÷аëе ра-

боты аëãоритìа поëожиì q
ξ
(u

p
) = , p = 1, ..., n.

В кажäый из вреìенных интерваëов ξ = 1, ..., T
выпоëняеì работу u

r
, выбираеìуþ из усëовий

u
r
 = arg { |u

p
 ∈ ,  m ξ, q

ξ
(u

p
) > 0}. (13)

Есëи таких работ нескоëüко, то среäи них вы-
бираеì работу с наиìенüøиì инäексоì p. Дëя вы-
бранной операöии u

r
, поëаãаеì q

ξ
(u

r
) := q

ξ
(u

r
) – 1.

Есëи работ, уäовëетворяþщих усëовияì (13) не су-
ществует, то в äанноì ξ-ì вреìенноì интерваëе не
выпоëняется ни оäна из ìножества работ. Поëаãа-
еì ξ = (ξ + 1) и перехоäиì к сëеäуþщеìу вреìен-
ноìу интерваëу ξ.

Аëãоритì заверøает своþ работу в некоторый
ìоìент вреìени T, коãäа выпоëняþтся усëовия

q
T
(u

p
) = 0, u

p
 ∈ , p = 1, 2, ..., n.

Обозна÷иì N l n — суììарное ÷исëо отрезков
вреìен поëноãо и ÷асти÷ноãо выпоëнения разëи÷-
ных работ в расписании Ψ

1
.

Пустü построено äопустиìое расписание вы-
поëнения заäаний Ψ

1
, т. е. посëеäоватеëüностü вы-

поëнения операöий (Ψ
1
). Обозна÷иì  m σ

i
 —

вреìена заверøения выпоëнения работ в посëеäо-

ватеëüности (Ψ
1
).

Рассìотриì некоторые свойства преобразова-
ний этоãо расписания в расписание работ, не äо-
пускаþщее прерываний вреìени их выпоëнения
(расписание Ψ

2
).

Показано [6], ÷то äëя посëеäоватеëüности вы-

поëнения работ на оäной ìаøине , вреìенах вы-

поëнения этих работ  и наибоëее ранних сроках

на÷аëа выпоëнения работ , а также в усëовиях

неäопустиìости прерываний вреìени выпоëнения
работ справеäëиво утвержäение 5.

Утверждение 5. Если выполняется хотя бы одно
из системы неравенств

max  + ;  +  > 
 + 1

,

p = 1, 2, ..., (N – 1),

то не существует допустимых расписаний выполне-
ния работ на этой машине, удовлетворяющих всей
системе ограничений на сроки начала и завершения
их выполнения. ♦

Пустü некоторая работа j в посëеäоватеëüности

(Ψ
1
) на÷инает выпоëнятüся в ìоìент вреìени ξ

и выпоëняется в те÷ение L
j
, l

j
 = 1, ..., L

j
, разëи÷ных

отрезков вреìени. Обозна÷иì соответственно:

, ,  — вреìя на÷аëа, окон÷ания и äëитеëü-

ности выпоëнения этой работы на l-ì отрезке вре-
ìени;

( j) — поäìножество работ, выпоëняеìых в

(Ψ
1
) в проìежутках вреìени

γ ∈ [  + 1,  = ], т. е.

( j) = {i ∈ (Ψ
1
)|  <  <  = }; (14)

τ
i
, x

i
 — äопустиìые наибоëее позäние и факти÷ес-

кие сроки на÷аëа выпоëнения поäìножества работ

i ∈ ( j) в расписании Ψ
1
.

Как сëеäствие утвержäения 5 ìожет бытü сфор-
ìуëировано

Утверждение 6. (1) Если в последовательности

(Ψ
1
) хотя бы для одной из работ i ∈  выполня-

ется неравенство  > D
i
, то не существует допус-

тимых расписаний выполнения работ на машине,
удовлетворяющей всей системе ограничений при ус-

тановленной длине расписания F s.

(2) Если в последовательности (Ψ
1
) хотя бы

для одной из работ i ∈  выполняется неравенство

 > D
i
, то система ограничений задачи является

несовместной. ♦
Доказатеëüство сëеäует из утвержäения 4, так

как äопустиìостü прерывания выпоëнения заäаний
осëабëяет систеìу оãрани÷ений утвержäения 4.

В ка÷естве äруãоãо способа äоказатеëüства ут-
вержäения 6 ìожет бытü рассìотрена возìожностü
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tup
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Dup
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up Î
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∈
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увеëи÷ения ÷исëа выпоëняеìых работ. Преäста-

виì кажäуþ j-þ работу расписания (Ψ
1
), кото-

рая выпоëняется с L
j
 прерыванияìи, äëитеëüнос-

тüþ кажäоãо отрезка выпоëнения  и на÷аëоì ,

l = 1, ..., L
j
, в виäе L

j
 разëи÷ных операöий со зна-

÷енияìи  = θ
j
,  = d

j
 и вреìенеì выпоëнения,

равныì . Тоãäа äоказатеëüство утвержäения 6

поëностüþ совпаäает с äоказатеëüствоì утвержäе-
ний 4 и 5.

Утверждение 7. Если выполняется система нера-
венств

x
i
 + t

j
 –  m τ

i
 ∀ i ∈ ( j),

то увеличение длительности интервала выполнения
j-й работы до величины t

j
 и выполнение этой опера-

ции до конца без прерываний не приведет к наруше-
нию ограничений на сроки выполнения всех других ра-
бот расписания Ψ

1
. ♦

Обозна÷иì (ξ) и (ξ) соответственно поä-

ìножество работ посëеäоватеëüности , выпоë-
нение которых в ìоìент вреìени ξ заверøено

иëи требуется их заверøение, (ξ) � (ξ) = ,

(ξ) � (ξ) = ∅. Чисëо ÷ëенов в посëеäоватеëü-

ности (ξ) равно n
1
(ξ), и они, как и в посëеäова-

теëüности , упоряäо÷ены по возрастаниþ зна÷е-

ний . Пустü в ìоìент вреìени ξ в анаëизиру-

еìой посëеäоватеëüности назна÷ено на÷аëо первоãо
отрезка вреìени выпоëнения работы j, и äëитеëü-

ностü этоãо отрезка равна  вреìенныì интерва-

ëаì. Опреäеëиì

 = θ
i
 ∀ i ∈ { (ξ)/j};  = θ

j
 +  + 1.

Рассìотриì аëãоритì преобразования распи-
сания Ψ

1
 в äопустиìое расписание Ψ

2
, не äопус-

каþщее разрывов во вреìени выпоëнения работ.
Аëãоритì реøения заäа÷и преäставëяет собой вет-
вящийся проöесс посëеäоватеëüноãо преобразова-

ния расписания Ψ
1
 в разëи÷ные расписания (ξ)

и (ξ), кажäое из которых некоторыì образоì

устраняет проöесс прерывания выпоëнения пер-
вой претерпеваþщей разрывы работы, на÷аëо вы-
поëнения которой быëо в ìоìент вреìени ξ. Пос-
ëе этоãо анаëизируется возìожностü выпоëнения
всех оãрани÷ений заäа÷и и искëþ÷аþтся неäопус-
тиìые проäоëжения. Проöесс реøения заверøает-

ся, есëи на какоì-то -ì вреìенноì интерваëе

поëу÷ено расписание, уäовëетворяþщее всеì оã-
рани÷енияì заäа÷и и не соäержащее разрывов во
вреìени выпоëнения работ.

Кажäое преобразованное расписание (ξ) иëи

(ξ) опреäеëяется вреìенеì ξ на÷аëа выпоëне-

ния работы, разрыв во вреìени выпоëнения кото-
рой явëяется первыì среäи всех работ этой посëе-

äоватеëüности, инäексоì этой работы j ∈ (ξ),

вреìенеì на÷аëа ξ = {x
j
| j ∈ (ξ)} и äëитеëüности

ее выпоëнения на äанноì отрезке { |j ∈ (ξ)}, а

также некоторыì признакоì α[ (ξ)]; α = –2, ес-

ëи äанная поäпосëеäоватеëüностü не соäержит äо-
пустиìых проäоëжений, уäовëетворяþщих систе-
ìе оãрани÷ений на вреìена выпоëнения работ;
α = –1, есëи не существует äопустиìых проäоëже-
ний при зна÷ении критерия оптиìаëüности, ìенü-

øеì иëи равноì F s, и это зна÷ение äоëжно бытü
увеëи÷ено; α = 1, есëи не установëен факт, ÷то не
ìожет бытü построено расписание, не соäержащее
разрывов во вреìени выпоëнения работ, со зна÷е-
ниеì критерия оптиìаëüности, ìенüøеì иëи рав-

ноì F s; α = 0, есëи рассìотрены все возìожные
перспективные преобразования äанноãо расписа-
ния; α = 0,5, есëи рассìотрен тоëüко оäин из äвух
вариантов устранения прерывания выпоëнения

этой работы. Обозна÷иì [ (ξ)], [ (ξ)] со-

ответственно поäìножество работ в расписании

(ξ), выпоëняеìых без прерывания äо ìоìента

вреìени ξ, и работ, äëя которых x
j
 l ξ, т. е. выпоë-

няеìых посëе вреìени ξ,

[ (ξ)] � [ (ξ)] = ,

[ (ξ)] � [ (ξ)] = ∅.

Алгоритм 3 (s). Шаг 0. В расписании Ψ
1
 нахоäиì

первуþ работу j, у которой  < t
j
. Есëи таких работ

не существует, то Ψ
2
 = Ψ

1
, и поëу÷ено реøение за-

äа÷и. В противноì сëу÷ае, поëаãаеì ξ = . Опре-

äеëяеì

(ξ) = Ψ
1
,  j ∈ (ξ),  { | j ∈ (ξ)} = ,

α[ (ξ)] = 1.

Опреäеëиì поäìножества работ [ (ξ)] и

[ (ξ)]. Перехоäиì к øаãу 1.
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Шаг 1. Нахоäиì расписание (ω), уäовëетво-

ряþщее требованияì

(ω) = { { (ξ)| (ξ) m 1}.

Есëи таких расписаний не существует, то пере-
хоäиì к øаãу 2. В противноì сëу÷ае — к øаãу 3.

Пустü j — ноìер первой работы в посëеäова-

теëüности (ω), которая прерывается в проöессе

ее выпоëнения.

Шаг 2. Есëи среäи всех расписаний (ξ),

β = 1, 2, найäется хотя бы оäно, äëя котороãо при-

знак {α| (ξ)} = 1, то это расписание приниìается

в ка÷естве Ψ
2
, т. е. явëяется реøениеì заäа÷и. Есëи

таких расписаний не существует, то заäа÷а не со-
äержит äопустиìых реøений. Как в первоì, так и
во второì сëу÷аях, аëãоритì заверøает своþ рабо-
ту, и перехоäиì к øаãу 6.

Шаг 3. Преобразуеì расписание (ω) в распи-

сание (ξ), устранив прерывания в выпоëнении

работы j ∈ (ω), äëя которой  = ω, опреäеëив

{x
j
| j ∈ (ξ)} = ω,  {σ

j
| j ∈ (ξ)} = ω + t

j
,

ξ = ω + t
j
 + 1,

[ (ξ)] = [ (ξ)] � j,

[ (ξ)] = [ (ξ)]/j.

Есëи [ (ξ)] = ∅, то опреäеëяеì поäìно-

жество работ { ( j)| (ω)} в соответствии с вы-

ражениеì (14), ãäе (Ψ
1
) = (ω). Дëя всех работ

i ∈ { ( j)| (ω)} зна÷ения  и  увеëи÷иваеì на

Δ
j
 = (t

j
 – ), т. е.  =  + Δ

j
,  =  + Δ

j
.

Есëи справеäëива систеìа неравенств

 m D
i
 ∀ i ∈ { ( j)| (ω)},

то поëу÷ено реøение заäа÷и, и аëãоритì заверøа-

ет своþ работу. Есëи [ (ξ)] ≠ ∅, то поëожив

ω = ξ, перехоäиì к øаãу 5.

Шаг 4. Есëи α[ (ξ)] = 0,5, преобразуеì рас-

писание (ω) в расписание (ξ), перенеся на-

÷аëо выпоëнения операöии j ∈ (ω) на боëее поз-

äний срок. Поëаãаеì

{θ
j
| j ∈ (ξ)} = ω + . 

Дëя всех остаëüных работ ìножества

[ (ξ)] ≠ ∅, выпоëняеìых в расписании (ω)

посëе ìоìента вреìени ω, оставëяеì зна÷ения

{θ
i
|i ∈ ( ) � (ω), i ≠ j} = θ

i
.

Шаг 5. С поìощüþ аëãоритìа 2s, на÷иная с ìо-

ìента вреìени ω, строиì расписание (ξ), äо-

пускаþщее разрывы во вреìени выпоëнения опе-
раöий. Есëи äëя вновü построенноãо расписания
выпоëняется хотя бы оäно из неравенств систеìы
неравенств

{σ
i
|i ∈ (ξ)} > d

i
,  i ∈  � [ (ξ)],

то äанное расписание не соäержит äопустиìых

реøений, и поëаãаеì α[ (ξ)] = –2. Есëи выпоë-

няþтся усëовия {σ
i
|i ∈ (ξ)} m d

i
 ∀ i ∈  и при

этоì äëя некоторых работ выпоëняþтся нера-

венства {σ
i
|i ∈ (ξ)} > D

i
 ∀ i ∈ , то поëаãаеì

α[ (ξ)] = –1. Как в первоì, так и во второì сëу-

÷аях строящееся расписание не соäержит äопусти-
ìых проäоëжений и поëаãаеì ξ = ω + 1.

В сëу÷ае есëи σ
i
 m D

i
 ∀ i ∈ , поëаãаеì

α{ (ξ)} = 1. В ка÷естве ξ выбираеì, как и в øаãе 3,

вреìя на÷аëа первой работы в расписании (ξ),

выпоëнение которой не быëо осуществëено äо кон-

öа. Зна÷ение (ω) поëаãаеì равныì 0, (ω) = 0.

Перехоäиì к øаãу 1.

Дëя расписаний (ξ), β = 1, 2, есëи α{ (ξ)} =

= 1, зна÷ение ξ как вреìя на÷аëа выпоëнения той
операöии, в которой происхоäит прерывание, т. е.

ξ = { x
i
|  < t

i
}. (15)

Есëи заäа÷а (15) не иìеет реøений, то постро-
ено äопустиìое расписание Ψ

2
, не соäержащее

прерываний во вреìенах выпоëнения операöий, и
аëãоритì заверøает работу.

Шаг 6. Есëи аëãоритì 3(s) заверøиë своþ рабо-
ту, не построив ни оäноãо расписания Ψ

2
, и среäи

всех расписаний (ξ) соäержатся тоëüко распи-

сания с признакоì α{ (ξ)} = –2, то заäа÷а не

иìеет äопустиìых реøений и вреìенные ресурсы
выпоëнения некоторых работ äоëжны бытü расøи-
рены. Есëи при этоì соäержатся некоторые распи-

сания, äëя которых α{ (ξ)} = –1, то ãрани÷ное

зна÷ение критерия оптиìаëüности äоëжно бытü
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увеëи÷ено на некоторуþ веëи÷ину F s := F s + δs, ãäе

δs = (σ
i
 – D

i
).

С новыì зна÷ениеì критерия оптиìаëüности
посëеäоватеëüно выпоëняеì вы÷исëения (5), (6),
аëãоритìы 1(s), 2(s) и 3(s) äо тех пор, пока не по-
ëу÷иì реøения заäа÷и, ëибо поäтвержäения тоãо,
÷то систеìа оãрани÷ений заäа÷и явëяется несов-
ìестной. ♦

Преäëоженный аëãоритì реаëизует ìетоä пос-
ëеäоватеëüноãо прибëижения к оптиìаëüноìу рас-

писаниþ снизу F 0 < F 1 < ... < F s < ... < F S, кажäая
боëüøая итераöия котороãо — некоторая ìоäифи-
каöия ìетоäа ветвей и ãраниö с отсевоì неперс-
пективных проäоëжений. Ветви äерева, не обес-
пе÷иваþщие выпоëнение всех оãрани÷ений заäа÷и
иëи зна÷ение критерия оптиìаëüности, равное ве-

ëи÷ине F s, отсеиваþтся как неперспективные. На
первых øаãах аëãоритìа устанавëивается факт не-
совìестности систеìы оãрани÷ений и иäентифи-
каöия узких ìест.

5. ÈËËÞÑÒÐÀÒÈÂÍÛÅ ÏÐÈÌÅÐÛ

Пример 1. Необхоäиìо найти äопустиìуþ посëеäо-
ватеëüностü выпоëнения пяти работ, на÷аëüные сроки,
вреìена и ãрани÷ные сроки заверøения выпоëнения ко-
торых свеäены в табë. 1.

При оãрани÷ениях на сроки заверøения пятой рабо-
ты d

5
 = 28 уже в проöессе выпоëнения аëãоритìа 1s оп-

реäеëяется, ÷то систеìа оãрани÷ений заäа÷и явëяется
несовìестна. При увеëи÷ении зна÷ения d

5
 = 29 быëо по-

ëу÷ено äопустиìое расписание выпоëнения работ.

Расс÷итав по форìуëаì (5) зна÷ения D
i
, построиì

посëеäоватеëüностü  = {1, 2, 4, 5, 3}. Проöесс реøения
свеäен в табë. 2. Допустиìая посëеäоватеëüностü выпоë-

нения работ — (Ψ
2
) = {3, 1, 2, 4, 5}, сроки на÷аëа и

заверøения выпоëнения работ äëя расписания Ψ
2
 сì. в

табë. 2.

Пример 2. Необхоäиìо найти оптиìаëüнуþ посëе-
äоватеëüностü выпоëнения øести работ, на÷аëüные сро-
ки a

i
, вреìена t

i
 и ãрани÷ные сроки заверøения выпоë-

нения d
i
, а также поствреìена g

i
 (табë. 3).

Вы÷исëенное по форìуëе (4) зна÷ение нижней ãра-

ниöы критерия оптиìаëüности равно F
0
 = 33. Поëожив

F
1
 = 35, по форìуëе (5) вы÷исëиì зна÷ения D

i
, которые

привеäены в посëеäней строке табë. 3.

В соответствии с этиìи зна÷енияìи построена пос-

ëеäоватеëüностü выпоëняеìых работ  = {2, 3, 1, 4, 6, 5}.
Вы÷исëенные по форìуëаì (6) и преобразованные в
проöессе работы аëãоритìа 1s зна÷ения θ

i 
и τ

i
 привеäе-

ны во второì и третüеì стоëбöах табë. 4. Посëеäоватеëü-

ностü (Ψ
1
) опреäеëяет построенное аëãоритìоì 2s

расписание, в котороì äопускается прерывание выпоë-

min
β

min
ξ

min
i J

2
Ψ
1

β
ξ( )[ ]∈

U˜

W˜

U˜

W˜

Таблица 2

Ïðîöåññ è ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ Ïðèìåðà 1

Но-
ìер 

рабо-
ты

До-
пусти-
ìое 

вреìя 
на÷аëа

Посëеäоватеëüностü 

(Ψ
1
), äопускаþщая 

разрывы вреìени вы-
поëнения работ

Расписание 
Ψ

2
, не äопус-

каþщее раз-
рывы вреìе-
ни выпоëне-

ния работ

θ
i

τ
i

x
i

t
i

σ
i

1 6 11 6 5 10 — — — 8 5 12
2 3 15 3 3 5 11 1 11 13 4 16
3 1 12 1 2 2 12 5 16 1 7 7
4 19 19 19 6 24 — — — 19 6 24
5 25 25 25 5 29 — — — 25 5 29

W~

x
i

1
t
i

1
σ
i

1
x
i

2
t
i

2
σ
i

2

Таблица 3

Èñõîäíûå äàííûå Ïðèìåðà 2

Показатеëü
Инäексы работ

1 2 3 4 5 6

a
i

12 4 1 8 10 15
t
i

7 4 5 4 2 3
d

i
28 15 18 32 32 35

g
i

15 6 5 11 6 10
D

i
20 15 18 24 29 25

Таблица 4

Ïðîöåññ è ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ Ïðèìåðà 2

Но-
ìер 

рабо-
ты

До-
пусти-
ìое 

вреìя 
на÷аëа

Посëеäоватеëüностü 

(Ψ
1
), äопускаþщая 

разрывы вреìени вы-
поëнения работ

Расписание 
Ψ

2
, не äопус-

каþщее раз-
рывы вреìе-
ни выпоëне-
ния работ

θ
i

τ
i

x
i

t
i

σ
i

1 12 14 12 7 18 – – – 12 7 18
2 4 10 4 4 7 – – – 6 4 9
3 1 14 1 3 3 8 2 9 1 5 5
4 8 21 10 2 11 19 2 20 19 4 22
5 10 28 24 2 25 – – – 10 2 11
6 19 23 21 3 23 – – – 23 3 25

W~

x
i

1
t
i

1
σ
i

1
x
i

2
t
i

2
σ
i

2

Таблица 1

Èñõîäíûå äàííûå Ïðèìåðà 1

Показатеëи
Инäексы работ

1 2 3 4 5

a
i

6 3 1 19 15
t
i

5 4 7 6 5
d

i
 = D

i
15 18 32 25 (28) 29
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нения работ. Аëãоритìоì 3s на 2-ì øаãе преобразования
это расписание быëо преобразовано в посëеäоватеëü-
ностü, не äопускаþщуþ разрывов во вреìени выпоëне-

ния работ (Ψ
2
) = {3, 2, 5, 1, 4, 6}, в которой выпоë-

нены все оãрани÷ения на сроки выпоëнения работ и
зна÷ение критерия оптиìаëüности ìиниìаëüно. Вреìе-
на на÷аëа и заверøения выпоëнения кажäой работы в
этоì расписании привеäены в посëеäних стоëбöах табë. 4.
Зна÷ение критерия оптиìаëüности опреäеëяется øестой
работой и равно F = σ

6
 + g

6
 = 25 + 10 = 35.

6. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ
ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÎÂ

Поскоëüку сфорìуëированная заäа÷а относит-
ся к кëассу NP-сëожных, то преäëоженный аëãо-
ритì, реаëизуþщий некоторуþ ìоäификаöиþ ìе-
тоäа ветвей и ãраниö, как и аëãоритì [1], относит-
ся к кëассу экспоненöиаëüно сëожных.

Разработанные аëãоритìы проøëи апробаöиþ
при реøении тестовых заäа÷ построения расписа-
ний, вкëþ÷аþщих в себя нескоëüко сотен работ.
Исхоäные äанные приìеров выбираëисü сëу÷ай-
ныì образоì в преäеëах заäанноãо äиапазона зна-
÷ений.

Эффективностü аëãоритìов реøения заäа÷ пос-
троения расписаний, не äопускаþщих прерывания
выпоëнения работ, зависит от трех параìетров:

÷исëа N и среäнеãо вреìени  выпоëняеìых за-
äаний и проöента работ P, на заверøение выпоë-
нения которых наëожены оãрани÷ения. Объеì
вы÷исëений опреäеëяется ÷исëоì Q перес÷етов
нижней ãраниöы äëины расписания, ÷исëоì W
развиваеìых ветвей äерева и ÷исëоì R устраняе-
ìых разрывов выпоëнения работ в проöессе ре-
øения заäа÷и. Резуëüтаты провеäенных вы÷исëи-
теëüных экспериìентов привеäены в табë. 5.

Как показаëи резуëüтаты боëüøоãо коëи÷ества
вы÷исëитеëüных экспериìентов, при реøении
тестовых заäа÷ äостато÷но боëüøой разìерности
(äо 1500 работ) бëаãоäаря эффективности оöенки

äëины оптиìаëüноãо расписания то÷ное реøение
заäа÷и быëо поëу÷ено при относитеëüно небоëü-
øоì ÷исëе прибëижений и ветвëений. Чисëо уст-
ранений разрывов в выпоëнении работ и преобра-
зований расписания Ψ

1
 в расписание Ψ

2
 при от-

сутствии оãрани÷ений на сроки заверøения работ
в нескоëüко äесятков раз ìенüøе разìерности ре-
øаеìой заäа÷и. Поëу÷ение äопустиìых расписа-
ний выпоëнения работ äостиãаëосü за поëиноìи-
аëüное вреìя при ÷исëе преобразований расписа-
ний, äопускаþщих разрывы в выпоëнении работ,
равноì 5—15.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Построение äопустиìых и оптиìаëüных распи-
саний, äопускаþщих разрывы во вреìени выпоë-
нения работ, осуществëяется преäëоженныìи аë-
ãоритìаìи за поëиноìиаëüное вреìя. Факт несов-
ìестности систеìы оãрани÷ений и опреäеëение
«узких ìест», требуþщих расøирения вреìенных
ресурсов выпоëнения отäеëüных работ, устанавëи-
вается на первых øаãах аëãоритìов.

Эффективностü реøения заäа÷ построения оп-
тиìаëüных расписаний без у÷ета оãрани÷ений на
сроки заверøения выпоëнения работ с поìощüþ
преäëоженных аëãоритìов сравниìа с эффектив-
ностüþ известных ранее аëãоритìов [1].

Преäëоженные аëãоритìы ìоãут успеøно при-
ìенятüся в аëãоритìах то÷ноãо и прибëиженноãо
реøения job-shop-problem.
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Таблица 5

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Параìетры заäа÷и
Параìетры эффективности 

аëãоритìа

N Р, % Q W R

До 200 5—7 10—20 0—6 10—15 12—30
100—200 8—10 До 50 7—11 20—30 25—38
400—500 3—5 До 30 12—20 40—45 42—50
800—100 3—7 До 25 30—42 65—80 90—105

1500 4 15 52 114 136

T

T
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ÑÈÍÅÐÃÈß Â ÑÈÑÒÅÌÅ ÅÑÒÅÑÒÂÅÍÍÛÕ 
ÒÅÕÍÎËÎÃÈÉ ÎÐÃÀÍÈÇÌÀ

À.Â. Ìàêàðåíêî, Â.Í. Íîâîñåëüöåâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В посëеäние ãоäы все ÷аще возникаþт заäа÷и
управëения, ãäе орãанизì ÷еëовека выступает как
öеëое, в еäинстве физиоëоãи÷еских функöий. По-
явиëисü такие заäа÷и, как изìерение и контроëü
состояния зäоровüя отäеëüноãо ÷еëовека, расøи-
риëисü раìки ìеäико-соöиаëüных и ìеäико-эко-
ëоãи÷еских заäа÷ (управëение спасатеëüныìи ра-
ботаìи при проìыøëенных и транспортных ка-
тастрофах, обеспе÷ение безопасности ÷еëовека в
экстреìаëüных ситуаöиях, оöенки посëеäствий ра-
äиаöионных поражений, военная и бытовая нар-
ко- и токсикоëоãия).

Дëя реøения возникøих заäа÷ быëи развиты
новые поäхоäы к ìоäеëированиþ орãанизìа ÷еëо-
века, в которых он преäставëен как öеëостная сис-
теìа, способная противостоятü äействиþ разно-
образных поврежäаþщих и разруøаþщих факто-
ров [1]. Цеëü ìоäеëирования состоит уже не в
воспроизвеäении разëи÷ных ÷астных аспектов уп-
равëения в орãанизìе, а в оöенке еãо öеëостных
свойств, в тоì ÷исëе, в анаëизе возìожных ìеха-
низìов наступëения сìерти и путей ее преäо-
твращения. Обы÷но в ìеäиöинских приìенениях
сìертü рассìатривается как сëеäствие боëезни,
но повсеìестное увеëи÷ение проäоëжитеëüности
жизни [2] привеëо к появëениþ такоãо понятия,
как сìертü от старости. Таковой рассìатривается
сìертü, наступаþщая при резкоì осëабëении ãо-
ìеостати÷еских свойств орãанизìа в отсутствие
боëезни [3]. Гоìеостати÷еские ìеханизìы с воз-

растоì ухуäøаþтся настоëüко, ÷то не ìоãут пари-
роватü äействие äаже ìаëейøих возìущений, и са-
ìое незна÷итеëüное возäействие становится при-
÷иной сìерти.

Механизìы наступëения сìерти от старости
напряìуþ связаны с развитиеì посëеäних стаäий
проöесса старения. Есëи на ранних стаäиях взаиì-
ное вëияние физиоëоãи÷еских систеì проявëяется
сëабо, то на посëеäних возìожно возникновение
боëüøих и усиëиваþщих äруã äруãа взаиìоäейс-
твий [4]. Синерãия, возникаþщая в орãанизìе в
резуëüтате систеìных взаиìоäействий ìежäу раз-
ëи÷ныìи физиоëоãи÷ескиìи ìеханизìаìи, и ана-
ëизируется в настоящей работе.

1. ÁÀÇÎÂÀß ÌÎÄÅËÜ ÎÐÃÀÍÈÇÌÀ ×ÅËÎÂÅÊÀ

Жизненные проöессы в кëетках орãанизìа
обеспе÷иваþтся ãенети÷ескиìи, биохиìи÷ескиìи,
физиоëоãи÷ескиìи и повеäен÷ескиìи ìеханизìа-
ìи. Пере÷енü жизненно-важных систеì орãанизìа
ìожно найти в ëþбоì справо÷нике по физиоëоãии
(сì., наприìер, [5]). В то же вреìя принöипы и
ìеханизìы систеìной интеãраöии ãетероãенных
систеì в öеëостный орãанизì äо сих пор äо конöа
не реøены как в общетеорети÷ескоì пëане, так и
в аспекте ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования. В ка-
÷естве принöипа, интеãрируþщеãо физиоëоãи÷ес-
кие систеìы в öеëостный орãанизì, в настоящей
работе испоëüзуется конöепöия «естественных тех-
ноëоãий» орãанизìа [6], взятая в ее ìатеìатико-
ìоäеëüной трактовке [1].

Рассìотрена ìоäифиöированная ìатеìати÷еская ìоäеëü естественных техноëоãий орãа-

низìа ÷еëовека. На ка÷ественноì уровне иссëеäован проöесс возникновения синерãии

при поражении основных систеìных составëяþщих орãанизìа. Ввеäена ìера интеãраëü-

ной äеãраäаöии орãанизìа ÷еëовека, на основе которой поëу÷ены некоторые коëи÷ест-

венные оöенки синерãии.

Ключевые слова: ìатеìати÷еская ìоäеëü, естественные техноëоãии, синерãия, зäоровüе, äоëãоëетие.
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pb0512.fm  Page 62  Thursday, October 4, 2012  3:10 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÌÅÄÈÊÎ-ÁÈÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

63ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 5 • 2012

Схеìа описывает сëеäуþщие жизненные функ-
öии:

— äоставка в орãанизì ãорþ÷еãо и окисëитеëя
(функöия систеì пищеварения и äыхания);

— внутренний транспорт веществ (функöия
серäе÷но-сосуäистой систеìы);

— собственно проöессы жизнеäеятеëüности
(синтез биопоëиìеров, провеäение нервноãо иì-
пуëüса, ìыøе÷ные сокращения и äр.);

— эëиìинаöия и вывеäение коне÷ных проäук-
тов (функöия пе÷ени и по÷ек).

Этот пере÷енü ëеãко äопоëняется и äруãиìи
функöияìи, такиìи как пищеварение иëи терìо-
реãуëяöия.

Систеìа естественной техноëоãии преäставëяет
орãанизì как öеëостнуþ совокупностü физиоëо-
ãи÷еских систеì. Цеëостностü описания озна÷ает,
÷то в ìоäеëи орãанизìа «поääерживается жизнü»,
т. е. реаëизуется стаöионарное неравновесное со-
стояние. Уäаëение из ìоäеëи ëþбоãо жизненно
важноãо коìпонента (оäной из ÷етырех физио-
ëоãи÷еских систеì, обеспе÷иваþщих жизненные
функöии) привоäит к тоìу, ÷то ìоäеëируеìая сис-
теìа теряет устой÷ивостü, жизненные проöессы
прекращаþтся, наступает сìертü [7].

Такиì образоì, в систеìе естественных техно-
ëоãий опреäеëяþтся ÷етыре базовых коìпарт-
ìента:

x
1
, ìì рт. ст. — парöиаëüное äавëение кисëоро-

äа в артериаëüной крови;

x
2
, ìì рт. ст. — парöиаëüное äавëение кисëоро-

äа в тканях орãанизìа;

x
3
, % — избыто÷ное коëи÷ество øëаков, поäëе-

жащих эëиìинаöии пе÷енüþ;

x
4
, % — избыто÷ное коëи÷ество øëаков, поäëе-

жащих эëиìинаöии по÷каìи.

В норìе зна÷ения коìпартìентов сëеäуþщие:

x* = [100 75 0 0]т. Исхоäя из физи÷ескоãо сìысëа,
x l 0.

В основе жизнеäеятеëüности орãанизìа ëежат
кëето÷ные проöессы (такие как синтез биопо-
ëиìеров в кëетках, провеäение нервноãо иìпуëü-
са, активностü реöепторов, сокращение ìыøö и
т. п.). Поэтоìу в ìоäеëü ввоäится зна÷ение ин-
тенсивности протекания кëето÷ных проöессов
ω = 250 ìë О

2
/ìин (опреäеëенное в норìе äëя

зäоровоãо ÷еëовека). Это зна÷ение преäставëяет
собой так называеìый «уровенü основноãо обìе-
на» в норìе äëя зäоровоãо ÷еëовека. Зна÷ение ω
ìожет возрастатü при увеëи÷ении наãрузки на ор-
ãанизì, а при ухуäøении еãо состояния ìожет
уìенüøатüся. Достижение уровня ω = 0 озна÷ает
невозìожностü жизни.

2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ

Ориãинаëüная базовая ìатеìати÷еская ìоäеëü
систеì орãанизìа ÷еëовека привеäена в работе [1].
В настоящей статüе она существенныì образоì
ìоäифиöирована.

Систеìа уравнений баëанса äëя коìпартìен-
тов, в форìе Коøи, иìеет виä:

 = a
1
[y

1
(x, t) – y

2
(x, t)], (1а)

 = a
2
[y

2
(x, t) – ω], (1б)

 = a
3
[ω – y

3
(x, t)], (1в)

 = a
4
[ω – y

4
(x, t)], (1ã)

при÷еì ее реøение строится на интерваëе t ∈ [0, +∞).
Функöия транспортных потоков y(x, t) в покоìпо-
нентноì преäставëении иìеет виä:

y
1
(x, t) = b

1
(x

0
 – x

1
)F

1
(x, t), (2а)

y
2
(x, t) = b

2
(x

1
 – x

2
)F

2
(x, t), (2б)

y
3
(x, t) = b

3
(x

3
 + 100)F

3
(x, t), (2в)

y
4
(x, t) = b

4
(x

4
 + 100)F

4
(x, t), (2ã)

зäесü x
0
 = 150 ìì рт. ст. — парöиаëüное äавëение

кисëороäа в атìосфере.
В работе [1] коìпоненты функöии F(x, t), опи-

сываþщей состояние орãанизìа, быëи преäставëе-
ны в кусо÷но-ëинейноì виäе. Такое неäифферен-
öируеìое преäставëение затруäняëо ка÷ественный
анаëиз структурных свойств систеìы, поскоëüку
обëастü реøения распаäаëасü на ìножество по-
äобëастей, в которых параìетры описания разëи-
÷аëисü ìежäу собой. В настоящей статüе функöия
F(x, t) преäставëена анаëити÷ескиìи äифференöи-
руеìыìи зависиìостяìи, которые в покоìпонен-
тной форìе записи иìеþт виä:

F
i
(x, t) = (x, t) (x, t),  F

i
 ∈ [0, 1],  i = ,

при÷еì

(x, t) = 1 – ,

(x, t) = . (3)

Коìпонента F
1 

функöии F(x, t) соотнесена с

систеìой äыхания, коìпонента F
2
 — с серäе÷-

dx1

dt
---------

dx2

dt
---------

dx3

dt
---------

dx4

dt
---------

Fi
1( )

Fi
2( )

1 4,

Fi
1( )

e
c
i

x
2

( )
3

–

Fi
2( ) 1

1 die
g
i

x
3

x
4

+( )
+

-------------------------------------
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но-сосуäистой систеìой; коìпонента F
3
 — с пе÷е-

нüþ, и, наконеö, коìпонента F
4
 — с по÷каìи.

Зна÷ения параìетров a и b в выражениях (1) —
уравнения (1а...1ã) и (2) — уравнения (2а...2ã):

a = ,  b = . (4)

Отìетиì, ÷то зна÷ения b выбраны из усëовия

 = x*, при F(x, t) ≡ 1. Чисëенные зна÷ения па-

раìетра a связаны с необхоäиìыì усëовиеì: при
обнуëении ëþбой из коìпонент F

i
, сìертü в ìоäе-

ëи (1) äоëжна наступатü ÷ерез тот же отрезок вре-
ìени, ÷то и в орãанизìе ÷еëовека (ìасøтаб пере-
ìенной t, сут). Оäнако то÷ные äанные о вреìени
наступëения сìерти посëе откëþ÷ения отäеëüных
систеì орãанизìа поëу÷итü äостато÷но сëожно,
поэтоìу воспоëüзуеìся оöенкаìи. Хороøо извес-
тно, ÷то прекращение äыхания (F

1
 ≡ 0) иëи крово-

обращения (F
2
 ≡ 0) привоäит орãанизì к сìерти

÷ерез 5—10 ìин. Обнуëение веëи÷ин F
3
 и F

4
 также

привоäит к сìерти, но äанные о вреìени ее на-
ступëения сиëüно варüируþт. В принöипе их ìож-
но поëу÷итü, анаëизируя сìертü от острых отрав-
ëений, коãäа в резуëüтате приеìа яäа в орãанизìе
развивается тяжеëая нефропатия и ãепатопатия
[8]. Оäнако в работе [8] привоäятся тоëüко веро-
ятностные äанные о наступëении сìерти, а вре-
ìенные характеристики отсутствуþт. В обзоре [9]
äëя ìноãих яäов привоäятся ãраниöы вреìенны́х
интерваëов наступëения сìерти, из ÷еãо ìожно
сäеëатü вывоä о вреìени наступëения сìерти в
преäеëах 5—10 сут посëе прекращения функöио-
нирования как пе÷ени, так и по÷ек. Опреäеëеннуþ
инфорìаöиþ о вреìени жизни посëе прекраще-
ния функöионирования по÷ек ìожно поëу÷итü по
äанныì о поäкëþ÷ении к боëüныì искусственной
по÷ки (2—3 раза в неäеëþ по 4—6 ÷ [10]). Сëожнее
äеëо обстоит с функöией пе÷ени [11]. При ëетаëü-
ноì отравëении яäоì бëеäной поãанки Amanita
Phalloides в токсикоãенной фазе происхоäит ãибеëü
пе÷ени, ÷то в соìати÷еской фазе (посëе вывеäения
яäа) привоäит к периоäу ëожноãо вызäоровëения
проäоëжитеëüностüþ окоëо 3 сут. Летаëüный ис-
хоä наступает спустя 4—6 сут. Такиì образоì, зна-
÷ения a в соотноøении (4) выбраны на основании
изëоженных фактов, äавая приеìëеìое совпаäе-
ние с реаëüныìи ситуаöияìи.

Исхоäя из форìуë (3), с у÷етоì выражений (1)
и (2), сëеäует, ÷то разëи÷ные øëаки оказываþт
оäинаковое вëияние на ãоìеостаз, поэтоìу их

ìожно рассìатриватü совìестно, ввеäя äопоëни-
теëüнуþ переìеннуþ: x

34
 = x

3
 + x

4
.

Постоянные c, d и g в форìуëах (4) опреäеëя-
þтся из особых то÷ек функöии F(x, t):

|
cr
 = 0,5;   = 32,53•1; (5а)

|
cr
 = 0,5;   = 200•1;

|
cr
 = – •1, (5б)

ãäе 1 — еäини÷ный вектор, а |
cr
 — уãоë накëона

касатеëüной к функöии (x, t) в то÷ке |
cr
.

В своþ о÷ереäü, особые то÷ки в форìуëах (5a) и
(5б) выбраны из сëеäуþщих соображений.

Прежäе всеãо, в норìе приняты сëеäуþщие

зна÷ения коìпартìентов:  = 100 ìì рт. ст.;

= 75 ìì рт. ст.;  =  = 0 %. Зна÷ения  и

 обусëовëены ëитературныìи äанныìи. Так, на-
пряжение кисëороäа в артериаëüной крови состав-
ëяет поряäка 100 ìì рт. ст. (окоëо 13,3 КПа) [12].
При äвижении крови по сосуäаì напряжение паäа-
ет, äостиãая в тканях зна÷ений поряäка 75 ìì рт. ст.

[13]. Нуëевые зна÷ения  и  сëеäуþт из саìой
сути этих веëи÷ин — коëи÷ества избыто÷ных øëа-
ков, поäëежащих эëиìинаöии пе÷енüþ и по÷каìи,
соответственно. И приниìается, ÷то в норìе пе-
÷енü и по÷ки вывоäят ровно стоëüко øëаков,
скоëüко в них образуется, поэтоìу в них ни÷еãо не
накапëивается, и äопоëнитеëüно ни÷еãо вывоäитü
не наäо.

Даëее, известно [13], ÷то кровü возвращается
из тканей к серäöу с напряжениеì кисëороäа
∼40 ìì рт. ст. Из сопоставëения этоãо зна÷ения с

 и опреäеëяется ÷исëенное зна÷ение  в фор-

ìуëе (7a) (рис. 1, a). Дëя всех систеì приниìаþт-
ся оäинаковые зна÷ения (хотя в реаëüности это
скорее не так) в сиëу оãрани÷енности исхоäных
äанных.

Наконеö, физиоëоãи÷еские функöии пе÷ени и
по÷ек ìножественны и сëожны [14]: ìетабоëизì
ëекарств и яäов, уãëевоäный обìен — пе÷енü;
о÷истка крови и синтез ãорìонов, экскретирова-
ние побо÷ных проäуктов, реãуëяöия фосфатов и
каëüöия, превращение аììиака в ìо÷евину — по÷-
ки. Описатü эти ìножества проöессов оäниì, äву-
ìя интеãративныìи параìетраìи преäставëяется
весüìа сëожной заäа÷ей. Но при этоì известно,
÷то пе÷енü и по÷ки пëасти÷ны и способны выäер-
живатü зна÷итеëüные наãрузки по интоксикаöии
[8]. Терìинаëüное зна÷ение накопëенных øëаков
в 300 % (от норìы) суììарно по пе÷ени и по÷каì
не выãëяäит сëиøкоì неправäопоäобныì [14]. Из
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сопоставëения этой веëи÷ины с  и опреäеëяþт-

ся ÷исëенные зна÷ение  и |
cr
 в форìуëе (5б),

сì. рис. 1, б. Дëя всех систеì, по ранее изëожен-
ной при÷ине, опятü же приниìаþтся оäинаковые
зна÷ения.

Такиì образоì, выбранные зна÷ения параìет-
ров систеìы (1) в опреäеëенной ìере эìпири÷ес-
кие и не привязаны то÷но к какиì-ëибо физиоëо-
ãи÷ескиì иëи ìеäиöинскиì фактаì, но они и не
противоре÷ат рассìотренныì ëитературныì äан-
ныì. По этой при÷ине все äаëüнейøие резуëüтаты
и вывоäы необхоäиìо восприниìатü и интерпре-
тироватü как ка÷ественные, äеìонстрируþщие
тенäенöии, в принöипе не противоре÷ащие совре-
ìенныì преäставëенияì физиоëоãии и ìеäиöины.

На рис. 2 показаны фазовые портреты систеìы
(1), поëу÷енные ÷исëенныì интеãрированиеì. От-
ìетиì, ÷то коìпоненты, не вхоäящие в соответ-
ствуþщие фазовые пëоскости, иìеþт зна÷ения,
эквиваëентные x*. Дëя поëу÷ения ÷исëенных ре-

øений систеìы (1) приìеняëисü äва аäаптивных
ìетоäа реøения жестких неëинейных систеì
äифференöиаëüных уравнений: Буëирøа — Штера
(Bulirsch — Stoer) и Розенброка (Rosenbrock) ÷ет-
вертоãо поряäка. При поëу÷ении реøений конт-
роëироваëся как øаã интеãрирования, так и оøиб-
ка, которая по абсоëþтной веëи÷ине не превы-

øаëа 10–6.

Из рис. 2 виäно, ÷то систеìа иìеет äве обëасти:
A

L
 — траектории стреìятся к ноìинаëüноìу зна-

÷ениþ x*, поääерживаеìоìу ãоìеостати÷ескиì
ìеханизìоì; A

D
 — реøения систеìы пëохо обус-

ëовëены и ухоäят к зна÷енияì x, соответствуþ-
щиì ãибеëи орãанизìа. Эти обëасти в поäпро-
странствах (x

1
, x

2
), (x

3
, x

4
) и (x

34
, x

2
) разäеëяþтся

соответственно сепаратрисаìи S
1
, S

2
 и S

3
. Отìе-

тиì, ÷то в сиëу виäа функöий (3) реаëüные коор-
äинаты то÷ки равновесия (в обëасти A

L
) отëи÷а-

þтся от теорети÷ескоãо x*, т. е. P
N
 = (99,98968

74,98452 0,02064 0,02064).
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3. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÑÈÍÅÐÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ 
ÄÅÃÐÀÄÀÖÈÈ ÎÐÃÀÍÈÇÌÀ ×ÅËÎÂÅÊÀ

Ввеäеì в рассìотрение параìетр äеãраäаöии
систеì орãанизìа ÷еëовека h, h

i
 ∈ [0, 1], и перео-

преäеëиì функöиþ (3):

F
1
(x, t) = h

i
(x, t) (x, t), (6)

при÷еì h
i
 = 1 — озна÷ает ноìинаëüное состояние

i-й систеìы орãанизìа, а h
i
 = 0 — ее поëный отказ.

Изу÷иì зависиìостü поëожения то÷ки равно-
весия систеìы (1) от зна÷ения параìетра h и на-
÷аëüных усëовий x(t = 0):

x = 0|
h, x(t = 0)

. (7)

С у÷етоì форìуë (6) и (7) из выражений (1) и
(2) поëу÷иì систеìу уравнений:

x
2
 = ,

 = x
0
 –  – , (8а)

x
34

 = ,

 =  +  – 200. (8б)

Графоанаëити÷еские реøения изоëированных
уравнений (8а) и (8б) преäставëены на рис. 3.
Спëоøные ëинии соответствуþт зäоровоìу орãа-
низìу в норìе, пунктирные — ãрани÷ноìу состо-

яниþ ìежäу обëастяìи A
L
 и A

D
. Стреëкаìи обоз-

на÷ено äвижение реøений при ухуäøении состо-
яния орãанизìа по разëи÷ныì параìетраì.

Описание коìпонент функöии F(x, t) в виäе (3),
в отëи÷ие от кусо÷но-ëинейноãо преäставëения
[1], позвоëяет поëу÷итü еäиные äопустиìые реøе-
ния совìестной систеìы уравнений (8а) и (8б).
Рассìотриì ìеру интеãраëüной äеãраäаöии орãа-
низìа ÷еëовека:

H(h) = , (9)

при÷еì H ≡ 1 — озна÷ает ноìинаëüное состояние
орãанизìа (x*), а H ≡ 0 — сìертü, ей отве÷ает об-
ëастü A

D
 реøений систеìы (1). В форìуëе (9) ве-

ëи÷ины  и  преäставëяþт собой совìестное

реøение систеìы уравнений (8а) и (8б) при на-
÷аëüной то÷ке x* и разëи÷ных зна÷ениях параìет-
ра h.

На рис. 4 наãëяäно показано, как проявëяется
синерãи÷еский эффект — при совìестной äеãраäа-
öии систеì терìинаëüная зона A

D
 äостиãается при

боëüøих зна÷ениях h
i
, ÷еì при äеãраäаöии тех же

систеì порознü: ãибеëü орãанизìа наступает ранü-
øе, есëи äеструкöии поäверãается нескоëüко еãо
систеì оäновреìенно. Действитеëüно, равноìер-
ная äеãраäаöия всех ÷етырех систеì орãанизìа
(кривая h

1–4
), практи÷ески эквиваëентна äеãраäа-

öии äыхатеëüной и серäе÷но-сосуäистой систеì
(кривая h

1, 2
), привоäя орãанизì к ранней сìерти.

Деãраäаöия по отäеëüности пе÷ени (h
3
) иëи по÷ек

Fi
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Fi
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d
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(h
4
) äает орãанизìу саìый сиëüный запас «про÷-

ности», но их совìестный отказ (h
3, 4

) практи÷ески

эквиваëентен äеãраäаöии серäе÷но-сосуäистой сис-
теìы (h

2
).

Синерãия äоëжна сказыватüся и при рассìот-
рении проöессов уìирания орãанизìа во вреìени.
Рассìотрение общеãо сëу÷ая преäставëяет зäесü
опреäеëенные труäности, поэтоìу в äанной статüе
оãрани÷иìся характерныì приìероì. Дëя этоãо
переопреäеëиì функöиþ (6)

F
i
(x, t) = (x, t) (x, t) = 

и построиì ÷исëенные реøения систеìы (1) при
норìаëüных на÷аëüных усëовиях x* и разëи÷ных
зна÷ениях h

i
. Рассìотриì также äостато÷но äëин-

ный интерваë вреìени t ∈ [0, 120] (в сутках), на ко-
тороì синерãия äоëжна проявëятüся äостато÷но
÷етко. Графики реøений на этоì интерваëе вре-
ìен, конкретно äëя x

2
(t), показаны на рис. 5.

Деãраäаöии поäверãается ëибо пе÷енü (h
3
 < 1),

ëибо по÷ки (h
4
 < 1) и совìестно: пе÷енü и по÷ки

(h
3, 4

 < 1). Боëüøие зна÷ения h
i
 — это такие ìак-

сиìаëüные зна÷ения параìетра (с треìя зна÷ащи-
ìи знакаìи посëе запятой), при которых орãанизì
оäнозна÷но поãибает при t < 120. В сëу÷ае совìес-
тной äеãраäаöии пе÷ени и по÷ек взят сëу÷ай рав-
ноìерноãо поражения систеì (h

3
 = h

4
). Затеì äëя

кажäоãо сëу÷ая (пе÷енü, по÷ки, пе÷енü и по÷ки)
ввеäена äопоëнитеëüная ìаëая äеãраäаöия орãа-
низìа (Δh

i
 = 0,002) и вы÷исëено сокращение вре-

ìени жизни: Δt
3
 = 17,96, Δt

4
 = 9,44, Δt

3, 4
 = 31,2.

Есëи бы синерãия не проявëяëасü, то Δt
3, 4

 =

= Δt
3
 + Δt

4
, но это не так. Из резуëüтатов ÷исëенноãо

экспериìента сëеäует, ÷то Δt
3, 4

 – (Δt
3
 + Δt

4
) = 3,8,

относитеëüная разниöа ìежäу неëинейныì (неаä-
äитивныì, синерãи÷ныì) сëу÷аеì Δt

3, 4
 и ëиней-

ныì (аääитивныì) сëу÷аеì (Δt
3
 + Δt

4
) составëяет

12,18 % (относитеëüно Δt
3, 4

). Из ÷еãо сëеäует, ÷то

синерãия также проявëяется и в äинаìике сìерти —
при совìестной сопоставиìой äеãраäаöии систеì
орãанизì уìирает ранüøе.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Поä зäоровüеì принято пониìатü состояние
живоãо орãанизìа, при котороì он в öеëоì и все
еãо орãаны способны поëностüþ выпоëнятü свои
функöии. На рубеже тыся÷еëетий стаëо ясно, ÷то
зäоровüе напряìуþ связано с поääержаниеì ãо-
ìеостаза [15]. Оказаëосü, ÷то орãанизì теì боëее
äоëãове÷ен, ÷еì äоëüøе в неì поääерживается ãо-
ìеостаз [16]. Быëо выяснено, ÷то äоëãоëетие, как
и зäоровüе, поäвержено вëияниþ ìножества вне-
øних факторов, при÷еì в России проäоëжитеëü-
ностü жизни резко уступает как запаäныì, так и
восто÷ныì странаì. При÷ины этоãо неизвестны
[17]. Оäниì из объяснений сëужит синерãи÷еское
äействие на орãанизì ìножества вреäных факто-
ров, таких как курение, аëкоãоëизì, наркоìания,
пëохое питание и ìеäиöинское обсëуживание [4].
Снятие этих факторов сниìет и их синерãи÷еское
äействие на орãанизì, так ÷то проäоëжитеëüностü
жизни увеëи÷ится боëüøе, ÷еì ìожно ожиäатü.

Такиì образоì, в настоящее вреìя изу÷ение
синерãии в систеìах орãанизìа становится акту-
аëüной заäа÷ей. В äанной статüе на простой ìоäе-
ëи ãоìеостаза изу÷ен проöесс возникновения сине-
рãии в орãанизìе и преäëожен способ ее коëи÷е-
ственной оöенки. Дëя этоãо ìоäеëü естественных
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техноëоãий орãанизìа [1] ìоäифиöирована: кусо÷-
но-ëинейное описание функöий, опреäеëяþщих
функöионирование орãанизìа, заìенено на äиф-
ференöируеìые форìы этих функöий. Кроìе то-
ãо, сконструирована ìера интеãраëüной äеãраäа-
öии орãанизìа ÷еëовека.

Такой поäхоä äоëжен оказатüся поëезныì при
рассìотрении, наприìер, проöессов старения (сни-
жения функöионаëüных способностей орãанизìа с
возрастоì) иëи при анаëизе развития проöессов
уìирания во вреìени. Так, приìенение рассìот-
ренной ìоäеëи возìожно äëя изу÷ения ëетаëüно-
сти разëи÷ных раäиаöионных возäействий, напри-
ìер, äействия поëония-210. Заìеäëение старения,
привоäящее к увеëи÷ениþ äоëãоëетия, ìожет воз-
никнутü при эëиìинаöии как сиëüных поврежäа-
þщих факторов разëи÷ной физико-хиìи÷еской
прироäы (курения, аëкоãоëизìа, наркоìании), так
и относитеëüно сëабых прироäных и соöиаëüных
факторов.

Моäеëü, рассìотренная в настоящей статüе, äа-
ет возìожностü расøиритü раìки рассìотрения
проöессов управëения в орãанизìе, вкëþ÷ив в них
анаëиз роëи синерãии в обеспе÷ении зäоровüя и
äоëãоëетия. В äаëüнейøеì, возìожно, уäастся вы-
яснитü как сокращение курения, аëкоãоëизìа и
снятие про÷их неãативных факторов привеäет к
синерãи÷ескоìу увеëи÷ениþ проäоëжитеëüности
жизни в России, ÷то äоëжно поставитü ее в еäиный
ряä с развитыìи ãосуäарстваìи.
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ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÀ ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎ-ÄÈÀÃÍÎÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ 
ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ ÄËß ÌÎÍÈÒÎÐÎÂ ÏÓËÜÑÎÂÎÉ ÂÎËÍÛ

À.Â. Êû÷êèí

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

К настоящеìу вреìени накопëен боëüøой фак-
ти÷еский ìатериаë по изу÷ениþ, разработке и
внеäрениþ в ìеäиöинскуþ практику приборов ис-
сëеäования ãеìоäинаìики, ìоäеëирования пуëü-
совоãо äвижения крови в сосуäах и установëения
äиаãности÷еских признаков состояния кровенос-
ной систеìы ÷еëовека. Возросøий интерес к этой
теìатике объясняется теì, ÷то свойства эëасти÷-
ности сосуäов иãраþт боëüøуþ роëü в кровообра-
щении. Оäнако по актуаëüныì äанныì ВОЗ во всеì
ìире сìертностü от серäе÷но-сосуäистых забоëева-
ний заниìает первое ìесто (30 % от всех забоëева-
ний), по äанныì World Health Statistics — окоëо
10 % забоëеваний сосуäов, окоëо 12 % забоëеваний
серäöа. Высокие показатеëи забоëеваеìости сосу-
äистой систеìы ÷еëовека, поражение ëþäей все бо-
ëее ìоëоäоãо возраста, äеëаþт эту пробëеìу оäной
из важнейøих в совреìенноì зäравоохранении.

Из существуþщих систеì оöенки состояния со-
суäистоãо русëа наибоëее аäекватны сфиãìоãра-
фи÷еские систеìы, основанные на анаëизе ãра-
фи÷ескоãо изображения форìы пуëüсовой воëны
(ПВ), но обëаäаþщие неäостаткаìи в пëане авто-
ìатизаöии саìих äиаãности÷еских проöеäур и ин-
терпретаöии их резуëüтатов. Поëные иссëеäования
ìониторируеìых äанных ПВ требуþт зна÷итеëü-
ных вреìенных и финансовых затрат, при этоì
÷асто неэффективная иäентификаöия äиаãности-
÷еских параìетров и характеристик пуëüсовой воë-
ны на у÷астке затруäняет оöенку общей картины.

Весüìа эффективные резуëüтаты оöенки состоя-
ния сосуäов ìоãут бытü äостиãнуты с поìощüþ ин-
форìаöионно-äиаãности÷еской техноëоãии (ИДТ),
приìеняеìой совìестно с ìонитораìи ПВ, при
которой осуществëяþтся ìноãоканаëüное изìере-

ние сиãнаëов, рас÷ет коìпëекса показатеëей и
форìирование äиаãнозов с у÷етоì ìноãозна÷нос-
ти ëоãики вра÷а-эксперта [1].

1. ÔÎÐÌÀËÈÇÀÖÈß ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÌÎÍÈÒÎÐÈÍÃÀ 
ÏÓËÜÑÎÂÎÉ ÂÎËÍÛ

Схеìа оöенивания состояния сëожноãо объекта,
которыì явëяется сосуäистая систеìа иссëеäуеìоãо
паöиента, äоëжна реаëизовыватü сëеäуþщие отоб-
ражения изìерения сиãнаëов ϕ: (Ω, τ

ω
) → (X

m
, τ

m
);

вы÷исëения äиаãности÷еских параìетров (ДП) ψ:
(X

m
, τ

m
) → (X, τ) и интерпретаöии оöенок состоя-

ний сосуäов δ: (X, τ) → (G, τ
G
), ãäе τ

ω
 — ìоìент

вреìени, при котороì сосуä нахоäится в оäноì из
состояний ω из бесконе÷ноãо ìножества состоя-
ний Ω; X

m
 — ìножество зна÷ений изìеряеìых

сиãнаëов на некотороì вреìенноì интерваëе из-
ìерения τ

m
; X — ìножество вы÷исëенных ДП во

вреìя τ; G — кëасс состояния сосуäов во вреìя τ
G
.

Отображения ϕ и ψ выпоëняþтся в автоìати-
÷ескоì иëи поëуавтоìати÷ескоì режиìах соãëас-
но типовыì аëãоритìаì с поìощüþ техни÷еских
среäств — ìониторов ПВ. Операторы таких уст-
ройств, как правиëо, субъективно интерпретируþт
оöенки состояния сосуäов соãëасно труäно форìа-
ëизуеìыì аëãоритìаì с у÷етоì ìноãовариантнос-
ти оöенок и не÷еткой прироäы характеристик
сëожноãо биоëоãи÷ескоãо объекта. При этоì ис-
сëеäоватеëи руковоäствуþтся ëи÷ныì опытоì и
резуëüтатаìи набëþäений за паöиентоì, внося в
зна÷ение оöенки äоëþ субъективности [2, 3].

Рассìотриì ìониторинã ПВ как проöесс, вкëþ-
÷аþщий в себя ëиøü первые äва отображения, в
резуëüтате которых расс÷итываþтся боëее инфор-
ìативные ДП, характеризуþщие состояние сосу-

Рассìотрен поäхоä к разработке инфорìаöионно-äиаãности÷еской техноëоãии äëя ìе-

äиöинских проãраììно-аппаратных коìпëексов — ìониторов пуëüсовой воëны артерий

÷еëовека. Преäëожена проöеäура иäентификаöии текущеãо состояния сосуäов иссëеäу-

еìоãо паöиента на основе теории не÷еткой ëоãики. Иссëеäована на иìитаöионной ìо-

äеëи эффективностü преäëоженной техноëоãии äиаãностирования забоëеваний.

Ключевые слова: ìонитор пуëüсовой воëны, ìеäиöинская äиаãностика, инфорìаöионно-äиаãнос-
ти÷еская техноëоãия, экспертная систеìа, не÷еткая ëоãика, кëассификаöия.

pb0512.fm  Page 69  Thursday, October 4, 2012  3:10 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÌÅÄÈÊÎ-ÁÈÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

70 CONTROL SCIENCES ¹ 5 • 2012

äов. Оäниì из ярких приìеров таких параìетров
явëяется скоростü распространения пуëüсовой воë-
ны (СРПВ), теорети÷ески обоснованная во ìноãих
иссëеäованиях (А.Л. Мясников, 1958; Н.И. Савиö-
кий, 1956; Г.И. Сиäоренко, 1973, Complior, 1999).
Эту веëи÷ину ìожно поëу÷итü при иссëеäовании
ãрафи÷ескоãо изображения коëебаний стенки ар-
терий в виäе форìы ПВ, поëу÷енной с поìощüþ
неинвазивноãо ìетоäа реãистраöии сиãнаëов [4].
Оäнако существуþт и äруãие показатеëи, напри-
ìер инäекс риãиäности, инäекс ауãìентаöии в
аорте, инäекс эффективности субэнäокарäиаëüно-
ãо кровотока, инäекс отражения, инäекс растяжи-
ìости и äруãие, позвоëяþщие суäитü об эëасти÷-
ности артерий и уровне их ìыøе÷ноãо тонуса. Ме-
тоäика рас÷ета этих показатеëей схожа и своäится
к оöенке основных характеристик форìы ìонито-
рируеìой в реаëüноì вреìени ПВ.

Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения: A — ìножест-
во сиãнаëов ПВ, реãистрируеìых в то÷ках O

1
, ..., O

j

поверхности теëа ÷еëовека в раìках оäноãо иссëе-
äования; T — ìножество ìоìентов вреìени рас÷ета
ДП из ìножества X, соäержащеãо искоìые пара-
ìетры состояния сосуäов из пространства (X, τ).

Тоãäа проöесс изìерения сиãнаëов ПВ ãрафи÷ес-
ки ìожно преäставитü в виäе схеìы, привеäенной
на рис. 1.

Цифровой ìонитор заìеняет непрерывный сиã-
наë ПВ A(t) совокупностüþ еãо ìãновенных зна÷е-
ний A(t

n
) в ìоìенты вреìени t

n
, осуществëяя равно-

ìернуþ äискретизаöиþ с ÷астотой F (øаã Δt = 1/F ).
Поëу÷енные вреìенные ряäы A

1[i]
, A

2[i]
, ..., A

j[i]
, ãäе

j — ноìер сиãнаëа ПВ, i — ноìер эëеìента сиã-
наëа, явëяþтся исхоäныìи äанныìи проöеäур
обработки с поìощüþ контурноãо анаëиза [5]. На-
приìер, СРПВ

1-2 
ìежäу то÷каìи O

1
 и O

2
 расс÷и-

тывается как отноøение расстояния ìежäу äат-
÷икаìи 1 и 2 к среäнеìу вреìени Δt

1
 заäержки

сиãнаëов, поëу÷аеìоãо в резуëüтате совìестной
обработки инäексов контроëüных то÷ек пары сиã-
наëов A

1[i]
 и A

2[i]
. В ка÷естве контроëüных то÷ек ис-

поëüзуþтся ìиниìаëüные зна÷ения в на÷аëе пото-
ка ПВ (систоëы — первой боëее крупной ÷асти
воëны) в раìках оäноãо öикëа серäе÷ноãо ритìа.

В общеì сëу÷ае ìонитор ПВ расс÷итывает век-
тор ДП X на основе посëеäоватеëüности простых
ìатеìати÷еских операöий. Упрощенная систеìа

Рис. 1. Графическая интерпретация процесса измерения сигналов пульсовой волны

Рис. 2. Схема процесса мониторинга пульсовой волны
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ìониторинãа ПВ преäставëена на рис. 2. Она вкëþ-
÷ает в себя бëок поäãотовки исхоäных äанных сиã-
наëа ПВ, осуществëяþщий реäактирование 1, ìас-
øтабирование 2, коррекöиþ ìãновенных зна÷е-
ний сиãнаëа 3, уäаëение тренäа 4; бëок рас÷ета
контроëüных то÷ек 5, соответствуþщих ìакси-
ìаëüныì и ìиниìаëüныì зна÷енияì аìпëитуä
систоëы и äиастоëы; бëок построения усреäнен-
ноãо периоäа ПВ, соäержащий проöеäуры опреäе-
ëения периоäов 6, рас÷ета äëитеëüности среäнеãо
периоäа 7, каëибровки периоäов 8; бëок совìест-
ноãо анаëиза усреäненных периоäов нескоëüких
сиãнаëов.

Проöесс ìониторинãа ПВ, вкëþ÷аþщий в себя
реãистраöиþ сиãнаëов и рас÷ет боëее инфорìа-
тивных ДП, ìожно с÷итатü ëинейныì. Оäнозна÷-
ностü еãо резуëüтатов опреäеëяется äетерìиниро-
ванностüþ ìетоäики äискретизаöии и öифровой
обработки сиãнаëов.

2. ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈß ÑÎÑÒÎßÍÈß ÑÎÑÓÄÎÂ ×ÅËÎÂÅÊÀ
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÍÅ×ÅÒÊÎÉ ËÎÃÈÊÈ

Заäа÷а интерпретаöии ДП, поëу÷енных ìони-
тороì ПВ и характеризуþщихся зна÷итеëüной ва-
риабеëüностüþ, не иìеет оäнозна÷ноãо аëãорит-
ìи÷ескоãо реøения. Это обусëовëено неоäнозна÷-
ностüþ исхоäных äанных и знаниях о преäìетной
обëасти, наприìер, статисти÷еских свеäений о за-
висиìостях повеäения сосуäов от факторов окру-
жаþщей среäы, вреìени суток, психофизи÷ескоãо
состояния паöиента и äр. Оäниì из перспектив-
ных поäхоäов к реøениþ такой заäа÷и сëужит ап-
парат интеëëектуаëüноãо анаëиза äанных на осно-
ве экспертных систеì [6].

Приìенение экспертных систеì в ка÷естве
инструìентария ИДТ позвоëит сфорìироватü ре-
коìенäаöии по äиаãности÷ескиì закëþ÷енияì на
основе накопëенных äанных, знаний и опыта эк-
спертов в обëасти äиаãностики кровеносных сосу-
äов ÷еëовека. Экспертная систеìа äоëжна вкëþ-
÷атü в себя базу знаний (БЗ) и ìеханизì вывоäа, а
также коìпоненты обу÷ения и объяснения выäа-
ваеìых рекоìенäаöий [6, 7].

Рассìотриì приìер, коãäа в БЗ буäут сохра-
нятüся ДП X

1, ..., m
, преäставëяþщие собой зна÷е-

ния СРПВ, реãистрируеìые ìонитороì ПВ на
разëи÷ных у÷астках крупных артерий, а также
äопоëнитеëüные äанные о паöиенте (m — ÷исëо
параìетров). Оäновреìенно с этиì эксперт буäет
вноситü закëþ÷ение о стаäии развития забоëе-
вания. В резуëüтате образуþтся ìножество ДП
X

1, ..., N, 1, ..., m
, расс÷итанных по äанныì иссëеäова-

ний и
1, ..., N

, и сопоставëяеìые иì экспертные за-

кëþ÷ения э
1, ..., .N

, ãäе N — ÷исëо провеäенных ис-

сëеäований.

Форìаëüная постановка кëассификаöии состо-
яния сосуäов с поìощüþ экспертной систеìы бу-
äет выãëяäетü, как отображение f äекартова про-
извеäения ìножеств зна÷ений ДП на ìножество
äиаãнозов:

f : X
i
 → Э, X

i
 ∈ X, (1)

ãäе Э = {э
1
, э

2
, ..., э

n
} (n — ÷исëо äиаãнозов) — ìно-

жество äиаãнозов; X = {X
1
, X

2
, ..., X

m
} — ìножество

ДП, f — функöия кëассификаöии, ставящая в со-
ответствие ìножеству зна÷ений ДП äиаãноз. Ана-
ëити÷еский виä этой функöии неизвестен, но на
основании знаний в виäе опытных äанных и оöе-
нок, преäставëенных экспертаìи, возìожно ее ÷ас-
ти÷ное опреäеëение.

При реøении заäа÷ кëассификаöии забоëева-
ний сосуäов преäпоëаãается, ÷то кажäое состояние
попаäает в оäин и тоëüко оäин кëасс. Но в реаëü-
ных äиаãности÷еских заäа÷ах за÷астуþ неëüзя оп-
реäеëитü то÷нуþ принаäëежностü состояния сосу-
äов ÷еëовека оäноìу кëассу, т. е. кëассы забоëева-
ний иìеþт разìытуþ прироäу. Теория не÷етких
ìножеств äает среäство äëя разреøения этой про-
бëеìы [7—9].

Лоãи÷еский вывоä осуществëяется на основе
набëþäаеìых и фиксируеìых экспертаìи в БЗ
правиë форìирования äиаãнозов на этапе обу÷е-
ния систеìы. На основании привеäенноãо приìе-
ра изìерений СРПВ и äанных о паöиенте запиøеì
правиëа:

ПР
1
: есëи X

1
 = X

1, 1
 и ... есëи X

m 
= X

1, m
, то Э = э

1
,

ПР
2
: есëи X

2 
= X

2, 1
 и ... есëи X

m 
= X

2, m
, то Э = э

2
,

...

ПР
k
: есëи X

k
 = X

k, 1
 и ... есëи X

m
 = X

k, m
, то Э = э

n
,

ãäе X и Э — не÷еткие вхоäная переìенная ДП и пе-
реìенная вывоäа äиаãноза, X

i
 и э

i
 — соответству-

þщие функöии принаäëежности (низкое, ниже
норìы, норìа, выøе норìы, высокое).

Заäа÷а кëассификаöии в соответствии с выраже-
ниеì (1) состоит в отнесении состояния сосуäов,
заäанноãо вхоäныì вектороì ДП X = {X

1
, X

2
, ..., X

m
}

к оäноìу из опреäеëенных кëассов {э
1
, э

2
, ..., э

n
},

т. е. состоит в выпоëнении отображения виäа

X = {X
1
, X

2
, ..., X

m
} → Э ∈ {э

1
, э

2
, ..., э

n
}.

Кëассификаöиþ на основе не÷еткоãо ëоãи÷ес-
коãо вывоäа в соответствии с работаìи [8, 9] преä-
ëаãается произвоäитü по БЗ с поìощüþ аëãоритìа
Маìäани:

X
i
 = a

i, jp
 с весоì w

jp
 → Э = э

j
,  j = ,

i 1=

m

∏

p 1=

m
j

�
i 1=

k

� 1 n,
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при÷еì:

a
i, jp

 = μ
jp
(X

i
)/X

i
dX

i
, ãäе X

i
 ∈ |X

i
, | и μ

jp
(X

i
) —

функöия принаäëежности вхоäа X
i
 не÷еткоìу тер-

ìу a
i, jp

,

э
j
 = μ

эj
(Э)/ЭdЭ, ãäе Э ∈ |Э, | и μ

эj
(Э) — функ-

öия принаäëежности выхоäа Э не÷еткоìу терìу э
j
.

Степени принаäëежности состояния сосуäов,
инфорìативные признаки котороãо заäаны векто-

роì ДП: X * = ( , , ..., ), кëассаì э
n
 из БЗ,

расс÷итываþтся как

μ
эj
(X *) = w

jp
• (μ

jp
( )),  j = ,

ãäе ∨(∧) — операöия из s-норìы (t-норìы), т. е. из
ìножества реаëизаöий ëоãи÷еской операöий ИЛИ
(И): äëя операöии ИЛИ — нахожäение ìаксиìуìа
и äëя операöии И — нахожäение ìиниìуìа. В ре-
зуëüтате поëу÷аеì такое не÷еткое ìножество состо-

яний сосуäов , соответствуþщее вхоäноìу векто-

ру ДП X *:  =  +  + ... + .

Дëя перехоäа от не÷еткоãо ìножества, заäанно-
ãо на ìножестве не÷етких терìов известных äиа-
ãнозов {э

1
, э

2
, ..., э

n
}, характеризуþщих стаäиþ раз-

вития забоëевания, к не÷еткоìу ìножеству на ин-

терваëе |Э, | необхоäиìо «срезатü» функöии
принаäëежности μ

эj
(Э) на уровне μ

эj
(X *) и объеäи-

нитü поëу÷енные не÷еткие ìножества. В резуëü-
тате опреäеëяется уровенü и стаäия развития за-
боëевания, боëее поäхоäящие к ввеäенныì пара-
ìетраì, и форìируется äиаãноз и сохраняется в
журнаëе паöиента БЗ.

3. ÎÖÅÍÊÀ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß 
ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÎ-ÄÈÀÃÍÎÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ

È ÌÎÍÈÒÎÐÀ ÏÓËÜÑÎÂÎÉ ÂÎËÍÛ

Дëя оöенки эффективности техноëоãии интер-
претаöии ДП провеäеì иìитаöионное ìоäеëиро-
вание систеìы и сравниì поëу÷енные резуëüтаты

с резуëüтатаìи äруãих известных ìетоäов кëас-
сификаöии. В ка÷естве аëüтернативных ìетоäов
возüìеì ìетоä бëижайøеãо сосеäа, наивный ìетоä
Байеса и ìетоä евкëиäовых расстояний.

В тестовоì режиìе в БЗ иссëеäований быëо за-
несено боëее 5000 выборок — разëи÷ных äиаãнос-
ти÷еских параìетров СРПВ на у÷астке ëу÷евой ар-
терии и äопоëнитеëüных äанных о паöиенте, в тоì
÷исëе возраст (взят постоянныì — 50 ëет), рост
(взят постоянныì — 170 сì), артериаëüное äавëе-
ние, ìасса теëа. Диапазоны зна÷ений испоëüзуе-
ìых выборок ДП быëи выбраны произвоëüныì
образоì (табë. 1).

Даëее быëи выäеëены ãруппы контроëüных вы-
борок и провеäена кëассификаöия ДП из 5 кëас-
сов: 1-й кëасс — «ДП снижен», 2-й кëасс — «ДП
ниже норìы», 3-й кëасс — «ДП в норìе», 4-й
кëасс — «СРПВ выøе норìы», 5-й кëасс — «ДП
повыøен», иäентифиöируþщих проверо÷нуþ ãруп-
пу состояний сосуäов. Ответы, äаваеìые ИДТ, ин-
терпретированы как:

«ДП сосуäов принаäëежат 1-ìу кëассу»;
«ДП сосуäов принаäëежат 2-ìу кëассу»;
«ДП сосуäов принаäëежат 3-ìу кëассу»;
«ДП сосуäов принаäëежат 4-ìу кëассу»;
«ДП сосуäов принаäëежат 5-ìу кëассу»;
«ДП сосуäов принаäëежат новоìу кëассу».
Вхоäные äанные, распреäеëенные по кëассаì,

быëи поäверãнуты контроëüной кëассификаöии.
Даëее быëо поäс÷итано ÷исëо совпаäаþщих äиа-
ãнозов, т. е. оäинаковых äëя этаëонных кëассов и
резуëüтатов кëассификаöии. Дëя не÷еткоãо кëас-
сификатора приниìаëся ответ, иìеþщий сте-
пенü принаäëежности к соответствуþщеìу терìу
боëее 0,60. Из поëу÷енноãо ÷исëа правиëüных
äиаãнозов опреäеëена то÷ностü кëассификаöии с
приìенениеì кажäоãо ìетоäа на основании рас-
÷ета степени засоренности правиëüных ответов:
K

i
 = (N

i
 – N

i
)/N

i
, ãäе i — ноìер кëасса; N

i
 — эта-

ëонное ÷исëо зна÷ений ДП, вхоäящих в кëасс i;
N

i
— опреäеëенное ÷исëо зна÷ений ДП, вхоäящих

в кëасс i; (N
i
 – N

i
) — ÷исëо оøибо÷ных äиаãнозов

среäи ответа i.
Дëя этих рас÷етов приìеняëся спеöиаëüно раз-

работанный проãраììный иìитатор кëассифика-
öионных проöеäур, осуществëяþщий, кроìе рас÷е-
та то÷ности, также оöенку ìаøинноãо вреìени T,
необхоäиìоãо äëя вы÷исëитеëüных операöий сов-

n
i

ni

∫ X i

Э

Э

∫ Э

X1
* X2

* Xm
*

p 1 mj,=
∨

i 1 m,=
∧ Xi

* 1 k,

Э˜

Э˜
μэ

1
X *( )

э1

-------------------

μэ
2

X *( )

э2

-------------------

μэn
X *( )

эn

-------------------

Э

Таблица 1

Äèàïàçîíû çíà÷åíèé ÄÏ äëÿ çàïîëíåíèÿ ÁÇ èññëåäîâàíèé

Параìетр Низкое Ниже норìы Норìа Выøе норìы Высокое

СРПВ, ì/с Менее 5 5—7 7—9 9—11 Боëее 11
Артериаëüное äавëение, ìì рт. ст. Менее 105/65 105/65—115/75 115/75—125/85 125/85—135/95 Боëее 135/95
Масса теëа, кã Менее 55 55—65 65—75 75—85 Боëее 85
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реìенной ЭВМ с проöессороì сеìейства ×86 (äëя
приìера испоëüзоваëасü типовая конфиãураöия
рабо÷ей станöии на базе Pentium 4; 3 ГГö) [10]. Ре-
зуëüтаты иìитаöионноãо ìоäеëирования на ãруп-
пах из 100, 500 и 1000 эëеìентов преäставëены в
табë. 2.

Саìыìи сëожныìи в сìысëе воспроизвеäения
ìеханизìа вывоäа оказаëисü äва ìетоäа: наивный
ìетоä Байеса и не÷еткой кëассификаöии, пос-
коëüку в них зна÷итеëüно боëüøе кëассификаöи-
онных правиë äëя принятия реøения о вкëþ÷ении
в кëастер эëеìентов.

Кëассификатор на основе не÷еткой ëоãики по-
казаë хуäøие резуëüтаты по вреìени выпоëнения
в связи со сëожностüþ саìоãо аëãоритìа. Оäнако
резуëüтаты еãо работы выãоäно отëи÷аþтся от ре-
зуëüтатов анаëоãов высокой то÷ностüþ при раз-
ëи÷ных выборках.

Во всех сëу÷аях вреìя выпоëнения кëассифи-
каöии неëинейно зависит от объеìа выборки. При
увеëи÷ении объеìа выборки в 10 раз вреìя выпоë-
нения увеëи÷иëосü в среäнеì в 3—5 раз. В то же
вреìя при увеëи÷ении объеìа выборки все ìетоäы
обеспе÷иëи приеìëеìуþ то÷ностü.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожены и иссëеäованы ìетоä и аëãорит-
ìы, обеспе÷иваþщие форìаëизаöиþ и обработку
знаний о ìеханизìах возникновения и развития
забоëеваний крупных кровеносных сосуäов, с
поääержкой ìноãовариантности оöенок на осно-
ве не÷етких высказываний. Преäëоженная ИДТ —
инфорìаöионно-äиаãности÷еская техноëоãия —
ëоãи÷но äопоëняет существуþщуþ техноëоãиþ
ìониторинãа пуëüсовой воëны, а резуëüтаты ее
практи÷ескоãо приìенения ìоãут иìетü боëüøое
зна÷ение при выявëении разëи÷ных ãрупп забо-

ëеваний. Преäëоженный поäхоä к форìированиþ
ìноãозна÷ноãо реøения о принаäëежности состо-
яния у÷астка сосуäа к тоìу иëи иноìу кëассу бëи-
зок к ëоãике вра÷а, ставящеãо äиаãноз, в связи с
÷еì риск поëу÷ения некорректноãо äиаãноза с по-
ìощüþ ИДТ ìожет бытü свеäен к ìиниìуìу.

Преäставëены оöенки то÷ностных и вреìенных
характеристик функöионирования иìитаöионной
ìоäеëи преäëоженной техноëоãии. Поëу÷енные
резуëüтаты позвоëяþт рекоìенäоватü техноëоãиþ
к приìенениþ в ìеäиöинских иссëеäоватеëüских
институтах äëя раскрытия кëþ÷евых факторов,
опреäеëяþщих необхоäиìостü развития ìетоäов
забëаãовреìенноãо обнаружения откëонений в ра-
боте сосуäов, обнаружения на÷аëüной стаäии раз-
вития забоëеваний, форìирования этапов ëе÷ения
в зависиìости от истории забоëевания. Разрабо-
танная ИДТ сосуäов ÷еëовека ìожет приìенятüся
при форìировании и накопëении знаний о про-
öессах и ìеханизìах возникновения и развития
забоëеваний, ÷то необхоäиìо äëя разработки но-
вых ìетоäик ëе÷ения.
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Таблица 2

Ðåçóëüòàòû èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ 
êëàññèôèêàöèîííûõ ïðîöåäóð

Наиìенова-
ние кëассифи-

катора

T, ìс K T, ìс K T, ìс K

100 
эëеìентов

500 
эëеìентов

1000 
эëеìентов

Метоä
бëижайøеãо 
сосеäа

6,810 0,77 16,660 0,84 30,331 0,96

Наивный
ìетоä Байеса

37,182 0,82 71,615 0,87 127,327 0,97

Метоä
евкëиäовых 
расстояний

5,300 0,91 12,390 0,92 14,050 0,92

Нечеткий 
классификатор

37,458 0,96 88,160 0,99 144,702 0,99
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ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÃÈÐÎÑÈËÎÂÎÉ ÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈÈ 
ÊÐÓÏÍÎÃÀÁÀÐÈÒÍÛÕ ÑÏÓÒÍÈÊÎÂ

ÏÐÈ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÈ ÍÀÑÒÐÀÈÂÀÅÌÎÃÎ 
ÏÄ-ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß1

È.Í. Êðóòîâà, Â.Ì. Ñóõàíîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Рассìатривается режиì то÷ной ãиросиëовой
стабиëизаöии уãëовоãо поëожения äефорìируе-
ìых косìи÷еских аппаратов (ДКА). В ка÷естве ис-
поëнитеëüноãо орãана систеìы сëужит сиëовой
ãироскопи÷еский коìпëекс (СГК), соäержащий
три ãироäина (ГД), установëенных по схеìе пëос-
кой трехëу÷евой звезäы [1]. При равенстве по ìо-
äуëþ собственных кинети÷еских ìоìентов ГД H

k

(k =  — ноìер канаëа стабиëизаöии) кажäый из
них созäает управëяþщий ìоìент, возäействуþ-
щий на уãëовое поëожение ДКА преиìуществен-
но относитеëüно оäной («своей») оси, связанной с
корпусоì систеìы коорäинат.

Дëя крупноãабаритных спутников связи, отно-
сящихся к кëассу ДКА, низко÷астотные упруãие
коëебания конструкöии порожäаþт пробëеìу вза-
иìосвязи ìежäу коëебанияìи конструкöии и сис-

теìой управëения основныì («жесткиì») äвиже-
ниеì косìи÷ескоãо аппарата (КА), выражаþщуþ-
ся в снижении ка÷ества управëения, в ÷астности,
в ухуäøении то÷ности ориентаöии в заäанноì на-
правëении и в увеëи÷ении вреìени реãуëирова-
ния. Показано, ÷то по отноøениþ к упруãиì ко-
ëебанияì q систеìа, соäержащая ãироскопи÷ес-
кий стабиëизатор, остается устой÷ивой äаже при
отсутствии управëения ãироäинаìи и при нуëевоì
собственноì äеìпфировании коëебаний конструк-
öии [1]. Физи÷ески это объясняется наëи÷иеì
свойства пассивной ãироскопи÷еской реакöии ГД
с ìоìентныì привоäоì по оси преöессии. Дейст-
витеëüно, упруãие коëебания инерöионно взаиìо-
äействуþт с корпусоì КА и, бëаãоäаря ãироскопи-
÷еской связи с ГД, переäаþтся на осü преöессии
ГД, ãäе они ãасятся в äеìпфируþщеì устройстве.
Оäнако äеìпфируþщие свойства пассивной ãиро-
стабиëизаöии коëебаний в систеìе, преäназна÷ен-
ной äëя управëения уãëовыì поëожениеì спутни-
ка, относитеëüно невеëики и к тоìу же существен-
но зависят от ÷астоты коëебаний, ухуäøаясü при
снижении ÷астот.

Рассìотрены некоторые вопросы коìпüþтерноãо синтеза параìетров настраиваеìоãо

пропорöионаëüно-äифференöиаëüноãо аëãоритìа ãиросиëовоãо управëения крупноãаба-

ритныì упруãиì спутникоì, обеспе÷иваþщеãо оптиìаëüное по вреìени управëение

ориентаöией при наëи÷ии инфранизких ÷астот упруãих коëебаний конструкöии. Преä-

ëожена ìетоäика выäеëения в пространстве параìетров ìоäеëи объекта обëасти таких

зна÷ений парöиаëüных ÷астот, в которой ìожно приìенятü упрощенный аëãоритì с пос-

тоянныìи коэффиöиентаìи без снижения ка÷ества управëения. Рассìотрена возìож-

ностü приìенения аäаптивноãо аëãоритìа äëя ãиросиëовоãо управëения упруãиì спут-

никоì с нестаöионарной ìоäеëüþ.

Ключевые слова: äефорìируеìый косìи÷еский аппарат, ìатеìати÷еская ìоäеëü, ãиросиëовое уп-
равëение ориентаöией, ãироäин.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(проект № 11-08-01037).

1 3,

ïðàâëåíèå ïîäâèæíûìè îáúåêòàìè è íàâèãàöèÿÓ
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В работе [1] рассìотрен также ряä вопросов ãи-
росиëовоãо управëения упруãиì КА с испоëüзова-
ниеì в ка÷естве закона управëения ãироäинаìи
äискретноãо анаëоãа пропорöионаëüно-интеãраëü-
ноãо аëãоритìа, сфорìированноãо на основе сиã-
наëов изìерения уãëовоãо поëожения ДКА. На-
ëи÷ие интеãраëüной составëяþщей в законе уп-
равëения привоäит в установивøеìся режиìе к
накопëениþ оøибки уãëовоãо поëожения по уãëаì
преöессии ГД, ÷то вызывает необхоäиìостü пери-
оäи÷еской разãрузки СГК. Выявëено также наëи-
÷ие вëияния упруãих низко÷астотных (0,1—0,3 Гö)
коëебаний конструкöии на устой÷ивостü и ка÷ес-
тво систеìы уãëовой стабиëизаöии ДКА, хотя и не
поëу÷ено конкретных соотноøений, опреäеëяþ-
щих вëияние зна÷ений ÷астот на выбор параìет-
ров систеìы из усëовия обеспе÷ения требуеìой
äинаìики проöессов управëения.

С у÷етоì сказанноãо в преäëаãаеìой наìи ра-
боте рассìатривается возìожностü испоëüзования
в ка÷естве закона управëения ãироäинаìи äискрет-
ноãо пропорöионаëüно-äифференöиаëüноãо (ПД)
аëãоритìа. Реøается заäа÷а опреäеëения зна÷ений
коэффиöиентов ПД-аëãоритìа, обеспе÷иваþщих
оптиìаëüное по вреìени реãуëирования управëе-
ние ориентаöией ДКА при наëи÷ии «инфраниз-
ких» (0,01—0,1 Гö) ÷астот упруãих коëебаний еãо
конструкöии. Рассìатривается возìожностü при-
ìенения аäаптивной настройки параìетров аëãо-
ритìа в сëу÷ае пëохой опреäеëенности иëи при из-
ìенении ÷астот упруãих коëебаний ДКА в отäеëü-
ных канаëах ãиростабиëизаöии.

1. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ
ÐÀÑÑÌÀÒÐÈÂÀÅÌÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Дëя конкретности пере÷исëенные заäа÷и без
наруøения общности буäеì рассìатриватü на при-
ìере ìехани÷еской структуры ãеостаöионарноãо
спутника «Муссон», характерные зна÷ения пара-
ìетров которой, опреäеëяþщие коэффиöиенты ìа-
теìати÷еской ìоäеëи объектов рассìатриваеìоãо
кëасса, привеäены в работах [1, 2].

Уравнения äинаìики ДКА с СГК из трех ГД,
собранных по схеìе типа «звезäа», в ìаëой ок-
рестности невозìущенноãо äвижения ìоãут бытü
преäставëены в сëеäуþщей скаëярной форìе [1].

� Уравнения äинаìики ДКА с ГД по канаëу курса:

I
ψ

 – H
1

 + aI
β
[  +  + a(2  +  + ) +

+ (  + ) – (  + )] +

+  +  = M
ψ
;

I
β

 +  + k
β
β

1
 + aI

β
(  + ) + H

1
 =

= (u
ψ
);

r
1ψ

 +  +  = 0;

r
2ψ

 +  +  = 0. (1)

� Уравнения äинаìики ДКА с ГД по канаëу крена:

I
ϕ

 – H
2

 + aI
β
[  +  + a(2  +  + ) +

+ (  + ) – (  + )] +  = M
ϕ
;

I
β

 +  + k
β
β

2
 + aI

β
(  + ) + H

2
 = (u

ϕ
);

r
1ϕ

 +  +  = 0. (2)

� Уравнения äинаìики ДКА с ГД по канаëу тан-
ãажа:

I
ϑ

 – H
3

 + aI
β
[  +  + a(2  +  + ) +

+ (  + ) – (  + )] +  = M
ϑ
;

I
β

 +  + k
β
β

3
 + aI

β
(  + ) + H

3
 = (u

ϑ
);

r
1ϑ

 +  +  = 0. (3)

В уравнениях (1)—(3) обозна÷ено: (ψ, ϕ, ϑ) ∈ x —

уãëы ориентаöии корпуса ДКА (канаëы: курс ψ  x
1
,

крен ϕ  x
2
, танãаж ϑ  x

3
); β  (β

k
), k =  —

уãëы преöессии раìок ГД соответствуþщих кана-

ëов ãиростабиëизаöии; qx = ( ), i =  — вектор

коорäинат, характеризуþщих упруãие коëебания
конструкöии ДКА по кажäоìу из трех канаëов;
H = (H

1
, H

2
, H

3
) — равные по ìоäуëþ кинети÷ес-

кие ìоìенты ãироäинов СГК; I
x
 — ìоìенты

инерöии ДКА (I
x
 . 2a2I

β
, ãäе a = cos(π/4), I

β
 —

ìоìенты инерöии ГД,);  = ( ), i =  — ко-

эффиöиенты инерöионноãо вëияния упруãих эëе-
ìентов конструкöии на äвижение корпуса ДКА в

соответствуþщеì канаëе ãиростабиëизаöии;  =

= ( , , ..., ) — безразìерные эëеìенты, ко-

торые опреäеëяþтся в соответствии с правиëоì

= / , ãäе  — ìоìенты инерöии упруãих

эëеìентов конструкöии ДКА; Ωx = ( , , ...,

) — парöиаëüные ÷астоты упруãих коëебаний

ДКА в соответствуþщих канаëах управëения (от-
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ìетиì, ÷то уравнения коëебаний упруãих соëне÷-
ных батарей äëя КА «Муссон» у÷итываþт ÷етыре

основных тона, äва из которых (  и ) вëияþт

на äинаìику канаëа курса, а в канаëах крена и
танãажа у÷итывается по оäноìу тону коëебаний

(  и  соответственно)); M
x
 — возìущаþщие

ìоìенты; (u
x
) — управëяþщие ìоìенты, при-

кëаäываеìые относитеëüно осей раìок ГД; u
x
 —

аëãоритì управëения соответствуþщиì ãироäиноì.
Из уравнений (1)—(3) виäно, ÷то все канаëы

ãиростабиëизаöии äаже в раìках ëинеаризован-
ной ìоäеëи явëяþтся взаиìосвязанныìи, при÷еì
структура взаиìосвязей обусëовëена как инерöи-
онныìи, так и ãироскопи÷ескиìи вëиянияìи.

Дëя изìерения уãëов ориентаöии x = (ψ, ϕ, ϑ)
испоëüзуется äискретная систеìа опреäеëения уã-
ëовоãо поëожения КА с периоäоì квантования T

q
.

Кусо÷но-непрерывные управëения ãироäинаìи
фиксируþтся на кажäоì периоäе управëения T

0
,

который выбирается кратныì периоäу T
q
 так, ÷то

n
q
 = T

0
/T

q
 — öеëое ÷исëо (äëя опреäеëенности

приìеì T
0
 = 4 c, T

q
 = 0,25 c). Дëя обработки из-

ìерений на j-ì периоäе управëения воспоëüзуеìся
сëеäуþщей проöеäурой осреäнения коорäинаты:

 = x
ν
,  x

ν
 = x(νT

q
). (4)

В отëи÷ие от работы [1], ãäе приìеняется аëãо-
ритì управëения ãироäинаìи в виäе äискретноãо
анаëоãа изоäроìноãо звена, в ка÷естве закона уп-
равëения рассìотриì возìожностü и особенности
приìенения äëя управëения ãироäинаìи в режиìе
стабиëизаöии ДКА ПД-аëãоритìа аäаптивноãо ти-
па (с перестраиваеìыìи коэффиöиентаìи) [3]:

u
x
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) = –[ ( jT

0
) + Δ ( jT

0
)],

j = 0, 1, 2, ...;  x = (ψ, ϕ, ϑ),

ãäе Δ  — первая разностü,  вы÷исëяется соãëас-

но выражениþ (4); k
2k

 — настраиваеìый коэффи-

öиент, зна÷ение котороãо опреäеëяется на основа-
нии привеäенноãо äаëее реøения заäа÷и оптиìи-
заöии по критериþ Q

k
, ìиниìизируþщеìу вреìя

 реãуëирования в k-ì канаëе (при переориента-

öии ДКА), которое в ÷исëе про÷еãо зависит от те-

кущеãо зна÷ения ÷астоты , как правиëо, низ-

øей (i = 1) упруãой ìоäы

Q
x
 = (k

2x
, ) → ,

x = (ψ, ϕ, ϑ).

2. ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÈÍÒÅÇ
ÑÈÑÒÅÌÛ ÃÈÐÎÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈÈ ÄÊÀ

È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈÊÈ

Показано, ÷то в сиëу ìаëости веëи÷ины aI
β

(≈0,25) по сравнениþ с ìоìентоì инерöии ДКА I
x

(≈104) перекрестныìи инерöионныìи вëиянияìи
äвижений ГД в первоì прибëижении ìожно пре-
небре÷ü [1]. Это позвоëяет äекоìпозироватü сис-
теìу (1)—(3) на три поäсистеìы, соответствуþщие
изоëированныì канаëаì ãиростабиëизаöии:

I
x

 +  – H  = M
x
;

I
β

 +  + H  = M(u
x
); (7)

t
ix

 +  +  = 0,  i = ,

ãäе n
x
 — ÷исëо у÷итываеìых в äанноì канаëе уп-

руãих ìоä.
Преäваритеëüно реøиì заäа÷у на÷аëüноãо син-

теза базовых зна÷ений коэффиöиентов аëãоритìа
(5) на основе оäноканаëüной систеìы (7) без у÷ета
упруãости конструкöии. При этоì уравнения (7)
приниìаþт виä

I
x

 – H  = M
x
,

I
β

 +  + H  = M(u
x
).

Характеристи÷еское уравнение этой систеìы
при ее заìыкании отриöатеëüной обратной
связüþ (5), форìируþщей управëяþщий ìоìент

M(u
x
) = – ( x + ), прикëаäываеìый к раì-

ке ГД, без у÷ета äискретной фиëüтраöии изìеряе-
ìых уãëов ориентаöии записывается в виäе опера-
торноãо уравнения

D(s) = s(s3 + a
2
s2 + a

1
s + a

0
) = 0, (9)

ãäе s — переìенная преобразования Лапëаса и

a
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β
,

a
0
 = H /I

x
I
β
.

В этоì сëу÷ае усëовие устой÷ивости по уãëовой

скорости  äëя систеìы (8), поëу÷енное на основе
уравнения (9) с у÷етоì форìуë (10), иìеет виä

(H + ) > I
β

. (11)

Известныì преобразованиеì [4] s = y  урав-

нение (9) привоäится к виäу

D(y) = y3 + b
2
y2 + b

1
y + 1 = 0, (12)

q1
ψ

q2
ψ

q1
ϕ

q1
ϑ

Mu
x

xj nq
1–

ν 1=

nq

∑

k1
x
xj k2

x
xj

xj xj

tk
*

Ωi
x

tx
* Ωi

x
min

k
2x var= Ωi

x
, const=

x··

i 1=

nx

∑ I˜i
x
q··

i

x β·

β·· k
β
· β· x·

x·· q··
i

x
Ωi

x2
qi

x
1 nx,

x·· β·

β·· k
β
· β· x·

k0
x

k1
x

k2
x
x·

k
β
· k0

x
k2

x

k0
x
k1

x

x·
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ãäе b
2
 = a

2
/ , b

1
 = a

1
/  — параìетры Выøне-

ãраäскоãо.

Степенü устой÷ивости  исхоäноãо характе-

ристи÷ескоãо уравнения (9), опреäеëяþщая вреìя
перехоäноãо проöесса в систеìе (8) (äëя канаëа
x = (ψ, ϕ, ϑ)), связана со степенüþ устой÷ивости η

y

уравнения (12) соотноøениеì

 = η
y

, (13)

ãäе η
y
 опреäеëяется из реøения уравнения [4]

 – b
2

 + b
1
η – 1 = 0.

Даëее синтез параìетров ПД-аëãоритìа (5) äëя
исхоäной трехканаëüной ìоäеëи с у÷етоì низко-
÷астотных упруãих коëебаний конструкöии ДКА
буäеì осуществëятü на основе коìпüþтерноãо
ìоäеëирования уравнений (1)—(3), описываþщих
äинаìику пространственноãо уãëовоãо äвижения
ДКА с сиëовыì ãирокоìпëексоì из трех ãироäи-
нов. Дëя этоãо ввеäеì ÷исëовые зна÷ения параìет-
ров ìехани÷еской структуры ДКА и параìетров
СГК в соответствии с привеäенныìи в работах [1, 2]
äанныìи äëя крупноãабаритноãо спутника связи

«Муссон»: I
ψ
 = 48 100 Н•ì•с2, I

ϕ
 = 7700 Н•ì•с2,

I
ϑ
 = 52 600 Н•ì•с2,  = 1630 Н•ì•с2,  =

= 9941 Н•ì•с2,  = 4285 Н•ì•с2,  =

= 6130 Н•ì•с2, r
1ψ

 = r
11

 = 1, r
2ψ

 = r
21

 = 2,32,

r
3ϕ

= r
32

 = 1, r
4ϑ

 = r
43

 = 1; остаëüные ,  = 0;

H
k
 = 170 Н•ì•с, I

β
 = 0,36 Н•ì•с2, k

β
 =

= 0,12 Н•ì/раä,  = 2,4 Н•ì•c/раä; a =

= cos(π/4) = 0,707 — параìетр СГК типа «звезäа».
Парöиаëüные ÷астоты коëебаний, распреäеëенных
по канаëаì систеìы в соответствии с уравненияìи

(1)—(3), составëяþт:   Ω
min

 = 2π(0,01÷0,1 Гö),

 = 1,74  — парöиаëüные ÷астоты коëебаний

в канаëе курса,  = 1,04  — ÷астота коëебаний

в канаëе крена,  = 1,13  — анаëоãи÷ный па-

раìетр в канаëе танãажа. Веëи÷ину f
min

 = Ω
min

/(2π)

усëовно назовеì «опорной» ÷астотой ДКА.
Испоëüзуя привеäенные ÷исëовые зна÷ения со-

ответствуþщих параìетров ìоäеëи (8) и поëу÷ен-
ные выøе усëовие устой÷ивости (11) и выражение
(13), позвоëяþщее установитü äопустиìое вреìя

реãуëирования (äëя жесткоãо КА) , выраженное

÷ерез параìетры уравнения (9) соотноøениеì

= 3/ , поëу÷иì в итоãе исхоäные (ноìинаëü-

ные) зна÷ения коэффиöиентов базовоãо ПД-аëãо-
ритìа в кажäоì из канаëов управëения. В ÷астно-
сти, äëя канаëов курса и танãажа с бëизкиìи зна-
÷енияìи ìоìентов инерöии I

ψ
 ≈ I

ϑ
 быëо поëу÷ено:

 = 2,  = 20,  = 150. Соответствуþщие

рас÷еты äëя канаëа крена äаëи:  = 2,  = 15,

= 130. Черта наä коэффиöиентаìи указывает,

÷то их зна÷ения поëу÷ены без у÷ета упруãости
конструкöии КА.

Проöеäуру коìпüþтерноãо синтеза буäеì осу-
ществëятü разäеëüно по кажäоìу канаëу с по-
сëеäуþщей проверкой ìетоäаìи ìоäеëирования
«устой÷ивости» поëу÷енных резуëüтатов по отно-
øениþ к возìущенияì со стороны äруãих ка-
наëов пространственной систеìы ãиростабиëиза-
öии уãëовоãо поëожения ДКА, заäанной уравне-
нияìи (1)—(3).

Показано, ÷то вреìя реãуëирования в систеìах
управëения ориентаöией ДКА в общеì сëу÷ае за-
висит от ÷астоты упруãих коëебаний конструкöии,
особенно в низко÷астотной обëасти, заìетно уве-
ëи÷иваясü при понижении ÷астоты коëебаний [3].

Поставим задачу поканального параметрическо-
го синтеза ПД-алгоритма системы гиростабилиза-
ции ДКА с низкочастотным спектром упругих коле-
баний конструкции.

Пустü ìиниìаëüная ÷астота упруãих коëебаний
ДКА, соответствуþщая ÷астоте коëебаний в кана-

ëе курса Ω
min

  , поøаãово, с интерваëоì äис-

кретности Δ
Ω
 = 0,0628 c–1 (иëи Δ

f
 = 0,01 Гö), из-

ìеняется в преäеëах 2π(0,1÷0,01 Гö). Парöиаëüные
÷астоты коëебаний ДКА в остаëüных канаëах уп-
равëения также изìеняþтся соответствуþщиì об-

разоì по соотноøенияì  = k
x
Ω

min
, привеäен-

ныì выøе. Заäаäиì на÷аëüное состояние систеìы
(1) — (3) в виäе:

x(0) = 0,017 раä;  (0) = 0;  β
x
(0) = (0) = 0;

(0) = (0) = 0;  x = (ψ, ϕ, ϑ).

Опреäеëяя вреìя реãуëирования  известныì

образоì [4]: |x(t) – x
∞
| m Δ

x
, t l , выбереì требу-

еìуþ то÷ностü ориентаöии ДКА в виäе 5 % от ус-

тановивøеãося зна÷ения так, ÷то Δ
x
 = 5•10–5 раä.

При выбранных ранее базовых зна÷ениях параìет-

ров ПД-аëãоритìа (5) ( ,  = const) вреìя реãу-

ëирования , изìеняясü при изìенении зна÷ений

÷астот коëебаний , в общеì сëу÷ае не явëяется

оптиìаëüныì.
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Зафиксируеì äëя всей обëасти изìенения
÷астот первый коэффиöиент базовоãо аëãоритìа

= const, оставив свобоäныì выбор второãо ко-

эффиöиента  = var.

Реøаеìая заäа÷а состоит в коìпüþтерноì
поиске äëя кажäоãо текущеãо (n = 1, 2, ..., N ) на-
бора зна÷ений парöиаëüных ÷астот (Ω

min
 = 2πf

min
,

 = k
x
Ω

min
)
n
 такоãо оптиìаëüноãо зна÷ения

( = )
n
, которое в соответствии с критериеì

(6) обеспе÷ивает äëя «n-ãо ДКА» ìиниìаëüное

вреìя реãуëирования ( )
n
 = min, x = (ψ, ϕ, ϑ).

Резуëüтаты реøения заäа÷и ìетоäаìи коìпüþ-
терноãо ìоäеëирования ÷асти÷но привеäены в таб-
ëиöе.

В ка÷естве арãуìента (варüируеìоãо параìетра)
зäесü принята низøая парöиаëüная ÷астота упру-

ãоãо эëеìента в канаëе курса  = Ω
min

/(2π), ко-

торая (в совокупности с зависящиìи от нее ÷асто-
таìи коëебаний в äруãих канаëах) опреäеëяет ÷ас-
тотные свойства ДКА на n-ì этапе ìоäеëирования
(n = 1, ..., 10). В резуëüтате поканаëüной реаëиза-
öии кажäоãо этапа путеì вариаöии коэффиöиен-

тов аëãоритìа (5)  = var, x = (ψ, ϕ, ϑ), отыски-

ваþтся их оптиìаëüные зна÷ения (  = )
n

(сì. табë.), обеспе÷иваþщие ìиниìаëüное вреìя
реãуëирования в соответствуþщих изоëированных

канаëах ãиростабиëизаöии . Из табëиöы виä-

но, ÷то оптиìаëüные зна÷ения коэффиöиентов

( f
min

) и ( f
min

) по канаëаì курса и танãажа

в рассìатриваеìоì äиапазоне изìенения «опор-
ной» ÷астоты f

min
 практи÷ески совпаäаþт, ÷то

объясняется относитеëüной бëизостüþ ìоìентов
инерöии ДКА и парöиаëüных ÷астот в этих ка-

наëах. Заìетное отëи÷ие (∼15 %) коэффиöиента

( f
min

) в канаëе крена вызвано боëее ÷еì пя-

тикратныì отëи÷иеì ìоìента инерöии КА по äан-
ноìу канаëу. В табëиöе также соäержится инфор-

ìаöия о вреìени затухания  упруãих коëебаний

, возбужäаеìых управëяþщиìи ìоìентаìи ãи-

ростабиëизатора при переориентаöии ДКА.

Как показаëи иссëеäования, в обëасти понижен-
ных зна÷ений рассìатриваеìоãо äиапазона ÷астот
Ω

min
 = 2π(0,1 ÷ 0,01 Гö), вреìя затухания упруãих

коëебаний зна÷итеëüно превыøает вреìя реãуëи-

рования по уãëаì ориентаöии, т. е.  . , ÷то

в отäеëüных сëу÷аях ìожет с÷итатüся неäостаткоì
рассìатриваеìоãо способа управëения.

В ка÷естве приìера на рис. 1 преäставëены пе-
рехоäные проöессы в соответствуþщих канаëах

ãиростабиëизаöии ДКА при  =  äëя сëу÷ая

f
min

 = 0,03 Гö, котороìу в привеäенной табëиöе со-

ответствует состояние n = 3.

Из ãрафиков виäно, ÷то вреìя ãаøения упруãих
коëебаний существенно превыøает реаëизованное
оптиìаëüныì управëениеì (5) вреìя реãуëирова-

ния (  m 170 c) по уãëаì ориентаöии. В неко-

торых сëу÷аях такое «вяëотекущее» äеìпфирова-
ние коëебаний по теì иëи иныì соображенияì
ìожет оказатüся неприеìëеìыì, всëеäствие ÷еãо
äоëжна реøатüся äопоëнитеëüная заäа÷а повыøе-
ния эффективности управëения коëебанияìи, ко-
торая в äанной работе не затраãивается.

В соответствии с äанныìи табëиöы на рис. 2
построены ãрафики оптиìаëüных зна÷ений коэф-

фиöиентов  и , ìиниìизируþщих вреìя

реãуëирования в канаëах крена и танãажа при из-

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

n f
min

 = , Гö
, 

с

, с , с , 

с

, с , 

с

, с

1 0,01 400 373 Боëее 1000 900 319 154 Боëее 1000 390 158 Боëее 1000
2 0,02 300 300 1200 573 253 126 1100 305 225 1200
3 0,03 225 110 950 219 197 117 970 235 170 840
4 0,04 170 92 900 93 155 145 700 187 130 650
5 0,05 150 75 860 72 128 140 596 150 115 510
6 0,06 135 72 810 65 109 125 460 128 100 320
7 0,07 105 70 760 46 95 91 307 112 90 199
8 0,08 100 67 650 41 87 73 220 105 81 160
9 0,09 97 63 540 38 83 69 150 100 70 135
10 0,1 95 59 429 33 81 64 126 97 60 112

Ω
min

2π
------------ k
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ìенении соответствуþщих парöиаëüных ÷астот
коëебаний ДКА, связанных с изìеняþщиìся зна-
÷ениеì «опорной» ÷астоты f

min
.

3. ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÑÈÑÒÅÌÛ ÃÈÐÎÑÒÀÁÈËÈÇÀÖÈÈ ÄÊÀ
Ñ ÀÄÀÏÒÈÂÍÛÌ ÏÄ-ÀËÃÎÐÈÒÌÎÌ

В работе [3] показано, ÷то зависиìостü типа

= ( f
min

) ìожет бытü испоëüзована äëя

аäаптивной настройки соответствуþщеãо параìет-
ра аëãоритìа (5) при управëении ДКА с изìеняþ-
щиìся в изоëированных канаëах спектроì ÷астот.
Такое поканаëüное изìенение ÷астот упруãих ко-
ëебаний возникает, наприìер, всëеäствие враще-
ния нежестких панеëей соëне÷ных батарей в про-
öессе отсëеживания иìи направëения на соëнöе.

Дëя поäтвержäения öеëесообразности приìе-
нения аäаптивноãо управëения в этоì сëу÷ае быëи
провеäены äопоëнитеëüные иссëеäования äина-
ìики ãиросиëовоãо управëения ориентаöией ДКА
в канаëе танãажа при испоëüзовании в ка÷естве за-
кона управëения ãироäинаìи ПД-аëãоритìа (5) с

постоянныìи коэффиöиентаìи  = 2,  = 20

при äвух аëüтернативных фиксированных зна÷е-

ниях коэффиöиента  = 150 и  = 0.

Резуëüтаты коìпüþтерноãо иссëеäования äëя
äвух указанных сëу÷аев в виäе ãрафиков зависи-
ìости вреìени реãуëирования от изìеняþщейся
÷астоты упруãих коëебаний привеäены на рис. 3.
В обоих сëу÷аях набëþäается резкое увеëи÷ение
вреìени реãуëирования при попаäании в обëастü
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Рис. 1. Переходные процессы при ПД-алгоритме гиросилового
трехканального управления ДКА
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Рис. 2. График зависимости коэффициентов  от частоты

упругих колебаний
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Рис. 3. Графики зависимости времени регулирования от частоты
упругих колебаний в канале тангажа для трех типов алгоритма
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пониженных зна÷ений ÷астот упруãих коëебаний
( f

min
 < 0,05 Гö). Присутствуþщий на рисунке тре-

тий ãрафик ( ) буäет пояснен äаëее.

Дëя устранения указанноãо неäостатка в ëþбоì
из канаëов ãиростабиëизаöии испоëüзуеì преäëо-
женнуþ в работе [3] проöеäуру аäаптивной на-

стройки коэффиöиента , x = (ψ, ϕ, ϑ) при из-

ìенении ÷астоты f
min

, испоëüзуя найäеннуþ ранее

зависиìостü ( f
min

) (сì. табë. и рис. 2). Поä-

систеìа настройки коэффиöиента  в общеì сëу-

÷ае соäержит фиëüтр Каëìана, испоëüзуеìый äëя
иäентификаöии текущеãо зна÷ения ÷астоты f

min
 [5].

Структурная схеìа изоëированноãо канаëа ãиро-
стабиëизаöии ДКА с контуроì аäаптивной на-

стройки коэффиöиента  аëãоритìа (5) привеäе-

на на рис. 4.

Резуëüтаты ìоäеëирования äинаìики систе-
ìы ãиростабиëизаöии с настраиваеìыì указан-
ныì образоì ПД-аëãоритìоì управëения ãиро-
äиноì на приìере канаëа танãажа преäставëены
на рис. 3 в виäе ãрафика зависиìости вреìени ре-

ãуëирования от изìеняþщейся ÷астоты ( ).

Виäно, ÷то в обëасти относитеëüно высоких ÷ас-
тот f

min
 l 0,05 Гö все три типа аëãоритìа реаëи-

зуþт приìерно оäинаковое вреìя реãуëирования
по коорäинате ϑ. При управëении ДКА в об-
ëасти низких ÷астот f

min
 < 0,05 Гö аäаптивный

аëãоритì обеспе÷ивает заìетно боëее высокое

ка÷ество управëения по вреìени реãуëирования

 n  ∀ f
min

 < 0,05 Гö.

Коìпüþтерные иссëеäования äинаìики äвух
äруãих канаëов ãиростабиëизаöии уãëов ψ и ϕ по-
казаëи, ÷то выявëенные поëожитеëüные свойства
приìенения настраиваеìоãо ПД-аëãоритìа сохра-
няþтся и в этих канаëах, а, сëеäоватеëüно, и при
управëении поëныì äвижениеì ДКА, описывае-
ìыì ìоäеëüþ (1)—(3).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Провеäенные иссëеäования поäтверäиëи воз-
ìожностü приìенения ПД-аëãоритìа в ка÷естве
закона управëения в режиìе ãиросиëовой стаби-
ëизаöии крупноãабаритных спутников с оãрани-
÷енной жесткостüþ конструкöии. Особенно эф-
фективен äанный аëãоритì при ãироäинноì управ-
ëении нежесткиìи спутникаìи с инфранизкиìи
÷астотаìи упруãих коëебаний, хотя при этоì требу-
ется усëожнение исхоäноãо ПД-аëãоритìа, закëþ-
÷аþщееся в необхоäиìости ввеäения проöеäуры
настройки еãо коэффиöиента при квазипроизвоä-
ной (первой разности) реãуëируеìой коорäинаты.
Такой усëожненный аëãоритì öеëесообразно при-
ìенятü в ка÷естве аäаптивноãо в заäа÷ах управëе-
ния ориентаöией äефорìируеìых спутников с из-
ìеняþщиìся спектроì низко÷астотных упруãих
коëебаний конструкöии
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

С 1950-х ãã. быëо созäано нескоëüко покоëений
систеì терìинаëüноãо управëения расхоäованиеì
топëива (СУРТ) äëя оте÷ественных ìежконтинен-
таëüных баëëисти÷еских ракет (МБР) и ракет-но-
ситеëей (РН) косìи÷ескоãо назна÷ения [1, 2].

Систеìы первоãо покоëения реаëизованы в ви-
äе автоноìных аналоговых приборов — äëя стен-
äовоãо ракетноãо изäеëия 8К51-РД и äëя первой в
ìире ìежконтинентаëüной ракеты 8К71, а также
всех ее посëеäуþщих ìоäификаöий (вкëþ÷ая РН
«Спутник», «Восток» и äр.) — впëотü äо РН «Соþз».

Систеìы СУРТ второãо покоëения быëи пост-
роены на äискретноì принöипе в виäе спеöиа-
ëизированных (автоноìных) вы÷исëитеëüных уст-
ройств — äëя МБР 8К68, 8К75, 8К84, 8К99 и äр.

И, наконеö, øирокие возìожности, äоставëя-
еìые совреìенныìи бортовыìи вы÷исëитеëüны-
ìи коìпëексаìи (БЦВК) в ÷асти воспроизвеäения
сëожных аëãоритìов управëения, преäопреäеëиëи
возникновение третüеãо — öифровоãо — поко-
ëения СУРТ приìенитеëüно к РН «Соþз-2» и
«Соþз-СТ».

Перехоä на öифровые принöипы äействия
СУРТ äоставëяет äопоëнитеëüные возìожности
соверøенствования аëãоритìов терìинаëüноãо
управëения расхоäованиеì топëива в обеспе÷ение:

� уëу÷øения то÷ностных характеристик СУРТ;

� расøирения функöий, выпоëняеìых систе-
ìой, — в ÷асти форìирования признака поëной

выработки топëива ракетноãо бëока äëя повы-
øения:
— ëибо наäежности вывеäения при рутинной

экспëуатаöии РН;
— ëибо ãрузопоäъеìности в «рискованных» за-

пусках РН (с ìассой поëезноãо ãруза, превыøаþ-
щей øтатно äопустиìуþ).
� соверøенствования среäств аëãоритìи÷еской

защиты (от сбоев сìежных бортовых систеì).

1. ÇÀÄÀ×À ÒÅÐÌÈÍÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß 
ÐÀÑÕÎÄÎÂÀÍÈÅÌ ÒÎÏËÈÂÀ

Уравнение объекта СУРТ (äвиãатеëüной уста-
новки и топëивных баков ìноãобëо÷ной ступени
РН) иìеет виä [3]:

x
i
 = f

i 
(x

i – 1
, u

i – 1
, v, W

i
),  i = 1, 2, ..., I + 1. (1)

Зäесü x
i
 — вектор коорäинат объекта (тяãи каж-

äоãо из äвиãатеëей ступени, соотноøения расхо-
äов коìпонентов топëива в кажäоì из ракетных
бëоков и ìассы коìпонентов топëива в кажäоì
баке) в äискретный ìоìент i, опреäеëяеìый, в
÷астности, как ìоìент вреìени t

i
 äостижения ка-

жущейся скоростüþ W ракеты пороãовоãо зна÷е-
ния W

i
; u

i
— зна÷ение вектора управëения в тот же

ìоìент вреìени (управëяþщие уставки äëя реãу-
ëяторов äавëения в каìерах сãорания и привоäов
äроссеëей в ìаãистраëях коìпонентов топëива);
v — сëу÷айный и неизìенный во вреìени i вектор
возìущений.

Изëожены принöипы созäания öифровой систеìы управëения расхоäованиеì топëива

ракет-носитеëей «Соþз-2» и «Соþз-СТ», обеспе÷иваþщей повыøение их экспëуатаöи-

онных характеристик.

Ключевые слова: öифровая систеìа, терìинаëüное управëение, аëãоритìи÷еская защита, ëетные ис-
пытания.
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Вектор изìеряеìых коорäинат СУРТ

y
i
 = c

i
(x

i
, h

i
),  i = 1, 2, ..., I, (2)

ãäе h
i
 — сëу÷айный вектор оøибок изìерений.

Требуется опреäеëитü: функöиþ управëения
u

i
= u

i
(y

1i
, u

0(i – 1)
), i = 1, 2, ..., I, из некотороãо

äопустиìоãо ìножества U и посëеäоватеëüностü

 = (W
1
, W

2
, ..., W

I
), обеспе÷иваþщуþ наи-

ìенüøее зна÷ение риска

R = M[Ψ(x
I + 1

)], (3)

заäаваеìоãо как ìатеìати÷еское ожиäание M
функöии потерü Ψ от коне÷ноãо состояния объек-
та управëения в терìинаëüный ìоìент I + 1:

Проöеäура реøения заäа÷и (1)—(3) терìинаëü-
ноãо управëения в öифровой СУРТ состоит в сëе-
äуþщеì:

— на основе принятой ìоäеëи объекта анаëи-
зируется повеäение систеìы äо текущеãо ìоìента i
(так называеìый анаëиз преäыстории проöесса
управëения) и с поìощüþ ìетоäов фиëüтраöии на-
хоäятся статисти÷еские оöенки äействуþщих в
систеìе возìущений v;

— нахоäится реакöия объекта на возäействия,
соответствуþщие найäенныì оöенкаì возìуще-
ний, в преäпоëожении, ÷то посëе ìоìента i зна-
÷ение управëения не изìеняется;

— опреäеëяется откëонение реакöии объекта
x

I + 1
 в терìинаëüный ìоìент от заäанноãо зна÷е-

ния x
заä

;

— поëу÷енное откëонение испоëüзуется как
вхоäная коìанäа реãуëятора, испоëнение которой
и реаëизует коìпенсаöиþ возìущаþщих возäей-
ствий v, естественно, в раìках возìожностей,
преäоставëяеìых ìножествоì U äопустиìых уп-
равëений.

2. ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÖÈÔÐÎÂÎÉ ÑÓÐÒ

Реаëизованная äëя РН «Соþз-2» и «Соþз-СТ»
öифровая СУРТ обëаäает сëеäуþщиìи особенно-
стяìи.

� В обëасти перви÷ной обработки уровнеìерной
инфорìаöии:

— äëя преобразования уровнеìерной инфорìа-
öии приìенена ãибриäная схеìа, в которой пре-
образование высоко÷астотных выхоäных сиãнаëов
ìостовой öепи в непрерывные сиãнаëы постоян-
ноãо тока осуществëяется в анаëоãовоì виäе, а вы-
поëнение остаëüноãо ряäа заäа÷ перви÷ной обра-
ботки уровнеìерной инфорìаöии реаëизуется в
БЦВК;

— анаëоãо-öифровые преобразоватеëи инфор-
ìаöии установëены в ìаксиìаëüной бëизости от
изìеритеëüных äат÷иков уровнеìеров СУРТ; ìи-
ниìизированы протяженности öепей äëя переäа-
÷и анаëоãовых сиãнаëов и приìенены коäовые ëи-
нии связи äëя переäа÷и инфорìаöии;

— в БЦВК реаëизованы боëее сëожные и со-
верøенные аëãоритìы обработки уровнеìерной
инфорìаöии, позвоëивøие существенно повыситü
наäежностü опреäеëения ìоìентов вреìени про-
хожäения уровней коìпонентов топëива ÷ерез ÷ув-
ствитеëüные эëеìенты äат÷иков уровней [4, 5].

� В обëасти поäавëения автокоëебаний в систе-
ìе реãуëирования соотноøения коìпонентов
(РСК):

— зна÷итеëüно расøирена зона не÷увствитеëü-
ности по оøибке реãуëирования;

— ввеäено неëинейное интеãрируþщее звено с
оãрани÷ениеì вхоäноãо и выхоäноãо сиãнаëов äëя
обеспе÷ения заäанной то÷ности отработки управ-
ëяþщеãо сиãнаëа СУРТ при увеëи÷енной зоне не-
÷увствитеëüности;

— уëу÷øена схеìа построения контура систеìы
РСК, в которой по ÷исëу иìпуëüсов с äат÷ика рас-
хоäа в нереãуëируеìой ìаãистраëи и уставо÷ноìу
зна÷ениþ коэффиöиента объеìноãо соотноøения
расхоäов опреäеëяется требуеìое (проãраììное)
÷исëо иìпуëüсов с äат÷ика расхоäа, которое äоëж-
но бытü в реãуëируеìой ìаãистраëи.

� В обëасти соверøенствования аëãоритìов тер-
ìинаëüноãо управëения приìенитеëüно к øтат-
ныì и неøтатныì усëовияì экспëуатаöии
СУРТ:

— коренныì образоì обновëены аëãоритìы
äействия СУРТ: (управëение форìируется с у÷е-
тоì всей поëетной преäыстории РН);

— от пуска к пуску обновëяется параìетри÷ес-
кое обеспе÷ение бортовой систеìы управëения
путеì коррекöии ìассива параìетров СУРТ с пос-
ëеäуþщиì перевоäоì их из оперативной в äоëãо-
вреìеннуþ паìятü БЦВК — по ìере накопëения
резуëüтатов анаëиза провеäенных пусков.

3. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ËÅÒÍÛÕ ÈÑÏÛÒÀÍÈÉ ÑÓÐÒ
Â ÑÎÑÒÀÂÅ ÐÍ «ÑÎÞÇ-2» È «ÑÎÞÇ-ÑÒ»

К настоящеìу вреìени практи÷ески заверøены
ëетно-конструкторские испытания РН «Соþз-2»,
в хоäе провеäения которых с 2004 ã. осуществëено
16 пусков, и выпоëнены äва пуска РН «Соþз-СТ».
Пуски РН «Соþз-2» провоäиëисü со стартовых
пëощаäок косìоäроìов Пëесеöка и Байконура,
пуски РН «Соþз-СТ» выпоëнены с франöузскоãо
косìоäроìа «Куру».
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В кажäоì из провеäенных пусков РН наряäу с
реøениеì заäа÷ ëетно-конструкторских испыта-
ний выпоëняëисü заäа÷и (за искëþ÷ениеì первоãо
пуска) по вывеäениþ косìи÷еских аппаратов на
разëи÷ные орбитаëüные траектории с заäанныìи
параìетраìи. По резуëüтатаì пусков, бëаãоäаря
наëи÷иþ в составе систеìы управëения öифровой
систеìы теëеìетри÷еских изìерений, позвоëив-
øей существенно увеëи÷итü объеì и ка÷ество пе-
реäаваеìой теëеìетри÷еской инфорìаöии, автоìа-
тизироватü проöесс обработки поëу÷енной инфор-
ìаöии, быëа поëу÷ена уникаëüная инфорìаöия,
анаëиз которой показаë эффективное и наäежное
функöионирование всех систеì РН «Соþз-2», в
тоì ÷исëе СУРТ.

В ÷асти äостиãнутых резуëüтатов функöиони-
рования СУРТ ìожно отìетитü, ÷то обеспе÷ено
выпоëнение всех заäанных в ТЗ на разработку сис-
теìы управëения техни÷еских требований, преäъ-
явëяеìых к СУРТ. В ÷астности, то÷ностü внутри-
бëо÷ноãо реãуëирования опорожнения баков по
бортовой инфорìаöии на ìоìент срабатывания
посëеäних ÷увствитеëüных эëеìентов äат÷иков
уровней составиëа äëя:

— öентраëüноãо бëока не хуже ± 0,12 с;

— боковых бëоков не хуже ± 0,3 с;

— бëока 3 ступени не хуже ± 0,4 с.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Совìещение среäств реøения заäа÷ управëе-
ния РН и управëения расхоäованиеì топëива в
еäиноì БЦВК позвоëиëо зна÷итеëüно сократитü
ìассу аппаратуры СУРТ, повыситü наäежностü
систеìы, а также расøиритü функöионаëüные воз-
ìожности СУРТ — осуществитü, в ÷астности, про-
ãнозирование на борту РН ìоìента окон÷ания
топëива, а также реаëизоватü новые способы аëãо-
ритìи÷еской защиты, обеспе÷иваþщие поääержа-
ние высокой эффективности äействия систеìы
при отäеëüных отказах в ее аппаратуре.
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21 иþëя 2012 ã. посëе тяжеëой боëезни скон-
÷аëся äоктор техни÷еских наук, профессор, заве-
äуþщий ëабораторией Института пробëеì управ-
ëения иì. В.А. Трапезникова РАН, ÷ëен реäкоëëе-
ãии журнаëа «Пробëеìы управëения» Аëексанäр
Артеìови÷ Аìбарöуìян.

Аëексанäр Артеìови÷ Аìбарöуìян роäиëся
31 октября 1943 ã. В 1966 ã. окон÷иë Оìский
поëитехни÷еский институт по спеöиаëüности
«Автоìатизаöия произвоäственных проöессов».
В 1970—1973 ãã. у÷иëся в аспирантуре Института
пробëеì управëения АН СССР по спеöиаëüности
«Техни÷еская кибернетика». В 1973 ã. защитиë
канäиäатскуþ äиссертаöиþ «Автоìатизаöия про-
ектирования иерархи÷еских структур äискретных
управëяþщих устройств на наборе унифиöирован-
ных бëоков (на приìере техноëоãи÷ескоãо обору-
äования ìаøиностроения)», в 1997 ã. — äокторс-

куþ äиссертаöиþ на теìу «Конöепöия, ìетоäы и
инструìентаëüные среäства сквозноãо проектиро-
вания ëоãи÷еских аëãоритìов в систеìах управëе-
ния потенöиаëüно опасныìи техноëоãи÷ескиìи
проöессаìи». В 1998 ã. еìу присвоено у÷еное зва-
ние профессора по спеöиаëüности: «Матеìати÷ес-
кое и проãраììное обеспе÷ение вы÷исëитеëüных
ìаøин, коìпëексов, систеì и сетей».

А.А. Аìбарöуìян — известный у÷еный в об-
ëасти инфорìаöионных техноëоãий управëения
потенöиаëüно опасныìи техноëоãи÷ескиìи про-
öессаìи, систеìотехники, АСУ ТП и ëоãи÷ескоãо
управëения. За ãоäы своей жизни в науке он
опубëиковаë ряä ìоноãрафий и боëее ста статей
в веäущих оте÷ественных и зарубежных нау÷ных
журнаëах. Еãо работы отëи÷аþт, с оäной стороны,
высокий теорети÷еский уровенü, а с äруãой — тес-
нейøая связü с практи÷ескиìи заäа÷аìи.

Àëåêñàíäð Àðò¸ìîâè÷ ÀÌÁÀÐÖÓÌßÍ
1943—2012

ðîíèêàÕ
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Буäу÷и у÷еникоì М.А. Гавриëова, Аëексанäр
Артеìови÷ боëее 30 ëет назаä возãëавиë еãо ëабо-
раториþ, иìевøуþ боëüøие нау÷ные траäиöии.
Развивая их, он разработаë ориãинаëüные ìоäеëи
ëоãи÷еских аëãоритìов, у÷итываþщие спеöифику
распреäеëенных систеì управëения (структуриро-
ванные автоìаты и сëеä автоìата), сфорìуëироваë
критерии и ìетоäы проверки корректности ëоãи-
÷еских аëãоритìов на сетях Петри; поëу÷иë оöенки
сëожности структурирования ëоãи÷еских аëãорит-
ìов. Поä руковоäствоì А.А. Аìбарöуìяна созäаны
и развиваþтся СПА-ПС — техни÷еские среäства
проãраììируеìой автоìатики (в 1994—1997 ãã.
освоены в серийноì произвоäстве на ОАО «Авто-
ìатика» ã. Оìск). С 1997 ã. СПА-ПС приìеняþтся
в проектах распреäеëенных и сосреäото÷енных ав-
тоìатизированных систеì, важных äëя безопас-
ности на объектах атоìной и тепëовой энерãети-
ки, ãазо-нефтеäобываþщей и перерабатываþщей
проìыøëенности. Зна÷итеëüна роëü коëëектива
ëаборатории и в разработке техни÷ескоãо проекта
АСУТП Баøкирской АЭС, в автоìатизаöии объ-
ектов ã. Москвы и äр.

В 2000—2007 ãã. иì выäвинута конöепöия и
сфорìуëированы принöипы созäания автоìатизи-
рованных систеì новоãо покоëения с высокой сте-
пенüþ автоìатизаöии, безопасности и ка÷ества
управëения техноëоãи÷ескиìи проöессаìи. Теоре-
ти÷еские резуëüтаты А.А. Аìбарöуìяна и еãо опыт
в проектировании востребован в ряäе проектов
АСУТП, в тоì ÷исëе в систеìноì проекте АСУТП
АЭС «Буøер».

В посëеäние ãоäы А.А. Аìбарöуìян поëу÷иë
ряä существенных резуëüтатов в теории äискрет-
но-событийных систеì (÷астü из них опубëикова-
на в журнаëе «Пробëеìы управëения»), стаë из-
вестныì в запаäноì ìире спеöиаëистоì в этой
быстро развиваþщейся обëасти фунäаìентаëü-
ных иссëеäований.

Профессор А.А. Аìбарöуìян активно зани-
ìаëся пеäаãоãи÷еской и нау÷но-орãанизаöион-
ной äеятеëüностüþ. С÷итая важной в наøе вреìя
пробëеìу оìоëожения нау÷ных каäров, он созäаë
ìоëоäежнуþ нау÷нуþ øкоëу, вырастиë и воспи-
таë ìноãих таëантëивых ìоëоäых у÷еных. Он яв-
ëяëся преäсеäатеëеì ГАК кафеäры ИУ-3 в МГТУ
иì. Н.Э. Бауìана, ãäе препоäаваë ìноãие ãоäы,
вхоäиë в состав У÷еноãо и Диссертаöионноãо со-
ветов ИПУ РАН.

Поä руковоäствоì А.А. Аìбарöуìяна в 2003 ã.
провеäена ìежäунароäная конференöия, посвя-
щенная 100-ëетиþ со äня рожäения М.А. Гавриëо-
ва, а затеì, на÷иная с 2008 ã., провоäятся реãуëяр-
ные российские конференöии с ìежäунароäныì

у÷астиеì «Техни÷еские и проãраììные среäства
систеì управëения, контроëя и изìерения» (УКИ).
В нынеøнеì ãоäу, уже тяжеëо боëüной, преäсеäа-
теëü Орãкоìитета УКИ А.А. Аìбарöуìян активно
у÷аствоваë в работе третüей по с÷ету конферен-
öии, наìереваëся развернутü на страниöах журна-
ëа «Пробëеìы управëения» äискуссиþ по наибо-
ëее актуаëüныì вопросаì теìатики конференöии.

Буäу÷и ÷ëеноì реäкоëëеãии журнаëа «Пробëе-
ìы управëения», он активно поìоãаë становëениþ
журнаëа, заботиëся о еãо попуëяризаöии и росте
авторитета. А.А. Аìбарöуìян иниöиироваë пубëи-
каöиþ ряäа ориãинаëüных статей, пубëиковаë и
свои нау÷ные работы, а также статüи, написанные,
усëовно ãоворя, в жанре нау÷ной пубëиöистики.
В ÷астности, запоìниëисü еãо интереснейøие
статüи, посвященные 100-ëетиþ М.А. Гавриëова и
50-ëетиþ нау÷ной äеятеëüности И.В. Пранãиøви-
ëи, из которых ÷итатеëи узнаëи о ìаëоизвестных
фактах истории развития в наøей стране теории и
практики управëения.

Аëексанäр Артеìови÷ быë ярко выраженныì
нау÷ныì ëиäероì, это проявëяëосü как в руковоäс-
тве коëëективоì ëаборатории, так и на засеäаниях
У÷еноãо совета, сеìинарах и конференöиях. Он
быë ãенератороì иäей, связанных с повыøениеì
уровня автоìатизаöии потенöиаëüно-опасных про-
извоäств (АЭС, преäприятий по уни÷тожениþ хи-
ìи÷ескоãо оружия и äр.).

Аëексанäр Артеìови÷ быë øироко эруäиро-
ванныì ÷еëовекоì, обëаäаë энöикëопеäи÷ескиìи
знанияìи во ìноãих обëастях науки управëения, в
истории России и Кавказа. Он быë требоватеëü-
ныì к нау÷ноìу уровнþ äиссертаöионных работ и
журнаëüных статей как своих, так и äруãих авто-
ров. Кажäый сотруäник ëаборатории всеãäа ìоã
расс÷итыватü на поìощü, поääержку Аëексанäра
Артеìови÷а, поэтоìу он поëüзоваëся непререкае-
ìыì авторитетоì не тоëüко среäи сотруäников ëа-
боратории, но и всеãо Института.

Он роäиëся в станиöе Вознесенская Маëãобек-
скоãо района Че÷ено-Инãуøской АССР и всþ
жизнü с÷итаë себя казакоì, оказываë поìощü ста-
ни÷никаì. Он и уøеë из жизни казакоì, настоя-
щиì ìуж÷иной, работая и äуìая о ëаборатории и
Институте äо посëеäних äней своей жизни.

Паìятü об Аëексанäре Артеìови÷е Аìбарöуìя-
не, выäаþщеìся у÷еноì и ÷еëовеке, навсеãäа со-
хранится в наøих серäöах.

Сотрудники Института проблем управления
им. В.А. Трапезникова РАН,

Редколлегия,

Редакция
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ÌÅÐÎÏÐÈßÒÈß IFAC — Ìåæäóíàðîäíîé ôåäåðàöèè 
ïî àâòîìàòè÷åñêîìó óïðàâëåíèþ

Более подробную информацию см. на сайте http://www.ifac-control.org/

Мероприятие Дата Место провеäения

IFAC FIMA Workshop Multi Vehicle Systems — 2nd October 3—5, 2012 Espoo FINLAND

IFAC Workshop Engine and Powertrain Control, Simulation and Modeling 
(E-COSM'12)

October 23—25, 2012 IFPEN, Rueil-Malmaison, 
Paris FRANCE

IFAC Conference 5th Latin American Control Conference October 23—26, 2012 Lima PERU

IFAC IFIP Workshop IFAC A-MEST Workshop on Maintenance
for Dependability, Asset Management and PHM

November 22—23, 2012 Seville SPAIN

IFAC IEEE, ACM, TRB Conference IEEE International Conference
on Connected Vehicles and Expo (ICCVE) 2012

December 5—9, 2012 Beijing CHINA

IFAC Symposium System Structure and Control February 4—6, 2013 Grenoble FRANCE

IFAC CIGR Conference BIOROBOTICS March 27—29, 2013 SAKAI JAPAN

IFAC Symposium Mechatronic Systems — 2013 April 10—12, 2013 Hangzhou CHINA

IFAC Workshop CONVERGENCE of INFORMATION TECHNOLOGIES
and CONTROL METHODS with POWER SYSTEMS

May 22—24, 2013 Cluj-Napoca ROMANIA

IFAC Workshop 11th IFAC Workshop on Intelligent Manufacturing Systems
(IMS 2013)

May 22—24, 2013 São Paulo BRAZIL

IFAC no Workshop International Stability, Technology and Culture (SWISS 2013) June 6—8, 2013 Prishtina KOSOVO

AACC IFAC Conference American Control Conference — ACC 2013 —
in cooperation with IFAC 

June 17—19, 2013 Washington USA

IFAC IFIP IFIP IEEE Conference Manufacturing Modelling, Management,
and Control MIM '2013

June 19—21, 2013 Saint Petersburg RUSSIAN 
FEDERATION

IFAC IEEE/RAS/EA Symposium Intelligent Autonomous Vehicles,
IFAC-IAV 2013

June 26—28, 2013 Gold Coast City AUSTRALIA

IFAC Workshop Adaptation and Learning in Control and Signal Processing — 
ALCOSP

July 3—5, 2013 Caen FRANCE

IFAC Workshop Periodic Control Systems (PSYCO) July 3—5, 2013 Caen FRANCE

IFAC IFORS, IMACS, IFIP Symposium Large Scale Complex Systems:
Theory and Applications — 13th

July 7—10, 2013 Shanghai CHINA

EUCA IEEE Conference European Control Conference — in cooporation
with IFAC (ECC 2013)

July 17—19, 2013 Zürich SWITZERLAND

IFAC Symposium Analysis, Design, and Evaluation of Human-Machine Systems August 11—15, 2013 Las Vegas USA

IFAC Symposium Mining, Mineral and Metal Processing MMM'13 August 25—27, 2013 San Diego, California USA

IFAC Symposium Advances in Control Education — ACE 2013 August 28—30, 2013 Sheffield UNITED 
KINGDOM

IFAC ASABE CIGR Conference Conference on Modelling and Control
in Agriculture, Horticulture and Post-Harvest Industry — Agricontrol 2013

August 28—30, 2013 Espoo FINLAND

IFAC Conference Conference on Intelligent Control and Automation Science 
(ICONS 2013)

September 2—4, 2013 Chengdu CHINA

IFAC ESA Symposium Automatic Control in Aerospace — ACA 2013 September 2—6, 2013 Wuerzburg GERMANY

IFAC SICE Symposium 7th IFAC Symposium on Advances in Automotive 
Control 2013

September 4—7, 2013 Tokyo JAPAN

IFAC Workshop Dependable Control of Discrete Systems (DCDS 4th) September 4—6, 2013 YORK UNITED KINGDOM

IFAC Symposium Nonlinear Control Systems — NOLCOS 2013 September 4—6, 2013 Toulouse FRANCE

IFAC Conference 6th International Conference on Management and Control
of Production and Logistics

September 12—14, 2013 Fortaleza BRAZIL

IFAC IEEE Conference Programmable Devices and Embedded Systems,
PDeS 2013

September 25—27, 2013 Velké Karlovice CZECH 
REPUBLIC

IFAC Ruhr Univ./DFG Workshop Workshop on Distributed Estimation
and Control in Networked Systems (NecSys 4th)

September 25—26, 2013 Koblenz GERMANY

IFAC IEEE CSS Workshop Control of Systems Modeled by Partial Differential 
Equations (CPDE)

September 25—27, 2013 Paris FRANCE

IFAC Symposium Computer Applications in Biotechnology (CAB 2013) December 16—18, 2013 Mumbai INDIA

IFAC Symposium Dynamics and Control of Process Systems (DYCOPS 2013) December 18—20, 2013 Mumbai INDIA

IFAC IEEE CSS Symposium 17th System Identification SYSID — 2015 October 19—21, 2015 Beijing CHINA
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Читайте в следующем номере

� Федянин Д.Н., Чхартишвили А.Г. Модель информационного управления в активных

сетевых структурах при неполной информированности центра

� Воронин А.А., Елисеева М.В., Храпов С.С. и др. Задача управления гидрологическим

режимом в эколого-экономической системе «Волжская ГЭС — Волго-Ахтубинская пой-

ма». Ч. 2. Синтез системы управления 

� Подлазов В.С. Параллельная групповая передача «все — всем» в распределенном

полном коммутаторе

� Шевченко А.М., Солонников Ю.И., Начинкина Г.Н. Разработка и исследование ме-

тода прогнозирования взлета самолета

� Парсегов С.Э. Сверхфинитная стабилизация мультиагентной системы

� Чуканов С.Н., Ульянов Д.В. Декомпозиция векторного поля системы управления на

основе построения оператора гомотопии

Аспирантура и докторантура

В Институте проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН осуществляется подготовка (по очной

и заочной форме) научных кадров в системе послевузовского профессионального образования по

следующим специальностям:

01.01.02. Дифференциальные уравнения, динамические системы и оптимальное управление

05.13.01. Системный анализ, управление и обработка информации (по отраслям) 

05.13.01. Системный анализ, управление и обработка информации (в отраслях информатики, вычисли-

тельной техники и автоматизации) 

05.13.05. Элементы и устройства вычислительной техники и систем управления 

05.13.06. Автоматизация и управление технологическими процессами и производствами (по отраслям) 

05.13.10. Управление в социальных и экономических системах 

05.13.11. Математическое и программное обеспечение вычислительных машин, комплексов и компью-

терных сетей 

05.13.12. Системы автоматизации проектирования (по отраслям) 

05.13.15. Вычислительные машины, комплексы и компьютерные сети

05.13.18. Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ 

08.00.05. Экономика и управление народным хозяйством

08.00.13. Математические и инструментальные методы экономики.

Срок обучения в очной аспирантуре — до 3-х (по специальностям 05.13.01; 05.13.05; 05.13.06; 05.13.12;

и 05.13.15 — 4 года), в заочной — до 4-х лет (по специальностям 05.13.01; 05.13.05; 05.13.06; 05.13.12  и

05.13.15 — до 5 лет).

Прием заявлений с приложением копии диплома о высшем профессиональном образовании и списка

опубликованных работ (при наличии таковых) — ежегодно до 31 августа.

Вступительные экзамены по специальной дисциплине, философии и иностранному языку — до 30 сен-

тября.

Зачисление в аспирантуру по результатам конкурса — до 15 ноября.

http://www.ipu.ru/node/9662
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by one machine unser restrictions on terms of the beginning and completion
of works are considered. Methods of the formulated problem solution by con-
secutive algorithms of optimization are offered. The schedules supposing rup-
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The paper describes a modified mathematical model of the natural tech-
nology of human organism. At a qualitative level the process occurrence of syn-
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quantitative estimates of synergy are obtained on this basis.
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Kychkin A.V. 

One approach to developing the informative-diagnostic technology for
blood vessel’s pulse wave monitors is proposed. The algorithm of choosing ves-
sel state between one of possible pathology class based on fuzzy classification
is proposed and investigated.
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Krutova I.N., Sukhanov V.M. 

Some problems of computer synthesis of adjusted proportional-differential
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