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Понятие и строãое опреäеëение ãрубости
(в сìысëе структурной устой÷ивости) äинаìи÷ес-
ких систеì

 = f(x),  x ∈ Rn, (1)

впервые быëо äано в статüе А.А. Анäронова и
Л.С. Понтряãина [1]. Необхоäиìые и äостато÷ные
усëовия такой ãрубости äëя систеì (1) второãо по-
ряäка при анаëити÷ности коìпонент векторной
функöии f(x) и анаëити÷ности возìущаþщих фун-
кöий привеäены в работах [1—3]. Вопросы струк-
турной устой÷ивости поäробно рассìатриваþтся в
работе В.И. Арноëüäа [4]. Иной сìысë, отëи÷ный
от понятия структурной устой÷ивости, закëþ÷ает-
ся в опреäеëении ãрубости свойств систеì (1), äан-
ное Н.Н. Красовскиì [5].
Дëя опреäеëений структурной устой÷ивости

[1, 4, 6, 7] характерно требование существования
ãоìеоìорфизìа (взаиìно непрерывноãо и взаиì-
но оäнозна÷ноãо преобразования), обеспе÷иваþ-
щеãо топоëоãи÷ескуþ эквиваëентностü [8] фазо-
вых портретов невозìущенной и возìущенной
систеì. Такое требование зна÷итеëüно осëожняет
нахожäение и приìенение усëовий структурной
устой÷ивости непосреäственно äëя систеì виäа
(1). Так, усëовия, поëу÷енные в работе [1] äëя сис-
теì (1) ëиøü второãо поряäка, явëяþтся труäно
проверяеìыìи.
Есëи то÷ка равновесия x = 0 невозìущенной

неëинейной систеìы (1) произвоëüноãо поряäка
иìеет оäин из возìожных характеров устой÷ивос-

ти (асиìптоти÷еская устой÷ивостü, неасиìптоти-
÷еская устой÷ивостü, неустой÷ивостü) и нас инте-
ресуþт ëиøü усëовия, при которых то÷ка равнове-
сия x = 0 возìущенной систеìы буäет иìетü такой
же характер устой÷ивости при äостато÷но ìаëых
(в C-ìетрике) в некоторой окрестности этой то÷-
ки возìущениях опреäеëенноãо кëасса, то äëя не-
ëинейных систеì (1) возникает понятие ãрубости
в сìысëе сохранения характера устой÷ивости. На-
хожäение усëовий такой ãрубости непосреäствен-
но äëя систеì виäа (1), в правой ÷асти которых не
выäеëены ëинейная и неëинейная составëяþщие,
связано с боëüøиìи труäностяìи. Есëи известны
усëовия структурной устой÷ивости невозìущен-
ной систеìы (1), то они всëеäствие обеспе÷ения
иìи топоëоãи÷еской эквиваëентности фазовых
портретов возìущенной и невозìущенной систеì
явëяþтся также усëовияìи ãрубости в сìысëе со-
хранения характера устой÷ивости. Но, к сожаëе-
ниþ, на этоì пути иìеþтся труäности: сëожностü
усëовий структурной устой÷ивости резко возрас-
тает äëя систеì (1) выøе второãо поряäка [4, 7];
выпоëнение известных усëовий структурной ус-
той÷ивости äëя систеì (1) второãо поряäка [1—3]
труäно проверитü äëя конкретных систеì; ãрубой
в сìысëе сохранения характера устой÷ивости сис-
теìе (1) не всеãäа соответствует ее структурная ус-
той÷ивостü, всëеäствие ÷еãо не все ãрубые в сìыс-
ëе сохранения характера устой÷ивости систеìы
ìоãут бытü выявëены с поìощüþ усëовий струк-
турной устой÷ивости.

Вопрос об опреäеëении и усëовиях ãрубости ха-
рактера устой÷ивости рассìатривается в äанной

Иссëеäованы усëовия, при которых характер устой÷ивости состояния равновесия неëи-

нейной äинаìи÷еской систеìы произвоëüноãо поряäка ëяпуновскоãо типа не изìеняется

при ëþбых äостато÷но ìаëых ëинейных и неëинейных возìущениях ее правой ÷асти (ãру-

бостü в сìысëе сохранения характера устой÷ивости). Неëинейные составëяþщие правых

÷астей уравнений исхоäной (невозìущенной) систеìы и неëинейные возìущения этих

правых ÷астей с÷итаþтся принаäëежащиìи весüìа øирокоìу кëассу неëинейных функ-

öий, вкëþ÷аþщеìу в себя как кëасс анаëити÷еских, так и разëи÷ноãо типа кëассы неана-

ëити÷еских функöий. Поëу÷ены äостато÷ные и необхоäиìые усëовия указанной ãрубости.

Ключевые слова: неëинейная äинаìи÷еская систеìа, ãрубостü в сìысëе сохранения характера ус-
той÷ивости.
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статüе (§ 1) приìенитеëüно к боëüøоìу и важноìу
кëассу неëинейных систеì (1) ëяпуновскоãо типа
(систеìы (2) в § 1), в правой ÷асти которых выäе-
ëены ëинейная и неëинейная составëяþщие. При
äанноì опреäеëении ãрубости характера устой÷и-
вости систеì (2) äëя äоказатеëüства и форìуëи-
ровки привеäенной в § 1 теореìы, äаþщей необ-
хоäиìые и äостато÷ные усëовия ãрубости, не воз-
никает необхоäиìости в ãоìеоìорфизìе фазовых
портретов возìущенной и невозìущенной систеì.
Заìетиì, ÷то усëовия структурной устой÷ивос-

ти систеì ëяпуновскоãо типа (2) проще таких же
усëовий äëя систеì (1): необхоäиìыì и äостато÷-
ныì усëовиеì структурной устой÷ивости ëинеа-
ризуеìых систеì (2) явëяется распоëожение собс-
твенных зна÷ений ìатриöы ëинеаризованной сис-
теìы вне ìниìой оси [6]. Отсþäа сëеäует, ÷то есëи
собственные зна÷ения этой ìатриöы нахоäятся на
ìниìой оси, то систеìа (2) структурно неустой÷и-
ва. Наприìер, неустой÷ивая систеìа (2), которой
соответствуþт собственные зна÷ения, распоëо-
женные ÷асти÷но на ìниìой оси и ÷асти÷но пра-
вее этой оси, не явëяется структурно устой÷ивой,
но ãруба в сìысëе сохранения характера устой÷и-
вости, ÷то сëеäует из привеäенной äаëее теореìы.
Сëеäоватеëüно, усëовия структурной устой÷ивос-
ти систеì (2) не ìоãут выявитü все сëу÷аи ãрубости
этих систеì в сìысëе сохранения характера устой-
÷ивости. В то же вреìя усëовия теореìы, сфорìу-
ëированной в äанной статüе, охватываþт все сëу-
÷аи такой ãрубости систеì (2), и не требуется вы-
поëнение усëовий структурной устой÷ивости.
Цеëü äанной работы состоит в поëу÷ении äëя

кëасса неëинейных систеì ëяпуновскоãо типа
необхоäиìых и äостато÷ных усëовий ãрубости
(в сìысëе сохранения характера устой÷ивости) по
отноøениþ к øирокоìу кëассу возìущений.

1. ÓÑËÎÂÈß ÃÐÓÁÎÑÒÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ 
ÑÈÑÒÅÌ Â ÑÌÛÑËÅ ÑÎÕÐÀÍÅÍÈß

ÕÀÐÀÊÒÅÐÀ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Усëовия ãрубости буäеì иссëеäоватü äëя боëü-
øоãо кëасса неëинейных систеì ëяпуновскоãо ти-
па, т. е. äëя неëинейных систеì (1) виäа

 = Ax + ϕ(x),  x ∈ Rn, (2)

иëи

 = a
ij
x
j
 + ϕ

i
(x

1
, x

2
, ..., x

n
),  i = 1, 2, ..., n.

Зäесü a
ij
, i, j = 1, 2, ..., n — постоянные коэф-

фиöиенты кваäратной ìатриöы A; ϕ
i
(x), ϕ

i
(0) = 0,

i = 1, 2, ..., n — неëинейные скаëярные функöии,
явëяþщиеся коìпонентаìи векторной функöии
ϕ(x) и обеспе÷иваþщие еäинственностü реøения

систеìы (2) в некоторой окрестности то÷ки рав-
новесия x = 0 этой систеìы.
Пустü функöии ϕ

i
(x), i = 1, 2, ..., n уäовëетво-

ряþт усëовияì

 = 0,  i = 1, 2, ..., n. (3)

Так как ||ϕ(x)|| = , то, о÷евиäно, из

этих усëовий сëеäует

 = 0. (4)

И, наоборот, из усëовия (4) сëеäуþт усëовия (3).
Соотноøения (3) и (4) озна÷аþт, ÷то кажäая фун-
кöия ϕ

i
(x), i = 1, 2, ..., n, неëинейна, а ее ëинейная

÷астü равна нуëþ, ибо в сëу÷ае, коãäа функöия
ϕ
i
(x) соäержит какуþ-ëибо ëинейнуþ составëяþ-

щуþ, правая ÷астü соответствуþщеãо соотноøе-
ния (3) буäет отëи÷на от нуëя.
Кажäоìу соотноøениþ (3) уäовëетворяет øи-

рокий кëасс неëинейных функöий ϕ
i
(x), вкëþ÷а-

þщий в себя как анаëити÷еские, так и разëи÷ноãо
типа неанаëити÷еские функöии: непрерывно
äифференöируеìые коне÷ное ÷исëо раз, непре-
рывные, разрывные. О÷евиäно, ÷то анаëити÷еская
функöия ϕ

i
(x), уäовëетворяþщая соотноøениþ (3),

ìожет соäержатü в своих разëожениях в степенные
ряäы ëиøü ÷ëены не ниже второй степени. При-
ìероì непрерывных и разрывных функöий, уäов-
ëетворяþщих этоìу соотноøениþ, сëужат непре-
рывные и разрывные функöии, ìоäуëü которых в
некоторой окрестности то÷ки x = 0 оãрани÷ен
сверху поëожитеëüно опреäеëенной кваäрати÷ной
форìой w(x), w(0) = 0, w(x) > 0 при x ≠ 0.
Возìущение правой ÷асти исхоäной систеìы

(2) буäеì рассìатриватü при иссëеäовании ãрубос-
ти в виäе суììы ëинейноãо A'x и неëинейноãо
ϕ
1
(x) возìущений. Соответственно возìущенная

систеìа иìеет сëеäуþщий виä:

 = Ax + ϕ(x) + A'x + ϕ
1
(x),  x ∈ Rn. (5)

Зäесü в кваäратной ìатриöе A' постоянные эëе-

ìенты , i, j = 1, 2, ..., n, которые с÷итаþтся äо-

стато÷но ìаëыìи при рассìотрении усëовий ãру-
бости. Коìпоненты ϕ

1i
(x), ϕ

1i
(0) = 0, i = 1, 2, ..., n

векторной функöии ϕ
1
(x) пустü явëяþтся функöи-

яìи, которые уäовëетворяþт усëовияì, анаëоãи÷-
ныì усëовияì (3):

 = 0,  i = 1, 2, ..., n. (6)

Поэтоìу рассìатривается øирокий кëасс неëи-
нейных возìущений ϕ

1i
(x), ëинейная ÷астü кото-
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рых равна нуëþ. Всякое понятие ãрубости исхоä-
ной систеìы по отноøениþ к рассìатриваеìоìу
кëассу возìущений ее правой ÷асти преäпоëаãает
äостато÷нуþ ìаëостü этих возìущений в заäанной
ìетрике; в настоящей статüе ìаëостü возìущений
рассìатривается в C-ìетрике (этоãо äостато÷но
äëя äоказатеëüства привеäенной äаëее теореìы).
Заìетиì, ÷то усëовия ϕ

i
(0) = 0, ϕ

1i
(0) = 0, i = 1,

2, ..., n, обеспе÷иваþщие наëи÷ие у систеì (2) и (5)
то÷ки равновесия x = 0, сëеäуþт соответственно из
усëовий (3) и (6).
При иссëеäовании усëовий ãрубости систеì (2)

в сìысëе сохранения характера устой÷ивости бу-
äеì исхоäитü из сëеäуþщеãо опреäеëения.

Определение. Неëинейная äинаìи÷еская систе-
ìа (2) явëяется ãрубой (в сìысëе сохранения ха-
рактера устой÷ивости ее то÷ки равновесия x = 0)
по отноøениþ к кëассу возìущений A'x + ϕ

1
(x),

характеризуþщихся теì, ÷то неëинейное возìу-
щение ϕ

1
(x) уäовëетворяет усëовиþ (6), а ëиней-

ное возìущение A' x иìеет äостато÷но ìаëые ко-
эффиöиенты ìатриöы A', есëи при ëþбых указан-
ных возìущениях характер устой÷ивости то÷ки
равновесия x = 0 возìущенной систеìы (5) оста-
ется такиì же, как у то÷ки равновесия x = 0 не-
возìущенной систеìы (2).♦
О÷евиäно, возìожны сëеäуþщие три варианта

со÷етания возìущений A'x и ϕ
1
(x) при рассìотре-

нии усëовий опреäеëенной выøе ãрубости: A'x ≠ 0,
ϕ
1
(x) ≠ 0; A'x ≠ 0, ϕ

1
(x) = 0; A' x = 0, ϕ

1
(x) ≠ 0. Ва-

риант A' x = 0, ϕ
1
(x) = 0 соответствует отсутствиþ

возìущений и поэтоìу не преäставëяет интереса.
Дëя всех трех вариантов привеäенная äаëее тео-
реìа äает äостато÷ные и необхоäиìые усëовия
ãрубости.
В опреäеëении иìеется в виäу ëиøü факт со-

хранения характера устой÷ивости (наприìер, есëи
то÷ка равновесия x = 0 невозìущенной систеìы
(2) асиìптоти÷ески устой÷ива иëи неустой÷ива, то
и то÷ка равновесия x = 0 возìущенной систеìы (5)
соответственно асиìптоти÷ески устой÷ива иëи не-
устой÷ива); при этоì в некоторых сëу÷аях фазовые
портреты систеì (2) и (5) ìоãут бытü топоëоãи÷ес-
ки неэквиваëентныìи в ëþбой окрестности то÷ки
x = 0.
Иìеþт ìесто сëеäуþщие äостато÷ные и необ-

хоäиìые усëовия ãрубости систеì (2) в сìысëе
äанноãо выøе опреäеëения.

Теорема. Нелинейная система (2) является по
отношению к рассматриваемому классу возмущений
A'x + ϕ

1
(x) грубой в смысле сохранения характера

устойчивости ее точки равновесия x = 0 тогда и
только тогда, если корни, соответствующие мат-
рице A, либо все расположены левее мнимой оси ком-
плексной плоскости, либо если хотя бы один корень
расположен правее этой оси при любом расположе-

нии остальных корней. В первом случае грубой явля-
ется асимптотически устойчивая нелинейная сис-
тема (2), во втором случае груба неустойчивая не-
линейная система (2). 

Доказатеëüство теореìы äано в Приëожении.

Из теореìы сëеäует, ÷то асиìптоти÷ески устой-
÷ивая неëинейная систеìа (2) ãруба тоãäа и тоëüко
тоãäа, есëи ее ëинеаризованная систеìа

 = Ax,  x ∈ Rn, (7)

асиìптоти÷ески устой÷ива, а неустой÷ивая систе-
ìа (2) ãруба тоãäа и тоëüко тоãäа, есëи ее ëинеари-
зованная систеìа (7) неустой÷ива всëеäствие на-
ëи÷ия у нее корней справа от ìниìой оси. Из те-
ореìы также сëеäует, ÷то неëинейная систеìа (2)
явëяется по отноøениþ к рассìатриваеìоìу кëас-
су возìущений неãрубой тоãäа и тоëüко тоãäа, есëи
среäи соответствуþщих ìатриöе A корней естü
корни на ìниìой оси, но при этоì нет корней
правее этой оси (корни ëевее оси ìоãут бытü). Рас-
поëожение корней, соответствуþщих ìатриöе A,
вне ìниìой оси явëяется, о÷евиäно, äостато÷ныì
усëовиеì ãрубости неëинейной систеìы (2).

Теореìы первоãо ìетоäа Ляпунова, как извест-
но, позвоëяþт суäитü о характере устой÷ивости
то÷ки равновесия x = 0 неëинейной систеìы

 = Ax + ψ(x),  x ∈ Rn (8)

по корняì, соответствуþщиì ìатриöе A (соот-
ветственно, по характеру устой÷ивости то÷ки рав-
новесия x = 0 ëинеаризованной систеìы (7)); при
этоì коìпоненты ψ

i
(x), i = 1, 2, ..., n функöии ψ(x)

с÷итаþтся принаäëежащиìи кëассу анаëити÷ес-
ких функöий, уäовëетворяþщих усëовиþ

 = 0,  i = 1, 2, ..., n, (9)

ибо по усëовиþ этих теореì явëяþтся анаëити÷ес-
киìи функöияìи, разëожение которых в степен-
ные ряäы соäержит ÷ëены не ниже второй степе-
ни. Заìетиì, ÷то усëовия указанных теореì ìожно
рассìатриватü не тоëüко как реäукöионные усëо-
вия, своäящие иссëеäование неëинейных систеì
(8) на устой÷ивостü к иссëеäованиþ ëинейных
систеì (7), но и как усëовия ãрубости (в сìысëе
сохранения характера устой÷ивости) ëинейных
систеì (7) по отноøениþ к кëассу неëинейных
анаëити÷еских возìущений ψ

i
(x), уäовëетворяþ-

щих усëовиþ (9). При äоказатеëüстве привеäенной
выøе теореìы испоëüзуется сëеäуþщая ëеììа,
обобщаþщая теореìы первоãо ìетоäа Ляпунова на
сëу÷ай, коãäа рассìатривается кëасс всех функöий
ψ
i
(x), уäовëетворяþщих усëовиþ (9), который зна-

÷итеëüно øире кëасса анаëити÷еских функöий
ψ
i
(x), рассìатриваеìых в первоì ìетоäе.

x
·

x
·

x 0→

lim
ψi x( )

x
--------------
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Лемма. Пусть скалярные нелинейные функции
ψ
i
(x), i = 1, 2, ..., n, являющиеся компонентами век-

торной функции ψ(x), входящей в правую часть не-
линейной системы (8), удовлетворяют соотношению
(9). Тогда достаточным и необходимым условием
асимптотической устойчивости точки равновесия
x = 0 нелинейной системы (8) при любых функциях
ψ
i
(x) рассматриваемого класса является отрица-

тельность вещественных частей всех корней, соот-
ветствующих матрице A, а достаточным и необхо-
димым условием неустойчивости точки равновесия
x = 0 при любых функциях ψ

i
(x) того же класса яв-

ляется положительность вещественной части хотя
бы одного корня, соответствующего матрице A.

Доказатеëüство ëеììы äано в Приëожении.
Усëовия ëеììы ìожно рассìатриватü как äоста-

то÷ные и необхоäиìые усëовия ãрубости (в сìысëе
сохранения характера устой÷ивости то÷ки равно-
весия x = 0) ëинейной систеìы (7) по отноøениþ
к øирокоìу кëассу неëинейных возìущений ψ(x),
коìпоненты которых уäовëетворяþт усëовиþ (9),
ибо, как сëеäует из ëеììы, при ëþбых возìуще-
ниях ψ(x) из этоãо кëасса характеры устой÷ивости
систеì (7) и (8) явëяþтся оäинаковыìи. О÷евиäно,
÷то äостато÷ныì и необхоäиìыì усëовиеì неãру-
бости ëинейной систеìы (7) по отноøениþ к не-
ëинейныì возìущенияì указанноãо кëасса явëяет-
ся распоëожение некоторых корней, соответствуþ-
щих ìатриöе А, на ìниìой оси при отсутствии
корней правее этой оси.
Привеäеì приìеры на приìенение теореìы.

Сна÷аëа рассìотриì сеìейство неëинейных систеì

 = x
2
 + ϕ

1
(x

1
, x

2
, x

3
),   = –x

1
 + ϕ

2
(x

1
, x

2
, x

3
),

 = x
3
 + ϕ

3
(x

1
, x

2
, x

3
), ..., (10)

ãäе ϕ
1
, ϕ

2
 и ϕ

3
 — ëþбые скаëярные неëинейные

функöии, уäовëетворяþщие усëовияì (3). То÷кой
равновесия ëþбой систеìы сеìейства явëяется то÷-

ка x = 0. Так как ëинеаризованной систеìе  = x
2
,

 = –x
1
,  = x

3
 соответствует коренü справа от

ìниìой оси (при äвух äруãих сопряженных корнях
на этой оси), то соãëасно теореìе ëþбая систеìа
сеìейства (10) буäет ãрубой в сìысëе сохранения
характера устой÷ивости ее то÷ки равновесия x = 0
по отноøениþ к рассìатриваеìыì возìущенияì.
Иссëеäуеì теперü неëинейнуþ систеìу

 = –x
2
 + ,   = x

1
 + ,   = –x

3
 + x

1
x
2
.

То÷ка x = 0 явëяется то÷кой равновесия этой

систеìы. Неëинейные функöии ,  и x
1
x
2
 ана-

ëити÷еские, и степенü кажäой из них не ниже
второй. Поэтоìу эти функöии уäовëетворяþт ус-

ëовиþ (3). Линеаризованной систеìе  = –x
2
,

= –x
1
,  = –x

3
 соответствуþт äва сопряжен-

ных корня на ìниìой оси и оäин коренü сëева от
нее. При такоì распоëожении корней соãëасно те-
ореìе рассìатриваеìая неëинейная систеìа явëя-
ется неãрубой.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ввеäено понятие ãрубости в сìысëе сохранения
характера устой÷ивости äëя неëинейных äинаìи-
÷еских систеì произвоëüноãо поряäка ëяпуновс-
коãо типа. Дëя автоноìных систеì такоãо типа по-
ëу÷ены äостато÷ные и необхоäиìые усëовия ãру-
бости при весüìа øирокоì кëассе возìущений
правой ÷асти систеìы.
Актуаëüная заäа÷а äаëüнейøих иссëеäований

состоит в поëу÷ении анаëоãи÷ных усëовий ãрубос-
ти äëя неавтоноìных неëинейных äинаìи÷еских
систеì произвоëüноãо поряäка.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Доказательство леммы. Достаточность. Сна÷аëа пока-
жеì, ÷то отриöатеëüностü вещественных ÷астей всех корней,
соответствуþщих ìатриöе A, явëяется äостато÷ныì усëовиеì
асиìптоти÷еской устой÷ивости то÷ки равновесия x = 0 неëи-
нейной систеìы (8) при ëþбых функöиях ψ

i
(x), уäовëетворя-

þщих усëовиþ (9). Как известно [9], есëи все корни, соот-
ветствуþщие ìатриöе A, иìеþт отриöатеëüные вещественные
÷асти, то реøениеì уравнения в ÷астных произвоäных

(a
i1
x
1
 + a

i2
x
2
 + ... + a

in
x
n
)  = ||x||2,  ||x||2 = , (11)

явëяется отриöатеëüно опреäеëенная кваäрати÷ная форìа V
переìенных x

1
, x

2
, ..., x

n
. Левая ÷астü уравнения (11) явëяется

произвоäной от неизвестной функöии V(x) в сиëу ëинейной
систеìы (7). О÷евиäно, ÷то произвоäная в сиëу неëинейной
систеìы (8) от отриöатеëüно опреäеëенной форìы V иìеет виä

= ||x||2 + ψ
i
(x).

Преобразуеì это соотноøение, ÷тобы äоказатеëüство äо-
стато÷ности оказаëосü возìожныì при ëþбых функöиях ψ

i
(x),

уäовëетворяþщих усëовияì (9):

 = ||x||2 . (12)

Покажеì, ÷то в кажäой то÷ке некоторой äостато÷но ìа-
ëой окрестности то÷ки x = 0 зна÷ение ìоäуëя второãо ÷ëена в
кваäратной скобке ìенüøе еäиниöы (это озна÷ает опреäеëен-
нуþ поëожитеëüностü произвоäной dV/dt). Действитеëüно, так
как V — кваäрати÷ная форìа, то кажäая из произвоäных
∂V/∂x

i
, i = 1, 2, ..., n, преäставëяет собой 1-форìу (оäнороä-

ный ìноãо÷ëен первой степени), и поэтоìу ìоäуëü зна÷ения
кажäоãо из выражений (∂V/∂x

i
)(1/||x ||), i = 1, 2, ..., n, оãрани-

÷ен в ëþбой окрестности то÷ки x = 0. Но в сиëу усëовия (9)
окрестностü то÷ки x = 0 ìожно выбратü так, ÷тобы зна÷ения
функöий ψ

i
(x)/||x||, i = 1, 2, ..., n, быëи в этой окрестности

стоëü ìаëы, ÷то при этоì зна÷ение ìоäуëя второãо ÷ëена в
кваäратной скобке соотноøения (12) ìенüøе еäиниöы. Тоãäа
при ëþбоì зна÷ении этоãо второãо ÷ëена выражение в кваä-
ратной скобке буäет в указанной окрестности поëожитеëüной
функöией, а произвоäная dV/dt буäет, о÷евиäно, опреäеëенно
поëожитеëüной функöией. Но так как при этоì функöия V
опреäеëенно отриöатеëüна, то соãëасно второìу ìетоäу Ляпу-

x·1 x·2

x·3

x·1

x·2 x·3

x·1 x3
2

x·2 x3
3

x·3

x3
2

x3
3

x·1

x·2 x·3

i 1=

n

∑
V∂

x
i

∂
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i 1=

n
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V∂

t∂
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i 1=

n

∑
V∂

x
i

∂
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V∂

t∂
------ 1 V∂

x
i

∂
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1
x
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ψ
i
x( )

x
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i 1=
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нова то÷ка равновесия x = 0 неëинейной систеìы (8) буäет
асиìптоти÷ески устой÷ива (при ëþбой функöии ψ(x), уäов-
ëетворяþщей усëовиþ (9)).

Покажеì теперü, ÷то поëожитеëüностü вещественных ÷ас-
тей некоторых корней, соответствуþщих ìатриöе A, явëяется
äостато÷ныì усëовиеì неустой÷ивости то÷ки равновесия x = 0
неëинейной систеìы (8). Как известно [9, 10], в сëу÷ае наëи-
÷ия таких корней äëя уравнения в ÷астных произвоäных

(a
i1
x
1
 + a

i2
x
2
 + ... + a

in
x
n
)  = ||x||2 + λV

обязатеëüно найäутся кваäрати÷ная форìа V(x) и поëожи-
теëüное ÷исëо λ, которые уäовëетворяþт этоìу уравнениþ, и
при этоì форìа V(x) в скоëü уãоäно ìаëой окрестности то÷ки
x = 0 приниìает поëожитеëüные зна÷ения. Беря произвоäнуþ
от этой форìы по вреìени в сиëу неëинейной систеìы (8),
поëу÷аеì

 = λV + W(x), (13)

ãäе

W(x) = ||x||2 + ψ
i
(x) = ||x||2 .

Ранее, при рассìотрении сëу÷ая, коãäа вещественные ÷ас-
ти всех корней, соответствуþщих ìатриöе A, отриöатеëüны,
быëо показано, ÷то функöия W(x) опреäеëенно поëожитеëüна
при ëþбых функöиях ψ

i
(x), уäовëетворяþщих усëовиþ (9). Но

тоãäа форìа V(x), произвоäная которой в сиëу систеìы (8)
привоäится к виäу (13), буäет уäовëетворятü усëовияì второй
теореìы о неустой÷ивости пряìоãо ìетоäа Ляпунова [9]. Сëе-
äоватеëüно, то÷ка равновесия x = 0 неëинейной систеìы (8)
буäет неустой÷ивой при ëþбых функöиях ψ

i
(x), уäовëетворя-

þщих усëовиþ (9).
Необходимость. Итак, äостато÷ное усëовие тоãо, ÷то при

ëþбых функöиях ψ
i
(x), уäовëетворяþщих усëовиþ (9), о ха-

рактере устой÷ивости то÷ки равновесия x = 0 неëинейной
систеìы (8) ìожно суäитü по характеру устой÷ивости то÷ки
равновесия x = 0 ëинейной систеìы (7), закëþ÷ается в тоì,
÷то корни, соответствуþщие ìатриöе A, ëибо все распоëоже-
ны ëевее ìниìой оси, ëибо некоторые из них распоëожены
правее этой оси. Дëя äоказатеëüства, ÷то это усëовие явëяется
и необхоäиìыì, наäо показатü, ÷то при иноì распоëожении
корней (нет корней справа от ìниìой оси и иìеþтся корни
на ìниìой оси) суäитü о характере устой÷ивости неëинейной
систеìы (8) по характеру устой÷ивости ëинейной систеìы (7)
при ëþбой функöии ψ

i
(x), уäовëетворяþщей усëовиþ (9), не-

ëüзя, ибо при такоì иноì распоëожении корней функöии ψ
i
(x)

всеãäа ìожно поäобратü так, ÷тобы то÷ка равновесия x = 0
неëинейной систеìы (8) быëа устой÷ивой иëи неустой÷ивой
по жеëаниþ. Такое äоказатеëüство äано в работе [9, с. 344]
(сì. также работы [10, 11]); при этоì äоказатеëüстве нужные
функöии поäбираþтся из таких анаëити÷еских функöий, ко-
торые вхоäят в кëасс всех функöий ψ

i
(x), уäовëетворяþщих

усëовиþ (9), так как разëожение этих анаëити÷еских функöий
в степенные ряäы соäержит ÷ëены не ниже второй степени.
Леììа äоказана.

Доказательство теоремы. Достаточность. Покажеì, ÷то
при усëовии теореìы на распоëожение корней, соответствуþ-
щих ìатриöе A, характер устой÷ивости то÷ки равновесия x = 0
систеì (2) и (5) оäинаков при ëþбых рассìатриваеìых (сì.
опреäеëение) возìущениях A' x, ϕ

1
(x) в ëþбых их со÷етаниях:

A' x ≠ 0, ϕ
1
(x) ≠ 0; A' x ≠ 0, ϕ

1
(x) = 0; A' x = 0, ϕ

1
(x) ≠ 0.

По усëовияì теореìы корни, соответствуþщие ìатриöе A,
ëибо все ëежат ëевее ìниìой оси (тоãäа ëинейная систеìа (7)
асиìптоти÷ески устой÷ива), ëибо среäи этих корней иìеþтся
корни, распоëоженные правее этой оси (тоãäа систеìа (7) не-
устой÷ива). При изìенении коэффиöиентов ìатриöы A соот-
ветствуþщие ей корни изìеняþтся непрерывно [12]. Поэтоìу
есëи корни, соответствуþщие ìатриöе A, все ëежат ëевее ìни-
ìой оси, то при ëþбых äостато÷но ìаëых эëеìентах ìатри-

öы A' корни, соответствуþщие ìатриöе A + A', также все бу-
äут распоëожены ëевее ìниìой оси. Сëеäоватеëüно, то÷ки
равновесия x = 0 ëинейных систеì (7) и

 = (A + A')x,  x ∈ Rn (14)

буäут асиìптоти÷ески устой÷ивыìи. Но тоãäа соãëасно ëеì-
ìе асиìптоти÷ески устой÷ивыìи буäут то÷ки равновесия не-
ëинейных систеì (2) и (5), ибо соответствуþщие этиì систе-
ìаì неëинейные функöии ϕ(x) и ϕ(x) + ϕ

1
(x) не ìеняþт со-

ãëасно ëеììе характер устой÷ивости то÷ки равновесия x = 0.
Заìетиì, ÷то коìпоненты ψ

i
 = ϕ

i
 + ϕ

i1
, i = 1, 2, ..., n, функ-

öии ψ = ϕ + ϕ
1
 уäовëетворяþт усëовиþ (9), ибо

 =  +  = 0,  i = 1, 2, ..., n,

есëи у÷итыватü усëовия (3) и (6).
Есëи же среäи корней, соответствуþщих ìатриöе A, иìе-

þтся корни, ëежащие правее ìниìой оси, то при ëþбых äо-
стато÷но ìаëых коэффиöиентах ìатриöы A' ÷исëо правых
корней, соответствуþщих ìатриöе A + A', останется пре-
жниì в сиëу непрерывной зависиìости корней от эëеìентов
ìатриöы. Поэтоìу то÷ки равновесия x = 0 ëинейных систеì
(7) и (14) буäут неустой÷ивыìи. Сëеäоватеëüно, на основании
ëеììы неустой÷ивыìи буäут то÷ки равновесия x = 0 неëи-
нейных систеì (2) и (5), ибо соãëасно ëеììе неëинейные
функöии ϕ(x) и ϕ(x) + ϕ

1
(x) не ìоãут изìенитü характера ус-

той÷ивости то÷ки равновесия x = 0.
Такиì образоì, при усëовиях теореìы характер устой÷и-

вости неëинейных систеì (2) и (5) при ëþбых рассìатривае-
ìых возìущениях остается оäинаковыì. Достато÷ностü äо-
казана.

Необходимость. Наäо äоказатü, ÷то есëи характер устой÷и-
вости то÷ки равновесия x = 0 систеì (2) и (5) оäинаков при
ëþбых возìущениях A' x, ϕ

1
(x) в ëþбоì их со÷етании (A' x ≠ 0,

ϕ
1
(x) ≠ 0; A' x ≠ 0, ϕ

1
(x) = 0; A' x = 0, ϕ

1
(x) ≠ 0), то распоëоже-

ние корней, соответствуþщих ìатриöе A ëинеаризованной
систеìы (7), ìожет бытü тоëüко такиì, которое соответствует
усëовияì теореìы (ëибо все корни распоëожены сëева от ìни-
ìой оси, ëибо хотя бы оäин коренü распоëожен справа от нее).

Дëя этоãо сëеäует äоказатü, ÷то при иноì распоëожении
корней (нет корней справа, обязатеëüно естü корни на ìни-
ìой оси и при этоì ìоãут бытü корни сëева от нее), соответс-
твуþщих ìатриöе A, при возìущениях A' x ≠ 0 существует äо-
стато÷но ìаëое возìущение A' ìатриöы A, а при возìущении
A' x = 0 найäется неëинейное возìущение ϕ

1
(x), при которых

характер устой÷ивости то÷ки равновесия x = 0 систеì (2) и (5)
буäет разëи÷ныì. Доказатеëüство привеäеì отäеëüно äëя сëу-
÷ая, коãäа A' x ≠ 0 (A' x ≠ 0, ϕ

1
(x) ≠ 0; A' x ≠ 0, ϕ

1
(x) = 0), и äëя

сëу÷ая, коãäа A' x = 0, ϕ
1
(x) ≠ 0. В обоих сëу÷аях исхоäиì из

тоãо, ÷то среäи корней, соответствуþщих ìатриöе A, нет кор-
ней справа от ìниìой оси, но естü корни на ìниìой оси.

На÷неì с äоказатеëüства äëя первоãо сëу÷ая, т. е. äока-
жеì, ÷то при указанноì иноì распоëожении корней, соот-
ветствуþщих ìатриöе A, найäется äостато÷но ìаëое возìуще-
ние A' этой ìатриöы, при котороì характер устой÷ивости
систеì (2) и (5) буäет разëи÷атüся. Преобразуеì такуþ ìатри-
öу A в жорäанову ìатриöу J. Матриöы A и J поäобны, т. е.

существует неособая ìатриöа P такая, ÷то A = P–1
JP [13]; поэ-

тоìу корни, соответствуþщие ìатриöаì A и J оäинаковы [13].
Так как характер устой÷ивости ëинейной систеìы (7)

= Ax опреäеëяется не тоëüко характеристи÷ескиìи корня-
ìи ìатриöы A, но и виäоì ее ìатриöы Жорäана J, то харак-
теры устой÷ивости систеìы (7) и норìаëüной систеìы урав-

нений  = Jx, соответствуþщей ìатриöе J, оäинаковы.
Матриöа J, как и ëþбая жорäанова ìатриöа, иìеет бëо÷-

но-äиаãонаëüный виä, а эëеìенты бëоков записываþтся ÷ерез
параìетры корней, соответствуþщих ìатриöе J (а, сëеäова-
теëüно, и ìатриöе A). Есëи в бëоках ìатриöы J скоëü уãоäно
ìаëо изìенитü параìетры этих корней, то, о÷евиäно, новыì
корняì буäет соответствоватü äруãая жорäанова ìатриöа J

1
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эëеìенты которой скоëü уãоäно бëизки к соответствуþщиì
эëеìентаì ìатриöы J.

Существует сеìейство {A
1
} ìатриö A

1
 поäобных ìатриöе

J
1
, ибо кажäой неособой ìатриöе T из сеìейства {T} всех не-

особых ìатриö соответствует ìатриöа A
1
 = T–1

J
1
T, по опреäе-

ëениþ поäобная ìатриöе J
1
. Всëеäствие такоãо поäобия ìат-

риöе J
1
 и всеì ìатриöаì A

1
 сеìейства {A

1
} соответствуþт оäи-

наковые корни (они по усëовиþ выбора ìатриöы J
1
 скоëü

уãоäно ìаëо отëи÷аþтся от корней, соответствуþщих ìатри-
öаì J и A); о÷евиäно, ÷то характер устой÷ивости ëинейной

систеìы  = J
1
x и всех систеì  = A

1
x, A

1
 ∈ {A

1
} оäинаков.

Покажеì, ÷то среäи ìатриö сеìейства {A
1
} найäется такая

ìатриöа A
1
, ÷то ее коэффиöиенты скоëü уãоäно ìаëо отëи÷а-

þтся от коэффиöиентов ìатриöы A, т. е. ìатриöу A
1
 ìожно

преäставитü как A
1
 = A + A', ãäе эëеìенты ìатриöы A' скоëü

уãоäно ìаëые. Дëя этоãо воспоëüзуеìся неособой ìатриöей
T = P из сеìейства {T}, ãäе P — неособая ìатриöа, которая

обеспе÷иваëа поäобие ìатриö J и A = P–1
JP. С поìощüþ этой

ìатриöы P поëу÷иì ìатриöу A
1
 = P–1

J
1
P, поäобнуþ ìатриöе

J
1
; корни ìатриö A

1
 и J

1
, о÷евиäно, оäинаковы. Так как при

поëу÷ении ìатриö A = P–1
JP и A

1
 = P–1

J
1
P испоëüзуется оäна

и та же неособая ìатриöа P, а корни, соответствуþщие жор-
äановыì ìатриöаì J и J

1
, отëи÷аþтся скоëü уãоäно ìаëо, то

эëеìенты ìатриöы A
1
 буäут скоëü уãоäно ìаëо отëи÷атüся от

эëеìентов ìатриöы A и, сëеäоватеëüно, существует такая ìат-
риöа A' со скоëü уãоäно ìаëыìи эëеìентаìи, ÷то A

1
 = A + A'.

Покажеì теперü, ÷то при ëþбоì характере устой÷ивости
то÷ки равновесия x = 0 неëинейной систеìы (2) среäи всех
ìатриö A' со скоëü уãоäно ìаëыìи эëеìентаìи найäется такая
ìатриöа A', ÷то характер устой÷ивости то÷ки равновесия x = 0
возìущенной систеìы (5) буäет отëи÷атüся от характера ус-
той÷ивости то÷ки равновесия x = 0 невозìущенной систеìы
(2). Дëя этоãо покажеì, ÷то рассìатриваеìое при äоказатеëü-
стве необхоäиìости распоëожение корней (нет корней спра-
ва от ìниìой оси, обязатеëüно естü корни на ìниìой оси),
соответствуþщих ìатриöе A, таково, ÷то при ëþбоì характере
устой÷ивости то÷ки равновесия x = 0 систеìы (2) ìожно ука-
затü такое скоëü уãоäно ìаëое изìенение этих корней (с öеëüþ
поëу÷ения ìатриö J

1
 и A

1
) и, сëеäоватеëüно, соãëасно äоказан-

ноìу выøе, указатü такое скоëü уãоäно ìаëое возìущение A'
ìатриöы A, ÷тобы характер устой÷ивости то÷ки равновесия

x = 0 ëинейной систеìы  = (A + A' )x обеспе÷иваë разëи÷ие
характеров устой÷ивости то÷ек равновесия систеì (2) и (5).

Действитеëüно, рассìатриваеìые наìи корни, соответс-
твуþщие ìатриöе A ëинейной систеìы (7), таковы, ÷то эта
систеìа ëибо неасиìптоти÷ески устой÷ива (всеì корняì на
ìниìой оси соответствуþт простые эëеìентарные äеëитеëи и
ìоãут бытü иëи не бытü корни сëева от ìниìой оси), ëибо
неустой÷ива (естü кратные нуëевые иëи ìниìые корни, кото-
рыì соответствуþт непростые эëеìентарные äеëитеëи и ìоãут
бытü иëи не бытü корни сëева от ìниìой оси). Есëи в ëþбоì
из этих äвух сëу÷аев неëинейная систеìа (2) неасиìптоти÷ес-
ки устой÷ива, то äостато÷но скоëü уãоäно ìаëо сäвинутü
вправо все иëи ÷астü нахоäящихся на ìниìой оси корней, со-
ответствуþщих ìатриöаì J и A, ÷тобы по äоказанноìу выøе
наøëосü такое скоëü уãоäно ìаëое возìущение A' ìатриöы A,

÷то систеìа (14)  = (A + A' )x буäет неустой÷ивой. Но тоãäа
соãëасно ëеììе при у÷ете неëинейных ÷ëенов ϕ(x), ϕ

1
(x) в

правой ÷асти систеìы (5) буäет неустой÷ивой и эта систеìа.
Друãиìи сëоваìи при неасиìптоти÷еской устой÷ивости сис-
теìы (2) существует скоëü уãоäно ìаëое возìущение A'x в
правой ÷асти систеìы (5), которое привоäит к разëи÷иþ ха-
рактеров устой÷ивости систеì (2) и (5). Есëи же в ëþбоì из
äвух рассìатриваеìых сëу÷аев неëинейная систеìа (2) неус-
той÷ива, то äостато÷но все нахоäящиеся на ìниìой оси кор-

ни, соответствуþщие ìатриöе A, скоëü уãоäно ìаëо сäвинутü
вëево, ÷тобы наøëосü скоëü уãоäно ìаëое возìущение A' ìат-
риöы A, при котороì систеìа (14) и, сëеäоватеëüно, соãëасно
ëеììе систеìа (5) буäут асиìптоти÷ески устой÷ивыìи, т. е.
при неустой÷ивости систеìы (2) также существует скоëü уãоä-
но ìаëое возìущение A' x в правой ÷асти систеìы (5), при ко-
тороì разëи÷ны характеры устой÷ивости систеì (2) и (5). На-
конеö, есëи при ëþбоì из äвух рассìатриваеìых сëу÷аев сис-
теìа (2) асиìптоти÷ески устой÷ива, то äостато÷но скоëü уãоä-
но ìаëо сäвинутü вправо все иëи ÷астü нахоäящихся на ìни-
ìой оси корней, соответствуþщих ìатриöе A, ÷тобы наøëосü
скоëü уãоäно ìаëое возìущение A' ìатриöы A, при котороì
систеìы (14) и (5) буäут неустой÷ивыìи. Сëеäоватеëüно, и
при асиìптоти÷еской устой÷ивости систеìы (2) существует
скоëü уãоäно ìаëое возìущение A' x, при котороì характеры
устой÷ивости систеì (2) и (5) разëи÷ны.

Остаëосü äоказатü, ÷то во второì сëу÷ае, коãäа A' x = 0,
ϕ
1
(x) ≠ 0, при распоëожении корней, соответствуþщих ìат-

риöе A, отëи÷ноì от их распоëожения, требуеìоãо усëовия-
ìи теореìы, существует неëинейное возìущение ϕ

1
(x), при

котороì характер устой÷ивости систеì (2)  = Ax + ϕ(x) и (5)

 = Ax + ϕ(x) + ϕ
1
(x) буäет разëи÷ныì.

Дëя äоказатеëüства приìениì теореìу Ляпунова [9, с. 344],
которая испоëüзоваëасü при äоказатеëüстве необхоäиìости ус-
ëовий ëеììы. Соãëасно этой теореìе функöиþ ψ(x) = ϕ(x) +
+ ϕ

1
(x), а, сëеäоватеëüно, и функöиþ ϕ

1
(x) = ψ(x) – ϕ(x) в

правой ÷асти систеìы (5) всеãäа ìожно выбратü так, ÷тобы
то÷ка равновесия x = 0 этой систеìы быëа устой÷ивой иëи
неустой÷ивой по жеëаниþ. Поэтоìу всеãäа существует функ-
öия ϕ

1
(x), которая обеспе÷ивает отëи÷ие характеров устой÷и-

вости то÷ек равновесия x = 0 систеì (2) и (5), у÷итывая, ÷то
характер устой÷ивости то÷ки равновесия x = 0 систеìы (2) не
зависит от выбора возìущаþщей функöии ϕ

1
(x). Необхоäи-

ìостü äоказана.
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