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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Совреìенные систеìы интерактивноãо форìи-
рования äоказатеëüств вынужäаþт поëüзоватеëя
строитü поëные äоказатеëüства, ÷то неприеìëеìо
в нау÷ной äеятеëüности. В настоящей статüе, яв-
ëяþщейся проäоëжениеì работы [1], ввоäится ìо-
äеëü интуитивноãо äоказатеëüства и рассìатрива-
þтся ìеханизìы еãо интерактивноãо форìирова-
ния и обеспе÷ения еãо правиëüности.

1. ÌÎÄÅËÜ ÈÍÒÓÈÒÈÂÍÎÃÎ ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÀ

В äанной работе выäеëены сëеäуþщие типы
интуитивных äоказатеëüств (ИД), встре÷аþщихся
в ìатеìати÷еской (в тоì ÷исëе и у÷ебной) ëите-
ратуре:

— äоказатеëüство öеëевоãо утвержäения с по-
ìощüþ конкретизаöии (заìены переìенных на
некоторые терìы) некотороãо äруãоãо утвержäе-
ния («сëеäует из утвержäения ..., есëи поëожитü ...
равныì ...»);

— äоказатеëüство öеëевоãо утвержäения, иìе-
þщеãо форìу иìпëикаöии («f

1
 ⇒ f

2
»), основанное

на теореìе äеäукöии («пустü f
1
; покажеì, ÷то f

2
»);

—  «äоказатеëüство о÷евиäно»;

— вывоä öеëевоãо утвержäения, т. е. посëеäо-
ватеëüностü øаãов, на кажäоì из которых в ка÷ес-
тве резуëüтата поëу÷ается ëоãи÷еское сëеäствие
из уже äоказанных утвержäений, онтоëоãи÷еских
знаний и преäпоëожений, при÷еì на посëеäнеì
øаãе резуëüтатоì явëяется öеëевое утвержäение;

— äекоìпозиöия öеëевоãо утвержäения, т. е.
заìена öеëевоãо утвержäения на ìножество ут-
вержäений (коìпонентов äекоìпозиöии), ëоãи-
÷ескиì сëеäствиеì конъþнкöии которых явëяется
öеëевое утвержäение, и äоказатеëüство этих ут-
вержäений («äëя äоказатеëüства äанноãо утверж-
äения äостато÷но äоказатü, ÷то ...»);

— äекоìпозиöия преäпоëожения, т. е. заìена
исхоäноãо преäпоëожения ìножествоì новых
преäпоëожений (коìпонентов äекоìпозиöии преä-
поëожения), äизъþнкöия которых равносиëüна
исхоäноìу преäпоëожениþ, и äоказатеëüство öе-
ëевоãо утвержäения при кажäоì из этих новых
преäпоëожений;

— структурное äоказатеëüство, иìеþщее виä
посëеäоватеëüности утвержäений вìесте с их äо-
казатеëüстваìи, которые испоëüзуþтся äëя äока-
затеëüства öеëевоãо утвержäения («сна÷аëа äока-
жеì, ÷то ...; затеì äокажеì, ÷то ...; ...; наконеö, äо-
кажеì, ÷то ...»);

— ìоäуëüное äоказатеëüство (ìножество ëеìì
вìесте с äоказатеëüстваìи, которые выносятся из
основноãо äоказатеëüства);
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— указание на анаëоãиþ с äруãиì äоказатеëüс-
твоì («äоказатеëüство анаëоãи÷но äоказатеëüству
утвержäения ...»);

— указание на анаëоãиþ с äруãиì äоказатеëüс-
твоì в ка÷естве эвристики äëя построения äоказа-
теëüства («рассужäая так же, как и при äоказатеëü-
стве ...»).

Моäеëü ИД — это инфорìаöия об ИД, по ко-
торой ìожно восстановитü поëное форìаëüное äо-
казатеëüство. Моäеëü ИД состоит из внеøней и
внутренней ÷астей, внеøняя ÷астü состоит из объ-
ектов выбора и форìирования, а внутренняя — из
вы÷исëяеìых и вспоìоãатеëüных объектов. Кроìе
тоãо, коìпонентаìи ìоäеëи ИД ìоãут бытü äруãие
ìоäеëи ИД. Интерактивное построение ìоäеëи
ИД состоит в построении ее внеøней ÷асти (÷ерез
выбор из списков и форìирование с поìощüþ ре-
äакторов) и ее коìпонентов; систеìные проöессы
äоëжны вы÷исëятü вы÷исëяеìые объекты ее внут-
ренней ÷асти и (возìожно, с у÷астиеì интеãрато-
ров) форìироватü поëные äоказатеëüства вспоìо-
ãатеëüных утвержäений.

Есëи ИД естü «утвержäение p
1
 сëеäует из ут-

вержäения p
2
 при поäстановке θ», то внеøняя

÷астü ìоäеëи ИД пуста, вы÷исëяеìыìи объектаìи
ее внутренней ÷асти явëяþтся p

2
 и θ, а вспоìоãа-

теëüныìи — утвержäения о тоì, ÷то зна÷ения пе-
реìенных в поäстановке θ вхоäят в обëасти зна÷е-
ний этих переìенных.

Пример 1. Ввеäеì переìенные x: посëеäоватеëüности, a, p:
R, N: I[1, ×), n: I[N, ×). Утвержäение

limx = a & a > 0 ⇒ ∃ N: ∀ n: x(n) > 0 (1)

сëеäует из утвержäения

limx = a & a > p ⇒ ∃ N: ∀ n: x(n) > p, (2)

нахоäящеãося в базе знаний, при поäстановке θ = (p/0). Ин-
туитивное äоказатеëüство утвержäения (1) строится без у÷ас-
тия иссëеäоватеëя: в базе знаний ищется утвержäение (2), в
проöессе поиска вы÷исëяется поäстановка θ. Форìируется
вспоìоãатеëüное утвержäение 0 ∈ R. ♦

Моäеëü ИД утвержäения виäа f
1
 ⇒ f

2
 совпаäает

с ìоäеëüþ ИД утвержäения f
2
 в преäпоëожении,

÷то справеäëиво f
1
.

Пример 2. Первый øаã построения ИД утвержäения (2)
выпоëняется без у÷астия иссëеäоватеëя: пустü

limx = a (3)
и

a > p; (4)
покажеì, ÷то

∃ N: ∀ n: x(n) > p. (5)♦

Есëи ИД естü «äоказатеëüство утвержäения p
о÷евиäно», то внеøняя ÷астü ìоäеëи ИД пуста, а
p становится вспоìоãатеëüныì утвержäениеì ее
внутренней ÷асти.

Пример 3. Есëи при построении ИД утвержäения

x → × ⇔ |x| → +× (6)

иссëеäоватеëü выбирает аëüтернативу «äоказатеëüство о÷евиä-
но», то утвержäение (6) становится вспоìоãатеëüныì (оно
äоëжно бытü äоказано без у÷астия иссëеäоватеëя). ♦

Есëи ИД утвержäения p естü вывоä, то ìоäеëü
ИД естü посëеäоватеëüностü ìоäеëей øаãов этоãо
вывоäа. Возìожны äва варианта ìоäеëи øаãа
вывоäа.

В первоì варианте объектаìи выбора внеøней
÷асти ìоäеëи øаãа вывоäа явëяþтся пропозиöи-
онаëüные тавтоëоãии виäа (v

1
: L) ... (v

m
: L) f

1
 & ...

& f
k
 ⇒ f, ìатеìати÷еские утвержäения виäа

(v
1
: t

1
)...(v

m
: t

m
)f

1 
& ... & f

k
 ⇒ f иëи ìетаìатеìати÷ес-

кие аксиоìы виäа (v
1
: t

1
)...(v

m
: t

m
)MF

1 
& ... & MF

k
 ⇒

⇒ MF, а также зна÷ения посыëок , ..., , вы-

÷исëяеìыìи объектаìи ее внутренней ÷асти — f'
(резуëüтат øаãа вывоäа) и θ = (v

1
/tt

1
, ..., v

m
/tt

m
)

(поäстановка, при которой выпоëняëся øаã выво-
äа), а вспоìоãатеëüныìи объектаìи явëяþтся ут-
вержäения tt

1
 ∈ t

1
, ..., tt

m
 ∈ t

m
.

Во второì варианте объектаìи форìирования
внеøней ÷асти ìоäеëи øаãа вывоäа явëяþтся зна-

÷ения посыëок , ..., , и резуëüтат øаãа f ', а

вспоìоãатеëüныì утвержäениеì ее внутренней

÷асти — утвержäение  & ... &  ⇒ f '.

Пример 4. Интуитивное äоказатеëüство утвержäения (5) в
преäпоëожениях (3) и (4) строится как вывоä из äвух øаãов:
1) (второй вариант øаãа вывоäа) из зна÷ения первой посыëки
(3) сëеäует

∃N: ∀n: x(n) > a – (a – p) (7)

(резуëüтат øаãа); форìируется вспоìоãатеëüное утвержäение:
преäеë (x, a) ⇒ ∃N: ∀n: x(n) > a – (a – p); 2) (первый вариант
øаãа вывоäа) испоëüзуеì ìетаìатеìати÷ескуþ аксиоìу (при-
нöип заìены равных терìов в форìуëах)

t
1
 = t

2
 & f |-t

1
-| Þ f |-t

2
-| (8)

и утвержäение из базы знаний (r
1
: R, r

2
: R)r

1
 – (r

1
 – r

2
) = r

2

(зна÷ение первой посыëки). Из зна÷ения второй посыëки (7)
поëу÷иì утвержäение (5) (резуëüтат øаãа). На этоì øаãе вы-
÷исëяется поäстановка θ = (t

1
/r

1
 – (r

1
 – r

2
), t

2
/r

2
, f/ ∃N: ∀n:

x(n) > a – (a – p), r
1
/a, r

2
/p). Вспоìоãатеëüные утвержäения на

этоì øаãе не форìируþтся, поскоëüку обëасти зна÷ений пе-
реìенных r

1
, a, r

2
 и p совпаäаþт. ♦

Есëи ИД утвержäения f' естü äекоìпозиöия, то
возìожны äва варианта.

В первоì варианте объектоì выбора внеøней
÷асти ìоäеëи ИД явëяþтся пропозиöионаëüные
тавтоëоãии виäа (v

1
: L) ... (v

m
: L) f

1
 & ... & f

k
 ⇒ f,

ìатеìати÷еские утвержäения виäа (v
1
: t

1
)...(v

m
: t

m
)

f
1
 & ... & f

k
 ⇒ f иëи ìетаìатеìати÷еские аксиоìы

виäа (v
1
: t

1
)...(v

m
: t

m
) MF

1
 & ... & MF

k
 ⇒ MF, вы÷ис-

ëяеìыìи объектаìи ее внутренней ÷асти — ут-

вержäения коìпонентов äекоìпозиöии , ..., 

и поäстановка θ = (v
1
/tt

1
,..., v

m
/tt

m
), а вспоìоãатеëü-

ныìи объектаìи — утвержäения tt
1
 ∈ t

1
, ..., tt

m
 ∈ t

m
.

Во второì варианте объектаìи форìирования
внеøней ÷асти ìоäеëи ИД явëяþтся утвержäения

коìпонентов äекоìпозиöии , ..., , а вспоìо-

ãатеëüныì объектоì ее внутренней ÷асти — ут-

f1' fk'

f1' fk'

f1' fk'

f1' fk'

f1' fk'
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вержäение  & ... &  ⇒ f '. В обоих вариантах

коìпонентаìи ìоäеëи ИД утвержäения f ' явëяþт-

ся ìоäеëи ИД утвержäений , ..., .

Пример 5. Интуитивное äоказатеëüство утвержäения

посëеäоватеëüности ≠ ∅ (9)

строится как äекоìпозиöия из äвух øаãов: 1) (первый вариант)
испоëüзуется ìетаìатеìати÷еская аксиоìа (8), опреäеëение
посëеäоватеëüности = I[1, ×) → R в ка÷естве зна÷ения ее пер-
вой посыëки, и утвержäение (9) в ка÷естве зна÷ения ее закëþ-
÷ения. На этоì øаãе вы÷исëяется поäстановка θ = (t

1
/посëеäо-

ватеëüности, t
2
/I[1, ×) → R, f/посëеäоватеëüности ≠ ∅). «Дëя

äоказатеëüства утвержäения (9) äостато÷но äоказатü

I[1, ×) → R ≠ ∅;» (10)

2) (второй вариант) äëя äоказатеëüства (10) äостато÷но äока-
затü I[1, ×) ≠ ∅ и R ≠ ∅. Форìируется вспоìоãатеëüное ут-
вержäение I[1, ×) ≠ ∅ & R ≠ ∅ ⇒ I[1, ×) → R ≠ ∅. ♦

Есëи утвержäение p äоказывается в преäпоëо-
жении f, а ИД p состоит в äекоìпозиöии f, то воз-
ìожны äва варианта ìоäеëи ИД этоãо типа.

В первоì варианте объектоì выбора внеøней
÷асти ìоäеëи ИД явëяþтся пропозиöионаëüные
тавтоëоãии виäа (v

1
: L) ... (v

m
: L) f

1
 ∨ ... ∨ f

k
 ⇔ f, ìа-

теìати÷еские утвержäения виäа (v
1
: t

1
)...(v

m
: t

m
) f

1
 ∨ ...

∨ f
k
 ⇔ f иëи ìетаìатеìати÷еские аксиоìы виäа

(v
1
: t

1
)...(v

m
: t

m
) MF

1
 ∨ ... ∨ MF

k
 ⇔ MF, вы÷исëяе-

ìыìи объектаìи ее внутренней ÷асти — утверж-
äения коìпонентов äекоìпозиöии преäпоëоже-

ния , ...,  и поäстановка θ = (v
1
/tt

1
, ..., v

m
/tt

m
),

а вспоìоãатеëüныìи объектаìи — утвержäения
tt

1
∈ t

1
, ..., tt

m
 ∈ t

m
.

Во второì варианте объектаìи форìирова-
ния внеøней ÷асти ìоäеëи ИД явëяþтся утверж-
äения коìпонентов äекоìпозиöии преäпоëоже-

ния , ..., , а вспоìоãатеëüныì объектоì ее

внутренней ÷асти — утвержäение  ∨ ... ∨  ⇔ f '.

В обоих вариантах коìпонентаìи ìоäеëи ИД ут-
вержäения p в преäпоëожении f явëяþтся ìоäеëи

ИД утвержäения p в преäпоëожениях , ..., ,

соответственно.
Пример 6. Ввеäеì переìеннуþ r: R(0, ×). Интуитивное

äоказатеëüство утвержäения

limx = a & a ≠ 0 ⇒ ∃r: ∃N: ∀n: |x(n)| > r

посëе первоãо øаãа, иìеþщеãо виä: «пустü lim x = a и

a ≠ 0; (11)

покажеì, ÷то

∃r: ∃N: ∀n: |x(n)| > r», (12)

строится как äекоìпозиöия преäпоëожения (11); (первый ва-
риант) испоëüзуеì утвержäение из базы знаний a > 0 ∨ a < 0
⇔ a ≠ 0. Дëя äоказатеëüства утвержäения (12) äостато÷но äо-
казатü еãо в преäпоëожении a > 0 и в преäпоëожении a < 0. ♦

Есëи ИД утвержäения f иìеет структуру, состо-
ящуþ из ИД утвержäений f

1
, ..., f

k
, то объектаìи

форìирования внеøней ÷асти ìоäеëи такоãо ИД
явëяþтся утвержäения f

1
, ..., f

k
, а внутренняя ÷астü

ìоäеëи ИД пуста. Коìпонентаìи ìоäеëи ИД яв-
ëяþтся ìоäеëи ИД утвержäений f

1
, ..., f

k
, f.

Пример 7. Интуитивное äоказатеëüство утвержäения
limx = a ⇒ ∃r: ∀N: |x(N)| m r посëе первоãо øаãа: пустü limx = a;
покажеì, ÷то

∃r: ∀N: |x(N)| m r, (13)

иìеет сëеäуþщуþ структуру: сна÷аëа покажеì, ÷то ∃N: ∀n:
|x(n)| m M, ãäе M: R(|a|, ×).... Наконеö, покажеì (13) ... ♦

Есëи ИД утвержäения f явëяется ìоäуëüныì,
т. е. вкëþ÷ает в себя ëеììы f

1
, ..., f

k
, то объектаìи

форìирования внеøней ÷асти ìоäеëи такоãо ИД
явëяþтся утвержäения f

1
, ..., f

k
, а внутренняя ÷астü

ìоäеëи ИД пуста. Коìпонентаìи ìоäеëи ИД яв-
ëяþтся ìоäеëи ИД утвержäений f

1
, ..., f

k
, f.

Пример 8. Ввеäеì переìенные y: посëеäоватеëüности; b: R.
Интуитивное äоказатеëüство утвержäения limx = a & limy = b ⇒
⇒ lim(x + y) = a + b явëяется ìоäуëüныì, т. е. вкëþ÷ает в се-
бя äоказатеëüство ëеììы: α + β ∈ бесконе÷но ìаëые, ãäе α, β:
бесконе÷но ìаëые. ♦

Есëи ИД утвержäения p
1
 естü указание на ана-

ëоãиþ с ИД утвержäения p
2
, то внеøняя ÷астü ìо-

äеëи такоãо ИД вкëþ÷ает в себя p
2
, а внутренняя

÷астü состоит из ìетаäоказатеëüства (обобщения
ИД p

2
), поäстановки вìесто ãëобаëüных синтакси-

÷еских переìенных, при которой поëу÷ено поëное
äоказатеëüство p

1
, всех ìатеìати÷еских утвержäе-

ний из базы знаний, вхоäящих в это поëное äока-
затеëüство, а также поëных äоказатеëüств всех
вспоìоãатеëüных утвержäений (есëи они естü).

Пример 9. Ввеäеì переìенные q: R, ε: R(0, ×). Интуитив-
ное äоказатеëüство утвержäения

lim x = a & a < q ⇒ ∃N: ∀n: x(n) < q (14)

анаëоãи÷но ИД утвержäения (2). Интуитивное äоказатеëüс-
тво утвержäения (2) обобщается (как это äеëаëосü в работе
[2]) äо интуитивноãо ìетаäоказатеëüства приìера 10 (сì. äа-
ëее). Утвержäение (14) и еãо ИД поëу÷аþтся из ìетаäоказа-
теëüства приìера 10 при поäстановке θ = (T

1
/посëеäоватеëü-

ности, T
2
/R, T

3
/R, T

4
/R(0, ×), T

5
/τ

1
 + τ

2
, T

6
/τ

2
 — τ

1
, F

1
/limx = a,

F
2
/a < p, F

3
/∃N: I[1, ×) ∀n: I[N, ×) x(n) < τ, p/q), есëи в базе

знаний иìеется утвержäение

lim x = a ⇒ ∃N: ∀n: x(n) < a + ε. (15)

Внутренняя ÷астü (вспоìоãатеëüное утвержäение): q – a ∈
∈ R(0, ×). ♦

Пример 10. Обобщение ИД утвержäения (2). Метатеореìа
(x: T

1
, a: T

2
, p: T

3
) F

1
 & F

2
 ⇒ F

3
|-p-|. Моäеëü интуитивноãо ìе-

таäоказатеëüства: внеøняя ÷астü ε: T
4
; пустü F

1
 и F

2
. Докажеì

F
3
|-p-|. Испоëüзуеì утвержäение F

1
 ⇒ F

3
|-T

5
|-a, ε-|-|, поëожив

ε = T
6
|-a, p-|. Поëу÷иì F

3
|-T

5
|-a, T

6
|-a, p-|-|-|; испоëüзуеì ìета-

ìатеìати÷ескуþ аксиоìу (8) и утвержäение (v
1
: T

2
, v

2
: T

3
)

T
5
|-v

1
, T

6
|-v

1
, v

2
-|-| = v

2
. Поëу÷иì F

3
|-p-|. Внутренняя ÷астü

(вспоìоãатеëüные ìетаутвержäения): T
6
|-a, p-| ∈ T

4
. ♦

Есëи ИД утвержäения p
1
 интерактивно строит-

ся по анаëоãии с ИД утвержäения p
2
, то внеøняя

÷астü ìоäеëи такоãо ИД вкëþ÷ает в себя внеøнþþ
÷астü ìоäеëи ИД утвержäения p

1
, а внутренняя

÷астü состоит из ìетаäоказатеëüства (обобщения
ИД p

2
), поäстановки вìесто синтакси÷еских пере-

f1' fk'

f1' fk'

f1' fk'

f1' fk'

f1' fk'

f1' fk'
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ìенных, при которой поëу÷ено поëное äоказа-
теëüство p

1
, всех ìатеìати÷еских утвержäений из

базы знаний, вхоäящих в это поëное äоказатеëüс-
тво, а также поëных äоказатеëüств всех вспоìоãа-
теëüных утвержäений (есëи они естü).

Пример 11. Есëи утвержäение (15) отсутствует в базе зна-
ний, то ИД утвержäения (14) ìожет бытü поëу÷ено из интуи-
тивноãо ìетаäоказатеëüства приìера 10 интерактивно. Авто-
ìати÷ески форìируется: ε: R(0, ×). Пустü lim x = a и a < q.
Докажеì ∃N: I[1, ×) ∀n: I[N, ×) x(n) < q. Испоëüзуеì ëеììу
lim x = a ⇒ ∃N: I[1, ×) ∀n: I[N, ×) x(n) < T

5
|-a, ε-|.

Запрос зна÷ения T
5
|-a, ε-|. Ответ: a + ε.

Испоëüзуеì ëеììу lim x = a ⇒ ∃N: I[1, ×) ∀n: I[N, ×)
x(n) < a + ε, поëожив ε = T

6
|-a, p-|.

Запрос зна÷ения T
6
|-a, p-|. Ответ: q – a.

Испоëüзуеì ëеììу lim x = a ⇒ ∃N: I[1, ×) ∀n: I[N, ×)
x(n) < a + ε, поëожив ε = q – a. Поëу÷иì ∃N: I[1, ×) ∀n:
I[N, ×) x(n) < a + (q – a). Испоëüзуеì ìетаìатеìати÷ескуþ
аксиоìу (8) и утвержäение (r

1
: R, r

2
: R) r

1
 + (r

2
 – r

1
) = r

2
.

Запрос поäтвержäения справеäëивости этоãо утвержäе-
ния. Ответ äа.

Поëу÷иì ∃N: I[1, ×) ∀n: I[N, ×) x(n) < q. ♦

2. ÏÎÄÄÅÐÆÊÀ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÒÅËß

Иссëеäоватеëþ, работаþщеìу в Банке ìатеìа-
ти÷еских знаний (БМЗ), äоëжны бытü äоступны
как ìатеìати÷еские знания, хранящиеся в общей
базе знаний, так и вся инфорìаöия из еãо персо-
наëüной базы, ãäе фиксируþтся все резуëüтаты еãо
äеятеëüности. Основной виä такой äеятеëüности
состоит в интерактивноì построении ИД, ее поä-
äержка основана на ìоäеëи ИД — иссëеäоватеëü
строит тоëüко ее внеøнþþ ÷астü, выбирая тип ИД
и объекты выбора äëя этоãо типа и форìируя объ-
екты форìирования.

Посëеäнее требует такой же поääержки, как и
реäактирование ìатеìати÷еских знаний (в тоì
÷исëе ввоä новых опреäеëений и форìуëировок
теореì). Эту поääержку ìожет выпоëнятü реäак-
тор, преäставëяþщий собой интерпретатор ãраììа-
тики ìоäеëи ìатеìати÷ескоãо äиаëекта и выпоëня-
þщий порожäение и реäактирование текстов по
этой ãраììатике поä управëениеì поëüзоватеëя.
При порожäении текста поëüзоватеëü с поìощüþ
форìируеìых по ãраììатике интерфейсных эëе-
ìентов äоëжен ëиøü разреøатü аëüтернативы
ãраììатики, опреäеëятü ìоìенты выхоäа из öик-
ëов, а также ввоäитü ëексеìы — терìины, конс-
танты и т. п. Кроìе тоãо, реäактор äоëжен äопус-
катü и некоторые äруãие äействия, наприìер, ко-
пирование синтакси÷еских еäиниö с возìожной
их ìоäификаöией (при собëþäении синтакси÷ес-
кой правиëüности резуëüтируþщеãо текста). Нако-
неö, реäактор äоëжен форìироватü утвержäения,
справеäëивостü которых необхоäиìа и äостато÷на
äëя собëþäения контекстных усëовий во ввоäи-
ìоì (реäактируеìоì) тексте, и переäаватü их на
обработку систеìныì проöессаì.

Поскоëüку ìатеìати÷еский äиаëект явëяется
расøиряеìыì, у иссëеäоватеëя ìожет возникнутü
необхоäиìостü ìоäифиöироватü саìу ãраììатику
ìатеìати÷ескоãо äиаëекта, в ÷астности, äопоëнитü
ее новыìи правиëаìи (а также äопоëнитü аëüтер-
нативы уже существуþщих правиë новыìи вари-
антаìи). Допоëнения к ãраììатике общей базы
знаний äоëжны вкëþ÷атüся в персонаëüнуþ базу,
при этоì виä инфорìаöии из общей базы знаний
опреäеëяется ãраììатикой общей базы знаний, а
виä инфорìаöии из персонаëüной базы — ìоäи-
фиöированной ãраììатикой.

3. ÑÈÑÒÅÌÍÛÅ ÏÐÎÖÅÑÑÛ

Систеìные проöессы преäназна÷ены äëя: вы-
поëнения разëи÷ных операöий наä ìатеìати÷ес-
киìи утвержäенияìи (сиìвоëüные преобразова-
ния, в тоì ÷исëе äифференöирование, интеãриро-
вание и äр.); форìирования списков преäëожений
при интерактивноì построении ИД; поиска поëных
äоказатеëüств вспоìоãатеëüных ìатеìати÷еских
утвержäений; обобщения поëных и интуитивных
äоказатеëüств äо ìетаäоказатеëüств; форìирова-
ния новых теореì на основе ìетаäоказатеëüств.

Операöии наä ìатеìати÷ескиìи утвержäения-
ìи ìоãут бытü реаëизованы в виäе сервисов, ëибо
внеøних, ëибо внутренних по отноøениþ к БМЗ,
который äоëжен поääерживатü интерфейс с ниìи
в проöессе интерактивноãо построения ИД.

Форìирование списков преäëожений требует
спеöиаëüных способов орãанизаöии баз знаний,
основанной на схоäстве синтакси÷еских структур
и ориентированной на разëи÷ные способы форìи-
рования таких списков. Можно выäеëитü заäа÷и
форìирования сëеäуþщих ìножеств преäëоже-
ний: утвержäений, äëя которых заäанное утверж-
äение явëяется их конкретизаöией; ìетатеореì,
äëя которых заäанное утвержäение явëяется их
конкретизаöией; утвержäений, иìеþщих форìу
иìпëикаöии, äëя которых заäанное утвержäение
унифиöируеìо с их консеквентоì.

Поиск поëных äоказатеëüств (вспоìоãатеëüных
утвержäений) ìожет выпоëнятüся в ÷етыре этапа.
На первоì этапе выпоëняется поиск äоказываеìо-
ãо утвержäения в базе вспоìоãатеëüных утвержäе-
ний, в которой соäержатся все ранее äоказанные
вспоìоãатеëüные утвержäения. В основе этоãо эта-
па ëежит набëþäение, ÷то при построении разных
ИД ÷асто форìируþтся оäни и те же вспоìоãа-
теëüные утвержäения. На второì этапе выпоëня-
ется поиск такоãо утвержäения в базе знаний, кон-
кретизаöией котороãо явëяется äоказываеìое ут-
вержäение. Есëи такое утвержäение найäено, то
äоказываеìое утвержäение поìещается в базу
вспоìоãатеëüных утвержäений. В основе этоãо
этапа ëежит набëþäение, ÷то вспоìоãатеëüные ут-
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вержäения ÷асто явëяþтся ÷астныìи сëу÷аяìи бо-
ëее общих утвержäений из базы знаний. На третüеì
этапе выпоëняется поиск такоãо ìетаäоказатеëü-
ства, ÷то еãо конкретизаöией явëяется äоказа-
теëüство вспоìоãатеëüноãо утвержäения. База ìе-
татеореì äеëится на äва разäеëа — явëяþщихся
обобщениеì вспоìоãатеëüных утвержäений и яв-
ëяþщихся обобщениеì основных теореì. Поиск
ìетатеореì выпоëняется сна÷аëа в первоì разäе-
ëе, а затеì во второì. В основе этоãо этапа ëежит
набëþäение, ÷то ìноãие вспоìоãатеëüные утверж-
äения äоказываþтся анаëоãи÷но äруã äруãу. Нако-
неö, на ÷етвертоì этапе ìожет ëиøü выпоëнятüся
обращение к поäсистеìе автоìати÷ескоãо поиска
поëных äоказатеëüств с указаниеì интерваëа вре-
ìени, в те÷ение котороãо эта поäсистеìа äоëжна
искатü поëное äоказатеëüство. Есëи поиск закон-
÷иëся успеøно, вспоìоãатеëüное утвержäение и
еãо äоказатеëüство обобщаþтся, резуëüтат обоб-
щения (ìетатеореìа) поìещается в разäеë ìетате-
ореì, явëяþщихся обобщениеì вспоìоãатеëüных
утвержäений, а саìо утвержäение — в базу вспо-
ìоãатеëüных утвержäений. Есëи же поиск закон-
÷иëся неуäа÷ей, äоказываеìое утвержäение и ре-
зуëüтаты попыток еãо äоказатеëüства ìоãут бытü
переäаны на рассìотрение интеãратору знаний.

Обобщение поëных и интуитивных äоказа-
теëüств äо ìетаäоказатеëüств выпоëняется с поìо-
щüþ ìетоäов, преäëоженных в работе [2]. Дëя
кажäоãо интуитивноãо äоказатеëüства обобщаþтся
еãо внеøние и внутренние ÷асти. Внеøняя ÷астü
интуитивных ìетаäоказатеëüств ìожет затеì ис-
поëüзоватüся äëя интерактивноãо построения ин-
туитивных äоказатеëüств, а внутренняя — äëя фор-
ìирования вспоìоãатеëüных утвержäений в раì-
ках этоãо проöесса.

Форìирование новых теореì на основе ìетаäо-
казатеëüств также выпоëняется с поìощüþ ìето-
äов, преäëоженных в работе [2]. Новая теореìа
форìируется в сëу÷ае, есëи все ìатеìати÷еские ут-
вержäения, вхоäящие во внеøнþþ ÷астü форìиру-
еìоãо интуитивноãо äоказатеëüства, присутствуþт
в базе знаний, а все вспоìоãатеëüные утвержäе-
ния, вхоäящие в еãо внутреннþþ ÷астü, äоказаны.

4. ÏÎÄÄÅÐÆÊÀ ÈÍÒÅÃÐÀÒÎÐÀ ÇÍÀÍÈÉ

Интеãратор знаний БМЗ äоëжен реøатü äве за-
äа÷и: форìирование поëных äоказатеëüств, кото-
рые не быëи построены систеìныìи проöессаìи
за отвеäенное äëя этоãо вреìя; форìирование об-
щей базы знаний на основе персонаëüных.

Интеãратор знаний äоëжен иìетü возìожностü
обозретü все вспоìоãатеëüные утвержäения, äëя
которых систеìныìи проöессаìи не быëи постро-
ены их поëные äоказатеëüства. Дëя кажäоãо тако-

ãо утвержäения он äоëжен ëибо принятü реøение
о тоì, ÷то оно неверно, ëибо интерактивно пос-
троитü еãо поëное äоказатеëüство. В посëеäнеì
сëу÷ае это вспоìоãатеëüное утвержäение äоëжно
бытü вкëþ÷ено в базу äоказанных вспоìоãатеëü-
ных утвержäений, а построенное äоказатеëüство
обобщено.

Также интеãратор знаний äоëжен виäетü изìе-
нения в персонаëüных базах, произоøеäøие посëе
посëеäнеãо их просìотра. Дëя теореì и сëеäствий
он äоëжен убеäитüся, ÷то äëя них построены ìо-
äеëи интуитивных äоказатеëüств, вкëþ÷ая их
внутренние ÷асти. Те из этих изìенений, которые
он с÷итает общезна÷иìыìи, он ìожет перевести в
общуþ базу знаний (при этоì они äоëжны оста-
ватüся и в персонаëüной базе знаний). Частü этих
изìенений он ìожет перевести в базу äискуссион-
ных вопросов. По ниì свое ìнение (вкëþ÷атü ëи
их в общуþ базу) äоëжны высказатü заинтересо-
ванные поëüзоватеëи БМЗ.

Интеãратору знаний также äоëжны бытü äоступ-
ны все новые теореìы, сфорìированные (и äо-
казанные) систеìныìи проöессаìи (на основе
базы ìетаäоказатеëüств). Общезна÷иìые теореìы
он ìожет перевести в общуþ базу знаний, а ос-
таëüные — в базу äискуссионных вопросов.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В работе заäа÷а построения äоказатеëüств раз-
бивается на äве: интерактивноãо построения инту-
итивных äоказатеëüств и обеспе÷ения их правиëü-
ности среäстваìи систеìы. Реøение второй заäа-
÷и ìоãут нахоäитü систеìные проöессы ëибо, в
сëу÷ае неуäа÷и, оно ìожет бытü построено интер-
активно. При этоì важна роëü анаëоãии: при по-
иске по анаëоãии поëных äоказатеëüств вспоìоãа-
теëüных утвержäений; при интерактивноì постро-
ении по анаëоãии интуитивных äоказатеëüств; при
поиске анаëоãи÷ных теореì. Поэтоìу актуаëüная
äаëüнейøая заäа÷а состоит в поиске боëее ãëубо-
ких ìоäеëей анаëоãии.
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