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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Рассìатриваеìая ìоäеëü управëяеìой систеìы
ìассовоãо обсëуживания (СМО) с переìенныì и
выбираеìыì в äинаìике ÷исëоì рабо÷их устройств
обсëуживания øироко приìеняется в сфере анаëи-
за äеятеëüности таких соöиаëüно-эконоìи÷еских
объектов, как систеìы проäажи разëи÷ноãо роäа
биëетов, бронирования ìест в ãостиниöах, а также
торãово-произвоäственные, транспортные и ìно-
ãие äруãие систеìы.

Дëя реøения поäобных заäа÷ необхоäиìо рас-
поëаãатü äостато÷но то÷ной ìоäеëüþ управëяеìой
систеìы, которая строится с поìощüþ кëасси÷ес-
ких ìетоäов теории ìассовоãо обсëуживания [1, 2],
и аäекватныì аппаратоì реøения соответствуþ-
щих заäа÷ äискретной по вреìени оптиìизаöии.
Зна÷итеëüный вкëаä в созäание инструìента ре-
øения поäобных заäа÷ принаäëежит Ри÷арäу Беë-
ëìану, который в конöе 1950-х — на÷аëе 1960-х ãã.
преäëожиë аппарат äискретноãо äинаìи÷ескоãо
проãраììирования [3]. Основное äостоинство ìо-
äеëей äинаìи÷ескоãо проãраììирования закëþ÷а-
ется в тоì, ÷то во ìноãих сëу÷аях они позвоëяþт
поëу÷атü серüезные анаëити÷еские резуëüтаты от-
носитеëüно оптиìаëüных управëений. Оäниì из
приìеров поäобных резуëüтатов сëужит установ-
ëение факта оптиìаëüности äвухуровневых стра-
теãий управëения запасаìи [4]. Приìенитеëüно к
ìарковскиì ìоäеëяì систеì ìетоä Беëëìана быë

иссëеäован и развит Р. Ховарäоì [5], который на-
зваë рассìотренный в еãо работах кëасс ìоäеëей
(и соответствуþщие аëãоритìы) ìарковскиìи про-
öессаìи с äохоäаìи.

Интерес к управëяеìыì СМО возникает в
1970-е ãã. В связи с этиì отìетиì фунäаìентаëü-
нуþ работу В.В. Рыкова [6], в которой быëа при-
веäена äостато÷но общая постановка заäа÷и уп-
равëения систеìаìи ìассовоãо обсëуживания и
преäëожены поäхоäы к ее реøениþ. Быëо отìе÷е-
но, ÷то управëятü в СМО ìожно äисöипëиной об-
сëуживания требований, выбороì их структуры,
возäействияìи на вхоäящий поток требований,
изìенениеì интенсивности обсëуживания требо-
ваний и ряäоì äруãих параìетров. Ориãинаëüныì
вкëаäоì в иссëеäование возìожности постановки
и реøения заäа÷и управëения так называеìыìи
конфëиктныìи СМО (т. е. систеìаìи, которые
описываþтся ìоäеëяìи теоретико-иãровоãо типа)
стаëа работа Ю.И. Нейìарка [7].

К конöу 1980-х ãã. интерес к управëяеìыì
СМО заìетно возрос в связи с øирокиì распро-
странениеì принöипиаëüно новоãо кëасса при-
кëаäных систеì, которые ìожно быëо интерпре-
тироватü и анаëизироватü как систеìы ìассовоãо
обсëуживания. Этиì кëассоì стаëи вы÷исëитеëü-
ные и инфорìаöионные коìпüþтерные сети.
Иìенно поэтоìу усиëия спеöиаëистов в обëасти
теории ìассовоãо обсëуживания оказаëисü на-
правëены на разработку спеöифи÷еских ìоäеëей

Иссëеäована оäна из ìоäеëей управëяеìых систеì ìассовоãо обсëуживания. В ка÷естве

управëяеìоãо и äинаìи÷ески оптиìизируеìоãо параìетра выступает ÷исëо рабо÷их ус-

тройств обсëуживания в ìноãоëинейной систеìе ìассовоãо обсëуживания, которое вы-

бирается как функöия от изìеняþщейся по вреìени интенсивности вхоäящеãо потока

требований. Проöесс изìенения во вреìени интенсивности вхоäящеãо потока явëяется

äискретной по вреìени öепüþ Маркова с коне÷ныì ÷исëоì состояний.
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(в тоì ÷исëе и сетевых) ìассовоãо обсëуживания,
расс÷итанных на приìенение к указанноìу кëассу
прикëаäных систеì. Особо отìетиì вкëаä теоре-
тиков, преäставëяþщих øкоëы В.М. Виøневскоãо
и В.А. Каøтанова [8, 9].

Такиì образоì, в äостато÷но проäоëжитеëüноì
интерваëе вреìени, который ис÷исëяется приìер-
но 20 ãоäаìи (с 1985 по 2005 ã.), практи÷ески вне
зоны вниìания боëüøинства спеöиаëистов по те-
ории ìасовоãо обсëуживания оставаëисü такие
ìоäеëи управëяеìых СМО, которые быëи бы при-
ãоäны äëя описания, анаëиза и оптиìизаöии фун-
кöионирования объектов соöиаëüно-эконоìи÷ес-
кой прироäы, к ÷исëу которых ìожно относитü
разëи÷ные систеìы проäажи биëетов, систеìы
бронирования ìест в ãостиниöах, торãово-заку-
по÷ные, транспортные и äруãие систеìы. Спеöи-
фика объектов соöиаëüно-эконоìи÷еской приро-
äы закëþ÷ается, прежäе всеãо, в тоì, ÷то при их
описании зна÷итеëüнуþ роëü иãрает эконоìетри-
÷еский анаëиз их функöионирования, выражаþ-
щийся в тщатеëüноì и корректноì у÷ете всех
эконоìи÷еских показатеëей, которые необхоäиìо
приниìатü во вниìание при оöенке ка÷ества фун-
кöионирования таких объектов.

В настоящей статüе рассìатривается приìер
форìирования ìноãокоìпонентноãо функöиона-
ëа эконоìи÷еской эффективности ìноãоëиней-
ной СМО. С приìенениеì построенноãо функöи-
онаëа сфорìуëирована и реøена заäа÷а оптиìиза-
öии функöионирования рассìатриваеìой СМО.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì ìноãоëинейнуþ СМО с набороì
поäкëþ÷аеìых резервных устройств обсëужива-
ния, схеìати÷но преäставëеннуþ на рисунке.

Интенсивностü λ вхоäящеãо потока в фиксиро-
ванные ìоìенты вреìени t

n
 = nτ, n = 1, 2,..., N,

претерпевает ска÷кообразные изìенения от λ
i
 к λ

j

с вероятностяìи p
ij
(m

1
)
1
, i, j = 1, 2,..., L (в принöи-

пе возìожен сëу÷ай, коãäа перехоäные вероятно-
сти зависят также и от n, тоãäа вìесто p

ij
(m

1
) сëе-

äует писатü p
ij
(m

1
, n)). Такиì образоì, в кажäоì из

интерваëов äëитеëüности τ интенсивностü вхоäя-
щеãо потока требований постоянна и описывается

ìоäеëüþ сëу÷айной веëи÷ины, приниìаþщей зна-
÷ения из коне÷ноãо ìножества Λ = {λ

1
, λ

2
,..., λ

L
}

(с÷итаеì, ÷то λ
1 
< λ

2 
<...< λ

L
). Буäеì также с÷итатü,

÷то Mµ > λ
L
, ãäе µ — это интенсивностü обсëужи-

вания на оäноì основноì (рабо÷еì) устройстве, а
M = m

1
 + m

2
 (в обозна÷ениях рисунка).

В ìоìенты вреìени t
n
 иìеется возìожностü пе-

ревоäитü устройства обсëуживания из ÷исëа ре-
зервных в основные и обратно, т. е. осуществëятü
перекëþ÷ения резервных устройств в основные
(вкëþ÷ение) иëи обратные перекëþ÷ения: из ос-
новных — в резервные (откëþ÷ение). Рассìатри-
ваеìая ìоäеëü ìассовоãо обсëуживания по своей
иäее весüìа бëизка к преäëоженной в 60-е ãã.
проøëоãо стоëетия ìоäеëи наäежности, поëу-
÷ивøей название äинаìи÷ескоãо резервирования
[10, 11], хотя, как станет ясно из разäеëа 2 настоя-
щей статüи, ее аëãоритìи÷еское реøение ка÷ест-
венно ãоразäо бëиже к схеìе äвухуровневых стра-
теãий управëения запасаìи [4].

Буäеì рассìатриватü сëу÷ай стаöионарных ре-
жиìов в систеìе ìассовоãо обсëуживания, т. е.
сëу÷ай, коãäа в кажäоì из интерваëов äëитеëüнос-
ти τ успевает поступитü (и пройти обсëуживание)
такое ÷исëо требований, которое äостато÷но веëи-
ко äëя тоãо, ÷тобы в рассìатриваеìой СМО на
кажäоì øаãе устанавëиваëся стаöионарный в ве-
роятностноì сìысëе режиì функöионирования.
Практи÷ески äëя этоãо äостато÷но, ÷тобы

µτ . 1. (1)

Разуìеется, в этоì сëу÷ае справеäëиво и λτ . 1.

Преäпоëожение стаöионарности накëаäывает
äостато÷но жесткое оãрани÷ение на рассìатрива-
еìуþ ìоäеëü.

Прежäе всеãо, äоëжны бытü выпоëнены соот-
ноøения ρ

i
 = λ

i
/µM < 1, ∀λ

i
 ∈ Λ. Такиì образоì,

1 Ввеäение зависиìости вероятностей ска÷ков интенсив-
ности вхоäящеãо потока от ÷исëа рабо÷их устройств m

1
 связано

с необхоäиìостüþ у÷ета эффекта вëияния ка÷ества проöесса
обсëуживания (в äанноì сëу÷ае обусëовëенноãо вреìенеì
ожиäания кëиентаìи на÷аëа обсëуживания) на потребитеëü-
ский спрос, который и описывает интенсивностü вхоäящеãо
потока.

Структура управляемой системы массового обслуживания
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систеìа ìожет устой÷иво работатü тоëüко с такиì
потокоì, äëя котороãо выпоëнено усëовие

λ
i
 < µM ,  ∀λ

i
 ∈ Λ. (2)

Пустü λ
max 

— ìаксиìаëüный эëеìент ìножества

Λ (факти÷ески, это зна÷ение λ
L
). Тоãäа неравенст-

во (2) ìожно переписатü в виäе

λ
max

 < µM. (3)

Даëее, на кажäоì øаãе существует нижняя ãра-

ниöа äопустиìоãо ÷исëа рабо÷их устройств ,

на которое ìожно перевоäитü систеìу с рас÷етоì
на ее устой÷ивое функöионирование (в сìысëе су-
ществования стаöионарноãо режиìа), и эта ãрани-
öа зависит от ноìера состояния i на соответствуþ-
щеì øаãе.

Действитеëüно, в состоянии i (по зна÷ениþ
интенсивности вхоäящеãо потока) äоëжно выпоë-

нятüся усëовие стаöионарности ρ
i
 = λ

i
/µ  < 1,

откуäа поëу÷аеì

 >  ⇒  =  + 1,  ∀i = . (4)

Такиì образоì, ÷исëо работаþщих в состоянии

i устройств ìожет приниìатü зна÷ения от  äо M.

Заäаäиì коìпоненты затрат.

Пустü

c
1
 — стоиìостü экспëуатаöии оäноãо основноãо

(рабо÷еãо) устройства обсëуживания в еäиниöу
вреìени;

c
2
 — стоиìостü соäержания оäноãо резервноãо

устройства обсëуживания в еäиниöу вреìени (ес-
тественно, ÷то c

1
 > c

2
, нереäко c

2
 = 0);

A
1
 — öена перекëþ÷ения оäноãо устройства из

÷исëа резервных в ÷исëо основных (öена «вкëþ÷е-
ния»);

A
2
 — öена перекëþ÷ения оäноãо устройства из

÷исëа основных в ÷исëо резервных (öена «откëþ-
÷ения»);

d — стоиìостü еäиниöы вреìени пребывания
оäноãо требования в о÷ереäи на обсëуживание;

h — äохоä, связанный с окон÷аниеì обсëужи-
вания оäноãо требования.

2. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Обозна÷иì ÷ерез C
(1)

 (λ
i
, m

1
, m

1р
) среäнее зна-

÷ение прибыëи на оäноì øаãе (äëитеëüности τ),

есëи в на÷аëе øаãа устанавëивается зна÷ение ин-
тенсивности вхоäящеãо потока, равное λ

i
; ÷исëо

основных (рабо÷их) устройств, с которыìи СМО
поäхоäит к этоìу øаãу, равно m

1;
 и приниìается

управëяþщее реøение о ввеäении в äействие ìо-
ìент на÷аëа øаãа m

1р
 основных устройств. Это оз-

на÷ает сохранение прежнеãо ÷исëа работаþщих
устройств обсëуживания, есëи m

1 
= m

1р
; необхо-

äиìостü откëþ÷ения (m
1 

— m
1р

) устройств, есëи

m
1
— m

1р 
> 0; и необхоäиìостü вкëþ÷ения (m

1р 
— m

1
)

устройств, есëи m
1 
— m

1р 
< 0.

О÷евиäно, ÷то

C
(1)

(λi,m
1
, m

1р
) = среäний äохоä за оäин øаã —

среäние оäноøаãовые затраты.

Из преäпоëожения о стаöионарности сëеäует,
÷то выпоëняþтся все вхоäящие требования, а зна-
÷ит, в ëþбоì сëу÷ае среäний äохоä за оäин øаã со-
ставëяет hλ

i
.

Среäние затраты скëаäываþтся из затрат на
вкëþ÷ение резервных (откëþ÷ение основных) ус-
тройств; затрат, связанных с пребываниеì требо-
ваний в о÷ереäи; и затрат на экспëуатаöиþ основ-
ных и резервных устройств.

Затраты на вкëþ÷ение (откëþ÷ение)

З
перекëþ÷ения

(m
1
, m

1р
) =

= 

Затраты, связанные с пребываниеì требований
в о÷ереäи на øаãе äëитеëüности τ,

З
на о÷ереäü

 = E dk(t, m
1р

, λ
i
)dt = d Ek(m

1р
, λ

i
)dt =

= d (m
1р

, λ
i
)τ,

ãäе E — сиìвоë оператора ìатеìати÷ескоãо ожи-
äания, k(t, m

1р
, λ

i
) — ÷исëо требований в о÷ереäи к

СМО с параìетраìи m
1р

 и λ
i
 в ìоìент вреìени t, а

(m
1р

, λ
i
) — среäняя äëина о÷ереäи в СМО с па-

раìетраìи m
1р

 и λ
i
. Интеãрирование в сиëу преä-

поëожения о стаöионарности веäется не в текущеì
интерваëе [t

n
, t

n +1
], а в интерваëе [0, τ]. Дëя ста-

öионарноãо сëу÷ая иìееì [1]:

(m
1р

, λ
i
) = π

0
,

m1p
i( )

m1p
i( )

m1p
i( ) λi

µ
---- m1p

i( ) λi
µ
---- 1 N,

m1p
i( )

A1 m1p m1–( ) есëи m1p m1– 0,>,

0 есëи m1p, m1,=

A2 m1 m1p–( ) есëи m1p m1– 0.<,





0

τ

∫
0

τ

∫

k

k

k
m1pρi( )

m1pρi

m1p! 1 ρi–( )
2

----------------------------------
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ãäе ρ
i
 = , а π

0
 =  —

стаöионарная вероятностü тоãо, ÷то в систеìе нет

требований.

Параìетр d характеризует косвенные изäержки

рассìатриваеìой СМО, связанные с теì, ÷то уве-

ëи÷ение äëитеëüности вреìени пребывания требо-

ваний в о÷ереäи снижает преäпо÷тения по обра-

щениþ в äаннуþ СМО кëиентов с требованияìи

на обсëуживание. Можно построитü ìатеìати÷ес-

куþ ìоäеëü, которая связываëа бы уровенü утраты

преäпо÷тений со среäниì вреìенеì пребывания

требований в о÷ереäи в сëу÷ае еãо увеëи÷ения, и на

основе этой ìоäеëи сфорìироватü обоснованнуþ

оöенку зна÷ения коэффиöиента d. В настоящей

работе заäа÷а построения поäобной ìоäеëи не

рассìатривается. Оãрани÷иìся заìе÷аниеì, ÷то в

боëüøинстве сëу÷аев зна÷ение параìетра d на

1—2 поряäка ìенüøе зна÷ения ввеäенноãо выøе

параìетра h.

Затраты на экспëуатаöиþ основных и резерв-

ных устройств за оäин øаã составëяþт:

З
экспëуатаöии

(m
1р

) = c
1
m

1р
 + c

2
(M – m

1р
).

Такиì образоì, среäняя ÷истая прибыëü за øаã

составит:

C
(1)

(λ
i
, m

1
, m

1р
) =

= hλ
i
 – З

перекëþ÷ения
 – З

на о÷ереäü
 – З

экспëуатаöии
.

Пустü (λ
i
, m

1
) — ìаксиìаëüное зна÷ение

среäней прибыëи на интерваëе, который на÷и-

нается за s øаãов äо конöа периоäа пëанирования

[0, T ], s + n = N, при зна÷ении λ
i
 интенсивности

вхоäящеãо потока и m
1
 вкëþ÷енных (äо принятия

управëяþщеãо реøения о вкëþ÷ении m
1р

 устройств)

основных устройствах. Ниже вывоäятся уравнения

äинаìи÷ескоãо проãраììирования äëя функöио-

наëа (λ
i
, m

1
) с у÷етоì усëовия (4).

О÷евиäно, ÷то за оäин øаã äо конöа периоäа

пëанирования при сëу÷айноì зна÷ении интенсив-

ности вхоäящеãо потока λ
i
 зна÷ение ввеäенноãо

выøе функöионаëа (λ
i
, m

1
) запиøется как

(λ
i
, m

1
) = C

(1)
(λ

i
, m

1
,
 
m

1р
), (5)

ãäе λ
i
 ∈ Λ.

За s øаãов äо конöа периоäа пëанирования
иìееì:

(λ
i
, m

1
) = C

(1)
(λ

i
, m

1
,
 
m

1р
) +

+ p
ij
(m

1р
) (λ

j
, m

1р
) , (6)

ãäе ∀s = , λ
i
, λ

j
 ∈ Λ — зна÷ения интенсив-

ностей вхоäящеãо потока в ìоìенты вреìени за s
и за s – 1 øаãов äо конöа периоäа пëанирования
соответственно.

Уравнения (5) и (6) испоëüзуþтся äëя рас÷ета

проãраììы оптиìаëüноãо управëения (i, s),

ãäе 1 m s m N – 1, i = 1, 2,..., L.

3. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ.

ÌÎÄÅËÈ È ÀËÃÎÐÈÒÌÛ

Сëеäует признатü, ÷то при сëу÷айноì характере
вхоäящеãо потока требований построение äоëãо-
сро÷ных стратеãий управëения вряä ëи окажется
äостато÷но эффективныì. Исхоäя из этоãо, разуì-
но рассìатриватü такие зна÷ения N, которые отве-
÷аþт реаëüныì äëитеëüностяì периоäа пëаниро-
вания. В зависиìости от прикëаäной заäа÷и это
ìоãут бытü сутки, неäеëя, ìесяö иëи, саìое боëü-
øее, квартаë.

Также естественно преäпоëаãатü, ÷то ÷исëо ус-
тройств обсëуживания в рассìатриваеìой СМО
äостато÷но веëико äëя тоãо, ÷тобы уäаваëосü об-
сëужитü все вхоäящие требования. При этоì в
прикëаäноì пëане сëеäует с÷итатü, ÷то изäержки
соäержания оäноãо резервноãо устройства обсëу-
живания äостато÷но ìаëы по сравнениþ с изäе-
ржкаìи соäержания рабо÷еãо устройства. Ина÷е
ãоворя, поëаãается, ÷то c

2
 n c

1
.

Преäпоëожение о стаöионарности потока на
кажäоì вреìенноì интерваëе накëаäывает серüез-
ные оãрани÷ения на äопустиìое ìножество зна÷е-
ний переìенных и заìетно сужает обëастü перебо-
ра (неравенства (3), (4)). Отìетиì äопоëнитеëüно,
÷то в отäеëüных сëу÷аях указанное усëовие ìожет
оказатüся настоëüко äейственныì, ÷то выстроен-
ная в резуëüтате проãраììа оптиìаëüноãо управ-
ëения буäет в зна÷итеëüной степени опреäеëятüся
иìенно этиì усëовиеì, а не проöеäурой ìаксиìи-
заöии öеëевой функöии. Ина÷е ãоворя, набор ре-
øений буäет по÷ти оäнозна÷но опреäеëятüся век-

тороì , i = 1, 2,..., L.

λi
µm1p

--------------

m1pρi( )
i

i!
----------------------

i 0=

m1p

∑
m1pρi( )

m1p

m1p! 1 ρi–( )
-------------------------------+

1–

Пs
*

Пs
*

Пs
*

П1
* max

m1p
i( )

m1p M≤ ≤

Пs
* max

m1p
i( )

m1p M≤ ≤ 



j 1=

L

∑ Пs 1–
*





2 N 1–,

m1p
*

m1p
i( )
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожена и иссëеäована новая ìоäеëü уп-
равëения ìноãоëинейной систеìой ìассовоãо об-
сëуживания, с поìощüþ которой ìожно анаëи-
зироватü и оптиìизироватü функöионирование
объектов соöиаëüно-эконоìи÷еской прироäы раз-
ëи÷ных кëассов: систеì проäажи и бронирования
биëетов и ìест в ãостиниöах, торãово-закупо÷ных
систеì, систеì общественноãо транспорта, биëин-
ãовых систеì и ряäа äруãих.

Выписан и покоìпонентно проанаëизирован
функöионаë эффективности функöионирования
рассìатриваеìой ìноãоëинейной СМО. На осно-
ве провеäенноãо анаëиза построена ìоäеëü выбора
оптиìаëüных реøений. Обсужäаþтся возìожнос-
ти практи÷ескоãо испоëüзования преäëоженной
ìоäеëи и оãрани÷ения на ее приìенения.
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