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Оптиìаëüное распреäеëение вхоäящих потоков
наãрузки преäставëяет собой оäин из важных эта-
пов проектирования сетевых систеì разëи÷ноãо
назна÷ения, наприìер, таких как произвоäствен-
ные преäприятия, систеìы переäа÷и äанных и äр.
Особенностü такой заäа÷и закëþ÷ается в боëü-
øоì ÷исëе переìенных, описываþщих возìож-
ные ìарøруты äвижения потоков, и оãрани÷ениях
на äопустиìые зна÷ения интенсивностей потоков.
Известные ìетоäы оптиìизаöии [1—3] обеспе÷и-
ваþт возìожностü ÷исëенноãо реøения заäа÷и
при ÷исëе узëов систеìы äо нескоëüких äесятков.
Оäнако äëя ìноãих крупных произвоäственных
объеäинений, а теì боëее систеì связи, общее
÷исëо узëов (фиëиаëов иëи узëов коììутаöии) вы-
øе на поряäок. Это опреäеëяет актуаëüностü раз-
работки боëее эффективных ÷исëенных ìетоäов
реøения практи÷еских заäа÷ высокой разìернос-
ти. Такие ìетоäы преäëаãается строитü на основе
ìетоäа эвоëþöии параìетров (ЭП) [4].

Преäëаãаеìый ìетоä ЭП ìожет бытü распро-
странен äëя реøения анаëоãи÷ных кëассов сете-
вых заäа÷, наприìер, äëя транспортных заäа÷ [5],
в которых, кроìе неëинейной функöии затрат, в
зависиìости от объеìа перевозок требуется опре-
äеëитü транзитные ìарøруты и распреäеëение на-
ãрузки ìежäу ниìи. Заäа÷а о ìаксиìаëüноì потоке
[6] ìожет ставитüся в виäе требования опреäеëе-
ния ìаксиìаëüной интенсивности потока, обеспе-
÷иваþщеãо заäанное зна÷ение öеëевой функöии.

Основные особенности приìенения ìетоäа ЭП
äостато÷но хороøо äеìонстрируþтся на приìере
реøения заäа÷и оптиìаëüноãо распреäеëения вхо-
äящих потоков наãрузки äëя систеì переäа÷и
äанных. Сутü заäа÷и состоит в оптиìаëüноì рас-
преäеëении интенсивностей вхоäящих потоков
сообщений на ìножестве äопустиìых ìарøрутов
переäа÷и по критериþ ìиниìизаöии среäнеãо
вреìени äоставки. В отëи÷ие от рассìотренной в
работе [4] анаëоãи÷ной заäа÷и, зäесü у÷итываþтся
äопоëнитеëüные неëинейные оãрани÷ения на ìак-
сиìаëüно äопустиìое зна÷ение среäнеãо вреìени
переäа÷и сообщений по отäеëüныì ветвяì сети.

1. ÌÅÒÎÄ ÝÂÎËÞÖÈÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ

Существо ìетоäа поясняется äëя заäа÷и общеãо
виäа

W( ), (1)

ãäе Ω
x
 — обëастü äопустиìых зна÷ений параìетров

 = {x
i
}, i = , опреäеëяеìая систеìой M оãра-

ни÷ений:

ϕ
j
( ) m ,  j = . (2)

Дëя простоты изëожения рассìатривается оä-
ноэкстреìаëüная заäа÷а воãнутоãо проãраììиро-

вания: функöии ϕ
j
( ) поëаãаþтся ãëаäкиìи и вы-

пукëыìи, а функöия W( ) — ãëаäкой и воãнутой,

W( ) l 0. Образуеìая систеìой оãрани÷ений (2)
обëастü Ω

x
 поëаãается оäносвязной.

Метоä эвоëþöии параìетров преäëожено приìенятü äëя реøения неëинейных заäа÷ оп-

тиìизаöии сетей. Особенности приìенения ìетоäа показаны на приìере оптиìаëüноãо

распреäеëения вхоäящих потоков наãрузки в сети переäа÷и äанных. Показано, ÷то ìетоä

обеспе÷ивает существенное сокращение вреìени реøения заäа÷ по сравнениþ с извес-

тныìи аëãоритìаìи при сравниìых затратах на реаëизаöиþ.
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Траäиöионный поäхоä к ÷исëенноìу реøениþ
заäа÷и (1), (2) состоит во ввеäение øтрафных
функöий [1, 7—9] разëи÷ноãо виäа, у÷итываþщих
вëияние оãрани÷ений. Наибоëее распространено
приìенение øтрафных функöий в соответствии с
ìетоäоì неопреäеëенных ìножитеëей Лаãранжа.
Оäнако приìенение этоãо ìетоäа äëя иссëеäова-
ния заäа÷ оптиìизаöии структур сетевых систеì
весüìа пробëеìати÷но из-за боëüøоãо ÷исëа оãра-
ни÷ений и переìенных. Наприìер, ÷астная заäа÷а
распреäеëения наãрузки по ìарøрутаì поëносвяз-
ной сети, состоящей из N узëов, требует ∼N ! пере-
ìенных и оãрани÷ений по ÷исëу возìожных ìарø-
рутов. Приìениìый äëя реøения поäобных заäа÷
÷исëенный ìетоä, о÷евиäно, äоëжен обеспе÷иватü
возìожностü зна÷итеëüноãо снижения ÷исëа оä-
новреìенно анаëизируеìых переìенных и оãра-
ни÷ений при уто÷нении реøения на кажäой ите-
раöии.

Основная иäея ìетоäа эвоëþöии параìетров
состоит в отсëеживании оптиìаëüноãо реøения
при изìеняþщихся усëовиях заäа÷и. Изìенения
оптиìаëüноãо реøения опреäеëяþтся ìатеìати-
÷ескиì оператороì, составëенныì на основе тре-
бования собëþäения необхоäиìых и äостато÷ных
усëовий оптиìаëüности. На÷аëüный поиск экстре-
ìуìа произвоäится äëя изìененных усëовий заäа-
÷и, при которых реøение нахоäится äостато÷но
просто. Наприìер, наãрузки приниìаþтся бëиз-
киìи к нуëевыì, общие затраты на систеìу по-
ëаãаþтся практи÷ески неоãрани÷енныìи и т. п.
Затеì усëовия заäа÷и восстанавëиваþтся (эвоëþ-
öионируþт) äо на÷аëüноãо уровня при оäновре-
ìенноì отсëеживании изìенений оптиìаëüноãо
реøения.

Приìенение ìетоäа ЭП äëя реøения заäа÷и
распреäеëения оäнороäных потоков наãрузки с не-

ëинейной öеëевой функöией W( ) и взаиìно не-
зависиìыìи ëинейныìи оãрани÷енияìи показано
в работе [4]. Даëее рассìатриваþтся особенности
приìенения ìетоäа ЭП äëя реøения заäа÷и (1),
(2) боëее общеãо виäа.

2. ÎÏÅÐÀÒÎÐ ÝÂÎËÞÖÈÈ
ÄËß ÎÄÍÎÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Дëя заäа÷и (1) в ка÷естве параìетров эвоëþöии
наибоëее естественно выбратü зна÷ения правых
÷астей оãрани÷ений (2), изìеняþщихся от на÷аëü-

ных зна÷ений c
j
 =  äо  с äискретныì øаãоì ∆c

j

в общеì сëу÷ае переìенной äëины.

Оператор эвоëþöии, опреäеëяþщий взаиìо-
связü ìежäу реøенияìи на кажäоì øаãе эвоëþ-
öии, строится на основе соотноøений, которыì
äоëжно уäовëетворятü оптиìаëüное реøение. Та-
кие уравнения, привоäиìые ниже, по виäу совпа-

äаþт с необхоäиìыìи усëовияìи оптиìаëüности,
сфорìуëированныìи в теореìе Куна—Таккера [2].

Пустü  — реøение заäа÷и (1). Тоãäа äëя äос-

тато÷но ìаëой вариаöии δ  äоëжно выпоëнятüся

δW( ) = δx
i
 m 0 (3)

при собëþäении усëовий

δx
i
 = δc

j
 m 0,  j = . (4)

Усëовия (4) составëяþтся тоëüко äëя активных

оãрани÷ений, т. е. äëя которых ( ) = ϕ
j
( ) = 0.

Дëя неактивных оãрани÷ений знак δc
j
 не иìеет

зна÷ения. Рассìотриì сëу÷ай, коãäа M а( ) —
÷исëо активных оãрани÷ений ìенüøе n, т. е.

M
а( ) < n. Выражение (4), опреäеëяþщее äопус-

тиìые зна÷ения δ  при δc
j
 = 0, приниìает виä

δx
i
 = 0,  j = , (5)

и при этоì äоëжно выпоëнятüся усëовие (3). Так
как в соответствии с выражениеì (5) äëя ëþбой

äопустиìой вариаöии δ  вариаöия –δ  также äо-
пустиìа, из форìуëы (3) сëеäует

δx
i
 = 0. (6)

О÷евиäно, соотноøение (6) выпоëняется тоãäа
и тоëüко тоãäа, коãäа оно явëяется ëинейно зави-
сиìыì относитеëüно ëевых ÷астей выражения (5).
Ина÷е ãоворя, существуþт коэффиöиенты µ

j
, äëя

которых

δx
i
 = µ

j
δx

i
,  i = . (7)

Пустü δ  = {δc
j
} — вариаöия зна÷ений c

j
 актив-

ных оãрани÷ений. Тоãäа вариаöия δW с у÷етоì вы-
ражений (4) и (7) приниìает сëеäуþщий виä:

δW = µ
j

δx
i
 = µ

j
δc

j
. (8)

Выражение (8) озна÷ает, ÷то äëя обеспе÷ения

maxW в то÷ке  обязатеëüно äоëжно выпоëнятü-
ся усëовие µ

j
 l 0, ∀j, так как в противноì сëу÷ае äëя

µ
j
 < 0 äопустиìая вариаöия δc

j
 < 0 привеäет в соот-

ветствии с соотноøениеì (6) к увеëи÷ениþ зна-

÷ения W( ). Появëение отриöатеëüных зна÷ений
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µ
j
( ) в проöессе эвоëþöии озна÷ает необхоäиìостü

перевоäа оãрани÷ений  в разряä неактивных.

При заäанных зна÷ениях δ  веëи÷ины δ  = {δx
j
} и

µ
j
 опреäеëяþтся из совìестноãо реøения систеì

уравнений (4) и (7). Сëу÷ай M а( ) < n озна÷ает,

÷то в то÷ке  (n – M а( )) зна÷ений  тож-

äественно равны нуëþ, ÷то явëяется необхоäиìыì
усëовиеì существования безусëовноãо экстреìуìа
по x

i
 и привоäит, соответственно, к δx

i
 = 0. В этоì

сëу÷ае разìерностü систеì уравнений (4) и (7)

факти÷ески понижается на (n – M а( )).

Сказанное о÷евиäныì образоì распространя-

ется äëя сëу÷ая n = M а( ). При n < M а( ) сис-
теìа оãрани÷ений ëибо вырожäенная, ëибо проти-
воре÷ивая, не äопускаþщая реøения.

Эвоëþöия зна÷ений c
j
 уäобна теì, ÷то äëя этоãо

сëу÷ая вариаöии δc
j
 äëя активных оãрани÷ений

взаиìно независиìые, в то вреìя как изìенения

δ  = {δx
j
} äоëжны уäовëетворятü опреäеëенныì

взаиìосвязяì виäа (4). Преäставëение (8), кроìе
уäобства реаëизаöии проöесса эвоëþöии зна÷ений
c
j
, äопоëнитеëüно обеспе÷ивает возìожностü про-

веäения оöенки на ÷увствитеëüностü реøения к
наëаãаеìыì оãрани÷енияì, ÷то бывает ÷асто необ-
хоäиìо при иссëеäовании практи÷еских заäа÷.

Активные оãрани÷ения на кажäой итераöии
выявëяþтся путеì проверки наруøения строãоãо

неравенства ϕ
j
( ) < , а из списка активных оãра-

ни÷ений они искëþ÷аþтся по отриöатеëüноìу
знаку µ

j
.

Дëя заäа÷ распреäеëения наãрузки в сетях на-
ибоëüøее ÷исëо оãрани÷ений иìеет виä

±x
i*
 m , (9)

опреäеëяþщий ãраниöы äопустиìых зна÷ений x
i*
.

Наприìер, это требования поëожитеëüных зна÷е-
ний наãрузок систеìы, объеìов вкëаäываеìых ре-
сурсов и т. п. Факти÷ески все активные оãрани÷е-
ния виäа (9) äоëжны бытü вкëþ÷ены в систеìы
уравнений (4) и (7), но от этоãо весüìа жеëатеëüно
избавитüся, ина÷е разìерностü этих систеì урав-
нений буäет о÷енü веëика. Форìаëüно это äости-
ãается сëеäуþщиì образоì;

— äëя активноãо оãрани÷ения (9) соответствуþ-
щее уравнение систеìы (4) приниìает виä δx

i*
 = 0;

— с у÷етоì, ÷то δx
i*
 = 0, зна÷ение x

i*
 поëаãается

равныì константе на текущей итераöии и веëи÷и-
на δx

i*
 искëþ÷ается из ÷исëа неизвестных в систе-

ìах (4) и (7);

— уравнение виäа  = µ
j

 + µ
i*

также искëþ÷ается из систеìы (7) и сëужит тоëüко
äëя опреäеëения знака µ

i*
 (принаäëежности оãра-

ни÷ения к активноìу) на кажäой итераöии. Усëо-
вие µ

i*
 l 0 активности оãрани÷ения в этоì сëу÷ае

записывается в виäе

 –  m 0. (10)

Проверка усëовия (10) äëя переìенных x
i*
 про-

извоäится спеöиаëизированныìи ìетоäаìи. Дос-
тато÷но эффективны зäесü ìетоäы äинаìи÷ескоãо
проãраììирования [5, 6].

Такиì образоì, в соответствии с выраженияìи
(4) и (7) реøение заäа÷и (1), (2) в проöессе эвоëþ-

öии зна÷ений  = {c
j
} äоëжно уäовëетворятü сëе-

äуþщей систеìе уравнений, составëяеìой äëя ак-
тивных оãрани÷ений:

(11)

Обозна÷иì систеìу (11) äëя уäобства операто-

роì F( , ) = 0. При изìенении зна÷ений  с äис-

кретныì øаãоì ∆  = {∆c
j
} соответствуþщее реøе-

ние заäа÷и в то÷ке  + ∆  äоëжно также уäовëет-
ворятü усëовиþ

F(  + ∆ ,  + ∆ ) = 0. (12)

То÷ное реøение уравнений (12) обеспе÷ивает

опреäеëение изìенения ∆  оптиìаëüноãо реøения
заäа÷. Оäнако äаже äëя äостато÷но простоãо виäа

функöии W( ), наприìер, в виäе среäнеãо вреìени
иëи вероятности переäа÷и потоков, уравнения (12)
то÷но реøитü весüìа затруäнитеëüно. Поэтоìу
преäëаãается ëинеаризаöия уравнений (12) по
ìаëыì параìетраì ∆x

i
 и ∆µ

j
 — изìененияì x

i
 и µ

j
.

О÷евиäно, ÷то в этоì сëу÷ае зна÷ения ∂W/∂x
i
 и µ

j

буäут опреäеëятüся с то÷ностüþ O((∆c)4), как по-
казано, наприìер, в работе [4]. Оøибка вы÷исëе-

ния W( ) не буäет накапëиватüся в проöессе эво-

ëþöии при äостато÷но ìаëых ∆ , т. е. сохранится
свойство реëаксаöии оøибок, отìе÷енное ранее в
работах [4, 10].

В проöессе эвоëþöии, в сиëу нето÷ности вы-
поëнения усëовия (12) из-за ëинеаризаöии, поëу-

÷аеìое зна÷ение ϕ
j
(  + ∆ ) = c

j
(  + ∆ ) ìожет

изìенятüся не то÷но на заäаваеìуþ веëи÷ину ∆c
j
.
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При эвоëþöии зна÷ения c
j
, нахоäящеãося äоста-

то÷но äаëеко от коне÷ноãо зна÷ения , это ìожет

не иìетü принöипиаëüноãо зна÷ения. Коãäа тре-
буется обеспе÷итü зна÷ение c

j
 с äостато÷ной то÷-

ностüþ, наприìер, äëя активноãо не эвоëþöиони-
руþщеãо оãрани÷ения, необхоäиìо ввоäитü в ëи-
неаризованнуþ систеìу реаëüнуþ невязку δc

j

зна÷ения c
j
. Тоãäа оøибка опреäеëения зна÷ения c

j

буäет иìетü также поряäок O((∆c)2), а в проöессе

коррекöии реøения äëя ∆  = 0 буäет убыватü кваä-
рати÷но. Верхние оöенки оøибки вы÷исëения W и

 поëу÷аþтся äостато÷но просто ÷ерез коэффи-
öиенты ëинеаризованной систеìы (12) по анаëо-
ãи÷ныì привеäенныì в работе [4] соотноøенияì.

Линеаризованная систеìа (12) с у÷етоì оãрани-
÷ений (11) приниìает сëеäуþщий виä:

(13)

ãäе δ
i
 =  –  — невязка собëþäения

необхоäиìых усëовий оптиìаëüности; δc
j
 = c

j
 –

– ( ) — оøибка обеспе÷ения требуеìоãо зна-

÷ения c
j
 на преäыäущей итераöии. Веëи÷ины δ

i

всеãäа äоëжны вхоäитü в систеìу (13) как обеспе-
÷иваþщие реëаксаöиþ оøибок в проöессе эвоëþ-
öии, а δc

j
 — при необхоäиìости äостато÷но то÷но-

ãо äостижения требуеìых зна÷ений c
j
.

Есëи систеìа (13) оказывается вырожäенной,
тоãäа äëя нахожäения реøения необхоäиìо при-

беãатü к разëоженияì по ∆  боëее высокоãо по-
ряäка. При этоì возìожны бифуркаöия реøения
по параìетру эвоëþöии иëи вообще ис÷езновение
реøения в кëассе äействитеëüных ÷исеë [11]. При
неуäа÷ной параìетризаöии заäа÷и появëение то-
÷ек бифуркаöии ìожет носитü искусственный ха-
рактер. Поэтоìу при построении аëãоритìов ре-
øения конкретных кëассов заäа÷ необхоäиìо ис-
сëеäоватü возìожностü их появëения в проöессе
эвоëþöии. В то же вреìя, наëи÷ие бифуркаöий
ìожет бытü опреäеëено ìноãоэкстреìаëüностüþ
заäа÷и. В этоì сëу÷ае построение оператора эво-
ëþöии в то÷ках бифуркаöии составëяет саìостоя-
теëüнуþ пробëеìу, общеãо реøения которой не
существует, так как в неëинейных заäа÷ах ìожет

существоватü бесконе÷ное ÷исëо бифуркаöий раз-
ных виäов. Это опреäеëяет необхоäиìостü изу÷е-
ния особенностей повеäения реøений конкрет-
ных заäа÷ и построения на этой основе конкрет-
ноãо оператора эвоëþöии с бифуркаöияìи.

Итак, аëãоритì реøения заäа÷и (1), (2) в общеì
виäе буäет состоятü из сëеäуþщих основных этапов:

1) опреäеëение параìетров эвоëþöии и на÷аëü-
ной заäа÷и оптиìизаöии;

2) заäание øаãа эвоëþöии;
3) опреäеëение ìножества активных оãрани÷е-

ний;
4) составëение и реøение уравнений эвоëþöии;
5) оöенка то÷ности поëу÷енноãо реøения;
6) контроëü окон÷ания проöесса эвоëþöии

(о÷ереäная итераöия на÷инается со второãо этапа).
Даëее пере÷исëяþтся основные особенности

кажäоãо из этапов.
В ка÷естве параìетров эвоëþöии уäобнее вы-

биратü зна÷ения c
j
 äëя оãрани÷ений (2) заäа÷и (1).

В заäа÷ах распреäеëения потоков в сетевых систе-
ìах ÷асто уäобно искатü на÷аëüное реøение äëя
нуëевой наãрузки. Дëя такой на÷аëüной заäа÷и оп-
реäеëяþтся не тоëüко наиëу÷øие характеристики
проöесса функöионирования» но и провоäится äо-
поëнитеëüная проверка совìестиìости остаëüных
оãрани÷ений. В ряäе сëу÷аев уäобно ввоäитü фик-
тивные äопоëнитеëüные оãрани÷ения, при которых
на÷аëüное реøение нахоäится äостато÷но просто и
зна÷ения правых ÷астей которых изìеняþтся äо
+×, ÷то форìаëüно озна÷ает устранение äопоëни-
теëüных оãрани÷ений из иссëеäуеìой заäа÷и.

Шаã эвоëþöии ∆  = {∆c
j
} выбирается по оöен-

каì то÷ности ëинеаризаöии уравнений (12), отку-

äа сëеäует, ÷то то÷ностü реøения δW ∼ O(|∆ |4).
Есëи требуется обеспе÷итü заäаннуþ то÷ностü ре-

øения тоëüко äëя коне÷ноãо зна÷ения  = { },

øаã эвоëþöии выãоäно взятü боëüøиì, а äопоëни-
теëüнуþ оøибку в коне÷ной то÷ке эвоëþöии
устранитü на äопоëнитеëüных итераöиях при
нуëевоì øаãе эвоëþöии (коррекöия реøения). Та-
кой поäхоä в боëüøинстве сëу÷аев позвоëяет зна-
÷итеëüно уìенüøитü общее ÷исëо итераöий. В этоì

сëу÷ае ìаксиìаëüный øаã ∆  оöенивается из ус-
ëовия сохранения свойства реëаксаöии оøибок

ëинеаризованныì оператороì F( , ). Дëя заäа÷и
оптиìизаöии распреäеëения вхоäящих потоков
наãрузки (сì. п. 3) свойство реëаксаöии оøибок
сохраняется при относитеëüной оøибке опреäеëе-
ния W не боëее 10—15 %, а эвоëþöия оäновреìен-
но всех изìеняеìых параìетров c

j
 требует ìенüøе-

ãо ÷исëа итераöий. Поэтоìу рекоìенäуется вво-
äитü еäиный параìетр эвоëþöии α, изìеняеìый
от 0 äо 1, преäставëяя эвоëþöиþ параìетров c

j
, на-

приìер, в виäе c
j
 =  + α(  – ).
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Множество активных оãрани÷ений форìирует-
ся на кажäой итераöии по сëеäуþщиì принöипаì:

— оãрани÷ение ( ) искëþ÷ается из ÷исëа ак-

тивных при µ
j
( ) < 0;

— оãрани÷ение заносится в список активных

при наруøении усëовия ϕ
j
( ) <  на о÷ереäной

итераöии.

Дëя опреäеëения зна÷ений µ
j
( ) l 0 äопоëни-

теëüно привëекаþтся спеöиаëизированные ìето-
äы поиска. Наприìер, есëи произвоäная функöии

W( ) аääитивная, äëя поиска оãрани÷ений в соот-
ветствии с усëовиеì (10) рекоìенäуþтся ìетоäы äи-
наìи÷ескоãо проãраììирования. Эффективностü
приìенения ìетоäа ЭП в öеëоì в боëüøинстве
сëу÷аев опреäеëяется эффективностüþ аëãоритìов
форìирования ìножества активных оãрани÷ений.

Линеаризованные уравнения эвоëþöии состав-
ëяþтся в соответствии с выраженияìи (13), а äëя
их реøения приìеняется оäин из известных ìето-
äов, выбираеìый с у÷етоì конкретных особеннос-
тей рассìатриваеìой заäа÷и. Дëя таких ìетоäов в
наихуäøеì сëу÷ае объеì вы÷исëений буäет про-
порöионаëен кубу ÷исëа уравнений [1].

То÷ностü поëу÷енноãо реøения оöенивается

так же, как и при выборе øаãа ∆ . Есëи оøибка
неприеìëеìа, то приниìается реøение о провеäе-
нии итераöии заново при ìенüøеì øаãе эвоëþöии

иëи коррекöии поëу÷енноãо реøения äëя ∆  = 0.
Проöесс реøения закан÷ивается при äостиже-

нии всеìи c
j
 зна÷ений , коãäа эвоëþöионируе-

ìые усëовия заäа÷и совпаäут с исхоäныìи и буäет
äостиãнута требуеìая то÷ностü реøения. Есëи оã-
рани÷ения окажутся несовìестиìыìи, в проöессе
эвоëþöии возникнет ситуаöия невозìожности
форìирования ìножества активных оãрани÷ений,

уäовëетворяþщих усëовиþ µ
j
( ) l 0.

2. ÏÐÈÌÅÐ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÂÕÎÄßÙÈÕ ÏÎÒÎÊÎÂ

В ка÷естве приìера рассìатривается наибоëее
÷асто встре÷аþщаяся на практике заäа÷а опти-
ìаëüноãо распреäеëения потоков сообщений в пу-
ассоновской сети переäа÷и äанных по критериþ
ìиниìуìа W — среäнеãо вреìени переäа÷и.
Реøение такой заäа÷и поäробно описано в работе
[4] äëя сëу÷ая взаиìно независиìых ëинейных
оãрани÷ений, отражаþщих требование переäа÷и

всех потоков заäанной интенсивности , распре-
äеëяеìых оäновреìенно по разëи÷ныì ìарøрутаì.
В ка÷естве параìетров эвоëþöии выбираëисü зна-

÷ения  = α* , изìеняеìые от  = 0 äо  = .
Указанная заäа÷а обобщена ввеäениеì äопоëни-

теëüных оãрани÷ений на ìаксиìаëüно äопустиìые
зна÷ения среäнеãо вреìени переäа÷и сообщений
по кажäой ветви сети. Поскоëüку äëя пуассоновс-
кой сети функöия W явëяется äробно-ëинейной

по параìетраì  = 0 [3], такие äопоëнитеëüные
оãрани÷ения носят неëинейный характер. На каж-
äый узеë сети назна÷аëосü по оäноìу вхоäящеìу
потоку äëя переäа÷и на äруãой узеë, назна÷аеìоìу
сëу÷айныì образоì.

Зависиìости относитеëüной оøибки δ =
= |∆W |/W от еäиноãо параìетра эвоëþöии 0 m α m 1
при разëи÷ных øаãах разбиения ∆α и при прове-
äении коррекöии реøения при ∆α = 0 практи÷ески
не отëи÷ается от привеäенных в работе [4]. Зäесü

также собëþäается зависиìостü δ ∼ (∆α)4. Рост тру-
äоеìкости вы÷исëений в основноì опреäеëяется
увеëи÷ениеì разìерности ëинеаризованных урав-
нений эвоëþöии из-за появëения äопоëнитеëüных
активных оãрани÷ений. В реøаеìой заäа÷е äëя
поëносвязной сети из 100 узëов, на кажäый из ко-
торых поступает по оäноìу внеøнеìу потоку äëя
переäа÷и на опреäеëенный узеë, ввеäение äопоë-
нитеëüных неëинейных 100 оãрани÷ений на ìак-
сиìаëüно äопустиìое зна÷ение среäнеãо вреìени
переäа÷и отäеëüных потоков по сети привоäит к
увеëи÷ениþ требуеìоãо объеìа оперативной па-
ìяти приìерно на 70 %, а вреìени реøения — на
20—30 %. Такая постановка заäа÷и иìеет ìесто
при реøении актуаëüной практи÷еской заäа÷и
управëения приоритетныìи потокаìи с заäанны-
ìи норìативаìи на среäнее вреìя переäа÷и äан-
ных. Менüøий рост увеëи÷ения вреìени реøения
объясняется теì, ÷то основные затраты вреìени
прихоäятся на этап поиска оптиìаëüных ìарøру-
тов, на котороì вëияние äопоëнитеëüных оãрани-
÷ений незна÷итеëüно. Поëное вреìя реøения на
ЭВМ «Pentium-IV» составëяет окоëо 2 ìин. Среä-
нее ÷исëо ìарøрутов переäа÷и ∼3 при среäней
äëине ìарøрутов 3—4 ветви.

Экспериìентаëüно установëено, ÷то наиìенü-
øее ÷исëо итераöий, требуеìых äëя поëу÷ения
окон÷атеëüноãо реøения, äостиãается при орãани-
заöии проöесса оäновреìенной эвоëþöии зна÷е-
ний интенсивности вхоäящих потоков наãрузки в

виäе ∆  = {∆c
j
}, ∆c

j
 = ∆α , ãäе α изìеняется с øа-

ãоì ∆α от 0 äо 1. В этоì сëу÷ае эвоëþöия произ-
воäится факти÷ески по оäноìу параìетру.

Типи÷ные зависиìости относитеëüной оøибки
δ при росте параìетра эвоëþöии α от 0 äо 1 äëя
разëи÷ных øаãов ∆α показаны на рисунке.

Как виäно, зна÷ение δ пропорöионаëüно не
4-й, а 2-й степени ∆α. Это объясняется нето÷но-

стüþ выпоëнения неравенства ϕ(  + ∆ ) = c – ∆c
на кажäой итераöии. Зäесü же привеäены резуëü-

таты äëя k =  öикëов коррекöии окон÷атеëü-
ноãо реøения при α = 1 и ∆α = 0. Зäесü оøибка
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убывает наибоëее быстро — пропорöионаëüно
кваäрату от на÷аëüноãо зна÷ения.

Сравнение реаëизованноãо аëãоритìа с äруãиì
аëãоритìоì, реаëизуþщиì ìетоä äевиаöии пото-
ков [3], показывает, ÷то затраты вы÷исëитеëüных
ресурсов на выпоëнение оäной итераöии äëя обо-
их аëãоритìов буäут приìерно оäинаковыìи. Ти-
пи÷ные резуëüтаты сравнения аëãоритìов по ÷ис-
ëу итераöий при требуеìой относитеëüной то÷-

ности 10–1 привеäены в табëиöе, ãäе показаны
резуëüтаты ÷исëенноãо реøения äвух приìеров,
взятых из работы [3]. В первоì приìере сетü иìеет
÷етыре узëа, во второì — äевятü узëов.

В обоих приìерах сети поëаãаþтся пуассонов-
скиìи, и в ка÷естве критерия эффективности вы-
бирается среäнее вреìя äоставки сообщений.

Как сëеäует из табëиöы, аëãоритìы, основан-
ные на ìетоäе ЭП, не ìенее ÷еì на поряäок боëее
эффективные. Кроìе тоãо, к существенноìу äо-
стоинству ìетоäа ЭП относится о÷евиäная воз-
ìожностü у÷ета неëинейных оãрани÷ений произ-
воëüноãо виäа, опреäеëяþщих, наприìер, требо-
вания к ка÷еству переäа÷и отäеëüных потоков.

Факти÷ески это привоäит к увеëи÷ениþ разìер-
ности оператора эвоëþöии на ÷исëо новых актив-
ных оãрани÷ений. В то же вреìя, у÷ет неëинейных
оãрани÷ений в ìетоäе äевиаöии потоков напря-
ìуþ невозìожен и требует существенной äоработ-
ки аëãоритìов реøения заäа÷и.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Приìенение ìетоäа эвоëþöии параìетров
обеспе÷ивает возìожностü составëения эффектив-
ноãо аëãоритìа реøения неëинейных заäа÷ опти-
ìизаöии распреäеëения потоков наãрузки в боëü-
øих систеìах.

Преäëоженный виä ëинеаризаöии оператора
эвоëþöии позвоëяет произвоäитü текущуþ оöенку
то÷ности опреäеëения оптиìаëüноãо реøения, ÷то
привоäит к существенноìу сокращениþ общеãо
объеìа вы÷исëений бëаãоäаря выбору ìаксиìаëü-
но äопустиìоãо øаãа эвоëþöии и обеспе÷ивает
возìожностü коррекöии то÷ности поëу÷аеìых ре-
øений.

По сравнениþ с известныìи аëãоритìаìи при-
ìенение ìетоäа эвоëþöии äëя неëинейных заäа÷
оптиìаëüной ìарøрутизаöии потоков позвоëяет
сократитü общее вреìя вы÷исëений на 1—2 поряä-
ка при сравниìых затратах на реаëизаöиþ.
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Зависимость относительной ошибки d при росте параметра 
эволюции a

Ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ

Приìер

Чисëо итераöий

Метоä äевиаöии 
потоков

Метоä эвоëþöии 
параìетров

1 300 12

2 110 8


