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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Метоä сетевоãо проãраììирования [1] явëяется
äостато÷но универсаëüныì инструìентоì реøе-
ния иëи поëу÷ения оöенок в заäа÷ах äискретной
оптиìизаöии. Он приìеняëся äëя то÷ноãо реøе-
ния заäа÷ о ранöе, ìаксиìаëüноì потоке, äëя по-
ëу÷ения оöенок в заäа÷ах о каìнях, о разрыве кон-
туров, о покрытии äвуäоëüноãо ãрафа и äр.

Сутü ìетоäа äëя ëинейных öеëевых функöий
закëþ÷ается в разбиении исхоäной заäа÷и на не-
скоëüко поäзаäа÷ с соответствуþщиì äеëениеì
коэффиöиентов öеëевой функöии. Суììа зна÷е-
ний öеëевых функöий в оптиìаëüных реøениях
этих поäзаäа÷ äает оöенку (нижнþþ — в сëу÷ае за-
äа÷и на ìиниìуì) äëя исхоäной заäа÷и. Есëи äëя
кажäой поäзаäа÷и иìеется ìетоä поëу÷ения ниж-
них оöенок öеëевой функöии, то суììа оöенок
всех поäзаäа÷ также äает нижнþþ оöенку äëя ис-
хоäной заäа÷и. Заäа÷а поиска такоãо разбиения
коэффиöиентов öеëевой функöии, при котороì
суììа оöенок поäзаäа÷ ìаксиìаëüна, называется
äвойственной заäа÷ей. В статüе рассìатривается
приìенение этоãо поäхоäа к сиììетри÷ной заäа÷е
коììивояжера.

1. ÇÀÄÀ×À,
ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÀß ÇÀÄÀ×Å ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐÀ

Заäан n + 1 верøинный ãраф с äëинаìи äуã l
ij
,

которые интерпретируþтся как расстояние ìежäу
ãороäаìи i и j. Без оãрани÷ения общности ìожно
с÷итатü все l

ij
 l 0. Требуется найти крат÷айøий

ãаìиëüтонов контур (ìарøрут коììивояжера).
Обозна÷иì x

ij
 = 1, есëи äуãа (i, j) вхоäит в ìарøрут,

x
ij
 = 0, в противноì сëу÷ае. Тоãäа заäа÷а своäится

к ìиниìизаöии критерия

L(x) = l
ij
x
ij

при оãрани÷ениях

x
ij
 = 1,  ∀j, (1)

x
ij
 = 1,  ∀i, (2)

u
i
 – u

j
 + nx

ij
 m n – 1, (3)

ãäе u
i
 l 0; i, j = 1, 2, ..., n; i ≠ j. Усëовие (4) ãаран-

тирует поëу÷ение ãаìиëüтонова контура [2]. Рас-

Сфорìуëирована äвойственная заäа÷а, состоящая в разбиении оãрани÷ений на äве ãруп-

пы с соответствуþщиì äеëениеì äëин äуã на äве ÷асти и реøении äвух поëу÷енных оöе-

но÷ных заäа÷; суììа öеëевых функöий оптиìаëüных реøений оöено÷ных заäа÷ äает

нижнþþ оöенку äëя исхоäной заäа÷и. Реøение оöено÷ной заäа÷и свеäено к построениþ

i-äеревüев крат÷айøей äëины. Преäëожен новый способ поëу÷ения нижних оöенок äëя

оöено÷ных заäа÷, в основе котороãо ëежит построение äерева крат÷айøих путей. Пока-

зано, ÷то построение i-äеревüев и äерева крат÷айøих путей äëя исхоäной ìатриöы рас-

стояний не äает оптиìаëüноãо реøения äвойственной заäа÷и.

i j,
∑

i
∑

j
∑
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сìатриваеìая заäа÷а относится к NP-труäныì [3].
Поэтоìу преäставëяет интерес поëу÷ение нижних
оöенок öеëевой функöии.

Рассìотриì сиììетри÷нуþ заäа÷у коììивоя-
жера, т. е. l

ij
 = l

ji
, ∀i, j.

Разобüеì оãрани÷ения заäа÷и на äве ãруппы.
В оäну ãруппу вкëþ÷иì оãрани÷ения (1) и (3), а
во вторуþ — (2) и (3). Соответственно разäеëиì
на äве ÷асти коэффиöиенты l

ij
, т. е. преäставиì l

ij

в виäе

l
ij
 = p

ij
 + q

ij
,  p

ij
, q

ij
 l 0,  ∀i, j. (5)

Рассìотриì äве оöено÷ные заäа÷и.
Задача 1. Опреäеëитü зна÷ения {x

ij
}, уäовëетво-

ряþщие оãрани÷енияì (1) и (3) и ìиниìизируþ-

щие критерий P(x) = p
ij
x
ij
.

Задача 2. Опреäеëитü зна÷ения {x
ij
}, уäовëетво-

ряþщие оãрани÷енияì (2) и (3) и ìиниìизируþ-

щие критерий Q(x) = q
ij
x
ij
.

Обозна÷иì L
1
(p) (L

2
(q)) зна÷ение öеëевой фун-

кöии в оптиìаëüноì реøении первой (второй) за-
äа÷и, p = {p

ij
}, q = {q

ij
}.

В соответствии с основной теореìой [1], суììа

L
1
(p) + L

2
(q) = L(p, q) (5)

äает оöенку снизу äëя исхоäной заäа÷и коììиво-
яжера. Такиì образоì, äвойственная заäа÷а за-
кëþ÷ается в опреäеëении зна÷ений p и q, уäовëет-
воряþщих соотноøениþ (4) и ìаксиìизируþщих
суììу (5).

2. ÐÅØÅÍÈÅ ÎÖÅÍÎ×ÍÛÕ ÇÀÄÀ×
ÄËß ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐÀ

Метоä реøения оöено÷ных заäа÷ äëя сиììет-
ри÷ных ìатриö основан на понятии крат÷айøеãо
i-äерева [2].

Выбираеì некоторуþ верøину i. Дëя поäãрафа
без верøины i построиì крат÷айøее i-äерево T

i
,

т. е. äерево крат÷айøей äëины l(T
i
). Дëя этоãо пос-

троиì крат÷айøее äерево на верøинах ãрафа без
верøины i и äобавиì к неìу äва крат÷айøих реб-
ра, инöиäентных верøине i [2].

Оöенка снизу äëя кажäой заäа÷и опреäеëяется
i-äеревоì, äëя котороãо äëина l(T

i
) ìаксиìаëüна.

Пример 1. Рассìотриì сиììетри÷нуþ заäа÷у из
работы [2, § 3.5]. Матриöа расстояний привеäена
на рис. 1.

В работе [2] оöенка снизу опреäеëяëасü на ос-
нове 1-äерева, äëя котороãо l(T

1
) = 8. Оäнако äëя

2-äерева l(T
2
) = 11, ÷то явëяется äостижиìой

оöенкой и, боëее тоãо, опреäеëяþщей оптиìаëü-
ный ìарøрут, преäставëенный на рис. 2.

В äанноì сëу÷ае оптиìаëüное реøение äвойст-
венной заäа÷и P = L = {l

ij
}, Q = 0. Оäнако это не

всеãäа так, ÷то показывает сëеäуþщий приìер. �
Пример 2. Рассìотриì ãраф, рис. 3. Оöенка

снизу опреäеëяется ëþбыì i-äеревоì, и l(T
i
) = 9,

i = . Разобüеì ãраф на 2 поäãрафа (рис. 4).

Иìееì äëя первоãо ãрафа l(T
3
) = 9, а äëя второãо

l(T
2
) = 9. Оöенка снизу равна l(T

3
) + l(T

2
) = 18, т. е.

в äва раза боëüøе. Боëее тоãо, она äостижиìа.
Оптиìаëüный ìарøрут — (1, 2, 6, 5, 4, 3, 1). �

ij
∑

ij
∑

Рис. 1. Матрица расстояний

Рис. 2. Оптимальный маршрут

Рис. 3. Граф к примеру 2

Рис. 4. Разбиение графа (см. рис. 3) на подграфы
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

9ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 4 • 2008

Возникает вопрос, ìожно ëи уëу÷øитü оöенку,
разбивая ãраф на боëее, ÷еì 2 ãрафа? Рассìотриì

k ìатриö P s, s = 1, ..., k таких, ÷то

 = l
ij
,  p

ij
 l 0,  ∀i, j. (6)

Обозна÷иì Φ(P s) — зна÷ение öеëевой функöии
в реøении s-й оöено÷ной заäа÷и. О÷евиäно, ÷то
суììа

Φ(P) = Φ(P s) (7)

опреäеëяет оöенку снизу äëя исхоäной заäа÷и.
Двойственная заäа÷а закëþ÷ается в опреäеëении

ìатриö P s, s = , ìаксиìизируþщих суììу (7)

при усëовии (6). �

Пример 3. Рассìотриì ãраф, рис. 5 (äëины всех
äуã, кроìе указанных на рисунке, равны нуëþ,
r > 0).

Разобüеì ãраф на k = 3 ãрафа, рис. 6.

Иìееì: Φ(P1) = Φ(P 2) = Φ(P 2) = r, оöенка снизу
Φ(P) = 3r, и эта оöенка äостижиìа.

Оöенка снизу, опреäеëяеìая i-äеревоì исхоä-
ной заäа÷и равна r, а оöенка, поëу÷енная в резуëü-
тате разбиения на 2 ãрафа, равна 2r. �

3. ÏÎËÓ×ÅÍÈÅ ÎÖÅÍÎÊ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÄÅÐÅÂÀ
ÊÐÀÒ×ÀÉØÈÕ ÏÓÒÅÉ

Рассìотриì новый способ поëу÷ения нижних
оöенок äëя оöено÷ных заäа÷, в основе котороãо ëе-
жит построение äерева крат÷айøих путей. 

Определение 1. i-деревом кратчайших путей R
i

называется äерево крат÷айøих путей из верøины
i в остаëüные верøины ãрафа. �

Сна÷аëа рассìотриì заäа÷у коììивояжера с
äëинаìи äуã

l
ij
 = |λ

j
 – λ

i
|,  ∀i, j,  λ

i
 l 0  ∀i,  λ

1
 = λ

i
 = 0.

Определение 2. Посëеäоватеëüностü (i
1
, i

2
, ..., i

n
)

называется однопиковой, есëи m m ...m l

l l l ... l , ãäе  = 0, = λ
i
=

= λ
max

. �

Теорема. Любая однопиковая последователь-

ность определяет оптимальный маршрут, длина ко-

торого равна 2λ
max

.

Доказатеëüство. Пустü верøины пронуìерова-
ны по возрастаниþ λ

i
 (λ

1
 = 0). Дëина пути от

верøины 1 äо верøины n не ìожет бытü ìенüøе,
÷еì λ

n
, и равна λ

n
 при прохожäении верøин по

возрастаниþ ноìеров. Дëина обратноãо пути из
верøины λ

n
 в верøину λ

1
 также не ìожет бытü

ìенüøе, ÷еì λ
n
, и равна λ

n
 при прохожäении вер-

øин по убываниþ ноìеров. Поэтоìу ëþбой оäно-
пиковый ìарøрут оптиìаëен, и еãо äëина равна
2λ

n
. Теореìа äоказана. �

Дëя поëу÷ения оöенок заäа÷ 1 и 2 опреäеëиì λ
i
,

i = , λ
i
 = 0, так, ÷тобы |λ

i
 – λ

j
| m l

ij
 и зна-

÷ение λ
m
 = λ

i
 быëо ìаксиìаëüно.

Дëя построения i-äерева поëаãаеì λ
i
 = 0 и

строиì äерево крат÷айøих путей из верøины i в
остаëüные верøины. Обозна÷иì λ

j
 äëину крат÷ай-

øеãо пути из верøины i в верøину j, λ(R
i
) = λ

i
.

Соãëасно теореìе, веëи÷ина 2λ(R
i
) явëяется

нижней оöенкой äëя соответствуþщей заäа÷и
коììивояжера. Максиìаëüная оöенка, о÷евиäно,
опреäеëяется i-äеревоì крат÷айøих путей, äëя ко-

тороãо λ(R
i
) = λ(R

j
).

Пример 4. Рассìотриì ãраф, рис. 7.
Иìееì λ(R

1
) = 5, λ(R

2
) = 7, λ(R

3
) = 5, λ(R

4
) = 7,

λ(R
i
) = 7. Сëеäоватеëüно, оöенка снизу равна 14,

s
∑ pij

s

s
∑

1 k,

Рис. 5. Граф к примеру 3

Рис. 6. Разбиение графа (см. рис. 5) на подграфы

min
i

λi
1

λi
2

λi
k 1–

λi
k

λi
k 1+

λi
n

λi
1

λi
k 1–

max
i

1 n, min
i

max
i

max
j i≠

max
j

Рис. 7. Граф к примеру 4

max
i
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она äостижиìа. Оптиìаëüный ìарøрут (1, 2, 3, 4, 1)
иëи (1, 3, 4, 2, 1). Заìетиì, ÷то оöенка, поëу÷аеìая
на основе построения крат÷айøих i-äеревüев ху-
же. Действитеëüно, иìееì l(T

1
) = 12, l(T

2
) = 12,

l(T
3
) = 12, l(T

4
) = 12, и оöенка равна 12 < 14. �

Оäнако нетруäно привести приìеры, коãäа
оöенка путеì построения крат÷айøеãо i-äерева
ëу÷øе, ÷еì оöенка, поëу÷аеìая путеì построения
i-äерева крат÷айøих путей.

Описанный ìетоä поëу÷ения нижних оöенок
естественно приìенитü äëя оöенки реøений оöе-
но÷ных заäа÷ 1 и 2.

Пример 5. Рассìотриì ãраф, рис. 8.

Разобüеì еãо на 2 ãрафа, рис. 9.

Дëя первоãо ãрафа λ(R
2
) = 2, а äëя второãо

λ(R
3
) = 2, и оöенка равна 8. Эта оöенка äостижиìа.

Заìетиì, ÷то äëя исхоäноãо ãрафа λ(R
1
) = λ(R

2
) =

= λ(R
3
) = 3, и оöенка снизу равна 6.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотренный поäхоä к поëу÷ениþ нижних
оöенок äëя сиììетри÷ной заäа÷и коììивояжера
на основе äвойственных заäа÷ äает новый ìетоä
поëу÷ения оöенок. Факти÷ески ìы иìееì три ти-
па äвойственных заäа÷. В заäа÷ах первоãо типа
оöено÷ные заäа÷и реøаþтся на основе построения
крат÷айøих i-äеревüев. В заäа÷ах второãо типа
оöено÷ные заäа÷и реøаþтся на основе построения
i-äеревüев крат÷айøих путей. В заäа÷ах третüеãо
типа оäна из оöено÷ных заäа÷ реøается на основе
построения крат÷айøих i-äеревüев, а вторая — на
основе построения i-äеревüев крат÷айøих путей.
Разработка ìетоäов реøения äвойственной заäа÷и
требует äаëüнейøих иссëеäований.
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