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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Оäин из важных этапов проектирования систеì
автоìати÷ескоãо управëения закëþ÷ается в иäен-
тификаöии äинаìи÷еских объектов. Существует
неìаëо ìетоäов иäентификаöии, наприìер, ìетоä
наиìенüøих кваäратов в разëи÷ных ìоäификаöи-
ях, ìетоä ìаксиìаëüноãо правäопоäобия, ìетоä
инструìентаëüной переìенной, ìетоä ìоäуëиру-
þщих функöий и äр. У кажäоãо из них свои äосто-
инства и неäостатки. Некоторые ìетоäы äаþт не-
сìещенные оöенки параìетров объекта, но не
эффективны в усëовиях высоких поìех. Друãие
требуþт, ÷тобы закон распреäеëения поìехи иìеë
опреäеëенный виä. Иныìи сëоваìи, не существу-
ет универсаëüных ìетоäов иäентификаöии, кото-
рые поëностüþ уäовëетворяëи бы разработ÷ика
систеì автоìати÷ескоãо управëения.

В статüе рассìотрены некоторые аспекты ис-
поëüзования ìетоäа экспоненöиаëüной ìоäуëя-
öии, впервые описанноãо в работе [1], äëя иäен-
тификаöии ëинейных äинаìи÷еских объектов, от-
ëи÷аþщеãося высокой поìехоустой÷ивостüþ и
простотой реаëизаöии. Этот ìетоä также не ëиøен
неäостатков. В ÷астности, при наëи÷ии поìех он
äает сìещенные оöенки. Оäнако сìещение, как
правиëо, незна÷итеëüно и к тоìу же ìожет бытü
уìенüøено с поìощüþ спеöиаëüных проöеäур.

1. ÌÅÒÎÄ ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÌÎÄÓËßÖÈÈ

Пустü äан устой÷ивый объект с переäато÷ной
функöией

W(s) =  = , (1)

параìетры a
1
, ..., a

n
, b

0
, ..., b

m
 котороãо необхоäиìо

опреäеëитü, X(s) и Y(s) — изображения по Лапëасу
вхоäноãо и выхоäноãо сиãнаëов.

В ìоìент вреìени t = 0 на вхоä объекта поäа-
ется произвоëüный сиãнаë x(t) и в те÷ение вре-
ìени набëþäения от 0 äо Т

н
 на выхоäе реãистри-

руется сиãнаë y(t). Сфорìируеì функöиþ виäа
z(t) = exp(–t/θ) такуþ, ÷тобы к ìоìенту вреìени
Т

н
 она затухаëа бы äо зна÷ений, ìноãо ìенüøих 1.

Эту функöиþ буäеì называтü ìоäуëируþщей, а
коэффиöиент θ — постоянной вреìени ìоäуëи-
руþщей функöии (ПВМФ). Переìножиì вхоäной
и выхоäной сиãнаëы на эту функöиþ и вы÷исëиì
пëощаäи S

x
 и S

y
 поä образованныìи такиì обра-

зоì кривыìи:

S
x
 = x(t)z(t)dt,  S

y
 = y(t)z(t)dt.

Поскоëüку x(t) — реаëüный сиãнаë, поäаваеìый
на объект, то естественно с÷итатü, ÷то он оãрани-
÷ен на всеì вреìенноì интерваëе. Тоãäа с у÷етоì
затухания ìоäуëируþщей функöии по экспонен-
öиаëüноìу закону ìожно записатü:

S
x
 = x(t)z(t)dt – x(t)z(t)dt ≈ x(t)z(t)dt =

= x(t)exp(–t/θ)dt = X(θ–1),

S
y
 = y(t)z(t)dt – y(t)z(t)dt ≈ y(t)z(t)dt =

= y(t)exp(–t/θ)dt = Y(θ–1) (2)

Рассìотрен новый ìетоä иäентификаöии äинаìи÷еских объектов, поëу÷ивøий название
ìетоäа экспоненöиаëüной ìоäуëяöии. Показано, ÷то он прост в реаëизаöии и обëаäает
высокой поìехоустой÷ивостüþ. Рассìотрены вопросы, связанные с выбороì оптиìаëü-
ноãо вхоäноãо сиãнаëа. Опреäеëены законы распреäеëения оöенок при наëи÷ии поìех
типа «беëый øуì» и «синусоиäа со сëу÷айной фазой».
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В этих выражениях X(θ–1) и Y(θ–1) — зна÷ения
изображений по Лапëасу вхоäноãо и выхоäноãо
сиãнаëов, которые быëи бы поëу÷ены при поäста-

новке вìесто оператора s вещественноãо ÷исëа θ–1.
Как сëеäует из выражений (1) и (2):

W(θ–1) =  = . (3)

Выражение (3) устанавëивает связü ìежäу заäа-
ваеìой ПВМФ θ, вы÷исëяеìыìи пëощаäяìи S

x
, S

y

и неизвестныìи параìетраìи объекта a
1
, ..., a

n
, b

0
,

..., b
m
. О÷евиäно, ÷то äëя вы÷исëения этих па-

раìетров необхоäиìо заäатü r ìоäуëируþщих
функöий с постоянныìи вреìени θ

1
, ..., θ

r
 и вы-

÷исëитü r пар пëощаäей S
x1

, ..., S
xr
, S

y1
, ..., S

yr
, ãäе

r = n + m + 1. В этоì сëу÷ае параìетры объекта
ìоãут бытü опреäеëены из реøения систеìы ëи-
нейных уравнений

A = Г–1
Q, (4)

ãäе A = [a
n
 ... a

1
 b

m
 ... b

0
]T, Q = [–  ... – ]T,

Г = , d
i
 = S

xi
/S

yi
.

Есëи иäентификаöия провоäится в иäеаëüных
усëовиях (вреìя набëþäения неоãрани÷енно, øаã
äискретизаöии бесконе÷но ìаë, поìехи отсутству-
þт), поãреøностü опреäеëения параìетров равна
нуëþ независиìо от виäа вхоäноãо сиãнаëа и вы-
бора ПВМФ. На практике ни оäно из пере÷исëен-
ных усëовий не выпоëняется, при÷еì основныì
исто÷никоì поãреøности явëяется поìеха η(t),
äействуþщая на объект (буäеì с÷итатü, ÷то она
приëожена аääитивно к выхоäу объекта). При ее
наëи÷ии поãреøностü зависит как от вхоäноãо сиã-
наëа, так и от постоянных вреìени ìоäуëируþщих
функöий. Зна÷ения ПВМФ äоëжны заäаватüся,
исхоäя из сëеäуþщих соображений. С оäной сто-
роны, их неëüзя выбиратü сëиøкоì ìаëыìи, по-
скоëüку зна÷ения вы÷исëяеìых пëощаäей в этоì
сëу÷ае буäут ìаëоинфорìативныìи из-за боëüøо-
ãо уäеëüноãо веса сëу÷айной составëяþщей. С äру-
ãой стороны, они не äоëжны бытü сëиøкоì боëü-
øиìи, ина÷е ìоäуëируþщие функöии не успеþт
затухнутü к ìоìенту окон÷ания набëþäения про-
öесса, прибëиженные равенства в выражении (2)
буäут несправеäëивы и при вы÷исëении оöенок
появится реãуëярная поãреøностü. О÷евиäно, äоë-
жен существоватü некоторый äиапазон зна÷ений
ПВМФ, обеспе÷иваþщий ëу÷øие в опреäеëенноì
сìысëе оöенки.

Как показано в работе [2], при иäентификаöии
ìетоäоì экспоненöиаëüной ìоäуëяöии оптиìаëü-
ныì вхоäныì сиãнаëоì явëяется ступен÷атое воз-

äействие. Такой сиãнаë обëаäает ряäоì преиìу-
ществ, а иìенно:
� отноøение «сиãнаë/øуì» ìаксиìаëüно среäи

всех сиãнаëов заäанной аìпëитуäы в преäпо-
ëожении, ÷то øуì иìеет нуëевое ìатеìати÷ес-
кое ожиäание (при произвоëüноì законе рас-
преäеëения), а объект явëяется фиëüтроì низ-
ких ÷астот;

� появëяется возìожностü коìпенсироватü реãу-
ëярные составëяþщие поãреøностей оöенок, и
выбор ПВМФ при этоì оãрани÷ен тоëüко снизу;

� зна÷ения пëощаäей S
x
 в выражении (2) априор-

но известны, ÷то снижает объеì вы÷исëений;
� при провеäении активноãо экспериìента сту-

пен÷атый сиãнаë реаëизуется наибоëее просто.
В настоящей статüе при иссëеäовании вероят-

ностных характеристик оöенок параìетров объек-
та буäеì с÷итатü, ÷то на еãо вхоä поäается еäини÷-
ное ступен÷атое возäействие.

2. ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÎÖÅÍÎÊ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÎÁÚÅÊÒÀ
ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ ÁÅËÎÃÎ ØÓÌÀ

Пустü äан объект второãо поряäка с переäато÷-
ной функöией 

W(s) = 

и по резуëüтатаì набëþäения перехоäноãо проöес-
са в интерваëе вреìени от 0 äо T

н 
необхоäиìо оп-

реäеëитü параìетры а
1
 и а

2
. Соãëасно ìетоäу экс-

поненöиаëüной ìоäуëяöии, необхоäиìо сфорìи-
роватü ìоäуëируþщие функöии z

1
 = exp(–t/θ

1
) и

z
2

= exp(–t/θ
2
), которые затухаëи бы к ìоìенту T

н

äо зна÷ений, ìноãо ìенüøих 1, уìножитü на них
выхоäной сиãнаë и вы÷исëитü пëощаäи S

1
 и S

2
.

Тоãäа оöенки  и  соãëасно систеìе уравнений

(4) ìоãут бытü опреäеëены сëеäуþщиì образоì:

 = [ (θ
1
/S

1
 – 1) – (θ

2
/S

2
 – 1)],

 = [θ
1
(θ

1
/S

1
 –1) – θ

2
(θ

2
/S

2
 – 1)].

Пустü на выхоäе объекта äействует равноìерно
распреäеëенный в интерваëе [–A, A] беëый øуì
η(t) с функöией пëотности распреäеëения

f(η(t)) = 

Матеìати÷еское ожиäание этоãо сиãнаëа

M(η) = 0, äисперсия D(η) = A2/3.
Обозна÷иì ÷ерез R

i
 зна÷ения пëощаäей, ко-

торые быëи бы вы÷исëены в отсутствие øуìа,

bmθ
m–

... b1θ
1–

b0+ + +

anθ
n–

... a1θ
1–

1+ + +
--------------------------------------------------------------

Sy
Sx
------

θ1
n

θr
n

1 θ1 ... θ1
n 1–

d1θ1
n m–

– ... d1θ1
n

–

... ... ... ... ... ... ...

1 θr ... θr
n 1–

drθr
n m–

– ... drθr
n

–

1

a2s
2

a1s 1+ +
------------------------------------

â1 â2

â1
1

θ1 θ2–
----------------- θ1

2
θ2
2

â2

θ1θ2

θ1 θ2–
-----------------

1
2A
------- при η t( ) A; A–[ ],∈

0 при η t( ) A; A–[ ].∉




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R
i
= , а ÷ерез ∆S

i
 = S

i
 – R

i
 — поãреø-

ности, обусëовëенные äействиеì øуìа. Тоãäа

∆S
i
 ≈ η(t)exp(–t/θ

i
)dt.

Пустü съеì и обработка инфорìаöии происхо-
äят с øаãоì ∆t, настоëüко ìаëыì, ÷то поãреøнос-
тяìи ÷исëенноãо интеãрирования ìожно прене-
бре÷ü äëя ëþбоãо ìетоäа интеãрирования. Вы÷ис-
ëиì зна÷ения ∆S

i
, приìеняя ìетоä трапеöий:

∆S
i
 = ∆t η

0
/2 + η

k
exp(–k∆t/θ

i
)  =

= ∆t η
0
/2 + η

k
,

ãäе η
k
 = η(k∆t), q

i
 = exp(–∆t/θ

i
).

Из этой форìуëы сëеäует, ÷то ìатеìати÷еские
ожиäания веëи÷ин ∆S

i
 равны 0, т. е. M(S

i
) = R

i
. Оп-

реäеëиì ковариаöии поãреøностей вы÷исëения
пëощаäей:

cov(∆S
1
, ∆S

2
) =

= ∆t2M  =

= D(η)∆t .

Отсþäа ìожно найти äисперсии веëи÷ин ∆S
i
:

D(∆S
1
) = D(η)∆tθ

1
/2,  D(∆S

2
) = D(η)∆tθ

2
/2.

Эти зна÷ения преäставëяþт собой äисперсии
бесконе÷ной суììы независиìых сëу÷айных веëи-
÷ин, оäнако вкëаä кажäой веëи÷ины в суììарнуþ
äисперсиþ неоäинаков. Поэтоìу, строãо ãоворя,
закон распреäеëения веëи÷ин ∆S

i
 отëи÷ен от нор-

ìаëüноãо. В ка÷естве ìеры бëизости закона к нор-
ìаëüноìу ìожно рассìотретü коэффиöиенты раз-
ëожения в ряä Макëорена функöии ln[g

i
(λ)], ãäе

g
i
(λ) — характеристи÷еская функöия сëу÷айной ве-

ëи÷ины ∆S
i
 (äëя норìаëüно распреäеëенной сëу-

÷айной веëи÷ины все эти коэффиöиенты, на÷иная
с третüеãо, равны нуëþ [3]):

g(λ) = exp( jλ∆tη)dη =

= .

ln[g(λ)] = ln  ≈

≈ .

Виäно, ÷то коэффиöиенты разëожения убыва-
þт äостато÷но быстро, поэтоìу оãрани÷иìся ëиøü
первыì ÷ëеноì разëожения:

ln[g
i
(λ)] ≈ – ∆t θ

i
.

Данная характеристи÷еская функöия соответс-
твует норìаëüноìу закону распреäеëения ∆S

i
 с ну-

ëевыì ìатеìати÷ескиì ожиäаниеì и äисперсией

D(∆S
i
) = ∆t θ

i
A

2/6 = D(η)∆t θ
i
/2.

Такиì образоì, ìожно с÷итатü, ÷то при иäен-
тификаöии ìетоäоì экспоненöиаëüной ìоäуëя-
öии вëияние равноìерно распреäеëенноãо беëоãо
øуìа эквиваëентно вëияниþ норìаëüно распреäе-
ëенноãо øуìа. В этоì сëу÷ае закон распреäеëения
вектора S = (S

1
, S

2
) иìеет виä:

f(S
1
, S

2
) = exp – [c

11
(S

1
 – R

1
)2 +

+ 2c
12

(S
1
 – R

1
)( S

2
 – R

2
) + c

22
(S

2
 – R

2
)2] ,

ãäе c
11

 = ,

c
22

 = ,

c
12

 = – .

Посëе поäстановки в эти выражения зна÷ений
äисперсий и ковариаöии найäеì закон распреäе-

ëения вектора  = ( , ), воспоëüзовавøисü
форìуëой [3]

f( ) = f(S( ))|J( )|,
ãäе — якобиан, 

J( ) = .

Обозна÷иì ∆a
i
 = a

i
 –  — откëонения оöенок

параìетров от истинных зна÷ений. Посëе поäста-
новок и преобразований поëу÷иì

f( , ) =  Ѕ

Ѕ exp , (5)

θi
3

a2 a1θi θi
2
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∞
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∞
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
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∞

∑ qi
k




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2
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k
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∞
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 
 
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2
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k
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∞
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∞
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k

∫
1
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∞

∏
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k
( )sin

λ∆tAq
k

---------------------------------

k 0=

∞

∑
λ∆tAq

k
( )sin

λ∆tAq
k

---------------------------------

θ
∆t
-----

λ∆tA( )
2

2 6⋅
---------------------– λ∆tA( )

4
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---------------------– λ∆tA( )

6
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---------------------– ...–

1
2
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2

6
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
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D ∆S1( )D ∆S2( ) cov
2
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â
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ãäе B = ,

d
11

 =  +  + ,

d
12

 =  +  + ,

d
22

 =  +  + .

Пëотности проекöий вектора  на оси  и 

опреäеëяþтся, соответственно, сëеäуþщиìи вы-
раженияìи:

f
1
( ) = f( , )d , (6)

f
2
( ) = f( , )d . (7)

На рис. 1 изображен ãрафик пëотности проек-

öии вектора  на осü  при истинных зна÷ениях

параìетров объекта a
1
 = 3 c, a

2
 = 2 c2, ПВМФ

θ
1

= 1 c, θ
2
 = 1,1 c, øаãе äискретизаöии ∆t = 0,01 c,

соотноøении «øуì/сиãнаë» 0,25; на рис. 2 — ãра-

фик пëотности проекöии вектора  на осü  при

тех же усëовиях. На этих же рисунках изображены
ãистоãраììы соответствуþщих сëу÷айных веëи-
÷ин, поëу÷енные по резуëüтатаì 50 тыс. экспери-

ìентов. Виäна бëизостü резуëüтатов, поëу÷енных
теорети÷ески и экспериìентаëüно.

3. ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÎÖÅÍÎÊ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ ÎÁÚÅÊÒÀ
ÏÐÈ ÑÈÍÓÑÎÈÄÀËÜÍÎÉ ÏÎÌÅÕÅ ÑÎ ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ ÔÀÇÎÉ

Дëя ìноãих проìыøëенных объектов характер-
но наëи÷ие поìехи синусоиäаëüноãо виäа, обус-
ëовëенное обы÷но вëияниеì эëектри÷еской сети
переìенноãо тока. Аìпëитуäа и ÷астота сиãнаëа
поìехи, как правиëо, постоянные, а фаза явëяется
сëу÷айной веëи÷иной с равноìерныì распреäеëе-
ниеì. Опреäеëиì пëотностü распреäеëения оöе-
нок äëя этоãо сëу÷ая.

Пустü на вхоä объекта поäается еäини÷ное
ступен÷атое возäействие, а к еãо выхоäу аääитив-
но приëожено возìущаþщее возäействие η(t) =
= Asin(ωt + ϕ), ãäе A — аìпëитуäа сиãнаëа, ω — еãо
÷астота, ϕ — сëу÷айная фаза с пëотностüþ распре-
äеëения

f(ϕ) = 

Дëя простоты, без потери общности буäеì рас-
сìатриватü объект первоãо поряäка с переäато÷-
ной функöией

W(s) = , (8)

ãäе a − неизвестный параìетр объекта, который
требуется оöенитü. В соответствии с ìетоäоì экс-
поненöиаëüной ìоäуëяöии необхоäиìо сфорìиро-
ватü оäну ìоäуëируþщуþ функöиþ z(t) = exp(–t/θ),
уìножитü ее на выхоäной проöесс y(t) и вы÷ис-
ëитü пëощаäü S поä образованной такиì образоì
кривой.

То÷ное зна÷ение пëощаäи R, которое быëо бы
вы÷исëено в отсутствие поìехи при ступен÷атоì
вхоäноì возäействии, соãëасно выраженияì (2) и
(8), опреäеëяется как

R = .

θ1 θ2+( )
2

D η( )∆t θ1 θ2–( )
2

---------------------------------------------

R1
4

θ1
5

------
8 R1R2( )

2

θ1θ2( )
2
θ1 θ2+( )

-------------------------------------------
R2

4

θ2
5

------

2R1
4

θ1
6

----------
8 R1R2( )

2

θ1θ2( )
3

-------------------------
2R2

4

θ2
6

----------

R1
4

θ1
7

------
8 R1R2( )

2

θ1θ2( )
3
θ1 θ2+( )

-------------------------------------------
R2

4

θ2
7

------

1,32

0
1 2 3 4 а

1
, c^

1

2

^f
1
(a

1
), c–1

Рис. 1. График плотности проекции вектора  на ось , 

построенный в соответствии с выражениями (5) и (6) (кривая 1) 
и гистограмма, полученная экспериментально

(ступенчатая кривая 2)

â â1

â â1 â2

â1

∞–

∞

∫ â1 â2 â2

â2

∞–

∞

∫ â1 â2 â1

â â1

â â2

0,62

0
0 1 2 3 4 а

2
, c^

1

2

^f
2
(a

2
), c–2

Рис. 2. График плотности проекции вектора  на ось , 

построенный в соответствии с выражениями (5) и (7) (кривая 1) 
и гистограмма, полученная экспериментально

(ступенчатая кривая 2)

â â2

1/2π при π ϕ π,≤ ≤–

0 в остаëüных сëу÷аях.



1
as 1+
---------------

θ
2

a θ+
------------
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Рассìотриì распреäеëение поãреøности вы-
÷исëения пëощаäей ∆S = S – R, обусëовëенной
äействиеì поìехи. Леãко показатü, ÷то

∆S
y
 = η(t)exp(–t/θ)dt =

= A sin(ωt + ϕ)exp(–t/θ)dt =

= sin(ϕ + arctgωθ).

Зная пëотностü распреäеëения фазы ϕ и зави-
сиìостü поãреøности ∆S от фазы, ìожно опреäе-
ëитü пëотностü распреäеëения веëи÷ины ∆S:

f(∆S) = ,

ãäе 1(ξ) = 

ξ =  – |∆S |.

Обозна÷иì ∆a = a – , n = a + θ, m =

= . Тоãäа

f(∆a) = . (9)

Найäеì обëастü опреäеëения этой функöии.
Как сëеäует из выражения (9):

m
2(n + ∆a)2 – ∆a2 > 0 иëи –m m  m m.

В зависиìости от зна÷ения т возìожны три ре-
øения этоãо äвойноãо неравенства:

1) ∆a ∈  при m < 1;

2) ∆a ∈  при m = 1;

3) ∆a ∈  ∪  при m > 1.

О÷евиäно, второй сëу÷ай возìожен ëиøü при
с÷етноì ìножестве со÷етаний зна÷ений A, ω и θ,
поэтоìу рассìатриватü еãо не иìеет сìысëа. Тре-
тий сëу÷ай явëяется небëаãоприятныì, поскоëüку
тоëüко правая ÷астü обëасти опреäеëения соäер-
жит жеëаеìое зна÷ение ∆a = 0. Что касается пер-
воãо сëу÷ая, то еãо всеãäа ìожно äости÷ü пра-
виëüныì поäбороì зна÷ения θ. Чеì боëüøе это
зна÷ение, теì коìпактнее обëастü опреäеëения
функöии пëотности распреäеëения и теì ìенüøе
разброс оöенок параìетра относитеëüно еãо ис-
тинноãо зна÷ения. На рис. 3 изображены ãрафик
пëотности распреäеëения и ãистоãраììа оöенки

параìетра  при истинноì зна÷ении a = 1 c,
ПВМФ θ = 0,9 c, соотноøении «øуì/сиãнаë» 0,15.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрен новый ìетоä иäентификаöии äина-
ìи÷еских объектов, поëу÷ивøий название ìетоäа
экспоненöиаëüной ìоäуëяöии. Показано, ÷то он
прост в реаëизаöии и обëаäает высокой поìехоус-
той÷ивостüþ. Рассìотрены вопросы, связанные с
выбороì оптиìаëüноãо вхоäноãо сиãнаëа. Опреäе-
ëены законы распреäеëения оöенок при наëи÷ии
поìех типа «беëый øуì» и «синусоиäа со сëу÷ай-
ной фазой». Совпаäение поëу÷енных зависиìостей
и экспериìентаëüно построенных ãистоãраìì сви-
äетеëüствует о корректности провеäенных рас÷етов.
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Рис. 3. График плотности распределения (кривая 1)
и гистограмма (кривая 2) оценки параметра объекта

при воздействии синусоидальной помехи со случайной фазой
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