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Существуþщие ìетоäы синтеза стохасти÷ескоãо уп-
равëения преäпоëаãаþт преäставëение вектора состоя-
ния объекта управëения в форìе Ито иëи Ланжевена
[1—3]. Преäпоëаãается, ÷то векторные и ìатри÷ные фун-
кöии, вхоäящие в правые ÷асти стохасти÷еских уравне-
ний, известны с требуеìой то÷ностüþ. Оäнако в прак-
ти÷еских приëожениях ÷асто встре÷аþтся сëу÷аи, коãäа,
по теì иëи иныì при÷инаì, априори не уäается то÷но
опреäеëитü не тоëüко отäеëüные параìетры вектора со-
стояния поäвижноãо объекта (ПО), но и некоторуþ ÷астü
структуры правых ÷астей уравнений [1, 4—9]. О÷евиäно,
÷то в таких сëу÷аях приìенитü известные ìетоäы к син-
тезу управëения ПО без äопоëнитеëüноãо привëе÷ения
ìетоäов иäентификаöии иëи робастных аëãоритìов не
преäставëяется возìожныì. Остановиìся на некоторых
аспектах приìенения посëеäних в систеìах управëения.

Существуþщие ìетоäы стохасти÷еской непараìет-
ри÷еской иäентификаöии ìноãосвязных ìноãоìерных
объектов преäпоëаãаþт наëи÷ие оãроìноãо объеìа экс-
периìентаëüноãо ìатериаëа, который äëя уникаëüных
объектов из-за оãрани÷енноãо жизненноãо öикëа поëу-
÷итü, в принöипе, невозìожно [1, 2]. Но äаже äëя се-
рийно выпускаеìых объектов пробëеìа непараìетри-
÷еской иäентификаöии всëеäствие старения ìатериаëа,
износа конструкöии, экспëуатаöии в экстреìаëüных ре-
жиìах и про÷еãо остается нереøенной. Наприìер, при
синтезе вектора состояния корректируеìой ãиростаби-
ëизированной пëатфорìы ìоäеëü ее äрейфа описывает-
ся поëиноìаìи второãо поряäка с известныìи по ре-
зуëüтатаì назеìных каëибровок коэффиöиентаìи [5, 7].
Такая ìоäеëü оказывается аäекватной при переãрузках,
не превыøаþщих 15—20 g. В сëу÷ае äвижения объекта

с боëüøиìи переãрузкаìи, наприìер, при аварийноì
спуске косìи÷ескоãо аппарата с орбиты, äанная ìоäеëü
оказывается неаäекватной реаëüноìу äвижениþ пëатфор-
ìы, т. е. ìоäеëü уãëовоãо äвижения объекта управëения не
соответствует априорныì преäпоëоженияì, ÷то веäет к
структурной неопреäеëенности еãо вектора состояния.

В опреäеëенной степени реøитü пробëеìу управëе-
ния объектоì с ÷асти÷но неопреäеëенной структурой
ìожно, приìенив робастные ìетоäы [8—12]. Они ãаран-
тируþт наäежное управëение объектоì в усëовиях äейс-
твия возìущений с априорно неопреäеëенныìи веро-
ятностныìи характеристикаìи [11]. Оäнако ãрубостü
робастных ìетоäов, обусëовëенная, как правиëо, упро-
щениеì ìоäеëи объекта, не всеãäа позвоëяет синтези-
роватü требуеìый закон управëения.

В какой-то ìере пробëеìу ãрубости робастноãо уп-
равëения реøает ÷асто приìеняеìый на практике спо-
соб коррекöии ìоäеëи изìерений, осуществëяеìый пу-
теì привëе÷ения внеøней инфорìаöии, наприìер, по-
казаний спутниковых навиãаöионных систеì [13]. Хотя
такой поäхоä и позвоëяет существенно повыситü то÷-
ностü управëения äвижениеì, еãо приìенение ìожет
войти в противоре÷ие с требованияìи, преäъявëяеìыìи
к объекту управëения в öеëоì, наприìер, автоноìности
еãо функöионирования. Кроìе тоãо, анаëиз способов
приìенения разëи÷ных систеì коррекöии показывает,
÷то они эффективны тоëüко в опреäеëенных усëовиях
экспëуатаöии объекта управëения, ÷то оãрани÷ивает их
приìенение [14].

Можно сäеëатü вывоä, ÷то разработка новоãо поäхо-
äа к синтезу управëения неëинейныìи стохасти÷ескиìи
объектаìи с неизвестной структурой явëяется актуаëü-
ной нау÷ной и практи÷еской заäа÷ей. Рассìотриì оäин
из возìожных поäхоäов к ее реøениþ.

Рассìотрен ìетоä, позвоëяþщий осуществëятü то÷ный синтез законов управëения не-
ëинейныì стохасти÷ескиì объектоì с неопреäеëенной структурой вектора состояния,
оптиìаëüных в сìысëе неëинейных вероятностных критериев. Показаны преиìущества
преäëоженноãо ìетоäа по сравнениþ с ìетоäоì управëения, не преäпоëаãаþщиì то÷нуþ
иäентификаöиþ структуры вектора состояния в проöессе äвижения объекта. Привеäен
приìер практи÷ескоãо испоëüзования преäëаãаеìоãо поäхоäа.
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1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Пустü стохасти÷еский объект описывается неëиней-
ныì векторныì äифференöиаëüныì уравнениеì раз-
ìерности N в сиììетризованной форìе

 = f
0
(X, t) + f

1
(X, t)Q + f

2
(X, t)U + f

3
(X, t)V

i
, (1)

ãäе X — N-ìерный вектор состояния систеìы; f
1
 (i = 0,

..., 3) — известные неëинейные векторная и ìатри÷ные
функöии разìерностей N, N × M, N × S и N × L, уäов-
ëетворяþщие усëовиþ Липøиöа ∀X, t; Q(X, t) — M-ìер-
ная неизвестная вектор-функöия, опреäеëяеìая физи-
÷ескиìи свойстваìи объекта и поäëежащая иäентифи-
каöии по показанияì изìеритеëя, M m N; U(X, t) —
I-ìерный вектор искоìоãо управëения, S m N; V

t
 —

G-ìерный вектор норìированноãо беëоãо ãауссовскоãо
øуìа с нуëевыì среäниì и ìатриöей интенсивностей
D
V
(t), L m N.

Структурно неопреäеëенный управëяеìый вектор X
набëþäается с поìощüþ изìеритеëя, описываеìоãо в
общеì сëу÷ае неëинейныì стохасти÷ескиì уравнениеì
виäа

Z = H(X, t) + W
t
,

ãäе Z — K-ìерный вектор выхоäных сиãнаëов изìери-
теëя, K m N; H(X, t) — известная неëинейная вектор-
функöия набëþäения разìерности K, уäовëетворяþщая
усëовиþ Липøиöа ∀X, t; W

t
 — беëый ãауссовский век-

тор-øуì изìерения разìерности K с нуëевыì среäниì и
ìатриöей интенсивностей D

w
(t)

Апостериорная пëотностü вероятности (АПВ) ρ(X, Q,
U, t/Z(τ), τ ∈ [0, t)) = ρ

z
 такоãо проöесса, уäовëетворяþ-

щеãо привеäенныì усëовияì, описывается интеãроäиф-
ференöиаëüныì уравнениеì с ÷астныìи произвоäныìи
Стратонови÷а [1]:

 = L{q, b, ρ
z
} – div( f

1
Q)ρ

z
 – div( f

2
U )ρ

z
 + [R – R

0
]ρ
z
 =

= S[ρ
z
] – div( f

1
Q)ρ

z
 – div( f

2
U )ρ

z
, (2)

ãäе

L{q, b, ρ
z
} = –div{q(X, t}ρ

z
} + div[ {b(X, t)ρ

z
}],

q(X, t) = f
0
(X, t) + f

3
(X, t)D

V
[ (X, t)](v),

b(X, t) = f
3
(X, t)D

V
(X, t),

R = R(X, t) = – [Z – H(X, t)]T [Z – H(X, t)],

R
0
 = R(X, t)ρ

z
dX,

(v) озна÷ает операöиþ преобразования ìатриöы в век-

тор [6]: Av = |a
11

 a
21

 ... a
m1

 a
12

 a
22

 ... a
m2

 ... a
1n

 a
2n

 ... a
mn

|T,

 — сиìвоë операöии äиверãенöии строки ìатриöы.

Заäа÷у совìестной иäентификаöии структуры векто-
ра состояния и форìирования управëения стохасти÷ес-
кой äинаìи÷еской систеìой при наëи÷ии текущих на-
бëþäений за ее вектороì состояния буäеì рассìатри-
ватü äаëее как заäа÷у синтеза вектора управëения U и
вектор-функöии Q в реаëüноì ìасøтабе вреìени.
Иныìи сëоваìи, заäа÷у поиска искоìоãо управëения U
и вектор-функöии Q сфорìуëируеì äаëее как заäа÷у
синтеза таких векторов U и Q, которые äоставëяëи бы
ìиниìуì функöионаëу J, характеризуþщеìу текущее
ка÷ество функöионирования стохасти÷еской систеìы
(1) в ìоìент вреìени t:

J = – Φ
1
[ρ
z
]dX + Φ

2
[U, Q]dt. (3)

У÷итывая, ÷то ис÷ерпываþщей характеристикой
сëу÷айноãо проöесса явëяется еãо АПВ, в ка÷естве веëи-
÷ины Φ

1
 öеëесообразно выбратü критерий, выраженный

÷ерез нее. Иì ìожет бытü инфорìаöионный критерий
Фиøера, Шеннона, Куëüбака и äруãие [1], позвоëяþ-
щие поëу÷итü потенöиаëüно боëее то÷ные оöенки век-
тора состояния X всëеäствие оптиìизаöии всеãо проöес-
са X

t
, а не еãо ëокаëüной характеристики — äисперсии,

как в траäиöионноì среäнекваäрати÷ескоì критерии.
Отìетиì, ÷то при выборе критерия Φ

1
 важно обеспе÷итü

коìпроìисс ìежäу требуеìой то÷ностüþ и объеìоì
вы÷исëитеëüных затрат. Так, наприìер, испоëüзование
в ка÷естве критерия Φ

1
 функöионаëа Фиøера

Φ
1
 = –ρ

z

обеспе÷ивает боëüøуþ по сравнениþ с критериеì Шен-
нона Φ

1
 = –ρ

z
lnρ

z
 то÷ностü, но требует äопоëнитеëüных

вы÷исëитеëüных затрат.

Отсутствие инфорìаöии о структуре вектор-функ-
öии Q увеëи÷ивает энтропиþ состояния систеìы. Поэ-
тоìу проöесс иäентификаöии вектор-функöии Q äоë-
жен, прежäе всеãо, осуществëятüся с öеëüþ ìиниìиза-
öии неопреäеëенности вектора состояния систеìы (1),
при÷еì требоватü ìиниìуìа энерãети÷еских затрат, т. е.

ìиниìуìа кваäрати÷ной форìы QTQ.

В ряäе прикëаäных заäа÷, наприìер, навиãаöии ПО,
обработки и переäа÷и инфорìаöии, распознавания об-
разов и äруãих возникает необхоäиìостü ìаксиìизаöии
инфорìаöии о векторе состояния объекта иëи ìиниìи-
заöии еãо энтропии. Реøение этой заäа÷и, наряäу с
иäентификаöией структуры вектора состояния, ìожет
бытü осуществëено путеì синтеза управëения ìаксиìи-
зируþщеãо АПВ ρ

z
. При этоì управëение U необхоäиìо

осуществëятü, как и иäентификаöиþ Q, с ìиниìаëüныìи
энерãети÷ескиìи затратаìи, ìиниìуì которых ìожно

обеспе÷итü, ìиниìизировав кваäрати÷нуþ форìу UTU.

Можно сäеëатü вывоä, ÷то ìежäу вектораìи U и Q
возникает сìысëовая и форìаëüная общностü, ÷то поз-

воëяет объеäинитü их в бëо÷ный вектор P = |QT  UT |T,
а в ка÷естве функöионаëа Φ

2
 рассìатриватü кваäрати÷-

нуþ форìу PTP.

X
·

ρz∂

t∂
--------

1
2
--- div

1
2
---
X∂
∂

f
3

T

f
3

T

1
2
--- DW

1–

∞–

∞

∫

div

X
∫

t
0

t

∫
X
∫

lnρz∂

X∂
--------------

lnρz∂

X∂
--------------

T

...
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С у÷етоì ввеäенноãо вектора P критерий (3) прини-
ìает виä

J = Φ
1
[ρ
z
]dX + P

T
Pdt, (4)

а уравнение (2) ìожно преäставитü сëеäуþщиì образоì:

 = L{q, b, ρ
z
} – div{(E  P(X, t))ρ

z
} + [R – R

0
]ρ
z
 =

= S[ρ
z
] – div{(E  P)ρ

z
}, (5)

ãäе E = | f
1
(X, t)  f

2
(X, t)|,  — знак бëо÷ноãо уìножения

ìатриö [6].

2. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÑÎÂÌÅÑÒÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

È ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ

Дëя реøения поставëенной заäа÷и привеäеì систеìу
уравнений (1) к виäу

 = f
0
(X, t) + E  P + f

3
(X, t)V

t

и ввеäеì обобщеннуþ функöиþ Ψ, выражаеìуþ ÷ерез

вектор P как Ψ(X, t) = E  P, иëи P = E –1  Ψ(X, t), ãäе

E
–1 = | (X, t)  (X, t)|.

Дëя синтеза функöии Ψ воспоëüзуеìся известныì
фактоì, ÷то при неотриöатеëüно опреäеëенной крите-
риаëüной функöии (в сиëу неизбежности поëожитеëü-
ной опреäеëенности инфорìаöионных функöионаëов, а
также «энерãети÷еской» составëяþщей критерия (4))
äëя обеспе÷ения ее ìиниìаëüноãо зна÷ения в кажäый
ìоìент вреìени äостато÷но, ÷тобы произвоäная ее по
вреìени, взятая с обратныì знакоì, иìеëа ìаксиìуì
[3, с. 380]. Приìенение äанноãо поëожения к критериþ
(4) привоäит к усëовиþ:

(– ) =  =

= – S[ρ
z
] – ρ

z
 – Ψ  +

+ ΨT(E –1)TE –1Ψ dX .

Анаëиз поëу÷енноãо выражения показывает, ÷то ре-
øение поставëенной заäа÷и своäится к кëасси÷еской за-
äа÷е нахожäения вектор-функöии Ψ, реаëизуþщей ìи-
ниìуì опреäеëенноãо интеãраëа

S[ρ
z
] – ρ

z
 – Ψ  + ΨT(E –1)TE –1Ψ dX.

Искоìая вектор-функöия Ψ äоëжна уäовëетворятü
уравнениþ Эйëера:

– ρ
z
 +  – (ΨT(E –1)TE –1Ψ) = 0

иëи в коìпактноì виäе

ρ
z
 + 2ΨT(E –1)TE –1 = 0.

Из поëу÷енноãо уравнения ìожно опреäеëитü про-
ìежуто÷ный вектор

Ψ
опт

 = – E  ET ρ
z
.

О÷евиäно, ÷то искоìый вектор P в этоì сëу÷ае ìожет
бытü преäставëен как

P
опт

 = – E
T
  ρ

z
. (6)

Выражение (6) позвоëяет поëу÷итü как вектор опти-
ìаëüноãо управëения систеìой (1)

U
опт

 = – f
2
(X, t) ρ

z
, (7)

так и найти априорно неизвестнуþ вектор-функöиþ,
ìиниìизируþщуþ энтропиþ систеìы (1)

Q = – f
1
(X, t) ρ

z
.

Функöия ρ
z
 в выражении (5) опреäеëяется из реøе-

ния неëинейноãо уравнения, поëу÷енноãо посëе поäста-
новки P

опт
 в уравнение (5):

 = S[ρ
z
] + div E  ET . (8)

По вы÷исëитеëüныì затратаì реøение уравнения (8)
оказывается не наìноãо сëожнее, ÷еì реøение исхоä-
ноãо уравнения (5). Боëее тоãо, схоäство структур урав-
нений (5) и (8) опреäеëяет возìожностü приìенения в
сëу÷ае уравнения (8) ìетоäов, разработанных äëя реøе-
ния уравнения (5).

Анаëиз выражения (7) показывает, ÷то U
опт

 зависит

от параìетров вектора состояния объекта (1), которые,
исхоäя из постановки заäа÷и, не известны. Данное об-
стоятеëüство äеëает принöипиаëüно невозìожныì ис-
поëüзование выражения (7) äëя управëения объектоì (1)
и требует провеäения äопоëнитеëüных преобразований.

Уìножиì обе ÷асти выражения (7) на ρ и проинтеã-
рируеì поëу÷енный резуëüтат по X. В итоãе поëу÷иì

 = – f
2
(X, t) dX.

Хотя найäенное управëение  явëяется субопти-

ìаëüныì, оно оказывается независиìыì от X, сëеäова-
теëüно, еãо ìожно испоëüзоватü, в отëи÷ие от выраже-
ния (7), äëя управëения äвижениеì объекта.

X
∫

t
0

t

∫
X
∫

ρz∂

t∂
-------- ⊗

)

⊗
)

... ⊗

)

X
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3. ÏÐÈÌÅÐ

Дëя иëëþстраöии эффективности преäëоженноãо
поäхоäа рассìотриì сëеäуþщий приìер.

Объект управëения описывается уравнениеì

 = –x3 + xq + 2xu + v
t
,  x(t

0
) = 0, (9)

ãäе q — априорно неизвестная функöия, зависящая от x,
u — искоìое управëение, v

t
 — беëый öентрированный

ãауссовский øуì интенсивности D
v
.

Уравнение набëþäатеëя иìеет виä

z = x
2 + w

t
,

ãäе w
t
 — беëый öентрированный ãауссовский øуì ин-

тенсивности D
w
.

Привеäеì выражение (9) к сëеäуþщеìу виäу:

= –x3 + e  U + v
t
, ãäе e = |x 2x | а U = |q u|T.

Необхоäиìо найти такой вектор U, который обеспе-
÷иваë бы в текущий ìоìент вреìени ìаксиìуì инфор-
ìаöии о состоянии объекта, т. е. обеспе÷иваë бы иäен-
тификаöиþ функöии q и синтез оптиìаëüноãо управëе-
ния u. Дëя простоты äаëüнейøих рассужäений в ка÷естве
ìеры инфорìаöии рассìотриì функöионаë Шеннона.
Тоãäа в соответствии с изëоженныì ìиниìизируеìый
критерий приниìает виä:

J = – ρ
z
(x, t)lnρ

z
(x, t)dx + U

2(x, t)dxdt.

В рассìатриваеìоì сëу÷ае АПР ρ
z
 описывается урав-

нениеì Стратонови÷а виäа

 = (x3ρ
z
) +  + 3z  +

+  – (eUρ
z
) = S(ρ

z
) – (Γρ

z
), (10)

ãäе функöия

Γ = eU (11)

ввеäена äëя упрощения äаëüнейøих ìатеìати÷еских
преобразований.

Форìируя усëовие оптиìаëüности, иìееì:

(–J ) = (1 + lnρ
z
)  – ΓT(e–1)Te–1Γ dx  =

= [1 + lnρ
z
]S(ρ

z
) – (1 + lnρ

z
)ρ
z

 –

– (1 + lnρ
z
) Γ – ΓT(e–1)Te–1Γ dx  =

= B
0
(ρ
z
, x) + B

1
(ρ
z
, x)  + B

2
(ρ
z
, x)Γ –

– ΓT(e–1)Te–1Γ dx ,

ãäе e–1 = , B
0
(ρ
z
, x) = [1 + lnρ

z
]S(ρ

z
), B

1
(ρ
z
, x) =

= (1 + lnρ
z
)ρ
z
, B

2
(ρ
z
, x) = (1 + lnρ

z
) .

Уравнение Эйëера, исхоäное äëя построения иско-
ìоãо управëения U и опреäеëения функöии q, иìеет виä

 – B
2
(ρ
z
, x) + ΓT(e–1)Te–1Γ = 0. (12)

Выражение (12) позвоëяет найти искоìый вектор

Γ = ee
T  = ee

Tρ
z
, (13)

который, в своþ о÷ереäü, позвоëяет синтезироватü урав-
нение äëя вектора U. С у÷етоì виäа функöии (11) выра-
жение (13) ìожно записатü как

U = e
Tρ

z
.

Отсþäа поëу÷аеì выражения äëя:

оптиìаëüноãо управëения u = xρ
z
,

субоптиìаëüноãо управëения  = x dx

и искоìой функöии — q = xρ
z
.

Посëе поäстановки U в выражение (10) иìееì:

 = x
3ρ
z
 – xρ

z
 – x

2ρ
z

 +  +

+ 3Z x
2 – x

2ρ
z
dx  + x

4ρ
z
dx – x4 . (14)

Дëя иëëþстраöии эффективности приìенения преä-
ëоженноãо поäхоäа быëо реøено уравнение (14) ìето-
äоì пряìоуãоëüных сеток на интерваëе x ∈ [–30, 30],
t ∈ [0, 200 с] с с равныì øаãоì äëя всеãо интерваëа
∆x = 0,1, ∆y = 0,05 с при D

w 
= 1,5; D

v 
= 2. Зна÷ения Z(t

i
)

поëу÷ены в резуëüтате ÷исëенноãо ìоäеëирования урав-
нений объекта и набëþäатеëя на интерваëе t ∈ [0, 200 с]
ìетоäоì Рунãе — Кутта 4-ãо поряäка с øаãоì ∆t = 0,05 с
(управëение u форìироваëосü в ìасøтабе вреìени
поступëения изìеритеëüной инфорìаöии, т. е. äëя
кажäоãо вреìенноãо øаãа ìоäеëирования t

i
).

В резуëüтате реøения рас÷етное зна÷ение критерия J
äëя найäенной оптиìаëüной функöии управëения u и
иäентифиöируеìой на основе разработанноãо ìетоäа
функöии q оказаëосü равныì 4,5. А в сëу÷ае эìпири-
÷ески выбранной функöии q (в тестовоì приìере
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функöия q быëа выбрана равной q = x
3ρ
z
) оно оказа-

ëосü равныì 2,5.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Сравнитеëüный анаëиз преäëоженноãо ìетоäа с уже
существуþщиìи способаìи [7—12] управëения объекта-
ìи с априорно неопреäеëенныìи структураìи векторов
состояния показывает, ÷то он боëее то÷ен, так как поз-
воëяет не тоëüко управëятü поäвижныì объектоì, но и
äостато÷но то÷но иäентифиöироватü структуру (1) в
проöессе еãо äвижения. Кроìе тоãо, он требует ìенüøих
вы÷исëитеëüных затрат по сравнениþ с поäхоäоì, рас-
сìотренныì в работе [1], и позвоëяет управëятü объек-
таìи в отсутствие каких-ëибо äопущений о характере
øуìов изìерений.
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