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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Построение статисти÷еских ìоäеëей зависиìости
выхоäных характеристик проäукöии от параìетров тех-
ноëоãии ее произвоäства, преäназна÷енных äëя реøе-
ния заäа÷ проãнозирования и управëения, преäпоëаãает
испоëüзование ìассивов инфорìаöии, которые ÷асто
соäержат пропущенные зна÷ения. Есëи искëþ÷атü на-
бëþäения, соäержащие хотя бы оäин пропуск, из-за не-
äостато÷ноãо объеìа коìпëектных äанных оöенки пара-
ìетров иäентифиöируеìых ìоäеëей ìоãут оказыватüся
сìещенныìи иëи искаженныìи. Поэтоìу преäпо÷ти-
теëüна обработка всей äоступной инфорìаöии и запоë-
нение на ее основании пропущенных зна÷ений в ин-
форìаöионноì ìассиве.
Существуþщие ìетоäы запоëнения пропусков [1, 2]

не всеãäа приìениìы к реøениþ заäа÷и иäентифика-
öии ìоäеëей зависиìости ìежäу сëу÷айныìи веëи÷ина-
ìи, изìеняþщиìися в коëи÷ественных øкаëах. Оäин из
способов анаëиза ÷исëовой инфорìаöии закëþ÷ается в
запоëнении безусëовныìи среäниìи иëи äруãиìи ха-
рактеристикаìи ÷астных выборо÷ных распреäеëений.
Еãо öеëесообразно приìенятü, коãäа иссëеäуеìые пере-
ìенные независиìы äруã от äруãа, поэтоìу в рассìат-
риваеìоì сëу÷ае он ìаëоэффективен (в работе это по-
казано на практи÷ескоì приìере). Боëее резуëüтативны
поäхоäы, преäпоëаãаþщие испоëüзование существуþ-
щей инфорìаöии о связях. К простыì относится ìетоä
запоëнения пропусков усëовныìи среäниìи по при-
сутствуþщиì зна÷енияì (ìетоä Бака). Боëее наäежна с

то÷ки зрения поëу÷ения оптиìаëüных оöенок параìет-
ров итеративная стратеãия EM-аëãоритìа (expectation-
maximization algorithm), кажäая итераöия котороãо поä-
разуìевает выпоëнение äвух øаãов: øаãа E — вы÷исëе-
ния ìатеìати÷ескоãо ожиäания и øаãа M — ìаксиìи-
заöии (ìетоä Бака явëяется ÷астныì сëу÷аеì äанноãо
ìетоäа, реаëизуþщиì еãо первые äве итераöии) [1]. По-
ìиìо оöенивания параìетров, с поìощüþ EM-аëãорит-
ìа äëя непоëной ìноãоìерной норìаëüной выборки
ìожно реøатü äруãие заäа÷и статисти÷ескоãо анаëиза, в
тоì ÷исëе заäа÷у построения ìножественной ëинейной
реãрессии. Рассìотриì поäробнее ìетоäику EM-аëãо-
ритìа в контексте иäентификаöии ìоäеëей зависиìости
выхоäных свойств проäукöии, явëяþщейся резуëüтатоì
сëожноãо произвоäственноãо проöесса, от факторов тех-
ноëоãии.

1. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÎÏÈÑÀÍÈÅ EM-ÀËÃÎÐÈÒÌÀ
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Первая итераöия EM-аëãоритìа преäпоëаãает вы-
÷исëение на÷аëüных зна÷ений параìетров. Есëи ÷исëо
коìпëектных набëþäений хотя бы на еäиниöу превос-
хоäит ÷исëо переìенных, вектор m и ìатриöу S ìожно
расс÷итыватü тоëüко по поëныì äанныì. В противноì
сëу÷ае пропущенные äанные запоëняþтся с поìощüþ
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Преиìущества приìенения оператора свертки, по
сравнениþ с äруãиìи способаìи поиска оöенок ìетоäа
наиìенüøих кваäратов, состоят в простоте вы÷исëений
и уäобноì способе извëе÷ения поëной инфорìаöии о
реãрессии из резуëüтируþщей бëо÷ной ìатриöы.

Обозна÷иì исхоäнуþ k-ìернуþ переìеннуþ x, äо-
поëненнуþ сëева стоëбöоì из еäиниö, ÷ерез X. Прира-
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сии и ковариаöии из ìатриöы H, позвоëяþт поëу÷итü
ковариаöионнуþ ìатриöу коэффиöиентов реãрессии
(посëеäнее справеäëиво äëя поëных äанных, в работе
приìеняëся ìетоä оöенивания äанной ìатриöы äëя не-
поëных äанных [1, с. 176]).
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ный ÷ëен и оöенки параìетров реãрессии t
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r
 на s,

а ìатриöа H — состоятü из еäинственноãо зна÷ения,
остато÷ной äисперсии поëу÷енной ìоäеëи реãрессии.

2. ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ EM-ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÐÅÀËÜÍÛÕ ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÛÕ ÄÀÍÍÛÕ

Ñ ÏÐÎÏÓÑÊÀÌÈ

Дëя экспериìентаëüноãо обоснования эффектив-
ности EM-аëãоритìа в работе быëа реаëизована сëеäуþ-
щая стратеãия. На первоì этапе в контексте поиска наи-
ëу÷øей ìоäеëи зависиìости иссëеäоваëосü ка÷ество
запоëнения пропущенных зна÷ений безусëовныìи
среäниìи, усëовныìи среäниìи и с поìощüþ проöеäу-
ры EM-аëãоритìа. По коìпëектныì äанныì (непоëные
набëþäения преäваритеëüно быëи уäаëены) расс÷и-
тываëисü параìетры основной ìоäеëи зависиìости.
Посëеäняя испоëüзоваëасü в ка÷естве контроëüной (эта-
ëонной) äëя сравнения с треìя ìоäеëяìи, которые
строиëисü ìноãократно по ìассиву коìпëектной ин-
форìаöии, но с искусственно ввоäиìыìи пропускаìи.
Инäексы строки и стоëбöа пропускаеìоãо зна÷ения
ãенерироваëисü с поìощüþ äат÷ика псевäосëу÷айных
÷исеë по равноìерноìу закону. На кажäоì этапе ÷исëо
пропущенных зна÷ений увеëи÷иваëосü, осуществëяëся
поиск ìоäеëи, наибоëее бëизкой к контроëüной. Дëя
этоãо опреäеëяëисü откëонения вектора оöенок пара-
ìетров кажäой из рассìатриваеìых ìоäеëей от соответ-
ствуþщеãо вектора äëя контроëüной ìоäеëи, расс÷иты-
ваëисü евкëиäовы норìы разности. По оöенкаì пара-
ìетров ìоäеëей оöениваëисü ка÷ество преäсказания
иìи исхоäноãо откëика по коìпëектныì äанныì и
аäекватностü, проверяëасü ãипотеза о равенстве выбо-
ро÷ных распреäеëений откëиков, проãнозируеìых по

кажäой из трех ìоäеëей, откëику коìпëектной ìоäеëи

(по критерияì χ2, Коëìоãорова — Сìирнова [3]). На ос-
новании поëу÷енной инфорìаöии быë выбран опти-
ìаëüный способ запоëнения пропущенных зна÷ений и
построена резуëüтируþщая ìоäеëü. Даëее поäробно из-
ëожены основные ìоìенты и резуëüтаты провеäенноãо
анаëиза ìассива реаëüных произвоäственных äанных.
Иссëеäоваëся ìассив с пропускаìи, соäержащий на-

бор наибоëее существенных переìенных, характеризу-
þщих хоä и резуëüтаты техноëоãи÷ескоãо проöесса про-
извоäства 309 руëонов стаëи ìарки 08Ю. Из исхоäноãо
ìассива быëо выäеëено 254 коìпëектных набëþäения.
Посреäствоì разработанной проãраììной реаëизаöии
EM-аëãоритìа с испоëüзованиеì оператора свертки
строиëисü реãрессионные ìоäеëи зависиìости выхоä-
ной характеристики «ãëубина сфери÷еской ëунки» от
набора параìетров сквозной техноëоãии произвоäства
автоëиста. По коìпëектныì äанныì ìетоäоì поøаãо-
воãо реãрессионноãо анаëиза быëа построена сëеäуþщая
контроëüная ìоäеëü:

y = 11,543 – 4,264x
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ãäе y — выхоäная характеристика, ìì; x
1
 и x

2
 — ìассовые

äоëи эëеìентов хиìи÷ескоãо состава, %, [C] и [Al] со-
ответственно; x

3
 — скоростü поëосы при ãоря÷ей про-

катке, ì/ìин; x
4 
— теìпература конöа ãоря÷ей прокатки,

°C; x
5
 ... x

8
 — обжатия по кëетяì стана хоëоäной про-

катки: соответственно, в 1-, 2-, 4- и 5-й кëетях, %; x
9
 —

скоростü поëосы на выхоäе первой кëети стана хоëоä-
ной прокатки, ì/ìин (свобоäный ÷ëен изìеряется в ìì;
коэффиöиенты при переìенных иìеþт разìерности,
обратные разìерностяì соответствуþщих переìенных,

Таблица 1

Ôðàãìåíò ñòàòèñòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ïîñòðîåííûõ ìîäåëåé

m, % Виä ìоäеëи Norma RSS R F χ
2 p (χ2) D p (D)

0 (3) – 61,200 0,820 49,897 –

1 А 2,936 76,700 0,768 34,875 7,462 0,382 0,079 0,410

В 0,205 61,200 0,820 49,828 0,529 0,999 0,028 1,000

С 0,202 61,200 0,820 49,828 0,571 0,999 0,028 1,000

10 A 14,650 1170,000 – 149,051 0,000 0,724 0,000

B 1,099 62,400 0,816 48,381 4,867 0,676 0,043 0,971

C 0,825 62,000 0,817 48,909 1,351 0,987 0,039 0,989

25 A 20,342 3110,000 – 227,664 0,000 0,961 0,000

B 3,539 90,000 0,720 26,096 19,107 0,008 0,079 0,410

C 1,916 67,000 0,801 43,454 9,983 0,190 0,059 0,768

40 A 17,296 6580,000 – 242,561 0,000 0,984 0,000

B 11,881 1440,000 – 172,694 0,000 0,838 0,000

C 1,682 64,800 0,806 44,841 5,368 0,615 0,047 0,938

П р иì е ÷ а н и я. A — ìоäеëü, расс÷итанная по äанныì, запоëненныì безусëовныìи среäниìи; B — по äанныì, запоëнен-
ныì усëовныìи среäниìи; C — в резуëüтате работы EM-аëãоритìа; m — проöент искусственно ввоäиìых пропусков; Norma —
норìа разности векторов оöенок параìетров; RSS — остато÷ный кваäрат; R — коэффиöиент ìножественной корреëяöии; F —
зна÷ение статистики критерия Фиøера; χ

2
 — зна÷ение статистики критерия χ

2
; D — зна÷ение статистики критерия Коëìоãоро-

ва — Сìирнова. Доверитеëüная вероятностü обозна÷ена сиìвоëоì "p". Чисëо ãрупп äëя рас÷ета зна÷ения критерия χ
2
 — восеìü,

поëу÷ено по форìуëе Штурãеса [4]. При проверке аäекватности ìоäеëей реãрессии испоëüзоваëосü крити÷еское зна÷ение кри-
терия Фиøера F

кр. 9, 244, p  = 0,99
 = 2,481.
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уìноженные на ìì). Общий кваäрат äëя ìоäеëи (3)
составиë 186,739.
В табë. 1 привеäен фраãìент статисти÷ескоãо иссëе-

äования äëя разëи÷ных ìоäеëей и нескоëüких сëу÷аев
искусственно поëу÷енных äанных с пропускаìи. В со-
ответствии с резуëüтатаìи, ìоäеëи виäа C наибоëее
устой÷ивы к пропускаì в äанных и бëизки к контроëü-
ной ìоäеëи. Расс÷итанные по ниì зна÷ения норì раз-
ностей векторов оöенок параìетров явëяþтся ìини-
ìаëüныìи из соответствуþщих зна÷ений äëя ìоäеëей
виäа B и C; остато÷ные кваäраты, коэффиöиенты кор-
реëяöии оптиìаëüны и ìенее всеãо отëи÷аþтся от соот-
ветствуþщих зна÷ений äëя контроëüной ìоäеëи. Моäе-
ëи виäа A наибоëее неустой÷ивы. Уже при 1 % пропус-
ков остато÷ный кваäрат, расс÷итанный по ìоäеëи виäа A,
приìерно в 1,25 раза превыøает соответствуþщее зна-
÷ение äëя контроëüной ìоäеëи, а äëя боëüøеãо коëи-
÷ества пропусков ìоäеëи виäа A неаäекватны. Моäеëи
виäа B бëизки к ìоäеëяì виäа C при небоëüøих про-
öентах пропущенных зна÷ений, в рассìатриваеìоì сëу-
÷ае это справеäëиво äëя m m 10 %. Пере÷исëенные выво-
äы поäтвержäаþтся общиìи резуëüтатаìи иссëеäова-
ния, которое состояëо в искусственной ãенераöии
пропусков, ÷исëоì от 1 äо 40 %, с øаãоì 1 (при 40 %
пропусков и выøе скоростü и резуëüтаты работы аëãо-
ритìа на÷инаþт существенно зависетü от структуры
пропусков). На кажäоì øаãе набор из трех ìоäеëей виäа
A, B и C ãенерироваëся сеìü раз [4], структура пропусков
изìеняëасü сëу÷айныì образоì по равноìерноìу зако-
ну, зна÷ения расс÷итываеìых характеристик (норì раз-
ностей векторов, остато÷ных кваäратов и äр.) усреä-
няëисü.
На рис. 1—2 äëя указанных в табë. 1 виäов ìоäеëей

привеäены зависиìости норì разностей векторов оöе-
нок параìетров и остато÷ных кваäратов от ÷исëа про-
пусков.
Как показываþт рисунки, ìоäеëи виäа A характери-

зуþтся неäопустиìо боëüøиìи зна÷енияìи остато÷ных
кваäратов, а их векторы оöенок параìетров зна÷итеëüно
отëи÷аþтся от соответствуþщеãо вектора контроëüной
ìоäеëи. Дëя ÷исëа пропусков от 30 % и выøе ìоäеëи
виäа B существенно неаäекватны.
На практике ìоäеëü äоëжна бытü приãоäной äëя

проãноза. Оäниì из существенных параìетров оöенки

ка÷ества преäсказания резуëüтатов по ìоäеëи явëяется
коэффиöиент äетерìинаöии. На рис. 3 привеäена зави-
сиìостü посëеäнеãо от ÷исëа пропусков, äëя наãëяäности
зна÷ения орäинат не усреäняëисü. Дëя ìоäеëей виäа A
зна÷ения коэффиöиентов äетерìинаöии характери-
зуþтся боëüøиì разбросоì в äиапазоне, приìерно, от
2 äо 6 % пропусков и бëизки к нуëþ, на÷иная с 7 %; äëя
ìоäеëей виäа B в äиапазоне, приìерно, от 18 äо 29 %
пропусков набëþäается боëüøой разброс, а затеì — ну-
ëевые зна÷ения рассìатриваеìых коэффиöиентов; äëя
ìоäеëей виäа C неустой÷ивостü на÷инает проявëятüся
при зна÷ениях окоëо 35 % пропусков и выøе.
Реаëизаöия первоãо этапа показаëа, ÷то оптиìаëü-

ной из рассìотренных явëяется ìетоäика EM-аëãорит-
ìа. Поэтоìу на второì этапе с ее поìощüþ быëи запоë-
нены пропущенные зна÷ения в исхоäноì ìассиве и
построена резуëüтируþщая ìоäеëü:

y = 10,697 – 3,983x
1
 – 0,783x

2
 – 0,003x

3
 + 0,004x

4
 –

– 0,017x
5
 – 0,030x

6
 – 0,040x

7
 – 0,027x

8
 + 0,002x

9
, (4)

ãäе испоëüзованы ввеäенные äëя ìоäеëи (3) обозна÷е-
ния. Некоторые характеристики контроëüной (3) и ре-
зуëüтируþщей (4) ìоäеëей привеäены в табë. 2.
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Рис. 2. Зависимость остаточных квадратов
от числа пропусков
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Моäеëи (3) и (4) аäекватны и приãоäны äëя проãно-
зирования и управëения. Запоëнение пропущенных
зна÷ений привеëо к сìещениþ ãраниö äоверитеëüных
интерваëов äëя зна÷иìых оöенок параìетров, а также
перехоäу отäеëüных параìетров в разряä зна÷иìо отëи-
÷аþщихся от нуëя и, наоборот, с заäанной äоверитеëü-
ной вероятностüþ. Такие коëебания обусëовëены бëи-
зостüþ к нуëþ некоторых оöенок параìетров (соответс-
твуþщие зна÷ения t-статистик ìаëо отëи÷аþтся от
крити÷еских) и оказываþт незна÷итеëüное вëияние на
коне÷ный резуëüтат. В рассìатриваеìой ìоäеëи на вы-
хоäнуþ характеристику в боëüøей степени вëияþт ско-
ростü ãоря÷ей прокатки и обжатия во второй и ÷етвертой
кëетях стана хоëоäной прокатки, об этоì свиäетеëüству-
þт зна÷ения соответствуþщих t-статистик äëя обеих ìо-
äеëей. В öеëоì, ìоäеëü (4) уëу÷øает характеристики ис-
хоäной ìоäеëи, не изìеняя ее структуру. На это указы-
вает ìаëое зна÷ение норìы разности векторов оöенок
параìетров контроëüной и резуëüтируþщей ìоäеëей.
Даже при небоëüøоì общеì проöенте пропусков (2,1 %)
заìетно увеëи÷иëосü зна÷ение статистики критерия Фи-
øера (от 49,897 äо 63,445) и незна÷итеëüно вырос коэф-
фиöиент ìножественной корреëяöии (от 0,820 äо 0,832).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Анаëиз äанных с искусственно ввеäенныìи пропус-
каìи показаë ìаксиìаëüнуþ устой÷ивостü характерис-
тик ìоäеëей, построенных путеì реаëизаöии EM-аëãо-

ритìа, к ÷исëу и структураì пропусков, по сравнениþ
с характеристикаìи ìоäеëей, расс÷итанных по äанныì,
пропуски в которых запоëнены с поìощüþ безусëовных
среäних и ìетоäа Бака. Приìенение EM-аëãоритìа к
статисти÷ескоìу ìоäеëированиþ зависиìости оäноãо из
показатеëей ка÷ества ëистовой стаëи от ряäа факторов
техноëоãии ее произвоäства по непоëныì äанныì пока-
заëо öеëесообразностü такоãо поäхоäа äëя уто÷нения
оöенок параìетров и соверøенствования существуþ-
щей ìоäеëи.
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Таблица 2

Õàðàêòåðèñòèêè êîíòðîëüíîé è ðåçóëüòèðóþùåé ìîäåëåé

Контроëüная ìоäеëü: n = 254; RSS = 61,158; SS = 186,739; R = 0,820; F = 49,897; p (F)
9, 244

 = 1,000

Зна÷ения t-статистик äëя оöенок параìетров, t
кр.244, p = 0,99

 = 2,596

t
1

t
2

t
3

t
4

t
5

t
6

t
7

t
8

t
9

–2,813 –1,241 –5,631 2,221 –2,329 –4,399 –3,673 –2,885 2,562

Доверитеëüные интерваëы äëя зна÷иìых оöенок параìетров

x
1

x
2

x
3

x
4

x
5

x
6

x
7

x
8

x
9

–7,235
–

–0,003
— —

–0,049 –0,054 –0,056 —

–1,293 –0,002 –0,019 –0,016 –0,011

Резуëüтируþщая ìоäеëü: n = 309; m = 2,1 %; Norma = 0,420; RSS = 71,375; SS = 231,389; R = 0,832; F = 63,445;
p (F)

9, 299
 = 1,000.

Зна÷ения t-статистик äëя оöенок параìетров, t
кр.299, p = 0,99

 = 2,592

t
1

t
2

t
3

t
4

t
5

t
6

t
7

t
8

t
9

–2,789 –1,336 –6,386 2,856 –2,128 –3,980 –4,264 –2,357 3,200

Доверитеëüные интерваëы äëя зна÷иìых оöенок параìетров

x
1

x
2

x
3

x
4

x
5

x
6

x
7

x
8

x
9

–6,783

—

–0,003 0,001

—

–0,044 –0,058

—

0,001

–1,184 –0,002 0,007 –0,015 –0,021 0,004

П р и ì е ÷ а н и е. В табëиöе испоëüзованы ввеäенные ранее обозна÷ения; n — ÷исëо набëþäений; SS — общий кваäрат.


