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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

С÷итается, ÷то в своей äеятеëüности ìатеìатики
по÷ти всеãäа поëüзуþтся анаëоãией: они интуитивно об-
наруживаþт схоäство ìежäу ìатеìати÷ескиìи структу-
раìи на разëи÷ных уровнях абстракöии и опираþтся на
неãо при реøении новых пробëеì, в ÷астности, при пос-
троении äоказатеëüств. Рассìатривая те иëи иные свойс-
тва анаëоãии как существенные, авторы прихоäиëи к раз-
ëи÷ныì ìоäеëяì анаëоãии ìежäу äоказатеëüстваìи.

В работе [1] анаëоãия рассìатриваëасü как отноøение
ìежäу äвуìя теореìаìи, при котороì иìеется соответст-
вие ìежäу ìножестваìи вхоäящих в них сиìвоëов. Мо-
äеëü такой анаëоãии строиëасü в виäе ãрафа соответст-
вия ìежäу ìножестваìи сиìвоëов этих теореì.

В боëее позäних работах анаëоãия рассìатриваëасü
как отноøение эквиваëентности: исхоäная теореìа и ее
äоказатеëüство обобщаëисü äо некотороãо кëасса экви-
ваëентности (äва äоказатеëüства с÷итаþтся анаëоãи÷ны-
ìи, есëи они вхоäят в оäин и тот же кëасс эквиваëент-
ности). В работе [2] быëи ввеäены «абстракöии теореì» —
операöии наä ìножествоì кëауз и ìуëüти-кëауз, кото-
рые сохраняþт корректностü при кажäоì приìенении
бинарной резоëþöии. В работе [3] испоëüзоваëасü пара-
äиãìа «преäëожения как типы», в соответствии с которой
äоказатеëüства преäставëяëисü как терìы. Доказатеëü-
ство исхоäной теореìы преобразуется в терì, из кото-
роãо ìожет бытü поëу÷ено äоказатеëüство анаëоãи÷ноãо
преäëожения с испоëüзованиеì сопоставëения с образ-
öоì второãо поряäка, соäержащиì переìенные функ-

öионаëüные сиìвоëы. В работе [4] основная иäея сос-
тояëа в тоì, ÷тобы трансфорìироватü äоказатеëüство
исхоäной теореìы в боëее общее ìножество äоказа-
теëüств. Дëя этоãо быëо ввеäено понятие «наибоëее об-
щая теореìа». Ее äоказатеëüство преобразуется в терì
второãо поряäка, к котороìу приìеняется ìножество
правиë обобщения, при÷еì функöионаëüные и преäи-
катные сиìвоëы, вхоäящие в исхоäное äоказатеëüство,
испоëüзуþтся как переìенные второãо поряäка. В ка-
÷естве аëüтернативной ìоäеëи ìножества анаëоãи÷ных
äоказатеëüств в работе [5] испоëüзоваëся пëан äоказа-
теëüства, состоящий из ìетоäов, которые явëяþтся спе-
öификаöияìи тактик (äва äоказатеëüства, построенные
по оäноìу пëану, анаëоãи÷ны).

С ìоäеëированиеì анаëоãии ìежäу äоказатеëüстваìи
теореì связаны разëи÷ные заäа÷и: автоìати÷еское обна-
ружение анаëоãии; автоìати÷еское построение äоказа-
теëüства новой теореìы с поìощüþ äоказатеëüства ста-
рой; автоìати÷еская ãенераöия таких ëеìì, ÷то их спра-
веäëивостü необхоäиìа äëя построения äоказатеëüства
новой теореìы с поìощüþ äоказатеëüства старой; авто-
ìати÷еская ãенераöия новых теореì вìесте с их äоказа-
теëüстваìи, анаëоãи÷ных старыì теореìаì. В ëитературе,
посвященной ìоäеëированиþ анаëоãии ìежäу äоказа-
теëüстваìи, рассìатриваëисü ëиøü первые три заäа÷и.

Такиì образоì, к настоящеìу вреìени äостиãнуты
опреäеëенные успехи в ìоäеëировании анаëоãии ìежäу
ìатеìати÷ескиìи äоказатеëüстваìи и в реøении неко-
торых заäа÷, связанных с анаëоãией. Оäнако в основе
этих ìоäеëей ëежит сëиøкоì ãрубая ìоäеëü ìатеìати-
÷еской практики (ис÷исëение преäикатов иëи еãо ìоäи-
фикаöии), ÷то äеëает сëиøкоì ãрубой и саìу ìоäеëü
анаëоãии: в оäних ìоäеëях анаëоãи÷ныìи с÷итаþтся äо-
казатеëüства, которые отëи÷аþтся äруã от äруãа ëиøü ис-
поëüзуеìой терìиноëоãией; в äруãих — которые ìоãут
бытü поëу÷ены с поìощüþ оäних и тех же проöеäур, äе-
кëаративное преäставëение которых не всеãäа явëяется
поëныì; не все заäа÷и, связанные с анаëоãией, ìоãут бытü
уäовëетворитеëüно реøены с поìощüþ этих ìоäеëей.

На основе расøиряеìой ìоäеëи ìатеìати÷еской практики построена ìоäеëü анаëоãии

ìежäу äоказатеëüстваìи. Исхоäное äоказатеëüство обобщается путеì заìены некоторых

еãо ÷астей ãëобаëüныìи синтакси÷ескиìи переìенныìи; öеëевое äоказатеëüство поëу-

÷ается из обобщения как резуëüтат приìенения к неìу синтакси÷еской поäстановки

вìесто ãëобаëüных синтакси÷еских переìенных. Заäа÷и обнаружения анаëоãии, постро-

ения öеëевоãо äоказатеëüства по анаëоãии, ãенераöии ëеìì, необхоäиìых äëя построе-

ния öеëевоãо äоказатеëüства по анаëоãии, а также ãенераöии теореì, анаëоãи÷ных ис-

хоäной, состоят в поиске такой синтакси÷еской поäстановки.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ,
проект 06-07-89071-а «Иссëеäование возìожностей коëëектив-
ноãо управëения в сеìанти÷ескоì вебе инфорìаöионныìи ре-
сурсаìи разëи÷ных уровней общности», и ДВО РАН в раìках
Проãраììы №15 ОЭММПУ РАН, проект «Синтез интеëëекту-
аëüных систеì управëения базаìи знаний и базаìи äанных».
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В работе [6] преäëожена расøиряеìая ìоäеëü ìате-
ìати÷еской практики (РММП), в которой сеìантика
языка äëя преäставëения ìатеìати÷еских знаний опре-
äеëяется соäержаниеì базы знаний, а не ис÷исëениеì.
В настоящей работе на основе этой ìоäеëи опреäеëяется
ìоäеëü анаëоãии ìежäу äоказатеëüстваìи, позвоëяþщая
поставитü и реøитü все упоìянутые выøе заäа÷и, свя-
занные с анаëоãией.

1. ÌÎÄÅËÜ ÀÍÀËÎÃÈÈ ÌÅÆÄÓ ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÀÌÈ

В настоящей работе, как и в ряäе работ, упоìянутых
во Ввеäении, анаëоãия рассìатривается как отноøение
эквиваëентности, а ее ìоäеëü строится как обобщение
äоказатеëüства исхоäной теореìы, т. е. как кëасс экви-
ваëентности, соäержащий исхоäное äоказатеëüство. Дëя
построения ìоäеëи анаëоãии ввоäится новый кëасс син-
такси÷еских переìенных.

Синтакси÷еские переìенные уже испоëüзоваëисü в
РММП; их вхожäение явëяется отëи÷итеëüныì призна-
коì ìетаìатеìати÷еских аксиоì. Обëастüþ äействия
кажäой такой синтакси÷еской переìенной явëяется ìе-
таìатеìати÷еская аксиоìа, в которуþ эта переìенная
вхоäит. Буäеì называтü такие синтакси÷еские переìен-
ные ëокаëüныìи. Локаëüная синтакси÷еская переìенная
заìеняется поäхоäящиì зна÷ениеì из синтакси÷еской
поäстановки при выпоëнении конкретизаöии ìетаìате-
ìати÷еской аксиоìы на øаãе äоказатеëüства. В отëи÷ие
от ëокаëüных, обëастüþ äействия ввоäиìых зäесü ãëо-
баëüных синтакси÷еских переìенных явëяется все äо-
казатеëüство. Гëобаëüные синтакси÷еские переìенные
иìеþт те же типы, ÷то и ëокаëüные, и такие же обоз-
на÷ения, с той ëиøü разниöей, ÷то тип ãëобаëüной пере-
ìенной обозна÷ается соответствуþщей прописной бук-
вой. Такиì образоì, буäеì ãоворитü о ãëобаëüных син-
такси÷еских переìенных типа F (форìуëы), T (терìы) и
äр. Гëобаëüные синтакси÷еские переìенные, также как
и ëокаëüные, ìоãут бытü ìоäифиöированы.

Назовеì ìетарассужäениеì посëеäоватеëüностü øа-
ãов (иìеþщуþ форìу äоказатеëüства), в которуþ вхоäит
хотя бы оäна ãëобаëüная синтакси÷еская переìенная.
Буäеì называтü ìетаäоказатеëüствоì такое ìетарассуж-
äение, äëя котороãо существует äопустиìая синтакси-
÷еская поäстановка вìесто ãëобаëüных синтакси÷еских
переìенных, такая, ÷то резуëüтат ее приìенения к ìе-
тарассужäениþ явëяется äоказатеëüствоì некоторой те-
ореìы. Посëеäнее озна÷ает, ÷то все øаãи поëу÷енноãо
äоказатеëüства явëяþтся правиëüныìи приìененияìи
правиë рассужäения, все утвержäения, вхоäящие в по-
ëу÷енное äоказатеëüство, корректны, а все утвержäения,
относящиеся к базе знаний, в ней соäержатся.

Заãоëовок ìетаäоказатеëüства буäеì называтü ìета-
теореìой. Матеìати÷еское утвержäение, поëу÷аеìое из
ìетатеореìы с поìощüþ синтакси÷еской поäстановки,
буäет теореìой ëиøü в тоì сëу÷ае, есëи расøирение
этой синтакси÷еской поäстановки позвоëяет поëу÷итü
äоказатеëüство этой теореìы из ìетаäоказатеëüства этой
ìетатеореìы. Метаäоказатеëüство назовеì обобщениеì
исхоäноãо äоказатеëüства, есëи это äоказатеëüство ìо-
жет бытü поëу÷ено из этоãо ìетаäоказатеëüства при не-
которой синтакси÷еской поäстановке. Два äоказатеëüс-
тва буäеì с÷итатü анаëоãи÷ныìи, есëи они ìоãут бытü
поëу÷ены из оäноãо и тоãо же ìетаäоказатеëüства при
разных синтакси÷еских поäстановках. Моäеëü анаëоãии

сохраняет взаиìно-оäнозна÷ное соответствие ìежäу
øаãаìи анаëоãи÷ных äоказатеëüств, а также ëоãи÷еские
и неëоãи÷еские рассужäения на соответствуþщих øаãах
этих äоказатеëüств.

Пример 1. Теореìа:
посëеäоватеëüности ≠ ∅. (1.1)
Доказатеëüство  (соäержащее øаãи äекоìпози-

öии и конкретизаöии).
Декоìпозиöия. Испоëüзуеì ìетаìатеìати÷ескуþ ак-

сиоìу t
1
 = t

2
 & f |-t

2
-| ⇒ f |-t

1
-|. Из опреäеëения: посëеäо-

ватеëüности ≡ I[1, ∞) → R сëеäует, ÷то äëя äоказа-
теëüства (1.1) äостато÷но äоказатü

I[1, ∞) → R ≠ ∅. (1.2)

Декоìпозиöия. Испоëüзуеì аксиоìу (v
1
 : S)(v

2
 : S)v

1
 ≠

≠ ∅ & v
2
 ≠ ∅ ⇒ v

1
 → v

2
 ≠ ∅. Дëя äоказатеëüства (1.2)

äостато÷но äоказатü

I[1, ∞) ∈ S, (1.3)

R ∈ S, (1.4)

I[1, ∞) ≠ ∅, (1.5)

R ≠ ∅. (1.6)

Декоìпозиöия. Испоëüзуеì аксиоìу (v : I )I[v, ∞) ∈ S.
Дëя äоказатеëüства утвержäения (1.3) äостато÷но äо-
казатü

1 ∈ I. (1.7)

Конкретизаöия. Утвержäение (1.7) сëеäует из ìета-
ìатеìати÷еской аксиоìы i ∈ I.

Конкретизаöия. Утвержäение (1.4) совпаäает с ак-
сиоìой.

Конкретизаöия. Утвержäение (1.5) сëеäует из аксио-
ìы (v : I)I[v, ∞) ≠ ∅ и (1.7).

Конкретизаöия. Утвержäение (1.6) совпаäает с ìате-
ìати÷еской аксиоìой.

Пример 2. Обобщение приìера 1. Метатеореìа:

F
1
|-T

1
-|. (2.1)

Метаäоказа теëüство .
Декоìпозиöия. Испоëüзуеì ìетаìатеìати÷ескуþ ак-

сиоìу t
1
 = t

2
 & f |-t

2
-| ⇒ f |-t

1
-|. Из утвержäения базы зна-

ний T
1
 = T

2
|-T

5
|-I-|, T

6
-| сëеäует, ÷то äëя äоказатеëüства

(2.1) äостато÷но äоказатü

F
1
|-T

2
|-T

5
|-I-|, T

6
-|-|. (2.2).

Декоìпозиöия. Испоëüзуеì утвержäение базы зна-
ний (v

1
 : T

3
)(v

2
 : T

4
)F

2
|-v

1
-| & F

3
|-v

2
-| ⇒ F

1
|-T

2
|-v

1
, v

2
-|-|. Дëя

äоказатеëüства (2.2) äостато÷но äоказатü

T
5
|-I-| ∈ T

3
, (2.3)

T
6
 ∈ T

4
, (2.4)

F
2
|-T

5
|-I-|-|, (2.5)

F
3
|-T

6
-|. (2.6)

Декоìпозиöия. Испоëüзуеì утвержäение базы зна-
ний (v : I)T

5
|-v-| ∈ T

3
. Дëя äоказатеëüства утвержäения

(2.3) äостато÷но äоказатü I ∈ I. (2.7)
Конкретизаöия. Утвержäение (2.7) сëеäует из ìета-

ìатеìати÷еской аксиоìы i ∈ I.
Конкретизаöия. Утвержäение (2.4) совпаäает с ут-

вержäениеì базы знаний.
Конкретизаöия. Утвержäение (2.5) сëеäует из ут-

вержäения базы знаний (v : I)F
2
|-T

5
|-v-|-| и (2.7).
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Конкретизаöия. Утвержäение (2.6) совпаäает с ут-
вержäениеì базы знаний.

Доказатеëüство приìера 1 поëу÷ается из ìетаäока-
затеëüства приìера 2 при сëеäуþщей синтакси÷еской
поäстановке: I : 1, T

1
: посëеäоватеëüности, T

2
: t

1
 → t

2
,

T
3
: S, T

4
: S, T

5
: I[t, ∞), T

6
: R, F

1
: t ≠ ∅, F

2
: t ≠ ∅, F

3
: t ≠ ∅,

ãäе t (с инäексоì иëи без неãо) обозна÷аþт ìеста вставки
эëеìентов ìоäификатора в форìуëу иëи терì.

Пример 3. Теореìа:

(x : посëеäоватеëüности)(a: R)(p: R) преäеë (x, a) &
a > p ⇒ (∃(N : I[1, ∞))(∀(n: I[N, ∞)) x(n) > p)). (3.1)

(Теореìа о еäинственности преäеëа еще не äоказана, по-
этоìу «преäеë» опреäеëен как äвухìестный преäикат.)

Доказа теëüство  (соäержащее øаãи вывоäа и при-
ìенение спеöиаëüных правиë). Пустü

x* ∈ посëеäоватеëüности, (3.2)

a* ∈ R, (3.3)

p* ∈ R. (3.4)

Дëя äоказатеëüства утвержäения (3.1) äостато÷но
äоказатü:

преäеë (x*, a*) & a* > p* ⇒
(∃(N : I[1, ∞))(∀(n: I[N, ∞)) x*(n) > p*)). (3.5)

Пустü

преäеë (x*, a*), (3.6),

a* > p*. (3.7)

Дëя äоказатеëüства утвержäения (3.5) äостато÷но äо-
казатü

(∃(N : I[1, ∞)(∀(n: I[N, ∞)) x*(n) > p*)). (3.8)

Вывоä. Испоëüзуеì лемму 1:

(x: посëеäоватеëüности)(a: R)(ε: R(0 , ∞))преäеë(x, a) ⇒
(∃(N : I[1, ∞))(∀(n: I[N, ∞)) |x(n) – a| < ε)).

Пустü

ε* ∈ R(0, ∞). (3.9)

Из выражений (3.2), (3.3), (3.9) и (3.6) сëеäует

(∃(N : I[1, ∞))(∀(n: I[N, ∞))|x*(n) – a*| < ε*)). (3.10)

Вывоä. Испоëüзуеì лемму 2:

(x: посëеäоватеëüности)(a: R)(p: R)(ε: R(0, ∞))a > p &
(∃(N : I[1, ∞))(∀(n: I[N, ∞))|x(n) – a| < ε)) ⇒
(∃(N : I[1, ∞))(∀(n: I[N, ∞))|x(n) – a| < a – p)).

Из выражений (3.2), (3.3), (3.4), (3.9), (3.7) и (3.10)
сëеäует

(∃(N: I[1, ∞))(∀(n: I[N, ∞))|x*(n) – a*|<a* – p*)). (3.11)

Вывоä. Испоëüзуеì лемму 3:

(x: посëеäоватеëüности)(a: R)(p: R)(v
3
: {(v

1
: I[1, ∞))

(∀(v
2
: I[v

1
, ∞))|x(v

2
) – a| < a – p)})(v

4
: I[v

3
, ∞))a > p &

(∃(N : I[1, ∞))(∀(n: I[N, ∞))|x(n) – a| < a – p)) ⇒
|x(v

4
) – a| < a – p.

Пустü

N*∈ {(v
1
: I[1, ∞))(∀(v

2
: I[v

1
, ∞))|x*(v

2
) – a*| < a* – p*)},

(3.12)

n* ∈ I[N*, ∞). (3.13)

Из выражений (3.2), (3.3), (3.4), (3.12), (3.13), (3.7) и
(3.11) сëеäует

|x*(n*) – a*| < a* – p*. (3.14)

Вывоä. Испоëüзуеì лемму 4:

(x: посëеäоватеëüности)(a: R)(p: R)(N : {(v
1
: I[1, ∞))

(∀(v
2
: I[v

1
, ∞))|x(v

2
) – a| < a – p)})(n: I[N, ∞))a > p &

|x(n) – a| < a – p ⇒ x(n) > p.

Из выражений (3.2), (3.3), (3.4), (3.12), (3.13), (3.7) и
(3.14) сëеäует

x*(n*) > p*. (3.15)

Вывоä. Испоëüзуеì лемму 5:

(x: посëеäоватеëüности)(a: R)(p: R)(v
3
: {(v

1
: I[1, ∞))

(∀(v
2
: I[v

1
, ∞)) |x(v

2
) – a| < a – p)})(v

4
: I[v

3
, ∞))a > p &

x(v
4
) > p ⇒ (∃(N : I[1, ∞)(∀(n: I[N, ∞))x(n) > p)).

Из выражений (3.2), (3.3), (3.4), (3.12), (3.13), (3.7) и
(3.15) сëеäует (3.8).

Пример 4. Обобщение приìера 3. Метатеореìа:

(x: T
1
)(a: T

2
)(p: T

3
)F

1
|-x, a-| & F

2
|-a, p-| ⇒ F

3
|-x, p-|. (4.1)

Метаäоказа теëüство .

Пустü A
1
 ∈ T

1
, (4.2)

A
2
 ∈ T

2
, (4.3)

A
3
 ∈ T

3
, (4.4)

Дëя äоказатеëüства утвержäения (4.1) äостато÷но äо-
казатü

F
1
|-A

1
, A

2
-| & F

2
|-A

2
, A

3
-| ⇒ F

3
|-A

1
, A

3
-|. (4.5)

Пустü

F
1
|-A

1
, A

2
-|, (4.6)

F
2
|-A

2
, A

3
-|. (4.7)

Дëя äоказатеëüства утвержäения (4.5) äостато÷но äо-
казатü

F
3
|-A

1
, A

3
-|. (4.8)

Вывоä. Испоëüзуеì утвержäение базы знаний
(x: T

1
)(a: T

2
)(ε: T

4
)F

1
|-x, a-| ⇒ F

4
|-x, a, ε-|. Пустü

A
4 
∈ T

4
. (4.9)

Из выражений (4.2), (4.3), (4.9) и (4.6) сëеäует

F
4
|-A

1
, A

2
, A

4
-|. (4.10)

Вывоä. Испоëüзуеì утвержäение базы знаний
(x: T

1
)(a: T

2
)(p: T

3
)(ε: T

4
)F

2
|-a, p-| & F

4
|-x, a, ε-| ⇒ F

5
|-x,

a, p-|. Из выражений (4.2), (4.3), (4.4), (4.9), (4.7) и (4.10)
сëеäует

F
5
|-A

1
, A

2
, A

3
-|. (4.11)

Вывоä. Испоëüзуеì утвержäение базы знаний
(x: T

1
)(a: T

2
)(p: T

3
)(v

3
: T

5
|-x, a, p-|)(v

4
: T

6
|-v

3
-|)F

2
|-a, p-| &

F
5
|-x, a, p-| ⇒ F

6
|-x, v

4
, a, p-|.

Пустü

A
5 
∈ T

5
|-A

1
, A

2
, A

3
-|, (4.12),

A
6
 ∈ T

6
|-A

5
-|. (4.13).

Из выражений (4.2), (4.3), (4.4), (4.12), (4.13), (4.7) и
(4.11) сëеäует

F
6
|-A

1
, A

6
, A

2
, A

3
-|. (4.14)
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Вывоä. Испоëüзуеì утвержäение базы знаний
(x: T

1
)(a: T

2
)(p: T

3
)(N : T

5
|-x, a, p-|)(n: T

6
|-N-|)F

2
|-a, p-| &

F
6
|-x, n, a, p-| ⇒ F

7
|-x, n, p-|. Из выражений (4.2), (4.3),

(4.4), (4.12), (4.13), (4.7) и (4.14) сëеäует

F
7
|-A

1
, A

6
, A

3
-|. (4.15)

Вывоä. Испоëüзуеì утвержäение базы знаний
(x: T

1
)(a: T

2
)(p: T

3
)(v

3
: T

5
|-x, a, p-|)(v

4
: T

6
|-v

3
-|)F

2
|-a, p-| &

F
7
|-x, v

4
, p-| ⇒ F

3
|-x, p-|.

Из выражений (4.2), (4.3), (4.4), (4.12), (4.13), (4.7) и
(4.15) сëеäует (4.8).

Доказатеëüство приìера 3 поëу÷ается из ìетаäока-
затеëüства приìера 4 при сëеäуþщей синтакси÷еской
поäстановке: T

1
: посëеäоватеëüности, T

2
: R, T

3
: R,

T
4
: R(0, ∞), T

5
: {(v

1
: I[1, ∞))(∀(v

2
: I[v

1
, ∞))|t

1
(v

2
) – t

2
| <

t
2
– t

3
)}, T

6
: I[t, ∞), F

1
: преäеë (t

1
, t

2
), F

2
: t

1
 > t

2
, F

3
:

(∃(N: I[1, ∞))(∀(n: I[N, ∞))t
1
(n) > t

2
)), F

4
: (∃(N : I[1,

∞))(∀(n: I[N, ∞))|t
1
(n) – t

2
| < t

3
)), F

5
: (∃(N : I[1, ∞)) Ѕ

(∀(n: I[N, ∞)) |t
1
(n) – t

2
| < t

2
 – t

3
)), F

6
: |t

1
(t

2
) – t

3
| <

t
3
– t

4
, F

7
: t

1
(t

2
) > t

3
.

2. ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂ

Обобщение äоказатеëüства состоит в заìене ãëобаëü-
ныìи синтакси÷ескиìи переìенныìи (возìожно ìоäи-
фиöированныìи) тех еãо ÷астей, которые у÷аствуþт в
приìенении правиë рассужäения на кажäоì øаãе äока-
затеëüства. Те ÷асти äоказатеëüства, которые явëяþтся
унифиöируеìыìи, äоëжны оставатüся унифиöируеìы-
ìи и посëе обобщения.

Пропозиöионаëüные тавтоëоãии и ìетаìатеìати÷ес-
кие аксиоìы, вхоäящие в äоказатеëüство, перехоäят в
ìетаäоказатеëüство без изìенений (они преäставëяþт
правиëа ëоãи÷ескоãо и неëоãи÷ескоãо рассужäения, со-
храняеìые анаëоãией). В ìатеìати÷еских утвержäениях
базы знаний, приìеняеìых в äоказатеëüстве на øаãах
äекоìпозиöии и вывоäа и иìеþщих виä (v

1
: t

1
)...(v

m
: t

m
)

f
1
 &...& f

n
 ⇒ f, при перехоäе к ìетаäоказатеëüству терìы

t
1
, ..., t

m
 обозна÷аþтся ãëобаëüныìи синтакси÷ескиìи

переìенныìи типа T, а форìуëы f
1
, ..., f

m
 и f — ãëобаëü-

ныìи синтакси÷ескиìи переìенныìи типа F, при÷еì
есëи эти терìы иëи форìуëы соäержат вхожäения сво-
боäных переìенных, то обозна÷аþщие их ãëобаëüные
синтакси÷еские переìенные явëяþтся ìоäифиöирован-
ныìи, а в ка÷естве эëеìентов ìоäификаторов выступа-
þт эти свобоäные переìенные. В ìатеìати÷еских утвер-
жäениях базы знаний, приìеняеìых в äоказатеëüстве на
øаãах конкретизаöии и в проìежуто÷ных вывоäах и
иìеþщих виä (v

1
: t

1
)...(v

m
: t

m
)f, при перехоäе к ìетаäока-

затеëüству терìы t
1
, ..., t

m
 обозна÷аþтся ãëобаëüныìи

синтакси÷ескиìи переìенныìи типа T, а форìуëа f —
ãëобаëüной синтакси÷еской переìенной типа F. Моäи-
фикаöия этих ãëобаëüных синтакси÷еских переìенных
выпоëняется, как и выøе. Есëи ìатеìати÷еское опреäе-
ëение унифиöируется с равенствоì, то обе еãо ÷асти
обозна÷аþтся разныìи ãëобаëüныìи синтакси÷ескиìи
переìенныìи типа T.

3. ÎÁÍÀÐÓÆÅÍÈÅ ÀÍÀËÎÃÈÈ
È ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÀ ÖÅËÅÂÎÉ ÒÅÎÐÅÌÛ

Метатеореìа и ее ìетаäоказатеëüство, поëу÷енные
обобщениеì äоказатеëüства некоторой исхоäной теоре-
ìы, äобавëяþтся в базу знаний поäобно тоìу, как это
äеëается в работе [4]. Обнаружение анаëоãии äëя новой
öеëевой теореìы состоит из äвух этапов.

На первоì из них осуществëяется поиск такой ìета-
теореìы в базе знаний, äëя которой уäается построитü
синтакси÷ескуþ поäстановку вìесто ãëобаëüных син-
такси÷еских переìенных, вхоäящих в эту ìетатеореìу,
резуëüтат приìенения которой к ìетатеореìе äает öеëе-
вуþ теореìу.

На второì этапе äëя кажäой найäенной ìетатеореìы
äеëается попытка построитü äоказатеëüство öеëевой те-
ореìы с поìощüþ ìетаäоказатеëüства. Частü ãëобаëü-
ных синтакси÷еских переìенных ìетаäоказатеëüства
уже поëу÷иëи зна÷ения в резуëüтате выпоëнения перво-
ãо этапа. Зна÷ения остаëüных ищутся в хоäе сопостав-
ëения обобщенных ìатеìати÷еских утвержäений из ìе-
таäоказатеëüства, относящихся к базе знаний, с ìатеìа-
ти÷ескиìи утвержäенияìи, хранящиìися в базе знаний.
Есëи в резуëüтате этоãо проöесса зна÷ения всех ãëобаëü-
ных синтакси÷еских переìенных ìетаäоказатеëüства
буäут найäены, äоказатеëüство öеëевой теореìы буäет
построено.

Пример 5. Испоëüзование ìетаäоказатеëüства при-
ìера 4 äëя построения по анаëоãии äоказатеëüства öе-
ëевой теореìы: (x: посëеäоватеëüности)(a: R)(p: R)
преäеë (x, a) & a < p ⇒ (∃(N : I[1, ∞)) (∀(n: I[N, ∞))
x(n) < p)). Сопоставëение öеëевой теореìы с ìетатеоре-
ìой приìера 4 позвоëяет опреäеëитü зна÷ения сëеäуþ-
щих ãëобаëüных синтакси÷еских переìенных: T

1
: посëе-

äоватеëüности, T
2
: R, T

3
: R, F

1
: преäеë (t

1
, t

2
), F

2
: t

1
 < t

2
,

F
3
: (∃(N : I[1, ∞))(∀(n: I[N, ∞))t

1
(n) < t

2
)).

Сопоставëение леммы 1 с обобщенныì утвержäени-
еì, приìеняеìыì на первоì øаãе вывоäа в ìетаäоказа-
теëüстве, позвоëяет опреäеëитü зна÷ения сëеäуþщих
ãëобаëüных синтакси÷еских переìенных: T

4
: R(0, ∞), F

4
:

(∃(N : I[1, ∞))(∀(n: I[N, ∞))|t
1
(n) – t

2
| < t

3
)).

Сопоставëение леммы 6 (x: посëеäоватеëüности)
(a: R)(p: R)(ε: R(0, ∞)) a < p & (∃(N : I[1, ∞))(∀(n: I[N,
∞))|x(n) – a| < ε)) ⇒ (∃(N: I[1, ∞))(∀(n: I[N, ∞)) |x(n) – a| <
p – a)) с обобщенныì утвержäениеì, приìеняеìыì на
второì øаãе вывоäа в ìетаäоказатеëüстве, позвоëяет
опреäеëитü зна÷ение ãëобаëüной синтакси÷еской пере-
ìенной F

5
: (∃(N: I[1, ∞))(∀(n: I[N, ∞))|t

1
(n) – t

2
| < t

3
 – t

2
)).

Сопоставëение леммы 7 (x: посëеäоватеëüности)
(a: R)(p: R)(v

3
: {(v

1
: I[1, ∞))(∀(v

2
: I[v

1
, ∞))|x(v

2
) – a| <

p – a)})(v
4
: I[v

3
, ∞))a < p & (∃(N : I[1, ∞))(∀(n: I[N,

∞))|x(n) – a| < p – a)) ⇒ |x(v
4
) – a| < p – a с обобщенныì

утвержäениеì, приìеняеìыì на третüеì øаãе вывоäа в
ìетаäоказатеëüстве, позвоëяет опреäеëитü зна÷ения
сëеäуþщих ãëобаëüных синтакси÷еских переìенных:
T
5
: {(v

1
: I[1, ∞))(∀(v

2
: I[v

1
, ∞)) |t

1
(v

2
) – t

2
| < t

3
 – t

2
)},

T
6
: I[t, ∞), F

6
: |t

1
(t

2
) – t

3
| < t

4
 – t

3
.

Сопоставëение леммы 8 (x: посëеäоватеëüности)
(a: R)(p: R)(N : {(v

1
: I[1, ∞))(∀(v

2
: I[v

1
, ∞)) |x(v

2
) – a| <

p – a)})(n: I[N, ∞)) a < p & |x(n) – a| < p – a ⇒ x(n) < p
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с обобщенныì утвержäениеì, приìеняеìыì на ÷етвер-
тоì øаãе вывоäа в ìетаäоказатеëüстве, позвоëяет опре-
äеëитü зна÷ение ãëобаëüной синтакси÷еской переìен-
ной F

7
: t

1
(t

2
) < t

3
.

Сопоставëение леммы 9 (x: посëеäоватеëüности)
(a: R)(p: R)(v

3
: {(v

1
: I[1, ∞))(∀(v

2
: I[v

1
, ∞)) |x(v

2
) – a| <

p – a)})(v
4
: I[v

3
, ∞)) a < p & x(v

4
) < p ⇒ (∃(N: I[1, ∞) Ѕ (∀(n:

I[N, ∞)) x(n) < p)) с обобщенныì утвержäениеì, приìе-
няеìыì на пятоì øаãе вывоäа в ìетаäоказатеëüстве,
позвоëяет заверøитü построение äоказатеëüства. Леãко
виäетü, ÷то ëеììы 6—9 ìоãут бытü äоказаны по анаëо-
ãии с ëеììаìи 2—5.

Форìирование такой совокупности ëеìì, ÷то äока-
затеëüство теореìы состоит из øаãов, на кажäоì из ко-
торых испоëüзуется оäна из них äëя äекоìпозиöии иëи
вывоäа, позвоëяет перенести сìысëовые ÷асти äоказа-
теëüства теореìы в äоказатеëüства соответствуþщих
ëеìì (как в приìере 5). При обобщении такоãо äоказа-
теëüства испоëüзуеìые ëеììы обобщаþтся «внеøниì»
образоì: сохраняется такая форìа этих ëеìì, которая
необхоäиìа äëя анаëоãии при их приìенении. «Внут-
реннее» обобщение этих ëеìì, поëу÷аеìое на основе
обобщения их äоказатеëüств, ìожет существенно отëи-
÷атüся от внеøнеãо. В этоì сëу÷ае анаëоãия ìежäу äо-
казатеëüстваìи äвух теореì не требует анаëоãии ìежäу
äоказатеëüстваìи соответствуþщих ëеìì; требуется
ëиøü, ÷тобы форìа этих ëеìì соответствоваëа внеøне-
ìу обобщениþ. Поэтоìу преäëоженная ìоäеëü анаëо-
ãии явëяется боëее общей, ÷еì в работе [5].

4. ÃÅÍÅÐÀÖÈß ËÅÌÌ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÀÍÀËÎÃÈÈ

Рассìотриì, сна÷аëа, испоëüзование поëной анаëо-
ãии äëя реøения этой заäа÷и. Есëи при построении äо-
казатеëüства öеëевой теореìы на основе ìетаäока-
затеëüства äëя некотороãо обобщенноãо утвержäения,
относящеãося к базе знаний, не уäается найти еãо кон-
кретизаöиþ в базе знаний, то ìожет бытü сãенерирована
ëеììа (ãипотеза), äоказатеëüство которой позвоëит про-
äоëжитü построение äоказатеëüства öеëевой теореìы по
анаëоãии. Есëи все ãëобаëüные синтакси÷еские пере-
ìенные, вхоäящие в это обобщенное утвержäение, уже
поëу÷иëи зна÷ения äо ãенераöии этой ëеììы, то ìожет
бытü сãенерирована ее то÷ная форìуëировка. Есëи же
некоторые ãëобаëüные синтакси÷еские переìенные к
этоìу ìоìенту еще не поëу÷иëи зна÷ений, то ìожет бытü
сãенерирован ëиøü образеö ëеììы, соäержащий эти
синтакси÷еские переìенные. По этоìу образöу поëüзо-
ватеëü, строящий äоказатеëüство öеëевой теореìы, äоë-
жен уто÷нитü форìуëировку ëеììы, заäав зна÷ения этих
синтакси÷еских переìенных. В приìере 5, есëи ëеììа 6
отсутствует в базе знаний, ìожет бытü сãенерирован ее
образеö (x: посëеäоватеëüности)(a: R)(p: R)(ε: R(0, ∞))
a < p & (∃(N : I[1, ∞))(∀(n: I[N, ∞))|x(n) – a| < ε)) ⇒ F
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|-x,

a, p-|. Есëи же в базе знаний отсутствует ëеììа 9, то ее
форìуëировка (а не образеö) ìожет бытü сãенерирована
автоìати÷ески.

Теперü рассìотриì испоëüзование ÷асти÷ной ана-
ëоãии äëя ãенераöии ëеìì. Преäпоëожиì, ÷то äëя ка-
коãо-ëибо утвержäения коìпонента äекоìпозиöии не-
котороãо øаãа äоказатеëüства не уäаëосü построитü еãо
äоказатеëüства с испоëüзованиеì ìетаäоказатеëüства
(в приìере 1 не уäаëосü построитü äоказатеëüство ут-

вержäения (1.5) с испоëüзованиеì ìетаäоказатеëüства
приìера 2). Тоãäа из обобщенноãо утвержäения этоãо
коìпонента äекоìпозиöии ìетаäоказатеëüства (обоб-
щенноãо утвержäения (2.5) приìера 2) ìожет бытü сãе-
нерирована ëеììа (иëи ее образеö), äоказатеëüство ко-
торой ìожет не зависетü от исхоäноãо ìетаäоказатеëüс-
тва. Остаëüная же ÷астü äоказатеëüства öеëевой теореìы
(за искëþ÷ениеì äоказатеëüства сãенерированной ëеì-
ìы) ìожет строитüся на основе этоãо ìетаäоказатеëüс-
тва. Части÷ная анаëоãия äëя ãенераöии ëеìì в сëу÷ае
вывоäа ìожет испоëüзоватüся способоì, похожиì на
преäëоженный в работе [4].

5. ÃÅÍÅÐÀÖÈß ÀÍÀËÎÃÈ×ÍÛÕ ÒÅÎÐÅÌ È ÈÕ ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂ

Есëи äëя заäанноãо ìетаäоказатеëüства уäается най-
ти такуþ синтакси÷ескуþ поäстановку вìесто ãëобаëü-
ных синтакси÷еских переìенных, резуëüтат приìенения
которой к этоìу ìетаäоказатеëüству явëяется äоказа-
теëüствоì, то резуëüтат приìенения этой поäстановки к
ìетатеореìе явëяется теореìой. Леãко виäетü, ÷то äëя
заäанных öеëевоãо äоказатеëüства и состояния базы зна-
ний по обобщениþ этоãо äоказатеëüства за коне÷ное ÷ис-
ëо øаãов ìоãут бытü найäены все теореìы (вìесте с их
äоказатеëüстваìи), анаëоãи÷ные öеëевой, иëи установëе-
но, ÷то таких теореì нет. Теореìа приìера 5 ìожет бытü
сãенерирована по ìетаäоказатеëüству приìера 4 и состо-
яниþ базы знаний, соäержащеìу ëеììы 1 и 6—9.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Анаëоãия явëяется оäниì из способов сокращения
перебора при построении äоказатеëüств. Чеì боãа÷е ìо-
äеëü ìатеìати÷еской практики, теì ãëубже ìожет бытü
анаëоãия. В преäëоженной ìоäеëи анаëоãии обобщение
äоказатеëüств соответствует инäуктивной ÷асти анаëо-
ãии. Построение äоказатеëüства по анаëоãии и ãенера-
öия анаëоãи÷ных теореì соответствует ее äеäуктивной
÷асти. Наконеö, ãенераöия ëеìì, поääерживаþщих пос-
троение äоказатеëüства по анаëоãии, соответствует ее
абäуктивной ÷асти.
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