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ÂÂÅÄÅÍÈÅ. ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß

Лþбая функöия äискретных переìенных ìожет бытü
преäставëена в виäе суперпозиöии боëее простых фун-
кöий (в ÷астности — в виäе суперпозиöии функöий
ìенüøеãо ÷исëа переìенных). Структуру такой супер-
позиöии ìожно преäставитü сетüþ, на÷аëüные верøины
(вхоäы) которой соответствуþт переìенныì, коне÷ная
(выхоä) — функöии, а проìежуто÷ные — функöияì,
вхоäящиì в суперпозиöиþ. Поэтоìу такое преäставëе-
ние называется сетевыì преäставëениеì. В. Н. Бурко-
выì и И. В. Бурковой преäëожен ìетоä реøения заäа÷
äискретной оптиìизаöии с аääитивной öеëевой функ-
öией, преäпоëаãаþщий сетевое преäставëение систеìы
оãрани÷ений [1]. Метоä поëу÷иë название ìетоäа сете-
воãо проãраììирования, а в сëу÷ае äихотоìи÷ескоãо
преäставëения — ìетоäа äихотоìи÷ескоãо проãраììи-
рования [2, 3]. В настоящей работе äается обобщение
ìетоäа на сëу÷ай, коãäа öеëевая функöия и функöии,
описываþщие оãрани÷ения заäа÷и, иìеþт оäинаковые
структуры сетевоãо преäставëения (структурно-эквива-
ëентные функöии).

Заìетиì, ÷то оäна и та же функöия ìожет иìетü не-
скоëüко сетевых преäставëений.

Пример 1. Рассìотриì функöиþ ÷етырех переìенных

f(x) = (x
1
x

2
 + )x

3
 + x

3
x

4
 + x

1
x

4
. (1)

Ее сетевое преäставëение привеäено на рис. 1, ãäе
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На рис. 2 привеäено äруãое сетевое преäставëение

функöии (1), ãäе
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Дано обобщение ìетоäа сетевоãо проãраììирования на сëу÷ай, коãäа öеëевая функöия и

функöии, описываþщие оãрани÷ения заäа÷и, иìеþт оäинаковые структуры сетевоãо преä-

ставëения. Привеäены приìеры реøения конкретных заäа÷ äискретной оптиìизаöии.

x
1

2

x
1

2

Рис. 1. Сетевое представление функции (1)
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Определение. Функöии f(x) и ϕ(x) называþтся
структурно-эквиваëентныìи (с-эквиваëентныìи), есëи
существуþт сетевые преäставëения этих функöий такие,
÷то соответствуþщие сетевые структуры совпаäаþт.

Пример 2. Рассìотриì функöиþ

ϕ(x) = (x
1
 + x

2
)x

3
(x

1
 + x

4
) + x

3
x

4
. (2)

Нетруäно показатü, ÷то оäно из сетевых преäставëе-
ний этой функöии иìеет виä, преäставëенный на рис. 1. ♦

1. ÌÅÒÎÄ ÑÅÒÅÂÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Рассìотриì сëеäуþщуþ заäа÷у äискретной оптиìи-
заöии: опреäеëитü вектор x ∈ X, обеспе÷иваþщий

f(x) (3)

при оãрани÷ении
ϕ(x) m b. (4)

Даëее буäеì преäпоëаãатü, ÷то

X = X
i
,

ãäе X
i
 — äискретное ìножество ÷исеë.

Заìетиì, ÷то в виäе (4) несëожно преäставитü и сис-
теìу неравенств:

ϕ
j
(x) m b,  j = .

Обозна÷ив

ϕ(x) = ϕ
j
(x),

поëу÷аеì оãрани÷ение (4).
Пустü функöии f(x) и ϕ(x) в заäа÷е (3), (4) явëяþтся

c-эквиваëентныìи. Построиì их общее сетевое преä-
ставëение. Пустü äаëее öеëевая функöия f — ìонотонная
функöия обобщенных переìенных y (без оãрани÷ения
общности ìожно принятü, ÷то f — возрастаþщая функ-
öия y). Анаëоãи÷но приìеì, ÷то функöия ϕ также явëя-
ется возрастаþщей функöией y. В сетевоì преäставëе-
нии выäеëиì верøины нуëевоãо уровня, которыì со-

ответствуþт переìенные x
i
. Верøинаì первоãо уровня

соответствуþт заäа÷и оптиìизаöии сëеäуþщеãо виäа:
ìаксиìизироватü

y
i
 = f

i
(x)

при оãрани÷ении

z
i
 = ϕ

i
(x) m p,

ãäе p приниìает все äопустиìые зна÷ения.

В сетевоì преäставëении заäа÷и, соответствуþщие
верøинаì сетевоãо преäставëения (за искëþ÷ениеì вер-
øин первоãо уровня) иìеþт боëее простой виä, такой,
÷то существуþт эффективные аëãоритìы их реøения.
В ÷астности, есëи сетевое преäставëение явëяется äихо-
тоìи÷ескиì, то кажäая заäа÷а явëяется заäа÷ей оптиìи-
заöии функöии äвух переìенных и в äискретноì сëу÷ае
ëеãко реøается на основе ìатри÷ноãо преäставëения
[2, 3]. Реøив заäа÷и первоãо уровня, перехоäиì к реøе-
ниþ заäа÷ второãо уровня, и т. ä. Посëеäней реøается
заäа÷а, соответствуþщая выхоäу сети. Обозна÷иì y

k
(b) —

зна÷ение öеëевой функöии в оптиìаëüноì реøении за-
äа÷и, соответствуþщей выхоäу сети, ãäе k — ÷исëо вер-
øин сети за искëþ÷ениеì n верøин нуëевоãо уровня.

Теорема 1. Величина y
k
(b) является верхней оценкой

для исходной задачи (3), (4).

Доказатеëüство . Достато÷но заìетитü, ÷то ëþбое
äопустиìое реøение заäа÷и (3), (4) явëяется äопусти-
ìыì реøениеì äëя всех заäа÷, реøаеìых в верøинах се-
тевоãо преäставëения. Поэтоìу оптиìаëüное реøение
заäа÷и в коне÷ной верøине не хуже, ÷еì оптиìаëüное
реøение исхоäной заäа÷и. Это äоказывает теореìу. ♦

Такиì образоì, ìетоä сетевоãо проãраììирования
äëя с-эквиваëентных функöий позвоëяет поëу÷атü вер-
хние оöенки äëя заäа÷и (3), (4).

Пример 3. Рассìотриì заäа÷у (3), (4) с функöией f(x),
опреäеëяеìой выражениеì (1) и функöией ϕ(x), оп-
реäеëяеìой выражениеì (2). Приìеì x

i
 = (1; 3) äëя всех

i = . Пустü b = 30. 

1 шаг. Реøаеì заäа÷у ìаксиìизаöии

y
1
 = x

1
x

2
 + 

при оãрани÷ении

z
1
 = x

1
 + x

2
 m p

1
,

ãäе p
1
 приниìает все äопустиìые зна÷ения. Дëя реøе-

ния уäобно приìенитü ìатри÷ное преäставëение заäа÷и
(табë. 1). Верхние ÷исëа в кëетках ëевой ÷асти табë. 1
равны зна÷ениþ y

1
, а нижние — z

1
 при соответствуþщих

зна÷ениях переìенных x
1
 и x

2
. Справа привеäены ре-

зуëüтаты оптиìизаöии.

Рис. 2. Вариант сетевого представления функции (1)
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2 шаг. Реøаеì заäа÷у ìаксиìизаöии

y
2
 = y

1
x

3

при оãрани÷ении

z
2
 = z

1
x

3
 m p

2
.

Реøение привеäено в табë. 2.

3 шаг. Реøаеì заäа÷у ìаксиìизаöии

y
3
 = x

1
x

4

при оãрани÷ении

z
3
 = x

1
 + x

4
 m p

4
.

Реøение привеäено в табë. 3.

4 шаг. Реøаеì заäа÷у ìаксиìизаöии

y
4
 = x

3
x

4

при оãрани÷ении

z
4
 = x

3
x

4
 m p

4
.

Реøение привеäено в табë. 4.

5 шаг. Реøаеì заäа÷у ìаксиìизаöии

y
5
 = y

2
 + y

3

при оãрани÷ении

z
5
 = z

2
z
3
 m p

5
.

Реøение привеäено в табë. 5.
В правой ÷асти табë. 5 оставëены тоëüко Парето-оп-

тиìаëüные варианты.

6 шаг. Реøаеì заäа÷у ìаксиìизаöии

y
6
 = y

4
 + y

5

при оãрани÷ении

z
6
 = z

4
 + z

5
 m 30.

Реøение привеäено в табë. 6.

В табë. 6 нахоäиì кëетку с ìаксиìаëüныì верхниì
÷исëоì y

6
 = 40. Соãëасно теореìе 1, это ÷исëо явëяется

оöенкой сверху äëя реøения исхоäной заäа÷и. Дëя
опреäеëения оптиìаëüноãо реøения оöено÷ной заäа÷и
приìеняеì ìетоä «обратноãо хоäа». Из табë. 6 опре-
äеëяеì

y
4
 = 3,  z

4
 = 3,  y

5
 = 37,  z

5
 = 24.

Из ëевой ÷асти табë. 5 опреäеëяеì

y
2
 = 36, z

2
 = 12,  y

3
 = 1,  z

3
 = 2.

Из ëевой ÷асти табë. 4 опреäеëяеì äва возìожных ва-
рианта:

1) x
3
(y

4
) = 1,  x

4
(y

4
) = 3;

2) x
3
(y

4
) = 3,  x

4
(y

4
) = 1.

Из ëевой ÷асти табë. 3 опреäеëяеì

x
1
(y

3
) = 1,  x

4
(y

3
) = 1.

Из ëевой ÷асти табë. 2 опреäеëяеì

x
3
(y

2
) = 3,  y

1
 = 12,  z

1
 = 4.

И, наконеö, из ëевой ÷асти табë. 1 опреäеëяеì

x
1
(y

1
) = 3,  x

2
(y

1
) = 1.

Заìетиì, ÷то есëи бы существоваëо реøение оöено÷-
ной заäа÷и такое, ÷то кажäое x

i
 приниìаëо бы тоëüко

оäно зна÷ение, то это реøение быëо бы äопустиìыì äëя
исхоäной заäа÷и, а зна÷ит — оптиìаëüныì. В наøеì

Таблица 2

18 18 54
6 6 18

12 12 36
4 4 12

2 2 6
2 2 6

y
1 1 3

x
3

18 54

12 36

6 18

4 12

2 2

z
2

y
2

Таблица 3

3
3 9

4 6

1
1 3

2 4

x
4 1 3
x

1

6 9

4 3

2 1

z
3

y
3

Таблица 4

3
3 9

3 9

1
1 3

1 3

x
4 1 3
x

3

9 9

3 3

1 1

z
4

y
4

Таблица 5

9 11 21
— —

6 12 24

3 5 15 21
—

4 8 16 24

1 3 13 19 37
2 4 8 12 24

y
3
/z

3
2 12 18 36

y
2
/z

2
2 4 6 12

24 37

12 19

8 13

4 3

z
5

y
5

Таблица 6

9 12 22 28
—9 13 17 21

3 6 16 22 40
3 7 11 15 27

1 4 14 20 38
1 5 9 13 25

y
4
/z

4
3 13 19 37

y
5
/z

5
4 8 12 24
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сëу÷ае это не так. Действитеëüно, из табë. 3 быëо опре-
äеëено x

1
(y

3
) = 1, а из табë. 1 быëо опреäеëено x

1
(y

1
) = 3,

÷то противоре÷иво. Оäнако, иìея способ опреäеëения
верхней оöенки, ìожно приìенитü ìетоä ветвей и ãра-
ниö. Рассìотриì приìенение ìетоäа на Приìере 3.

Разобüеì ìножество всех реøений исхоäной заäа÷и
на äва поäìножества. В первоì поäìножестве x

1
 = 1, а

во второì x
1
 = 3.

Оценка первого подмножества. Поëаãаеì x
1
 = 1 в

функöиях f(x) и ϕ(x) и приìеняеì описанный ранее
аëãоритì. Даëее привеäена резуëüтируþщая табë. 7 зна-
÷ений z

6
 и y

6
.

Максиìаëüное верхнее ÷исëо y
6
 = 16 опреäеëяет

верхнþþ оöенку первоãо поäìножества, h(x
1
 = 1) = 16.

Оценка второго подмножества. В табë. 8 привеäены
зна÷ения z

6
 и y

6
.

Верхняя оöенка äëя второãо поäìножества h(x
1
 = 3) =

= 24. Выбираеì второе поäìножество.
Метоäоì обратноãо хоäа опреäеëяеì все оптиìаëü-

ные реøения оöено÷ной заäа÷и. Таких реøений äва.
Первое реøение: x

1
 = 3, x

2
 = 1, x

3
(y

2
) = 1, x

3
(y

4
) = 3,

x
4
(y

3
) = 1, x

4
(y

4
) = 3 не явëяется äопустиìыì äëя исхоä-

ной заäа÷и, поскоëüку x
3
(y

2
) ≠ x

3
(y

4
) и x

4
(y

3
) ≠ x

4
(y

4
).

Второе реøение: x
1
 = 3, x

2
 = 1, x

3
(y

2
) = x

3
(y

4
) = 1,

x
4
(y

3
) = x

4
(y

4
) = 3 явëяется äопустиìыì äëя исхоäной

заäа÷и и, сëеäоватеëüно, явëяется оптиìаëüныì.
Итак, поëу÷ено оптиìаëüное реøение:

x
1
 = 3,  x

2
 = 1,  x

3
 = 1,  x

4
 = 3

со зна÷ениеì öеëевой функöии, равныì 24. ♦

2. ÄÐÅÂÎÂÈÄÍÀß ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ ÑÅÒÅÂÎÃÎ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß

Дëя ряäа заäа÷ существуþт сетевые преäставëения, в
которых сетü явëяется äеревоì. В этоì сëу÷ае при ре-

øении оöено÷ной заäа÷и кажäая переìенная x
i
 прини-

ìает тоëüко оäно зна÷ение. Поэтоìу реøение оöено÷-
ной заäа÷и всеãäа буäет äопустиìыì реøениеì исхоäной
заäа÷и, а зна÷ит, описанный выøе аëãоритì опреäеëяет
оптиìаëüное реøение исхоäной заäа÷и.

Пример 4. Пустü x
i
 = {1; 3} äëя всех i = ,

f(x) = x
1
x

2
 + 2x

2
x

3
,
 

(5)

ϕ(x) = x
1
x

3
 + 2x

2
 m 10. (6)

Преäставиì функöиþ f(x) в виäе

f(x) = x
2
(x

1
 + 2x

3
).

В этоì сëу÷ае структура сетевоãо преäставëения
функöий f(x) и ϕ(x) иìеет виä äерева, изображенноãо
на рис. 3, ãäе

y
1
 = x

1
 + 2x

3
;  z

1
 = x

1
x

3
;

y
2
 = y

1
x

2
;  z

2
 = z

1
 + 2x

2
.

Поäставëяя в функöиþ (6) ìиниìаëüное зна÷ение
x

2
= 1, поëу÷аеì оãрани÷ение z

1
 m 8. Реøение заäа÷и

привеäено в табë. 9 и 10.

Максиìаëüное верхнее ÷исëо в кëетках табë. 10 оп-
реäеëяет оптиìаëüное реøение x

1
 = 1, x

2
 = 3, x

3
 = 3, со

зна÷ениеì öеëевой функöии 21. ♦

Таблица 7

9 12 14 16
—9 13 17 21

3 6 8 10 16
3 7 11 15 27

1 4 6 8 14
1 5 9 13 25

y
4
/z

4
3 5 7 13

y
5
/z

5
4 8 12 24

Таблица 8

9 24
—9 25

3 18 24
3 19 27

1 16 22
1 17 25

y
4
/z

4
15 21

y
5
/z

5
16 24

Рис. 3. Сетевое представление функций (5) и (6)

1 3,

Таблица 9

3
7

—
3

(y
1
; z

1
) = 1

3 5
1 3

x
3 1 3

x
1

Таблица 10

3
9 21

7 9

(y
2
; z

2
) = 1

3 7
3 5

x
3

3 7
y
1
/z

1
1 3
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3. ÑÅÒÅÂÛÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈß ÀÄÄÈÒÈÂÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Рассìотриì сëу÷ай, коãäа функöия

f(x) = f
i
(x

i
), (7)

ãäе x
i
 ∈ X

i
.

Теорема 2. Аддитивная функция c-эквивалентна любой
функции того же числа переменных.

Доказатеëüство . Пустü G
n
 — сетевое преäставëе-

ние некоторой функöии n переìенных, x
i
 — на÷аëüные

верøины сети, i = . Дëя кажäоãо зна÷ения x
i
 ∈ X

i
 оп-

реäеëиì поток веëи÷ины f
i
(x

i
) из верøины x

i
 в коне÷нуþ

верøину сетевоãо преäставëения. В сиëу усëовий «пото-
ковости» веëи÷ина потока в коне÷ной верøине равна
f
i
(x

i
) äëя ëþбоãо сетевоãо преäставëения. Теореìа

äоказана. ♦

Поскоëüку поток веëи÷ины f
i
(x

i
) äëя кажäоãо x

i
 ìож-

но опреäеëятü произвоëüно, существует бесконе÷ное
÷исëо сетевых преäставëений функöии (7).

Пустü переìенная x
i
 приниìает m

i
 зна÷ений x

i j
,

j = . Обозна÷иì s
ij
 — поток веëи÷ины c

ij
 = f

i
(x

ij
) из

верøины x
i
 в коне÷нуþ верøину, S = {s

ij
} — совокуп-

ностü всех потоков (их ÷исëо равно M = m
i
), F(S) —

оöенка сверху веëи÷ины (7), поëу÷енная ìетоäоì сете-
воãо проãраììирования при сетевоì преäставëении, оп-
реäеëяеìоì совокупностüþ потоков S. Естественно пос-
тавитü заäа÷у опреäеëения такой совокупности потоков
S, äëя которой оöенка сверху ìиниìаëüна. Эту заäа÷у
назовеì äвойственной к исхоäной. Сфорìуëируеì ее.

Двойственная задача. Опреäеëитü совокупностü по-
токов S, äëя которой оöенка F(S) ìиниìаëüна.

Обоснованиеì названия «äвойственная заäа÷а» сëу-
жит тот факт, ÷то äëя ряäа заäа÷ öеëо÷исëенноãо ëиней-
ноãо проãраììирования оöено÷ная заäа÷а своäится к
обы÷ной äвойственной заäа÷е.

В ка÷естве приìера рассìотриì заäа÷у назна÷ения:
ìаксиìизироватü функöиþ

f(x) = c
ij
x
ij

при оãрани÷ениях x
ij
 = {0; 1}; i, j = ,

x
ij
 m 1,  i = ; (8)

x
ij
 m 1,  j = . (9)

Рассìотриì сетевое преäставëение систеìы оãрани-
÷ений, привеäенное на рис. 4 äëя сëу÷ая n = 2. Верøина
y
i
 соответствует i-у оãрани÷ениþ (8), а верøина z

j
 — j-ìу

оãрани÷ениþ (9). Коне÷ная верøина соответствует опе-

раöии взятия ìаксиìуìа, ÷то позвоëяет свести все оãра-
ни÷ения к оäноìу:

max  m 1.

Есëи x
ij
 = 0, то c

ij
x
ij
 = 0, и поток из соответствуþщей

верøины равен нуëþ. Есëи x
ij
 = 1, то поток равен c

ij
.

Преäставиì c
ij
 в виäе c

ij
 = u

ij
 + v

ij
, ãäе u

ij
 l 0 и v

ij
 l 0 — по-

токи по соответствуþщиì äуãаì из верøины x
ij
. В вер-

øинах y
i
 в соответствии с ìетоäоì сетевоãо проãраììи-

рования реøается сëеäуþщая заäа÷а: ìаксиìизироватü
функöиþ

F
i
(u

i
) = u

ij
x
ij

при оãрани÷ении

x
ij
 m 1.

Реøение о÷евиäно:

F
max

(u
i
) = u

ij
.

В верøинах z
j
 реøаþтся заäа÷и: ìаксиìизироватü

Φ
j
(v

j
) = v

ij
x
ij

при оãрани÷ении

x
ij
 m 1.

Реøение также о÷евиäно:

Φ
max

(v
j
) = v

ij
.

Двойственная заäа÷а: ìиниìизироватü

u
ij
 + v

ij
. (10)

при оãрани÷ениях

u
ij
 + v

ij
 = c

ij
,  i, j = . (11)

Заìетиì, ÷то в оптиìаëüноì реøении ìожно поëо-
житü

u
ij
 = u

i
 – u

ij
.

i 1=

n

∑

1 n,

1 m,

i
∑

i 1=

n

∑

1 n,

j
∑ 1 n,

i
∑ 1 n,

max xij;  max xij
i
∑

j
∑

Рис. 4. Сетевое представление системы ограничений (8) и (9)

j
∑

j
∑

max
j

i
∑

i
∑

max
i

i
∑ max

j j
∑ max

i

1 n,

max
j
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Обозна÷иì

v
j
 = max ë0; (c

ij
 – u

i
)û.

В этоì сëу÷ае заäа÷а (10), (11) своäится к сëеäуþщей:
ìиниìизироватü суììу

u
i
 + v

j

при оãрани÷ениях u
i
 l 0, v

j
 l 0,

u
i
 + v

j
 l c

ij
,  i, j = .

Это обы÷ная äвойственная заäа÷а äëя заäа÷и назна-
÷ения.

4. ÏÐÈÌÅÐ ÐÅØÅÍÈß ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì сëеäуþщуþ заäа÷у öеëо÷исëенноãо про-
ãраììирования: ìаксиìизироватü функöиþ

f
i
(x

i
),

ãäе кажäое x
i
 приниìает äва зна÷ения — 4 иëи 6, при

оãрани÷ении

ϕ(x) =  + x
1

 +  m 200. (12)

Зна÷ения f
i
(x

i
) при x

i
 = 4 и 6, i =  привеäены в

табë. 11.

Сетевое преäставëение функöии ϕ(x) привеäено на
рис. 5.

Приìеì, ÷то потоки по äуãаì (x
1
, y

1
) и (x

1
, y

2
) из вер-

øины x
1
 равны 6 при x

1
 = 4 и 9 при x

1
 = 6, а потоки

по äуãаì (x
3
, y

1
) и (x

3
, y

3
) из верøины x

3
 равны 8 при

x
3
 = 4 и 12 при x

3
 = 6 (т. е. äеëиì соответствуþщее

зна÷ение öеëевой функöии попоëаì).

1 шаг. Реøаеì заäа÷у оптиìизаöии в верøине (y
1
, z

1
):

ìаксиìизироватü выражение 6x
11

 + 9x
12

 + 8x
21 

+ 15x
22

 +

+ 8x
31

 + 12x
32

 при оãрани÷ениях x
ij
 = {0; 1}; i = 1, 2, 3;

j = 1, 2;

(4x
11

 + 6x
12

) (4x
21

 + 6x
22

) (4x
31

 + 6x
32

) m p,

x
11

 + x
12

 = 1,

x
21

 + x
22

 = 1,

x
31

 + x
32

 = 1.

Максиìаëüное зна÷ение p ëеãко поëу÷итü, есëи поä-

ставитü в функöиþ (12) ìиниìаëüные зна÷ения  = 16

и  = 16. Поëу÷аеì p = 168. Теперü заäа÷у ìожно ре-

øитü простыì перебороì. Поëу÷аеì табë. 12 оптиìаëü-
ных реøений.

2 шаг. Реøаеì заäа÷у, соответствуþщуþ верøине
(y

2
, z

2
). Реøение привеäено в табë. 13.

3 шаг. Реøаеì заäа÷у оптиìизаöии, соответствуþ-
щуþ верøине (y

3
, z

3
). Реøение привеäено в табë. 14.

max
i

i
∑

j
∑

1 n,

i 1=

3

∑

x
1

2
x
2
x
3

x
3

2

1 3,

Таблица 11

x
i

i

1 2 3

4 12 8 16
6 18 15 24

x
1

2

x
3

2

Таблица 12

y
1

22 29 33
z

1
64 96 144

x
1
, x

2
, x

3
4; 4; 4 4; 6; 4 4; 6; 6

Рис. 5. Сетевое представление функции (12)

Таблица 13

9 31 38 42
36 100 132 180

(y
2
, z

2
) = 

6 28 35 39
16 80 112 160

x
1

22 29 33
y
1
/z

1
64 96 144

Таблица 14

12 40 43 47 50 51
—36 116 136 148 168 196

(y
3
, z

3
) = 

8 36 39 43 46 47 50
16 96 116 128 148 176 196

x
3

28 31 35 38 39 42
y
2
/z

2
80 100 112 132 160 180
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Оптиìаëüноìу реøениþ соответствует кëетка с ìак-
сиìаëüныì верхниì ÷исëоì. Это кëетка (y

3
, z

3
) = (51; 196).

Двиãаясü от конöа к на÷аëу, опреäеëяеì оптиìаëüное
реøение оöено÷ной заäа÷и. Иìееì:

1) x
3
(y

3
) = 6;  (y

2
, z

2
) = (39, 160);

2) x
1
(y

2
) = 4;  (y

1
, z

1
) = (33, 144);

3) x
1
(y

1
) = 4;  x

2
(y

1
) = 6;  x

3
(y

1
) = 6.

Поскоëüку зна÷ения x
1
 = 4; x

2
 = 6; x

3
 = 6 оäинаковы

во всех сëу÷аях, поëу÷енное äопустиìое реøение явëя-
ется оптиìаëüныì. Оäнако это не всеãäа так. Пустü, на-
приìер, b = 170. В этоì сëу÷ае оптиìаëüноìу реøениþ
оöено÷ной заäа÷и соответствует кëетка (y

3
, z

3
) = (50; 168).

Двиãаясü с конöа, опреäеëяеì оптиìаëüные зна÷ения
переìенных оöено÷ной заäа÷и:

1) x
3
(y

3
) = 6;  (y

2
, z

2
) = (38, 132);

2) x
1
(y

2
) = 6;  (y

1
, z

1
) = (29, 96);

3) x
1
(y

1
) = 4;  x

2
 = 6;  x

3
(y

1
) = 4.

В äанноì сëу÷ае x
3
(y

1
) ≠ x

3
(y

3
). Дëя уëу÷øения оöен-

ки изìениì потоки по äуãаì. О÷евиäно, ÷то öеëесооб-
разно уìенüøитü потоки по äуãаì (x

1
, y

2
) и (x

3
, y

3
) с теì,

÷тобы верхняя оöенка уìенüøиëасü. Приìеì

S
2
(x

1
, y

2
) = 6;  S

2
(x

3
, y

3
) = 9;

S
2
(x

1
, y

1
) = 12;  S

2
(x

3
, y

1
) = 15.

Реøаеì оöено÷нуþ заäа÷у.
1 шаг. Реøаеì заäа÷у оптиìизаöии в верøине (y

1
, z

1
) —

табë. 15.

2 шаг. Реøаеì заäа÷у оптиìизаöии в верøине (y
2
, z

2
) —

табë. 16.

3 шаг. Реøаеì заäа÷у оптиìизаöии в верøине (y
3
, z

3
) —

табë. 17.

Зна÷ение оöенки F = 44. Двиãаясü с конöа, опреäе-
ëяеì реøение оöено÷ной заäа÷и:

1) x
3
(y

3
) = 6;  (y

2
, z

2
) = (35, 112);

2) x
1
(y

2
) = 4;  (y

1
, z

1
) = (29, 96);

3) x
1
(y

1
) = 4;  x

2
 = 4;  x

3
(y

1
) = 6.

Это реøение явëяется äопустиìыì äëя исхоäной за-
äа÷и, а зна÷ит — оптиìаëüныì.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотренный поäхоä äает универсаëüный ìетоä
поëу÷ения верхних оöенок äëя øирокоãо круãа заäа÷
äискретной оптиìизаöии, в тоì ÷исëе — äëя ëþбых за-
äа÷ с аääитивныìи öеëевыìи функöияìи. Пере÷исëиì
ряä заäа÷, требуþщих äаëüнейøих иссëеäований.

В первуþ о÷ереäü, это разработка ìетоäов опреäеëе-
ния структурной эквиваëентности функöий и построе-
ния соответствуþщих сетевых преäставëений с оäина-
ковыìи структураìи.

Преäставëяет интерес заäа÷а оöенки вы÷исëитеëü-
ной сëожности ìетоäов реøения оöено÷ных заäа÷.

Наконеö, отìетиì заäа÷у разработки ìетоäов реøе-
ния äвойственных заäа÷ äëя аääитивных öеëевых функ-
öий. Отìетиì, ÷то понятие äвойственной заäа÷и ìожно
обобщитü на сëу÷ай структурно-эквиваëентных функ-
öий, иìеþщих нескоëüко сетевых преäставëений с сов-
паäаþщиìи структураìи. Двойственной заäа÷ей в этоì
сëу÷ае явëяется заäа÷а выбора наиëу÷øеãо сетевоãо
преäставëения с ìиниìаëüной верхней оöенкой.
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Таблица 15

y
1

22 29 29
z
1

64 96 96
x

1
, x

2
, x

3
4; 4; 4 4; 6; 4 4; 4; 6

Таблица 16

6 28 35
36 100 132

6 28 35
16 80 112

x
1

22 29

y
1
/z

1
64 96

Таблица 17

9 37 44
36 116 148

8 36 43
16 96 128

x
3

28 35
y
2
/z

2
80 112


