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ÇÀÐÓÁÅÆÍÛÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß Â ÎÁËÀÑÒÈ 
ÒÅÎÐÅÒÈÊÎ-ÈÃÐÎÂÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ ÈÍÍÎÂÀÖÈÉ1

È.Í. Äóáèíà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Принöипы и ìетоäы теории иãр нахожäения
оптиìаëüных реøений в ситуаöиях конкуренöии,
неопреäеëенности и риска øироко приìеняþтся
сеãоäня в саìых разных обëастях, в тоì ÷исëе äëя
ìоäеëирования и анаëиза инноваöионной актив-
ности фирì. В äанной статüе преäставëен обзор
работ, посвященных приìенениþ ìетоäов теории
иãр äëя анаëиза разëи÷ных аспектов инноваöион-
ной äеятеëüности и опубëикованных в зарубежных
изäаниях в те÷ение посëеäних 30 ëет. Преäстав-
ëенное иссëеäование основано на испоëüзовании
поëнотекстовых баз äанных, соäержащих ìоно-
ãрафии, äокëаäы, äиссертаöии и статüи из не-
скоëüких тыся÷ акаäеìи÷еских журнаëов. В ÷аст-
ности, испоëüзоваëисü такие ресурсы, как EBSCO,
Cambridge Scientific Abstract (CSA), Electronic Infor-
mation Service, Web of Science (Science Citation Index
and Social Sciences Citation Index), ScienceDirect,
SpringerLink, Emerald Management Xtra, JSTOR
(Journal Storage), LexisNexis Academic, NetLibrary,
Oxford Scholarship Online, Web of Knowledge и äр.

Обзоры статей, посвященных теоретико-иãро-
воìу ìоäеëированиþ инноваöионной активности
и опубëикованных в 1970—1980-х ãã., преäставëе-
ны в работах [1, 2], которые показываþт, ÷то за этот
периоä быëо опубëиковано всеãо окоëо 30 статей,
непосреäственно посвященных анаëизу инноваöий
с испоëüзованиеì теоретико-иãровых ìоäеëей. За
посëеäние 10 ëет ÷исëо пубëикаöий по этой теìе
зна÷итеëüно увеëи÷иëосü. В ÷астности, в базе
EBSCO, соäержащей тексты статей из боëее, ÷еì
10 тыс. периоäи÷еских изäаний и по÷ти 11 тыс. ìо-
ноãрафий и äиссертаöий, зареãистрировано всеãо
6 работ, связанных с инноваöияìи и теорией иãр и
опубëикованных в 1960-х ãã., 20 — в 1970-х, 10 — в
1980-х, 29 — в 1990-х и 105 — в 2000-х ãã.

Оäнако обращает на себя вниìание тот факт,
÷то «обëастü пересе÷ения» теории иãр и иссëеäо-
ваний в обëасти инноваöий остается о÷енü узкой.
Наприìер, в базе EBSCO зареãистрировано всеãо
170 статей, в тексте которых встре÷аþтся сëова,
реëевантные терìинаì «теория иãр» (game theory)
и «инноваöии» (innovation), и опубëикованных в
периоä с 1962 по 2009 ã. Но в этой же базе заре-
ãистрировано 25 056 статей со сëоваìи «теория
иãр» и 807 989 статей со сëоваìи, бëизкиìи к сëо-
ву «инноваöии». Чтобы искëþ÷итü статüи со «сëу-
÷айныì» попаäаниеì в текст попуëярноãо сëова
«инноваöия», отбираëисü работы, в которых сëова
«теория иãр» и «инноваöии», а также бëизкие к
ниì по контексту (наприìер, R&D), вкëþ÷ены
ëибо в заãоëовок статüи, ëибо в разäеë кëþ÷евых

Преäставëен обзор совреìенных иссëеäований, посвященных приìенениþ ìетоäов тео-

рии иãр äëя анаëиза разëи÷ных аспектов инноваöионной äеятеëüности. Охарактеризованы

ìоäеëи повеäения инноваöионной фирìы в конкурентной среäе, стратеãии переäа÷и прав

на объекты интеëëектуаëüной собственности, варианты орãанизаöионно-эконоìи÷еских

отноøений у÷астников инноваöионноãо консорöиуìа и вопросы форìирования иннова-

öионной поëитики.

Ключевые слова: теория иãр, инноваöия, конкуренöия, ëиöензирование, инноваöионный консор-
öиуì.

1 Работа поäãотовëена при финансовой поääержке Россий-
скоãо фонäа фунäаìентаëüных иссëеäований (РФФИ), ãрант
№ 10-06-98008-р_Сибирü_а.
Доступ к инфорìаöионныì ресурсаì, испоëüзованныì äëя
провеäения äанноãо иссëеäования, быë преäоставëен Цент-
раëüно-Европейскиì университетоì (ã. Буäапеøт) по ãранту
CEU Special Program Office, Special and Extension Programs.
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сëов, ëибо в аннотаöиþ. Таких статей в EBSCO за-
реãистрировано всеãо 55. В этой же базе зареãист-
рировано 21 850 статей, непосреäственно относя-
щихся к теории иãр, 665 581 — к разëи÷ныì ас-
пектаì инноваöионной äеятеëüности и 82 191 — к
анаëизу НИОКР (R&D). Такой резуëüтат с опре-
äеëенной степенüþ усëовности ìожет бытü интер-
претирован сëеäуþщиì образоì: ëиøü в окоëо
0,25 % статей по теории иãр пряìо рассìатрива-
þтся возìожности ее приìенения к инноваöион-
ной äеятеëüности и ìенее ÷еì в 0,01 % статей, свя-
занных с обсужäениеì инноваöий, приìеняþтся
ìетоäоëоãия и инструìентарий теории иãр. Схоä-
ные соотноøения обнаруживаþтся и по äруãиì
иссëеäоватеëüскиì базаì. Наприìер, в Web of
Knowledge зареãистрировано 1028 статей по тео-
рии иãр, 9612 — по инноваöияì и всеãо 17 статей
по теìатике теории иãр и инноваöий. «Узостü» пе-
ресе÷ения äвух иссëеäоватеëüских направëений
преäставëяется неожиäанныì резуëüтатоì, при-
ниìая во вниìание ÷резвы÷айнуþ попуëярностü и
øироту иссëеäований в обëасти инноваöий, а так-
же тот факт, ÷то теория иãр уже äавно рассìатри-
вается в ка÷естве неотъеìëеìоãо ìетоäоëоãи÷еско-
ãо эëеìента серüезноãо эконоìи÷ескоãо анаëиза.

Теì не ìенее, общее ÷исëо анãëоязы÷ных пуб-
ëикаöий по рассìатриваеìой пробëеìатике, за-
реãистрированных в веäущих иссëеäоватеëüских
базах, составëяет окоëо 300. Эти работы преäстав-
ëяþт øирокое разнообразие теоретико-иãровых
ìоäеëей разной сëожности и прикëаäной направ-
ëенности. На основе анаëиза этих пубëикаöий в
äанной статüе выäеëяþтся и иëëþстрируþтся кон-
кретныìи ìоäеëяìи основные направëения при-
ëожений теории иãр к анаëизу инноваöий.

1. ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ
ÒÅÎÐÅÒÈÊÎ-ÈÃÐÎÂÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÈÍÍÎÂÀÖÈÉ

Направëения теоретико-иãровоãо анаëиза ин-
новаöий, преäставëенные в зарубежной ëитерату-
ре, конöентрируþтся преиìущественно на äвух
уровнях анаëиза «инноваöионных иãр»:

� ìежорãанизаöионные иãры, в которых основ-
ныìи иãрокаìи выступаþт фирìа, ее конку-
ренты, партнеры (наприìер, инвесторы, äист-
рибüþторы, поставщики, иссëеäоватеëüские
öентры), кëиенты, вëаäеëüöы прав на объекты
интеëëектуаëüной собственности;

� ìета-орãанизаöионные иãры, в которых иãрока-
ìи выступаþт ãосуäарственный институт, опре-
äеëяþщий инноваöионнуþ поëитику, и аãреãи-
рованный инноваöионный преäприниìатеëü.

На основе ìоäеëирования инноваöионных иãр
на ìежорãанизаöионноì уровне разрабатываþтся

оптиìаëüные стратеãии конкуренöии и сотруäни-
÷ества на высокотехноëоãи÷еских рынках, опреäе-
ëяется оптиìаëüный разìер инвестиöий в иссëе-
äования и разработки (R&D), выбираþтся эффек-
тивные ìеханизìы распреäеëения резуëüтатов,
поëу÷аеìых от инноваöионных проектов, расс÷и-
тывается вреìя вывоäа новоãо проäукта на рынок,
соãëасовываþтся параìетры контрактов по пере-
äа÷е прав на испоëüзование новых техноëоãий,
«ноу-хау» и äр. На ìета-орãанизаöионноì уровне
анаëиза инноваöий с поìощüþ теории иãр преä-
ëаãаþтся ìоäеëи реãуëирования прав на интеëëек-
туаëüнуþ собственностü, стиìуëирования иннова-
öионной активности в странах и реãионах, разви-
тия инноваöионных кëастеров и т. ä.

В то же вреìя, в зарубежной ëитературе по÷ти
не преäставëены теоретико-иãровые иссëеäования
инноваöионной äеятеëüности на внутрифирìен-
ноì уровне, ãäе в ка÷естве основных иãроков вы-
ступает ìенеäжер проектов иëи аäìинистратор ре-
сурсов и сотруäники фирìы — иниöиаторы и ис-
поëнитеëи инноваöионных проектов. Основная
заäа÷а теоретико-иãровоãо ìоäеëирования на этоì
уровне закëþ÷ается в разработке и обосновании
оптиìаëüных вариантов орãанизаöионноãо и эко-
ноìи÷ескоãо взаиìоäействия у÷астников внутри-
фирìенной инноваöионной активности äëя эф-
фективноãо стиìуëирования и активизаöии нова-
торской äеятеëüности сотруäников, распреäеëения
поëноìо÷ий и ресурсов при выпоëнении проекта,
эффективной коìанäной работы и т. ä. [3]. Отìе-
тиì, ÷то в русскоязы÷ной ëитературе теоретико-
иãровые ìоäеëи и ìетоäы развития инноваöий на
внутрифирìенноì уровне преäставëены боëее об-
стоятеëüно [4].

Дëя ìоäеëирования инноваöионной äеятеëü-
ности приìеняþтся как кооперативные, так и не-
кооперативные иãры, при÷еì посëеäние преäстав-
ëены в ëитературе в зна÷итеëüно боëüøей степени.
Моäеëи кооперативных иãр испоëüзуþтся преиìу-
щественно äëя реøения пробëеì оптиìаëüноãо
распреäеëения резуëüтатов инноваöионных про-
ектов среäи их у÷астников. Некооперативные иã-
ры с их фунäаìентаëüныì принöипоì равновесия
Нэøа приìеняþтся äëя анаëиза о÷енü øирокоãо
спектра пробëеì, вкëþ÷ая инвестирование инно-
ваöионных проектов, приобретение ëиöензий, вы-
бор инноваöионных стратеãий и äр.

Во ìноãих иссëеäованиях спеöифика иннова-
öионных проöессов «пря÷ется» в испоëüзуеìой
ìоäеëи. Так, ÷асто преäпоëаãается, ÷то резуëüта-
тоì инноваöий становится снижение произвоäс-
твенных затрат, повыøение ка÷ества проäукöии
и т. ä., ÷то в коне÷ноì с÷ете привоäит к поëу÷е-
ниþ äопоëнитеëüной прибыëи. Такиì образоì,
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иссëеäоватеëи ухоäят от ëатентных и неизìеряе-
ìых иëи сëожно-изìеряеìых переìенных (напри-
ìер, уровня твор÷еской активности сотруäников
иëи интенсивности новаторской äеятеëüности) к
некиì аãреãированныì параìетраì (наприìер, за-
тратаì на иссëеäования и разработки, которые,
как с÷итается, отражаþт интенсивностü новаторс-
кой äеятеëüности). Снижение затрат, повыøение
ка÷ества, ввеäение новых произвоäственных и ор-
ãанизаöионных реøений, приносящих äопоëни-
теëüные эффекты, форìаëизуется в виäе «äеëüта»-
параìетров, вкëþ÷аеìых в пëатежные функöии
иãроков. Характерные особенности инноваöион-
ных проöессов ÷асто ìоäеëируþтся впоëне тра-
äиöионно. Наприìер, приниìается, ÷то прибыëü
фирìы, осуществëяþщей новый проект, составит H
в сëу÷ае успеøноãо проекта с вероятностüþ x и L,
есëи проект не буäет уäа÷ныì; тоãäа ожиäаеìый
резуëüтат, вкëþ÷аеìый в ìоäеëü, впоëне естест-
венно опреäеëяется как ìатеìати÷еское ожиäание
P = xH + (1 – x)L [5]. Довоëüно ÷асто в ìоäеëü вво-
äятся сëу÷айные переìенные (параìетры-возìу-
щения), характеризуþщие неопреäеëенностü спро-
са на новый проäукт, непреäвиäенные изìенения
затрат на осуществëение проекта и т. ä.

Теоретико-иãровой анаëиз инноваöий в боëü-
øинстве сëу÷аев основан на впоëне траäиöионных
ìоäеëях теории иãр. Наприìер, во ìноãих теоре-
тико-иãровых ìоäеëях инноваöий испоëüзуется
кëасси÷еская иãра Штакеëüберãа, известная также
как иãра «ëиäер — посëеäоватеëü». Теì не ìенее,
в ряä ìоäеëей их авторы вкëþ÷аþт параìетры, ха-
рактеризуþщие спеöифи÷еские особенности ин-
новаöионной äеятеëüности, наприìер, «устарева-
ние» знаний и техноëоãий, накопëение знаний,
эффект вëияния уровня новизны разрабатывае-
ìоãо проäукта на затраты и спрос и äр. В ка÷естве
приìера привеäеì ìоäеëü, в которой «уровенü
инноваöионности» δ разрабатываеìоãо проäукта

опреäеëяет затраты на еãо разработку c(δ) = xδ2,
0 < x < 1, и преäпоëаãается, ÷то новый проäукт бу-
äет восприниìатüся потребитеëяìи как «ëу÷øий»,
÷то привеäет к увеëи÷ениþ спроса на веëи÷ину,
пропорöионаëüнуþ δ (жеëание потребитеëей пëа-
титü боëüøе за «новизну» зависит от «уровня но-
визны») [6]. Друãой приìер иëëþстрирует отра-
жение фактора риска в разрабатываеìых ìоäеëях.

В работе [7] функöия F = 1 – e
–ht преäставëяет ве-

роятностü тоãо, ÷то разработанный фирìой новый
проäукт сìожет бытü воспроизвеäен ее конкурен-
тоì ÷ерез проìежуток вреìени t. Есëи это произой-
äет, прибыëü фирìы снизится с «ìонопоëüноãо
уровня» P

m
 äо уровня P

0
, поëу÷аеìоãо в усëовиях

оëиãопоëисти÷еской конкуренöии, сëеäоватеëüно,

веëи÷ина [(1 – F )P
m
 + FP

0
] ìожет рассìатриватüся

как ожиäаеìые äенежные поступëения фирìы-
инноватора, а параìетр h l 0 — как показатеëü
риска иìитаöии (соответственно, преäпоëаãается,
÷то зна÷ение этоãо параìетра снижается при ужес-
то÷ении законов, защищаþщих права интеëëекту-
аëüной собственности).

2. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏÎÂÅÄÅÍÈß
ÈÍÍÎÂÀÖÈÎÍÍÛÕ ÔÈÐÌ Â ÊÎÍÊÓÐÅÍÒÍÎÉ ÑÐÅÄÅ

Боëüøинство зарубежных пубëикаöий, преä-
ставëяþщих теоретико-иãровые ìоäеëи иннова-
öионной äеятеëüности, кëþ÷евуþ роëü отвоäят
конкуренöии. Кëасси÷еская постановка пробëеìы
инноваöионной конкуренöии äана в работе [8].
Кажäая из n конкурируþщих фирì приниìает ре-
øение об объеìе ресурсов, инвестируеìых в ис-
сëеäования и разработки (R&D), и направëении
этих разработок. Инноваöионные стратеãии ìоãут
разëи÷атüся не тоëüко вероятностüþ их успеха в
сìысëе коììер÷еской выãоäы, но и теì, какуþ
поëüзу ìожно извëе÷ü из «проваëа» тоãо иëи иноãо
проекта. Выбор стратеãии вëияет не тоëüко на по-
ëожение кажäой фирìы на рынке, но и на техно-
ëоãи÷еское развитие и произвоäственнуþ структуру
рынка в öеëоì. П. Дасãупта и Дж. Стиãëиö [8, 9]
преäëожиëи общуþ äинаìи÷ескуþ ìоäеëü äëя
анаëиза поставëенной пробëеìы и взаиìосвязи
структуры рынка и техноëоãи÷еских инноваöий.
Эта ìоäеëü, несìотря на ее теорети÷ностü и весüìа
абстрактный характер, посëужиëа основой äëя
посëеäуþщей разработки øирокоãо спектра ìоäе-
ëей инноваöионной конкуренöии.

Наприìер, Р. Сеëëини и Л. Лаìбертини [10]
преäëожиëи äинаìи÷ескуþ ìоäеëü äëя опреäеëе-
ния оптиìаëüных стратеãий по инвестированиþ
инноваöионных разработок äëя увеëи÷ения степе-
ни äифференöированности выпускаеìой проäук-
öии в усëовиях оëиãопоëисти÷еской конкуренöии.
Х. Сìит и Л. Триãеорãис [11, 12] иëëþстрируþт
конкурентные сратеãии серией ìоäеëüных при-
ìеров: от простых сиììетри÷ных реøений äвух
конкурентов по «запуску» новых проектов äо ко-
оперативных иãр, ìоäеëируþщих повеäение у÷аст-
ников инноваöионных аëüянсов. В работе [13]
преäëожена теоретико-иãровая ìоäеëü с асиììет-
ри÷ной инфорìаöией äëя анаëиза повеäения äвух
конкурируþщих фирì, разрабатываþщих и стре-
ìящихся запатентоватü новуþ техноëоãиþ. Мо-
äеëü преäпоëаãает, ÷то оäна из фирì оöенивает
возìожные преиìущества поëу÷ения патента вы-
øе, ÷еì äруãая. Авторы показаëи, ÷то вопреки
«зäравоìу сìысëу», эта фирìа буäет инвестиро-
ватü ìенüøие среäства в развитие новой техноëо-
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ãии и с ìенüøей вероятностüþ первой поëу÷ит
патент. Резуëüтаты ìоäеëирования проверяëисü в
ëабораторных экспериìентах с разëи÷ной ìотива-
öией у÷астников. Сëабо ìотивированные у÷аст-
ники, äействитеëüно, «инвестироваëи» боëее ак-
тивно и «выиãрываëи» ÷аще, поäтвержäая вывоäы
авторов, поëу÷енные на основе ìоäеëирования.
Друãой приìер ìоäеëирования инноваöионной
конкуренöии äан в статüе [14]: фирìы из äвух
стран, произвоäящие схоäный проäукт, приниìа-
þт реøение о режиìе выхоäа на зарубежный ры-
нок (пряìые иностранные инвестиöии, иìпорт,
экспорт проäукта и т. ä.), разìере инвестиöий в
собственные иссëеäования и разработки, резуëü-
татоì которых станут техноëоãии, сокращаþщие
произвоäственные затраты, и объеìе проäаж това-
ра на кажäоì рынке (в кажäой стране).

Иãра n конкурируþщих фирì, опреäеëяþщих
оптиìаëüный уровенü инноваöионной активности
с у÷етоì накопëения знания, преäëожена в работе
[15]. Есëи уровенü инноваöионной активности i-й
фирìы (i = 1, ..., n) составëяет x

i
, то фирìа i по-

ëу÷ает äохоä, пряìо пропорöионаëüный x
i
 и об-

ратно пропорöионаëüный уровнþ суììарной ак-
тивности всех ее конкурентов. Тоãäа прибыëü, по-
ëу÷аеìая фирìой i, составит

π
i
 = B  – C

i
(•),

ãäе B — параìетр, характеризуþщий потенöиаë
рынка, C

i
 — затраты фирìы i, связанные с уровнеì

ее инноваöионной активности x
i
.

При рассìотрении иãры в äинаìике преäпоëа-
ãается, ÷то кажäая фирìа в периоä вреìени t вы-
бирает уровенü x

i
, ÷тобы ìаксиìизироватü ожиäа-

еìуþ прибыëü в сëеäуþщий периоä вреìени:

(t + 1) =

= B  – (•), (1)

ãäе (t + 1) — уровенü активности, ожиäаеìый

фирìой i от конкурируþщей фирìы j в периоä
(t + 1).

Автораìи принято, ÷то затраты кажäой коìпа-
нии ëинейно зависят от выбранноãо уровня ин-
новаöионной активности x

i
(t + 1) и обратно про-

порöионаëüны знаниþ, накопëенноìу за периоä t,
z
i
(t):

(x
i
(t + 1), z

i
(t)) = ,

ãäе параìетры λ
i
 l 0 характеризуþт эффективностü

испоëüзования накопëенных знаний и соответст-
вуþщих техноëоãий, уìенüøаþщих затраты на
разработку посëеäуþщих инноваöий.

Знания, поëу÷аеìые фирìой i за периоä t, оп-
реäеëяþтся как

X
i
(t) = x

i
(t) + ϑ

ij
x
j
(t),

ãäе параìетры ϑ
ij
 ∈ [0, 1] отражаþт «уте÷ку зна-

ний» от фирìы j к фирìе i. Есëи ϑ
ij
 = 1, то знания,

поëу÷енные фирìой j в резуëüтате ее инноваöи-
онной активности, становятся поëностüþ äоступ-
ныìи фирìе i. Друãой преäеëüный сëу÷ай, ϑ

ij
 = 0,

соответствует невозìожности переноса знаний и
техноëоãий от фирìы j к фирìе i (ϑ

ij
 = 0 äëя всех

i ≠ j соответствует невозìожности äиффузии зна-
ний).

Преäпоëаãается, ÷то знания накапëиваþтся с
те÷ениеì вреìени, т. е. преäпоëаãается, ÷то фир-
ìа i извëекает поëüзу не тоëüко от знаний, поëу-
÷енных в периоä t, но и от знаний, поëу÷енных в
проøëые периоäы:

z
i
(t) = x

i
(t) + ϑ

ij
x
j
(t) + ρz

i
(t – 1),

ãäе параìетр ρ характеризует скоростü «устарева-
ния» знаний. Посëе иäентификаöии всех параìет-
ров ìоäеëи, äëя иãры (1) ìожет бытü найäено ÷ис-
ëенное реøение.

Друãая «кëасси÷еская» пробëеìа повеäения ин-
новаöионной фирìы в конкурентной среäе закëþ-
÷ается в выборе инноваöионной стратеãии (напри-
ìер, осуществëятü инноваöионнуþ äеятеëüностü
независиìо иëи в сотруäни÷естве с äруãиìи фир-
ìаìи, инвестироватü среäства в развитие новой
техноëоãии иëи осваиватü техноëоãиþ, преäстав-
ëенной на рынке конкурентоì и т. ä.). Такой вы-
бор зависит как от поëожения фирìы на рынке,
так и от техноëоãи÷ескоãо развития рынка в öе-
ëоì [16]. Часто такая пробëеìа рассìатривается в
варианте äиëеììы «инноваöия иëи иìитаöия».
С оäной стороны, фирìа-иìитатор сëеäует за ëи-
äероì-инноватороì, поэтоìу не ìожет поëу÷итü
краткосро÷нуþ ìонопоëüнуþ прибыëü, поëу÷ае-
ìуþ инноватороì. С äруãой стороны, затраты
иìитатора на освоение новой техноëоãии зна÷и-
теëüно ìенüøе и составëяþт в среäнеì 65 % затрат

aixi

ajxj

j 1=

n

∑

------------------

πi
e

aixi t 1+( )

aixi t 1+( ) ajxj
e

t 1+( )
j i≠

∑+
------------------------------------------------------------------ Ci

t 1+

xj
e

Ci
t 1+ xi t 1+( )

1 λizi t( )+
-------------------------

j i≠

∑

j i≠

∑
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на разработку инноваöии [17]. Поэтоìу необхо-
äиìо опреäеëитü, какая стратеãия (инноваöион-
ная иëи иìитаöионная) боëее преäпо÷титеëüна
äëя фирìы в конкретных усëовиях. Теоретико-иã-
ровой анаëиз такой заäа÷и в контексте техноëоãи-
÷еской конкуренöии быë преäëожен в работе [17].
В простейøеì варианте рассìатриваëисü äве фир-
ìы, кажäая из которых иìеет äве стратеãии: «раз-
рабатыватü новуþ техноëоãиþ сей÷ас» (N) иëи
«разрабатыватü позже» (L), а пëатежи фирì рас-
преäеëяþтся сëеäуþщиì образоì:

Это сиììетри÷ная иãра, в которой ни у оäноãо
из иãроков нет преиìуществ. В иãре äва равновесия
Нэøа в ÷истых стратеãиях ((N, L) и (L, N), при÷еì
äëя фирì они иìеþт разнуþ öенностü) и оäно рав-
новесие в сìеøанных стратеãиях (x* = (1/3, 2/3),
y* = (1/3, 2/3)). Возìожные варианты повеäения,
вытекаþщие из этоãо анаëиза: выхоä на коопера-
тивное повеäение с испоëüзованиеì ìеханизìов
коìпенсаöии иëи посреäника, ожиäание в ситуа-
öии (L, L) и отсëеживание äействий конкурента,
перехоäя в сëу÷ае необхоäиìости к «стратеãии на-
казания» (N), отсро÷ка старта инноваöионной ак-
тивности на 1/3 от первона÷аëüно рассìатривае-
ìоãо периоäа и т. ä.

Три варианта инноваöионной стратеãии (неза-
висиìая инноваöионная äеятеëüностü, иìитаöия
иëи созäание инноваöионноãо консорöиуìа) рас-
сìотрены в статüе [16] на основе иãры Штакеëü-
берãа. Простые стати÷еские и повторяþщиеся иã-
ры äвух фирì-конкурентов преäставëены в статüе
[18] äëя иëëþстраöии пробëеìы о вступëении иëи
невступëении в «инноваöионнуþ войну». С. Му-
äаìби [19] ìоäеëирует инноваöионнуþ стратеãиþ
фирìы, конкурируþщей с боëее сиëüной коìпа-
нией, и рассìатривает три базовых этапа иннова-
öионной äеятеëüности: ãенераöия и разработка
иäеи, техни÷еская реаëизаöия проекта и вывоä но-
воãо проäукта на рынок. Преäпоëаãается, ÷то ÷еì
ранüøе сиëüный конкурент «вìеøивается» в этот
проöесс на ëþбоì этапе, теì сиëüнее ухуäøаþтся
резуëüтаты инноваöионноãо проекта äëя фирìы.
Инноваöии фирìы ìоãут бытü эффективны, есëи
конкурент со÷тет сëиøкоì затратныì иëи низко-
äохоäныì иìитаöиþ инноваöии. Инноваöионной
фирìе сëеäует избеãатü конфронтаöии с äоìини-
руþщиì на рынке конкурентоì, и оптиìаëüная
стратеãия фирìы, как показывает анаëиз, закëþ-
÷ается в тоì, ÷тобы возäерживатüся от зна÷итеëü-
ных инвестиöий в инноваöии, которые ìоãут бытü
иìитированы äруãиìи коìпанияìи иëи независи-
ìо поëу÷ены боëее сиëüныì конкурентоì. В пос-

ëеäнеì сëу÷ае äëя фирìы боëее выãоäна «иìита-
öионная» стратеãия.

Поäобная пробëеìа рассìатривается в работе
[20], в которой анаëизируþтся варианты выбора в
усëовиях äуопоëии ìежäу «раäикаëüной» иннова-
öией (проект A, направëенный на созäание при-
нöипиаëüно новоãо проäукта) и инкреìентаëüной
инноваöией (проект B, направëенный на ìоäифи-
каöиþ существуþщеãо проäукта). Иссëеäование
показывает, как характеристики фирì-конкурен-
тов, степенü взаиìосвязанности проäуктов A и B и
«право первоãо хоäа» вëияет на приниìаеìые ре-
øения с у÷етоì конъþнктурной неопреäеëеннос-
ти (спрос) и техни÷еской неопреäеëенности (вре-
ìя выпоëнения проекта). С поìощüþ ÷исëенных
экспериìентов показано, ÷то выбор стратеãий оп-
реäеëяется в основноì эффективностüþ осущест-
вëения фирìаìи проектов разноãо типа (в тоì
÷исëе их накопëенныì опытоì и знанияìи), в то
вреìя как «право первоãо хоäа» в äанной ситуаöии
не оказывает реøаþщеãо вëияния на выбор про-
ектов, хотя и усиëивает относитеëüные преиìу-
щества фирì.

Боëее сëожный сëу÷ай выбора стратеãий инно-
ваöионноãо развития рассìотрен в работе [21], ãäе
сравниваþтся сëеäуþщие стратеãии фирìы, раз-
работавøей новуþ техноëоãиþ: испоëüзование но-
вой техноëоãии äëя соверøенствования выпуска-
еìоãо проäукта; поëная иëи ÷асти÷ная переäа÷а
прав на ее испоëüзование конкуренту; испоëüзова-
ние техноëоãии äëя произвоäства новоãо проäукта
и еãо преäëожение на рынке вìесте с уже выпус-
каеìыì. На основе теоретико-иãровой ìоäеëи об-
сужäаþтся усëовия и факторы, вëияþщие на вы-
бор оäной из стратеãий.

Ряä теоретико-иãровых иссëеäований посвя-
щен вопросаì коììерöиаëизаöии новых разра-
боток. В ÷астности необхоäиìо опреäеëитü опти-
ìаëüнуþ стратеãиþ вывоäа новоãо проäукта, у÷и-
тывая, прежäе всеãо, существуþщий потенöиаë
«староãо» проäукта, äаëее, необхоäиìостü вывоäа
инноваöии ранüøе конкурентов, затеì, возìож-
ные попытки конкурентов иìитироватü новый
проäукт и т. ä. Поäобные заäа÷и реøаþтся на ос-
нове конструирования äвухэтапных иãровых ìоäе-
ëей [6, 22—24].

Наприìер, Д. Пурохит [6] преäëожиë ìоäеëü, в
которой на первоì этапе фирìа-инноватор проäа-
ет «старый» проäукт, а на второì рассìатривает
возìожностü вывоäа «новоãо» проäукта. Конку-
рент ìожет иìитироватü «старый» проäукт на пер-
воì этапе и проäаватü еãо на второì. В этих усëо-
виях öеëü инноватора — ìаксиìизаöия прибыëи
посреäствоì выбора объеìа проäаж «староãо» про-
äукта и уровня инноваöионной активности по раз-

L N

L (8, 8) (5, 10)
N (10, 5) (4, 4)
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работке «новоãо» проäукта на первоì этапе и объ-
еìа проäаж «новоãо» и «староãо» проäуктов в ус-
ëовиях конкуренöии фирìаìи-иìитатораìи на
второì этапе. В своþ о÷ереäü, фирìы-иìитаторы
на первоì этапе приниìаþт реøение об иìитаöии
«староãо» проäукта, а на второì — об опреäеëении
оптиìаëüных объеìов еãо проäаж. Рассìатрива-
þтся нескоëüко стратеãий вывоäа новоãо проäукта
(поëная заìена староãо проäукта новыì, расøире-
ние ассортиìента (проäажа оäновреìенно äвух
проäуктов), постепенная заìена староãо проäукта
на новый) и усëовия их приìенения [6].

3. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÂÀÐÈÀÍÒÎÂ
ÏÅÐÅÄÀ×È ÏÐÀÂ ÍÀ ÎÁÚÅÊÒÛ

ÈÍÒÅËËÅÊÒÓÀËÜÍÎÉ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ

Дëя стиìуëирования фирì, преäприниìатеëей
и иссëеäоватеëüских öентров вкëаäыватü среäства
в инноваöионные проекты приìеняþтся разëи÷-
ные ìеханизìы защиты прав на объекты интеë-
ëектуаëüной собственности, поëу÷аеìые в резуëü-
тате инноваöионной äеятеëüности. Переäа÷а прав
на испоëüзование таких объектов äруãой фирìе
(проäажа патента иëи «ноу-хау») ìожет оказатüся
äëя их вëаäеëüöа боëее привëекатеëüныì с коì-
ìер÷еской то÷ки зрения, ÷еì саìостоятеëüное
коììер÷еское освоение. Н. Гаëëини и Р. Винтер
[25] на основе теоретико-иãровой ìоäеëи показаëи,
÷то возìожностü ëиöензирования стиìуëирует ин-
новаöионнуþ активностü, есëи первона÷аëüно
приìеняеìые фирìаìи техноëоãии бëизки в
сìысëе произвоäственных затрат, но при äоста-
то÷но сиëüно разëи÷аþщихся затратах ëиöензиро-
вание, напротив, сäерживает инноваöионнуþ ак-
тивностü обеих фирì и ìожет привоäитü к боëее
высокиì рыно÷ныì öенаì на произвоäиìуþ про-
äукöиþ. Пробëеìа выбора оптиìаëüных вариантов
переäа÷и прав на объекты интеëëектуаëüной собс-
твенности (выäа÷и ëиöензии на их испоëüзование
(ëиöензирование), анãë. — licensing) явëяется оä-
ной из öентраëüных теì в работах, посвященных
теоретико-иãровоìу иссëеäованиþ инноваöий.

Боëüøая ÷астü иссëеäоватеëей реøает эту проб-
ëеìу на основе äинаìи÷еской некооперативной
иãровой ìоäеëи [26—29], хотя кооперативный поä-
хоä также приìеняется [30, 31]. Но консенсус от-
носитеëüно оптиìаëüных схеì ëиöензирования от-
сутствует, поскоëüку выбираеìые стратеãии весüìа
÷увствитеëüны к ситуативноìу контексту и ис-
хоäныì преäпоëоженияì, на основе которых раз-
рабатываþтся преäëаãаеìые ìоäеëи. Наприìер,
быëо показано, ÷то в усëовиях оëиãопоëии Курно
ëиöензирование по схеìе рояëти обеспе÷ивает
хуäøий резуëüтат äëя ëиöензиара, ÷еì ëиöензи-

рование по схеìе фиксированных (пауøаëüных)
пëатежей иëи при проäаже ëиöензии на аукöио-
не, независиìо от объеìа произвоäства и уровня
инноваöии [26]. М. Каìиен и Я. Тауìан [32] преä-
ëожиëи теоретико-иãровуþ ìоäеëü, в которой ëи-
öензиар выступает в роëи ëиäера в иãре Штакеëü-
берãа, а n фирì-конкурентов приниìаþт реøение
о приобретении ëиöензии. На основе этой ìоäеëи
также быëо показано, ÷то пауøаëüные пëатежи
преäпо÷титеëüнее рояëти как äëя ëиöензиара, так
и äëя потребитеëей на рынке.

Оäнако в реаëüной практике ëиöензирования
пауøаëüные пëатежи «в ÷истоì виäе» приìеняþт-
ся сравнитеëüно реäко, в основноì в сëу÷аях, коãäа
переäа÷а прав на объект интеëëектуаëüной собс-
твенности связана с äопоëнитеëüныìи затратаìи
ëиöензиара (наприìер, по обу÷ениþ персонаëа
ëиöензиата) ëибо коãäа приìенение схеìы рояëти
практи÷ески невозìожно (наприìер, невозìожно
отсëеживатü объеì проäаж). Боëüøинство ëиöен-
зионных контрактов преäусìатриваþт усëовие вы-
пëаты рояëти ëибо «в ÷истоì виäе», ëибо в коì-
бинаöии с фиксированныìи пëатежаìи [26].

Такой äиссонанс ìежäу теорети÷ескиìи выво-
äаìи и практи÷ескиìи реøенияìи объясняется
асиììетрией инфорìаöии, иìеþщейся у ëиöензи-
ара и ëиöензиата, разëи÷ияìи в виäах и уровнях
инноваöий, степенüþ экскëþзивности переäавае-
ìых прав, äифференöиаöией товаров, переоöен-
кой риска и стреìëениеì еãо ìиниìизироватü, ви-
äоì конкуренöии и äруãиìи фактораìи [28, 33].
Показано, в ÷астности, ÷то есëи ëиöензиар и ëи-
öензиат конкурируþт и их проäукты äостато÷но
сиëüно взаиìозаìеняеìые, то оптиìаëüная схеìа
ëиöензирования рояëти с проäаж [34]. При увеëи-
÷ении äифференöиаöии и соответственно, уìенü-
øении конкуренöии ëиöензиара и ëиöензиата
в ëиöензионноì контракте схеìа рояëти буäет
коìбинироватüся с фиксированныìи пëатежаìи.
В преäеëüноì сëу÷ае, коãäа проäукты поëностüþ
разëи÷аþтся, ëиöензиару сëеäует преäëаãатü ëи-
öензиату схеìу пауøаëüноãо пëатежа.

Сëожности приìенения теорети÷еских вывоäов
на практике связаны в зна÷итеëüной степени с теì
обстоятеëüствоì, ÷то теоретико-иãровые ìоäеëи
преäëаãаþт оптиìаëüный вариант ëиöензирова-
ния с то÷ки зрения ëиöензиара как иãрока, «äеëа-
þщеãо первый хоä» в äинаìи÷еской иãре, но не
потенöиаëüноãо ëиöензиата. Оäнако при закëþ÷е-
нии ëиöензионноãо контракта ëиöензиат стреìит-
ся зафиксироватü схеìу пëатежей, боëее выãоäнуþ
äëя неãо, и такой схеìой, во ìноãих сëу÷аях, как
раз и оказывается схеìа рояëти. М. Каö и К. Ша-
пиро [26] преäëожиëи нескоëüко при÷ин стреìëе-
ния ëиöензиата к рас÷ету по схеìе рояëти. Эта схе-
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ìа явëяется форìой разäеëения риска и оäниì из
вариантов реøения пробëеìы асиììетри÷ной ин-
форìаöии о öенности инноваöии, на испоëüзова-
ние которой переäаþтся права. Есëи ëиöензиат по
разныì при÷инаì не сìожет успеøно приìенитü
приобретаеìый патент, переäаваеìуþ техноëоãиþ,
«ноу-хау» и äр., еãо выпëаты ëиöензиару буäут
сравнитеëüно небоëüøиìи в сëу÷ае рояëти и, со-
ответственно, затраты ëиöензиата на приобрете-
ние ëиöензии буäут ìенüøе, ÷еì в сëу÷ае пауøаëü-
ноãо пëатежа. Поäобная ìотиваöия потенöиаëü-
ноãо ëиöензиата во ìноãих сëу÷аях не у÷итывается
при разработке ìоäеëей ëиöензирования.

В ка÷естве приìера рассìотриì ìоäеëü, преä-
ëоженнуþ в статüе [35], вкëþ÷аþщуþ в себя не-
скоëüко вариантов схеì опëаты с у÷етоì неопре-
äеëенности спроса и затрат. Преäпоëаãается, ÷то
öена на новый проäукт p(q, w), зависит от объеìа
преäëожения q и сëу÷айных факторов («состояния
прироäы») w. Уäеëüные затраты также рассìатри-
ваþтся как сëу÷айная переìенная c(w). Лиöензи-
онный контракт опреäеëяет: фиксированный пëа-
теж (A); рояëти с проäаж проäукöии (r); рояëти с
äохоäа (t), A > 0, r > 0, t > 0. Конструируеìая иãра
разыãрывается в сëеäуþщей посëеäоватеëüности:

1) ëиöензиар преäëаãает контракт с параìетра-
ìи (t, r, A);

2) потенöиаëüный ëиöензиат приниìает ëибо
откëоняет преäëожение ëиöензиара (в посëеäнеì
сëу÷ае иãра заверøается);

3) ëиöензиат набëþäает «состояние прироäы» и
приниìает реøение об объеìе выпускаеìой про-
äукöии.

Иãру заäаþт пëатежные функöии иãроков, т. е.
прибыëü ëиöензиата

π = (1 – t)p(q, w)q – [c(w) + r]q – A

и äохоä ëиöензиара от проäажи ëиöензии

T(t, r, A; w) = tp[q(t, r; w), w]q(t, r; w) +
+ rq(t, r; w) + A.

С поìощüþ этой ìоäеëи показано, ÷то исто÷-
ник неопреäеëенности оказывает существенное
вëияние на выбор ìеханизìов опëаты. В ÷астнос-
ти, при зна÷итеëüной неопреäеëенности спроса
выбирается коìбинаöия фиксированных пëате-
жей и рояëти с äохоäа. При неопреäеëенности за-
трат ëиöензионный контракт äоëжен вкëþ÷атü в
себя коìбинаöиþ фиксированных пëатежей с оä-
ниì из вариантов рояëти. Вкëþ÷ение äвух виäов
рояëти в контракт не явëяется оптиìаëüныì ре-
øениеì äëя ëиöензиата [35].

Д. Сен [28] построиë ìоäеëü, показываþщуþ,
как ÷исëо конкурируþщих фирì в усëовиях оëи-
ãопоëии Курно вëияет на выбор схеìы ëиöензи-

рования. Соãëасно этой ìоäеëи, рояëти буäет äо-
ìинироватü пауøаëüные пëатежи и аукöионнуþ
проäажу ëиöензии при äостижении некотороãо
пороãовоãо уровня конкуренöии. Оптиìаëüная
коìбинаöия фиксированных пëатежей и рояëти
рассìотрена в статüе [36] с то÷ки зрения «внеøне-
ãо» инноватора, не у÷аствуþщеãо в оëиãопоëисти-
÷еской конкуренöии на рынке, и «внутреннеãо»
инноватора, который саì конкурирует с äруãиìи
фирìаìи на этоì рынке. Показано, ÷то «вне-
øний» инноватор буäет проäаватü ëиöензиþ всеì
фирìаì-конкурентаì, обеспе÷ивая поëнуþ äиф-
фузиþ инноваöий, и это буäет выãоäно покупате-
ëяì, так как буäет способствоватü росту общеãо
бëаãосостояния, но ìенее выãоäно фирìаì-кон-
курентаì. «Внеøний» инноватор буäет боëüøе
инвестироватü в развитие техноëоãи÷еских инно-
ваöий, ÷еì «внутренний» и назна÷атü ìенüøий
разìер рояëти. У обоих инноваторов боëüøе сти-
ìуëов к инвестированиþ инноваöионных разрабо-
ток в усëовиях соверøенной конкуренöии, ÷еì в
усëовиях ìонопоëии иëи äуопоëии.

М. Каö и К. Шапиро [26] сравниëи оптиìаëü-
ные стратеãии ëиöензирования äëя независиìоãо
инноватора (наприìер, университетскоãо иссëе-
äоватеëüскоãо öентра) и инноватора, связанноãо
опреäеëенныìи соãëаøенияìи с оäной иëи не-
скоëüкиìи фирìаìи, äействуþщиìи на рынке и
конкурируþщиìи с äруãиìи фирìаìи — потенöи-
аëüныìи ëиöензиатаìи (сëу÷ай консорöиуìа). По
сравнениþ с независиìыì инноватороì, консор-
öиуì ìожет стреìитüся оãрани÷итü разработку и
распространение инноваöий. Чеì боëüøе фирì
у÷аствуþт в консорöиуìе, теì жест÷е ìоãут бытü
эти оãрани÷ения.

4. ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß Ó×ÀÑÒÍÈÊÎÂ 
ÈÍÍÎÂÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÊÎÍÑÎÐÖÈÓÌÀ

Заìетная ÷астü работ по теоретико-иãровоìу
анаëизу инноваöий связана с рассìотрениеì воп-
росов созäания и функöионирования консорöиу-
ìов äëя совìестноãо осуществëения инноваöион-
ных проектов. Основное ìесто в этих пубëикаöиях
уäеëяется анаëизу пробëеì стабиëüности партнер-
ских отноøений при совìестной инноваöионной
äеятеëüности [37—42].

Мноãие авторы прихоäят к вывоäу, ÷то взаиìо-
äействие партнеров строится по принöипу прото-
типной иãры «Диëеììа узников». Наприìер, в
работе [43] проанаëизированы барüеры äëя инно-
ваöионной äеятеëüности в режиìе аутсорсинãа.
Фирìа A, вступая во взаиìоäействие с фирìой B,
наäеется на уìенüøение расхоäов, но в то же вре-
ìя старается переäатü как ìожно ìенüøе своих
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разработок, знаний и техноëоãий фирìе B, кото-
рая, в своþ о÷ереäü, стреìится к увеëи÷ениþ сво-
ей прибыëи бëаãоäаря взаиìоäействиþ с фирìой A
и старается поëу÷итü и освоитü как ìожно боëüøе
переäанных разработок, ÷тобы увеëи÷итü собст-
веннуþ конкурентоспособностü в буäущеì. На
приìере простой иãры авторы показываþт, ÷то та-
кой аëüянс оказывается неустой÷ивыì, и äëя поä-
äержания еãо стабиëüности необхоäиìо привëе-
катü äопоëнитеëüные ìеханизìы (переäа÷а прав
на объекты интеëëектуаëüной собственности, со-
зäание совìестноãо преäприятия и äр.). Моäеëü
äинаìи÷ескоãо взаиìоäействия у÷астников по-
äобных аëüянсов преäставëена в статüе [44] на ос-
нове повторяþщейся иãры «Диëеììа узников».
Показано, ÷то ìеханизì «жесткой» стратеãии на-
казания «зуб за зуб» неäостато÷ен äëя эффектив-
ноãо функöионирования аëüянса, и еãо у÷астники
äоëжны выхоäитü на обязываþщие и контроëиру-
еìые партнерские соãëаøения.

Важный аспект обеспе÷ения стабиëüности и
эффективной работы инноваöионноãо консорöи-
уìа закëþ÷ается в выборе оптиìаëüных ìеханиз-
ìов распреäеëения резуëüтатов совìестно осу-
ществëяеìых проектов. Этот вопрос обы÷но реøа-
ется на основе распреäеëения суììарноãо äохоäа,
поëу÷енноãо от проекта, ìежäу у÷астникаìи с у÷е-
тоì их реаëüноãо вкëаäа. Преäëожено и испоëüзу-
ется на практике äовоëüно ìноãо вариантов такоãо
распреäеëения: от простых схеì распреäеëения
пропорöионаëüно затратаì кажäоãо у÷астника äо
боëее сëожных ìоäеëей, разработанных на основе
теории кооперативных иãр с трансферабеëüной
поëезностüþ [45—47].

5. ÀÍÀËÈÇ ÈÍÍÎÂÀÖÈÉ
Â ÑÎÖÈÎÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎÌ ÊÎÍÒÅÊÑÒÅ

Еще оäно ÷етко выäеëяеìое направëение тео-
ретико-иãровоãо иссëеäования инноваöий связано
с аспектаìи äеятеëüности инноваöионной фирìы
в соöиоэконоìи÷ескоì контексте и ãосуäарствен-
ноãо реãуëирования этой äеятеëüности (разработ-
ка эффективной инноваöионной поëитики, техно-
ëоãи÷еская конкуренöия, äиффузия инноваöий и
соöиаëüное бëаãосостояние, взаиìоäействие инно-
ваöионных фирì и соöиаëüных институтов и äр.).

Отноøения ìежäу фирìой-инноватороì и по-
купатеëяìи, приниìаþщиìи и потребëяþщиìи
инноваöиþ, ÷асто анаëизируþтся на основе иãры
Штакеëüберãа [48]. Иãры «инноватор — покупа-
теëü» с соверøенной инфорìаöией и несоверøен-
ной инфорìаöией рассìотрены в статüе [49]. Дëя
анаëиза повеäения потребитеëей, выбираþщих
оäин из нескоëüких конкурируþщих проäуктов

иëи техноëоãий (наприìер, IBM PC и «Macintosh»,
VHS и «Betamax») и распространения этой техно-
ëоãии разработана иãровая ìоäеëü [50]. В ìоäеëи,
преäëоженной в работе [51], ãосуäарство, рассìат-
риваеìое как ëиäер в иãре Штакеëüберãа, стреìит-
ся стиìуëироватü распространение инноваöий на
рынке, преäëаãая äотаöии непосреäственно поку-
патеëяì, приобретаþщиì инноваöионные проäук-
ты, а фирìа-инноватор (второй иãрок) опреäеëяет
в этих усëовиях свои произвоäственные, рекëаì-
ные и öеновые стратеãии. В статüе [52] преäëожено
нескоëüко простых иãровых ìоäеëей äëя анаëиза
взаиìоäействия ìежäу ãосуäарственныì иëи неãо-
суäарственныì фонäоì, финансируþщиì и «при-
обретаþщиì» инноваöионные разработки, и ин-
новатороì (инäивиäуаëüныì иссëеäоватеëеì иëи
фирìой), реаãируþщиì на преäëожение фонäа из-
ìенениеì уровня инноваöионной активности.

Взаиìоäействие инноватора и ãосуäарственно-
ãо института, ответственноãо за разработку инно-
ваöионной поëитики, рассìатривается в основноì
в контексте вопросов о защите прав на интеëëек-
туаëüнуþ собственностü. В статüе [53] рассìотрено
функöионирование рынка новых иäей и техноëо-
ãий при ãосуäарственноì контроëе и без неãо. На
основе теоретико-иãровой ìоäеëи авторы приøëи
к вывоäу, ÷то поëный отказ от патентов и äруãих
форì защиты интеëëектуаëüной собственности
способствоваë бы повыøениþ общеãо соöиаëüно-
ãо бëаãосостояния. С этих позиöий боëее эффек-
тивныìи стиìуëаìи инноваöионной активности
по сравнениþ с ãосуäарственной защитой ìонопо-
ëии на инноваöионный проäукт оказываþтся та-
кие эконоìи÷ески проверенные ìеханизìы, как
ãосуäарственные субсиäии, преìии и ãранты, а
также антиìонопоëüное реãуëирование рынка но-
вых иäей, поäобно тоìу, как оно осуществëяется
на рынках товаров и усëуã. С äруãой стороны, как
обосновывается с поìощüþ теоретико-иãровой
ìоäеëи, преäставëенной в работе [54], фирìы-ин-
новаторы всеãäа преäпо÷итаþт режиì поëной за-
щиты прав интеëëектуаëüной собственности; и ос-
ëабëение этоãо режиìа (наприìер, преäоставëе-
ние возìожности свобоäноãо некоììер÷ескоãо
испоëüзования запатентованной техноëоãии äëя
провеäения иссëеäований) не буäет стиìуëироватü
äороãостоящие инноваöионные разработки.

С поìощüþ äинаìи÷еской иãры n-ëиö Ф. Шìиäт
[55] анаëизирует взаиìоäействие произвоäитеëей
инноваöионных проäуктов в эконоìи÷ескоì кон-
тексте, опреäеëяеìоì ãосуäарственныì институ-
тоì, орãанизуþщиì «конкурс инноваöий», побе-
äитеëü в котороì (саìый активный инноватор) по-
ëу÷ит от ãосуäарства вреìеннуþ экскëþзивнуþ
ëиöензиþ на работу на äанноì рынке. Фирìы
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приниìаþт реøение об инвестировании иннова-
öий и у÷астии в конкурсе. Стратеãи÷ескиìи пере-
ìенныìи фирì выступаþт уровенü инноваöион-
ной активности (объеì инвестиöий в инноваöии)
и объеì произвоäства инноваöионноãо проäукта,
опреäеëяþщий «ìонопоëüнуþ ренту», а стратеãи-
÷еской переìенной ãосуäарства — вреìенной пе-
риоä, в те÷ение котороãо преäоставëяется ìоно-
поëüное право на работу на рынке.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Провеäенное иссëеäование показывает, ÷то в
ëитературе преäставëено боëüøое ÷исëо теорети-
ко-иãровых ìоäеëей äëя анаëиза ìноãих важных
аспектов инноваöионной äеятеëüности и, суäя по
тенäенöии роста ÷исëа пубëикаöий по этой теìа-
тике, в сëеäуþщеì äесятиëетии ìожно ожиäатü
существенноãо повыøения иссëеäоватеëüской ак-
тивности в этой обëасти. Оäнако äоëя иссëеäова-
ний по теìе инноваöий, провоäиìых с поìощüþ
ìетоäов теории иãр, на сеãоäня ни÷тожно ìаëа по
сравнениþ с общиì объеìоì пубëикаöий по теìе
инноваöионной äеятеëüности. В общеì объеìе ра-
бот по теории иãр ÷исëо иссëеäований, связанных
с инноваöияìи, также пока весüìа ìаëо. Кроìе
тоãо, ìноãие из преäëаãаеìых ìоäеëей оказываþт-
ся ëибо сëиøкоì простыìи, ÷то не позвоëяет их
испоëüзоватü äëя принятия реаëüных реøений,
ëибо сëиøкоì абстрактныìи и форìаëüныìи, ÷то
также затруäняет их практи÷еское приìенение.
Оäнако в пубëикаöиях äвух посëеäних äесятиëе-
тий набëþäается ÷еткая тенäенöия уто÷нения и
конкретизаöии базовых форìаëüных теоретико-иã-
ровых ìоäеëей и стреìëение обеспе÷итü практи-
÷ескуþ приìениìостü разрабатываеìых ìоäеëей.
Также обращает на себя вниìание заìетно увеëи-
÷ивøееся за посëеäние 10—15 ëет ÷исëо попыток
верификаöии и обоснования преäëоженных ìоäе-
ëей с поìощüþ ìаøинных экспериìентов и ëабо-
раторных опытов. Засëуживает вниìания также
тот факт, ÷то работы по рассìатриваеìой теìе в
посëеäние ãоäы пубëикуþтся не тоëüко в спеöи-
аëüных акаäеìи÷еских журнаëах по теории иãр
(«International Game Theory Review», «Games and
Economic Behavior», «International Journal of Game
Theory» и äр.) и ìатеìати÷ески ориентированных
эконоìи÷еских журнаëах, но и во ìноãих при-
кëаäных эконоìико-управëен÷еских и бизнес-из-
äаниях. С у÷етоì выäеëенных тенäенöий развития
теоретико-иãровых иссëеäований инноваöион-
ной äеятеëüности, øирокоãо спектра ìоäеëируе-
ìых пробëеì и ìощноãо ëоãико-ìатеìати÷ескоãо
инструìентария, теоретико-иãровое направëение
преäставëяется весüìа перспективныì äëя иссëе-

äования и анаëиза пробëеì, связанных с иннова-
öионныì развитиеì как отäеëüных фирì, так и
öеëых реãионов и ãосуäарств.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÄÆÎÍÑÎÍÀ
Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ ÍÀ ÑÐÎÊÈ ÂÛÏÎËÍÅÍÈß
ÇÀÄÀÍÈÉ È ÂÐÅÌÅÍÀ ÐÀÁÎÒÛ ÌÀØÈÍ.
×. 2. Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ

Þ.À. Çàê

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В первой ÷асти работы [1] быëа привеäена пос-
тановка заäа÷и, преäëожены и обоснованы рас÷ет-
ные форìуëы äëя вы÷исëения нижней ãраниöы
суììарной äëины расписания и разработаны то÷-
ные и прибëиженные аëãоритìы реøения заäа÷и
на основе ìетоäа «ветвей и ãраниö». Вторая ÷астü
посвящена развитиþ прибëиженных ìетоäов ре-
øения заäа÷и в траäиöионной постановке (без
у÷ета оãрани÷ений на äопустиìые сроки выпоëне-
ния заäаний и ресурсы работы рабо÷их станöий) в
усëовиях боëüøой разìерности.

Еще в 1964 ã. Джонсоноì [2, 3] быëо äоказано,
÷то äëя ÷исëа рабо÷их станöий m = 2 ìожет бытü
поëу÷ено то÷ное реøение и простое реøаþщее
правиëо сфорìуëированной заäа÷и, закëþ÷аþще-
еся в сëеäуþщеì. Все ìножество заäаний I = {1, 2,
..., i, ..., n} ìожет бытü разбито на äва поäìножес-
тва I

1
 = {i : t(i, 1) m t(i, 2)} и I

2
 = {i : t(i, 1) > t(i, 2)},

ãäе t(i, 1)и t(i, 2) — соответственно äëитеëüности
первой и второй операöий (работ) i-ãо зäания. Ес-
ëи все заäания поäìножества I

1
 распоëожены в

поряäке возрастания, а поäìножества I
2
 в поряäке

убывания äëитеëüностей операöий, то в оптиìаëü-

ной посëеäоватеëüности выпоëнения заäаний вна-
÷аëе сëеäует упоряäо÷енное поäìножество заäа-
ний I

1
, а затеì — упоряäо÷енное поäìножество I

2
.

Есëи ÷исëо рабо÷их станöий боëüøе äвух, то
сфорìуëированное Джонсоноì [2, 3] и описанное
в первой ÷асти настоящей работы простое реøаþ-
щее правиëо уже не справеäëиво, оäнако оно ìо-
жет бытü испоëüзовано äëя построения разëи÷ных
эвристик при конструировании разëи÷ных аëãо-
ритìов поëу÷ения прибëиженных реøений.

На основе боëüøоãо вы÷исëитеëüноãо опыта
успеøноãо реøения ìноãих прикëаäных и тесто-
вых заäа÷ (сì., наприìер, работы [4—6]) ìоãут
бытü сфорìуëированы некоторые эвристи÷еские
принöипы построения эффективных посëеäова-
теëüностей выпоëнения заäаний, в которых в пер-
вуþ о÷ереäü äоëжны выпоëнятüся заäания, у ко-
торых:

— «узкое ìесто» (операöия с ìаксиìаëüной
проäоëжитеëüностüþ) распоëожена äаëüøе всех от
первой станöии;

— первая операöия иìеет саìуþ короткуþ про-
äоëжитеëüностü (преäпо÷тение первой операöии);

— суììарное вреìя всех операöий, искëþ÷ая
первуþ, наибоëее äëинное (преäпо÷тение остав-
øейся äëинной операöии).

Разработан коìпëексный аëãоритì реøения flow-shop problem, испоëüзуþщий основан-

ные на разëи÷ных ãипотезах эвристики и правиëа преäпо÷тения. Преäëожены правиëа

построения посëеäоватеëüностей выпоëнения заäаний, позвоëяþщие анаëизироватü раз-

ëи÷ные обëасти притяжения ëокаëüных ìиниìуìов. Показано, ÷то эффективностü пост-

роенных расписаний повыøается бëаãоäаря преäëоженноìу в работе аëãоритìу ëокаëüной

вариаöии. Дано сравнение с ранее поëу÷енныìи реøенияìи, привеäен ÷исëовой приìер.

Ключевые слова: оптиìаëüное расписание, посëеäоватеëüностü выпоëнения заäаний, эвристики,
ëокаëüные вариаöии.

àòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿÌ
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Сфорìуëированные эвристи÷еские поëожения
ëежат в основе ìноãих эвристи÷еских, статисти-
÷еских и ãенети÷еских аëãоритìов реøения äан-
ноãо кëасса заäа÷ в усëовиях боëüøой разìерно-
сти. Эффективные форìуëы вы÷исëения нижних
ãраниö оптиìаëüноãо реøения, привеäенные в
первой ÷асти работы, позвоëяþт эффективно ос-
танавëиватü проöесс реøения при поëу÷ении пос-
ëеäоватеëüности выпоëнения заäаний с суììар-
ной äëитеëüностüþ, уäовëетворяþщей поставëен-
ныì требованияì то÷ности.

Мноãо÷исëенные эвристи÷еские ìетоäы и пра-
виëа преäпо÷тения [2, 4—16], ãенети÷еские аëãо-
ритìы (сì., наприìер, работы [10, 17—19]) поз-
воëяþт за÷астуþ найти реøение, принаäëежащее
обëасти ãëобаëüноãо иëи эффективноãо ëокаëüно-
ãо ìиниìуìа. Оäнако никакая из преäëоженных
эвристик не ãарантирует попаäание в обëастü ãëо-
баëüноãо ìиниìуìа. В резуëüтате ëокаëüноãо
уëу÷øения посëеäоватеëüности выпоëнения заäа-
ний ìожно в ряäе сëу÷аев повыситü эффектив-
ностü и сократитü äëину построенноãо расписа-
ния. Преäëаãаеìые в ëитературе правиëа ëокаëü-
ноãо уëу÷øения посëеäоватеëüности выпоëнения
заäаний путеì обìена ìестаìи äвух инäексов [2, 7,
8, 10, 17] носят ëибо ëокаëüный, ëибо статисти-
÷еский характер и потоìу не ìоãут бытü интерпре-
тированы как ìетоäы ëокаëüноãо спуска в обëастü
ãëобаëüноãо ìиниìуìа. С этой то÷ки зрения преä-
ставëяет интерес созäание ãибриäных ìетоäов, ко-
торые на основе хороøих эвристик позвоëяþт по-
пастü в зону ãëобаëüноãо ìиниìуìа, ãäе ìетоäаìи
ëокаëüных перестановок ìестаìи заäаний осуще-
ствëяется спуск в то÷ку ëокаëüноãо ìиниìуìа
этой обëасти. Приниìая во вниìание поëиноìи-
аëüнуþ сëожностü и сравнитеëüно небоëüøой объ-
еì вы÷исëений кажäоãо из эвристи÷еских аëãо-
ритìов, преäставëяет интерес в такоì коìпëексноì
аëãоритìе испоëüзоватü сразу нескоëüко наибоëее
эффективных по резуëüтатаì вы÷исëитеëüных эк-
спериìентов [9, 10, 17] эвристик.

В работе преäëожены некоторые ãибриäные аë-
ãоритìы и прибëиженные ìетоäы реøения заäа÷
боëüøой разìерности, испоëüзуþщие разëи÷ные
известные ранее эвристики и правиëа преäпо÷те-
ния, а также ëокаëüные уëу÷øения построенных
на основе эвристик посëеäоватеëüностей. Как по-
казаëи вы÷исëитеëüные экспериìенты, в ряäе
сëу÷аев преäëаãаеìые ìетоäы позвоëяþт повы-
ситü эффективностü поëу÷аеìых известныìи аë-
ãоритìаìи прибëиженных реøений при незна÷и-
теëüноì объёìе вы÷исëений.

Преäëоженные и иссëеäованные в работе ìоäи-
фикаöии ìетоäа ëокаëüной вариаöии построенноãо
äопустиìоãо реøения в ряäе сëу÷аев позвоëяþт

уëу÷øитü построеннуþ äопустиìуþ посëеäоватеëü-
ностü выпоëнения заäаний и ìоãут найти приìене-
ние в разëи÷ных эвристи÷еских, статисти÷еских и
ãенети÷еских аëãоритìах реøения заäа÷и.

В первой ÷асти работы быëа ввеäена систеìа
обозна÷ений, привеäены постановка и ìатеìати-
÷еская форìуëировка заäа÷и, а также форìуëüные
выражения äëя оöенки нижней ãраниöы äëины
строящеãося расписания. В äаëüнейøеì изëоже-
нии испоëüзуþтся ввеäенные ранее обозна÷ения,
установëенные свойства и форìуëы.

Нуìераöия форìуë второй ÷асти работы про-
äоëжает нуìераöиþ форìуë первой ÷асти.

1. ËÎÊÀËÜÍÛÅ ÏÐÈÎÐÈÒÅÒÍÛÅ ÏÐÀÂÈËÀ
ÄËß ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ ÂÛÏÎËÍÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ

Даëее иссëеäуþтся ëокаëüные свойства посëе-
äоватеëüностей выпоëнения заäаний, позвоëяþ-
щие осуществитü обìен ìестаìи äвух ряäоì стоя-
щих заäаний, ãарантируя выпоëнение систеìы оã-
рани÷ений и обеспе÷ение зна÷ения критерия
оптиìаëüности не хуже, ÷еì в исхоäной посëеäо-
ватеëüности.

Рассìотриì некоторый ÷асти÷ный пëан P s, в
котороì опреäеëена поäпосëеäоватеëüностü вы-

поëнения заäаний  = { , , ..., , , ..., }

и расс÷итаны зна÷ения θs(i, k) и σs(i, k) всех

операöий (l, k) поäпосëеäоватеëüности . Рас-
сìотриì некоторуþ äруãуþ поäпосëеäоватеëü-

ностü, в которой заäания  и  поìеняны ìес-

таìи. Обозна÷иì соответственно θs(i, k| , ),

σ
s(i, k | , ) и θs(i, k| , ), σs(i, k| , )

вреìена на÷аëа и окон÷ания выпоëнения всех
операöий äëя этих äвух поäпосëеäоватеëüностей

( , ) и ( , ).

Утверждение 1. Если для пары заданий  и 

некоторой подпоследовательности  выполняется

равенство σ
s( , m) = σs( , m) + t( , m), то об-

мен местами этих заданий в подпоследовательности

 не может привести к сокращению суммарного
времени выполнения всех задний (локальному мини-
муму), и потому в смысле локальных вариаций рас-
сматривается как нецелесообразный. ♦

Утвержäение 1 позвоëяет выäеëитü в посëеäо-
ватеëüности тоëüко те пары заäаний, äëя которых

σ
s( , m) > σs( , m) + t( , m), (26)
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и обìен ìестаìи которых в äанной перестановке
ìожет оказатüся öеëесообразныì.

Сëеäуþщие äаëее утвержäения позвоëяþт про-
веритü ëокаëüнуþ эффективностü такой «перспек-
тивной» перестановки, за÷астуþ не произвоäя рас-
÷ета вреìен заверøения выпоëнения всех заäа-
ний, стоящих за этой парой в посëеäоватеëüности.

Утверждение 2 (правило абсолютного предпоч-
тения). Если справедлива система неравенств

σ
s( , k |l, l – 1) m σs( , k|l – 1, l),

k = 1, ..., m, (27)

то поäпосëеäоватеëüностü ( , ) иìеет абсо-

ëþтное преäпо÷тение переä поäпосëеäоватеëüнос-

тüþ ( , ). Есëи поäпосëеäоватеëüностü 

соäержит äопустиìые расписания выпоëнения за-
äаний, то перестановка в ней ìестаìи äвух ряäоì

стоящих заäаний  и  не привоäит к искëþ-

÷ениþ äопустиìых иëи боëее перспективных и оп-
тиìаëüных расписаний. ♦

Есëи äëя рассìатриваеìых поäпосëеäоватеëü-
ностей справеäëиво неравенство

σ
s( , m|l, l – 1) > σs( , m|l – 1, l), (28)

то перестановка ìестаìи этих äвух инäексов ìо-
жет привести к увеëи÷ениþ äëины расписания иëи
наруøениþ систеìы оãрани÷ений.

Правила относительного предпочтения. Обозна-
÷иì K — ìножество всех рабо÷их станöий, а K

1
 —

некоторое еãо поäìножество. Есëи äëя поäпосëе-

äоватеëüностей ( , ) и ( , ) справеä-

ëива систеìа неравенств

σ
s( , m|l, l – 1) m σs( , m|l – 1, l),

σ
s( , k |l, l – 1) m σs( , k|l – 1, l),

k ∈ K
1
; (29)

σ
s( , k |l, l – 1) > σs( , k|l – 1, l),

k ∈ K/K
1
, k ≠ m; (30)

θ
s( , k|l, l – 1) + t(i, k) m H

k
,

k = 1, ..., m, (31)

то поäпосëеäоватеëüностü ( , ) иìеет отно-

ситеëüное преäпо÷тение переä поäпосëеäоватеëü-

ностüþ ( , ) ( , ).

В сëу÷ае относитеëüноãо преäпо÷тения пере-
становка äвух ряäоì стоящих инäексов ìожет

привести к наруøениþ оãрани÷ений на заверøе-
ние выпоëнения отäеëüных заäаний и на вреìена
работы ìаøин, а также к увеëи÷ениþ äëины рас-
писания выпоëнения всеãо коìпëекса работ. По-
этоìу äëя окон÷атеëüных вывоäов о öеëесообраз-
ности перестановки ìестаìи этих äвух инäексов
необхоäиìо расс÷итатü сроки заверøения и сëеäу-
þщих заäаний, стоявøих в исхоäной поäпосëеäо-

ватеëüности  посëе заäания .

Утверждение 3. Если для некоторого задания j,

стоявшего в подпоследовательности  после зада-

ния , справедливы правила абсолютного предпоч-

тения в виде

σ
s( j, k|l, l – 1) m σs( j, k|l – 1, l),

k = 1, ..., m, (32)

то обмен местами индексов  и  не приведет к

нарушению системы ограничений на времена работы
рабочих систем или к увеличению длины расписания.

Если для какого-либо задания j, стоящего в под-

последовательности  после задания , условия

(31) не выполняются для последней операции задания

(для k = m), то обмен местами индексов  и  не-

целесообразен. ♦
Так как перес÷ет сроков заверøения выпоëне-

ния всех операöий заäаний, стоящих в поäпосëе-

äоватеëüности  посëе заäания , связан с опре-

äеëенныì объеìоì вы÷исëений, äëя практи÷еских
приëожений рекоìенäуется анаëизироватü не бо-

ëее 2—3 сëеäуþщих за заäаниеì  заäаний.

2. ÀËÃÎÐÈÒÌ ËÎÊÀËÜÍÎÉ ÂÀÐÈÀÖÈÈ 
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÂÛÏÎËÍÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ 

(LV-ÀËÃÎÐÈÒÌ)

Пустü построена некоторая äопустиìая посëе-
äоватеëüностü выпоëнения всеãо ìножества заäа-

ний  = {i
1
, i

2
, ..., i

n
}. Рассìотриì, как на основе

ëокаëüных перестановок ìестаìи äвух ряäоì сто-
ящих в посëеäоватеëüности инäексов сократитü
äëину расписания выпоëнения всеãо коìпëекса ра-
бот. Опреäеëиì сëеäуþщие параìетры аëãоритìа:

— параìетр ρ опреäеëяет ÷исëо стоящих в пос-
ëеäоватеëüности посëе рассìатриваеìой пары за-
äаний, которые анаëизируþтся в соответствии с
правиëаìи абсоëþтноãо и относитеëüноãо преä-
по÷тений;

— параìетр β опреäеëяет стратеãиþ ëокаëüноãо
поиска: при β = 0 обìен ìестоì распоëожения в
посëеäоватеëüности пары инäексов произвоäится
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äо тех пор, пока он потенöиаëüно ìожет привести
к сокращениþ äëины расписания; при β = 1 пере-
становка ìестаìи äвух ряäоì стоящих в посëеäо-
ватеëüности заäаний происхоäит äо тех пор, пока
проöесс обìена не äостиãнет äвух стоящих пос-

ëеäниìи в посëеäоватеëüности  инäексов (оäно-

разовый просìотр посëеäоватеëüности );

— с÷ет÷ики N1, N2 и N3, опреäеëяþщие öеëе-
сообразностü проäоëжения отäеëüных øаãов аëãо-
ритìа.

LV-аëãоритì состоит из сëеäуþщих øаãов.

Шаг 0 (предварительный). Устанавëивается
N1 = N2 = 0, N3 = n – 1, перехоä к øаãу 1.

Шаг 1. Есëи N1 = N3 и N2 = 0, то перехоä к
øаãу 4. Есëи N1 = N3 и N2 > 0, то при β = 0 по-
ëаãается N1 = 0, N2 = 0 и перехоä к øаãу 2, а при
β = 1 — аëãоритì закан÷ивает работу. Есëи N1 <
< N3, то перехоä к øаãу 2.

Шаг 2. Есëи äëя пары инäексов  = N1 и =

= N1 + 1 выпоëняþтся усëовия (26), то проверя-
þтся äëя них усëовия абсоëþтноãо преäпо÷тения
(32). В сëу÷ае их выпоëнения произвоäится обìен
ìестаìи этих заäаний в посëеäоватеëüности, в
с÷ет÷ики N1 и N2 äобавëяется 1 и перехоä к øаãу
4. Есëи усëовия (26) не выпоëняþтся, ëибо при
выпоëнении усëовия (26) справеäëиво неравенс-
тво (28), N1 увеëи÷ивается на еäиниöу и перехоä к
øаãу 1. При выпоëнении усëовия (26) совìестно с
правиëаìи относитеëüноãо преäпо÷тения
(29)—(31) N1 увеëи÷ивается на еäиниöу и перехоä
к øаãу 3.

Шаг 3. Опреäеëяеì ÷исëо анаëизируеìых заäа-
ний, стоявøих в посëеäоватеëüности посëе заäа-

ния , сроки заверøения которых äоëжны бытü

расс÷итаны äëя опреäеëения ëокаëüной переста-
новки этих äвух инäексов: ρ1 = min(ρ, R – N1 – 1).

Дëя заäаний j = , p = l + 1, ..., l + ρ1, поäпосëе-

äоватеëüности Js( ,  – 1) вы÷исëяþтся сроки за-

верøения всех операöий σs( j, k |l, l – 1), k = 1, ..., m,
и проверяется выпоëнение усëовий (27) и (28).
Есëи äëя какоãо-ëибо j выпоëняþтся неравенства
(27), то зна÷ение с÷ет÷ика N2 увеëи÷ивается на 1
и перехоä к øаãу 1. Есëи усëовия (28) выпоëняþт-
ся, ëибо ни äëя оäноãо из этих ρ1 заäаний ни оäна
из систеì неравенств (27) иëи (28) не выпоëняет-
ся, то перехоä к øаãу 1.

Шаг 4. Дëя всех заäаний j = , p = l + 1, ...,

l + R, новой поäпосëеäоватеëüности J
s( , )

перес÷итываþтся вреìена заверøения операöий
на кажäой ìаøине. Перехоä к øаãу 1.

3. ÃÈÁÐÈÄÍÛÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ È ÝÂÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ 
ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß FLOW-SHOP PROBLEM

Преäëоженные Джонсоноì [3] простые прави-
ëа преäпо÷тения äëя поëу÷ения то÷ноãо реøения
в сëу÷ае äвух ìаøин наøëи øирокое приìенение
при построении разëи÷ных эвристи÷еских при-
бëиженных аëãоритìов реøения заäа÷и в сëу÷ае,
коãäа ÷исëо ìаøин m > 2. Даëее на основе преä-
ëоженных ранее отäеëüных эвристик конструиру-
ется некоторый коìпëексный аëãоритì ãенериро-
вания, ëокаëüноãо уëу÷øения и оöенки степени
прибëижения построенных на основе разëи÷ных
эвристик расписаний с посëеäуþщиì отбороì на-
иëу÷øеãо из них. Построенное расписание ìожет
бытü в äаëüнейøеì уëу÷øено описанныì в § 2 аë-
ãоритìоì ëокаëüных вариаöий.

В конструируеìоì аëãоритìе испоëüзуþтся
сëеäуþщие эвристики и правиëа преäпо÷тения.
� Эвристика [6], соãëасно которой все ìаøины

разäеëяþтся на äве ãруппы. Дëя кажäоãо заäа-
ния суììируþтся вреìена обработки на ìаøи-
нах кажäой ãруппы

T
1
(i, r) = t(i, k), T

2
(i, r) = t(i, k),

i = 1, ..., n,  r = 0, ..., m, (33)

и заäа÷а в äаëüнейøеì реøается построениеì
расписания с поìощüþ аëãоритìа Джонсона [3]
äëя сëу÷ая äвух ìаøин. По резуëüтатаì реøения
таких (m – 1) пробëеì выбирается наиëу÷øее
реøение. Сëожностü такоãо аëãоритìа равна

O(nm
2 + mnlogn) [6].

� Преäëоженные в работе [7] выражения в виäе

T
1
(i) = (m – k + 1)t(i, k),

T
2
(i) = kt(i, k) (34)

с äаëüнейøиì оäноразовыì приìенениеì аëãо-
ритìа Джонсона.
� Построение приоритетных правиë с присвое-

ниеì кажäоìу заäаниþ некотороãо ранãа в со-
ответствии с аëãоритìоì [20] (engl-slope index),
вы÷исëяеìоãо по форìуëе

V(i) = (2k – m – 1)t(i, k) =

= 2 kt(i, k) – (m – 1) t(i, k), (35)

L˜

L˜

il 1–
s

il
s

il
s
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s
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затеì заäания распоëаãаþтся в посëеäоватеëü-
ности в соответствии с ìонотонно убываþщиì
ранãоì.

Заìетиì, ÷то наряäу с приìеняеìыìи ìожно
воспоëüзоватüся и äруãиìи правиëаìи ранжирова-
ния заäаний, преäëоженных в работах [4, 5] и äр.

Аëãоритì [11] со сëожностüþ O(mn
3) вытекает из

выражения (33) при r = 0, коãäа все заäания упо-
ряäо÷иваþтся в соответствии с убываниеì зна÷е-
ний T

2
(i, 0).

Отëи÷итеëüные особенности преäëаãаеìоãо аë-
ãоритìа:

— возìожностü анаëиза эффективности поëу-
÷енноãо реøения на основе вы÷исëенной по фор-
ìуëе (1) иëи (12) оöенки (сì. первуþ ÷астü [1] ра-
боты);

— проöеäура ëокаëüноãо уëу÷øения кажäоãо
построенноãо на основе разëи÷ных эвристик рас-
писания с поìощüþ LV-аëãоритìа.

Существенные преиìущества описанноãо в § 2
LV-аëãоритìа относитеëüно известных в ëитерату-
ре (сì., наприìер, [2, 7, 8, 10, 17]) ìетоäов ëокаëü-
ной вариаöии построенных посëеäоватеëüностей
(перестановок) закëþ÷аþтся в:

— öеëенаправëенности выбора ряäоì стоящей
пары инäексов äëя обìена;

— испоëüзовании реøаþщих правиë äëя оöен-
ки возìожности ëокаëüноãо уëу÷øения расписа-
ния, ÷то требует существенно ìенüøеãо объеìа
вы÷исëений;

— äостижении ëокаëüноãо ìиниìуìа äëя рас-
сìатриваеìой посëеäоватеëüности.

Дëина кажäоãо вновü построенноãо и ëокаëüно
уëу÷øенноãо расписания сравнивается с оöенкой
нижней ãраниöы оптиìаëüноãо реøения, вы÷ис-
ëенной в соответствии с выражениеì (1), и ëу÷øиì
реøениеì, поëу÷енныì по резуëüтатаì провеäен-
ных вы÷исëений. При äостижении требуеìой то÷-
ности поëу÷енноãо резуëüтата проöесс реøения
заверøается.

Рассìатриваеìая заäа÷а ìноãоэкстреìаëüная.
Какая-то из испоëüзуеìых и построенных из раз-
ëи÷ных соображений эвристик äоëжна обеспе÷итü
попаäание в некоторуþ обëастü ëокаëüноãо иëи
ãëобаëüноãо ìиниìуìа со зна÷ениеì критерия оп-
тиìаëüности, бëизкиì к äëине оптиìаëüноãо рас-
писания. Даëüнейøий спуск в то÷ку ëокаëüноãо
ìиниìуìа этой обëасти ìетоäоì ëокаëüных вари-
аöий в ряäе сëу÷аев äоëжен повыситü эффектив-
ностü поëу÷енноãо эвристи÷ескиìи аëãоритìаìи
реøения.

3.1. Àëãîðèòì Â

Аëãоритì прибëиженноãо реøения заäа÷и со-
стоит из сëеäуþщих øаãов.

Шаг 0 (предварительный). Поëаãается E = ∞,
r = 0. Устанавëивается требуеìая то÷ностü реøе-
ния заäа÷и ε l 1 (в ÷астности, есëи ε = 1, ставится
требование поëу÷ение то÷ноãо реøения). Ввоäит-
ся некоторый параìетр аëãоритìа Z, опреäеëяþ-
щий ëоãи÷ескуþ посëеäоватеëüностü выпоëнения
øаãов. Поëаãается Z = 0. Расс÷итывается нижняя
ãраниöа äëины оптиìаëüноãо расписания по фор-
ìуëе (1), по зна÷ениþ которой опреäеëяется F

min
,

перехоä к øаãу 1.
Шаг 1. Расс÷итываþтся ìоäифиöированные

вреìена выпоëнения кажäоãо из заäаний T
1
(i) и

T
2
(i), i = 1, ..., n, в соответствии с форìуëой (34).

Перехоä к øаãу 2.
Шаг 2. Строится посëеäоватеëüностü выпоëне-

ния заäаний на основе аëãоритìа Джонсона. По-
ëаãается F — äëина построенноãо расписания. Пе-
рехоä к øаãу 3.

Шаг 3. Есëи F < E, то поëаãается E = F и запо-
ìинается построенная посëеäоватеëüностü как на-
иëу÷øее из поëу÷енных к äанноìу ìоìенту реøе-
ний. Есëи E m εE

min
, то поëу÷ено реøение заäа÷и,

и аëãоритì заверøает работу. В противноì сëу÷ае,
есëи Z = 0, перехоä к øаãу 4, поëожив Z = 1. Есëи
Z ≠ 0, перехоä к øаãу (Z + 4).

Шаг 4. Выпоëняется LV-аëãоритì ëокаëüной
вариаöии посëеäоватеëüности выпоëнения заäа-
ний. Перехоä к øаãу 3.

Шаг 5. Рас÷ет ранãов выпоëнения заäаний в со-
ответствии с форìуëой (35), строится посëеäова-
теëüностü выпоëнения заäаний в соответствии с
ìонотонно убываþщиì ранãоì. Поëаãается F —
äëина построенноãо расписания. Перехоä к øаãу 3,
поëожив Z = 2.

Шаг 6. Есëи r m m, расс÷итываþтся ìоäифиöи-
рованные вреìена выпоëнения кажäоãо из заäа-
ний T

1
(i) и T

2
(i), i = 1, ..., n, в соответствии с фор-

ìуëой (33). Перехоä к øаãу 2, поëожив r = r + 1. Ес-
ëи r > m, то аëãоритì закан÷ивает работу.
Запоìненная в паìяти посëеäоватеëüностü выпоë-
нения заäаний с äëиной расписания равной E яв-
ëяется реøениеì заäа÷и. ♦

Разработано проãраììное обеспе÷ение, позво-
ëяþщее реøатü практи÷еские заäа÷и разìернос-
тüþ äо нескоëüких äесятков и äаже сотен заäаний
и вывоäитü резуëüтаты реøения как в форìе таб-
ëиö, так и в ãрафи÷еской форìе — в виäе äиаãраìì
Ганта.

Мноãо÷исëенные вы÷исëитеëüные экспериìен-
ты показаëи эффективностü преäëаãаеìых аëãо-
ритìов. Реøения с äëиной расписания, не превы-
øаþщей 1—3 % вы÷исëенной по форìуëаì (1)
нижней ãраниöы, быëи поëу÷ены за поëиноìиаëü-
ное вреìя. Кроìе тоãо, в проöессе реøения ÷асто
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уäается построитü нескоëüко расписаний, уäовëет-
воряþщих требованияì то÷ности, äëина которых
отëи÷ается несущественно. Есëи посëеäоватеëü-
ности выпоëнения заäаний в таких расписаниях
соверøенно разëи÷ны, то наибоëее приеìëеìое из
них ìожет выбиратüся из äруãих произвоäствен-
ных соображений иëи соãëасно äруãоìу критериþ
оптиìаëüности.

4. ÈËËÞÑÒÐÀÒÈÂÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ

Вреìена выпоëнения кажäой из ÷етырех операöий
äëя 10 заäаний преäставëены в табë. 1. Нижняя ãрани-
öа äëины расписания, вы÷исëенная по форìуëе (1) оп-
реäеëяется ìаøиной 4 и равна 289. Реøение приìера,
поëу÷енное с поìощüþ алгоритма В, свеäено в табë. 2.

Расс÷итанные на øаãе 1 алгоритма А в соответст-
вии с эвристикой [7] ìоäифиöированные вреìена вы-

поëнения заäаний преäставëены в стоëбöах 2 и 3 табë. 2.

Посëеäоватеëüностü выпоëнения заäаний, расс÷итан-

ная äëя этих вреìен аëãоритìоì Джонсона [3] с äëи-

ной расписания 304, преäставëена в стоëбöах 4—8. Да-

ëее на øаãе 3 с поìощüþ LV-аëãоритìа быëа осущест-

вëена ëокаëüная вариаöия построенной посëеäоватеëü-

ности. Цеëесообразныì быë ëиøü обìен ìестаìи заäа-

ний 3 и 7, 7 и 2, а также 4 и 2 (сì. усëовия (2)). Как

показаëи правиëа абсоëþтноãо и ëокаëüноãо приорите-

та (3) и (27), (4) и (28), первые äва обìена не привоäят

к боëее эффективноìу резуëüтату. Обìен ìестаìи за-

äаний 4 и 2 привеë к расписаниþ, äëина котороãо рав-

на нижней ãраниöе. Сëеäоватеëüно, это расписание оп-

тиìаëüно, и необхоäиìостü в выпоëнении äаëüнейøих

øаãов отпаäает.

Преäëоженный в работе аëãоритì ëокаëüной вариа-

öии уже посëе выпоëнения еãо первоãо øаãа позвоëиë

существенно (на 15 вреìенных интерваëов) повыситü

эффективностü построенноãо на основе эвристи÷ес-

ких правиë расписания.

Отìетиì, ÷то построенная в соответствии с прави-

ëаìи преäпо÷тения (10) [20] посëеäоватеëüностü вы-

поëнения заäаний Π = {10, 1, 9, 6, 8, 7, 3, 2, 4, 5} с

äëиной расписания F = 315, которая, буäу÷и уëу÷-

øена аëãоритìаìи ëокаëüной вариаöии, иìеет виä

Π = {10, 1, 9, 6, 8, 3, 7, 4, 2, 5} при F = 300, привоäит

в соверøенно äруãуþ обëастü ëокаëüноãо ìиниìуìа.

В äруãие обëасти ëокаëüноãо ìиниìуìа привоäит пос-

троение ìоäифиöированных вреìен в соответствии с

эвристикаìи [6, 11] и äр. (сì. форìуëы (9)) и посëеäу-

þщиìи øаãаìи 6 алгоритма В. Наприìер, Π = {6, 2, 7,

1, 10, 8, 9, 3, 4, 5}и F = 313 при k = 1; Π = {10, 1, 9, 4,

3, 8, 6, 7, 5, 2} и F = 320 при k = 3; Π = {8, 6, 10, 1, 9,

7, 3, 5, 4, 2} и F = 309 при k = 2. Посëеäнее распи-

сание LV-алгоритмом преобразовывается в äруãое оп-

тиìаëüное реøение: Π = {8, 6, 10, 1, 9, 3, 7, 5, 4, 2} и

F = 289.

Таблица 1

Èñõîäíûå äàííûå ïðèìåðà

i k = 1 k = 2 k = 3 k = 4

1 15 18 25 30

2 12 27 30 5

3 25 30 40 18

4 35 5 14 20

5 40 10 5 5

6 10 20 30 10

7 15 35 40 10

8 18 12 30 15

9 20 25 30 25

10 15 18 10 45

Таблица 2

Ýôôåêòèâíîå è îïòèìàëüíîå ðåøåíèÿ ïðèìåðà

i T
1
(i) T

2
(i) Посëеäова-

теëüностü

Вреìена заверøения 
операöий и заäаний Оптиìаëüная по-

сëеäоватеëüностü

Вреìена заверøения 
операöий и заäаний

k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4

1 194 246 6 10 30 60 70 6 10 30 60 70

2 194 176 10 25 48 70 115 10 25 48 70 115

3 288 277 8 43 60 100 130 8 43 60 100 130

4 203 167 1 58 78 125 160 1 58 78 125 160

5 205 95 9 78 103 155 185 9 78 103 155 185

6 170 180 3 103 133 195 213 3 103 133 195 213

7 255 245 7 118 168 235 245 7 118 168 235 245

8 183 192 2 130 195 265 270 4 153 173 249 269

9 240 260 4 165 200 279 299 2 165 200 279 284

10 179 261 5 205 215 284 304 5 205 215 284 289
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Из äвух разëи÷ных оптиìаëüных реøений Π
1
 = {6, 10,

8, 1, 9, 3, 7, 4, 2, 5} и Π
2
 = {8, 6, 10, 1, 9, 3, 7, 5, 4, 2},

разëи÷аþщихся посëеäоватеëüностяìи выпоëнения за-

äаний, ìожет бытü выбрано ëþбое из них, обеспе÷ива-

þщее ëу÷øее зна÷ение какоãо-то äруãоãо критерия эф-

фективности.

Привеäенный ÷исëовой приìер наãëяäно иëëþст-

рирует öеëесообразностü испоëüзования в оäноì аë-

ãоритìе нескоëüких разëи÷ных эвристик с посëеäуþ-

щиì ëокаëüныì уëу÷øениеì кажäоãо из поëу÷енных

реøений.

5. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ
ÝÊÏÅÐÈÌÅÍÒÎÂ

Автороì быë провеäен вы÷исëитеëüный экс-
периìент по реøениþ тестовых заäа÷ боëüøой
разìерности. Разìерностü заäа÷ — ÷исëо заäаний m
и ÷исëо ìаøин n — выбираëасü сëу÷айныì обра-
зоì. Во всех рассìотренных приìерах оãрани÷е-
ния на сроки заверøения выпоëнения заäаний и
вреìена работы ìаøин не у÷итываëисü. Вреìена
выпоëнения разëи÷ных операöий в кажäоì из за-
äаний выбираëисü сëу÷айныì образоì в äиапазо-
не t

ik
 ∈ [5, 25]. Кажäый из приìеров быë реøен с

приìенениеì разëи÷ных эвристик, посëе ÷еãо по-
ëу÷енное расписание преобразовываëосü описан-
ныìи аëãоритìаìи ëокаëüной вариаöии (спуск в
соответствуþщуþ обëастü ëокаëüноãо ìиниìуìа).
Резуëüтаты реøения некоторых характерных при-
ìеров свеäены в табë. 3. Жирныì øрифтоì выäе-
ëены поëу÷енные наибоëее эффективные прибëи-
женные реøения, а курсивоì — наиëу÷øее из ре-
øений, поëу÷енных разëи÷ныìи эвристи÷ескиì
аëãоритìаìи.

Привеäенная табëиöа показывает, ÷то эффек-
тивностü кажäой из известных в ëитературе эв-
ристик äëя разëи÷ных заäа÷ разëи÷на, с поìощüþ
кажäой из них ìоãут бытü поëу÷ены отëи÷аþщи-
еся äруã от äруãа реøения, принаäëежащие раз-
ëи÷ныì обëастяì притяжения ëокаëüноãо ìиниìу-
ìа. Метоä ëокаëüной вариаöии позвоëяет за÷астуþ
на 2—6 % повыситü эффективностü поëу÷енноãо
эвристи÷ескиìи аëãоритìаìи реøения. При÷еì в
некоторых сëу÷аях поëу÷енное äаже существенно
ìенее эффективное, ÷еì на основе äруãих эврис-
тик, реøение преäëоженныìи в работе ìетоäаìи
ëокаëüной вариаöии ìожет бытü преобразовано в
саìое эффективное расписание. У÷итывая, ÷то
зна÷ение критерия оптиìаëüности в то÷ноì реøе-
нии заäа÷и, как правиëо, на 2—4 % превосхоäит
зна÷ение нижней ãраниöы, вы÷исëенной на на-
÷аëüноì этапе реøения, поëу÷енные резуëüтаты
вы÷исëитеëüных экспериìентов свиäетеëüствуþт
об эффективности преäëаãаеìых прибëиженных
ìетоäов.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Разработаны ìоäифиöированные аëãоритìы
ëокаëüной вариаöии построенных посëеäоватеëü-
ностей выпоëнения заäаний, ãарантируþщие со-
хранение всех расписаний, соäержащих äопусти-
ìые и оптиìаëüные реøения, и осуществëяþщие
спуск в то÷ку ëокаëüноãо ìиниìуìа. Преäëожен-
ные аëãоритìы требуþт существенно ìенüøеãо
объеìа вы÷исëений по сравнениþ с приìеняеìы-
ìи на практике аëãоритìаìи ëокаëüноãо уëу÷øе-
ния построенных расписаний.

Дëя траäиöионной flow-shop problem (при от-
сутствии оãрани÷ений на сроки выпоëнения заäа-

Таблица 3

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ: ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ýâðèñòèê è ìåòîäà ëîêàëüíûõ âàðèàöèé

№ 
п/п

Разìерностü 
заäа÷и

Откëонения (в проöентах) поëу÷енноãо разëи÷ныìи аëãоритìаìи реøения от нижней ãраниöы 
äëины оптиìаëüноãо расписания (äо и посëе приìенения аëãоритìов ëокаëüной вариаöии)

m n

[6] [7] [20] [11]

äо посëе äо посëе äо посëе äо посëе

1 25 6 7,3 1,88 8,1 3,57 6,4 2,42 9,35 3,26

2 50 7 6,43 4,37 7,12 4,18 7,81 5,23 5,16 3,92

3 70 8 8,56 3,38 8,44 5,66 10,13 4,76 9,64 6,28

4 85 5 7,81 6,43 8,71 5,21 9,05 5,07 10,12 7,32

5 100 7 9,38 6,98 9,67 6,33 11,24 8,43 10,83 7,52

6 110 10 11,19 7,05 12,32 6,89 9,68 7,59 11,82 8,17

7 120 6 9,87 7,28 11,43 8,14 10,77 7,13 9,89 7,93

8 135 5 10,33 9,15 11,01 8,42 10,81 6,98 11,14 7,76
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ний и вреìени работы ìаøин) разработаны коì-
пëексные аëãоритìы реøения, испоëüзуþщие ос-
нованные на разëи÷ных ãипотезах и известные в
ëитературе эвристики и правиëа преäпо÷тения и
позвоëяþщие осуществитü попаäание в разëи÷ные
обëасти притяжения ëокаëüных ìиниìуìов. Эф-
фективностü работы аëãоритìов повыøается бëа-
ãоäаря преäëоженныì в работе ìетоäаì ëокаëüной
вариаöии и сравнения äëины построенных рас-
писаний.

Разработано проãраììное обеспе÷ение, позво-
ëяþщее реøатü практи÷еские заäа÷и разìерно-
стüþ äо нескоëüких сотен заäаний и вывоäитü ре-
зуëüтаты реøения как в форìе табëиö, так и в ãра-
фи÷еской форìе — в виäе äиаãраìì Ганта.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Зак Ю.А. Реøение обобщенной заäа÷и Джонсона с оãра-

ни÷енияìи на сроки выпоëнения заäаний и вреìена рабо-

ты ìаøин. Ч. 1. То÷ные ìетоäы реøения // Пробëеìы уп-

равëения. — 2010. — № 3. — С. 17—25.

2. Johnson S.M. Optimal two- and tree-stage production schedules

with setup times included // Research Logistics Quarterly. —

1954 — Vol. 1. — P. 61—68.

3. Domschke W., Scholl A., VoЯ S. Produktionsplanung. Ablau-

forganisatorische Aspekte. — Berlin: Springer Verlag, 1997. —

456 p.

4. Hundal T.S., Rajgopal J. An extension of Palmer’s heuristic for

the flow-shop scheduling problem // International Journal of

Production Research. — 1988. — Vol. 26. — P. 1119—1124.

5. Gupta J.N.D. A functional heuristic algorithm for the flow-shop

scheduling problem // Operational Research Quarterly. —

1971. — Vol. 2. — P. 39—47.

6. Cambell H.G., Dudek R.A., Smith M.L. A heuristic algorithm

for the n job, m machine sequencing problem // Management

Science. — 1970. — Vol. 16. — P. 630—637.

7. Dannenbring D.G. A evaluation of flow shop sequencing heuris-

tics // Management Science. — 1977. — Vol. 23. — P. 1174—

1182.

8. Ho J.C., Chang Y.-L. A new heuristic for the n-job, M-machine

problem // European Journal of Operational Research. —

1991. — Vol. 52. — P. 194—202.

9. Ishibuchi H., Misaki S., Tanaka H.: Modived simulated anneal-

ing algorithms for the flow shop sequencing problem // Euro-

pean Journal of Operational Research. — 1995. — Vol. 81. —

P. 388—398.

10. Ogbu F.A., Smith D.K. Simulated annealing for the permutation

flow shop problem // OMEGA. — 1991. — P. 64—67.

11. Nawaz M., Enscore E.E., Ham I. A heuristic algorithm for the

m-mashine, n-job flow-shop sequencing problem // OMEGA. —

1983. — Vol. 11. — P. 91—95.

12. Brucker P. Scheduling algorithms. — Berlin: Springer Verlag,

1995.

13. Blazewicz J., Domschke W., Pesch E. The job shop scheduling

problem: Conventional and new solution techniques // Euro-

pean Journal of Operational Research. — 1996. — Vol. 93. —

P. 1—33.

14. Lageweg B.J., Lenstra J.K., Rinnooy Kann A.H.G. A general

bounding scheme for the permutation flow-shop problem //

Operations Research. — 1978. — Vol. 26. — P. 53—67.

15. Танаев В.С., Ковалёв М.Я., Шафранский Я.М. Теория рас-

писаний. Групповые техноëоãии. — Минск: Ин-т техн. ки-

бернетики НАН Беëаруси, 1998. — 289 с.

16. Танаев В.С., Сотсков Ю.Н., Струсевич В.А. Теория распи-

саний. Мноãостаäийные систеìы. — М., URSS, 1989. —

328 с.

17. Ogbu F.A., Smith D.K. The application of the simulated anneal-

ing algorithm to the solution of the n/m/C
max

 flow shop prob-

lem // Computer & Operations Research. — 1990. — Vol. 17. —

P. 243—253.

18. Cleveland G.A., Smith S.F. Using genetic algorithms to sched-

ule flow shop releases // Proc. of the third international confer-

ence on genetic algorithms, Morgan Kaufmann, San Mateo,

1989. — P. 160—169.

19. Reeves C.R. A genetic algorithm for flow shop sequenching //

Computer & Operations Research. — 1995. — Vol. 22. —

P. 5—13.

20. Palmer D.S. Sequencing job trough a multi-stage process in the

minimum total time — a quick method of obtaining a near opti-

mum // Operations Research Quarterly. — 1965. — Vol. 16. —

P. 101—107.

Статья представлена к публикации членом редколлегии

В.Н. Бурковым.

Зак Юрий Александрович — ä-р техн. наук, пенсионер,
посëеäнее ìесто работы — Европейский öентр по ìехатронике
(European Centre for Mechatronics) ã. Аахен, Герìания,
� +49 (0) 241/543255, � yuriy_zack@hotmail.com.

НОВАЯ КНИГА

Левин В.И. Логические методы в теории надежности: монография. — Пенза: Изд-во Пензенской гос. технол. ака-

демии, 2010. — 110 с.

Разработана математическая модель надежности сложных систем управления, пригодная для создания эффектив-

ных и экономичных методов количественного изучения надежности таких систем. Она представляет собой динами-

ко-автоматную модель, описывающую надежностные процессы в системах в виде функций от надежностных процессов

в элементах этих систем. Разработан математический аппарат непрерывной логики, позволяющий адекватно описывать

созданную динамико-автоматную модель надежностных процессов в системах управления. Благодаря этому стали

возможными практическое моделирование, расчет и анализ надежности указанных систем. Разработанный аппарат

представляет собой обобщение булевой логики на непрерывный случай.

Книгу можно заказать по e-mail: f_os@pgta.ru

pb0410.fm  Page 19  Tuesday, July 27, 2010  12:31 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

20 CONTROL SCIENCES ¹ 4 • 2010

ÓÄÊ 519.865.7;330.46

ÈÍÂÅÑÒÈÖÈÈ È ÑÁÀËÀÍÑÈÐÎÂÀÍÍÛÉ ÐÎÑÒ
Â ÌÎÄÅËÈ ÄÅÖÅÍÒÐÀËÈÇÎÂÀÍÍÎÉ ÝÊÎÍÎÌÈÊÈ1

À.Ï. Àáðàìîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Теория сбаëансированноãо роста — кëасси÷ес-
кий разäеë ìатеìати÷еской эконоìики, с ее основ-
ныìи резуëüтатаìи ìожно ознакоìитüся в работе
[1]. Моäеëи эконоìики, изу÷аеìые этой теорией,
неявно преäпоëаãаþт существование еäиноãо уп-
равëяþщеãо öентра, обëаäаþщеãо всей инфорìа-
öией об эконоìи÷еской систеìе. Этот öентр поë-
ностüþ контроëирует произвоäство и распреäеëе-
ние проäукöии, а все еãо реøения выпоëняþтся
абсоëþтно то÷но. Ясно, ÷то поäобные ìоäеëи не
соответствуþт принöипаì рыно÷ной эконоìики,
в которой хозяйствуþщие субъекты саìостоятеëü-
но пëанируþт и орãанизуþт своþ работу. Оäин из
возìожных поäхоäов к построениþ общей схеìы
ëинейной теории эконоìи÷ескоãо роста äëя äе-
öентраëизованной эконоìики преäëожен в статüе
[2]. Он базируется на станäартной ãейëовской те-
ории в совокупности с ìоäеëüþ равновесия Ваëü-
раса. Оäнако анаëиз äанноãо поäхоäа показывает
необхоäиìостü öентраëизованноãо распреäеëения
избыто÷ных проäуктов. Аëüтернативный поäхоä,
не испоëüзуþщий равновесие по Ваëüрасу, преä-
ëожен в работе [3]. В настоящей статüе развива-
ется это направëение и иссëеäуþтся возìожные
схеìы выхоäа на нейìановскуþ траекториþ äе-
öентраëизованной эконоìики с у÷етоì фактора
инвестиöий.

1. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ

Рассìотриì заìкнутуþ äинаìи÷ескуþ ìоäеëü
произвоäства и товарообìена, в которой фиãури-
рует n ìонопроäуктовых отрасëей, при÷еì кажäый
из виäов проäукöии произвоäится тоëüко оäной
отрасëüþ. Состояние äанной эконоìи÷еской сис-
теìы отсëеживается в äискретные ìоìенты вреìе-
ни, которые обозна÷аþтся инäексоì t, t = 0, 1, 2, ...
Шаãи ìоäеëи, т. е. проìежутки вреìени ìежäу со-
сеäниìи ìоìентаìи, буäеì поìе÷атü теì же ин-
äексоì t, при÷еì ноìер øаãа соответствует правой
ãраниöе. Дëитеëüности всех øаãов преäпоëаãаþт-
ся оäинаковыìи и равныìи оäноìу произвоäс-
твенноìу öикëу во всех отрасëях. Проäукöия, про-
извеäенная на некотороì øаãе, äоëжна бытü ис-
поëüзована äо окон÷ания сëеäуþщеãо øаãа.

Ввеäеì обозна÷ения:
i = 1, ..., n — инäекс отрасëи;

 — поäìножество отрасëей, проäукöия ко-

торых необхоäиìа отрасëи i в ка÷естве сырüя иëи
коìпëектуþщих äëя выпуска проäукöии;

 — поäìножество отрасëей, проäукöия ко-

торых необхоäиìа отрасëи i äëя наращивания про-
извоäственных ìощностей;

 — поäìножество отрасëей, потребëяþщих

проäукöиþ отрасëи i в ка÷естве сырüя иëи коìп-
ëектуþщих;

 — поäìножество отрасëей, потребëяþ-

щих проäукöиþ отрасëи i в ка÷естве фонäообра-
зуþщей;

Рассìотрены äве схеìы выхоäа на нейìановскуþ траекториþ в ìоäеëи äеöентраëизо-

ванной эконоìики с у÷етоì инвестиöий. Первая из них базируется на натураëüных по-

казатеëях, вторая — на äенежных рас÷етах хозяйствуþщих субъектов. Привеäены усëо-

вия, при которых эти схеìы обеспе÷иваþт асиìптоти÷еское реøение указанной заäа÷и.

Ключевые слова: äеöентраëизованная эконоìика, сбаëансированный рост, инвестиöии.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(проект 10-07-00286).
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ξ
i
(t) — произвоäственные ìощности отрасëи i

на øаãе t, равные ìаксиìаëüно возìожноìу объ-
еìу произвоäства на äанноì øаãе;

x
i
(t) — объеì выпуска проäукöии отрасëüþ i на

øаãе t;
y
ji
(t) — объеì произвоäственноãо ресурса виäа j,

j ∈ , которыì распоëаãает отрасëü i в на÷аëе

øаãа t;
z
ji
(t) — объеì капитаëüноãо ресурса виäа j,

j ∈ , которыì распоëаãает отрасëü i в на÷аëе

øаãа t.
Вообще ãоворя, ноìенкëатуры произвоäствен-

ных и капитаëüных ресурсов не совпаäаþт. Оäна-
ко ÷тобы не усëожнятü описание ìоäеëи, явно
этот факт не буäет у÷итыватüся. Преäпоëаãается,

÷то ìножества , , , , i = 1, ..., n

не пусты, а произвоäственная функöия отрасëи i
иìеет виä

x
i
(t) = min ,  i = 1, ..., n, (1)

ãäе  > 0 — ìиниìаëüно необхоäиìое коëи÷ество

проäукта виäа j, которое требуется äëя произвоäс-
тва оäной еäиниöы проäукöии виäа i. Эту функ-
öиþ называþт произвоäственной функöией Леон-
тüева, а также произвоäственной функöией с фик-
сированныìи пропорöияìи факторов [4, 5].

Выпиøеì баëансовое уравнение äëя проäук-
öии, произвеäенной отрасëüþ i на øаãе t:

x
i
(t) = y

ij
(t + 1) + z

ij
(t + 1) + v

i
(t), (2)

ãäе переìенная v
i
(t), равна объеìу нераспреäеëен-

ной проäукöии.
Динаìику произвоäственных ìощностей от-

расëи i буäеì описыватü уравнениеì виäа

ξ
i
(t) = (1 – μ)ξ

i
(t – 1) + ,

i = 1, ..., n, (3)

ãäе μ — коэффиöиент аìортизаöии, который с÷и-

тается оäинаковыì äëя всех отрасëей;  — ìини-

ìаëüно необхоäиìый объеì проäукöии виäа j; не-
обхоäиìый äëя увеëи÷ения на еäиниöу произвоäс-
твенных ìощностей отрасëи i, τ — вреìенной ëаã,
характеризуþщий запазäывание в созäании новых
ìощностей. Этот параìетр преäпоëаãается оäина-
ковыì äëя всех отрасëей и всех виäов фонäообра-
зуþщей проäукöии и равныì ÷исëу øаãов, за ко-
торое происхоäит освоение этой проäукöии. Сëу-
÷ай τ = 0 озна÷ает возìожностü ее испоëüзования

в ка÷естве основных произвоäственных фонäов
уже на сëеäуþщеì произвоäственноì öикëе. Преä-
поëожиì, ÷то систеìа функöионирует так, ÷то на
всех øаãах вся проäукöия поëностüþ распреäеëя-
ется, и в проöессах (1) и (3) нет избыто÷ных ре-
сурсов (в тоì ÷исëе ìощностей в проöессе (1)).
Это озна÷ает, ÷то x

i
(t) = ξ

i
(t) при всех i и t. В этоì

сëу÷ае из выражений (1)—(3) иìееì ìатри÷ное
уравнение виäа

x(t) = Yx(t + 1) +
+ Z(x(t + τ + 1) – (1 – μ)x(t + τ)), (4)

ãäе x(•) — вектор-стоëбöы, а эëеìенты  и 

кваäратных ìатриö Y и Z поряäка n опреäеëены
соответственно так:

 =   = 

Леãко виäетü, ÷то указанный режиì ìожет бытü
обеспе÷ен при постоянноì теìпе роста γ объеìов
выпуска всех виäов проäукöии: x

i
(t + 1)/x

i
(t) = γ

äëя всех i и t. В этоì сëу÷ае уравнение (4) прини-
ìает виä

(1/γ)x(t) = (Y + (γτ – (1 – μ)γτ – 1)Z )x(t).

Оно показывает, ÷то äостато÷ное усëовие тако-
ãо режиìа состоит в наëи÷ии у ìатриöы

M(γ) = Y + (γτ – (1 – μ)γτ – 1) (5)

поëожитеëüноãо собственноãо ÷исëа 1/γ и соот-
ветствуþщеãо строãо поëожитеëüноãо собственно-
ãо вектора x, а на÷аëüный вектор x(0) äоëжен бытü
коëëинеарен вектору x. Поскоëüку интерес преä-
ставëяþт тоëüко эконоìи÷еские систеìы с воз-
ìожностüþ расøиренноãо воспроизвоäства, сфор-
ìуëируеì усëовия, при которых существует такое
γ > 1, ÷то ìатриöа M(γ) иìеет собственное ÷исëо
1/γ. Дëя уäобства заìениì в ìатриöе (5) параìетр
γ на параìетр λ = 1/γ и рассìотриì ìатриöу

(λ) ≡ M(1/λ).
Теорема 1. Пусть матрица (Y + Z ) неразложима,

и все ее столбцевые суммы строго меньше единицы,
т. е.

(  + ) < 1,  j = 1, ..., n.

Тогда существует скаляр λ* ∈ (0, 1), являющийся

собственным числом матрицы (λ*), которому от-
вечает единственный (с точностью до скалярного
множителя) собственный вектор x*, все координа-
ты которого ненулевые и одного знака. Если найдет-

ся такой скаляр  ∈ (0, λ*), что он также является

собственным числом матрицы ( ), то любой со-

Ni
r+

Ni
k+

Ni
r+ Ni

k+ Ni
r– Ni

k–

ξi t( ) min 
yji t( )

yji
0

------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

,
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

j Ni
r+

∈

yji
0

j Ni
r–

∈

∑
j Ni

k–
∈

∑

min
j Ni

k+
∈

zji t τ–( )

zji
0

--------------------

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

zji
0

yij zij

yij
yij

0
i Nj

r+;∈,

0 i Nj
r+,∉,⎩

⎨
⎧

zij
zij
0

i Nj
k+;∈,

0 i Nj
k+.∉,⎩

⎨
⎧

M˜

i 1=

n

∑ yij zij

M˜

λ˜

M˜ λ˜

pb0410.fm  Page 21  Tuesday, July 27, 2010  12:31 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

22 CONTROL SCIENCES ¹ 4 • 2010

ответствующий ему собственный вектор имеет
компоненты разных знаков. ♦

Доказатеëüство этой теореìы анаëоãи÷но äока-
затеëüству теореìы 2.6 в книãе [6, гл. 2]. Такиì об-
разоì, есëи x(0) — фробениусов вектор ìатриöы

(λ*), то эконоìи÷еская систеìа ìожет функöи-
онироватü в режиìе неймановского процесса, т. е.
иìетü сбалансированный рост с максимальным тем-
пом γ [6]. При этоì траектория выпусков буäет
принаäëежатü неймановскому лучу, называеìоìу
также магистралью [1]. Дëя краткости, указанный
режиì функöионирования буäеì иìеноватü ма-
гистральным.

Всþäу äаëее преäпоëаãается, ÷то параìетры
эконоìи÷еской систеìы уäовëетворяþт усëовияì
теореìы 1 и, зна÷ит, γ ≡ 1/λ* > 1.

2. ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈÅ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ
ÌÀÊÑÈÌÈÇÀÖÈÈ ÏÐÈÁÛËÈ

До сих пор в ìоäеëи неявно преäпоëаãаëосü
наëи÷ие öентраëизованной систеìы управëения,
которая поëностüþ контроëирует произвоäство и
распреäеëение проäукöии. Даëее буäеì с÷итатü,
÷то отрасëи работаþт в усëовиях хозяйственной
автоноìии. При этоì кажäая отрасëü i стреìится
ìаксиìизироватü своþ прибыëü Π

i
(t) на текущеì

øаãе t, опреäеëяеìуþ как разностü ìежäу выру÷-
кой и соответствуþщиìи затратаìи:

Π
i
(t) = p

i
(t)x

i
(t) – p

j
(t – 1)y

ji
(t) –

– p
j
(t – 1)z

ji
(t), (6)

ãäе öена p
i
(t) связана с объеìоì проäаж, равныì на

ìаãистраëи объеìу произвоäства, x
i
(t) ëинейныì

уравнениеì виäа

p
i
(t) = a

i
(t) + b

i
(t)x

i
(t),

i = 1, ..., n,  t = 0, 1, ..., (7)

в котороì параìетры a
i
(t) > 0, b

i
(t) < 0 иìеþт фик-

сированные зна÷ения при äанных i и t. Такиì об-
разоì, отриöатеëüное зна÷ение b

i
(t) в уравнении

(7) снижает öену с ростоì объеìа проäаж.
Ясно, ÷то параìетр a

i
(t) равен преäеëüноìу зна-

÷ениþ öены, коãäа объеì реаëизаöии (произвоäс-
тва) äанноãо виäа проäукöии стреìится к нуëþ.
Параìетр b

i
(t) указывает, наскоëüко снижается öе-

на при увеëи÷ении объеìа реаëизаöии (произвоäс-
тва) на еäиниöу. Буäеì называтü их соответствен-
но базовой ценой и параметром скидки. При этоì
öена äоëжна бытü поëожитеëüной:

a
i
(t) + b

i
(t)x

i
(t) > 0,  i = 1, ..., n;  t = 0, 1...

В ìаãистраëüноì режиìе выражение (6) прини-
ìает виä

Π
i
(t) = (a

i
(t) + b

i
(t)x

i
(t))x

i
(t) – (a

j
(t – 1) +

+ b
j
(t – 1)x

j
(t – 1)) x

i
(t) – γτ – 1(γ – (1 – μ)) Ѕ

Ѕ (a
j
(t – 1) + b

j
(t – 1)x

j
(t – 1) x

i
(t).

Так как выбор переìенной x
i
(t) происхоäит при

фиксированных öенах преäыäущеãо øаãа, и b
i
(t) < 0,

то ìаксиìуì прибыëи отрасëи i на øаãе t äостиãа-
ется при

x
i
(t) = – a

i
(t) – (a

j
(t – 1) +

+ b
j
(t – 1)x

j
(t – 1))  – γτ – 1(γ – (1 – μ)) Ѕ

Ѕ (a
j
(t – 1) + b

j
(t – 1)x

j
(t – 1)) . (8)

Отсþäа сëеäует, ÷то в ìаãистраëüноì режиìе
коэффиöиенты a

i
(t) и b

i
(t) äоëжны уäовëетворятü

при всех i и t систеìе уравнений виäа

a
i
(t) + 2γtb

i
(t)x

i
(0) – (a

j
(t – 1) +

+ γt – 1b
j
(t – 1)x

j
(0))  – γτ – 1(γ – (1 – μ)) Ѕ

Ѕ (a
j
(t – 1) + γt – 1b

j
(t – 1)x

j
(0)) ) = 0.

Дëя этоãо äостато÷но, ÷тобы переìенные a
i
(t)

уäовëетворяëи систеìе уравнений

a
i
(t) = a

j
(t – 1) + γτ – 1(γ – (1 – μ)) Ѕ

Ѕ a
j
(t – 1), (9)

а переìенные b
i
(t) — систеìе уравнений

b
i
(t) = x

j
(0)b

j
(t – 1) +

+ γτ – 1(γ – (1 – μ)) x
j
(0)b

j
(t – 1) . (10)

Обозна÷иì ÷ерез a(0) и b(0) вектор-строки, об-
разованные из на÷аëüных зна÷ений öеновых ко-
эффиöиентов. Пустü a(0) = p*, ãäе p* — ëевый фро-

бениусов вектор ìатриöы (λ*), а – b(0) — ëевый

фробениусов вектор ìатриöы (λ*), эëеìенты
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которой связаны с эëеìентаìи ìатриöы (λ*) ра-

венстваìи виäа  = x
i
(0)/x

j
(0) . При t l 1 по-

ëожиì

a
i
(t) = γ–1a

i
(t – 1), b

i
(t) = 0,5γ–2b

i
(t – 1),

i = 1, ..., n. (11)

Эëеìентарные вы÷исëения показываþт, ÷то при
такой äинаìике öеновых коэффиöиентов в ìаãис-
траëüноì режиìе справеäëивы сëеäуþщие утверж-
äения:

— выпоëняþтся äинаìи÷еские уравнения (9) и
(10); 

— есëи a
i
(0) и b

i
(0) таковы, ÷то p

i
(0) > 0, то

p
i
(t) > 0 при всех t l 1; 

— все отрасëи иìеþт поëожитеëüнуþ прибыëü

на всех øаãах Π
i
(t) = –b

i
(t) (t) > 0;

— все отрасëи иìеþт нуëевые пëатежные ба-
ëансы B

i
(t) на всех øаãах

B
i
(t) ≡ (a

i
(t) + b

i
(t)x

i
(t))x

i
(t) –

– (a
j
(t) + b

j
(t)x

j
(t))y

ji
(t + 1) –

– (a
j
(t) + b

j
(t)x

j
(t))z

ji
(t + 1) = 0.

Отìетиì, ÷то поëожитеëüная прибыëü всех от-
расëей на кажäоì øаãе не противоре÷ит посëеä-
неìу равенству, так как закупка ресурсов и проäа-
жа произвеäенной проäукöии происхоäят со сäви-
ãоì в оäин вреìенной øаã.

Леãко виäетü, ÷то пëанирование выпуска со-
ãëасно выражениþ (8) в совокупности с соотноøе-
нияìи (11) обеспе÷ивает систеìе ìаãистраëüный
режиì при соответствуþщих на÷аëüных усëовиях.

3. ÏÅÐÂÀß ÑÕÅÌÀ ÂÛÕÎÄÀ
ÍÀ ÍÅÉÌÀÍÎÂÑÊÓÞ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÞ

Рассìотренный в § 2 поäхоä реøает заäа÷у
уäержания эконоìи÷еской систеìы на ëу÷е Ней-
ìана. Ясно, ÷то äëя еãо приìенения векторы x(0),
ξ(1), ..., ξ(τ – 2) äоëжны иìетü соãëасованные зна-
÷ения, а всеì отрасëяì äоëжен бытü известен ìак-
сиìаëüный теìп сбаëансированноãо роста γ. Есëи
требуется, ÷тобы все отрасëи иìеëи нуëевые пëа-
тежные баëансы на всех øаãах, то вектор-строки
a(0) и –b(0), образованные из соответствуþщих
öеновых коэффиöиентов, äоëжны бытü фробени-

усовыìи вектораìи äëя ìатриö (λ*)и (λ*)со-
ответственно. В этоì сëу÷ае отрасëи, опреäеëяя
öены на своþ проäукöиþ на основе äинаìи÷еских
уравнений (11), и пëанируя произвоäство исхоäя
из ìаксиìуìа прибыëи, обеспе÷иваþт систеìе ìа-
ãистраëüный режиì.

Выпоëнение на практике всех этих усëовий
преäставëяется ìаëовероятныì. Кроìе тоãо, ëþ-
бые сбои в работе систеìы сразу увоäят систеìу с
ìаãистраëи, при этоì äëя некоторых виäов про-
äукöии возникает превыøение спроса наä преäëо-
жениеì. В этих обстоятеëüствах äанный ìеханизì
пëанирования перестает работатü ввиäу отсутствия
проöеäур принятия управëен÷еских реøений в та-
ких ситуаöиях. Поэтоìу засëуживаþт изу÷ения
схеìы пëанирования со сëеäуþщиìи свойстваìи:

— не требуþт öентраëизованноãо управëения;
— ìоãут вырабатыватü реøения вне ìаãист-

раëüноãо режиìа и при этоì (асиìптоти÷ески) вы-
воäят систеìу на ìаãистраëü;

— не увоäят систеìу с ìаãистраëи, есëи она ра-
ботает в этоì режиìе;

— иìеþт ясное эконоìи÷еское обоснование.
Описание работы ìноãосекторной эконоìики

вне ìаãистраëüноãо режиìа требует ввеäения äо-
поëнитеëüных переìенных äëя отрасëи i, i = 1, ...,
n, в которых явно проявëяется ее эконоìи÷еская
саìостоятеëüностü, и которые äоëжны бытü опре-
äеëены к ìоìенту перехоäа от øаãа t – 1 к øаãу t:

(t) — пëанируеìый объеì выпуска на øаãе t;

Δ (t + τ) — пëан ввоäа произвоäственных

ìощностей к на÷аëу øаãа t + τ;

(t – 2) — объеì реаëизованной (отãруженной

потребитеëяì) проäукöии, которая быëа произве-
äена на øаãе t – 2.

Совокупностü указанных пëанов позвоëяет оп-

реäеëитü äëя отрасëи i показатеëü (t – 1) — суì-

ìарный спрос потребитеëей на проäукöиþ øаãа
t – 1, вы÷исëяеìый по форìуëе

(t – 1) = (t) + Δ (t + τ),

i = 1, ..., n,

которая преäпоëаãает, ÷то все потребитеëи стре-
ìятся äости÷ü пëанируеìых показатеëей наибоëее
эконоìныì способоì.

Опиøеì схеìу функöионирования äанной эко-
ноìи÷еской систеìы, которая при некоторых ус-
ëовиях вывоäит систеìу на ìаãистраëü, а также
обеспе÷ивает сохранение ìаãистраëüноãо режиìа.

Базовая схема функционирования системы. Пер-
вона÷аëüный пëан выпуска отрасëи i на øаãе t, а
также пëан ввоäа ìощностей этой отрасëи к на-
÷аëу øаãа t + τ оäнозна÷но опреäеëяþтся объ-
еìоì реаëизаöии проäукöии, произвеäенной на
øаãе t – 2:

(t) = α (t – 2), Δ (t + τ) = β (t – 2),

t l 2,  i = 1, ..., n, (12)

M˜

mˆ ij m̃ij

xi
2

j Ni
r+

∈

∑

j Ni
k+

∈

∑

M˜ Mˆ

xi
p

ki
p

xi
s

xi
d

xi
d

j Ni
r–

∈

∑ yij
0

xj
p

j Ni
k–

∈

∑ zij
0

kj
p

xi
p

xi
s

ki
p

xi
s

pb0410.fm  Page 23  Tuesday, July 27, 2010  12:31 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

24 CONTROL SCIENCES ¹ 4 • 2010

ãäе коэффиöиенты α и β оäни и те же äëя всех от-
расëей на всех øаãах. Наряäу с показатеëяìи (12)
отрасëü i вы÷исëяет коэффиöиент

χ
i
(t) = (t)/ξ

i
(t),  i = 1, ..., n,

который соизìеряет первона÷аëüный пëан выпус-
ка с иìеþщиìися ìощностяìи. Даëее, суììируя
заявки от потребитеëей, отрасëü i опреäеëяет по-

казатеëü (t – 1) первона÷аëüноãо спроса на своþ

проäукöиþ. Поскоëüку в ìоìент перехоäа к øаãу t
уже известен реаëüный объеì выпуска x

i
(t – 1), то

отрасëü t вы÷исëяет коэффиöиент

η
i
(t) = (t – 1)/x

i
(t – 1),  i = 1, ..., n,

характеризуþщий обеспе÷енностü пëанов ресур-
соì, который она произвеëа. Даëее все отрасëи об-
ìениваþтся коэффиöиентаìи χ

i
(t), η

i
(t) и кажäая

из отрасëей (иëи некий инфорìаöионный öентр)
вы÷исëяет ìаксиìаëüное зна÷ение этих показа-
теëей:

σ(t) = {χ
i
(t), η

i
(t)}.

Есëи окажется, ÷то σ(t) m 1, то произвоäствен-
ные ìощности позвоëяþт выпоëнитü наìе÷енные
пëаны, спрос кажäой из отрасëей на ресурсы уäов-
ëетворяется поëностüþ, объеìы поставок опреäе-
ëяþтся так:

y
ij
(t) = (t),  j ∈ ,

z
ij
(t) = Δ (t + τ),  j ∈ ,  i = 1, ..., n,

и выпуск проäукöии равен первона÷аëüноìу пëа-

ну: x
i
(t) = (t), i = 1, ..., n.

Ясно, ÷то при σ(t) > 1 поëное выпоëнение ис-
хоäных пëанов становится невозìожныì. В этоì
сëу÷ае все отрасëи, испоëüзуя äанный параìетр,
уìенüøаþт пëаны выпусков и пëаны развития:

(t) := (t)/σ(t), Δ (t + τ) := Δ (t + τ)/σ(t),

i = 1, ..., n. (13)

Соответственно, потребностü в ìощностях и
спрос на все ресурсы также уìенüøаþтся в σ(t)
раз, все скорректированные пëаны поëностüþ вы-
поëниìы, а вновü вы÷исëенный показатеëü σ(t)
равен еäиниöе.

Есëи при÷ина корректировки состоит в нехват-
ке ресурсов, то выражение (13) озна÷ает, ÷то пëа-
ны перес÷итываþтся по наибоëее äефиöитноìу
ресурсу, и этот ресурс распреäеëяется пропорöио-
наëüно разìераì спроса. Теì саìыì в ìоäеëи ни
у оäной из отрасëей нет привиëеãий по ресурсноìу
обеспе÷ениþ.

Пëан, äопустиìый по ресурсаì, оäнозна÷но

опреäеëяет äëя отрасëи i показатеëü (t – 1) —

объеì реаëизаöии проäукöии, произвеäенной на
øаãе t – 1:

(t – 1) = (t) + Δ (t + τ),

i = 1, ..., n.

Даëее на÷инается произвоäственный öикë на
øаãе t, посëе заверøения котороãо по показатеëяì
(12) опреäеëяþтся на÷аëüные зна÷ения векторов

xp(t + 1), Δ (t + τ + 1) и т. ä. Что касается на÷аëа

работы схеìы при t = 2, то вìесто (0) в выраже-

нии (12) ìожно выбратü параìетр ξ
i
(0). Кроìе тоãо,

äоëжны бытü заäаны векторы x(1), ξ(2), ..., ξ(τ + 1).
Леãко виäетü, ÷то базовая схеìа функöионирова-
ния систеìы позвоëяет вырабатыватü все необхо-
äиìые управëен÷еские реøения вне ìаãистраëи.
С äруãой стороны, эëеìентарная инäукöия пока-
зывает, ÷то эконоìи÷еская систеìа буäет функöи-
онироватü в ìаãистраëüноì режиìе, есëи выпоë-
нены сëеäуþщие усëовия:

β/α = γτ – 1(γ – (1 – μ)),  α l γ2, (14)

a) векторы x(1) ≡ ξ(1) ≡ γξ(0) сутü фробениусовы
ìатриöы M(γ),

b) произвоäственные ìощности растут с теì-
поì γ на øаãах 2, ..., τ + 1.

В общеì сëу÷ае иìеет ìесто сëеäуþщий ре-
зуëüтат.

Теорема 2. Пусть в условиях теоремы 1 матрица
Y + Z примитивна, векторы x(1), ξ(1), ..., ξ(τ + 1)
строго положительны и выполняются ограничения
(14). Тогда базовая схема функционирования либо
асимптотически выводит систему на магистраль,
либо оставляет систему на магистрали при выпол-
нении условий a) и b). ♦

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Ввеäеì параìетр ρ(t), по-
казываþщий степенü выпоëнения первона÷аëü-
ных пëанов на øаãе t:

ρ(t) = 

Приìеняя инäукöиþ, выпиøеì зависиìостü

ìежäу вектораìи x(t) и xp(2):

x(t) = ρ(t)ρ(t – 1)...ρ(2)αt – 2 (λ*)t – 2xp(2).

Испоëüзуя фробениусово ÷исëо λ* ìатриöы

(λ*), запиøеì посëеäнее равенство так:

x(t) = ρ(t)ρ(t – 1)...ρ(2)(λ*α)t – 2 xp(2).

Так как ìатриöа (λ*) неразëожиìа и при-
ìитивна, то (сì. книãу [6]) посëеäоватеëüностü
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( (λ*)/λ*)txp(2) схоäится к преäеëу vx* при t → ∞,

ãäе v = ||xp(2)||/||x*||, а x* — фробениусов вектор ìат-
риöы M(λ*). Это озна÷ает, ÷то посëеäоватеëüностü
норìированных векторов виäа x(t)/||x(t)|| при t → ∞
схоäится к преäеëу x*/||x*||, т. е. к норìированноìу

фробениусову вектору ìатриöы (λ*). Отсþäа
сëеäует, ÷то равенство x(t + 1) = γx(t) буäет выпоë-
нятüся скоëü уãоäно то÷но при äостато÷но боëü-
øих t. ♦

4. ÂÒÎÐÀß ÑÕÅÌÀ ÂÛÕÎÄÀ
ÍÀ ÍÅÉÌÀÍÎÂÑÊÓÞ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÞ

В базовой схеìе функöионирования эконоìи-
÷еской систеìы приìеняëисü тоëüко натураëüные
показатеëи. Рассìотриì схеìу выхоäа на ìаãист-
раëü, основаннуþ на финансовых показатеëях.
Преäпоëожиì, ÷то в кажäой отрасëи естü собст-
венник, котороìу принаäëежат произвоäственные
ìощности, а также (наеìный) управëяþщий, ко-
торый заниìается текущей работой äанной отрас-
ëи. Посëеäний берет в аренäу произвоäственные
ìощности у собственника, выпëа÷ивая еìу опре-
äеëенные пëатежи. В своþ о÷ереäü, вëаäеëеö ка-
питаëа контроëирует äинаìику ìощностей пос-
реäствоì закупок фонäообразуþщей проäукöии.

Конкретно, буäеì преäпоëаãатü, ÷то в ìоìент
перехоäа от øаãа t – 1 к øаãу t управëяþщий äоë-

жен опреäеëитü показатеëü (t) — пëанируеìуþ

веëи÷ину произвоäственной прибыëи отрасëи i на

øаãе t. Оöенивая показатеëü (t), он поëаãает,

÷то буäет проäан весü объеì проäукöии, пëаниру-
еìой к выпуску. Кроìе тоãо, еìу известна функ-
öия π

i
(t) — разìер пëатежа, которуþ установиë

вëаäеëеö капитаëа за испоëüзование еäиниöы про-
извоäственных ìощностей отрасëи i на øаãе t.
Поскоëüку испоëüзование капитаëüных и произ-
воäственных ресурсов сверх необхоäиìоãо ìини-
ìуìа привоäит к äенежныì потеряì, то äанный
показатеëü вы÷исëяется так:

(t) = p
i
(t) (t) – p

j
(t – 1) (t) –

– π
i
(t) (t). (15)

Преäпоëожиì, ÷то öены p
i
(t), π

i
(t) отве÷аþт

принöипу «базовая ставка — скиäка» и явëяþтся
ëинейныìи функöияìи виäа

p
i
(t) = (t) + (t)x

i
(t),

π
i
(t) = (t) + (t)ξ

i
(t), (16)

ãäе (t) > 0, (t) > 0, (t) < 0, (t) < 0, а ξ
i
(t) —

объеì произвоäственных ìощностей, сäанных в
аренäу. Как и ранее, функöии p

i
(t), π

i
(t) ìоãут

приниìатü тоëüко поëожитеëüные зна÷ения. Ес-

ëи (t) < (t), то показатеëü (15) äостиãает ìак-

сиìуìа при

(t) =  Ѕ

Ѕ (t) – p
j
(t – 1)  – (t) . (17)

Преäпоëожиì, ÷то параìетр (t) заäан. Опре-

äеëиì параìетр (t) так:

(t) = p
j
(t – 1)  + (t) –

– 2( (t) – (t))α (t – 2), (18)

ãäе коэффиöиент α тот же саìый, ÷то и в показа-
теëях (12). Поäставëяя это зна÷ение в форìуëу

(17), поëу÷аеì зна÷ение (t) из выражения (12).

При этоì показатеëü (15) приниìает виä

(t) = –( (t) – (t))( (t))2, (19)

и пëанируеìая прибыëü буäет поëожитеëüной, ес-

ëи | (t)| > | (t)|.

Что касается вëаäеëüöа капитаëа отрасëи i, то в
на÷аëе øаãа t он пëанирует финансовые траты в объ-

еìе p
j
(t – 1) (t) = p

j
(t – 1) Δ (t + τ)

на закупку фонäообразуþщей проäукöии. Эти тра-
ты äоëжны принести äохоä на øаãе t + τ, а также
на всех посëеäуþщих øаãах. С äруãой стороны, äо-
хоä от сäа÷и в аренäу ìощностей на øаãе t + τ за-
висит и от объеìа ìощностей ξ

i
(t + τ – 1), которые

образоваëисü в резуëüтате преäыäущих капитаëов-
ëожений. Поэтоìу, äëя простоты, буäеì оöени-
ватü ожиäаеìый эффект от рассìатриваеìых за-
трат тоëüко на øаãе t + τ. При этоì ввеäеì фактор
äисконтирования ε = ε(τ) < 1, который привоäит
öенностü äенеã øаãа t + τ к øаãу t.

Преäставиì пëанируеìый объеì ìощностей

(t + τ) отрасëи i к на÷аëу øаãа t + τ в виäе

(t + τ) = (1 – μ) (t + τ – 1) + Δ (t + τ). (20)

Собственник поëаãает, ÷то этот объеì буäет
равен соответствуþщеìу спросу на ìощности.
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Тоãäа пëанируеìый разìер прибыëи (t) оöе-

нивается так:

(t) = επ
i
(t + τ) (t + τ) –

– p
j
(t – 1) (t). (21)

Из выражений (16), (20) и (21) сëеäует, ÷то ìак-

сиìуì прибыëи, как функöии Δ (t + τ), äостиãа-

ется при

Δ (t + τ) =

= – .

(22)

Преäпоëожиì, ÷то параìетр (t + τ) заäан.

Опреäеëиì параìетр (t + τ) так:

(t + τ) = ε–1 p
j
(t – 1)  – 2 (t + τ) Ѕ

Ѕ ((1 – μ) (t + τ – 1) + β (t – 2)), (23)

ãäе коэффиöиент β тот же саìый, ÷то и в выраже-

нии (12). Поäстановка этоãо зна÷ения в форìуëу

(22) äает Δ (t + τ) из выражения (12). При этоì

форìуëа (21) приниìает виä

(t) = –ε (t + τ)(Δ (t + τ))2 + ε( (t + τ) +

+ (t + τ)(1 – μ) (t + τ – 1))(1 – μ) (t + τ – 1).

Такиì образоì, в натураëüных показатеëях äан-

ная схеìа иäенти÷на базовой схеìе и, зна÷ит, так-

же обеспе÷ивает асиìптоти÷еский выхоä на ìа-

ãистраëü ëибо сохранение ìаãистраëüноãо режи-

ìа. Рассìотриì эконоìи÷ескуþ интерпретаöиþ

соотноøений (18) и (23), сфорìуëировав их в ви-

äе правиë.

Правило назначения базовой цены. В базовую це-

ну закладываются издержки на производство едини-

цы продукции плюс базовая ставка арендной платы

плюс компенсация в двойном размере ожидаемых

удельных потерь из-за скидок при планируемом объ-

еме продаж.

Правило назначения базовой ставки арендной

платы. Базовая ставка арендной платы должна

быть равна издержкам (с учетом дисконта) на ввод

в строй единицы мощностей плюс компенсация в
двойном размере ожидаемых удельных потерь из-за
скидок при сдаче мощностей в аренду.

Рассìотренный финансовый ìеханизì äопус-
кает опреäеëенный произвоë в выборе параìет-

ров (t) и (t). Наприìер, есëи их äинаìика

описывается ãеоìетри÷еской проãрессией виäа

(t) = γ–t (0), m = r, k; (0) < (0) < 0, i = 1,

..., n, то из соотноøения (19) виäно, ÷то произ-
воäственная прибыëü кажäой из отрасëей асиìп-
тоти÷ески выхоäит на теìп роста γ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотренная ìоäеëü показывает теорети÷ес-
куþ возìожностü асиìптоти÷ескоãо выхоäа ìно-
ãосекторной эконоìики на нейìановскуþ траек-
ториþ, коãäа отсутствует öентраëизованное пëа-
нирование и управëение, а эконоìи÷еские аãенты
ориентируþтся на ìаксиìизаöиþ своей прибыëи.
Теì не ìенее, некоторая коорäинаöия пëанов ра-
бот отрасëей необхоäиìа в раìках преäëоженной
схеìы. Заäа÷а коорäинируþщеãо орãана состоит в
опреäеëении «правиëüных» зна÷ений параìетров
α и β (сì. усëовия (14)) и переäа÷е этих äанных
всеì отрасëяì. Кроìе тоãо, коорäинируþщий ор-
ãан äоëжен установитü такой поряäок в сфере эко-
ноìики, при котороì ни оäна из отрасëей не иìе-
ет привиëеãий по ресурсноìу обеспе÷ениþ.
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ÏÐÈÍßÒÈÅ ÈÍÂÅÑÒÈÖÈÎÍÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÒÅÎÐÈÈ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÌÈ ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ

Î.Â. Ïàâëîâ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Поä инвестиöионныì реøениеì пониìается
выбор объектов инвестирования (реаëüных акти-
вов), вреìени на÷аëа и окон÷ания инвестирования
и объеìа необхоäиìых капитаëовëожений. Дëя
оöенки инвестиöионных реøений приìеняþтся
сëеäуþщие критерии [1—5]: ÷истый привеäенный
(äисконтированный) äохоä NPV (Net Present Value),
внутренняя норìа äохоäности IRR (Interval Rate of
Return), äисконтированный cрок окупаеìости DPP
(Discounted Payback Period), инäекс рентабеëüности
PI (Profitability Index). Общепринято с÷итатü на-
иëу÷øиì критерий ÷истоãо привеäенноãо äохоäа
NPV. В настоящей статüе äëя выбора инвестиöи-
онных реøений приìеняется теория оптиìаëüно-
ãо управëения äискретныìи проöессаìи [6—8].
Данный поäхоä испоëüзуется äëя первоãо ка÷ест-
венноãо анаëиза öеëесообразности инвестирова-
ния в проект. Посëе принятия инвестиöионноãо
реøения на основе этоãо поäхоäа необхоäиìо бо-
ëее поäробное обоснование эконоìи÷еской эф-
фективности проекта.

Заäа÷и управëения инвестиöияìи в непрерыв-
ной постановке рассìатриваëисü в работах [9—12].
В ка÷естве критерия испоëüзоваëасü суììа äис-
контированной прибыëи преäприятия за интерваë
пëанирования. Оäнако äëя практи÷еских эконо-
ìи÷еских рас÷етов боëее преäпо÷титеëüно реøе-
ние заäа÷и в äискретноì виäе.

1. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÄÅÍÅÆÍÛÕ ÏÎÒÎÊÎÂ
ÈÍÂÅÑÒÈÖÈÎÍÍÎÃÎ ÏÐÎÅÊÒÀ

Проìыøëенное преäприятие явëяется еäинс-
твенныì у÷астникоì инвестиöионноãо проекта по
произвоäству новоãо виäа проäукöии. Инвестиöии
осуществëяþтся за с÷ет собственных среäств преä-
приятия. Эконоìи÷еская эффективностü проекта
оöенивается в öеëоì, и схеìа финансирования не
у÷итывается. Рассìатриваþтся äенежные потоки
от операöионной (произвоäственной) и инвести-
öионной äеятеëüности [5]. В резуëüтате осущест-
вëения проекта преäприятие работает на ìакси-
ìаëüнуþ ìощностü и вся произвоäиìая проäукöия
поëностüþ проäается. С÷итается, ÷то äенежный
поток, ãенерируеìый инвестиöионныì проектоì
в те÷ение оäноãо вреìенноãо периоäа, иìеет ìесто
в конöе периоäа, т. е. иìеет ìесто постнуìеранäо.
Преäпоëаãается, ÷то рассìатриваеìая ìатеìати-
÷еская ìоäеëü äенежных потоков отражает осреä-
неннуþ по отрасëи ситуаöиþ.

В ка÷естве критерия оöенки эконоìи÷еской
эффективности инвестиöионноãо проекта рас-
сìатривается ÷истый привеäенный äохоä:

NPV = , (1)

ãäе t — ноìер периоäа инвестиöионноãо проекта,
FCF

t
 — свобоäный äенежный поток инвестиöион-

На основе теории оптиìаëüноãо управëения äискретныìи систеìаìи преäëожен общий

поäхоä к принятиþ инвестиöионных реøений. Сфорìуëирована и реøена, опираясü на

принöип ìаксиìуìа Л.С. Понтряãина, заäа÷а оптиìаëüноãо управëения инвестиöияìи

в äискретной постановке. Преäëожен ÷исëенный аëãоритì опреäеëения оптиìаëüноãо

управëения инвестиöияìи. Поëу÷ено анаëити÷еское реøение äëя сëу÷ая постоянной

рентабеëüности основных среäств. Сфорìуëированы критерии äëя принятия реøения об

инвестировании среäств в реаëüные активы.

Ключевые слова: инвестиöионное реøение, оптиìаëüное управëение, инвестиöии, принöип ìак-
сиìуìа Понтряãина, ÷исëенный аëãоритì, критерии.

t 0=

n

∑
FCFt

1 r+( )t
------------------
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ноãо проекта (Free Cash Flow) в периоäе t, n — ãо-
ризонт пëанирования, изìеряеìый ÷исëоì пери-
оäов, r — ставка äисконтирования.

Горизонт пëанирования опреäеëяется как объ-
ективныì фактороì — жизненныì öикëоì инвес-
тиöионноãо проекта, так и субъективныì — äаëü-
новиäностüþ ìенеäжера, приниìаþщеãо реøение.

Свобоäный äенежный поток инвестиöионноãо
проекта FCF

t
 в конöе периоäа t опреäеëяется как

разниöа äенежных потоков от операöионной OCF
t

(Operating Cash Flow) и инвестиöионной äеятеëü-
ности ICF

t
 (Investment Cash Flow) [1—5]:

FCF
t
 = OCF

t
 – ICF

t
,  t = 0, n. (2)

Денежный поток от операöионной äеятеëüно-
сти расс÷итывается (зäесü и äаëее преäпоëаãается
t = 0, n) как

OCF
t
 = REV

t
 – NOC

t
 – PT

t
, (3)

ãäе REV
t
 — выру÷ка (Revenue) от реаëизаöии про-

извеäенной проäукöии, NOC
t
 — ÷истые операöи-

онные изäержки (Net Operating Costs), PT
t
 — наëоã

на прибыëü (Profit Tax).
Выру÷ка

REV
t
 = P

t
Q
t
, (4)

ãäе P
t
 — öена проäукöии, Q

t
 — проãнозируеìый

объеì проäаж проäукöии.
Чистые операöионные изäержки вкëþ÷аþт в

себя ìатериаëüные затраты MC
t
 (Material Costs), за-

работнуþ пëату WS
t
 (Wages and Salary) и на÷исëе-

ния на заработнуþ пëату WC
t
 (Wages Charges):

NOC
t
 = MC

t
 + WS

t
 + WC

t
. (5)

Материаëüные затраты

MC
t
 = Cm

t
Q
t
, (6)

Cm
t
 — ìатериаëüные затраты на еäиниöу про-

äукöии.
Фонä заработной пëаты

WS
t
 = w

t
L
t
, (7)

ãäе w
t
 — среäняя ставка заработной пëаты персона-

ëа, L
t
 — ÷исëенностü произвоäственноãо персонаëа.

Чисëенностü персонаëа расс÷итывается по
форìуëе

L
t
 = Q

t
/l
t
, (8)

ãäе l
t
 — норìатив выпуска проäукöии среäниì ра-

ботникоì за периоä t.
На÷исëения на заработнуþ пëату

WC
t
 = τ

w
WS

t
, (9)

ãäе τ
w
 — ставка еäиноãо соöиаëüноãо наëоãа.

Из форìуë (5)—(9) поëу÷иì окон÷атеëüное вы-
ражение äëя ÷истых операöионных изäержек

NOC
t
 = Q

t
C
t
, (10)

ãäе себестоиìостü C
t
 проäукöии (затраты на еäи-

ниöу проäукöии) расс÷итывается по форìуëе

C
t
 = Cm

t
 + (1 + τ

w
)w

t
/l
t
. (11)

Наëоã на прибыëü вы÷исëяется как

PT
t
 = τ

c
(REV

t
 – NOC

t
 – DEP

t
), (12)

ãäе τ
c
 — ставка наëоãа на прибыëü, DEP

t
 — аìор-

тизаöионные на÷исëения (Depreciation).
Дëя рас÷ета износа основных среäств (внеобо-

ротных активов) преäприятия FA
t
 (Fixed Assets) при-

ìеняется ìетоä равноìерноãо на÷исëения аìорти-
заöии:

DEP
t
 = μFA

t
, (13)

ãäе μ — норìа аìортизаöии, FA
t
 — стоиìостü ос-

новных среäств преäприятия в на÷аëе периоäа t äо
новых капитаëовëожений.

Все основные среäства проекта поëностüþ ис-
поëüзуþтся äëя произвоäства проäукöии. В этоì
сëу÷ае проöесс произвоäственной äеятеëüности
преäприятия описывается произвоäственной фун-
кöией Леонтüева:

P
t
Q
t
 = fFA

t
, (14)

ãäе P
t
Q
t
 — стоиìостü проãнозируеìоãо объеìа

проäаж проäукöии (выру÷ка), f — фонäоотäа÷а ос-
новных среäств, характеризуþщая приìеняеìый
техноëоãи÷еский проöесс äëя произвоäства про-
äукöии.

Из форìуë (3), (4), (10), (12) и (13) поëу÷иì

OCF
t
 = [(1 – τ

c
)f(P

t
 – C

t
)/P

t
 + τ

c
m]FA

t
.

Ввеäеì понятие рентабеëüности (äохоäности)
основных среäств (внеоборотных активов) проекта
в форìе äенежноãо потока ROFA

t
 (cash flow Return

On Fixed Assets):

ROFA
t
 = OCF

t
/FA

t
 = (1 – τ

c
)f(P

t
 – C

t
)/P

t
 + τ

c
μ.(15)

Эконоìи÷еский сìысë рентабеëüности основ-
ных среäств состоит в разìере операöионноãо äе-
нежноãо потока, прихоäящеãося на еäиниöу стои-
ìости основных среäств, испоëüзуеìых в проекте.
Рентабеëüностü основных среäств зависит от
öены и себестоиìости проäукöии, фонäоотäа÷и,
ставки наëоãа на прибыëü и наëоãовоãо щита, свя-
занноãо с аìортизаöией τ

c
μ. Рентабеëüностü ос-

новных среäств по äенежноìу потоку по своеìу
эконоìи÷ескоìу сìысëу бëизка к понятиþ рента-
беëüности инвестиöий по äенежныì потокаì [2, 4].

С у÷етоì выражения (15) операöионный äе-
нежный поток

OCF
t
 = ROFA

t
FA

t
. (16)
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Инвестиöионный äенежный поток ICF
t
 рас-

хоäуется на капитаëовëожения в основные среäства
INV

t
 и изìенение оборотноãо капитаëа ΔNWC

t

[1—5]:
ICF

t
 = αINV

t
 + ΔNWS

t
, (17)

ãäе α
t
 — проöент от финансовоãо ресурса преäпри-

ятия INV
t
 в периоä t, необхоäиìый äëя капитаëов-

ëожений в проект. Есëи весü финансовый ресурс
INV

t
, инвестируется в периоä t в рассìатриваеìый

проект, то α
t
 = 1, есëи не инвестируется, то α

t
 = 0.

Соãëасно рекоìенäаöияì [5] ÷истый оборот-
ный капитаë (Net Working Capital) ìожет бытü рас-
с÷итан как проöент от выру÷ки: NWC

t
 = γ

t
REV

t
.

Проöент γ
t
 характеризует эффективностü управëе-

ния оборотныì капитаëоì в периоäе t.
Изìенение потребности в финансировании

оборотноãо капитаëа возникает при увеëи÷ении
объеìа произвоäства: ΔNWC

t
 = γ

t
(REV

t + 1
 – REV

t
).

С у÷етоì форìуë (4) и (14) увеëи÷ение оборотноãо
капитаëа

ΔNWC
t
 = γ

t
f(FA

t + 1
 – FA

t
) = ϕ

i
ΔFA

t
. (18)

Эконоìи÷еский сìысë коэффиöиента ϕ
t
 состо-

ит в коëи÷естве äенежных среäств, необхоäиìоì
äëя инвестирования в прирост оборотноãо капита-
ëа при увеëи÷ении стоиìости основных среäств на
оäну äенежнуþ еäиниöу äëя увеëи÷ения произ-
воäства проäукöии.

Стоиìостü основных среäств проекта в периоä
t + 1 опреäеëяется как суììа стоиìости основных
среäств в преäøествуþщий периоä t и капитаëов-
ëожений за вы÷етоì уìенüøения стоиìости ос-
новных среäств в связи с их износоì [1, 2]:

FA
t + 1

 = FA
t
 – k

t
FA

t
 + α

t
INV

t
,  t = 0, n, (19)

ãäе k
t
 — коэффиöиент выбытия основных среäств

в периоäе t.
В на÷аëüный периоä äëя основных среäств за-

äано на÷аëüное усëовие

FA
0
 = FA0. (20)

Изìенение стоиìости основных среäств опре-
äеëится из форìуëы (19):

ΔFA
t
 = α

t
INV

t
 – k

t
FA

t
. (21)

Поäставиì выражение (21) в форìуëу (18):

ΔNWC
t
 = ϕ

t
(α

t
INV

t
 – k

t
FA

t
). (22)

С у÷етоì форìуëы (22) инвестиöионный äе-
нежный поток (17)

ICF
t
 = α

t
INV

t
(1 + ϕ

t
) – ϕ

t
k
t
FA

t
. (23)

Финансовый ресурс, необхоäиìый äëя капита-
ëовëожений в проект, скëаäывается из äвух ÷астей:

INV
t
 = INV

1t
 + INV

2t
. (24)

Первая ÷астü необхоäиìа äëя увеëи÷ения ос-
новных среäств из-за увеëи÷ения объеìа произ-
воäства проäукöии, вторая — äëя воспоëнения ос-
новных среäств из-за их износа. Они расс÷итыва-
þтся сëеäуþщиì образоì:

INV
1t
 = (25)

INV
2t
 = (26)

Дëя на÷аëüноãо периоäа INV
20

 = FA
0
k

0
.

Выражение äëя ÷истоãо привеäенноãо äохоäа (1)
инвестиöионноãо проекта с у÷етоì форìуë (2), (6)
и (23) приìет виä:

NPV = . (27)

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ È ÐÅØÅÍÈÅ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÈÍÂÅÑÒÈÖÈßÌÈ

Сфорìуëируеì пробëеìу принятия инвестиöи-
онных реøений как заäа÷у оптиìаëüноãо управëе-
ния äискретныì проöессоì. В ка÷естве управëе-
ния приìеì проöент α

t
 от финансовоãо ресурса

преäприятия INV
t
, необхоäиìоãо äëя капитаëов-

ëожений в проект и расс÷итываеìоãо по форìуëаì
(24)—(26). Исхоäя из эконоìи÷ескоãо сìысëа, на
управëение α

t
 наëожено оãрани÷ение

0 m α
t
 m 1. (28)

Сфорìуëируеì заäа÷у оптиìаëüноãо управëе-
ния: зная на÷аëüное состояние основных среäств
(20) проекта, необхоäиìо выбратü такое äопусти-
ìое управëение (28) инвестиöияìи äëя äискретно-
ãо проöесса (19), ÷тобы ÷истый привеäенный äо-
хоä (27) проекта приняë ìаксиìаëüное зна÷ение.

Приìениì äëя реøения заäа÷и äискретный
принöип ìаксиìуìа Л.С. Понтряãина [6—8]. За-
пиøеì ãаìиëüтониан

H
t
 = α

t
INV

t
 + Ψ

t + 1
FA

t
(1 – k

t
) +

+ ,  t = 0, n.

Он ëинейно зависит от управëения. В соответс-
твии с принöипоì ìаксиìуìа [6—8] в кажäой то÷-

Qt 1+ max Qj{ }–[ ]Pt 1+ /f,

есëи Qt 1+ max Qj{ },>

0 есëи Qt 1+ max Qj{ }≤ t, , 0 n,,=⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

j = 0,t

j = 0,t

j = 0,t

FAtkt есëи FAt FAt 1– ,≥,

max  FAj{ } FAt– FAtkt,+

есëи FAt FAt 1–< t, 1 n.,=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

j = 0, t–1

t 0=

n

∑
ROFAt ϕtkt+( )FAt αtINVt 1 ϕt+( )–

1 r+( )t
----------------------------------------------------------------------------------------------

Ψt 1+
1 ϕt+

1 r+( )t
------------------–

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

ROFAt ϕtkt+( )FAt

1 r+( )t
-------------------------------------------------
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ке оптиìаëüной траектории функöия H
t
 äостиãает

ìаксиìуìа относитеëüно управëения.
Из усëовия ìаксиìуìа ãаìиëüтониана найäеì

структуру оптиìаëüноãо управëения:

 = (29)

В работе [8] äоказано, ÷то äëя äискретных сис-
теì, ëинейных по фазовыì коорäинатаì, принöип
ìаксиìуìа справеäëив — как необхоäиìое и äо-
стато÷ное усëовие оптиìаëüности. Такиì образоì,
поëу÷енное усëовие (29) явëяется усëовиеì опти-
ìаëüности.

Дëя сопряженноãо уравнения [6, 7]

Ψ
t
 =  = (1 – k

t
)Ψ

t + 1
 + ,

t = n, 0, (30)

на правоì конöе äоëжно выпоëнятüся усëовие
трансверсаëüности

Ψ
n + 1

 = 0. (31)

Из усëовий (29) и (31) сëеäует: инвестирование
в посëеäний периоä n не произвоäится, α

n
 = 0. Те-

орети÷ески, в связи со ска÷кообразныì изìенени-
еì рентабеëüности основных среäств, связанныì,
наприìер, с коëебанияìи öен, возìожно изìене-
ние знака функöии

Ψ
t + 1

 – ,

а сëеäоватеëüно, и управëение ìожет перекëþ÷атü-
ся нескоëüко раз. В ÷астноì сëу÷ае, есëи функöия
отриöатеëüна на всеì интерваëе, оптиìаëüныì ре-
øениеì буäет отказ от инвестирования в проект.

Анаëизируя исхоäное (19) и сопряженное (30)
уравнения, структуру оптиìаëüноãо управëения (29),
ìожно сäеëатü вывоä: уравнения реøаþтся незави-
сиìо äруã от äруãа. Есëи расс÷итатü сопряженные
переìенные от коне÷ноãо периоäа äо на÷аëüноãо по
уравнениþ (30), испоëüзуя усëовие трансверсаëü-
ности (31), то возìожно опреäеëитü оптиìаëüное уп-
равëение по форìуëе (29). А затеì вы÷исëитü исхоä-
нуþ переìеннуþ — стоиìостü основных среäств от
на÷аëüноãо периоäа äо коне÷ноãо по уравнениþ
(19), испоëüзуя на÷аëüное усëовие (20).

Из анаëиза сëеäует и äруãой вывоä: оптиìаëü-
ное инвестиöионное реøение опреäеëяется рента-
беëüностüþ основных среäств по äенежноìу пото-
ку ROFA

t
, ставкой äисконтирования r, ãоризонтоì

пëанирования n, коэффиöиентоì выбытия основ-
ных среäств k

t
, коэффиöиентоì ϕ

t
, у÷итываþщиì

потребностü в инвестировании при увеëи÷ении
оборотноãо капитаëа.

Дëя опреäеëения оптиìаëüноãо управëения ин-
вестиöияìи разработан сëеäуþщий ÷исëенный аë-
ãоритì, иäея котороãо преäëожена в работе [12].

Шаг 1. Поäãотовка исхоäных äанных проекта:
проãнозируеìых öен P

t
, объеìов проäаж проäук-

öии Q
t
, ìатериаëüных затрат на еäиниöу проäук-

öии Cm
t
, ÷исëа сотруäников L

t
 и среäней зарпëаты

сотруäников w
t
 äëя периоäов от 0 äо n.

Шаг 2. Рас÷ет по форìуëе (11) себестоиìости
проäукöии C

t
, t = 0, n.

Шаг 3. Вы÷исëение по форìуëе (15) рентабеëü-
ности основных среäств ROFA

t
, t = 0, n.

Шаг 4. Опреäеëение по форìуëаì (24)—(26)
объеìа финансовоãо ресурса INV

t
,
 
необхоäиìоãо

äëя инвестирования в проект, t = 0, n.
Шаг 5. Рас÷ет по форìуëе (30) сопряженной пе-

реìенной Ψ
t + 1

, t = n, 0.

Шаг 6. Нахожäение оптиìаëüноãо управëения
по форìуëе (29) äëя периоäов от 0 äо n.

Шаг 7. Опреäеëение оптиìаëüных капитаëов-
ëожений α

t
INV

t
, t = 0, n.

Шаг 8. Рас÷ет по форìуëе (19) стоиìости ос-
новных фонäов FA

t
, t = 0, n.

Шаг 9. Опреäеëение по форìуëе (16) операöи-
онноãо äенежноãо потока OCF

t
, t = 0, n.

Шаг 10. Вы÷исëение по форìуëе (23) инвести-
öионноãо äенежноãо потока ICF

t
, t= 0, n;

Шаг 11. Вы÷исëение ÷истоãо привеäенноãо äо-
хоäа NPV по форìуëе (27).

Преäëоженный аëãоритì быë реаëизован в эëек-
тронной табëиöе Excel. Чисëенное ìоäеëирование
показаëо еãо работоспособностü и эффективностü.

Есëи в резуëüтате рас÷етов оптиìаëüное управ-
ëение инвестиöияìи на всей траектории буäет рав-
но нуëþ, то рассìатриваеìый проект необхоäиìо
откëонитü. Возìожна ситуаöия, коãäа в на÷аëüных
периоäах оптиìаëüное управëение инвестиöияìи
буäет равно нуëþ, а затеì из-за изìенения эко-
ноìи÷еских параìетров проекта, наприìер, роста
öены на проäукöиþ иëи снижения себестоиìости,
буäет равна еäиниöе. В этоì сëу÷ае в резуëüтате
рас÷етов опреäеëится оптиìаëüное вреìя на÷аëа
осуществëения инвестиöионноãо проекта.

3. ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉ ÐÅÍÒÀÁÅËÜÍÎÑÒÈ

ÎÑÍÎÂÍÛÕ ÑÐÅÄÑÒÂ ÏÎ ÄÅÍÅÆÍÎÌÓ ÏÎÒÎÊÓ

В ÷астноì сëу÷ае, коãäа рентабеëüностü основ-
ных среäств инвестиöионноãо проекта, коэффиöи-
ент выбытия основных среäств и коэффиöиент ϕ

t

постоянные: ROFA
t
 = ROFA = const, k

t 
= k = const,

αt
opt

1 есëи Ψt 1+
1 ϕt+

1 r+( )t
------------------– 0,≥,

0 есëи Ψt 1+
1 ϕt+

1 r+( )t
------------------– 0 t,<, 0 n.,=

⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

Ht∂
FA∂
----------

ROFAt ϕtkt+

1 r+( )t
-----------------------------------

1 ϕt+

1 r+( )t
------------------
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ϕ
t 
= ϕ = const, возìожно анаëити÷еское реøение

äискретной заäа÷и. Уравнение äëя сопряженной
переìенной (30) запиøется в виäе

Ψ
t
 = (1 – k)Ψ

t + 1
 + ,  t = n, 0. (32)

Усëовие трансверсаëüности Ψ
t + 1

 = 0.

Так как форìуëа (32) явëяется рекуррентной,
ìожно вывести выражение äëя сопряженной пе-
реìенной ÷ерез параìетры проекта. Запиøеì со-
пряженнуþ переìеннуþ в периоäы t = n, n – 1,
n – 2, n – 3, ... по уравнениþ (32), испоëüзуя ус-
ëовие трансверсаëüности (31):

Ψ
n + 1

 = 0,

Ψ
n
 = ,

Ψ
n – 1

 = ,

Ψ
n – 2

 = ,

Ψ
n – 3

 = .

Обобщая, запиøеì форìуëу äëя переìенной
Ψ
t + 1

:

Ψ
t + 1

 =  Ѕ

Ѕ .

Выражение в скобках преäставëяет собой суììу
ãеоìетри÷еской проãрессии со знаìенатеëеì про-

ãрессии  и ÷исëоì ÷ëенов проãрессии n – t.

Приìеняя форìуëу äëя суììы ãеоìетри÷еской
проãрессии, поëу÷иì сëеäуþщее выражение äëя
сопряженной переìенной:

Ψ
t + 1

 = . (33)

С у÷етоì форìуëы (33) оптиìаëüное управëе-
ние (29) инвестиöияìи приìет виä:

 =

= (34)

Функöия

ìонотонно убываþщая, сëеäоватеëüно, возìожно
перекëþ÷ение управëения не боëее оäноãо раза в
периоäы от 0 äо n:

 = (35)

ãäе tкр — крити÷еский периоä проекта, периоä
прекращения инвестиöий.

Такиì образоì, оптиìаëüная стратеãия состоит
в инвестировании финансовых среäств в периоäы

от 0 äо tкр и в поëноì отказе от инвестирования

посëе периоäа tкр.
Из выражения (35) сëеäует, ÷то инвестирование

в периоäе t выãоäно, есëи äëя рентабеëüности ос-
новных среäств по äенежныì потокаì выпоëняет-
ся усëовие:

ROFA l  – ϕk.

Правая ÷астü неравенства преäставëяет собой

крити÷еское зна÷ение ROF  рентабеëüности ос-

новных среäств по äенежныì потокаì, при кото-
роì инвестирование не выãоäно, и усëовие (34)
перепиøется в виäе:

 = (36)

Поëу÷енное усëовие (36) ìожет сëужитü крите-
риеì äëя принятия реøения об инвестировании
среäств в тот иëи иной проект. Есëи при заäанноì
ãоризонте пëанирования n и ставки äисконтиро-
вания r рентабеëüностü основных среäств ROFA
ìенüøе крити÷ескоãо зна÷ения, то инвестиöион-
ный проект сëеäует откëонитü.

Дëя преäваритеëüных рас÷етов, коãäа ìожно не
у÷итыватü выбытие основных среäств (k = 0) и ин-
вестирование в увеëи÷ение оборотноãо капитаëа
(ϕ = 0), крити÷еское зна÷ение рентабеëüности ос-
новных среäств по äенежныì потокаì приниìает
виä:

ROFAкр(t, n, r) = , (37)

т. е. явëяется функöией периоäа t, в котороì про-
извоäятся инвестиöии, ãоризонта пëанирования n
и ставки äисконтирования r. Из форìуëы (37) сëе-

ROFA ϕk+

1 r+( )t
-------------------------------

ROFA ϕk+

1 r+( )n
-------------------------------

ROFA ϕk+

1 r+( )n 1–
------------------------------- 1 1 k–

1 r+
------------+

ROFA ϕk+

1 r+( )n 2–
------------------------------- 1 1 k–

1 r+
------------

1 k–
1 r+
------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ 2

+ +

ROFA ϕk+

1 r+( )n 3–
------------------------------- 1 1 k–

1 r+
------------

1 k–
1 r+
------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ 2 1 k–
1 r+
------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ 3

+ + +

ROFA ϕk+

1 r+( )t 1+
-------------------------------

1 1 k–
1 r+
------------

1 k–
1 r+
------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ 2 1 k–
1 r+
------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ 3

... 1 k–
1 r+
------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ n t– 1–
+ + + + +

1 k–
1 r+
------------

ROFA ϕk+
r k+

-------------------------------

1 r+( )n t–
1 k–( )n t––

1 r+( )n
-------------------------------------------------------

αt
opt

1 есëи 
ROFA ϕk+

r k+
-------------------------------

1 r+( )n t–
1 k–( )n t––

1 r+( )n t–
--------------------------------------------------------, 1 ϕ,+≥

0 есëи 
ROFA ϕk+

r k+
-------------------------------

1 r+( )n t–
1 k–( )n t––

1 r+( )n t–
--------------------------------------------------------, 1 ϕ.+<

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎧

ROFA ϕk+
r k+

------------------------------- 1 1 k–
1 r+
------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ n t–
–

αt
opt 1 есëи , 0 t t

кр
,≤ ≤

0 есëи t
кр

t n, t≤<, 0 n,,=⎩
⎨
⎧

1 ϕ+( ) r k+( )

1 1 r+
1 k–
------------⎝ ⎠

⎛ ⎞ t n–
–

-----------------------------------

At
кр

αt
opt 1 есëи ROFA, ROFAt

кр
,>

0 есëи ROFA, ROFAt
кр

.<⎩
⎨
⎧

r

1 1 r+( )t n––
---------------------------------
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äует, ÷то при бесконе÷ноì инвестиöионноì про-
екте n → ∞ крити÷еское зна÷ение рентабеëüности
основных среäств по äенежныì потокаì стреìит-
ся к ставке äисконтирования r. Такиì образоì,
äëя бесконе÷ноãо инвестиöионноãо проекта рен-
табеëüностü основных среäств äоëжна бытü не
ìенüøе ставки äисконтирования.

На рис. 1 преäставëены резуëüтаты рас÷етов
крити÷ескоãо зна÷ения рентабеëüности основных
среäств в зависиìости от периоäа t, в котороì про-
извоäится инвестирование. Рас÷еты провоäиëисü
äëя ãоризонта пëанирования n = 10 и трех ставок
äисконтирования r

1
 = 10, r

2
 = 15 и r

3
 = 20 %. Виä-

но, ÷то с увеëи÷ениеì периоäа t крити÷еское зна-
÷ение рентабеëüности увеëи÷ивается äо бесконе÷-
ности в периоä t = n, а сëеäоватеëüно, обязатеëüно
наступит ìоìент, коãäа инвестиöии станут невы-
ãоäныìи.

Дëя на÷аëüноãо периоäа t = 0

ROFAкр(0, n, r) =  =

=  = ,

ãäе B(n, r) — коэффиöиент аннуитета, 1/B(n, r) —
коэффиöиент возврата капитаëа [2] (capital recovery
factor).

Такиì образоì, äëя осуществëения инвестиöий
в на÷аëüный периоä вреìени рентабеëüностü ос-
новных среäств äоëжна бытü не ìенüøе коэффи-
öиента возврата капитаëа.

На рис. 2 привеäены резуëüтаты рас÷етов кри-
ти÷ескоãо зна÷ения рентабеëüности основных
среäств в на÷аëüный периоä t = 0 в зависиìости от

ãоризонта пëанирования n. Рас÷еты провоäиëисü
äëя трех ставок äисконтирования r

1
 = 10, r

2
 = 15 и

r
3
 = 20 %. Виäно, ÷то с увеëи÷ениеì ãоризонта

пëанирования n крити÷еское зна÷ение рентабеëü-
ности уìенüøается, сëеäоватеëüно, ÷еì боëüøе
ãоризонт пëанирования, теì ìенüøиì ìожет бытü
крити÷еское зна÷ение рентабеëüности основных
среäств в на÷аëüный периоä.

Из равенства

 – (1 + ϕ) = 0

в усëовии (34)опреäеëиì периоä прекращения ин-
вестиöий:

tкр = n + . (38)

Из эконоìи÷ескоãо сìысëа сëеäует, ÷то выра-
жение в скобках ìенüøе еäиниöы, поэтоìу ëоãа-
рифì отриöатеëен, и вреìя прекращения инвести-
öий нахоäится в интерваëе от 0 äо n. Анаëизируя
форìуëу (38), ìожно сäеëатü сëеäуþщий вывоä:
вреìя прекращения инвестиöий зависит от ãори-
зонта пëанирования: ÷еì боëüøий периоä вреìе-
ни преäпоëаãается осуществëятü инвестиöионный
проект, теì äоëüøе необхоäиìо инвестироватü в
основные среäства. Форìуëа (38) ìатеìати÷ески
опреäеëяет зависиìостü инвестиöионноãо реøе-
ния от äаëüновиäности ìенеäжера (жизненноãо
öикëа проекта). Периоä прекращения инвестиöий
также зависит от соотноøения рентабеëüности ос-
новных среäств ROFA и ставки äисконтирования r. 

Рис. 1. Зависимость критического значения рентабельности ос-
новных средств от периода инвестирования:
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1
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Рис. 2. Зависимость критического значения рентабельности ос-
новных средств от горизонта планирования:
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Дëя преäваритеëüных рас÷етов, коãäа ìожно не
у÷итыватü выбытие основных среäств (k = 0) и
финансирование увеëи÷ения оборотноãо капита-
ëа (ϕ = 0), периоä прекращения инвестиöий

tкр = n + log
1 + r

.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожен общий поäхоä к принятиþ инвес-
тиöионных реøений, основанный на теории оп-
тиìаëüноãо управëения äискретныìи проöессаìи.
Сфорìуëирована и реøена заäа÷а оптиìаëüноãо
управëении инвестиöияìи в äискретной поста-
новке. Найäена структура оптиìаëüноãо управëе-
ния инвестиöияìи в общеì виäе. На основе поëу-
÷енноãо реøения преäëожен ÷исëенный аëãоритì
опреäеëения оптиìаëüноãо управëения инвести-
öияìи, который реаëизован в эëектронной табëи-
öе Excel. Практи÷еские рас÷еты показаëи эффек-
тивностü преäëоженноãо аëãоритìа äëя принятия
инвестиöионных реøений.

Ввеäено понятие рентабеëüности основных
среäств в виäе äенежноãо потока ROFA

t
. Сäеëан

вывоä, ÷то оптиìаëüное инвестиöионное реøение
опреäеëяется рентабеëüностüþ основных среäств
ROFA

t
, ставкой äисконтирования, ãоризонтоì пëа-

нирования n, коэффиöиентоì ϕ
t
, у÷итываþщеãо

потребностü в финансировании прироста оборот-
ноãо капитаëа и коэффиöиентоì выбытия основ-
ных среäств.

Дëя сëу÷ая постоянной рентабеëüности основ-
ных среäств по äенежныì потокаì поëу÷ено ана-
ëити÷еское реøение. Ввеäено понятие крити÷еско-
ãо зна÷ения рентабеëüности основных среäств по
äенежныì потокаì, которое явëяется функöией
периоäа, в котороì произвоäятся инвестиöии, ãо-
ризонта пëанирования и ставки äисконтирования.

Найäены усëовия инвестирования в проект в
периоä t: рентабеëüностü основных среäств по äе-
нежныì потокаì в периоä t äоëжна бытü боëüøе
крити÷ескоãо зна÷ения. Это усëовие ìожет ис-
поëüзоватüся как критерий äëя принятия реøения
об инвестировании в рассìатриваеìый проект. Из
поëу÷енноãо усëовия найäена анаëити÷еская фор-
ìуëа äëя опреäеëения периоäа прекращения инвес-
тиöий. Дëя инвестиöионноãо проекта с бесконе÷-
ныì жизненныì öикëоì крити÷еское зна÷ение
рентабеëüности основных среäств по äенежныì
потокаì äоëжно бытü не ìенüøе ставки äискон-
тирования.

Даëüнейøее развитие работы возìожно в сëе-
äуþщих направëениях:

� выбор наиëу÷øеãо инвестиöионноãо проекта из
нескоëüких взаиìоискëþ÷аþщих аëüтернатив;

� постановка и реøение заäа÷и оптиìаëüноãо уп-
равëения финансированиеì инвестиöионноãо
проекта;

� иссëеäование заäа÷и оптиìаëüноãо управëения
инвестиöияìи при изìеняþщейся конъþнкту-
ре рынка: öенах и объеìах проäаж проäукöии,
при разëи÷ных стратеãиях повеäения конкурен-
тов с приìенениеì теории иãр;

� постановка и реøение заäа÷и оптиìаëüноãо уп-
равëения инвестиöияìи с у÷етоì риска.
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ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÎ-ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÎÍÍÀß ÌÅÒÎÄÎËÎÃÈß 
ÎÖÅÍÊÈ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ÔÓÍÊÖÈÎÍÈÐÎÂÀÍÈß 

ÆÈËÈÙÍÎ-ÊÎÌÌÓÍÀËÜÍÎÃÎ ÕÎÇßÉÑÒÂÀ 
ÊÐÓÏÍÎÃÎ ÃÎÐÎÄÀ (ÍÀ ÏÐÈÌÅÐÅ ÌÎÑÊÂÛ)1

Þ.À. Äîðîôåþê, À.Ñ. Ìàíäåëü

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Оöенка эффективности работы ãосуäарствен-
ных и ìуниöипаëüных орãанов — оäна из наибоëее
сëожных пробëеì теории и практики орãанизаöи-
онноãо управëения. В отëи÷ие от коììер÷еских
орãанизаöий, у которых естü простые эконоìи÷ес-
кие критерии эффективности типа прибыëи, ре-
зуëüтаты äеятеëüности ãосуäарственных и ìуни-
öипаëüных орãанов характеризуþтся состояниеì
объектов, которыìи они управëяþт. Дëя оöенки
состояния этих объектов тоже существуþт свои
критерии, но эти критерии (наприìер, ãотовностü
жиëищноãо фонäа к зиìе, санитарное состояние
äворовых территорий и т. п.), как правиëо, не
поääаþтся непосреäственноìу изìерениþ. Что-
бы оöенитü состояние объекта по этиì критери-
яì, необхоäиìо проанаëизироватü боëüøое ÷исëо
перви÷ных (непосреäственно изìеряеìых) пока-
затеëей. Дëя этоãо прихоäится приìенятü äоста-
то÷но сëожные ìетоäы ìатеìати÷еской статисти-
ки и экспертноãо оöенивания.

В настоящее вреìя в Москве, как и во всех äру-
ãих крупных ãороäах России, отсутствует еäиная
систеìа оöенки эффективности функöионирова-
ния жиëищно-коììунаëüноãо хозяйства (ЖКХ)

на уровне районов, аäìинистративных окруãов и
ãороäа в öеëоì.

Боëее тоãо, отсутствуþт нау÷но обоснованные
ìетоäики оöенки эффективности орãанов испоë-
нитеëüной вëасти практи÷ески во всех субъектах
РФ. В иþне 2007 ã. выøеë основопоëаãаþщий äо-
куìент в этой обëасти — Указ Презиäента Россий-
ской Феäераöии «Об оöенке эффективности äе-
ятеëüности орãанов испоëнитеëüной вëасти субъ-
ектов Российской Феäераöии» (от 26 иþня 2007 ã.
№ 825). В пп. 2.а этоãо äокуìента Коìиссии при
Презиäенте РФ по вопросаì соверøенствования
ãосуäарственноãо управëения и правосуäия пору-
÷ено «разработатü и утверäитü ìетоäику оöенки
эффективности äеятеëüности орãанов испоëни-
теëüной вëасти субъектов Российской Феäераöии».
Хотя эта ìетоäика преäназна÷ена äëя оöенки эф-
фективности äеятеëüности орãанов испоëнитеëü-
ной вëасти субъектов РФ, соверøенно о÷евиäно,
÷то оäно из важнейøих направëений äеятеëüности
орãанов испоëнитеëüной вëасти состоит в поääе-
ржании ЖКХ в наäëежащеì состоянии, без ка÷ес-
твенной оöенки эффективности работы котороãо
невозìожна интеãраëüная оöенка эффективности
äеятеëüности испоëнитеëüной вëасти субъекта РФ
в öеëоì. Косвенныì поäтвержäениеì этоãо сëу-
жит «Пере÷енü äопоëнитеëüных показатеëей äëя
оöенки эффективности äеятеëüности орãанов ис-
поëнитеëüной вëасти субъектов Российской Феäе-
раöии», утвержäенный 18 иþëя 2007 ã. упоìянутой

Рассìотрено приìенение ìетоäов кëассификаöионноãо анаëиза äанных, ìноãовариан-

тной экспертизы и экспертно-статисти÷еской обработки инфорìаöии к оöенке эффек-

тивности и поääержки принятия реøений в заäа÷ах управëения жиëищно-коììунаëü-

ныì хозяйствоì крупноãо ãороäа.

Ключевые слова: кëассификаöионный анаëиз äанных, ìноãовариантная экспертиза, экспертно-ста-
тисти÷еские ìетоäы, жиëищно-коììунаëüное хозяйство, систеìа оöенки эффективности орãанов
испоëнитеëüной вëасти.

1 Работа выпоëнена при ÷асти÷ной финансовой поääержке
РФФИ (проекты 08-07-00349-а, 10-07-00210-а, 09-07-00195-а).
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Коìиссией. В этоì пере÷не окоëо 18 % показате-
ëей ëибо непосреäственно, ëибо косвенно отно-
сятся к ЖКХ.

О÷енü ìноãие хозяйственные руковоäитеëи пы-
таþтся объяснитü невозìожностü ка÷ественной
оöенки эффективности äеятеëüности орãанов уп-
равëения отсутствиеì необхоäиìой инфорìаöии,
но в поäавëяþщеì ÷исëе сëу÷аев это не соответ-
ствует äействитеëüности. Так, наприìер, в Москве
такие орãанизаöии, как Объеäинение аäìинистра-
тивно-техни÷еских инспекöий Москвы (ОАТИ) и
Мосжиëинспекöия (МЖИ) осуществëяþт реãуëяр-
ные проверки по срокаì провеäения и ка÷еству
выпоëнения работ. Кроìе тоãо, инфорìаöия о на-
руøениях сроков и ка÷ества выпоëнения работ, об
авариях и откëþ÷ениях в систеìах эëектро-, ãазо-
и воäоснабжения поступает также и от ãражäан ãо-
роäа. Оäнако вся эта инфорìаöия не конöентри-
руется в оäноì ìесте и ãëубоко не анаëизируется
в öеëях поäãотовки ка÷ественных управëен÷еских
реøений и оöенки эффективности их реаëизаöии.
В ëу÷øеì сëу÷ае она испоëüзуется äëя преäъявëе-
ния санкöий отäеëüныì поäряäныì орãанизаöияì.

Такое поëожение затруäняет принятие эффек-
тивных реøений по управëениþ ЖКХ ãороäа.
Межäу теì, в систеìе ЖКХ заäействованы оãроì-
ные ÷еëове÷еские и финансовые ресурсы, поэтоìу
несоверøенство систеìы управëения, в тоì ÷исëе
оöенки эффективности работы ее основных звенü-
ев, привоäит к существенныì потеряì.

Дëя тоãо ÷тобы на основании собираеìой
ОАТИ, МЖИ, префектураìи, управаìи и ãороä-
скиìи äиспет÷ерскиìи сëужбаìи перви÷ной ин-
форìаöии ìожно быëо суäитü об эффективности
систеìы управëения ЖКХ ãороäа, необхоäиìо
разработатü ìетоäику структурирования этой ин-
форìаöии, форìирования критериев эффектив-
ности, оöенивания районов и окруãов по этиì
критерияì и преäставëения поëу÷енных такиì об-
разоì оöенок в сжатой и наãëяäной форìе руко-
воäству ãороäскоãо хозяйства äëя принятия управ-
ëен÷еских реøений.

Дëя обоснования необхоäиìости как разработ-
ки саìой ìетоäики, так и вкëþ÷ения отäеëüных
разäеëов и конкретных требований к разрабатыва-
еìой ìетоäике, быëо провеäено преäваритеëüное
обсëеäование существуþщей систеìы управëения
ЖКХ Москвы. Основные резуëüтаты обсëеäова-
ния, а также анаëити÷еский и экспертный анаëиз
этих резуëüтатов ëеãëи в основу ìетоäоëоãии раз-
работки систеìы оöенки эффективности функöи-
онирования ЖКХ крупноãо ãороäа.

В настоящей работе описано приìенение ìето-
äов кëассификаöионноãо анаëиза äанных [1], вкëþ-
÷ая ìетоäы автоìати÷еской кëассификаöии [2] и

экстреìаëüной ãруппировки параìетров [3], а так-
же ìетоäы ìноãовариантной экспертизы [4] и эк-
спертно-статисти÷еской обработки инфорìаöии
[5], äëя разработки конöепöии, аëãоритìов и про-
öеäур ìониторинãа и оöенки эффективности сис-
теìы управëения ЖКХ крупноãо ãороäа (на при-
ìере Москвы).

1. ÊÎÍÖÅÏÖÈß ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÖÅÍÊÈ
ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ

Основные коìпоненты конöепöии разрабаты-
ваеìой систеìы:

— форìирование систеìы показатеëей, необхо-
äиìых äëя оöенки реаëüной эффективности ос-
новных уровней систеìы управëения ЖКХ ãороäа,
которые ìожно наäежно собиратü с заäанной пе-
риоäи÷ностüþ;

— разработка схеìы и проöеäур ìониторинãа
этих показатеëей, опреäеëение носитеëей инфор-
ìаöии, среäств связи, аппаратно-проãраììноãо
коìпëекса хранения и выäа÷и инфорìаöии потре-
битеëяì;

— разработка критериев оöенки эффективнос-
ти основных уровней управëения ЖКХ ãороäа с
испоëüзованиеì сфорìированной систеìы пока-
затеëей;

— созäание ìоäеëи и ìетоäики оöенки эффек-
тивности систеìы управëения ЖКХ ãороäа на базе
поëу÷енных показатеëей и критериев.

Конöепöия форìироваëасü с у÷етоì резуëüта-
тов экспертизы руковоäитеëей основных поäраз-
äеëений систеìы управëения ЖКХ, которая про-
воäиëасü на базе ìетоäоëоãии коëëективной ìно-
ãовариантной экспертизы [4, 6].

Как показаëо преäваритеëüное обсëеäование,
провеäенное в Москве, существуþщая систеìа
управëения ЖКХ и бëаãоустройствоì крупноãо
ãороäа ìожет бытü описана станäартной ìоäеëüþ
управëения сëабофорìаëизованныì äинаìи÷ес-
киì объектоì с обратной связüþ в усëовиях сиëü-
ноãо вëияния ÷еëове÷ескоãо фактора. Рассìотриì
структурнуþ схеìу такой ìоäеëи (рис. 1).

Поä объектоì в ìоäеëи пониìается совокуп-
ностü орãанизаöий, преäприятий, поäразäеëений
и сëужб ãороäскоãо хозяйства, произвоäящих ра-
боты иëи оказываþщие усëуãи, необхоäиìые äëя
поääержания жиëищно-коììунаëüноãо хозяйства
ãороäа в состоянии, опреäеëяеìоì соответствуþ-
щиìи норìативно-правовыìи актаìи феäераëü-
ноãо и реãионаëüноãо и ìуниöипаëüноãо уровня.

В бëок управëения вхоäят:
— Департаìент ЖКХ и бëаãоустройства и äру-

ãие поäразäеëения коìпëекса ãороäскоãо хозяйс-
тва, которые по Поëоженияì об их äеятеëüности
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наäеëены функöияìи принятия реøений и выра-
ботки управëяþщих возäействий на соответствуþ-
щие звенüя управëяеìоãо объекта;

— äруãие поäразäеëения Правитеëüства Моск-
вы, ответственные за отäеëüные направëения äе-
ятеëüности ЖКХ и по бëаãоустройству ãороäа
(финансово-эконоìи÷еские, топëивно-энерãети-
÷еские, экоëоãи÷еские поäразäеëения, наука, про-
ìыøëенное произвоäство и äр.);

— поäразäеëения префектур аäìинистративных
окруãов и управ районов, ответственных за работу
поäразäеëений объекта, обсëуживаþщих соответс-
твуþщие территории.

Поä контроëüно-инфорìаöионныì бëокоì по-
ниìается совокупностü орãанизаöий и поäразäе-
ëений Правитеëüства Москвы, наäеëенных в соот-
ветствии с Поëоженияìи об их äеятеëüности и
äруãиìи норìативно-правовыìи актаìи поëноìо-
÷ияìи и ответственностüþ за сбор äостоверной ин-
форìаöии о функöионировании Объекта и свое-
вреìенное преäставëение ее в заäанноì форìате в
структуры бëока управëения.

На функöионирование объекта вëияþт сëеäуþ-
щие факторы:

X — неуправëяеìые иëи сëабоуправëяеìые в
краткосро÷ноì режиìе вхоäные параìетры, в тоì
÷исëе: пëановое финансирование; пëаны по стро-
итеëüству, капитаëüноìу реìонту, реконструкöии
и текущеìу реìонту объектов ЖКХ и ãороäской
инфраструктуры; пëановое ìатериаëüно-техни÷ес-
кое обеспе÷ение оборуäованиеì, прибораìи, поä-
вижныì составоì и среäстваìи ìеханизаöии, про-
тивоãоëоëеäныìи реаãентаìи и пр.; каäровое обес-
пе÷ение и пр.;

F — форìирование аäресных потоков финан-
сирования äëя поäразäеëений объекта — приìер
сëабоуправëяеìых в краткосро÷ноì режиìе вхоä-
ных параìетров;

N
1
 — норìативно-правовая база функöиониро-

вания объекта (оãрани÷ения);
Z

0
 — на÷аëüные усëовия; важно у÷итыватü, ÷то

они ìоãут существенно отëи÷атüся äëя разëи÷ных
поäразäеëений объекта, (так, наприìер, ÷исëо äо-
ìов в аварийноì иëи неуäовëетворитеëüноì со-
стоянии в Центраëüноì аäìинистративноì окруãе
Москвы по÷ти в 12 раз боëüøе, ÷еì в сëеäуþщеì
за ниì по этоìу показатеëþ Юãо-Восто÷ноì аä-
ìинистративноì окруãе);

C — систеìа öеëей, на äостижение которых на-
правëено функöионирование объекта.

W — неуправëяеìые и сëабо проãнозируеìые
возäействия на объект (анаëоã сëу÷айноãо øуìа);
в ка÷естве приìеров ìожно отìетитü поãоäно-кëи-
ìати÷еские, прироäные, техноãенные, эконоìи÷ес-
кие (кризис пëатежно-банковской систеìы, банк-
ротства поäряäных орãанизаöий, забастовки и пр.)
возäействия;

U — управëяþщие возäействия, поступаþщие
на объект из бëока управëения (аäìинистратив-
ные, финансовые, ìатериаëüно-техни÷еские, каä-
ровые, в тоì ÷исëе связанные с ìатериаëüныì сти-
ìуëированиеì иëи наказаниеì);

U' — управëяþщие возäействия, поступаþщие
из бëока управëения, которые носят среäнесро÷-
ный иëи äоëãосро÷ный характер (стратеãи÷еские);
в ка÷естве приìера на рис. 1 показаны возäействия
такоãо роäа на норìативнуþ базу и на пëаны фи-
нансирования разëи÷ных поäразäеëений объекта;

Y
1
 — зна÷ения показатеëей, характеризуþщих

текущее функöионирование объекта; эта инфор-
ìаöия поступает в бëок управëения непосреäс-
твенно с объекта;

Y
2
 — зна÷ения показатеëей, характеризуþщих

текущее функöионирование объекта, но поступа-
þщие из контроëüно-инфорìаöионноãо бëока;

N
2
 — норìативно-правовая база функöиониро-

вания контроëüно-инфорìаöионноãо бëока.
Основные выводы по результатам предваритель-

ного обследования. В хоäе преäваритеëüноãо об-
сëеäования выясниëосü, ÷то наибоëüøие труäно-
сти в сìысëе управëения преäставëяет анаëиз пер-
ви÷ных показатеëей Y

1
 и Y

2 
и их испоëüзование äëя

оöенки эффективности функöионирования как
основных сëужб и поäразäеëений систеìы ЖКХ
ãороäа, так и саìой систеìы в öеëоì.

Первый вопрос, который зäесü возникает — на
какоì уровне систеìы ЖКХ ãороäа сëеäует осу-
ществëятü этот анаëиз? Исто÷никаìи перви÷ной
инфорìаöии сëужат поäразäеëения сëеäуþщих
орãанизаöий: префектуры аäìинистративных ок-
руãов; управы районов; МЖИ; ОАТИ; поставщики
эëектри÷еской и тепëовой энерãии, ãоря÷ей и хо-

Рис. 1. Структурная схема модели управления ЖКХ и благоус-
тройством на этапе обследования
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ëоäной воäы и пр.; орãаны управëения на уровне
ãороäа, аäìинистративноãо окруãа и района, ра-
ботаþщие с обращенияìи и жаëобаìи житеëей
ãороäа.

Оäин из важных резуëüтатов преäваритеëüноãо
обсëеäования, сфорìуëированный посëе анаëиза
резуëüтатов экспертных оöенок, поëу÷енных в хоäе
провеäения ìноãовариантной экспертизы по это-
ìу вопросу, состоит в тоì, ÷то в сìысëе баëанса
инфорìативности (äëя оöенки эффективности сис-
теìы управëения) и труäоеìкости сбора инфорìа-
öии наиболее приемлемым является уровень района.

Истори÷ески в Москве сëожиëасü ситуаöия,
коãäа зна÷итеëüная ÷астü перви÷ной инфорìаöии,
необхоäиìой äëя систеìы управëения ЖКХ и со-
бираеìой на уровне района, форìируется в окруж-
ных поäразäеëениях ОАТИ и МЖИ.

Структура и состав первичной информации (первич-
ных показателей). В хоäе преäваритеëüноãо обсëе-
äования быëо выяснено, ÷то в состав перви÷ной
инфорìаöии о состоянии жиëищноãо фонäа, тер-
риторий жиëых квартаëов и объектов внеøнеãо
бëаãоустройства, нахоäящихся на территории жи-
ëых квартаëов, по кажäоìу району Москвы äоëж-
ны вхоäитü свеäения о показатеëях трех типов:
техни÷еских, характеризуþщих соöиаëüнуþ обста-
новку и эконоìи÷еских (рис. 2).

Структура систеìы перви÷ных показатеëей
преäставëена на рис. 2.

Техни÷еские показатеëи, собираеìые ряäоì
орãанизаöий и, прежäе всеãо, Мосжиëинспекöией
и ОАТИ, пряìо иëи косвенно характеризуþт со-
стояние систеìы ЖКХ в ãороäе. В их ÷исëо в на-
стоящее вреìя вхоäят 49 показатеëей.

Выявëено 12 показатеëей, характеризуþщих со-
öиаëüнуþ обстановку в связи с состояниеì жи-
ëищноãо фонäа, территорий жиëых квартаëов и
объектов внеøнеãо бëаãоустройства. Кроìе тоãо, к
÷исëу косвенных показатеëей такоãо типа отно-
сятся свеäения о травìатизìе насеëения Москвы
(особенно зиìой), которые поступаþт из Департа-
ìента зäравоохранения. Эти показатеëи в опреäе-
ëенной степени характеризуþт состояние покры-
тия тротуаров, стоянок общественноãо транспор-
та, поäхоäов к торãовыì и äруãиì орãанизаöияì,
ка÷ество о÷истки этих объектов от снеãа и наëеäи
(зиìой), освещенностü этих объектов в теìное
вреìя суток и пр.

К ÷исëу эконоìи÷еских показатеëей относятся
разëи÷ные свеäения о выäеëенных и освоенных
объеìах финансовых среäств на поääержание и
уëу÷øение состояния систеìы ЖКХ, которые пос-
тупаþт из Департаìента ЖКХ и бëаãоустройства,
Департаìента эконоìики и финансов, Контроëü-

но-с÷етной паëаты (КСП) и Контроëüно-ревизи-
онноãо управëения (КРУ).

Боëüøое зна÷ение приäается работе с обраще-
нияìи и жаëобаìи, поступаþщиìи от житеëей
Москвы. Особое вниìание уäеëяется повторныì
жаëобаì, а также обращенияì по повоäу аварий-
ных и ÷резвы÷айных ситуаöий, которые ставятся
на спеöиаëüный контроëü.

Перви÷ная инфорìаöия о ЖКХ ãороäа, соäер-
жащаяся в соответствуþщих форìах ОАТИ и
МЖИ, а также в äанных, поступаþщих от äис-
пет÷ерских сëужб ãороäа, уäовëетворяет требова-
нияì к наäежности и периоäи÷ности. Она äоста-
то÷но поëно отражает реаëüное состояние объек-
та. Поэтоìу, по крайней ìере, на первоì этапе
нет необхоäиìости ввоäитü новые показатеëи,
теì боëее ÷то ввеäение новых показатеëей сопря-
жено с боëüøиìи орãанизаöионно-техни÷ески-
ìи труäностяìи (соãëасование в äесятках орãа-
низаöий, поëу÷ение разреøений и т. ä.) и финан-
совыìи затратаìи.

Поäразäеëения ОАТИ, МЖИ и äиспет÷ерские
сëужбы оснащены техни÷ескиìи среäстваìи, поз-
воëяþщиìи переäаватü собираеìуþ перви÷нуþ
инфорìаöиþ в выøестоящие орãанизаöии в эëек-
тронноì виäе. Оäнако она переäается в разные ор-
ãанизаöии и не конöентрируется в оäноì ìесте.
Кроìе тоãо, инфорìаöия накапëивается в виäе со-
вокупности перви÷ных форì у÷ета и не усреäня-
ется по ìесяöаì и квартаëаì.

Несìотря на поëноту и äостато÷нуþ наäеж-
ностü перви÷ной инфорìаöии, ее неëüзя непо-
среäственно испоëüзоватü äëя оöенки эффектив-
ности и поääержки принятия управëен÷еских ре-
øений — äаже в тоì сëу÷ае, есëи буäет обеспе÷ена
ее конöентраöия, усреäнение и накопëение в оä-
ноì ìесте. При÷ина в ее боëüøоì объеìе. Оäни

Рис. 2. Структура первичной информации
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тоëüко форìы ОАТИ и МЖИ соäержат äанные по
60 показатеëяì, а с у÷етоì äанных, поступаþщих
в äиспет÷ерские сëужбы, ÷исëо перви÷ных пока-
затеëей возрастает äо 80 и боëее. Эти äанные со-
бираþтся по 124 районаì ãороäа. Такиì образоì,
перви÷ная инфорìаöия преäставëяет собой таб-
ëиöу (ìатриöу) разìероì не ìенее 124Ѕ80. Даже
при испоëüзовании обы÷ных коìпüþтерных ìето-
äов статисти÷еской обработки проанаëизироватü
такой ìассив äанных и сäеëатü какие-то вывоäы
невозìожно без спеöиаëüной ìетоäики анаëиза
боëüøих ìассивов инфорìаöии. Дëя тоãо ÷тобы
перви÷нуþ инфорìаöиþ, преäставëеннуþ в виäе
табëиö боëüøоãо разìера, ìожно быëо испоëüзо-
ватü äëя öеëей управëения, необхоäиìо разрабо-
татü ìетоäику структуризаöии такой инфорìаöии,
ее сжатия и преäставëения в виäе, уäобноì äëя
ëиö, приниìаþщих реøения (ЛПР).

Необходимость структурного анализа первичной
информации. В разработанной конöепöии указан-
нуþ структуризаöиþ преäëаãается осуществитü по
äвуì направëенияì — структуризаöия перви÷ных
показатеëей и структуризаöия оöениваеìых объ-
ектов (т. е. районов ãороäа).

Структуризаöия перви÷ных показатеëей необ-
хоäиìа äëя тоãо, ÷тобы на базе этих показатеëей
сфорìироватü небоëüøое ÷исëо (5—10) äостато÷-
но инфорìативных «интеãраëüных» показатеëей,
которые с ìиниìаëüной потерей инфорìаöии в
боëее наãëяäной форìе преäставëяþт инфорìа-
öиþ о состоянии объекта. Такие интеãраëüные
показатеëи ìожно буäет испоëüзоватü в ка÷естве
критериев оöенки эффективности и ка÷ества про-
веäения работ в систеìе ЖКХ. Как показывает
практика, сфорìироватü такие критерии ÷исто эк-
спертныì путеì не уäается [2, 4]. Мнения экспер-
тов, какие показатеëи боëее, а какие ìенее инфор-
ìативны, какие иì сëеäует приписатü веса и т. п.,
÷асто расхоäятся. Зäесü боëее наäежные резуëüта-
ты äаþт спеöиаëüные ìатеìати÷еские ìетоäы ти-
па экстреìаëüной ãруппировки параìетров иëи
факторноãо анаëиза [1, 3, 4].

Поскоëüку в Москве боëее 120 районов, то äаже
при небоëüøоì ÷исëе аãреãированных показате-
ëей (критериев) инфорìаöия остается труäно обоз-
риìой. Поэтоìу äëя форìирования итоãовых оöе-
нок необхоäиìа структуризаöия ìножества райо-
нов, т. е. разбиение этоãо ìножества на кëассы
оäнотипных (в сìысëе сфорìированных критери-
ев) районов. Тоãäа кажäый район (соответственно
аäìинистративный окруã) ìожно буäет охаракте-
ризоватü не тоëüко коëи÷ественно (набороì зна-
÷ений критериев), но и ка÷ественно (принаäëеж-
ностüþ к опреäеëенноìу кëассу). Это сäеëает
оöенку боëее наãëяäной и уäобной äëя принятия

управëен÷еских реøений. При ÷исëе критериев
боëüøе äвух такуþ структуризаöиþ невозìожно
выпоëнитü вру÷нуþ. В разработанной конöепöии
äëя этой öеëи преäëаãается приìенятü спеöиаëü-
ные ìетоäы ìноãоìерной автоìати÷еской кëасси-
фикаöии [1, 2, 4].

На работу систеìы ЖКХ и бëаãоустройства
вëияет ìножество не поääаþщихся форìаëизаöии
факторов, не все из которых ìожно у÷естü набо-
роì перви÷ных показатеëей. Поэтоìу проöеäура
форìирования оöенок äоëжна бытü ÷еëовеко-ìа-
øинной, т. е. äопускатü корректировку с у÷етоì
ìнений экспертов. Дëя такой корректировки в
разработанной конöепöии преäусìотрено приìе-
нятü экспертно-кëассификаöионные [4, 6, 7] и эк-
спертно-статисти÷еские [5, 8, 9] проöеäуры анаëи-
за äанных.

Такиì образоì, в раìках конöепöии основное
назна÷ение разрабатываеìой ìетоäики — струк-
туризаöия перви÷ной инфорìаöии в öеëях преä-
ставëения ее в виäе, приãоäноì äëя принятия уп-
равëен÷еских реøений. Это преäпоëаãает, прежäе
всеãо, структуризаöиþ ìножества перви÷ных по-
казатеëей и форìирование на их основе небоëü-
øоãо ÷исëа критериев; äаëее, структуризаöиþ
(кëассификаöиþ) районов ãороäа и форìирование
на ее базе набора ка÷ественных оöенок; наконеö,
форìирование на этой основе ка÷ественных оöе-
нок эффективности работы соответствуþщих ор-
ãанов испоëнитеëüной вëасти.

2. ÝÊÑÏÅÐÒÍÎ-ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÎÍÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ 
ÑÒÐÓÊÒÓÐÈÇÀÖÈÈ ÏÅÐÂÈ×ÍÛÕ ÏÎÊÀÇÀÒÅËÅÉ

È ÎÁÚÅÊÒÎÂ ÎÖÅÍÊÈ

Как уже ãовориëосü, в раìках разработанной
конöепöии äëя структуризаöии перви÷ных пока-
затеëей с посëеäуþщиì форìированиеì инфор-
ìативных параìетров (критериев) эффективности,
а также структуризаöии ìножества оöениваеìых
объектов (районов ãороäа) приìеняþтся апроби-
рованные ìетоäы кëассификаöионноãо анаëиза и
экспертизы (экстреìаëüная ãруппировка, автоìа-
ти÷еская кëассификаöия, ìноãовариантная экспер-
тиза, экспертно-статисти÷еское оöенивание и äр.).

2.1. Ìåòîäû ñòðóêòóðèçàöèè
ïåðâè÷íûõ ïîêàçàòåëåé

Воспоëüзуеìся äëя реøения пробëеìы структу-
ризаöии перви÷ных показатеëей ìетоäаìи экстре-
ìаëüной ãруппировки параìетров [1—3]. Экстре-
ìаëüная ãруппировка параìетров преäназна÷ена
äëя реøения пробëеìы сокращения ÷исëа исхоä-
ных (перви÷ных) показатеëей функöионирования
сëожной систеìы в öеëях выäеëения относитеëüно
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небоëüøоãо ÷исëа наибоëее инфорìативных, аã-
реãированных показатеëей (факторов), которые
преäъявëяþтся ЛПР äëя оöенки эффективности
управëения соответствуþщей систеìой. Выäеëяе-
ìые в резуëüтате ãруппировки аãреãированные по-
казатеëи обëаäаþт теì свойствоì, ÷то они соäер-
жат в себе всþ существеннуþ инфорìаöиþ о ха-
рактере происхоäящих в систеìе проöессов и
ìоãут бытü охарактеризованы функöионаëüныìи
связяìи с собираеìыìи в резуëüтате ìониторинãа
перви÷ныìи показатеëяìи, наприìер, бытü взве-
øенныìи суììаìи каких-ëибо перви÷ных пока-
затеëей.

В такой постановке перви÷ные показатеëи рас-
сìатриваþтся как сëу÷айные веëи÷ины, отäе-
ëüные зна÷ения которых (реаëизаöии) становятся
известныìи посëе их фиксаöии в систеìе ìонито-
ринãа перви÷ных показатеëей.

В äаëüнейøеì коэффиöиент корреëяöии (иëи
ковариаöии) ρ

x, y
 äвух сëу÷айных веëи÷ин x и y

(перви÷ных показатеëей) буäеì обозна÷атü так:
ρ
x, y

 = (x, y), поä÷еркивая этиì обозна÷ениеì тот

факт, ÷то коэффиöиент корреëяöии ìожет пони-
ìатüся как скаëярное произвеäение сëу÷айных ве-
ëи÷ин x и y. Дëя äисперсии сëу÷айной веëи÷ины x

буäеì приìенятü обозна÷ение ρ
x, x

 = (x, x) = x2.

Множество перви÷ных показатеëей (сëу÷айных

веëи÷ин) x(1), x(2), ..., x(k) разбито на непересекаþ-
щиеся ãруппы A

1
, A

2
, ..., A

s
 и заäаны сëу÷айные ве-

ëи÷ины f
1
, f

2
, ..., f

s
  такие, ÷то  = 1, j = 1÷s, ко-

торые буäеì называтü фактораìи. Ввеäеì в рас-
сìотрение функöионаë

J* = (x(i), f
1
)2 + (x(i), f

2
)2 + ...

... + (x(i), f
s
)2. (1)

Тоãäа заäа÷а экстреìаëüной ãруппировки пока-
затеëей ставится как заäа÷а ìаксиìизаöии функ-
öионаëа (1) как по разбиениþ показатеëей на ìно-
жества A

1
, A

2
, ..., A

s
, так и по выбору сëу÷айных ве-

ëи÷ин f
1
, f

2
, ..., f

s
,  = 1, j = .

Максиìизаöия функöионаëа (1) соответствует
интуитивноìу требованиþ такоãо разбиения ìно-
жества показатеëей, коãäа в оäну ãруппу попаäа-
þт наибоëее «бëизкие» ìежäу собой показатеëи.
Действитеëüно, при ìаксиìизаöии функöионаëа
(1) äëя кажäоãо фиксированноãо набора сëу÷ай-
ных веëи÷ин f

1
, f

2
, ..., f

s
 в оäну (наприìер, l-þ

ãруппу) буäут попаäатü такие показатеëи, которые
наибоëее «бëизки» к веëи÷ине f

l
; в то же вреìя

среäи всех возìожных наборов сëу÷айных веëи-
÷ин f

1
, f

2
, ..., f

s
 буäет отбиратüся такой набор, ÷то

кажäая из веëи÷ин f
l
 в среäнеì наибоëее «бëизка»

ко всеì показатеëяì из своей ãруппы.

В настоящей работе ìетоäоëоãия структуриза-
öии перви÷ных показатеëей и отбора инфорìатив-
ных параìетров быëа реаëизована в составе коì-
пëексноãо аëãоритìа автоìати÷еской кëассифи-
каöии [2], преäназна÷енноãо äëя реøения заäа÷
анаëиза и принятия реøений в крупноìасøтаб-
ных систеìах управëения.

2.2. Ìåòîäû ñòðóêòóðèçàöèè ìíîæåñòâà
îöåíèâàåìûõ îáúåêòîâ

Дëя реøения пробëеìы структуризаöии (кëас-
сификаöии) объектов систеìы ЖКХ по набору
выäеëенных инфорìативных показатеëей (факто-
ров) функöионирования систеìы управëения ЖКХ
в работе приìеняëисü ìетоäы автоìати÷еской
кëассификаöии.

Форìаëüная постановка заäа÷и автоìати÷еской
кëассификаöии основана на ввеäении в рассìот-
рение критерия ка÷ества кëассификаöии (функ-
öионаëа), зависящеãо от конкретноãо разбиения
пространства X на обëасти, экстреìуì котороãо
соответствует интуитивноìу преäставëениþ о раз-
биении пространства X на «коìпактные» обëасти.
В работе äëя этой öеëи испоëüзоваëся функöионаë
среäней по кëассаì бëизости то÷ек в кëассах [2, 3]:

J
1
 = K(A

i
, A

i
). (2)

Зäесü ÷ерез K(A
i
, A

i
) обозна÷ена среäняя бëи-

зостü то÷ек в кëассе A
i

K(A
i
, A

i
) = K(x

i
, x

j
),

ãäе K(x
i
, x

j
), — потенöиаëüная функöия, опреäеëя-

þщая ìеру бëизости то÷ек x
i
 и x

j
, n

i
 — ÷исëо то÷ек

в кëассе A
i
, n — общее ÷исëо то÷ек. В работе при

практи÷еских рас÷етах функöия K(x
i
, x

j
), испоëü-

зоваëосü в виäе K(x
i
, x

j
) = 1/(1 + αRp(x

i
, x

j
)), ãäе ÷е-

рез R(x
i
, x

j
), обозна÷ено евкëиäово расстояние

ìежäу то÷каìи x
i
 и x

j
 в пространстве параìетров X,

α и p — настраиваеìые параìетры аëãоритìа [2].

Требуется разбитü пространство X на r обëастей
(а при оäноìерной кëассификаöии — осü зна÷е-
ний показатеëя на r интерваëов) такиì образоì,
÷тобы äоставитü ìаксиìуì функöионаëу (2). Дëя
реøения так поставëенной заäа÷и структуризаöии

fj
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объектов в работе испоëüзуется коìпëексный аë-
ãоритì автоìати÷еской кëассификаöии [2].

В экспертно-кëассификаöионных ìетоäах ис-
сëеäования крупноìасøтабных систеì управëе-
ния испоëüзуþтся не тоëüко резуëüтаты автоìати-
÷еской кëассификаöии в ìноãоìерноì пространс-
тве. В раìках ìетоäоëоãии построения хороøо
интерпретируеìых кëассификаöий [7] разработа-
ны аëãоритìы оптиìаëüной оäноìерной кëасси-
фикаöии объектов на оси кажäоãо из инфорìатив-
ных показатеëей. Выäеëенные в резуëüтате такой
кëассификаöии обëасти на øкаëе зна÷ений кажäо-
ãо из этих показатеëей становятся оöенкаìи (в баë-
ëах) ка÷ества (эффективности управëения) по äан-
ноìу показатеëþ рассìатриваеìоãо объекта ЖКХ
(наприìер, района Москвы).

3. ÌÅÒÎÄÛ ÝÊÑÏÅÐÒÍÎ-ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ 
ÊÎÐÐÅÊÒÈÐÎÂÊÈ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

В резуëüтате реøения заäа÷и структурной об-

работки k перви÷ных показатеëей x(1), x(2), ..., x(k)

форìируется список аãреãированных (интеãраëü-
ных) инфорìативных показатеëей — факторов
f
1
, f

2
, ..., f

s
, ÷исëо которых s существенно ìенüøе

÷исëа k перви÷ных показатеëей. На базе этих на-
боров перви÷ных показатеëей и факторов форìи-
руется S критериев F

j
 эффективности функöио-

нирования систеìы ЖКХ ãороäа. Дëя этой öеëи
испоëüзуþтся экспертно-кëассификаöионные
проöеäуры [4]. Зна÷ения критериев F

j
 оöениваþт-

ся в перви÷но выбранных øкаëах (наприìер, баë-
ëüных). При этоì указываþтся форìуëы (ìоäеëи)
связи ìежäу критерияìи и систеìой перви÷ных
показатеëей и факторов. В ка÷естве таких ìоäе-
ëей обы÷но испоëüзуþтся простые ëинейные ìо-
äеëи виäа

F
j
 = β

ij
y
i
,  j = 1, ..., S,

ãäе y
i 
= x(i) äëя i = 1, ..., k и y

i 
= f

i
 äëя i = k + 1, ..., K,

зäесü K = k + s. Коэффиöиенты β
ij
 называþтся

силами связи. Расстояния (ìеры бëизости) ,

j =1, 2, ..., S, l ≠ p, ìежäу кëассаìи, выäеëенныìи
при баëëüноì ранжировании кажäоãо из критери-
ев — эти расстояния называþтся степенями разли-
чимости балльных оценок по j-му критерию. На пер-
воì этапе разäеëение зна÷ений критериев осуще-
ствëяется по ÷етыреì ранãаì, т. е. l, p = 1, 2, 3, 4.

Дëя уто÷нения резуëüтатов аãреãирования и
сфорìированноãо в резуëüтате списка показатеëей
(критериев) эффективности функöионирования

систеìы ЖКХ ãороäа в работе испоëüзуется ìето-
äоëоãия экспертно-статисти÷еской обработки ин-
форìаöии [5, 8—10].

На сëеäуþщеì этапе списки и баëëüные зна÷е-
ния критериев поступаþт в экспертные коìиссии
äëя провеäения ìноãовариантной экспертизы в
öеëях выработки вариантов реøений по сравни-
теëüной оöенке объектов ЖКХ (на уровне аäìи-
нистративных окруãов и районов). Затеì эти вари-
анты переäаþтся ЛПР äëя окон÷атеëüной оöенки
(ранжировки) объектов ЖКХ (на уровне аäìи-
нистративных окруãов). Орãанизуется проöеäура
экспертно-статисти÷еской обработки резуëüтатов
структуризаöии, сутü которой состоит в тоì, ÷то
эксперты поëу÷аþт право:

— изìенятü список критериев (ввеäение новых
критериев, уäаëение преäëоженных критериев);

— изìенятü ìоäеëи связи критериев с перви÷-
ныìи показатеëяìи и фактораìи (на уровне преä-
ëожений о вкëþ÷ении в ìоäеëü иëи искëþ÷ении
из нее тех иëи иных перви÷ных показатеëей и (иëи)
факторов). При этоì эксперты не ìоãут преäëа-
ãатü изìенитü саìи зна÷ения коэффиöиентов (сил
связи);

— корректироватü зна÷ения преäëоженных кри-
териев (в баëëах);

— изìенятü в сторону увеëи÷ения иëи уìенü-
øения ÷исëо выäеëенных по кажäоìу из критери-
ев кëассов (диапазон шкалы кажäоãо из критериев).

Дëя этой öеëи орãанизуется интерактивная
проöеäура взаиìоäействия экспертов с систеìой
поääержки принятия реøений (СППР), в раìках
которой ëþбое из преäëожений экспертов по вне-
сениþ указанных вариантов изìенений систеìа
«коììентирует», преäëаãая вниìаниþ экспертов
(на основе иìеþщейся в базе äанных систеìы ста-
тисти÷еской инфорìаöии) оöенки посëеäствий
преäëаãаеìых иìи изìенений [5]. Поëу÷ив в свое
распоряжение коììентарии систеìы, эксперты
иìеþт право äезавуироватü «возражения» СППР и
ëибо поäтверäитü некоторые (иëи все) из преäëо-
женных иìи изìенений, ëибо соãëаситüся с ниìи,
отказавøисü от ÷асти (иëи всех) преäëаãаеìых иìи
изìенений. В сëу÷ае поäтвержäения всех иëи ÷ас-
ти изìенений СППР осуществëяет перес÷ет реøе-
ния с у÷етоì всех поäтвержäенных изìенений и
форìирует новые зна÷ения критериев в баëëах,
которые снова преäëаãаþтся вниìаниþ экспертов.
Проöеäура проäоëжается äо тех пор, пока экспер-
ты не откажутся от внесения каких бы то ни быëо
изìенений. При отказе экспертов от всех преäëо-
женных иìи изìенений сфорìированная в резуëü-
тате систеìа критериев и сфорìированных СППР
переäается ЛПР äëя выработки окон÷атеëüноãо
реøения.

i 1=

K

∑

Rlp
j( )
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Лиöо, приниìаþщее реøение, иìеет право на
внесение всех упоìянутых изìенений, впëотü äо
требования аãреãирования всех критериев в оäин
еäинственный критерий оöенки эффективности
работы объектов ЖКХ (на уровне аäìинистратив-
ных окруãов) в öеëях их строãоãо ранжирования.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäставëено краткое описание конöепöии
систеìы оöенки эффективности и поääержки при-
нятия реøений по управëениþ жиëищно-коììу-
наëüныì хозяйствоì крупноãо ãороäа (на приìере
Москвы). Дëя реøения заäа÷ структуризаöии пер-
ви÷ных показатеëей и объектов оöенки (районов и
аäìинистративных окруãов ãороäа), а также кор-
ректировки сфорìированной в резуëüтате систеìы
критериев эффективности преäëожена ìетоäоëо-
ãия, основанная на экспертно-кëассификаöион-
ных и экспертно-статисти÷еских аëãоритìах обра-
ботки инфорìаöии.

В настоящее вреìя с испоëüзованиеì резуëüта-
тов структурно-кëассификаöионной экспертизы
прорабатываþтся критерии, ìоäеëи и нау÷но-обос-
нованная ìетоäика оöенки эффективности работы
ЖКХ Москвы на уровне района, аäìинистратив-
ноãо окруãа и ãороäа в öеëоì.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÊÎÍÔËÈÊÒÍÛÕ ÑÈÒÓÀÖÈÉ
Ñ ÍÅÑÎÃËÀÑÎÂÀÍÍÛÌÈ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈßÌÈ

Ó ÀÃÅÍÒÎÂ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÈÃÐ
ÍÀ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÊÎÃÍÈÒÈÂÍÛÕ ÊÀÐÒÀÕ

Ñ.Ã. Êóëèâåö

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В некоторых заäа÷ах коìпëексноãо управëения
в сферах, связанных с жизнüþ общества (в соöи-
аëüно-эконоìи÷еской, поëити÷еской и äр.), объ-
ект управëения оказывается сëабо структурирован-
ныì. Понятие сëабой структурированности поä-
робно рассìатривается в работе [1]. Оäно из еãо
свойств закëþ÷ается в сëеäуþщеì: ситуаöия сëабо-
структурированная, есëи ее основные параìетры
носят ка÷ественный, а не коëи÷ественный харак-
тер, и их зна÷ения преäставëяþт собой субъек-
тивные оöенки экспертов. Дëя реøения заäа÷ уп-
равëения сëабоструктурированныìи ситуаöияìи
поëüзуþтся коãнитивныìи картаìи. Когнитивная
карта — это оäна из возìожных ìоäеëей преä-
ставëения знаний эксперта (иëи ãруппы экспер-
тов) о ситуаöии, описанная в виäе взвеøенноãо
ориентированноãо ãрафа. Верøины коãнитивной
карты соответствуþт фактораì, в терìинах кото-
рых описывается ситуаöия. Фактор ìожно тракто-
ватü как переìеннуþ, наприìер «Обороноспособ-
ностü ãосуäарства», которая ìожет приниìатü раз-
ëи÷ные зна÷ения, такие как «высокая», «низкая» и
т. п. Взвеøенная äуãа трактуется как непосреä-
ственное при÷инно-сëеäственное вëияние оäноãо
фактора на äруãой.

Заäа÷и анаëиза ситуаöий на основе коãнитив-
ных карт ìожно разäеëитü на äва типа: статичес-
кие и динамические [2]. Стати÷еский анаëиз — это
анаëиз текущей ситуаöии, закëþ÷аþщийся в вы-

äеëении и сопоставëении непосреäственных и
опосреäованных при÷инно-сëеäственных путей
вëияния оäних факторов на äруãие. Динаìи÷еский
анаëиз — это ãенераöия и анаëиз возìожных сöе-
нариев развития ситуаöии во вреìени. Даëее ìы
буäеì рассìатриватü тоëüко заäа÷у äинаìи÷ескоãо
анаëиза коãнитивной карты. В работах [3, 4] поä-
робно рассìатриваþтся заäа÷и, связанные с äина-
ìи÷ескиì анаëизоì коãнитивных карт. Базовой
ìоäеëüþ при рассìотрении этих заäа÷ сëужит ìо-
äеëü иìпуëüсных проöессов, преäëоженная в кни-
ãе [5]. В работе [3] описываþтся реøения обратной
заäа÷и äëя ëинейных ìоäеëей при заäании фикси-
рованной и нефиксированной öеëей управëения с
оãрани÷енныìи ресурсаìи. Поä фиксированной
öеëüþ управëения пониìается заäание ÷исëенных
зна÷ений, соответствуþщих ëинãвисти÷ескиì пе-
реìенныì, опреäеëяþщих требуеìые состояния
öеëевых факторов. Поä нефиксированной целью уп-
равления пониìается обеспе÷ение жеëатеëüных на-
правëений изìенения всех öеëевых факторов. По-
иск реøения заäа÷ управëения äëя ëинейных ìо-
äеëей в общеì сëу÷ае осуществëяется с поìощüþ
разëи÷ных оптиìизаöионных ìетоäов. По-виäи-
ìоìу, первой работой, в которой быëо привеäено
общее описание теоретико-иãровой ìоäеëи взаи-
ìоäействия нескоëüких аãентов в äинаìи÷еской
систеìе, преäставëенной в виäе коãнитивной кар-
ты ситуаöии, быëа работа [6]. В ней быëи пере÷ис-
ëены основания äëя кëассификаöии теоретико-иã-
ровых ìоäеëей конфëикта на коãнитивной карте и

Рассìотрены äве теоретико-иãровых ìоäеëи конфëиктов ìежäу аãентаìи в сëабострук-

турированной ситуаöии. В ка÷естве преäставëения знаний аãентов о ситуаöии испоëü-

зуþтся ëинейные коãнитивные карты. Коãнитивные карты у разëи÷ных аãентов ìоãут от-

ëи÷атüся.

Ключевые слова: теория иãр, анаëиз ситуаöий с испоëüзованиеì коãнитивных карт, сëа-

боструктурированные ситуаöии, равновесие Нэøа.
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рассìотрена оäна иãра в норìаëüной форìе на ëи-
нейной коãнитивной карте. Описание этой иãры,
в ÷астности, посëужиëо пряìыì прообразоì äëя
ìоäеëи, рассìотренной в § 3 настоящей работы.

В настоящей статüе рассìатривается ситуаöия
взаиìоäействия нескоëüких аãентов, кажäый из
которых обëаäает в общеì сëу÷ае собственной
коãнитивной картой (рис. 1). В отëи÷ие от ìоäеëи,
рассìотренной в работе [6], не тоëüко öеëи аãен-
тов ìоãут не совпаäатü, но и их преäставëения о
ситуаöии ìоãут бытü разëи÷ны.

В этоì сëу÷ае аãенты ìоãут по-разноìу преäви-
äетü резуëüтаты оäноãо и тоãо же совìестноãо
äействия. Это порожäает опреäеëеннуþ спеöифи-
ку их взаиìоäействия. В ÷астности, в иãре äвух
аãентов с оäниì общиì öеëевыì фактороì и с раз-
ныìи жеëаеìыìи зна÷енияìи äëя неãо становится
возìожныì такое совìестное возäействие аãентов,
÷то кажäый из аãентов в своих преäставëениях
поëностüþ äостиãает своей öеëи. Ина÷е ãоворя,
несоãëасованные преäставëения ìоãут в некото-
рых сëу÷аях коìпенсироватü существенное отëи-
÷ие в öеëевых установках и посëужитü при÷иной к
поëноìу соãëасиþ таì, ãäе еãо не ìоãëо бы бытü в
сëу÷ае соãëасованных преäставëений.

1. ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÑÈÒÓÀÖÈÅÉ Â ÌÎÄÅËÈ
ËÈÍÅÉÍÎÉ ÊÎÃÍÈÒÈÂÍÎÉ ÊÀÐÒÛ

Поä линейной когнитивной картой пониìается
взвеøенный орãраф, верøины и äуãи котороãо
уäовëетворяþт описанныì äаëее усëовияì, и заäа-
но правиëо изìенения зна÷ений верøин (сì. äа-
ëее). Кажäая верøина этоãо орãрафа преäставëяет
фактор из преäìетной обëасти. Множество всех

факторов обозна÷иì M = {1, ..., m}. Ориентирован-
ные äуãи преäставëяþт причинно-следственные свя-
зи ìежäу фактораìи в рассìатриваеìой преäìет-
ной обëасти. Фактор-при÷ина — это фактор, из
котороãо выхоäит äуãа, а фактор-сëеäствие — это
фактор, в который она вхоäит. Даëее, поä матри-
цей смежности орграфа W буäеì пониìатü ìатри-
öу, эëеìенты которой w

ji
 ∈ R соответствуþт весаì

äуã, заäаþщих сиëу и виä при÷инно-сëеäственных
связей. Абсоëþтное зна÷ение веса äуãи |w

ji
| заäает

сиëу при÷инно-сëеäственной связи j-ãо фактора-
при÷ины на i-й фактор-сëеäствие. Знак веса äуãи
заäает виä связи: есëи w

ji
 > 0, то при÷инно-сëеä-

ственная связü j-ãо фактора на i-й фактор поëожи-
теëüная, есëи w

ji 
< 0, то при÷инно-сëеäственная

связü отриöатеëüная [1].
Пустü вреìя äискретно и на÷аëüноìу состоя-

ниþ систеìы соответствует нуëевой ìоìент вре-
ìени. Автономный импульсный процесс во взвеøен-
ноì орãрафе опреäеëяется по правиëу (1) с векто-
роì на÷аëüных зна÷ений факторов x(0) = (x

1
(0),

x
2
(0), ..., x

m
(0)), x(0) ∈ Rm, и вектороì p(0) = (p

1
(0),

p
2
(0), ..., p

m
(0)), p(0) ∈ Rm, заäаþщиì внеøний иì-

пуëüс, ввоäиìый в кажäуþ верøину в нуëевой ìо-
ìент вреìени [5].

x
i
(t + 1) = x

i
(t) + p

i
(t),

ãäе p
i
(t) = (1)

ãäе w
ji
 — эëеìенты ìатриöы сìежности W орãрафа.

Зафиксируеì äискретный ìоìент вреìени T > 0.
Вектор зна÷ений всех факторов x(T ) опреäеëяется
из выражения

x(T ) = x(0) + p(0) + p(1) +...+ p(T – 1) =

= x(0) + p(0) + p(0)W +...+ p(0)WT – 1.

Есëи вынести за скобки общий ìножитеëü p(0),
то поëу÷иì

x(T ) = x(0) + p(0)(E + W +...+ WT – 1) =
= x(0) + p(0)

T
Q,

ãäе E — еäини÷ная ìатриöа. Матриöу 
T
Q = E +

+ W + ... + WT – 1 буäеì называтü матрицей до-
стижимости воздействий к моменту времени T
äëя ìатриöы сìежности W. Тоãäа суììа посëеäо-
ватеëüных приращений äëя фактора x

j
 преäстави-

ìа в виäе

p
j
(t) = 

T
q
kj
p
k
(0), (2)

Рис. 1. Представления агентов о ситуации, формализованные в
виде когнитивных карт

pi 0( ) t, 0=

wjipj t 1–( )
j M∈
∑ t, 1 2 3 ...,, , ,=

⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

t 0=

T

∑
k M∈
∑
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ãäе 
T
q
kj
 — эëеìенты ìатриöы 

T
Q. Рассìотриì за-

äа÷у управëения сëабоструктурированной ситуа-
öией в ìоäеëи ëинейной коãнитивной карты. Поä
управляющими воздействиями буäеì пониìатü вне-
øние иìпуëüсы, ввоäиìые в кажäуþ верøину в
на÷аëüный ìоìент вреìени p(0); при÷еì p

j
(0) = 0,

есëи на j-þ верøину возäействие не оказывается.
Поä результатом управления пониìается сово-
купностü зна÷ений всех факторов в ìоìент вре-
ìени T :

x
j
(T) = x

j
(0) + p

j
(t),  j ∈ M. (3)

Опреäеëение цели управления заäается усëо-
вияìи, наëаãаеìыìи на резуëüтат управëения

x(T ) = (x
1
(T ), x

2
(T ), ..., x

m
(T )), x(T ) ∈ Rm.

2. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÒÅÎÐÅÒÈÊÎ-ÈÃÐÎÂÎÉ ÌÎÄÅËÈ
ÊÎÍÔËÈÊÒÀ

Рассìотриì заäа÷у управëения сëабоструктури-
рованной ситуаöией, в которой управëяþщие воз-
äействия в нуëевой ìоìент вреìени осуществëяþт
сразу нескоëüко аãентов. Выбор управëяþщеãо
возäействия аãентоì опреäеëяется правилом инди-
видуального рационального выбора [7]. При такоì
управëении возникает конфëиктная ситуаöия иëи
игра ìежäу аãентаìи, т. е. взаиìоäействие аãентов,
в котороì поëезностü кажäоãо аãента зависит как
от еãо собственноãо äействия (стратеãии), так и от
äействий äруãих аãентов. Обозна÷иì ìножество
всех аãентов ÷ерез N = {1, ..., n}. Кажäый из аãентов
i ∈ N форìаëüно ìожет бытü преäставëен тройкой
параìетров <S

i
, f
i
, C

i
>:

— возìожностяìи по оказаниþ управëяþщеãо
возäействия на ситуаöиþ, которые заäаþтся мно-
жеством стратегий S

i
;

— öеëüþ управëения, которая описывается в
виäе функции полезности äëя аãента f

i
;

— знанияìи аãента об управëяеìой ситуаöии,
которые заäаþтся в виäе линейной когнитивной
карты C

i
.

Рассìотриì кажäый из параìетров боëее поä-
робно. Буäеì с÷итатü, ÷то линейные когнитивные
карты всех агентов C

1
, C

2
, ..., C

n
 иìеþт оäинаково

упоряäо÷енное ìножество факторов M = {1, ..., m},
но ìоãут отëи÷атüся при÷инно-сëеäственныìи
связяìи ìежäу фактораìи. Такиì образоì, коã-
нитивные карты разных аãентов иìеþт в общеì
виäе разëи÷ные ìатриöы сìежности орãрафов

W (1), W (2), ..., W (n). Оäнако впоëне возìожно, ÷то
у некоторых (в ÷астноì сëу÷ае — у всех) аãентов

ìатриöы сìежности ìоãут совпаäатü W (i) = W ( j).
Буäеì с÷итатü, ÷то äискретное вреìя в ìоäеëях
коãнитивных карт у всех аãентов протекает оäина-
ково. На÷аëüный ìоìент вреìени фиксирован äëя
всех и равен 0. Всеì аãентаì известен вектор на-

÷аëüных зна÷ений факторов x(0) ∈ Rm.
Аãент с ноìероì i ∈ N распоëаãает непустыì

поäìножествоì факторов M
i
 ∈ M, äоступных еìу

äëя управëяþщеãо возäействия. Буäеì называтü M
i

множеством управляемых факторов i-ãо аãента.
Дëя ëþбых äвух аãентов i, j ∈ N: M

i 
� M

j
 = ∅, и

�
k∈N

M
k
 ⊆ M. Чисëо факторов в ìножестве M

i
 бу-

äеì обозна÷атü m
i
.

В векторе совìестных управëяþщих возäей-
ствий p(0) = (p

1
(0), p

2
(0), ..., p

m
(0)) отражается воз-

äействие кажäоãо из аãентов. Стратегией i-го аген-
та s

i
 буäеì с÷итатü вектор, состоящий из упоря-

äо÷енных коìпонентов вектора p(0) с ноìераìи из
ìножества {k

1
,k

2
, ..., } = M

i
: s
i
 = ( (0), (0),

..., (0)). Кажäый аãент возäействует на ситуа-

öиþ, заäавая зна÷ения ëиøü äëя «своих» коìпо-
нентов вектора p(0). Остаëüные коìпоненты век-
тора p(0), на которые не возäействует ни оäин из
аãентов, равны нуëþ: (∀j ∈ M \�

k∈N
M
k
), p

j
(0) = 0.

Возäействие требует затрат опреäеëенноãо ко-
ëи÷ества ресурсов, которые, как правиëо, оãра-
ни÷ены. Ввеäеì простейøие оãрани÷ения на уп-
равëяþщие возäействия по кажäоìу фактору в ви-
äе отрезка äопустиìых зна÷ений: (∀j ∈ �

k∈N
M
k
)

p
j
(0) ∈ [ , ], ãäе ,  ∈ R. Тоãäа мно-

жество стратегий i-го агента S
i
 ìожно преä-

ставитü как äекартово произвеäение m
i
 отрезков

[ , ] Ѕ [ , ] Ѕ ... Ѕ [ , ]. Фак-

ти÷ески ìножество стратеãий i-ãо аãента S
i
 явëя-

ется m
i
-ìерныì пряìоуãоëüныì параëëеëепипе-

äоì, оäнако äаëее äëя краткости буäеì называтü
еãо m

i
-мерным гиперкубом, а ìножество всех воз-

ìожных стратеãий аãентов S
1 
Ѕ ... Ѕ S

n
 — просто ги-

перкубом. Буäеì рассìатриватü {s
i
}
i ∈ N

 как вектор

стратеãий всех аãентов (s
1
, s

2
, ..., s

n
) ∈ S

1 
Ѕ ... Ѕ S

n
.

Дëя кажäоãо аãента опреäеëиì на ìножестве
резуëüтатов управëения функöиþ поëезности
f
i
(x

1
(T ), x

2
(T ), ..., x

m
(T )). Цель управления i-го аген-

та закëþ÷ается в ìаксиìизаöии зна÷ения функ-
öии f

i
. Рассìотриì по отäеëüности äва сëу÷ая, äëя

которых буäут построены функöии поëезности.
1. Аãенту i важно неоãрани÷енное увеëи÷ение

(ëибо уìенüøение) зна÷ения фактора x
j
. Тоãäа в

t 0=

T

∑

k
m
i

pk
1

pk
2

pk
m
i

pj
min

pj
max

pj
min

pj
max

pk
1

min
pk

1

max
pk

2

min
pk

2

max
pk

m
i

min
pk

m
i

max
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сëу÷ае увеëи÷ения зна÷ения фактора необхоäиìо
ìаксиìизироватü выражение (x

j
(T ) – x

j
(0)), а в

сëу÷ае уìенüøения зна÷ения фактора необхоäиìо
ìаксиìизироватü выражение –(x

j
(T ) – x

j
(0)).

2. Аãенту i важно неоãрани÷енное прибëиже-
ние зна÷ения фактора x

j
 к некотороìу выãоäноìу

äëя неãо зна÷ениþ . Тоãäа буäеì с÷итатü, ÷то

äëя неãо жеëатеëüно ìаксиìизироватü выражение

–(x
j
(T ) – )2.

Отìетиì, ÷то выражения в п. 1 и 2 записаны
так, ÷тобы ìаксиìуì их зна÷ений соответствоваë
öеëи аãента. В сëу÷ае, коãäа аãенту «небезразëи÷-
ны» зна÷ения боëее оäноãо фактора, ìожно запи-
сатü свертку по выøеописанныì выраженияì äëя
таких факторов с соответствуþщиìи коэффиöи-
ентаìи, кажäый из которых интерпретируется как
«äоëя важности» оãрани÷ений на зна÷ение соот-
ветствуþщеãо фактора. Дëя обоих сëу÷аев запи-
øеì соответствуþщий виä функöии поëезности
äëя произвоëüноãо i-ãо аãента.

Функöия поëезности äëя сëу÷ая 1 иìеет виä:

f
i
(x

1
(T ), x

2
(T ), ..., x

m
(T )) =

= γ
ij
(x
j
(T ) – x

j
(0)), (4)

ãäе |γ
ij
| — «äоëя важности» зна÷ения j-ãо фактора сре-

äи остаëüных факторов äëя i-ãо аãента, γ
ij

∈ [–1, 1],

суììа веëи÷ин |γ
ij
| равна еäиниöе äëя фиксирован-

ноãо i ∈ N. Знак коэффиöиента γ
ij
 отражает на-

правëение изìенения зна÷ения фактора, выãоäное
äëя аãента. Есëи γ

ij
 > 0, то i-й аãент стреìится не-

оãрани÷енно увеëи÷итü зна÷ение j-ãо фактора. Ес-
ëи γ

ij
 < 0, то i-й аãент стреìится неоãрани÷енно

уìенüøитü зна÷ение j-ãо фактора. Есëи γ
ij
 = 0, то

i-ìу аãенту безразëи÷но зна÷ение j-ãо фактора.
Функöия поëезности äëя второãо сëу÷ая буäет

иìетü виä:

f
i
(x

1
(T ), x

2
(T ), ..., x

m
(T )) =

= – γ
ij
(x
j
(T ) – )2, (5)

ãäе γ
ij
 — «äоëя важности» зна÷ения j-ãо фактора

äëя i-ãо аãента, γ
ij
 ∈ [0, 1], суììа веëи÷ин γ

ij
 равна

еäиниöе äëя фиксированноãо i ∈ N.
Фактор, в выражении äëя котороãо в записи

функöии поëезности äëя i-ãо аãента в виäе (4) иëи
(5) коэффиöиент γ

ij
 ≠ 0, буäеì называтü целевым

фактором äëя i-ãо аãента.
Опреäеëив все параìетры иãры, запиøеì ее в

норìаëüной форìе:

Γ
C
 = {N, {S

i
}
i ∈ N

, { f
i
}
i ∈ N

, {C
i
}
i ∈ N

}. (6)

Пере÷исëиì в явноì виäе äопущения, из кото-
рых ìы буäеì исхоäитü при рассìотрении иãры (6):

1) ìножества факторов в коãнитивных картах
всех аãентов совпаäаþт;

2) ìножества управëяеìых факторов äëя всех
аãентов заäаны и не пересекаþтся;

3) аãенты знаþт коãнитивные карты, функöии
поëезности и ìножества стратеãий äруã äруãа;

4) кажäый аãент верит в аäекватностü ëиøü
собственной коãнитивной карты;

5) п. 1—4 явëяþтся общиì знаниеì среäи аãен-
тов.

Даëее ìы буäеì рассìатриватü äве иãры, в каж-
äой из которых функöии поëезности оäновреìен-
но всех аãентов описываþтся ëибо в виäе (4), ëибо
в виäе (5). Дëя краткости, поëüзуясü терìиноëоãи-
ей из работы [3], буäеì их называтü моделью с не-
фиксированной целью управления и моделью с фик-
сированной целью управления соответственно. Ре-
øения обеих иãр буäеì искатü в соответствии с
конöепöией равновесия Нэøа в ÷истых стратеãиях
[7]. В зависиìости от иãры буäут опреäеëятüся рав-
новесие в доминантных стратегиях в сëу÷ае ìоäеëи
с нефиксированной öеëüþ управëения, и равнове-
сие Нэша в чистых стратегиях в ìоäеëи с фикси-
рованной öеëüþ управëения.

3. ÏÎÈÑÊ ÐÅØÅÍÈß ÄËß ÌÎÄÅËÈ
Ñ ÍÅÔÈÊÑÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÖÅËÜÞ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Рассìотриì иãру (6), в которой все функöии
поëезности аãентов записаны в виäе (4). Отìетиì,
÷то поäобная заäа÷а реøена в статüе [6] и пере-
форìуëирована в испоëüзуеìых наìи обозна÷ени-
ях в работе [8]. В этих работах рассìотрен сëу÷ай,
коãäа у всех аãентов коãнитивные карты совпаäаþт
иëи, ина÷е, они все иãраþт на оäной коãнитивной
карте. В настоящей статüе постановка заäа÷и äру-
ãая: коãнитивные карты аãентов разëи÷ны. Оäнако
рассужäения, изëоженные в работах [6, 8], ìоãут
бытü успеøно повторены и äëя наøей постановки.

Выбереì произвоëüноãо аãента i ∈ N, и äаëее
буäеì рассìатриватü ситуаöиþ с еãо то÷ки зрения.
Преобразуеì еãо функöиþ поëезности f

i
(x

1
(T ),

x
2
(T ), ..., x

m
(T )) к виäу, в котороì явно отражена

зависиìостü еãо выиãрыøа от äействий всех аãен-
тов g

i
(s

1
, s

2
,..., s

n
). Дëя этоãо в выражение (4) вìесто

x
j
(T ) поäставиì правуþ ÷астü выражения (3). По-

ëу÷иì:

γ
ij
(x
j
(T ) – x

j
(0)) = γ

ij
(x
j
(0) + p

j
(t) –

– x
j
(0)) = γ

ij
.

xij
*

xij
*

j M∈
∑

j M∈
∑ xij

*

j M∈
∑

j M∈
∑

t 0=

T

∑

j M∈
∑ pj t( )

t 0=

T

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞
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Даëее, испоëüзуя выражение (2), поëу÷аеì

γ
ij

 = γ
ij

 =

= γ
ijT

p
k
(0) = .

Заìетиì, ÷то при поäстановке выражения (2)

испоëüзоваëисü эëеìенты 
T
q
kj

(i) ìатриöы äостижи-

ìости возäействий к ìоìенту вреìени T 
T
Q(i) äëя

ìатриöы сìежности орãрафа W (i), т. е. знания i-ãо
аãента о ситуаöии. Это обосновано ÷етвертыì äо-
пущениеì, сäеëанныì в преäыäущеì параãрафе, о
тоì, ÷то кажäый аãент верит в аäекватностü ëиøü
собственной коãнитивной карты.

Обозна÷иì  = . Тоãäа функöиþ

поëезности i-ãо аãента ìожно записатü в виäе, на-
зываеìоì целевой функцией i-го агента:

g
i
 = p

k
(0) =

= p
k
(0) + p

k
(0). (7)

Преäставëение öеëевой функöии g
i
 в виäе (7)

позвоëяет аääитивно выäеëитü зависиìостü ее зна-
÷ения от выбранной i-ì аãентоì стратеãии. Со-
ãëасно ëеììе из работы [7] у аãента i естü äоìи-
нантная стратеãия, сëеäоватеëüно, решением в мо-
дели с нефиксированной целью управления будет

совокупность доминантных стратегий агентов 

(равновесие в доминантных стратегиях). Доминан-
тные стратегии агентов вычисляются по формуле

(0) =

=  

4. ÏÎÈÑÊ ÐÅØÅÍÈß ÄËß ÌÎÄÅËÈ
Ñ ÔÈÊÑÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÖÅËÜÞ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Рассìотриì иãру (6), в которой все функöии
поëезности аãентов записаны в виäе (5). Вновü
выбереì произвоëüноãо аãента i ∈ N, и äаëее бу-
äеì рассìатриватü ситуаöиþ с еãо то÷ки зрения.
Преобразуеì еãо функöиþ поëезности f

i
(x

1
(T ),

x
2
(T ), ..., x

m
(T )) к виäу, в котороì явно отражена

зависиìостü еãо выиãрыøа от äействий всех аãен-

тов g
i
(s

1
, s

2
, ..., s

n
). Дëя этоãо в выражение (5) вìесто

x
j
(T ) поäставиì правые ÷асти выражений (3) и (2):

γ
ij
[–(x

j
(T ) – )2] =

= – γ
ij
(x
j
(0) + p

k
(0) – )2.

Заìетиì, ÷то при поäстановке выражения (2),
как и в преäыäущеì разäеëе, при записи функöии

испоëüзоваëисü эëеìенты  ìатриöы äостижи-

ìости возäействий к ìоìенту вреìени T 
T
Q(i) äëя

ìатриöы сìежности орãрафа W (i). Как и при записи
функöии (7), это обосновано ÷етвертыì äопуще-
ниеì о тоì, ÷то кажäый аãент верит в аäекватностü
ëиøü собственной карты. Такиì образоì, из фун-
кöии поëезности (5) поëу÷аеì öеëевуþ функöиþ

g
i
 = – γ

ij
c
ij
 + p

k
(0)  =

= – γ
ij
(c
ij
 +  + )2. (8)

Зäесü c
ij
 = x

j
(0) – ;  и  — векторы, со-

ставëенные из соответствуþщих коэффиöиентов

 в первой и второй суììах соответственно; 

и  — транспонированные вектор стратеãий и век-

тор обстановки иãры соответственно äëя i-ãо аãен-
та. Функöия (8) строãо воãнута по переìенной-

стратеãии s
i
: ∀α ∈ (0, 1) g

i
(α  + (1 – α) , s

–i
) >

> αg
i
( , s

–i
) + (1 – α)g

i
( , s

–i
). Кроìе тоãо, фун-

кöия (8) непрерывна по всеì своиì переìенныì,
как суперпозиöия непрерывных функöий. Соãëас-
но соответствуþщей теореìе из работы [7] äëя ìо-
äеëи с фиксированной öеëüþ управëения сущест-
вует равновесие Нэøа в ÷истых стратеãиях.

Отìетиì, ÷то ìоäеëü с фиксированной öеëüþ
управëения форìаëüно похожа на оëиãопоëиþ
Курно [9]. Даëее äëя поиска реøения в ìоäеëи с
фиксированной öеëüþ управëения, анаëоãи÷но ре-
øениþ заäа÷и оëиãопоëии Курно, построиì сис-
теìу уравнений äëя поиска наиëу÷øеãо ответа

кажäоãо из аãентов:  = 0, ∀l ∈ M
i
, ∀i ∈ N.

Запиøеì эту систеìу уравнений в явноì виäе пос-
ëе соответствуþщеãо преобразования:

γ
ij

p
k
(0) = – γ

ij
c
ij
,

∀l ∈ M
i
,  ∀i ∈ N. (9)

j M∈
∑ pj t( )

t 0=

T

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

j M∈
∑ q

i( )

T kj pk 0( )
k M∈
∑⎝ ⎠

⎛ ⎞

j M∈
∑

k M∈
∑ qkj

i( )

k M∈
∑ γij q

i( )

T kj
j M∈
∑⎝ ⎠

⎛ ⎞ pk 0( )

α i( )

T ik γij q
i( )

T kj
j M∈
∑⎝ ⎠

⎛ ⎞

k M∈
∑ α i( )

T ik

k M
i

∈
∑ α i( )

T ik
k M\M

i
∈
∑ α i( )

T ik

si*

pj*

pj
min

sign α i( )

T ij( ) 0,<,

pj
max

     sign α i( )

T ij( ) 0, j∀ j Mi,∈,>,

0 äëя опреäеëенности,        ина÷е.,⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

j M∈
∑ xij*

j M∈
∑

k M∈
∑ q

i( )

T kj xij*

q
i( )

T kj

j M∈
∑ ⎝

⎛

k M∈
∑ q

i( )

T kj ⎠
⎞ 2

j M∈
∑ q

i( )

T 1j si' q
i( )

T 2 j s i–'

xij* q
i( )

T 1j q
i( )

T 2j

q
i( )

T kj si'

s i–'

si* si**

si* si**

gi si* s i–
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pl 0( )∂
-------------------------

k M∈
∑ ⎝
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j M∈
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T lj q
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T kj ⎠
⎞

j M∈
∑ q

i( )

T lj

pb0410.fm  Page 46  Tuesday, July 27, 2010  12:31 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

47ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 4 • 2010

Как отìе÷аëосü ранее, в выражении (9) p
k
(0) = 0,

∀k ∉ ∪
i ∈ N

M
i
, т. е. по неуправëяеìыì фактораì уп-

равëяþщие возäействия отсутствуþт. Поäобно ре-
øениþ заäа÷и оëиãопоëии Курно [9] ìожно ут-
вержäатü, ÷то если решение системы уравнений (9)
существует и принадлежит гиперкубу S

1 
Ѕ ... Ѕ S

n
,

то оно является равновесием Нэша в чистых стра-
тегиях для модели с фиксированной целью управле-
ния. Также ìожно показатü, ÷то если точка рав-
новесия Нэша в чистых стратегиях для модели с
фиксированной целью управления принадлежит внут-
ренности гиперкуба S

1 
Ѕ ... Ѕ S

n
, то она является ре-

шением системы уравнений (9).

Из этих äвух утвержäений и из существования
равновесия Нэøа в ÷истых стратеãиях äëя ìоäе-
ëи с фиксированной öеëüþ управëения сëеäует
справеäëивостü тоãо, ÷то если ни одно из решений
системы уравнений (9) не принадлежит гиперкубу
S

1 
Ѕ ... Ѕ S

n
, то точка равновесия Нэша в чистых

стратегиях для модели с фиксированной целью уп-
равления лежит на границе гиперкуба S

1 
Ѕ ... Ѕ S

n
.

5. ÏÐÈÌÅÐ

Рассìотриì приìер взаиìоäействия äвух аãентов,
коãнитивные карты которых соäержат три фактора A, B
и C (рис. 2).

На÷аëüное зна÷ение кажäоãо фактора указано в
верøинах ãрафа: A = 1, B = –7, C = 11. Пустü A — öе-
ëевой фактор äëя обоих аãентов, B — управëяеìый
фактор первоãо аãента, C — управëяеìый фактор вто-
роãо аãента. За ìоìент вреìени äëя реãистраöии ре-
зуëüтата управëения приìеì T = 3. Управëяþщие воз-
äействия на фактор B оãрани÷ены отрезкоì [–10, 10],
а на фактор C — отрезкоì [–15, 15]. Эти отрезки явëя-
þтся ìножествоì стратеãий первоãо и второãо аãентов
соответственно: S

1
 = [–10, 10], S

2
 = [–15, 15]. Рассìот-

риì сëу÷ай с нефиксированныìи öеëяìи управëения,
коãäа öеëи аãентов противопоëожны. Пустü öеëüþ пер-

воãо аãента буäет неоãрани÷енное уìенüøение зна÷е-
ния фактора A, а öеëüþ второãо — еãо неоãрани÷енное
увеëи÷ение. В этоì сëу÷ае öеëевые функöии аãентов
приìут виä: f

1
 = –(x

A
(3) – 1) = 0,04p

B
(0) – 0,02p

C
(0),

f
2

= (x
A
(3) – 1) = 0,08p

B
(0) – 0,35 p

C
(0). О÷евиäно, ре-

øениеì иãры буäет равновесие в äоìинантных страте-

ãиях ( (0), (0)) = (10, –15). Это реøение — еäинс-

твенное оптиìаëüное по Парето в иãре, так как äостав-
ëяет ìаксиìаëüный возìожный выиãрыø и первоìу, и
второìу аãенту оäновреìенно, и äруãоãо такоãо набо-
ра стратеãий нет. Этот приìер иëëþстрирует возìож-
ностü тоãо, ÷то аãенты с противопоëожныìи исхоäны-
ìи öеëяìи ìоãут образоватü коаëиöиþ «по äействи-
яì» из-за несоãëасованности преäставëений. Можно
виäетü, ÷то, есëи в äанноì приìере öеëи аãентов бы-
ëи бы оäинаковы, наприìер, оба аãента стреìиëисü
бы к неоãрани÷енноìу уìенüøениþ зна÷ения факто-
ра A, то äействия оäноãо аãента ìеøаëи бы äруãоìу в
äостижении поставëенной öеëи, и наоборот. Отìе-
÷енный факт ìожет сëужитü иëëþстраöией тоãо, ÷то
аãенты с оäинаковыìи öеëяìи, но разныìи преäстав-
ëенияìи о ситуаöии, ìоãут вступитü в конфронтаöиþ.
И наоборот — аãенты с противопоëожныìи öеëяìи и
разëи÷ныìи преäставëенияìи о ситуаöии ìоãут äейс-
твоватü совìестно.

Рассìотриì тот же приìер взаиìоäействия äвух
аãентов в сëу÷ае с фиксированныìи öеëяìи управëе-
ния. Пустü первоìу аãенту важно неоãрани÷енное при-
бëижение зна÷ения фактора A к 0, а второìу аãенту —
к 2. В этоì сëу÷ае öеëевые функöии аãентов приìут

виä: f
1
 = –(x

A
(3) – 0)

2
 = –(1 – 0,04p

B
(0) + 0,02p

C
(0))

2
,

f
2

= –(x
A
(3) – 2)

2
 = –(0,08p

B
(0) – 0,35p

C
(0) – 1)

2
. Ре-

øениеì систеìы уравнений (9) äëя äанной заäа÷и бу-
äет вектор (26,61; 3,23), который, о÷евиäно, не прина-
äëежит ìножеству всех возìожных наборов стратеãий
аãентов S

1 
Ѕ S

2
. В этоì сëу÷ае еäинственныì равнове-

сиеì Нэøа буäет то÷ка на ãраниöе ìножества S
1
 Ѕ S

2
:

(10; –0,57). Зна÷ения öеëевых функöий у аãентов:
f
1

(10; –0,57) = –0,35, f
2
 (10; –0,57) = 0. Оäнако пер-

вый аãент ìожет уëу÷øитü свой выиãрыø, есëи сооб-
щит завеäоìо ëожнуþ инфорìаöиþ о своей коãнитив-
ной карте второìу аãенту, искажая сиëу вëияния B → C
с +1,2 на +0,5, и C → B с +0,9 на +0,3. Отìетиì, ÷то
этот приìер выпаäает из наøих преäпоëожений, сäе-
ëанных в § 2 о тоì, ÷то все аãенты знаþт истинные
коãнитивные карты äруã äруãа.

В этоì сëу÷ае равновесие Нэøа äëя второãо аãента
сìещается в то÷ку (–6,71; –4,39). Этиì ìожет воспоëü-
зоватüся первый аãент, сохраняя своþ истиннуþ на-
иëу÷øуþ стратеãиþ. Построиì граф рефлексивной игры

(рис. 3) и расс÷итаеì информационное равновесие [10].

Верøины ãрафа соответствуþт реаëüныì (1 и 2) и
фантоìныì (21) аãентаì, т. е. попарно нетожäествен-
ныì структураì инфорìированности. Дуãи ãрафа отра-
жаþт взаиìнуþ инфорìированностü аãентов: направ-
ëение стреëки от оäноãо аãента к äруãоìу обозна÷ает,
÷то второй аãент аäекватно инфорìирован о первоì.
Реøениеì буäет информационное равновесие (10; –4,39)

A = 1

+0,8 –0,7 –0,7+0,5

A = 1

+1,2

+0,9

+0,6

+0,7

Аãент 1 Аãент 2

В = –7 C = 11 C = 11В = –7

Рис. 2. Когнитивные карты двух агентов

p
B
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C
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[10], зна÷ения öеëевых функöий аãентов буäут сëеäуþ-
щиìи: f

1
 (10; –4,39) = –0,26; f

2
 (10; –4,39) = –1,79.

При сравнении выиãрыøей первоãо аãента в äвух сëу÷а-
ях виäно, ÷то он сìоã äобитüся еãо увеëи÷ения от –0,35
äо –0,26 путеì äезинфорìаöии второãо аãента.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрены ìоäеëи конфëикта интересов, в
которых аãенты преäставëены разëи÷ныìи описа-
нияìи собственных знаний о ситуаöии в öеëоì,
форìаëизованныìи в виäе ëинейных коãнитив-
ных карт. Поëу÷ены реøения äëя обеих ìоäеëей в
раìках конöепöии реøения равновесия Нэøа в
÷истых стратеãиях. Эти резуëüтаты опираþтся на
сäеëанные в § 2 äопущения. Еще раз отìетиì äва
важных ìоìента.

� Форìаëüноìу описаниþ поäверãается внутрен-
нее виäение аãентаìи законов развития ситуа-
öии во вреìени. В этоì сëу÷ае аãенты по-раз-
ноìу преäвиäят резуëüтаты оäноãо и тоãо же
äействия, но кажäый аãент верит в аäекватностü
ëиøü собственноãо резуëüтата. Как сëеäствие, в
привеäенных ìоäеëях выиãрыøеì аãента с÷и-
тается веëи÷ина, расс÷итанная, исхоäя из преä-
ставëений ëиøü этоãо аãента о своеì выиãрыøе:
аãент, приниìая реøение, пониìает не тоëüко
то, ÷то у остаëüных аãентов äруãие öеëи, но и то,
÷то они виäят ìир ина÷е. Такая постановка при-
воäит к öеëесообразности рассìотрения реф-
ëексивных иãр [9, 10] на коãнитивных картах.

� В рассìотренных ìоäеëях знания аãентов о си-
туаöии преäставëены разныìи коãнитивныìи
картаìи и отсутствует какая-ëибо инфорìаöия о
тоì, какая из коãнитивных карт аäекватно опи-
сывает ситуаöиþ, есëи такой картой обëаäает
кто-ëибо из аãентов. Ина÷е ãоворя, реøаеìая
наìи заäа÷а проãноза äействий аãентов не за-
висит от тоãо, кто из них (а, ìожет бытü, и ник-
то) аäекватно преäставëяет ситуаöиþ в öеëоì.

В раìках приìеров (сì. § 5) быëи проäеìонс-
трированы некоторые эффекты, возникаþщие при
ìоäеëировании взаиìоäействий аãентов с несоãëа-
сованныìи преäставëенияìи. Наприìер, то, ÷то
аãенты с противопоëожныìи исхоäныìи öеëяìи и

разëи÷ной инфорìированностüþ ìоãут образоватü
коаëиöиþ «по äействияì». В ÷астности, в первоì
приìере иìенно разëи÷ие коãнитивных карт у
аãентов посëужиëо при÷иной ìаксиìизаöии их
общеãо бëаãосостояния. Также преäставëен сëу-
÷ай, коãäа оäинаковые öеëи и разные преäставëе-
ния о ситуаöии привоäят к конфронтаöии у÷аст-
ников. В приìере с фиксированныìи öеëяìи по-
казана возìожностü увеëи÷ения выиãрыøа аãента
путеì äезинфорìаöии иì своих оппонентов отно-
ситеëüно собственной коãнитивной карты. Все это
позвоëяет ставитü и реøатü заäа÷и инфорìаöион-
ноãо управëения на коãнитивных картах, при÷еì
управëение ìожет осуществëятüся как саìиìи
аãентаìи, так и внеøниìи по отноøениþ к ниì
сторонаìи äëя äостижения собственных öеëей.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ 
ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÌÅÍÞ

Ì.Â. Ãóáêî, À.È. Äàíèëåíêî

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Иерархи÷еские ìенþ явëяþтся попуëярныì
ìетоäоì äоступа к коìанäаì и äанныì. Приìе-
раìи ìоãут сëужитü коìанäные ìенþ коìпüþтер-
ных проãраìì (рис. 1), катаëоãи Интернет-сайтов
(рис. 2), ìенþ ìобиëüных теëефонов, интерактив-
ные теëефонные систеìы и т. п.

Менþ обы÷но явëяется есëи не еäинственныì,
то саìыì поëныì катаëоãоì коìанä иëи ссыëок в
систеìе, поэтоìу уäобство ìенþ явëяется важныì
критериеì ка÷ества интерфейса в öеëоì. Внеøний
виä и поëüзоватеëüские ка÷ества ìенþ ìоãут от-
ëи÷атüся в зависиìости от ìеста еãо разìещения и
заäа÷, которые оно реøает. Наприìер, ìенþ ìо-
биëüных теëефонов проектируется с у÷етоì оãра-
ни÷енноãо разìера экрана устройства, у ãоëосо-
вых ìенþ нет визуаëüноãо интерфейса, ÷то вно-
сит äопоëнитеëüные оãрани÷ения на их структуру
и соäержание. Менþ коìпüþтерных проãраìì
(сì. рис. 1) äоëжны иìетü станäартный виä, знако-
ìый поëüзоватеëяì операöионной систеìы. В äи-
зайне Интернет-сайтов ìенüøе правиë, поэтоìу
при проектировании ìенþ сайтов и катаëоãов от-
крывается боëüøий простор äëя твор÷ества. На-
приìер, äëя боëüøих катаëоãов Интернет-сайтов
÷асто приìеняется äвухуровневая структура ìенþ
(рис. 2) в которой на оäной панеëи ìенþ отобра-

жаþтся как саìи катеãории, так и поä÷иненные иì
поäкатеãории.

Эффективностü ìенþ, как правиëо, опреäеëя-
ется среäниì вреìенеì äоступа к искоìоìу эëе-
ìенту. При этоì äëя конкретноãо набора эëеìен-
тов существует ìножество способов их ãруппиров-
ки в иерархиþ катеãорий. Заäа÷а äизайна ìенþ
состоит в поиске иерархии катеãорий, обеспе÷ива-
þщей ìиниìаëüное среäнее вреìя äоступа с у÷е-
тоì выбора äëя кажäой панеëи наибоëее поäхоäя-
щеãо виäа ìенþ.

1. ÎÁÇÎÐ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

Еще äо развития коìпüþтерных систеì схожая
пробëеìатика рассìатриваëасü в теории вопрос-
ников [1]. Поìиìо поäробноãо описания теории в
работе [1] провеäена анаëоãия с теорией оптиìи-
заöии орãанизаöионных иерархий, испоëüзуþщей
тот же ìатеìати÷еский аппарат, ÷то и настоящая
статüя. Всëеäствие øирокоãо распространения ãра-
фи÷еских коìпüþтерных интерфейсов в 1980-х ãã.
на÷аëасü активная разработка форìаëüных ìето-
äов оптиìизаöии структуры ìенþ (соäержатеëü-
ный, хотя и нескоëüко устаревøий, обзор приве-
äен в работе [2]). В настоящее вреìя боëüøе вни-
ìания уäеëяется уëу÷øениþ поëüзоватеëüских
ка÷еств Интернет-сайтов, ìобиëüных устройств и
бытовой эëектроники [3—5]. Ряä пубëикаöий пос-

Преäëожена ìатеìати÷еская ìоäеëü оптиìизаöии структуры иерархи÷еских ìенþ и ка-

таëоãов. Кажäоìу эëеìенту ìенþ поставëена в соответствие еãо попуëярностü и реøена

заäа÷а äискретной оптиìизаöии — выбора структуры ìенþ, ìиниìизируþщей среäнее

вреìя поиска. Доказано, ÷то все панеëи оптиìаëüноãо ìенþ äоëжны преäëаãатü поëü-

зоватеëþ оäинаковое ÷исëо аëüтернатив с оäинаковыì соотноøениеì попуëярностей.

Отìе÷ено, ÷то ìоäеëü позвоëяет сравниватü типы ìенþ и выбратü из них наиëу÷øий.

Преäëожен аëãоритì построения оптиìаëüноãо ìенþ, у÷итываþщий как сеìанти÷еские

оãрани÷ения, так и резуëüтаты оптиìизаöии. Аëãоритì проиëëþстрирован приìероì оп-

тиìизаöии ìенþ ìобиëüноãо теëефона.

Ключевые слова: иерархи÷еские ìенþ, оптиìизаöия иерархии, автоìатизаöия построения ìенþ,
ìенþ ìобиëüноãо устройства.
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вящен изу÷ениþ разëи÷ных принöипов орãаниза-
öии ìенþ. Пункты ìенþ ìоãут бытü распоëожены
по аëфавиту [6], в сëу÷айноì поряäке [7, 8], иëи
упоряäо÷ены по принаäëежности к поäкатеãорияì
[9, 10]. Структура и отображение пунктов ìенþ
ìожет изìенятüся в зависиìости от ÷астоты их ис-
поëüзования [11, 12].

Отäеëüное направëение иссëеäований — вëия-
ние øирины и ãëубины иерархии на вреìя поиска.
Гëавный вопрос закëþ÷ается в тоì, скоëüко аëü-
тернатив сëеäует преäëаãатü поëüзоватеëþ на оä-
ной панеëи ìенþ (это ÷исëо называется øириной
иерархии) и скоëüко при этоì äоëжно бытü уров-
ней в иерархии (äруãиìи сëоваìи, какая ãëубина
иерархии). Существуþт разëи÷ные поäхоäы к это-
ìу вопросу. Кëасси÷еская ìоäеëü [8] (позже рас-
øиренная в работе [10]) рассìатривает построение
сиììетри÷ноãо ìенþ постоянной øирины наä

эëеìентаìи с оäинаковой попуëярностüþ в преä-
поëожении, ÷то выбор ëþбоãо пункта ìенþ требует
оäинаковоãо вреìени. Резуëüтатоì преäëоженной
ëинейной ìоäеëи стаëо выражение äëя оптиìаëü-
ной øирины иерархии (в среäнеì 6—8 пунктов).
Поëу÷енные резуëüтаты äаëеки от экспериìен-
таëüных иссëеäований, и в работе [6] быëа преä-
ëожена аëüтернативная ìоäеëü с поäобныìи оãра-
ни÷енияìи, но с ëоãарифìи÷еской зависиìостüþ
вреìени поиска от øирины иерархии, преäсказы-
ваþщая оптиìаëüностü боëее øироких иерархий
(сì. также [11]). Настоящуþ статüþ ìожно рас-
сìатриватü как проäоëжение этих работ, так как
преäëоженная ìоäеëü обобщает поäхоäы, описан-
ные в работах [6, 8, 10], сниìая ряä оãрани÷ений.

Важнуþ роëü в иссëеäовании структур ìенþ
иãраþт ìноãо÷исëенные экспериìентаëüные ис-
сëеäования [7, 9, 13—17], базируþщиеся на раз-

Рис. 1. Фрагмент командного меню программы «Apple Keynote»

Рис. 2. Фрагмент двухуровневого меню Интернет-каталога Google™ Directory
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ëи÷ных ìоäеëях и преäпосыëках. Несìотря на
выявëенные в хоäе иссëеäований общие принöи-
пы, разëи÷ие поäхоäов и искусственностü экспе-
риìентов не позвоëиëи прийти к еäиноìу ìнениþ
о вëиянии øирины и ãëубины иерархии на уäоб-
ство ìенþ.

Нескоëüко работ затраãиваþт вопрос пере-
ìенной øирины иерархии в ìенþ. Так, в работах
[17, 18] показывается, ÷то боëее øирокие на пос-
ëеäних уровнях ìенþ эффективнее, ÷еì ìенþ, су-
жаþщиеся к конöу. Оäнако, наприìер, в работах
[16, 19], существенных разëи÷ий ìежäу такиìи
структураìи выявëено не быëо.

Существует также направëение иссëеäований,
посвященное изу÷ениþ особенностей спеöифи-
÷еских типов ìенþ: ãоëосовых ìенþ [20], ìенþ
ìобиëüных теëефонов [3, 5] и äр.

Такиì образоì, существуþщие иссëеäования
структуры иерархи÷еских ìенþ существенно раз-
ëи÷аþтся как в преäпоëожениях о свойствах систе-
ìы и повеäении поëüзоватеëей, так и в приìеня-
еìых ìетоäах. Кроìе тоãо, поëу÷енные резуëüта-
ты, как теорети÷еские, так и экспериìентаëüные,
сëожно приìенятü на практике. Теорети÷еские ре-
зуëüтаты поëу÷ены при сиëüных оãрани÷ениях, не
приìениìых к реаëüныì ìенþ. Экспериìентаëü-
ные ìетоäы иссëеäуþт отäеëüно взятуþ обëастü, и
их резуëüтаты не всеãäа возìожно обобщитü. Та-
кая ситуаöия привеëа к появëениþ работ [21], в
которых сравниваþтся разëи÷ные ìетоäы и опре-
äеëяется их приìениìостü в зависиìости от усëо-
вий и стратеãий поëüзоватеëей. Но äо сих пор не
существует еäиной ìетоäики, описываþщей при-
нöипы построения ìенþ äëя разëи÷ных сëу÷аев.
Такая ìетоäика äоëжна соäержатü эëеìенты опти-
ìизаöии структуры ìенþ и позвоëятü сравниватü
разëи÷ные типы и структуры ìенþ на преäìет их
уäобства äëя поëüзоватеëей. В настоящей статüе
иссëеäуется ìатеìати÷еская ìоäеëü, отве÷аþщая
на поставëенные вопросы с поìощüþ резуëüтатов
ìатеìати÷еской теории оптиìизаöии иерархи÷ес-
ких структур [22, 23]. Общий поäхоä, преäëожен-
ный в рассìатриваеìой ìоäеëи, позвоëяет осëа-
битü ряä äопущений существуþщих ìоäеëей и ис-
поëüзоватü поëу÷енные теорети÷еские резуëüтаты
äëя разработки среäств автоìатизаöии построе-
ния ìенþ.

2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Иерархи÷еское ìенþ строится на основе ìно-
жества эëеìентов N = {1, ..., n} (наприìер, коìанä
иëи ссыëок в Интернет-катаëоãе), к которыì не-
обхоäиìо поëу÷атü äоступ посреäствоì ìенþ. Че-
рез μ(w) обозна÷иì попуëярностü эëеìента w ∈ N —
вероятностü тоãо, ÷то этот эëеìент потребуется
поëüзоватеëþ.

При построении ìенþ ìножество эëеìентов N
разбивается на катеãории, затеì эëеìенты кажäой
катеãории ìоãут бытü разбиты на поäкатеãории и
т. ä. Панеëüþ ìенþ äëя катеãории s ⊆ N буäеì на-
зыватü совокупностü саìой катеãории s и набора
соäержащихся в ней вариантов (поäкатеãорий иëи
терìинаëüных эëеìентов). Наприìер, на рис. 1
раскрыты ÷етыре панеëи ìенþ. Катеãории верхне-
ãо уровня («Сëайä», «Форìат» и т. ä.) распоëоже-
ны в ãëавной панеëи ìенþ, а катеãории сëеäуþ-
щих уровней принаäëежат вëоженныì панеëяì.
Такое ìноãоуровневое разбиение эëеìентов на ка-
теãории форìирует äревовиäнуþ структуру ìенþ.
Листüяìи äерева сëужат эëеìенты из ìножества N,
остаëüные верøины соответствуþт катеãорияì.

Кажäая катеãория оäнозна÷но характеризуется
набороì s ⊆ N вхоäящих в нее эëеìентов нижнеãо
уровня. При этоì вероятностü тоãо, ÷то поëüзова-
теëü попаäет в панеëü ìенþ, соответствуþщуþ ка-

теãории s, равна μ
s
 := μ(w)1.

Есëи поëüзоватеëü попаäает в панеëü ìенþ ка-
теãории s ⊆ N, соäержащуþ k вариантов с попу-
ëярностяìи μ

1
, ..., μ

k
, то μ

1
 + ... + μ

k
 = μ

s
. Тоãäа

y
i
= μ

i
/μ

s
 — усëовная вероятностü выбора вариан-

та i при нахожäении в панеëи ìенþ катеãории s.
Друãиìи сëоваìи, вектор y

1
, ..., y

k
 опреäеëяет про-

порöиþ (y
1
 + ... + y

k
 = 1 по опреäеëениþ), в соот-

ветствии с которой поäеëены попуëярности вари-
антов, соäержащихся в катеãории s.

Буäеì поëüзоватüся среäниì вреìенеì, затра-
÷иваеìыì поëüзоватеëеì на поиск эëеìента (среä-
ниì вреìенеì оäной поëüзоватеëüской сессии)
как критериеì ка÷ества ìенþ. Как правиëо, с÷и-
тается [6—10, 14—17], ÷то öеëü поëüзоватеëя —
оäин эëеìент нижнеãо уровня, наприìер, оäна за-
писü в ìенþ äоступа к базаì äанных иëи оäна ко-
ìанäа в коìанäных ìенþ. Такиì образоì, есëи
обозна÷итü ÷ерез t(w) вреìя поиска поëüзоватеëеì
эëеìента w ∈ N, то необхоäиìо ìиниìизироватü
среäнее вреìя äоступа к оäноìу эëеìенту

T = μ(w)t(w).

С äруãой стороны, поскоëüку все вреìя поëü-
зоватеëü провоäит в поиске поäхоäящих вариантов
в катеãориях, среäнее вреìя сессии преäставиìо в
виäе суììы среäних вреìен пребывания в кажäой
панеëи ìенþ. Вреìя, провеäенное в панеëи ìенþ,
зависит в первуþ о÷ереäü от набора преäоставëен-
ных вариантов. Кроìе этоãо, на вреìя выбора су-
щественно вëияþт поëüзоватеëüские ка÷ества ìе-

1 Это верно, есëи поëüзоватеëü не соверøает оøибок при
выборе вариантов в ìенþ.

w s∈
∑

w N∈
∑
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нþ. Так, варианты ìенþ ìоãут бытü отсортирова-
ны по аëфавиту иëи по соäержаниþ, пункты на
панеëи ìенþ ìоãут бытü распоëожены ãоризон-
таëüно, вертикаëüно иëи в я÷ейках пряìоуãоëüной
ìатриöы, катеãории преäставëены своиìи назва-
нияìи, пиктоãраììаìи иëи и теì и äруãиì, и т. ä.
Усëовиìся называтü типоì ìенþ совокупностü

всех факторов, вëияþщих на внеøний виä2 и поëü-
зоватеëüские ка÷ества ìенþ, за искëþ÷ениеì ÷ис-
ëа и состава саìих пунктов ìенþ. Обозна÷иì ÷е-
рез Ω ìножество всевозìожных типов ìенþ, при-
ìениìых в рассìатриваеìоì контексте.

Дëя конкретноãо типа ìенþ θ ∈ Ω обозна÷иì
÷ерез t

i
(k, θ) среäнее вреìя, необхоäиìое, ÷тобы

найти и выбратü i-й вариант3 в панеëи ìенþ, со-
äержащей k аëüтернатив. Это вреìя вкëþ÷ает в се-
бя как вреìя на восприятие и анаëиз вариантов,
так и на соверøение выбора (наприìер, переìе-
щение курсора иëи нажатие кëавиøи). Кроìе на-
бора вариантов и типа ìенþ на вреìя выбора
вëияþт ëи÷ные ка÷ества поëüзоватеëей (кваëи-
фикаöия, возраст), техни÷еские оãрани÷ения обо-
руäования и ряä äруãих факторов, которые непоä-
вëастны разработ÷ику ìенþ. Есëи инфорìаöия о
потенöиаëüных поëüзоватеëях, аппаратных за-
äержках и äруãих внеøних параìетрах äоступна на
этапе проектирования, ее сëеäует вкëþ÷итü в ве-
ëи÷ину t

i
(k, θ). Такая äетаëизаöия позвоëяет по-

ëу÷итü боëее то÷ные (но ìенее универсаëüные)
рекоìенäаöии касатеëüно структуры ìенþ. При
отсутствии поäобной инфорìаöии сëеäует ис-

поëüзоватü среäние зна÷ения4, которые позвоëят
поëу÷итü боëее универсаëüные, но «оптиìаëüные
в среäнеì» параìетры ìенþ. Основныì исто÷ни-
коì äëя опреäеëения вреìен t

i
(k, θ) сëужат экспе-

риìентаëüные иссëеäования.
Есëи поëüзоватеëü попаë в панеëü ìенþ катеãо-

рии s ⊆ N с k(s) поäкатеãорияìи s
1
, ..., s

k
, то, уìно-

жив вреìя выбора t
i
(k, θ) кажäоãо варианта на со-

ответствуþщуþ усëовнуþ вероятностü y
i
(s) := /μ

s

еãо выбора, поëу÷иì среäнее вреìя, которое поëü-
зоватеëü потратит на выбор варианта в этой пане-
ëи ìенþ:

t(y
1
(s), ..., y

k(s)
(s), θ) = y

i
(s)t

i
(k(s), θ).

В общеì сëу÷ае äëя кажäой панеëи ìожет ис-
поëüзоватüся свой тип ìенþ, который нужно вы-
братü в хоäе оптиìизаöии. Это ìожно äеëатü не-
зависиìо äëя кажäой панеëи, выбирая тип ìенþ,
ìиниìизируþщий вреìя нахожäения в ней:

t*(y
1
(s), ..., y

k(s)
(s)) = y

i
(s)t

i
(k(s), θ). (1)

Среäнее вреìя оäной поëüзоватеëüской сессии
в иерархи÷ескоì ìенþ H скëаäывается из среäних
вреìен нахожäения поëüзоватеëя в кажäой панеëи
ìенþ s иерархии H, уìноженных на вероятности μ

s

попаäания в эту панеëü ìенþ:

T(H) = μ
s
t*(y

i
(s), ..., y

k(s)
(s)) (2)

и заäа÷а состоит в поиске иерархии, ìиниìизиру-
þщей вреìя сессии (2) на ìножестве всех возìож-
ных äревовиäных иерархий, наäстроенных наä
ìножествоì N.

3. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÒÐÓÊÒÓÐ

Заäа÷а ìиниìизаöии среäнеãо вреìени поиска
в иерархи÷ескоì ìенþ принаäëежит øирокоìу
кëассу заäа÷ поиска оптиìаëüных иерархи÷еских
структур [22, 23]. Пробëеìы поиска оптиìаëüных
иерархий встре÷аþтся во ìноãих обëастях, но, не-
сìотря на разëи÷ные интерпретаöии заäа÷, иìеþт
общуþ ìатеìати÷ескуþ базу, ÷то позвоëяет при-
ìенитü общий поäхоä к их реøениþ. Основы та-
коãо поäхоäа быëи заëожены в работах [22, 23].

В ÷астности, äоказано [23], ÷то äëя критерия
оптиìизаöии виäа (2), преäставиìоãо в виäе суì-
ìы оäнороäных функöий, оптиìаëüно так назы-
ваеìое «оäнороäное äерево», в котороì кажäая
катеãория иìеет оäинаковое ÷исëо поäкатеãорий
с попуëярностяìи, распреäеëенныìи в оäной и
той же пропорöии y

1
, ..., y

k
 (y

1
 + ..., + y

k
 = 1). При-

ìер оäнороäноãо äерева øирины 2 с пропорöией
(1/3, 2/3) привеäен на рис. 3.

Среäнее вреìя поиска в иерархии H øирины k
с пропорöией y

1
, ..., y

k
 ìожно записатü в виäе

T(H ) = – μ(w)lnμ(w) . (3)

Показано [23], ÷то заäа÷а поиска оптиìаëüной
äревовиäной иерархии своäится к вы÷исëениþ па-
раìетров äерева, ìиниìизируþщих выражение (3)

2 Даëее äëя уäобства изëожение веäется в «визуаëüных» тер-
ìинах, но те же резуëüтаты верны и äëя äруãих типов ìенþ, в
тоì ÷исëе ãоëосовых.

3
 С÷итается, ÷то äëя кажäоãо со÷етания k и θ  заäана неко-

торая нуìераöия пунктов ìенþ от 1 äо k.
4
 Даëее показано, ÷то вреìенные затраты вхоäят в критерий

оптиìизаöии ëинейно, поэтоìу ìожно испоëüзоватü усреäнен-
ные параìетры.

μs
i

i 1=

k s( )

∑

min
θ Ω∈

i 1=

k s( )

∑

s из H
∑

w N∈
∑

t* y1 ... yk, ,( )

yi yiln
i 1=

k

∑–

-------------------------------
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по всеì k = 2, ..., n и пропорöияì y
1
, ..., y

k
, уäов-

ëетворяþщиì усëовиþ y
i
 l μ(w):

T
L
(N ) = – μ(w)lnμ(w) . (4)

В сиëу äискретности параìетров наиëу÷øее оä-
нороäное äерево за÷астуþ невозìожно построитü
то÷но, но среäнее вреìя поиска в неì (4) всеãäа
ìожет бытü вы÷исëено, и оно äает хороøуþ ниж-
нþþ оöенку среäнеãо вреìени поиска в оптиìаëü-
ной иерархии. Преäëожены [24] эффективные аë-
ãоритìы, позвоëяþщие построитü боëüøое ÷исëо
субоптиìаëüных äеревüев на основе разëи÷ных

ãруппировок эëеìентов нижнеãо уровня5.

4. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ ÈÅÐÀÐÕÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÅÍÞ

4.1. Îáùèå âûâîäû

Такиì образоì, в раìках рассìатриваеìой ìо-
äеëи оптиìаëüная структура ìенþ äоëжна преä-
ставëятü собой оäнороäнуþ иерархиþ, т. е. кажäая
панеëü ìенþ äоëжна соäержатü по возìожности
оäно и то же ÷исëо вариантов с попуëярностяìи,
поäеëенныìи в оäной и той же пропорöии. Леãко
виäетü, ÷то всëеäствие этоãо приìенение нескоëü-
ких типов ìенþ в оäной иерархии неэффективно.
Действитеëüно, соãëасно выражениþ (1), наиëу÷-
øий тип ìенþ θ ∈ Ω äëя кажäой панеëи s ⊆ N оп-
реäеëяется ìиниìизаöией

θ*(s) = arg y
i
(s)t

i
(k(s), θ). (5)

В сиëу оäнороäности оптиìаëüной иерархии,
øирина ìенþ k(s) и пропорöия y

1
(s), ..., y

k(s)
(s)

оäинаковы äëя всех панеëей. Сëеäоватеëüно, ìи-
ниìуì (5) буäет äостиãатüся в оäной и той же то÷ке
äëя всех панеëей. Друãиìи сëоваìи, все панеëи
оптиìаëüноãо ìенþ оäноãо и тоãо же типа незави-
сиìо от их поëожения в иерархии. Это äает воз-
ìожностü сна÷аëа найти параìетры наиëу÷øеãо
оäнороäноãо äерева äëя кажäоãо из рассìатривае-
ìых типов ìенþ θ ∈ Ω, а затеì рекоìенäоватü в ка-
÷естве оптиìаëüноãо тип ìенþ, оäнороäное äере-
во äëя котороãо äает ìиниìаëüное вреìя сессии.

При построении уäобноãо ìенþ сëеäует у÷естü
ìножество факторов: виä панеëей ìенþ, страте-
ãиþ повеäения, кваëификаöиþ и ëи÷ные ка÷ества
поëüзоватеëей. Даже в оäноì и тоì же ìенþ раз-
ëи÷ные поëüзоватеëи ìоãут вести себя по-разноìу.
Так, варианты в ìенþ ìожно просìатриватü пос-
ëеäоватеëüно иëи, при известной сортировке ва-
риантов, поëüзоватüся ìетоäоì äеëения попоëаì.
Поëüзоватеëи, ÷асто поëüзуþщиеся ìенþ, ìоãут
поìнитü распоëожение необхоäиìоãо варианта и
сразу выбиратü еãо (так называеìое «экспертное»
повеäение). Кроìе тоãо, на скоростü работы и ÷ис-
ëо соверøаеìых оøибок вëияþт ëи÷ные ка÷ества
поëüзоватеëей, наприìер, возраст (сì. [17]). Поëü-
зоватеëи с отëи÷аþщиìся повеäениеì описываþт-
ся разëи÷ныìи выраженияìи вреìени просìотра
панеëи ìенþ. При этоì в сиëу ëинейности ìоäеëи
эти вреìенные затраты ìоãут бытü усреäнены по
всей ауäитории, и оптиìаëüное в среäнеì äëя всей
ауäитории ìенþ — это ìенþ äëя поëüзоватеëя с
усреäненныìи вреìенныìи затратаìи. Даëее вез-
äе поäразуìевается испоëüзование усреäненных
оöенок параìетров вреìенных заäержек. В сëеäу-
þщих параãрафах реøается заäа÷а поиска опти-
ìаëüной структуры ìенþ äëя кëасси÷еских ìоäе-
ëей повеäения поëüзоватеëей и рассìатриваþтся
практи÷ески важные усëожнения ìоäеëи.

4.2. Èñ÷åðïûâàþùèé ïîèñê

Стратеãия ис÷ерпываþщеãо поиска (exhaustive
search [21]) поäразуìевает, ÷то поëüзоватеëü сна-
÷аëа просìатривает все варианты на панеëи ìенþ
и тоëüко посëе этоãо соверøает выбор. С÷итается,
÷то поëüзоватеëü не соверøает оøибок в выборе
вариантов. В этоì сëу÷ае вреìя выбора варианта
на панеëи не зависит от распоëожения этоãо вари-
анта и, соответственно, равно среäнеìу вреìени
нахожäения поëüзоватеëя в панеëи ìенþ

t(k) = t
resp

 + t
load

k + t
read

k + t
click

, (6)

ãäе t
resp

 — вреìя ответа сервера, t
load

 — вреìя за-

ãрузки оäноãо пункта ìенþ, t
read

 — вреìя про÷те-

ния и восприятия оäноãо пункта ìенþ, t
click

 — вре-

ìя, требуеìое на соверøение выбора.

5 Это äает возìожностü строитü с поìощüþ äанноãо аëãо-
ритìа субоптиìаëüные иерархи÷еские ìенþ с у÷етоì сеìанти-
÷еских оãрани÷ений — требований осìысëенности кажäой ка-
теãории (сì. äаëее § 5).

min
w N∈

w N∈
∑ min

k
min
y
1

... y
k

, ,

t* y1 ... yk, ,( )

yi yiln
i 1=

k

∑–

-------------------------------

Рис. 3. Пример однородного дерева

min
θ Ω∈

i 1=

k
s

∑
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Оптиìаëüные параìетры оäнороäноãо äерева
(÷исëо вариантов k и пропорöия y

1
, ..., y

k
) äостав-

ëяþт ìиниìуì функöии (3), ÷то с у÷етоì выраже-
ния (6) эквиваëентно ìиниìизаöии функöии

– .

Леãко проверитü, ÷то при ëþбоì фиксирован-
ноì k оптиìаëüна сиììетри÷ная иерархия, т. е.
y
i
= 1/k, i = 1, ..., k. Поэтоìу оптиìаëüное ÷исëо

вариантов k в кажäой панеëи ìенþ нахоäится в ре-
зуëüтате оптиìизаöии по всеì k = 2, 3, ... функöии

[(t
resp

 + t
load

k + t
click

) + t
read

k]/lnk. (7)

Пример 1. Рассìотриì параìетры, типи÷ные äëя
Интернет-катаëоãов: t

resp
 = 2 с, t

load
 = 0,02 с, t

read
 = 1 с,

t
click

 = 1 с. Поäставëяя эти зна÷ения в функöиþ (7) и

провоäя ÷исëеннуþ оптиìизаöиþ, поëу÷иì, ÷то в оп-
тиìаëüноì ìенþ кажäая панеëü äоëжна соäержатü
k = 5 вариантов. При этоì варианты на панеëи ìенþ
äоëжны иìетü равные попуëярности. ♦

Привеäенные резуëüтаты соãëасуþтся с выра-
жениеì äëя оптиìаëüной øирины ìенþ, поëу÷ен-
ной в кëасси÷еской статüе [8]. Гëавное отëи÷ие по-
ëу÷енноãо наìи резуëüтата в тоì, ÷то в работе [8]
рассìотрение изна÷аëüно оãрани÷ивается оäно-
роäныìи сиììетри÷ныìи äеревüяìи. Выøе же
форìаëüно äоказывается, ÷то иìенно оäнороäное
сиììетри÷ное äерево с øириной, опреäеëяеìой
из выражения (7), оптиìаëüно на ìножестве все-
возìожных (в тоì ÷исëе, неоäнороäных и асиì-
ìетри÷ных) äревовиäных иерархий. Кроìе тоãо, в
статüе [8] резуëüтаты быëи поëу÷ены при оãрани-
÷ении оäинаковой попуëярности всех эëеìентов
ìножества N, в настоящей же работе это оãрани-
÷ение не испоëüзуется.

4.3. Ïîñëåäîâàòåëüíûé ïîèñê

Стратеãия посëеäоватеëüноãо поиска (sequential
search [21]) преäпоëаãает, ÷то поëüзоватеëü про-
сìатривает варианты на панеëи ìенþ в опреäеëен-
ной посëеäоватеëüности и соверøает выбор как
тоëüко встре÷ает нужный вариант, не просìатри-
вая остаëüные варианты. При такой ìоäеëи пове-
äения вреìя на выбор варианта в панеëи ìенþ за-
висит от поряäковоãо ноìера этоãо варианта. Среä-
нее вреìя, провеäенное поëüзоватеëеì в панеëи
ìенþ, опреäеëяется усреäнениеì по всеì вариан-
таì с у÷етоì их относитеëüных попуëярностей:

t(y
1
, ..., y

k
) = t

resp
 + t

load
k + t

read
iy
i
 + t

click
. (8)

Обозна÷иì A(k) = (t
resp

 + t
load

k + t
click

)/t
read

, тоãäа

среäнее вреìя, провеäенное в панеëи ìенþ,

t(y
1
, ..., y

k
) = t

read
. (9)

Вреìя поиска в наиëу÷øей оäнороäной иерар-
хии опреäеëяется ìиниìизаöией функöии (3), ÷то
с у÷етоì выражения (9) эквиваëентно ìиниìиза-
öии функöии

–t
read

по всеì k и пропорöияì y
1
, ..., y

k
.

При фиксированноì k из усëовий первоãо по-
ряäка виäиì, ÷то оптиìаëüная пропорöия уäов-

ëетворяет усëовиþ y
i
 = a(k)A(k) + i, i = 1, ..., k, ãäе

a(k) — реøение уравнения aA(k)+ i = 1. При поä-

становке оптиìаëüной пропорöии в функöии (10)
поëу÷иì выражение äëя оптиìаëüноãо ÷исëа вари-
антов k в панеëи ìенþ:

k = arg 1/ln(1/a(k')). (11)

Пример 2. Дëя типи÷ных параìетров ìенþ, приве-
äенных в приìере 1, поäстановкой в форìуëу (11) по-
ëу÷иì, ÷то при посëеäоватеëüной стратеãии оптиìаëü-
на боëее øирокая иерархия с ÷исëоì вариантов k = 13.
Попуëярности вариантов в оптиìаëüноì оäнороäноì
äереве распреäеëены в пропорöии y

1
 ≈ 0,27, y

2
 ≈ 0,20,

y
3
 ≈ 0,15, ..., y

13
 ≈ 0,007, т. е. на первый из 13 просìат-

риваеìых поëüзоватеëеì вариантов äоëжно прихоäитü-
ся боëüøе ÷етверти попуëярности, в то вреìя как на
посëеäний — ìенüøе 0,01. Среäнее вреìя (3) оäной
сессии поëüзоватеëя äëя набора эëеìентов N приìерно

равно 3,25 μ(w)lnμ(w). ♦

Такиì образоì, при посëеäоватеëüноì ÷тении
поëüзоватеëеì вариантов в панеëи ìенþ саìые
попуëярные эëеìенты иëи катеãории сëеäует раз-
ìещатü в на÷аëе, при÷еì попуëярностü вариантов
убывает в ãеоìетри÷еской проãрессии. В статüе [8]
резуëüтаты ис÷ерпываþщеãо поиска быëи обоб-
щены и на посëеäоватеëüнуþ стратеãиþ, т. е. в ка-
÷естве реøения быëо преäëожено сиììетри÷ное
ìенþ (с отëи÷ныìи от первой стратеãии параìет-
раìи). Как показано в настоящеì параãрафе, это
неоптиìаëüно. Так, äëя параìетров, испоëüзо-
ванных в приìерах 1 и 2, выиãрыø оптиìаëüноãо
асиììетри÷ноãо ìенþ по сравнениþ со структу-
рой, преäëоженной в статüе [8], составëяет боëее
11 %. Заìетиì, ÷то асиììетри÷ные ìенþ практи-
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÷ески не иссëеäуþтся в ëитературе, хотя сущест-
вуþт öеëые обëасти (ãоëосовые ìенþ теëефонных
систеì ìассовоãо обсëуживания, ìенþ ìобиëüных
устройств), в которых посëеäоватеëüный перебор
пунктов äиктуется саìой техноëоãией реаëизаöии
ìенþ. В этих сëу÷аях анаëиз, провеäенный в на-
стоящеì параãрафе, особенно актуаëен.

Анаëоãи÷но ìожно вы÷исëитü параìетры опти-
ìаëüноãо ìенþ и äëя боëее сëожных стратеãий по-
иска и типов ìенþ (наприìер, äвухуровневых ìе-
нþ, сì. рис. 2).

4.4. Ó÷åò îøèáîê ïîëüçîâàòåëÿ

Поëüзоватеëü не всеãäа ìожет правиëüно опре-
äеëитü, какой катеãории принаäëежит искоìый
эëеìент. Это привоäит к оøибкаì при навиãаöии
в ìенþ. Есëи поëüзоватеëü выбраë катеãориþ по
оøибке, то, как правиëо, он ìожет поäнятüся на
уровенü выøе, в преäыäущуþ панеëü ìенþ, ÷тобы
изìенитü свой выбор. Буäеì с÷итатü, ÷то названия
терìинаëüных эëеìентов ìенþ сфорìуëированы
÷етко и поëüзоватеëü ìожет оøибитüся тоëüко с
выбороì катеãории. Возìожны äва типа оøибок:
поëüзоватеëü ìожет выбратü невернуþ поäкатеãо-
риþ в панеëи ìенþ иëи пропуститü искоìуþ поä-
катеãориþ в корректной панеëи и выйти на уро-
венü выøе. Буäеì с÷итатü, ÷то есëи поëüзоватеëü
оøибся в некоторой панеëи, то при повторноì ее
просìотре он буäет аккуратнее и äважäы не оøи-
бется.

Повеäение поëüзоватеëя, соверøаþщеãо оøиб-
ку первоãо типа, ìожно сìоäеëироватü сëеäуþщиì
образоì. Поëüзоватеëü попаäает в панеëü ìенþ,
просìатривает варианты и соверøает выбор (оøи-
бо÷ный) соãëасно своей ìоäеëи повеäения (посëе-
äоватеëüный иëи ис÷ерпываþщий поиск). В новой
панеëи ìенþ поëüзоватеëü вынужäен просìотретü
все варианты, ÷тоб понятü, ÷то поäхоäящеãо среäи
них нет. Посëе этоãо он выхоäит обратно в первуþ
панеëü ìенþ и соверøает корректный выбор со-
ãëасно своей стратеãии повеäения, как есëи бы он
не соверøаë оøибки.

При второì типе оøибки посëеäоватеëüностü
äействий поëüзоватеëя остается такой же, с той
разниöей, ÷то поëüзоватеëü затра÷ивает äопоëни-
теëüное вреìя на поëный просìотр и выхоä из
корректноãо ìенþ, в которое он в итоãе вернется.
Дëя простоты äаëüнейøее изëожение буäет вес-
тисü в приìенении к оøибкаì первоãо типа.

Есëи поëüзоватеëü соверøает оøибку, он затра-
÷ивает äопоëнитеëüное вреìя, которое ìожно раз-
äеëитü на äве ÷асти: вреìя, которое тратится на
оøибо÷ный выбор в верхней панеëи ìенþ (совер-
øение оøибки), и вреìя на просìотр всех вари-
антов в поäкатеãории и выхоä из нее (возврат к
верноìу пути). Потери вреìени, связанные с со-
верøениеì оøибок, опреäеëяþтся стратеãией по-

веäения поëüзоватеëя. Так, есëи поëüзоватеëü оøи-
бо÷но выбирает вариант j в панеëи ìенþ с k вари-
антаìи, то при посëеäоватеëüноì поиске потери
вреìени на соверøение оøибки

 = t
resp

 + t
load

k + t
read

j + t
click

, (12)

а при ис÷ерпываþщеì поиске эти потери не зави-
сят от выбираеìоãо варианта:

 = t
resp

 + t
load

k + t
read

k + t
click

. (13)

Дëя возврата к верноìу пути поëüзоватеëü вы-
нужäен просìотретü все пункты в поäкатеãории и
сäеëатü выбор «вернутüся выøе», затратив на это
вреìя

t
recover

 = t
resp

 + t
load

k
sub

 + t
read

k
sub

 + t
click

, (14)

ãäе k
sub

 — ÷исëо вариантов в оøибо÷ной панеëи

ìенþ.
Пустü поëüзоватеëü ìожет соверøитü оøибку в

панеëи ìенþ с вероятностüþ p. При этоì вероят-
ностü оøибо÷ноãо выбора катеãории i равна py

i
.

Соäержатеëüно это озна÷ает, ÷еì попуëярнее ка-
теãория, теì выøе вероятностü выбратü по оøибке
ее. Тоãäа вероятностü тоãо, ÷то за вреìя сессии
поëüзоватеëü оøибо÷но попаäет в катеãориþ s,
равна pμ

s
. Такиì образоì, к среäнеìу вреìени

пребывания в панеëи äобавëяется вреìя, связан-
ное с теì, ÷то поëüзоватеëü ìожет соверøитü
оøибку, и вреìя на то, ÷то поëüзоватеëü ìожет
оøибо÷но попастü в панеëü и буäет вынужäен про-
сìотретü ее всþ и выйти обратно. В суììе это оп-
реäеëяет äобавку к среäнеìу вреìени нахожäения
поëüзоватеëя в панеëи s в разìере

μ
s
pt
recover

 + μ
s

y
i
p .

Есëи поëüзоватеëи приäерживаþтся стратеãии
ис÷ерпываþщеãо поиска, то вреìя (13) на совер-
øение оøибки и вреìя (14) на возврат корректно-
ìу состояниþ из текущей панеëи ìенþ равны вре-
ìени соверøения ëþбоãо выбора в этой панеëи
ìенþ, опреäеëяеìоìу выражениеì (6). Такиì об-
разоì, с у÷етоì вероятности оøибки среäнее вре-
ìя, провеäенное поëüзоватеëеì в панеëи ìенþ
при ис÷ерпываþщеì поиске,

t
s
(k) = (1 + 2p)(t

resp
 + t

load
k + t

read
k + t

click
). (15)

При поäстановке вреìени (15) в выражение äëя
среäнеãо вреìени (3) поиска в ìенþ ëеãко виäетü,
÷то вреìя растет ëинейно при увеëи÷ении вероят-
ности оøибки, но то÷ка ìиниìуìа не зависит от p.
Друãиìи сëоваìи, при ис÷ерпываþщеì поиске
вероятностü оøибок поëüзоватеëя не вëияет на
структуру оптиìаëüноãо ìенþ.

В сëу÷ае, коãäа поëüзоватеëи приäерживаþтся
стратеãии посëеäоватеëüноãо поиска, äобавиì ко

tmistake
j

tmistake
j

i 1=

k

∑ tmistake
i
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вреìени (8) äопоëнитеëüное вреìя (12) и (14) с
у÷етоì вероятности оøибки и посëе преобразо-
вания поëу÷иì, ÷то среäнее вреìя, провеäенное
поëüзоватеëеì в панеëи ìенþ,

t
s
(y

1
, ..., y

k
) = (1 + 2p)(t

resp
 + t

load
k + t

click
) +

+ pt
read

k + (1 + p)t
read

iy
i
. (16)

Анаëоãи÷но, как и в п. 4.3, ввеäеì обозна÷ение

B(k) =  =

= A(k) + k

и перепиøеì вреìя (16) в виäе

t
s
(y

1
, ..., y

k
) = (1 + p)t

read
.

Тоãäа при ìиниìизаöии (3) из усëовий первоãо
поряäка поëу÷иì, ÷то оптиìаëüная пропорöия

уäовëетворяет усëовиþ y
i
 = b(k)B(k) + i, i = 1, ..., k,

ãäе b(k) — реøение уравнения b(k)B(k) + i = 1.

Оптиìаëüное ÷исëо вариантов в ìенþ опреäеëяет-
ся ìиниìизаöией по всеì k' = 2, 3, ... функöии
1/ln(1/b(k′)).

Пример 3. Пустü поëüзоватеëü соверøает оøибку в
панеëи ìенþ с вероятностüþ p = 0,2. Тоãäа äëя пара-
ìетров ìенþ, испоëüзованных ранее в приìерах 1 и 2,
оптиìаëüно ìенþ с ÷исëоì вариантов k = 8 в кажäой
панеëи ìенþ. При этоì пропорöия äëя попуëярностей
поäкатеãорий y

1
 ≈ 0,25, y

2
 ≈ 0,19, y

3
 ≈ 0,15, ..., y

8
 ≈ 0,05.

Сравнивая с приìероì 2, виäиì, ÷то у÷ет вероятности
оøибки поëüзоватеëя привоäит к приìенениþ боëее
узких ìенþ, позвоëяþщих быстрее просìотретü оøи-
бо÷ное ìенþ и вернутüся к корректноìу состояниþ. ♦

5. Ó×ÅÒ ÑÅÌÀÍÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÀÑÏÅÊÒÎÂ
ÏÐÈ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÈ ÌÅÍÞ

В описанной заäа÷е оптиìизаöии сеìантика
не у÷итывается — форìаëüно äопустиìы ëþбые
ãруппировки эëеìентов, и кажäая характеризуется
тоëüко суììарной попуëярностüþ. На практике
ìножество äопустиìых структур ìенþ сиëüно су-
жается бëаãоäаря сеìанти÷ескиì оãрани÷енияì.
В первуþ о÷ереäü, это требование на осìысëенное
напоëнение катеãорий в ìенþ. Сеìанти÷еское ка-
÷ество названий катеãорий оказывает существен-
ное вëияние на вреìя выбора [25]. Оäнако реøе-
ние заäа÷и без сеìанти÷еских оãрани÷ений поз-
воëяет сäеëатü общие вывоäы о структуре и виäе
оптиìаëüноãо ìенþ, а также разработатü инстру-
ìенты äëя ÷асти÷ной иëи поëной автоìатизаöии
проöесса напоëнения ìенþ.

Нижняя ãраниöа вреìенных затрат (4) остает-
ся актуаëüной и äëя заäа÷и с сеìанти÷ескиìи оã-
рани÷енияìи. Такиì образоì, в первуþ о÷ереäü
ìожно сравнитü ожиäаеìые вреìенные затраты в
текущей структуре ìенþ с нижней ãраниöей (4).
Есëи разниöа незна÷итеëüна (не боëее 5 %), то те-
кущее ìенþ ìожно с÷итатü приеìëеìыì.

При построении новой структуры ìенþ разра-
бот÷ик ìожет воспоëüзоватüся оптиìаëüныì äере-
воì как øабëоноì, напоëняя еãо осìысëенныì
соäержиìыì. Как уже упоìянуто, прибëизитеëüно
оптиìаëüных иерархий äостато÷но ìноãо, и веро-
ятностü найти среäи них иерархии с осìысëенныì
разбиениеì эëеìентов на катеãории äостато÷но
веëика.

На основе аëãоритìов [24] äëя заäа÷и с сеìан-
ти÷ескиìи оãрани÷енияìи ëеãко построитü аëãо-
ритì äëя нахожäения субоптиìаëüноãо äерева, со-
стоящеãо тоëüко из осìысëенных катеãорий. Этот
аëãоритì преäпоëаãает существование кëассифи-
каöии эëеìентов по нескоëüкиì критерияì иëи
наëи÷ие некоторой функöии äëя опреäеëения се-
ìанти÷еской бëизости эëеìентов. Оäнако на се-
ãоäня в боëüøинстве сëу÷аев построение ìенþ не
ìожет бытü поëностüþ осуществëено автоìати-
÷ески, и äëя разработ÷ика проверка осìысëеннос-

ти 2n – n – 1 нетривиаëüных катеãорий эëеìентов
крайне труäоеìка. Поэтоìу боëее реаëисти÷ныì
виäится не форìаëизоватü сеìанти÷еские аспекты
при построении ìенþ, а поëожитüся в этоì на воз-
ìожности и опыт разработ÷ика ìенþ.

Пример 4. Рассìотриì приìер построения ìенþ
äëя реаëüной систеìы, иëëþстрируþщий описанные
зäесü иäеи. Оäна из пëатфорì, ãäе пробëеìа оптиìиза-
öии ìенþ стоит особенно остро — ìобиëüные теëефо-
ны. Так как экран ìобиëüноãо теëефона, как правиëо,
сиëüно оãрани÷ен в разìерах, иерархи÷еское ìенþ вы-
ступаþт практи÷ески еäинственной аëüтернативой ор-
ãанизаöии äоступа к ìножеству преäоставëяеìых ко-
ìанä. Кроìе тоãо, разìеры экрана, как правиëо, не поз-
воëяþт охватитü панеëü ìенþ öеëикоì, и поëüзоватеëü
вынужäен просìатриватü варианты посëеäоватеëüно.

Рассìотриì ìенþ отправки и приеìа сообщений
ìобиëüноãо теëефона «Nokia 7510». На рис. 4, а приве-
äена сокращенная структура ориãинаëüноãо ìенþ. По-
пуëярности коìанä и катеãорий, привеäенные на ри-
сунке, основаны на анаëизе испоëüзования теëефона и
статисти÷еских иссëеäованиях [3, 5]. Заìетиì, ÷то
структура ìенþ сиëüно неоäнороäна: на верхнеì уровне
преäëаãается 14 вариантов, в то вреìя как на второì
уровне поëüзоватеëü выбирает всеãо из 2—5 вариантов
(посëеäуþщие уровни опущены на иëëþстраöии). Зна-
÷ит, как показано в § 4, эту структуру возìожно опти-
ìизироватü. Направëение оптиìизаöии опреäеëяется
конкретныìи параìетраìи рассìатриваеìоãо ìенþ.

Из экспериìентов ìожно выяснитü среäние вре-
ìенные параìетры: вреìя перекëþ÷ения в новуþ па-
неëü ìенþ не зависит от ÷исëа вариантов в ìенþ и
равно t

resp
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t
read
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ктов ìенþ на экране), вреìя нажатия на кнопку выбо-
ра t

click
 ≈ 0,5 с. Буäеì с÷итатü, ÷то поëüзоватеëи при-

äерживаþтся стратеãии посëеäоватеëüноãо поиска (не-
уäобство среäств управëения о÷енü оãрани÷ивает пове-
äение поëüзоватеëя) и с вероятностüþ p = 0,05 ìоãут
соверøитü оøибку в панеëи ìенþ. Тоãäа среäнее вре-
ìя пребывания поëüзоватеëя в панеëи ìенþ выражает-
ся форìуëой (16). Дëя принятых параìетров ÷исëен-
ный рас÷ет показывает, ÷то среäнее вреìя оäной поëü-
зоватеëüской сессии в ориãинаëüноì ìенþ составëяет
T ≈ 8,36 с.

Соãëасно резуëüтатаì п. 4.3 оптиìаëüное ìенþ со-
äержит k = 8 вариантов в кажäой панеëи ìенþ, а оп-
тиìаëüная пропорöия äëя попуëярностей y ≈ (0,33,
0,23, 0,16, 0,11, 0,07, 0,05, 0,03, 0,02), т. е. структура
оптиìаëüноãо ìенþ сиëüно асиììетри÷на. Теорети-
÷еский ìиниìуì среäнеãо вреìени äоступа äëя рас-
сìатриваеìоãо набора коìанä 6,74 с.

Оäнако построитü оптиìаëüное äерево невозìожно
в сиëу соäержатеëüных оãрани÷ений (коìанäы ìенþ
неëüзя орãанизоватü произвоëüныì образоì) и äиск-
ретности заäа÷и. Испоëüзуя аëãоритìы построения су-
боптиìаëüных äеревüев [24] и у÷итывая соäержатеëüные
оãрани÷ения, коìанäы ìенþ ìоãут бытü реорãанизова-
ны в структуру, привеäеннуþ на рис. 4, б. Чисëенный
рас÷ет показывает, ÷то среäнее вреìя пребывания поëü-
зоватеëя в такоì ìенþ составëяет приìерно 7,22 с. Та-
киì образоì, изìенение структуры ìенþ соãëасно вы-
÷исëенныì оптиìаëüныì параìетраì увеëи÷ивает ско-
ростü äоступа к коìанäаì в среäнеì на 13,5 %. Срав-

нивая анаëити÷еский и ÷исëенный резуëüтат, ìожно
виäетü, ÷то построенное ìенþ, хотя и не еäинственно
возìожное, бëизко по вреìенныì затратаì к теорети-
÷ескоìу ìиниìуìу. При этоì построенное оптиìизи-
рованное ìенþ не наруøает ëоãи÷еской структуры ор-
ãанизаöии коìанä в катеãории. ♦

6. ÀÂÒÎÌÀÒÈÇÀÖÈß ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÌÅÍÞ

На основе рассужäений, привеäенных в § 5,
ìожно преäëожитü аëãоритì äëя автоìатизаöии
проöесса построения ìенþ, опираясü на преä-
ставëеннуþ теориþ. Опиøеì основные øаãи при
проектировании структуры ìенþ с приìенениеì
САПР.

Шаг 1. Разработ÷ик заãружает в систеìу набор
эëеìентов N с их попуëярностяìи (поëу÷енныìи
из экспериìентов иëи основанных на экспертных
оöенках). Эти эëеìенты в коне÷ноì итоãе буäут
разìещены в ìенþ.

Шаг 2. Разработ÷ик выбирает типы ìенþ, при-
ìениìые в рассìатриваеìоì окружении, и уто÷ня-
ет вреìя, требуеìое на соверøение эëеìентарных
äействий, с у÷етоì пëанируеìоãо режиìа испоëü-
зования ìенþ и кваëификаöии потенöиаëüных
поëüзоватеëей.

Шаг 3. Систеìа расс÷итывает нижние ãраниöы
среäнеãо вреìени поëüзоватеëüской сессии äëя раз-
ëи÷ных типов ìенþ и преäëаãает наиëу÷øий тип.

Шаг 4. Разработ÷ик выбирает тип ìенþ, наибо-
ëее уäобный и эффективный в рассìатриваеìоì
окружении, теì саìыì фиксируя оптиìаëüное
÷исëо пунктов k на панеëи и пропорöиþ y

1
, ..., y

k

äëя их попуëярностей.
Шаг 5. Разработ÷ик разбивает ìножество эëе-

ìентов N на осìысëенные катеãории s
1
, ..., ,

стреìясü при этоì прибëизитüся к оптиìаëüноìу
÷исëу катеãорий и распреäеëениþ попуëярностей
äëя них. Систеìа направëяет разработ÷ика, вы-
÷исëяя ка÷ество текущеãо разбиения, наприìер,
по форìуëе

. (17)

Шаг 6. Посëе тоãо как поëу÷ено приеìëеìое
разбиение, проöеäура повторяется внутри кажäой
катеãории, и так äаëее äо уровня, на котороì ос-
танутся ëиøü отäеëüные эëеìенты. Систеìа при
этоì расс÷итывает откëонение среäнеãо вреìени
поëüзоватеëüской сессии от теорети÷ески опти-
ìаëüноãо зна÷ения.

Шаг 7. При необхоäиìости разработ÷ик вру÷-
нуþ уëу÷øает поëу÷еннуþ структуру, ìоäифиöи-
руя катеãории с хуäøиìи оöенкаìи ка÷ества (17).

Проöесс разбиения эëеìентов на катеãории
также ìожет бытü автоìатизирован, есëи сущест-
вует кëассификаöия эëеìентов ìножества N (на-

Рис. 4. Оригинальная (а) и оптимизированная (б) структуры ме-
ню мобильного телефона

s
k′

c μ s1( ) ... μ sk'( ), ,( ) μ N( )c y1 ... yk, ,( )–

μ N( )c y1 ... yk, ,( )
------------------------------------------------------------------------------------------------
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приìер, кëþ÷евые сëова äëя сайтов иëи пубëика-
öий). Эту кëассификаöиþ ìожно испоëüзоватü
äëя автоìати÷ескоãо разìещения эëеìентов в ие-
рархии с оптиìаëüныìи (иëи бëизкиìи к опти-
ìаëüныì) параìетраìи.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Анаëиз преäëоженной ìоäеëи показывает, ÷то
оптиìаëüная структура иерархи÷ескоãо ìенþ преä-
ставëяет собой оäнороäное äерево. Как правиëо,
абсоëþтно оäнороäное äерево не уäается постро-
итü. Но всеãäа существует ìножество иерархий,
бëизких к оптиìаëüныì, и среäи них естü ìенþ с
осìысëенныì разбиениеì эëеìентов на катеãо-
рии. Преäставëенные резуëüтаты позвоëяþт поëу-
÷итü оптиìаëüные параìетры ìенþ, стреìясü к
которыì ìожно построитü эффективное ìенþ,
как показано в приìере 4.

Описанная ìетоäика приìениìа к øирокоìу
круãу преäставëений ìенþ и стратеãий повеäения
поëüзоватеëей. Так, на основе базовых стратеãий
поëüзоватеëей изу÷ены варианты усëожнения ìо-
äеëи, в ÷астности, у÷ет оøибок поëüзоватеëя. Об-
щая ìоäеëü позвоëяет äоказатü, ÷то в оäной иерар-
хии выãоäнее приìенятü оäин тип äëя всех пане-
ëей ìенþ.

Существует боëüøое ÷исëо экспериìентаëüных
иссëеäований повеäения поëüзоватеëей в ìенþ
разëи÷ных типов. Преäставëенная общая ìоäеëü
фиксирует параìетры, важные äëя среäнеãо вре-
ìени поиска, позвоëяя сфокусироватü на них уси-
ëия в хоäе экспериìентов äëя äаëüнейøеãо про-
ãнозирования и оптиìизаöии структуры ìенþ.

Поëу÷енные теорети÷еские резуëüтаты ìоãут
бытü приìенены в САПР äëя построения эффек-
тивноãо ìенþ. Систеìа на основе параìетров вне-
øней среäы, выбранных поëüзоватеëеì, расс÷иты-
вает оптиìаëüные свойства и тип ìенþ и преäо-
ставëяет уäобные среäства äëя запоëнения ìенþ
по эффективноìу øабëону. При запоëнении пре-
äоставëяþтся среäства äëя сравнения среäнеãо
вреìени äоступа в поëу÷енноì ìенþ с теорети÷ес-
киì ìиниìуìоì äëя оöенки эффективности теку-
щей структуры. Даëüнейøая автоìатизаöия преä-
поëаãает автоìати÷еское запоëнение структуры
ìенþ на основе кëассификаöии эëеìентов.
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ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ ÊËÈÅÍÒÀ È ÑÅÐÂÅÐÀ
Â ÈÍÒÅÐÍÅÒ-ÑËÓÆÁÅ ÎÁÐÀÁÎÒÊÈ
ÓÄÀËÅÍÍÛÕ ÏÀÊÅÒÎÂ ÔÀÉËÎÂ

Ð.Ý. Àñðàòÿí

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Появëение Интернета äаëо новый иìпуëüс раз-
работкаì территориаëüно-распреäеëенных систеì
управëения, поëüзуþщихся Интернетоì äëя орãа-
низаöии взаиìоäействий ìежäу уäаëенныìи коì-
понентаìи. Впоëне естественно, ÷то разработ÷и-
ки распреäеëенных систеì траäиöионно опира-
þтся на Интернет-техноëоãии (сетевые сëужбы и
протокоëы), составëяþщие основу Всеìирной се-
ти (HTTP, SOAP, RPC, RMI и т. п.) [1—3].

Общая пробëеìа всех онëайновых Интернет-
сëужб, основанных на сеìействе протокоëов
TCP/IP [2, 4], состоит в их неустой÷ивости к се-
тевыì сбояì. При÷ина коренится в общей äëя них
ëоãике взаиìоäействия ìежäу кëиентоì и серве-
роì, соãëасно которой исхоäные äанные инфор-
ìаöионноãо запроса и резуëüтаты еãо обработки
не связывает ìежäу собой ни÷то, кроìе тоãо, ÷то
они переäаþтся по оäноìу и тоìу äвустороннеìу
TCP-канаëу в раìках оäноãо и тоãо же сетевоãо со-
еäинения. Друãиìи сëоваìи, сетевое соеäинение
иãрает роëü «контекста» взаиìоäействия — при еãо
разруøении резуëüтаты обработки запроса оказы-
ваþтся потерянныìи äëя кëиента.

По-виäиìоìу, при разработке этих сëужб и
протокоëов преäпоëаãаëосü, ÷то кëиентское при-
ëожение äоëжно в этоì сëу÷ае иëи попросту пов-
торитü запрос заново иëи принятü собственные
ìеры, ÷тобы сохранитü резуëüтаты запроса на сер-
вере и впосëеäствии какиì-то образоì поëу÷итü к

ниì äоступ. Понятно, ÷то такой поäхоä привоäит
к появëениþ ìножества «÷астных реøений» этой
пробëеìы, привязанных к особенностяì и ëоãике
работы конкретных систеì. В наибоëее распро-
страненных сетевых техноëоãиях (таких, как тех-
ноëоãия Web-сервисов [5] иëи новая техноëоãия
WCF [6]) акöент сäеëан скорее на äостижении
ìаксиìаëüной произвоäитеëüности и соверøенс-
твовании поëüзоватеëüскоãо интерфейса, ÷еì на
защите от сетевых сбоев.

Безусëовно, распреäеëенные систеìы управ-
ëения преäъявëяþт боëее высокие требования к
устой÷ивости взаиìоäействия, ÷еì, наприìер,
Web-форуì иëи сетевая сëужба новостей, так как
öена потери äанных ìожет оказатüся весüìа высо-
кой. Эти требования еще боëее возрастаþт в сис-
теìах, в которых оäин инфорìаöионный запрос
ìожет обрабатыватüся не в оäноì сервере, а в öе-
по÷ке серверов (т. е. в систеìах, опираþщихся на
архитектуру «кëиент — сервер — сервер —...— сер-
вер»). Есëи орãанизаöия систеìы преäпоëаãает
возìожностü вовëе÷ения в обработку оäноãо за-
проса сразу нескоëüких серверов, то пробëеìа за-
щиты от сетевых сбоев не ìожет бытü реøена на
уровне прикëаäных проãраìì, так как посëеäние,
как правиëо, не у÷аствуþт в орãанизаöии ìежсер-
верных взаиìоäействий. Друãиìи сëоваìи, в этоì
сëу÷ае äанная пробëеìа äоëжна бытü реøена на
уровне саìой Интернет-сëужбы, обеспе÷иваþщей
взаиìоäействие ìежäу сетевыìи узëаìи. В äан-
ной работе ìы рассìотриì принöипы орãанизаöии

Рассìотрены принöипы орãанизаöии сетевоãо взаиìоäействия в Интернет-сëужбе RFPS

(сëужбе уäаëенных пакетов наборов äанных), преäназна÷енной äëя поääержки распре-

äеëенных систеì управëения. Акöент сäеëан на заäа÷е восстановëения взаиìоäействия

посëе сëу÷айноãо иëи наìеренноãо разрыва сетевоãо соеäинения без потери резуëüтатов

обработки. Описано ее реøение в сëужбе RFPS, основанное на испоëüзовании уäаëен-

ноãо пакета наборов äанных в ка÷естве основы äëя созäания стабиëüноãо контекста вза-

иìоäействия, не разруøаþщеãося в резуëüтате сетевых сбоев.

Ключевые слова: распреäеëенная систеìа управëения, Интернет-сëужба, сетевое взаиìоäействие.
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таких взаиìоäействий в Интернет-сëужбе RFPS
(Remote File Packets Service), преäназна÷енной äëя
сетевой поääержки распреäеëенных систеì управ-
ëения [7, 8]. В § 1 привоäятся краткие свеäения об
этой техноëоãии (боëее поäробнуþ инфорìаöиþ о
öеëях созäания RFPS, принöипах еãо орãаниза-
öии, преиìуществах и неäостатках в сравнении с
äруãиìи сетевыìи техноëоãияìи ìожно найти в
работе [9]).

1. ÊÐÀÒÊÈÅ ÑÂÅÄÅÍÈß Î RFPS

Сëужба RFPS преäставëяет собой сетевуþ тех-
ноëоãиþ, спеöиаëüно ориентированнуþ на орãа-
низаöиþ инфорìаöионных взаиìоäействий в рас-
преäеëенных систеìах и приëожениях. Ее ãëавные
особенности:

— наëи÷ие среäств ìежсерверноãо взаиìоäейс-
твия и ìежсерверной ìарøрутизаöии äанных;

— возìожностü обработки кëиентскоãо запроса
в öепо÷ке серверов;

— устой÷ивостü к сетевыì сбояì.
Сеìантика RFPS основана на понятии уäаëен-

ноãо пакета наборов äанных — поиìенованноãо
контейнера инфорìаöии, способноãо переìещатü-
ся по сети от сервера к серверу и аккуìуëироватü
резуëüтаты обработки на разных сетевых узëах.
Основные форìы обработки вкëþ÷аþт в себя:

— созäание (открытие) пакета на обсëуживаþ-
щеì сервере;

— запоëнение еãо äанныìи;
— приìенение к неìу оäноãо иëи нескоëüких

обработ÷иков (проãраìì, активизируеìых по вы-
зову);

— переäа÷у пакета в о÷ереäи на обработку к
аãентаì (постоянно активныì проãраììаì, рабо-
таþщиì на отäеëüных узëах);

— вреìенное переìещение пакета на обработку
в äруãой сервер и проäоëжение обработки на äру-
ãоì сервере (ìожет выпоëнятüся рекурсивно в öе-
по÷ке серверов);

—с÷итывание резуëüтатов обработки из пакета
по сети;

— закрытие (уни÷тожение) пакета.
Пере÷исëенные форìы обработки ìожно коì-

бинироватü в разных со÷етаниях. Созäав уäаëен-
ный пакет на какоì-ëибо сервере, RFPS, кëиент
ìожет посëеäоватеëüно (иëи параëëеëüно) приìе-
нитü к неìу нескоëüко обработ÷иков и (иëи) пос-
ëеäоватеëüно поставитü еãо в о÷ереäü на обработку
к нескоëüкиì аãентаì, и (иëи) переìеститü еãо на
äруãой RFPS-сервер äëя проäоëжения обработки.
При этоì пакет äанных в RFPS созäает устой÷и-
вый «контекст» взаиìоäействия, позвоëяþщий
проäоëжитü обработку äаже посëе сëу÷айноãо (иëи
наìеренноãо) разрыва сетевоãо соеäинения.

Все коìпоненты, с которыìи иìеет äеëо сервер
RFPS (кëиенты, аãенты, обработ÷ики и серверы),
äоëжны бытü преäваритеëüно зареãистрированы в
еãо конфиãураöионных äанных с указаниеì необ-

Рис. 1. Обработка пакета несколькими обработчиками на разных серверах
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хоäиìых äëя работы характеристик (реãистраöи-
онное иìя и пароëü кëиента иëи аãента, иìя ис-
поëняеìоãо ìоäуëя обработ÷ика, Интернет-иìя
иëи IP-аäрес сервера и т. п.). На рис. 1 проиëëþс-
трирована обработка пакета в öепо÷ке серверов с
иìенаìи alpha, beta и gamma c поìощüþ оäноãо
вызова кëиентскоãо ìетоäа «Process», иìеþщеãо
äва параìетра: иäентификатор пакета и коìанäная
строка, заäаþщая посëеäоватеëüностü вызовов об-
работ÷иков:

Client.Process(mypacket, «A, B, beta$(P, gamma$Z, 
Q), C, D»).

Преäпоëаãается, ÷то кëиент соеäинен с сервероì
alpha, на котороì созäан обрабатываеìый пакет
(иìя пакета сохранено в переìенной mypacket).
С поìощüþ стреëок отображена посëеäоватеëü-
ностü вызова обработ÷иков, которые обозна÷ены
кваäратикаìи. Выпоëнение вызова вкëþ÷ает в себя:

— переäа÷у пакета на обработку обработ÷икаì A
и B на сервере alpha;

— переìещение пакета на сервер beta и приìе-
нение к неìу обработ÷ика P;

— переìещение пакета на сервер gamma, при-
ìенение к неìу обработ÷ика Z и возврат пакета на
сервер beta;

— приìенение к пакету обработ÷ика Q на сер-
вере beta и возврат пакета на сервер alpha;

— приìенение к пакету обработ÷иков C и D на
сервере alpha.

Преäпоëаãается, ÷то иìена alpha, beta и gamma
— реãистраöионные иìена серверов, а A, B, C, ...
— реãистраöионные иìена обработ÷иков на соот-
ветствуþщих серверах.

2. ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈß ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß
ÌÅÆÄÓ ÊËÈÅÍÒÎÌ È ÑÅÐÂÅÐÎÌ

Рассìотриì сëеäуþщий фраãìент коäа на язы-
ке C++, иëëþстрируþщий обращение к уäаëенно-
ìу серверу со стороны кëиента.

RFPSClient Rfppc; //Объект класса RFPSClient
char PackId[9]; //Строка для хранения
//идентификатора пакета
Rfppc.Config(”192.168.1.77”, 8126,”alibaba”,”sezam”);
//Параметры соединения
Rfppc.Connect(); //Соединение с RFPS-сервером
Rfppc.Open(PackId); //Открытие пакета
Занесение файлов в пакет
Rfppc.SendFile(PackId,”c:\\out”,”file1.zip”);
Rfppc.Process(PackId,”unzip,beta$trans(\”win-koi\”),
zip”,300); //Обработка пакета
while(Rfppc.GetFile(PackId, ”c:\\in”, ”*.*”)==0);
//Считывание файлов из пакета
Rfppc.Close(PackId); //Закрытие пакета
Rfppc.Disconnect(); //Закрытие соединения

Первые äве строки опреäеëяþт äве переìен-
ные: строку сиìвоëов PackId и объект кëасса
RFPSClient. Этот кëасс соäержит в себе все ìето-
äы, необхоäиìые кëиенту äëя работы с RFPS. Тре-
тüя строка настраивает объект на работу с опреäе-
ëенныì RFPS-сервероì. В ка÷естве параìетров
объекту переäаþтся IP-аäрес (иëи иìя) сервера, но-
ìер порта, иìя и пароëü поëüзоватеëя (RFPS-сер-
вер обсëуживает тоëüко зареãистрированных поëü-
зоватеëей).

Четвертая строка устанавëивает TCP-соеäине-
ние с сервероì (на сервере неìеäëенно созäается
отäеëüный проöесс äëя обсëуживания этоãо соеäи-
нения), а пятая — открывает на сервере новый па-
кет: в резуëüтате выпоëнения ìетоäа Open строка
PackId окажется запоëненной уникаëüныì (äëя
конкретноãо сервера) иäентификатороì открыто-
ãо пакета. Все посëеäуþщие ìетоäы буäут поëüзо-
ватüся этиì иäентификатороì.

Шестая строка обеспе÷ивает переäа÷у на сервер
файëа из катаëоãа «c:\out». Можно преäставëятü
себе, ÷то файë поìещается по сети в открытый
пакет. Сеäüìая строка иниöиирует обработку пу-
теì вызова ìетоäа Process. В ка÷естве арãуìента
переäается коìанäная строка, обеспе÷иваþщая
посëеäоватеëüный вызов трех обработ÷иков. При-
÷еì первый и посëеäний (зареãистрированные
поä иìенаìи «unzip» и «zip») выпоëняþтся не-
посреäственно на обсëуживаþщеì сервере, а вто-
рой («trans») — на сервере с иìенеì «beta». Обра-
бот÷ику «trans» переäается строковый параìетр
«win-koi», который становится äоступныì обра-
бот÷ику как параìетр коìанäной строки. Наборы
äанных пакета становятся äоступны обработ÷ику
как файëы в текущеì катаëоãе. Посëеäний пара-
ìетр ìетоäа Process — разìер тайìаута (в секунäах),
оãрани÷иваþщий преäеëüное вреìя обработки.

Восüìая строка соäержит öикë выборки всех
файëов из пакета в ëокаëüный катаëоã кëиента.
Девятая и äесятая обеспе÷иваþт закрытие пакета
и прекращение соеäинения с сервероì соответс-
твенно.

Разуìеется, из äанноãо фраãìента коäа наìе-
ренно уäаëены операторы проверки успеха выпоë-
нения ìетоäов и обработки искëþ÷ений. Важно
поä÷еркнутü, ÷то иäентификатор открытоãо пакета
явëяется обязатеëüныì параìетроì всех посëеäу-
þщих ìетоäов, связанных с еãо обработкой.

Взаиìоäействие кëиента и сервера на уровне
TCP-соеäинения орãанизуется по сëеäуþщиì пра-
виëаì.

Сервер ëþбой сëужбы, основанной на сеìей-
стве протокоëов TCP/IP, постоянно занят «просëу-
øиваниеì» вхоäящих TCP-соеäинений на выäе-
ëенноì äëя неãо порте [4]. Зафиксировав вхоäящее
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соеäинение, сервер порожäает отäеëüный обсëу-
живаþщий проöесс äëя обработки вхоäящеãо за-
проса, созäает äвунаправëенный TCP-канаë ìеж-
äу кëиентскиì проöессоì (äаëее просто кëиентоì)
и обсëуживаþщиì проöессоì и неìеäëенно воз-
вращается к просëуøиваниþ вхоäящих соеäине-
ний. (Говоря боëее строãо, äëя обработки запроса
обы÷но порожäается параëëеëüная проãраììная
нитü — program thread, разäеëяþщая аäресное про-
странство сервера, но в äаëüнейøеì ìы буäеì äëя
краткости поëüзоватüся терìиноì «проöесс».) Вся
соäержатеëüная обработка запроса (поëу÷ение ко-
äа операöии, параìетров и вхоäных äанных от кëи-
ента по TCP-канаëу, собственно обработка запро-
са и возврат резуëüтатов кëиенту) произвоäится в
обсëуживаþщеì проöессе. (Наприìер, в сëу÷ае
RFPS иìенно обсëуживаþщие проöессы обеспе-
÷иваþт созäание и уни÷тожение пакетов наборов
äанных, вызов обработ÷иков, орãанизаöиþ обра-
щения к уäаëенныì сервераì и т. п.) Данные пра-
виëа проиëëþстрированы на рис. 2, ãäе кëиент-
ские проöессы отображены беëыìи кружкаìи и
обозна÷ены прописныìи букваìи, а обсëуживаþ-
щие — теìныìи кружкаìи и стро÷ныìи букваìи.

Переäав коä операöии и параìетры обращения
(и, возìожно, äанные äëя обработки) в созäанный
TCP-канаë, кëиент приступает к ÷тениþ резуëüта-
тов обработки из тоãо же TCP-канаëа. Есëи ре-
зуëüтаты еще не ãотовы, кëиент вновü перевоäится
в неактивное состояние äо появëения резуëüтатов
в TCP-канаëе. Есëи в проöессе обработки произой-
äет неожиäанное разруøение TCP-канаëа, опера-
öия ÷тения äанных из канаëа вернет аноìаëüный
коä заверøения. Обрабатываþщий проöесс на сер-

вере буäет проäоëжатü своþ работу äо тоãо ìоìен-
та, коãäа он попытается записатü в канаë резуëü-
таты обработки. В резуëüтате он также поëу÷ит
аноìаëüный коä заверøения операöии записи в
канаë, и еìу не останется ни÷еãо äруãоãо, как прос-
то заверøитü своþ работу. Друãиìи сëоваìи, в этоì
сëу÷ае резуëüтаты обработки ìоãут оказатüся поте-
рянныìи, есëи не принятü спеöиаëüных ìер по их
сохранениþ и обеспе÷ениþ äоступа к ниì.

Рассìотриì как реøается эта заäа÷а в RFPS на
приìере выпоëнения ìетоäа Process. В описаннуþ
схеìу взаиìоäействия кëиента и сервера äобавëя-
ется новая функöионаëüностü.

� При созäании новоãо пакета в базе äанных
сервера RFPS созäается новая записü — äескрип-
тор пакета. В этой записи поääерживается иäенти-
фикатор и управëяþщая инфорìаöия пакета: иìя
созäавøеãо кëиента и äата созäания, текущее со-
стояние (обрабатывается иëи свобоäен), коä завер-
øения и систеìное äиаãности÷еское сообщение
посëеäней операöии обработки, трасса (история)
переìещения и обработки пакета, иìена файëов,
вхоäящих в пакет и т. п. Эта записü уäаëяется тоëü-
ко при закрытии пакета кëиентоì (иëи проöеäу-
рой «сборки ìусора», автоìати÷ески уни÷тожаþ-
щей все сëиøкоì äавно не обрабатываеìые паке-
ты). Собственно наборы äанных пакета разìеща-
þтся в файëовой систеìе сервера.

� При выпоëнении операöии Process в паìяти
сервера RFPS созäается äескриптор сеанса обра-
ботки, который соäержит иäентификатор обраба-
тываþщеãо проöесса в серверной ОС, вреìя на÷а-
ëа обработки, иäентификатор пакета и нескоëüко
систеìных коìпонентов äëя синхронизаöии про-
öесса обработки с äруãиìи проöессаìи сервера
(в реаëизаöии äëя пëатфорìы Win32 испоëüзуþтся
äескрипторы событий, а в реаëизаöии äëя UNIX —
усëовные переìенные). Сервер PFPS веäет у÷ет
всех открытых пакетов, сеансов и проöессов такиì
образоì, ÷то кажäый äескриптор сеанса и обсëу-
живаþщий проöесс ассоöиируется с переäанныì
еìу (÷ерез параìетры запроса) иäентификатороì
пакета. В äанноì сëу÷ае эта ассоöиаöия озна÷ает,
÷то по иäентификатору пакета ìожно быстро оп-
реäеëитü аäрес äескриптора сеанса обработки. (Ра-
зуìеется, все это реаëизуется с поìощüþ äовоëüно
сëожной структуры äанных сервера RFPS, вкëþ-
÷аþщей в себя связанные ìежäу собой äескрипто-
ры сеансов, обсëуживаþщих проöессов и пакетов,
но ìы не буäеì останавëиватüся на описании этой
структуры.)

� Посëе заверøения обработки кажäоãо за-
проса обсëуживаþщий проöесс поìещает коä за-
верøения обработки и систеìное äиаãности÷еское
сообщение в äескриптор обрабатываеìоãо пакета

Рис. 2. Клиентские и обслуживающие процессы
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и, кроìе тоãо, пытается переäатü их кëиенту по
TCP-канаëу. Независиìо от успеха этой переäа÷и
(соеäинение с кëиентоì ìожет оказатüся разо-
рванныì) обсëуживаþщий проöесс посыëает сиã-
наë активизаöии всеì проöессаì, которые жäут
окон÷ания обработки пакета (есëи они иìеþтся) и
неìеäëенно закан÷ивает работу.

� Есëи при изäании запроса проöесс-кëиент
обнаруживает, ÷то соеäинение с сервероì разруøе-
но, он автоìати÷ески восстанавëивает еãо (с по-
рожäениеì новоãо проöесса на сервере). Есëи раз-
рыв соеäинения произоøеë в периоä ожиäания
коäа заверøения от обсëуживаþщеãо проöесса,
проöесс-кëиент неìеäëенно изäает новый спеöи-
аëüный запрос к серверу RFPS: «Ожиäание окон-
÷ания обработки» (с поìощüþ спеöиаëüноãо кëи-
ентскоãо ìетоäа Wait) и возвращается в состояние
ожиäания коäа заверøения. (Это повеäение заëо-
жено в кëиентские ìетоäы кëасса RFPSClient и ре-
аëизуется автоìати÷ески).

� Запрос «Ожиäание окон÷ания обработки»
порожäает новый проöесс на сервере RFPS — про-
öесс ожиäания — и новый TCP-канаë. Этот про-
öесс прежäе всеãо проверяет состояние пакета по
еãо äескриптору. Есëи обработка пакета уже завер-
øена, то проöесс ожиäания попросту с÷итывает
еãо коä заверøения и äиаãности÷еское сообщение
из äескриптора сеанса пакета, переäает этот коä
проöессу-кëиенту по TCP-канаëу и закан÷ивает
своþ работу. В противноì сëу÷ае он опреäеëяет
аäрес äескриптора сеанса обработки и перехоäит в
состояние ожиäания заверøения обработки паке-
та. Эта операöия ìожет итеративно повторятüся
нескоëüко раз: есëи проöесс ожиäания также по-
теряет связü с проöессоì кëиентоì, то буäет по-

рожäен новый проöесс ожиäания и т. ä. На рис. 3
изображена ситуаöия, коãäа в раìках сеанса об-
работки порожäено нескоëüко проöессов (обоз-
на÷ены серыìи кружкаìи), оäин из которых (c) —
обсëуживаþщий, а остаëüные (w) — проöессы
ожиäания.

� Посëе заверøения обработки обсëуживаþ-
щий проöесс проверяет, иìеþтся ëи проöессы
ожиäания, связанные с теì же сеансоì связи. Есëи
естü, он посыëает сиãнаë активизаöии всеì этиì
проöессаì и закан÷ивает своþ работу. Тот из про-
öессов ожиäания, который иìеет связü с проöес-
соì-кëиентоì, переäает еìу коä заверøения обсëу-
живаþщеãо проöесса по TCP-канаëу, посëе ÷еãо
все проöессы ожиäания, порожäенные в раìках
äанноãо сеанса обработки, также закан÷иваþт
своþ работу.

3. ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈß ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß
ÌÅÆÄÓ ÀÃÅÍÒÎÌ È ÑÅÐÂÅÐÎÌ

Аãенты, как и обработ÷ики, преäназна÷ены äëя
обработки пакетов. Гëавное отëи÷ие аãентов от об-
работ÷иков закëþ÷ается в сëеäуþщеì:

— аãенты преäставëяþт собой постоянно ак-
тивные иëи периоäи÷ески запускаеìые проãраì-
ìы (а не запускаþтся «по вызову»);

— аãенты ìоãут работатü на отäеëüной рабо÷ей
станöии и взаиìоäействоватü с RFPS-сервероì
по сети (в этоì отноøении аãенты поäобны кëи-
ентаì);

— аãенты поëу÷аþт äанные äëя обработки из
вхоäной о÷ереäи пакетов.

Отправка пакета на обработку аãенту осущест-
вëяется с поìощüþ ìетоäа Process: есëи в коìан-
äной строке иìеется иìя аãента, то обрабатывае-
ìый пакет переносится во вхоäнуþ о÷ереäü этоãо
аãента, а выпоëнение ìетоäа Process заäерживает-
ся äо возврата пакета из о÷ереäи.

Как и проãраììа кëиента, проãраììа аãента
äоëжна связыватüся с обсëуживаþщиì сервероì
по сети (факти÷ески, аãентов ìожно рассìатри-
ватü как кëиентов, наäеëенных äопоëнитеëüной
функöионаëüностüþ). Основу проãраììы аãента
äоëжен составëятü öикë посëеäоватеëüной выбор-
ки пакетов из вхоäной о÷ереäи (с поìощüþ спе-
öиаëüных ìетоäов GetCount и Select) и их обра-
ботки. Обработка кажäоãо отäеëüноãо пакета
вкëþ÷ает в себя сетевой обìен äанныìи ìежäу ра-
бо÷ей станöией аãента и RFPS-сервероì (напри-
ìер, с поìощüþ ìетоäов GetFile и SendFile). Поä-
÷еркнеì, ÷то ìетоä Select обеспе÷ивает поëу÷ение
ëиøü иäентификатора пакета, но не äанных. В ка-Рис. 3. Обслуживающий процесс и процессы ожидания
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÷естве приìера рассìотриì «скеëет» исхоäноãо
коäа проãраììы аãента на языке C++:

RFPSClient Rfppc; //Объект класса RFPSClient

int QueLen; //Переменная для числа пакетов

//в очереди

char PackId[9]; //Строка для хранения

//идентификатора пакета

Rfppc.Config(”192.168.1.77”, 8126,”agent_007”,

”sezam”); //Параметры соединения

Rfppc.Connect(); //Соединение с RFPS-сервером

while(1) //Начало «вечного» цикла обслуживания

//очереди

{

Rfppc.GetCount(QueLen, 180); //Ожидание

//пакетов в очереди (до 3 мин)

If(QueLen<=0) continue; //Если их нет — снова

//ожидание

if(Rfppc.Select(1,PackId)==0) //Получение ид.

//первого пакета в очереди

{

while(Rfppc.GetFile(PackId, ”c:\\inp”, ”*.*”)==0);

//Считывание файлов из пакета

. . . //Обработка

Rfppc.Return(PackId); //Возвращение пакета

//клиенту-отправителю

}

}

Как виäно из приìера, основу проãраììы со-
ставëяет ве÷ный öикë (преäëожение while), в ко-
тороì осуществëяется:

— ожиäание появëения пакетов в о÷ереäи;

— посëеäоватеëüная выборка всех пакетов из
о÷ереäи в рабо÷уþ обëастü аãента (с поëу÷ениеì
иäентификатора кажäоãо пакета);

—с÷итывание файëов из кажäоãо пакета;

— обработка äанных пакета (ее исхоäный текст
не привоäится в приìере);

— возврат пакета кëиенту-отправитеëþ (с авто-
ìати÷еской активизаöией еãо обсëуживаþщеãо
проöесса).

Существует некоторая анаëоãия ìежäу о÷ере-
äüþ пакетов и по÷товыì ящикоì эëектронной
по÷ты. В äанноì приìере отражено их важное раз-
ëи÷ие, связанное с возìожностüþ синхронизаöии
проãраììы аãента с событиеì появëения пакетов
во вхоäной о÷ереäи с поìощüþ ìетоäа GetCount.
Данный ìетоä возвращает ÷исëо пакетов в о÷ереäи
(в первоì параìетре), есëи она не пуста, иëи пе-
ревоäит проãраììу аãента в состояние ожиäания в
противноì сëу÷ае. Ожиäаþщая проãраììа буäет
автоìати÷ески активизирована посëе появëения
пакетов в о÷ереäи иëи посëе исте÷ения тайìаута
(второй параìетр).

Важно поä÷еркнутü, ÷то аãент — активное зве-
но, а сервер — пассивное. Аãент периоäи÷ески об-
ращается к обсëуживаþщеìу серверу äëя выборки
пакетов из собственной (поääерживаеìой на сер-
вере) вхоäной о÷ереäи. Есëи аãент потеряë рабо-
тоспособностü, то вхоäная о÷ереäü перестанет об-
сëуживатüся. По исте÷ении заäанноãо кëиентоì
тайìаута (разìер тайìаута явëяется опöионаëü-
ныì параìетроì ìетоäа Process) обсëуживаþщий
кëиента проöесс буäет уни÷тожен на сервере, а
кëиент, обративøийся к аãенту, поëу÷ит сообще-
ние о тайìауте операöии.

Как и в ìетоä Process, ìетоäы GetCount и Select
опираþтся на устой÷ивый контекст сеанса связи,
но в äанноì сëу÷ае он связывается не с пакетоì,
а с о÷ереäüþ пакетов. При обработке этих ìетоäов
нет необхоäиìости в «проöессах ожиäания» — в
сëу÷ае разрыва сетевоãо соеäинения обращение к
серверу попросту повторяется. На рис. 4 проиë-
ëþстрирована переäа÷а пакета RFPS в о÷ереäü
аãента и обратно. Беëыìи кружкаìи обозна÷ены
проöессы кëиента и аãента (C и A соответственно),
а теìныìи — обсëуживаþщие проöессы на серве-
ре RFPS.

Наконеö, нескоëüко сëов о выпоëнении ìе-
тоäов SendFile и GetFile, преäназна÷енных äëя
обìенов äанныìи ìежäу пакетоì RFPS и файëо-
вой систеìой кëиента иëи аãента (и их анаëоãов
SendMem и GetMem, преäназна÷енных äëя обìе-
нов ìежäу пакетоì и оперативной паìятüþ). В сëу-
÷ае разрыва сетевоãо соеäинения при переäа÷е на-
бора äанных по сети äанные ìетоäы обеспе÷ива-
þт автоìати÷еское восстановëение соеäинения и
проäоëжение обìена с «то÷ки разрыва», а не с на-
÷аëа набора äанных. (При этоì приìеняется при-
ìерно та же техноëоãия восстановëения обìена,

Рис. 4. Обработка пакетов агентом
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÷то и в протокоëе FTP [1, 2], которая основана на
переäа÷е äопоëнитеëüноãо параìетра — сìещения
в наборе äанных — от узëа-поëу÷атеëя в узеë-от-
правитеëü.)

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Сеìантика RFPS построена такиì образоì,
÷тобы все основные сетевые операöии, связанные
с переäа÷ей и уäаëенной обработкой äанных, вы-
поëняëисü в раìках стабиëüноãо контекста, неза-
висиìоãо от сетевоãо соеäинения. В зависиìости
от операöии, этот контекст связывается иëи с уäа-
ëенныì пакетоì наборов äанных, иëи с о÷ереäüþ
пакетов. Это свойство RFPS избавëяет прикëаäно-
ãо проãраììиста от необхоäиìости разрабатыватü
собственные среäства защиты от сетевых сбоев,
÷то особенно важно в аспекте орãанизаöии сëож-
ных ìежсерверных взаиìоäействий.

В статüе не рассìотрена орãанизаöия взаиìо-
äействия ìежäу сервераìи при обработке пакета в
öепо÷ке серверов. Отìетиì ëиøü, ÷то оно постро-
ено приìерно по теì же правиëаì, ÷то и взаиìо-
äействие «кëиент — сервер», так как при обраще-
нии к уäаëенноìу серверу вызываþщий сервер
выступает «в роëи» кëиента. И в этоì сëу÷ае кон-
текст взаиìоäействия связывается с пакетоì набо-
ров äанных, а не с сетевыì соеäинениеì ìежäу
сервераìи.

К неäостаткаì RFPS сëеäует в первуþ о÷ереäü
отнести относитеëüно низкий уровенü поëüзова-
теëüскоãо интерфейса и отсутствие форìаëизован-
ных спеöификаöий обработ÷иков и аãентов. В этоì
отноøении он, безусëовно, проиãрывает, напри-
ìер, техноëоãии Web-сервисов [5], опираþщейся
на форìаëизованное описание уäаëенных проöе-
äур на языке WSDL и поääержанной в ряäе рас-
пространенных систеì проãраììирования.

Оäно из эффективных направëений приìенения
RFPS состоит в созäании «прозра÷ных» RFPS-тун-
неëей ìежäу HTTP-кëиентаìи и HTTP-сервераìи
[10]. Сутü поäхоäа закëþ÷ается во вреìенной ин-
капсуëяöии HTTP-запроса и HTTP-ответа в пакет
RFPS при прохожäении äанных ÷ерез ãëобаëüнуþ
сетü в ситуаöии, коãäа HTTP-кëиент и HTTP-сер-
вер распоëожены в уäаëенных äруã от äруãа ÷астных
сетях. Этот поäхоä позвоëяет в зна÷итеëüной сте-
пени совìеститü преиìущества техноëоãии Web-

сервисов (высокоуровневый поëüзоватеëüский ин-
терфейс) и преиìущества RFPS (устой÷ивостü к
сетевыì сбояì и наëи÷ие встроенных среäств
ìежсерверноãо взаиìоäействия и ìежсерверной
ìарøрутизаöии äанных). В проöессе ëаборатор-
ных экспериìентов с RFPS, в ÷астности, быëо
провеäено встраивание RFPS-туннеëей в нескоëü-
ко ранее разработанных распреäеëенных систеì,
построенных на основе техноëоãии Web-сервисов.
(Поäхоä ìожет бытü приìенен и äëя систеì, пос-
троенных на новой техноëоãии WCF [6], при ус-
ëовии, ÷то в ка÷естве «транспорта» выбран HTTP.)
Важно отìетитü, ÷то ни в оäноì сëу÷ае не пона-
äобиëасü какая-ëибо проãраììная аäаптаöия этих
систеì, ÷то поäтвержäает «прозра÷ностü» тунне-
ëей äëя HTTP-кëиентов и серверов.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Истори÷ески развитие эëектроэнерãетики свя-
зано с форìированиеì эëектроэнерãети÷еских сис-
теì (ЭЭС), преäставëяþщих собой совокупностü
объектов (ãенераторов, трансфорìаторов, ëиний
эëектропереäа÷, установок эëектропотребитеëей,
среäств реãуëирования и управëения), которые
преäназна÷ены äëя произвоäства, переäа÷и, рас-
преäеëения и испоëüзования эëектри÷еской энер-
ãии. Оно в зна÷итеëüной степени зависит от со-
оружения систеìообразуþщей эëектри÷еской сети
(СЭС), которая выпоëняет три ãëавные функöии:
выäа÷у ìощности крупных эëектростанöий, эëект-
роснабжение крупных узëов наãрузки (проìыø-
ëенных аãëоìераöий, ìеãапоëисов и äр.) и осуще-
ствëение совìестной работы энерãосистеì в составе
Еäиной энерãети÷еской систеìы России. Эëеìен-
таìи СЭС сëужат, как правиëо, ëинии эëектро-
переäа÷и и трансфорìаторы напряжениеì 330 кВ
и выøе.

При обосновании развития СЭС эëектроэнерãе-
ти÷еских систеì форìируется совокупностü наибо-
ëее эконоìи÷ных вариантов ее развития, осущест-
вëяется их технико-эконоìи÷еское сопоставëение
и выбирается наиëу÷øее реøение äëя посëеäуþще-

ãо рабо÷еãо проектирования, строитеëüства и вво-
äа в экспëуатаöиþ сетевых объектов.

С у÷етоì территориаëüно-вреìенноãо аспекта
управëения развитиеì ЭЭС [1, 2] выäеëяþтся äве
основные посëеäоватеëüно реøаеìые заäа÷и:
� оптиìизаöия перспективной структуры СЭС с

форìированиеì наибоëее эконоìи÷ных вари-
антов ее развития и общей оöенкой ресурсов
(финансовых, техни÷еских и äр.), требуеìых
äëя их реаëизаöии;

� технико-эконоìи÷еское сравнение и выбор на-
ибоëее раöионаëüных схеì развития СЭС.
Первая из этих заäа÷ реøается на уровне Еäи-

ной наöионаëüной эëектри÷еской сети (ЕНЭС) и
СЭС объеäиненных энерãосистеì при сфорìиро-
ванной структуре ãенерируþщих ìощностей на
перспективу 15—20 ëет. Вторая заäа÷а реøается на
ìежреãионаëüноì и реãионаëüноì уровнях на ос-
нове уто÷ненной исхоäной инфорìаöии с привëе-
÷ениеì оöено÷ных эконоìи÷еских ìоäеëей разви-
тия и äетаëüных ìоäеëей физи÷еских проöессов
ЭЭС (рас÷ет режиìов, устой÷ивости, наäежности)
на перспективу 7—15 ëет.

Поскоëüку ìетоäи÷еское обеспе÷ение реøения
второй заäа÷и äостато÷но разработано [3—5], преä-
ставëенный в настоящей работе ìетоäи÷еский поä-
хоä ориентирован на реøение первой заäа÷и.

В разные ãоäы у нас в стране и за рубежоì быë
разработан ряä ìатеìати÷еских ìоäеëей оптиìи-
заöии развития эëектри÷еской сети [6—11]. Эти

Дана ìетоäика реøения заäа÷и оптиìизаöии развития систеìообразуþщей эëектри÷ес-

кой сети эëектроэнерãети÷еской систеìы. Преäставëен состав соответствуþщеãо про-

ãраììно-вы÷исëитеëüноãо коìпëекса. Привеäены показатеëи структурноãо анаëиза

эëектроэнерãети÷еских систеì. Показаны особенности приìенения ãеоинфорìаöион-

ных техноëоãий.

Ключевые слова: эëектроэнерãети÷еская систеìа, оптиìизаöия развития, структурный анаëиз, ãе-
оинфорìаöионная систеìа.

1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ
(ãрант № 10-07-00264).
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ìоäеëи у÷итываþт äискретный характер ввоäа но-
вых эëеìентов сети, и поэтоìу иìеþт оãрани÷ение
на ÷исëо рассìатриваеìых в них новых связей (ëи-
ний эëектропереäа÷). Еще оäин неäостаток закëþ-
÷ается в упрощенноì у÷ете оãрани÷ений на про-
пускнуþ способностü ветвей ãрафа, посреäствоì
котороãо ìоäеëируется развиваþщаяся эëектри÷ес-
кая сетü. В äействитеëüности пропускная способ-
ностü конкретной ëинии эëектропереäа÷и опреäе-
ëяется не тоëüко ее конструктивныìи характерис-
тикаìи, но и усëовияìи стати÷еской устой÷ивости
[12]. Эти усëовия äëя кажäой ëинии зависят от па-
раìетров сети в öеëоì, распреäеëения ìощности
ìежäу эëектростанöияìи и äруãих факторов.

Преäставëенный в работе ìетоäи÷еский поä-
хоä позвоëяет рассìотретü эффективностü соору-
жения практи÷ески неоãрани÷енноãо ÷исëа новых
эëеìентов эëектри÷еской сети, а также боëее то÷-
но, ÷еì в существуþщих ìоäеëях, у÷естü оãрани-
÷ения на переäаваеìые в сети потоки ìощности
по усëовияì стати÷еской устой÷ивости.

Этот поäхоä преäпоëаãает ëинейнуþ потоковуþ
ìоäеëü оптиìизаöии развития эëектри÷еской сети
в ка÷естве основноãо инструìента форìирования
наибоëее раöионаëüных вариантов развития СЭС
[11]. Приìенение такой ìоäеëи äëя реøения прак-
ти÷еских заäа÷ оптиìизаöии СЭС на äëитеëüнуþ
перспективу впоëне обосновано, поскоëüку фак-
тор äискретности в äанноì сëу÷ае не выступает
опреäеëяþщиì.

Дëя у÷ета усëовий перспективноãо функöио-
нирования ЭЭС (оãрани÷ений на переäаваеìые в
эëектри÷еской сети ìощности по усëовияì стати-
÷еской устой÷ивости) приìеняþтся аëãоритìы
структурноãо анаëиза ЭЭС [13, 14], реаëизованные
в виäе коìпüþтерной проãраììы.

Кроìе тоãо, на еäиной пëатфорìе с ëинейной
потоковой ìоäеëüþ разработан ãеоинфорìаöион-
ный бëок проãраììно-вы÷исëитеëüноãо коìп-
ëекса [11, 15]. Дëя эффективноãо реøения заäа÷
развития ЭЭС необхоäиìо среäство, позвоëяþ-
щее естественныì и наãëяäныì образоì обраба-
тыватü и анаëизироватü разнороäнуþ и простран-
ственно-коорäинированнуþ инфорìаöиþ. Такиì
среäствоì на настоящий ìоìент вреìени сëужат
ãеоинфорìаöионные систеìы (ГИС), которые как
спеöиаëизированные систеìы обработки про-
странственно-вреìенных äанных, а также ãеоин-
форìаöионные техноëоãии изу÷аþтся новыì ак-
тивно развиваþщиìся направëениеì инфорìа-
тики — ãеоинфорìатикой [16, 17]. Особенности
построения ГИС развиваþщихся эëектри÷еских
сетей как пробëеìно-ориентированной систеìы
рассìотрены в работе [15]. В настоящей статüе
сäеëан акöент на испоëüзовании в составе про-
ãраììно-вы÷исëитеëüноãо коìпëекса ãеоинфор-

ìаöионных техноëоãий, пониìаеìых прежäе всеãо
как техноëоãий сбора, хранения, обработки и
преäставëения äанных [18, 19]. С позиöий управ-
ëения ãеоинфорìаöионные техноëоãии преäпоëа-
ãаþт проектирование и поääержку принятия ре-
øений. Поскоëüку испоëüзуеìая инфорìаöия в
основноì преäставëяется в ãрафи÷еской форìе, то
эти техноëоãии бëизки к техноëоãияì визуаëüной
обработки инфорìаöии.

Визуаëизаöия существенно обëеã÷ает воспри-
ятие проектировщикоì схеì сети, обеспе÷ивает
у÷ет территориаëüных и структурных особеннос-
тей СЭС при опреäеëении принöипов ее развития,
а также позвоëяет осуществëятü контроëü правиëü-
ности форìирования схеì, опреäеëение протяжен-
ности эëектри÷еских связей и поиск соответству-
þщих трасс прокëаäки ëиний эëектропереäа÷.

1. ÏÎÊÀÇÀÒÅËÈ ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ 
ÝËÅÊÒÐÎÝÍÅÐÃÅÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Поскоëüку рассìотрение äетаëüных ìоäеëей
эëектри÷еских режиìов в проöессе оптиìизаöии
развития СЭС затруäнено из-за боëüøоãо ÷исëа
вариантных рас÷етов, то äëя у÷ета оãрани÷ений на
переäаваеìые в эëектри÷еской сети ìощности по
усëовияì стати÷еской устой÷ивости ìожно вос-
поëüзоватüся сëеäуþщиìи показатеëяìи структур-
ноãо анаëиза эëектроэнерãети÷еских систеì:

— взаиìные структурные ìощности ãенерато-
ров [13]:

W
ij
 = E

i
E
j
y
ij
, (1)

ãäе E
i
, E

j
 — перехоäные ЭДС ãенераторов в ìоäеëи

«øины — перехоäное сопротивëение — перехоä-
ная ЭДС»[12], а y

ij
 — взаиìная провоäиìостü ìеж-

äу узëаìи, характеризуеìых ЭДС E
i
 и E

j
;

— собственные структурные ìощности ãенера-
торов[13]:

W
ii
 = g

ii
, (2)

ãäе g
ii
— активная составëяþщая собственной про-

воäиìости узëа i (y
ii
).

Соотноøения токов и напряжений схеìы заìе-
щения эëектри÷еской сети (рис. 1, а), в которой ее
эëеìенты преäставëены своиìи эëектри÷ескиìи
параìетраìи (провоäиìостяìи и ЭДС), описыва-
þтся систеìой уравнений узëовых напряжений [12]

[ ]  = , (3)

Ei
2

Y
· E

·

U
·

I
·

ã

0

pb0410.fm  Page 67  Tuesday, July 27, 2010  12:31 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ È ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÐÎÖÅÑÑÀÌÈ

68 CONTROL SCIENCES ¹ 4 • 2010

ãäе [ ] — ìатриöа собственных и взаиìных про-

воäиìостей (СВП) узëов,  — вектор напряжений

в узëах,  — вектор перехоäных ЭДС в ãенератор-

ных узëах,  — вектор-стоëбеö ãенерируеìых то-
ков в узëах.

Дëя опреäеëения показатеëей (1) и (2) схеìа за-
ìещения эëектри÷еской сети, описываеìая систе-
ìой уравнений (3), привоäится ëþбыì из извест-
ных ìетоäов эквиваëентирования к поëноìу ãрафу,
в верøинах котороãо ëежат узëы с ЭДС (рис. 1, б).
Эквиваëентирование (преобразование исхоäной
схеìы в эквиваëентнуþ в öеëях упрощения äаëü-
нейøей работы с ней) осуществëяется в äанноì
сëу÷ае äëя опреäеëения эквиваëентной ìатриöы

СВП относитеëüно узëов с ЭДС — [ ].
Эта ìатриöа, в ÷астности, ìожет бытü поëу÷ена

из исхоäной ìатриöы СВП рас÷етной схеìы заìе-
щения

[ ] = 

в соответствии с выражениеì

[ ] = [ ] – [ ][ ]–1[ ], 

ãäе инäексоì «с» обозна÷ены СВП искëþ÷аеìых
(сетевых) узëов, а инäексоì «ã» — СВП остаþщих-
ся (ãенераторных) узëов с ЭДС.

Матриöа W, на äиаãонаëи которой распоëоже-
ны собственные ìощности ãенераторов (W

ii
), а ос-

таëüные эëеìенты (W
ij
 = W

ji
) преäставëяþт взаиì-

ные ìощности ìежäу соответствуþщей парой ãе-
нераторов, расс÷итывается по форìуëе

W = E
diag

E
diag

, 

ãäе [E
diag

]— äиаãонаëüная ìатриöа ìоäуëей ЭДС

ãенераторов, [ ] — ìатриöа, в которой äиаãо-

наëüные эëеìенты преäставëяþт собой активные
составëяþщие собственных провоäиìостей (g

ii
) в

ìатриöе [ ], остаëüные эëеìенты — ìоäуëи вза-
иìных провоäиìостей (y

ij
) в той же ìатриöе.

Поëу÷енная ìатриöа ìощностей W явëяется
структурной ìоäеëüþ ЭЭС и ìожет бытü испоëü-
зована при анаëизе режиìов и устой÷ивости ЭЭС.

В проöессе оптиìизаöии развития СЭС эëе-
ìенты ìатриöы W позвоëяþт упрощенно опре-
äеëитü преäеëüные по усëовияì стати÷еской ус-
той÷ивости ìощности, переäаваеìые в се÷ениях
эëектри÷еской сети [20]. Се÷ениеì в эëектри÷ес-
кой сети называется такая совокупностü ее эëе-
ìентов, оäновреìенное откëþ÷ение которых раз-
äеëяет систеìу на äве изоëированные ÷асти (поä-
систеìы), в кажäой из которых иìеется хотя бы
оäин ãенератор.

Се÷ения, äëя которых расс÷итывается преäеëü-
ная по стати÷еской устой÷ивости ìощностü, ìоãут
бытü усëовно разäеëены на äва типа: ãенераторные
(коãäа в оäной поäсистеìе нахоäится оäин ãенера-
тор) и сетевые (все остаëüные).

Преäеëüная по стати÷еской устой÷ивости ìощ-
ностü äëя первоãо типа се÷ений

 = (1 – k
3
)W

i
, (4)

ãäе W
i
 = W

ii
 + W

ij
 — ìаксиìаëüная ìощностü ãе-

нератора, равная собственной структурной ìощ-
ности и суììе взаиìных структурных ìощностей
ãенератора i по всеì еãо связяì в эквиваëентной
схеìе; k

3
 — коэффиöиент запаса по активной

Y
·

U
·

E
·

I
·

ã

Рис. 1. Схема замещения ЭЭС:
а — рас÷етная; б — эквиваëентная (взаиìные провоäиìости узëов с ЭДС изображены спëоøныìи ëинияìи)
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ìощности в се÷ении, который в соответствии с
ìетоäи÷ескиìи указанияìи [20] приниìается рав-
ныì 0,2.

Дëя второãо типа се÷ений преäеëüная по стати-
÷еской устой÷ивости ìощностü в q-ì се÷ении,
разäеëяþщеì систеìу на поäсистеìы A и B при пе-
реäа÷е потока ìощности из A и B:

 = (1 – k
3
) , (5)

ãäе  = W
ii
 + W

ij
 — ìаксиìаëüная

ìощностü се÷ения q, равная суììе собственных
ìощностей ãенераторов поäсистеìы A и суììе
взаиìных ìощностей ãенераторов поäсистеì A и
B, поëу÷аеìая при усëовии

W
ij
 l ε

ã
, (6)

ãäе  — ноìинаëüная ìощностü i-ãо ãенера-

тора поäсистеìы A, ε
ã
 — ìаëая веëи÷ина, приìе-

няеìая äëя оöенки связности i-ãо ãенератора поä-
систеìы A с ãенератораìи поäсистеìы B.

Ввеäение усëовия (6) позвоëяет расс÷итатü пре-
äеëüнуþ по стати÷еской устой÷ивости ìощностü в
се÷ении (4), искëþ÷ив из нее собственные и вза-
иìные ìощности ãенераторов поäсистеìы A, иìе-
þщие сëабые связи с поäсистеìой В (ëокаëüные
иëи уäаëенные ãенераторы). В соответствии с ра-
ботой [13] äëя ãенераторных узëов ìощностüþ ìе-
нее 3000 МВт зна÷ение ε

ã
 рекоìенäуется прини-

ìатü в интерваëе 0,1...0,15, а äëя узëов ìощностüþ
свыøе 3000 МВт — в интерваëе 0,1...0,05.

2. ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÐÀÇÂÈÒÈß 
ÑÈÑÒÅÌÎÎÁÐÀÇÓÞÙÅÉ ÝËÅÊÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÅÒÈ

В стати÷еской постановке преäëаãаеìый ìето-
äи÷еский поäхоä к реøениþ заäа÷и оптиìизаöии
развития СЭС преäставëен на рис. 2. Метоäика
вкëþ÷ает в себя пятü основных этапов.

На I этапе форìируþтся исхоäные äанные: ãраф
эëектри÷еской сети, отображаþщий существуþщие
ëинии эëектропереäа÷и (ЛЭП) и избыто÷ный на-
бор новых ЛЭП; распоëаãаеìые ìощности станöий

; ìощности наãрузок в узëах ; уäеëüные

привеäенные затраты на еäиниöу переäаваеìой

ìощности по ЛЭП , вкëþ÷аþщие в себя ка-

питаëовëожения и постоянные изäержки, уäеëü-
ные переìенные затраты на ãенерируеìуþ ìощ-

ностü ; пропускные способности ЛЭП .

В ка÷естве оãрани÷ения на пропускнуþ способ-
ностü существуþщих ЛЭП выступает наиìенüøая
из преäеëüных ìощностей по наãреву провоäа иëи
по стати÷еской устой÷ивости äëя отäеëüной связи
с у÷етоì коэффиöиента запаса.

Сфорìированные исхоäные äанные испоëüзу-
þтся на II этапе äëя поëу÷ения реøения на ëи-
нейной ìоäеëи оптиìизаöии развития эëектри-
÷еской сети, öеëевая функöия которой

min  + , (7)
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Рис. 2. Схема методики оптимизации развития системообразующей электрической сети
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т. е. ìиниìуì привеäенных затрат, при собëþäе-

нии баëансов узëов (i = ):

 + (1 – p
ij
)  –  = , (8)

и оãрани÷ений на потоки ìощности по ЛЭП и ра-
бо÷ие ìощности станöий:

0 m  m , (9)

0 m  m . (10)

Неизвестныìи веëи÷инаìи явëяþтся потоки

ìощности по связяì  из узëа i в узеë j и ìощ-

ности ãенераöии в узëах . В форìуëе (8) p
ij
 —

уäеëüный коэффиöиент потерü ìощности при пе-
реäа÷е по связи ìежäу узëаìи i и j (в относитеëü-
ных еäиниöах).

Поëу÷аеìое реøение буäет непрерывныì — в
виäе ìиниìаëüно необхоäиìых пропускных спо-
собностей ìежузëовых связей эëектри÷еской сети.
В ìоäеëи отсутствует аëãоритì превращения этоãо
непрерывноãо реøения в äискретное (оптиìаëü-
ный вариант развития сети).

Поэтоìу III этап преäставëяет собой äискрети-
заöиþ реøения, которая выпоëняется экспертоì
на основе äанных о пропускной способности се-
÷ений СЭС, разìере неиспоëüзованной рабо÷ей
ìощности станöий в кажäой из поäсистеì с у÷е-
тоì характеристик новых ЛЭП (ноìинаëüноãо
напряжения, пропускной способности, требуеìых
капитаëовëожений и äр.). Эта проöеäура позвоëя-
ет сфорìироватü совокупностü наибоëее раöио-
наëüных вариантов схеì развития сети на основа-
нии зна÷ений потоков ìощности по новыì ЛЭП,
а также у÷естü требования наäежности в соответс-
твии с требованияìи [4]. Наëи÷ие потока, отëи÷-
ноãо от нуëя, как правиëо, ãоворит о необхоäиìо-
сти сооружения ЛЭП. При äискретизаöии реøе-
ния опреäеëяется ãруппа новых ЛЭП, которые

войäут в рас÷етнуþ схеìу эëектри÷еской сети, со-
ответствуþщуþ оäноìу из наìе÷енных вариантов
развития сети.

Дëя уäобства ãрафи÷ескоãо преäставëения сфор-
ìированные варианты развития эëектри÷еской
сети отображаþтся на карте посреäствоì ìоäуëя
ГИС, связанноãо с проãраììой «Сети», в которой
реаëизован аëãоритì рассìатриваеìой оптиìиза-
öионной заäа÷и. Этот ìоäуëü (рис. 3) вхоäит в со-
став ãеоинфорìаöионноãо бëока проãраììно-вы-
÷исëитеëüноãо коìпëекса, соäержащеãо также ряä
спеöиаëüных проãраìì по ãеокоäированиþ, обра-
ботке и вывоäу инфорìаöии, необхоäиìых äëя ре-
аëизаöии ГИС-техноëоãий [15].

В ка÷естве ГИС-инструìентария приìеняется
пакет «MapInfo Professional». Этот проãраììный
проäукт преäоставëяет äëя разрабатываеìой сис-
теìы äостато÷но ãрафи÷еских возìожностей и
среäств связывания объектов карты с атрибутив-
ной инфорìаöией, аäресноãо ãеокоäирования,
непосреäственной работы с базой äанных (БД), а
также вывоäа на пе÷атü картоãрафи÷еских ìате-
риаëов, их экспорта и иìпорта. Боëüøое преиìу-
щество закëþ÷ается в наëи÷ии прикëаäноãо язы-
ка проãраììирования MapBasic. Есëи сравниватü
«MapInfo» с äруãиìи ГИС-пакетаìи, то оäниì из
ëиäеров по функöионаëüныì возìожностяì и ис-
поëüзованиþ явëяется пакет «ArcGIS» (öеëое се-
ìейство проãраììных ГИС-проäуктов ESRI). Эти
ГИС-проäукты öеëесообразно приìенятü äëя рас-
øиренной обработки, анаëиза и ìоäеëирования
ãеоäанных с у÷етоì топоëоãи÷еских отноøений
[19]. В раìках настоящей работы базовоãо набора
функöий пакета «MapInfo» äостато÷но äëя карто-
ãрафирования, визуаëизаöии и анаëиза äанных,
характеризуþщих СЭС.

На прикëаäноì языке проãраììирования
MapBasic разработаны ÷етыре проãраììы —
«GeoCode», «DrawUzel», «DrawLeps» и «SelVarT»,
позвоëяþщие автоìатизироватü проöессы карто-
ãрафирования узëов, ЛЭП и выбиратü необхоäи-
ìый вариант рас÷ета сети. Эти проãраììы автоìа-
ти÷ески вызываþтся при работе ãеоинфорìаöион-
ноãо ìоäуëя, первона÷аëüно заãружаþщеãо пакет
«MapInfo», который обрабатывает поступаþщие
сообщения в фоновоì режиìе. Интерфейс ìоäуëя
ГИС и пакета MapInfo осуществëяется по техноëо-
ãии OLE Automation. Посëе рас÷ета варианта эëек-
три÷еской сети посреäствоì проãраììы «Сети» при
нажатии кнопки «ГИС» происхоäит ãеоãрафи÷ес-
кое отображение ëиний эëектропереäа÷и, стиëü
которых опреäеëяется проãраììой «DrawLeps» на
основе табëи÷ных äанных, характеризуþщих тип
ëиний, напряжение, наëи÷ие параëëеëüных ЛЭП и
äруãие признаки.

1 N,

Xi
ãен

j
∑ Xji

ëэп

j
∑Xij

ëэп
Pi

потр

Xij
ëэп

Pij
ëэп

Xi
ãен

Pi
ãен

Xij
ëэп

Xi
ãен

Рис. 3. Структура геоинформационного модуля
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Кроìе тоãо, иìеется возìожностü непосреä-
ственной работы с БД «Варианты рас÷етов», коãäа
вызываþтся необхоäиìые табëиöы из БД с соот-
ветствуþщей фиëüтраöией и пространственной
привязкой äанных. При этоì в äиаëоãовоì окне
«База вариантов» (проãраììа «Сети») разìещаþт-
ся табëиöы: «Варианты», «ЛЭП», «Генераöия»,
«Потребитеëи» и преäоставëяþтся соответствуþ-
щие инструìенты äëя выбора из табëиö требуеìой
инфорìаöии (рис. 4).

Дëя выбранноãо варианта развития эëектри÷ес-
кой сети возìожны сëеäуþщие теìати÷еские преä-
ставëения:

— ЛЭП — все ЛЭП; существуþщие ЛЭП; новые
ЛЭП; ЛЭП с развитиеì;

— перетоки — все перетоки; ëинии с ненуëевы-
ìи потокаìи; ìаксиìаëüный переток; ìиниìаëü-
ный переток;

— напряжение — все напряжения; 220; 330; 500;
750; 1150 кВ;

— ãенераöия — все узëы ãенераöии; узëы с ìак-
сиìаëüной ìощностüþ; узëы с неиспоëüзованной
вырабатываеìой ìощностüþ;

— потребëение — все узëы потребëения; äефи-
öитные узëы; саìобаëансируþщиеся узëы; выäа-
þщие узëы; приниìаþщие узëы (т. е. в зависиìо-
сти от соотноøения наãрузки и ìощности ãенери-
руþщих узëов).

Энерãети÷еские объекты наносятся на карту
сиìвоëаìи, спеöиаëüно созäанныìи в соответс-
твии с принятыì станäартоì ãрафи÷еских обозна-
÷ений эëектри÷еских сетей ЭЭС. Геоинфорìаöи-
онный ìоäуëü позвоëяет не тоëüко визуаëизиро-
ватü варианты развития эëектри÷еской сети, но и
выпоëнитü их анаëиз, испоëüзуя среäства ãрафи-
ки, реäактирования и обработки инфорìаöии об
энерãети÷еских объектах.

На IV этапе осуществëяется проверка сфорìи-
рованных вариантов развития сети с то÷ки зрения
возìожности переäа÷и рас÷етных потоков ìощ-
ности, вкëþ÷аþщая нескоëüко стаäий:

Рис. 4. Фрагмент работы геоинформационного модуля
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— опреäеëение контроëируеìых се÷ений и суì-
ìарноãо потока ìощности в них по резуëüтатаì
рас÷ета на ëинейной ìоäеëи;

— составëение рас÷етных схеì заìещения äëя
сфорìированных вариантов эëектри÷еской сети;

— рас÷ет с поìощüþ ìатриöы W преäеëüно äо-
пустиìых по стати÷еской устой÷ивости ìощно-
стей äëя контроëируеìых се÷ений (4) и (5);

— сравнение этих ìощностей с поëу÷енныìи в
ëинейной ìоäеëи потокаìи ìощности в тех же се-
÷ениях.

Есëи потоки ìощности, расс÷итанные по ëи-
нейной ìоäеëи, ìенüøе äопустиìых äëя всех кон-
троëируеìых се÷ений, то äанный вариант схеìы
развития эëектри÷еской сети с÷итается обеспе÷и-
ваþщиì переäа÷у рас÷етных потоков ìощности, он
вкëþ÷ается в совокупностü наиëу÷øих вариантов
развития сети, поäëежащих äетаëüныì проектныì
иссëеäованияì на этапе их технико-эконоìи÷еско-
ãо сравнения. В противноì сëу÷ае рассìатривае-
ìый вариант сети äоëжен бытü скорректирован
(усиëен).

Оптиìаëüный способ усиëения ìожет бытü по-
ëу÷ен посреäствоì новоãо öикëа оптиìизаöии
развития эëектри÷еской сети, на÷иная с реøения
на ëинейной ìоäеëи (II этап) с изìененныìи зна-
÷енияìи пропускных способностей се÷ений, в ко-
торых требуется усиëение.

Дëя этоãо на V этапе ìоäеëü (7)—(10) äоëжна
бытü äопоëнена оãрани÷енияìи виäа

0 m  m ,

ãäе  — преäеëüно äопустиìая по стати÷еской

устой÷ивости ìощностü q-ãо се÷ения (4), (5).

Посëе корректировки оãрани÷ений на потоки
ìощности в се÷ениях произвоäится сëеäуþщий
öикë оптиìизаöии развития эëектри÷еской сети,
т. е. осуществëяется перехоä на II этап. На основе
еãо резуëüтатов форìируется новый вариант (ãруп-
па вариантов) развития сети с увеëи÷енныìи про-
пускныìи способностяìи се÷ений. Эта ãруппа
вариантов затеì также äоëжна бытü проверена с
поìощüþ структурной ìоäеëи ЭЭС. Итеративный
проöесс проверки и отбора совокупности наибо-
ëее раöионаëüных вариантов развития сети про-
äоëжается äо тех пор, пока все варианты развития
сети, воøеäøие в эту ãруппу, не буäут нужäатüся
в корректировке.

У÷ет фактора äинаìики (вреìенноãо аспекта)
развития эëектри÷еской сети в работе преäëаãает-
ся осуществëятü упрощенно — псевäоäинаìи÷ес-
ки. При этоì посëеäоватеëüно рассìатриваþтся

нескоëüко этапов развития эëектри÷еской сети, äëя
кажäоãо из которых приìеняется преäëоженная
ìетоäика.

3. ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ

Преäставëенная ìетоäика и пакет проãраìì
оптиìизаöии развития СЭС испоëüзоваëисü при
реøении заäа÷и развития эëектри÷еской сети ОЭС
Востока на среäнесро÷нуþ перспективу [21], а так-
же при разработке преäëожений по перспективаì
развития систеìообразуþщей эëектри÷еской сети
ЕЭС России на периоä äо 2030 ã.

Дëя проверки äопустиìости испоëüзования по-
казатеëей структурноãо анаëиза äëя рас÷ета про-
пускных способностей се÷ений (4) и (5) выпоë-
нены äетаëизированные рас÷еты установивøихся
режиìов и стати÷еской устой÷ивости с поìощüþ
спеöиаëизированноãо проãраììно-вы÷исëитеëü-
ноãо коìпëекса АНАРЭС [22]. Эти рас÷еты поä-
тверäиëи, ÷то поëу÷енные с поìощüþ преäëожен-
ной ìетоäики схеìы развития эëектри÷еской сети
уäовëетворяþт требованияì к экспëуатаöии обо-
руäования и норìативаì по стати÷еской устой÷и-
вости ЭЭС.

Вìесте с теì, поëу÷аеìые при испоëüзовании
показатеëей структурноãо анаëиза зна÷ения про-
пускных способностей се÷ений отëи÷аþтся от зна-
÷ений, поëу÷енных боëее то÷ныì ìетоäоì [22],
приìерно на 15 % в сторону завыøения. Как пока-
заëи рас÷еты, такая поãреøностü при оптиìизаöии
развития эëектри÷еской сети на периоä 15—20 ëет
äопустиìа, поскоëüку в перспективе неäостаток
пропускной способности се÷ений ìожет бытü ëик-
виäирован изìенениеì состояния и режиìа су-
ществуþщих устройств реãуëирования напряже-
ния в узëах (откëþ÷ениеì øунтируþщих реакто-
ров, поäкëþ÷ениеì стати÷еских коìпенсаторов,
увеëи÷ениеì ìощности синхронных коìпенсато-
ров и äр.), а также ввоäоì новых устройств. Кроìе
тоãо, в реäких сëу÷аях, коãäа äаëüнейøее увеëи÷е-
ние ÷исëа новых ëиний не оказывает существен-
ноãо вëияния на прирост пропускной способности
се÷ения, ìожет потребоватüся установка устройств
проäоëüной коìпенсаöии.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ:
ÂÛÂÎÄÛ È ÐÅÊÎÌÅÍÄÀÖÈÈ

Преäëожен ìетоäи÷еский поäхоä к реøениþ
заäа÷и оптиìизаöии развития систеìообразуþ-
щей эëектри÷еской сети. Еãо ãëавная иäея состо-
ит в совìестноì испоëüзовании ëинейной ìоäеëи
оптиìизаöии развития сети, структурной ìоäеëи
эëектроэнерãосистеìы и ãеоинфорìаöионных тех-
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ноëоãий в öеëях форìирования совокупности на-
ибоëее раöионаëüных вариантов развития систе-
ìообразуþщей эëектри÷еской сети, уäовëетворя-
þщих оãрани÷енияì на преäеëüные по усëовияì
стати÷еской устой÷ивости переäаваеìые ìощнос-
ти в се÷ениях эëектри÷еской сети. Поäхоä реаëи-
зован в виäе пакета проãраìì, позвоëяþщеãо бо-
ëее поëно у÷итыватü усëовия перспективноãо фун-
кöионирования эëектри÷еской сети.

Показана возìожностü испоëüзования при оп-
тиìизаöии развития эëектри÷еской сети показате-
ëей структурноãо анаëиза äëя опреäеëения преäеëü-
ных ìощностей в се÷ениях эëектроэнерãосистеìы.
Поëу÷енные схеìы развития эëектри÷еской сети с
поìощüþ преäëоженной ìетоäики уäовëетворяþт
требованияì к экспëуатаöии оборуäования и нор-
ìативаì по стати÷еской устой÷ивости систеìы.

Основные направëения развития преäëоженно-
ãо ìетоäи÷ескоãо поäхоäа и разработанных про-
ãраììных среäств состоят в соверøенствовании
у÷ета факторов наäежности, ìноãорежиìности и
äинаìики; у÷ете особенностей развития эëектри-
÷еской сети в усëовиях рынка; автоìатизаöии
форìирования схеì заìещения эëектри÷еской се-
ти; интеãраöии ëинейной ìоäеëи и структурной
ìоäеëи эëектроэнерãосистеìы в еäиный проãраì-
ìный коìпëекс äëя анаëиза и оптиìизаöии разви-
тия систеìообразуþщей эëектри÷еской сети.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Эëектроэнерãети÷еская систеìа (ЭЭС), обеспе-

÷иваþщая работу проìыøëенности, транспорта,

быт насеëения — всþ жизнеäеятеëüностü охва÷ен-

ных эëектри÷еской сетüþ территорий, äоëжна ра-

ботатü наäежно, прежäе всеãо, устой÷иво [1]. Поä

устой÷ивой работой ЭЭС (иëи, просто, устой÷и-

востüþ ЭЭС) пониìается синхронностü работы ее

ãенераторов иëи, в терìинах режиìноãо управëе-

ния, постоянство относитеëüных фазовых уãëов

их ЭДС.

Иссëеäование устой÷ивости ЭЭС базируется на

ìатеìати÷еской ìоäеëи в виäе систеìы äиффе-

ренöиаëüных уравнений, описываþщей ее работу

и взаиìоäействие ее эëеìентов. В äанной статüе

поä устой÷ивостüþ ЭЭС пониìается устой÷ивостü

по Ляпунову, а äëя ее иссëеäования приìеняется

ìетоä первоãо прибëижения и теореìы Ляпунова.

При анаëизе устой÷ивости ЭЭС важно оöенитü

коэффиöиенты вëияния параìетров режиìа на

устой÷ивостü. Поä параìетраìи режиìа пониìа-

þтся показатеëи, коëи÷ественно опреäеëяþщие

усëовия работы систеìы. К ниì относятся аìпëи-

туäы и фазы напряжений, токов, ЭДС, а также ак-

тивные и реактивные ìощности и äр.

2. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÏÎÊÀÇÀÒÅËß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

2.1. Îïèñàíèå ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêîé ñèñòåìû.
Ìàòðèöà äèíàìèêè ñèñòåìû

В ка÷естве ìатеìати÷еской ìоäеëи ЭЭС рас-
сìатривается систеìа äифференöиаëüных урав-
нений äвижения роторов ãенераторов без у÷ета
äеìпфирования, независиìыìи переìенныìи сëу-
жат абсоëþтные и относитеëüные фазовые уãëы
ЭДС ãенераторов:
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ãäе P
i0
 — ìехани÷еская ìощностü на ваëу i-ãо ãе-

нератора; i = 1, ..., n; P
i
 — эëектри÷еская ìощ-

ностü, отäаваеìая в сетü i-ì ãенератороì; δ
i
 — фаза

ЭДС i-ãо ãенератора; δ
1i
 = δ

1
 – δ

i
  — относитеëüный

фазовый уãоë ìежäу фазовыìи уãëаìи ЭДС пер-
воãо и i-ãо ãенераторов; T

i
 — постоянная инерöии

ротора ãенератора; n — ÷исëо ãенераторов. Преä-
поëаãается, ÷то изìенение скорости вращения ро-
тора отäеëüноãо ãенератора на протяжении всеãо

Выпоëнен анаëиз устой÷ивости эëектроэнерãети÷еской систеìы путеì иссëеäования

свойств ìатриöы äинаìики ее ëинеаризованной ìоäеëи. Ввеäена ìера устой÷ивости, за-

висящая от параìетров эëектроэнерãети÷еской систеìы, реøена заäа÷а оöенивания за-

паса устой÷ивости ее режиìов. Разработан аëãоритì вы÷исëения коэффиöиентов вëия-

ния параìетров режиìа на показатеëü устой÷ивости.

Ключевые слова: эëектроэнерãети÷еская систеìа, ìатеìати÷еская ìоäеëü, устой÷ивостü по Ляпуно-

ву, запас устой÷ивости, ìатриöа äинаìики, показатеëü устой÷ивости, коэффиöиент вëияния.
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вреìени рассìатриваеìоãо проöесса зна÷итеëüно
ìенüøе, ÷еì синхронная скоростü [1].

Виä систеìы уравнений (1) позвоëяет привести
ее к норìаëüной форìе Коøи и приìенитü ìетоä
первоãо прибëижения и теореìы Ляпунова об ус-
той÷ивости.

Посëе ëинеаризаöии в окрестности некоторой
исхоäной стаöионарной то÷ки {δ

i
(0), ..., δ

n
(0)} сис-

теìа уравнений (1) приìет виä

T
1

 + Δδ
12
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T
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 + Δδ
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1n

 = 0, (2)
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= δ

i
(t) – δ

i
(0).  

Деëение кажäоãо из уравнений систеìы (2) на
соответствуþщее зна÷ение T

i
 и вы÷итание кажäоãо

уравнения из первоãо позвоëяþт привести ее к виäу
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иëи в ìатри÷ной форìе  + АХ = 0, ãäе X = (Δδ
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, ..., Δδ
1n

)T.

Путеì заìены  = Y систеìа привоäится к виäу:

 = • . (4)

Матриöа äанной систеìы äифференöиаëüных
уравнений явëяется матрицей динамики энерãо-
систеìы.

2.2. Ïîêàçàòåëü óñòîé÷èâîñòè

Систеìа äифференöиаëüных уравнений (4) —
ëинейная оäнороäная систеìа с постоянныìи ко-
эффиöиентаìи, записанная в норìаëüной форìе
Коøи. Есëи заäатü на÷аëüное усëовие, то реøение
заäа÷и Коøи ìожно найти анаëити÷ески. При
этоì характер äвижения систеìы поëностüþ опре-
äеëяется собственныìи ÷исëаìи ìатриöы коэф-

фиöиентов äифференöиаëüных уравнений, т. е.
ìатриöы äинаìики энерãосистеìы.

Ответ на вопрос устой÷ива иëи неустой÷ива
энерãосистеìа, описываеìая систеìой уравнений
(4), äаþт äве теореìы Ляпунова [2], соãëасно ко-
торыì степенü устой÷ивости опреäеëяется собст-
венныì ÷исëоì с ìаксиìаëüной äействитеëüной
÷астüþ.

Назовеì äействитеëüнуþ ÷астü такоãо собс-
твенноãо ÷исëа показателем устойчивости систе-
ìы (4) и обозна÷иì еãо χ:

χ = (Re(λ
k
)) = Re(λ

χ
),  k = ,

ãäе λ
k
 — собственное ÷исëо ìатриöы äинаìики,

2n – 2 — ее ранã.

Анаëиз анаëити÷ескоãо реøения [3] систеìы
(4) показывает, ÷то есëи показатеëü устой÷ивости
поëожитеëен, то ЭЭС неустой÷ива и, сëеäоватеëü-
но, при некотороì ìаëоì на÷аëüноì возìущении
теряет устой÷ивостü.

Поскоëüку ненуëевые собственные ÷исëа ìат-
риö систеì (3) и (4) совпаäаþт, то показатеëи ус-
той÷ивости äанных систеì также совпаäаþт. Сëе-
äоватеëüно, äëя изу÷ения устой÷ивости ЭЭС äо-
стато÷но оãрани÷итüся рассìотрениеì ìатриöы
систеìы (3) — ìатриöы A. Даëее по тексту поä ìат-
риöей äинаìики поäразуìевается А.

3. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ ÂËÈßÍÈß

Дëя опреäеëения коэффиöиента вëияния пара-
ìетров режиìа на устой÷ивостü энерãосистеìы
рассìотриì произвоëüный стаöионарный режиì
ее работы, описываеìый систеìой уравнений (3) с
соответствуþщиì показатеëеì устой÷ивости. При
ìаëоì изìенении какоãо-ëибо оäноãо параìетра
режиìа исхоäный режиì перейäет в äруãой, бëиз-
кий еìу и тоже стаöионарный. Показатеëü устой-
÷ивости новоãо режиìа при этоì буäет отëи÷атüся
от исхоäноãо показатеëя устой÷ивости на некуþ
ìаëуþ веëи÷ину. Такиì образоì, ìожно опреäе-
ëитü коэффиöиент вëияния äанноãо параìетра
режиìа как коэффиöиент пропорöионаëüности
ìежäу ìаëыì изìенениеì параìетра режиìа и со-
ответствуþщиì ìаëыì изìенениеì показатеëя ус-
той÷ивости энерãосистеìы.

Друãиìи сëоваìи коэффиöиент вëияния пара-
ìетра режиìа на устой÷ивостü энерãосистеìы естü
÷астная произвоäная показатеëя устой÷ивости по
äанноìу параìетру при квазистаöионарноì изìе-

нении режиìа:  = ∂χ/∂p
g
, ãäе p

g
 — параìетр ре-

жиìа энерãосистеìы.
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В соответствии с правиëоì äифференöирова-
ния сëожной функöии

 = • , (5)

ãäе a
ij
 — эëеìент ìатриöы A äинаìики энерãосис-

теìы ранãа n – 1 (n — ÷исëо ãенераторов систеìы)
с показатеëеì устой÷ивости χ.

3.1. Ëåììà î âû÷èñëåíèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ìàòðèöû äèíàìèêè

ïî ýëåìåíòàì ìàòðèöû

Выражение (5) äëя рас÷ета коэффиöиента вëи-
яния параìетра режиìа вкëþ÷ает в себя ÷астные
произвоäные äействитеëüной ÷асти собственноãо
÷исëа ìатриöы äинаìики A по эëеìентаì этой
ìатриöы a

ij
. Так как все эëеìенты ìатриöы äина-

ìики ÷исëа äействитеëüные, то äëя äанных ÷аст-
ных произвоäных справеäëиво

 = Re .

Дëя вы÷исëения ÷астной произвоäной в правой
÷асти äанноãо равенства сфорìуëируеì сëеäуþ-
щуþ ëеììу.

Лемма. Есëи λ
k 
— собственное ÷исëо ìатриöы

A = ||a
ij
||,

 = , (6)

ãäе X — присоеäиненная (соþзная) ìатриöа к
характеристи÷еской ìатриöе ìатриöы A: X =
= adj(A – λ

k
E). ♦

Отìетиì, ÷то ÷астные произвоäные собствен-
ных ÷исеë по эëеìентаì ìатриöы ìоãут иìетü то÷-
ки разрыва. Оäнако они нахоäятся за обëастüþ
существования режиìов физи÷еской систеìы,
описываеìой преäставëенной в статüе ìоäеëüþ, и
поэтоìу зäесü не рассìатриваþтся.

Доказатеëüство ëеììы привеäено в Приëоже-
нии.

3.2. Ðàñ÷åò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû äèíàìèêè

Сëеäуþщий øаã рас÷ета коэффиöиентов вëия-
ния состоит в опреäеëении эëеìентов ìатриöы äи-
наìики энерãосистеìы. Дëя этоãо необхоäиìо вы-
разитü активнуþ ìощностü, отäаваеìуþ в сетü k-ì
ãенератороì, ÷ерез относитеëüные фазовые уãëы
ЭДС. Такуþ зависиìостü принято называтü харак-
теристикой ìощности ãенератора [1, 4].

Дëя рас÷ета эëектри÷ескоãо тока ÷ерез k-й ãе-

нератор приìеняется ìетоä наëожения, в соответ-

ствии с которыì

I
k
 = E

1
Y
k1

 + E
2
Y
k2

 + ... + E
n
Y
kn

 = E
i
Y
ki
.

Собственные и взаиìные провоäиìости эëект-

ри÷еской систеìы (Y
ii
 и Y

ki
) нахоäятся путеì коì-

бинаöии ìетоäа еäини÷ных ЭДС [1] и реøения

систеìы уравнений баëанса ìощностей.

Коìпëексное зна÷ение ìощности, отäаваеìой

ãенератороì в сетü, опреäеëяется как произвеäение

коìпëексноãо напряжения, äействуþщеãо на øи-

нах ãенератора, на сопряженный коìпëексный ток:

S
k
 = U

k
 = U

k
 + U

k
 + ...

... + U
k

 = U
k

.

Есëи перейти к экспоненöиаëüной форìе запи-

си U
1
 = U

1
, E

k
 = E

k
, Y

pq
 = Y

pq
, то

S
k
 = U

k
 = U

k
E
t

Y
ki

 =

=
 

U
k
E
i
Y
ki

.

Соответственно, отäаваеìая активная ìощностü

ãенератора

P
k
 = U

k
E
i
Y
ki
cos(γ

k
 – δ

i
 – Ψ

ki
).

Посëе заìены арãуìентов Ψ
pq

 äопоëняþщиìи

их äо 90° арãуìентаìи α
pq

 = 90° – Ψ
pq

 и ввеäения

разности фаз ìежäу напряжениеì и ЭДС k-ãо ãе-

нератора (  = γ
k
 – δ

k
) и разности фаз ìежäу ЭДС

k-ãо и i-ãо ãенераторов (δ
ki
 = δ

k
 – δ

i
) характерис-

тика ìощности в относитеëüных фазовых уãëах

приниìает виä

P
k
(δ

11
, ..., δ

1n
) =

=
 

U
k
E
t
Y
ki
sin(  + (δ

1i
 – δ

1k
) + α

ki
). (7)

Рас÷ет ÷астных произвоäных поëу÷енных фун-

кöий ìощностей ãенераторов позвоëяет поëу÷итü

kpg
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---------
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в анаëити÷ескоì виäе эëеìенты ìатриöы äинаìи-
ки энерãосистеìы (сì. систеìу (3)):

a
j, k

 =  –  =

= U
1
E
k + 1

Y
1, k + 1

cos(  + δ
1, k + 1

) –

– U
j + 1

E
k + 1

Y
j + 1, k + 1

cos(  +

+ (δ
1, k + 1

 – δ
1, j + 1

) + α
j + 1, k + 1

) +

+ δ( j, k) U
j + 1

E
i
Y
j + 1, i

cos(  +

+ (δ
1i
 – δ

1, j + 1
) + α

j + 1, i
), (8)

ãäе δ( j, k) — сиìвоë Кронекера, T
i
 — постоянная

инерöии i-ãо ãенератора, P
i
 — активная ìощностü

i-ãо ãенератора, U
i
 — напряжение в узëе, к кото-

роìу присоеäинен i-й ãенератор, E
i
 — ЭДС i-ãо ãе-

нератора, Y
jk
 — эëеìент ìатриöы провоäиìостей,

α
jk
 — веëи÷ина, äопоëняþщая äо 90° фазовый уãоë

провоäиìости Y
jk
,  — уãоë ìежäу напряжениеì и

ЭДС i-ãо ãенератора, δ
1i
= δ

1
 – δ

i
 — относитеëüный

уãоë ìежäу ЭДС 1-ãо и i-ãо ãенераторов, n — ÷исëо
ãенераторов.

3.3. Àëãîðèòì ïîèñêà êîýôôèöèåíòîâ âëèÿíèÿ

Аëãоритì поиска коэффиöиентов вëияния па-
раìетров p

g
 режиìа на устой÷ивостü эëектри÷ес-

кой энерãосистеìы состоит из сëеäуþщих основ-
ных øаãов.

Шаг 1. Опреäеëение базиса независиìых пере-
ìенных, оäнозна÷но описываþщих режиì энерãо-
систеìы при известных систеìных параìетрах, та-
ких как провоäиìости ëиний, собственные сопро-
тивëения ãенераторов и äр. Наприìер, в ка÷естве
такоãо базиса ìожно испоëüзоватü аìпëитуäы и
фазы ЭДС всех ãенераторов систеìы ëибо актив-
ные и реактивные ìощности ãенераторов:

b = {E
1
, ..., E

n
, δ

1
, ..., δ

n
} иëи

b = {P
1
, ..., P

n
, Q

1
, ..., Q

n
}.

Шаг 2. Вы÷исëение ÷астных произвоäных пара-
ìетров режиìа, вхоäящих в характеристики ìощ-
ности ãенераторов (7), и параìетров p

g
 режиìа по

выбранныì базисныì переìенныì. Дëя этоãо не-
обхоäиìо записатü уравнения баëансов активных
и реактивных ìощностей в узëах ЭЭС (уравнения
установивøеãося режиìа [5]) в базисных переìен-
ных и выразитü из них искоìые ÷астные произ-

воäные ∂U
k
/∂b

l
, ∂ /∂b

l
, ∂E

k
/∂b

l
, ∂δ

1k
/∂b

l
, ∂p

g
/∂b

l
.

Шаг 3. Вы÷исëение ÷астных произвоäных эëе-
ìентов ìатриöы äинаìики по базисныì переìен-
ныì в соответствии с правиëоì äифференöирова-
ния сëожной функöии

 =  +  +

+  + , (9)

ãäе ÷астные произвоäные , , ,  рас-

с÷итываþтся из выражения (8).
Шаг 4. Вы÷исëение ÷астных произвоäных эëе-

ìентов ìатриöы äинаìики по параìетраì p
g
 ре-

жиìа:

 = .

Шаг 5. Опреäеëение коэффиöиентов вëияния

 =  =  =

= Re , (10)

ãäе λ
χ
 — собственное ÷исëо ìатриöы äинаìики с

ìаксиìаëüной äействитеëüной ÷астüþ.
Итак, коэффиöиенты вëияния параìетров ре-

жиìа на устой÷ивостü энерãосистеìы вы÷исëяþт-
ся по выражениþ (10) ÷ерез ÷астные произвоäные
(6) собственноãо ÷исëа ìатриöы äинаìики по эëе-
ìентаì ìатриöы (8) и ÷астные произвоäные эëе-
ìентов ìатриöы äинаìики по базисныì переìен-
ныì (9).

Ранжирование расс÷итываеìых зна÷ений ко-
эффиöиентов вëияния при нахожäении показате-
ëя устой÷ивости в зоне ìиниìаëüноãо запаса ус-
той÷ивости иëи перехоäе в обëастü, соответствуþ-
щуþ неустой÷ивоìу состояниþ систеìы, позвоëит
иäентифиöироватü наибоëее пробëеìные эëеìен-
ты энерãосистеìы.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Описанная ìетоäика оöенивания устой÷ивости
режиìов эëектроэнерãети÷еских систеì основана
на кëасси÷еской теории устой÷ивости по Ляпунову
и преäставëении энерãосистеìы в виäе физико-ìа-
теìати÷еской ìоäеëи. На основе теореì Ляпунова
преäëожена ìера устой÷ивости энерãосистеìы,

1
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основанная на вы÷исëении спектра ìатриöы äина-
ìики систеìы и выäеëении корня характеристи-
÷ескоãо уравнения с ìаксиìаëüныì зна÷ениеì ве-
щественной ÷асти. Дëя построения эффективных
законов управëения энерãосистеìой важно опре-
äеëитü те параìетры режиìа, которые обеспе÷ива-
þт наибоëüøий откëик на приëоженное изìене-
ние параìетра режиìа.

Преäëоженный аëãоритì рас÷ета коэффиöиен-
тов вëияния параìетров режиìа на устой÷ивостü
эëектроэнерãети÷еской систеìы ìожет бытü при-
ìенён äëя опреäеëения оптиìаëüных управëяþ-
щих возäействий, позвоëяþщих выйти из зоны
опасной бëизости к преäеëüноìу режиìу, ëибо äëя
управëения коэффиöиентоì запаса энерãосисте-
ìы по устой÷ивости. Ранжирование зна÷ений ко-
эффиöиентов вëияния позвоëит выäеëитü наибо-
ëее пробëеìные в сìысëе вëияния на устой÷и-
востü эëеìенты энерãосистеìы.

При рас÷ете коэффиöиентов вëияния параìет-
ров режиìа на устой÷ивостü эëектроэнерãети÷ес-
кой систеìы важнуþ роëü иãрает ëеììа о вы÷ис-
ëении ÷астных произвоäных собственноãо ÷исëа
ìатриöы по ее эëеìентаì. Ввиäу боëüøой разìер-
ности ìатриöы äинаìики энерãети÷еской систе-
ìы, ëþбое реøение заäа÷и анаëиза устой÷ивости
энерãосистеìы вкëþ÷ает в себя реøение заäа÷и
реäукöии ìатеìати÷еской ìоäеëи.

Опираясü на описаннуþ ìетоäику и резуëüтаты
анаëиза вëияния параìетров режиìа на устой÷и-
востü эëектроэнерãети÷еской систеìы, ìожно
сфорìироватü эквиваëентные ìоäеëи ЭЭС, уäоб-
ные äëя анаëиза ее устой÷ивости.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы. Обозна÷иì B = A – λE
и запиøеì характеристи÷еское уравнение det(B) = 0,
из котороãо сëеäует ddet(B)= 0.

Соãëасно форìуëе Якоби [6] ddet(B)= tr(adj(B)dB).

Из равенства äифференöиаëа äетерìинанта нуëþ
сëеäует, ÷то

tr(adj(B)dB) = tr(adj(A – λE)(dA – dλE)) = 0.

Обозна÷иì X = adj(A – λE), тоãäа

tr(X(dA – dλE)) = tr(XdA) – dλtr(X ) = 0. (11)

Есëи da
ij
 = 

то

(XdA)
ij
 = x

ik
da

kj
 = 

Соответственно, в ìатриöе (XdA) тоëüко в s-ì стоë-
бöе иìеþтся эëеìенты, отëи÷ные от нуëя. Из этоãо
сëеäует

tr(XdA) = (XdA)
s,s

 = x
sr
da

rs
.

Поäставив äанное выражение в форìуëу (11), по-
ëу÷иì

x
sr
da

rs
 – dλtr(X ) = 0.

Сëеäоватеëüно

 = . ♦
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Â.È. Ôèíÿãèíà

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Рассìатриваеìая в настоящей статüе заäа÷а от-
носится к кëассу заäа÷ управëения систеìаìи с
распреäеëенныìи параìетраìи с поìощüþ поä-
вижных управëяþщих возäействий [1]. Конкрет-
но, рассìатриваþтся объекты, состояние которых
описывается äвуìерныì уравнениеì тепëопро-
воäности, исто÷ник тепëа переìещается вäоëü оп-
реäеëенной траектории в äвуìерной обëасти обра-
батываеìоãо изäеëия. Заäа÷а поäвижноãо управëе-
ния состоит в поëу÷ении и поääержании в этой
обëасти распреäеëения теìператур, бëизких к за-
äанныì.

Посëеäоватеëüно приìеняя преäëоженные ра-
нее метод подстановки äëя рас÷ета распреäеëен-
ных управëений [2] и метод реализации распреäе-
ëенных управëений с поìощüþ поäвижных исто÷-
ников возäействия [3], ìожно найти траекториþ и
закон äвижения такоãо поäвижноãо управëения,
которое, буäу÷и приëожено к объекту управëения,
перевоäит еãо из некотороãо заäанноãо состояния
в требуеìое. Оäнако оба эти ìетоäа разработаны

äëя объектов, состояние которых описывается оä-
ноìерныì уравнениеì тепëопровоäности.

В работе [4] преäставëен ìетоä поäстановки äëя
рас÷ета распреäеëенных управëений в äвуìерной
обëасти. Основнуþ труäностü при перехоäе к äву-
ìерной заäа÷е преäставëяет рас÷ет функöии, ап-
проксиìируþщей требуеìое распреäеëение теì-
пературы на поверхности объекта. В упоìянутой
работе требуеìое распреäеëение теìпературы ап-
проксиìироваëосü кваäрати÷ныìи функöияìи.

В äанной работе функöия äвух переìенных ап-
проксиìируется ÷асти÷ной (коне÷ной) суììой ря-
äа Фурüе. Необхоäиìостü приìенения преäëаãае-
ìоãо зäесü способа äиктуется усëовияìи заäа÷и.
Есëи на такой же пëощаäи поверхности обрабаты-
ваеìоãо объекта необхоäиìо созäатü нескоëüко
обëастей с разëи÷ной теìпературой, которые ìо-
ãут распоëаãатüся äостато÷но бëизко äруã к äруãу
и äаже ìоãут соприкасатüся, то преäëаãаеìый äаëее
способ ìожет оказатüся преäпо÷титеëüнее, пос-
коëüку äает возìожностü поëу÷итü äовоëüно крутой
фронт изìенения теìпературы при перехоäе от оä-
ной обëасти к äруãой и искëþ÷ает необхоäиìостü
созäания так называеìых обëастей «сøивки».

Метоä поäстановки äëя вы÷исëения поäвижных управëяþщих возäействий в систеìах с

распреäеëенныìи параìетраìи распространен на äвуìерный сëу÷ай. Рассìотрена заäа÷а

поäвижноãо управëения, состоящая в поëу÷ении и поääержании в äвуìерной обëасти за-

äанноãо поëя теìператур. Преäëожено аппроксиìироватü коне÷ныìи суììаìи ряäа Фу-

рüе заäанное в виäе кусо÷но-постоянных функöий поëе теìператур. Показано, ÷то такая

аппроксиìаöия позвоëяет поëу÷итü äостато÷но крутые фронты изìенения теìпературы

при перехоäе от оäноãо у÷астка постоянства теìпературы к äруãоìу. Привеäены резуëü-

таты ÷исëенноãо ìоäеëирования.

Ключевые слова: систеìа, распреäеëенные параìетры, поäвижное управëение, ìетоä поäстановки,

äвуìерное теìпературное поëе, ÷асти÷ная суììа ряäа Фурüе.
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1. ÌÅÒÎÄ ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÈ ÄËß ÐÀÑ×ÅÒÀ
ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÛÕ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÉ ÎÒ ÒÅÏËÎÂÛÕ
ÈÑÒÎ×ÍÈÊÎÂ, ÄÂÈÆÓÙÈÕÑß ÏÎ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ

Напоìниì коротко (поскоëüку в работе [4] это
сäеëано äостато÷но поäробно) сутü ìетоäа поäста-
новки приìенитеëüно к äвуìерноìу объекту.

Состояние объекта опреäеëяется функöией
Q(x, t), x = (x

1
, x

2
) ∈ D, t l t

0
, которая описывает

распреäеëение теìпературы в äвуìерной обëасти
D и уäовëетворяет (вообще ãоворя, неëинейноìу)
уравнениþ тепëопровоäности:

cρ  – L(Q) + ϕ(Q) = f(x, t),

x = (x
1
, x

2
) ∈ D,  t l 0, (1.1)

с ãрани÷ныìи и на÷аëüныìи усëовияìи

 = αQ
Γ
,  Γ = ∂D,

Q(x, 0) = Q
0
(x),  x ∈ D. (1.2)

Зäесü оператор L(Q), äействуþщий по простран-
ственной переìенной x на функöиþ Q = Q

0
(x, t),

опреäеëяется равенствоì

L(Q) = div[λgradQ]. (1.3)

В привеäенных выражениях t — вреìя, x =

= (x
1
, x

2
) ∈ R2; D — оãрани÷енная обëастü на пëос-

кости; c, ρ, λ и α — тепëотехни÷еские параìетры
ìатериаëа объекта, соответственно тепëоеìкостü,
пëотностü, тепëопровоäностü и коэффиöиент теп-
ëообìена ìежäу поверхностüþ и внеøней среäой,
зависящие в общеì сëу÷ае от ìестопоëожения (ко-
орäинат x

1
, x

2
) то÷ки x и теìпературы Q; ϕ(Q) —

функöия, описываþщая тепëоотвоä с поверхности

объекта во внеøнþþ среäу;  — произвоäная по

направëениþ внеøней норìаëи к ãраниöе Γ об-
ëасти D. Функöия f(x, t) описывает возäействие от
поäвижноãо исто÷ника тепëа с параìетраìи ин-
тенсивностü, форìа и, возìожно, äруãиìи пара-
ìетраìи, наприìер, äисперсии.

При построении аппроксиìируþщей функöии
теìпературноãо поëя рассìатривается установив-
шийся режиì — это многоцикловый режиì äвиже-
ния исто÷ника [5, 6]. В статüе [5] на основании
теореìы Н.Н. Боãоëþбова об усреäнении äоказа-
но, ÷то при ìаëоì периоäе T (боëüøой скорости
äвижения исто÷ника) в установивøеìся режиìе

 = 0, f(x, t) ≈ f(t) (тепëовое возäействие

реаëизуется с äостато÷ной степенüþ то÷ности),

и уравнение объекта (1.1) упрощается и приниìа-
ет виä

–L(Q) + ϕ(Q) = f(x),  x = (x
1
, x

2
) ∈ D. (1.4)

Обозна÷иì жеëаеìое состояние объекта Q*(x),

а аппроксиìируþщуþ функöиþ (x) и вìесто
уравнения (1.1) поëу÷иì сëеäуþщий виä искоìоãо
распреäеëенноãо возäействия:

 f *(x) = –L[ (x)] + ϕ( ). (1.5)

Аппроксиìируþщая функöия (x) äоëжна:
1) уäовëетворятü ãрани÷ныì усëовияì (1.2);
2) бытü кусо÷но-äифференöируеìой такое ÷ис-

ëо раз, которое необхоäиìо äëя поäстановки в
оператор L;

3) аппроксиìироватü жеëаеìое состояние Q*(x)
в обëасти D

1
, D

1
 ⊂ D, с требуеìой то÷ностüþ.

Функöия (1.5) äоëжна бытü кусо÷но-непре-
рывной и уäовëетворятü в обëасти D усëовияì:

f *(x) l 0, f *(x)dx m U
max

 (U
max

 — ìаксиìаëüная

интенсивностü (ìощностü) исто÷ника) и бытü рав-
ной нуëþ вне обëасти D.

Требования 1 и 2 необхоäиìы äëя тоãо ÷тобы

функöия (x) уäовëетворяëа уравнениþ (1.4) с
ãрани÷ныìи усëовияìи (1.2). Это и äеëает возìож-
ныì рас÷ет возäействия f *(x) по форìуëе (1.5).

Рассìотриì аппроксиìаöиþ разрывной функ-
öии ÷асти÷ной (коне÷ной) суììой ряäа Фурüе, ко-
торуþ буäеì называтü поëиноìоì Фурüе [7]. При
такоì способе аппроксиìаöии ìожно äобитüся
äовоëüно крутоãо фронта возрастания теìперату-
ры в обëасти перехоäа от нуëевых ãрани÷ных ус-
ëовий к зна÷ениþ заäанноãо распреäеëения Q*(x).

2. ÐÀÑ×ÅÒ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÈÐÓÞÙÅÉ ÔÓÍÊÖÈÈ
È ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ ÔÓÐÜÅ

Пустü объект преäставëяет собой пëоскуþ оã-
рани÷еннуþ тонкуþ пëастину с разìераìи a и b
по осяì x и y соответственно (äëя избавëения от
«ëиøних» инäексов поëожиì x

1
 = x и x

2
 = y) и тоë-

щиной h, h n a, h n b. Распреäеëениеì теìпера-
туры по тоëщине пренебреãаеì. Пустü обëастü D
совпаäает с обëастüþ D

1
 и иìеет виä пряìоуãоëü-

ника со сторонаìи a и b. Неëинейный ÷ëен урав-
нения (1.1) ϕ(Q) описывает тепëоотäа÷у с поверх-
ности объекта по закону Стефана—Боëüöìана

ϕ(Q) = εσ(Q4 – ) (Q
о
 — теìпература окружаþ-

щей среäы). Жеëаеìое состояние объекта Q*(x, y)
заäано в виäе кусо÷но-постоянной функöии, а

оператор (1.3) (при усëовии λ = const) L(Q) =

Q∂
t∂

-------

αQ λ Q∂
n∂

-------+
x Γ∈

Q∂
n∂

-------

Q x t,( )∂
t∂

--------------------

QA
*

QA
* QA

*

QA
*

D

∫

QA
*

Qo

4
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= λ .

С у÷етоì сказанноãо распреäеëенное возäейс-
твие (1.5)

f *(x, y) = – λ  + εσ(Q*4 – ). (2.1)

Буäеì с÷итатü, ÷то теìпературное поëе Q*(x, y)
в установивøеìся режиìе равноìерное, а перехоä
от нуëевых ãрани÷ных усëовий к зна÷ениþ Q*(x, y)
естü пряìые ëинии разрыва, которые пересекаþт
осü x в то÷ках x = 0, x = a, а осü y — в то÷ках y = 0,
y = b.

Запиøеì аппроксиìируþщуþ функöиþ в ви-

äе сëеäуþщеãо поëиноìа Фурüе: (x, y) =

= C
n
sin C

m
sin  иëи, обозна÷ив

A
nm

= C
n
C

m
,

(x, y) = A
nm

sin sin . (2.2)

Сäеëав рас÷еты, необхоäиìые äëя поäстановки
äанных в уравнение (2.1), поëу÷иì

 +  =

= –A
nm

π2sin sin , (2.3)

ãäе [7]

A
nm

 = Q*(x, y)sin sin dxdy,

0 < x < a,  0 < y < b.

Зна÷ение коэффиöиента A
nm

 äëя равноìерноãо

заäанноãо распреäеëения Q*(x, y) = Q* = const,
0 < x < a, 0 < y < b, запиøется сëеäуþщиì образоì:

A
nm

 = sin dx sin dy. (2.4)

Заìетиì, ÷то требования 1 и 2 (сì. § 1), преäъ-
явëяеìые к аппроксиìируþщей функöии, вы-
поëнены.

Вы÷исëив зна÷ение коэффиöиента (2.4), поëу-
÷иì

A
nm

 =

= 

Дëя ÷исëенноãо анаëиза вы÷исëенные такиì
образоì аппроксиìируþщие функöии (2.2) и соот-
ветствуþщие иì распреäеëенные возäействия (2.1)
расс÷итываëисü с разëи÷ныì ÷исëоì ÷ëенов суì-
ìы ряäа, а иìенно: N = M = 5, 10, 15, 20, 25, 30.
Дëя иëëþстраöии резуëüтатов на рис. 1 привеäены
ãрафики аппроксиìируþщей функöии и распре-
äеëенноãо возäействия с ÷исëоì ÷ëенов суììы ря-
äа N = M = 10.

Виäно, ÷то ãрафик аппроксиìируþщей функ-
öии иìеет нескоëüко экстреìаëüных зна÷ений,
при÷еì аìпëитуäа коëебаний не иìеет тенäенöии
уìенüøатüся äо нуëя при увеëи÷ении ÷исëа ÷ëе-
нов суììы ряäа.

Преäеëüныì «ãеоìетри÷ескиì образоì» поëи-
ноìа Фурüе при n → ∞ в оäноìерноì сëу÷ае сëу-
жит не исхоäная «пряìоуãоëüная» кривая 1 (рис. 2),
а кривая 2 с уäëиненныìи приìерно на 18 % вер-
тикаëüныìи отрезкаìи, в которых сëиëисü ãорбы
и впаäины коëебаний ãрафика при n → ∞. Это из-
вестное явëение Гиббса [8].

Построиì анаëоãи÷ные ãрафики äëя äвуìерной
аппроксиìируþщей функöии (2.2) при разëи÷ноì

÷исëе ÷ëенов суììы. Поскоëüку ãрафики (x, y)

Q
2∂

x
2∂

----------

Q
2∂

y
2∂

----------+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Q
2∂

x
2∂

----------

Q
2∂

y
2∂

----------+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Qo

4

QA
*

n 1=

N

∑
m 1=

M

∑
nπx

a
----------

mπy

b
-----------

QA
*

n 1=

N

∑
m 1=

M

∑
nπx

a
----------

mπy

b
-----------

Q
2 *

A
∂

x
2∂

------------

Q
2 *

A
∂

y
2∂

------------

nπx

a
----------

mπy

b
-----------

n
2

a
2

-----

m
2

b
2

-------+
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

4
ab
------

0

a

∫
0

b

∫
nπx

a
----------

mπy

b
-----------

4Q*

ab
----------

0

a

∫
nπx

a
----------

0

b

∫
mπy

b
-----------

4Q*

b
----------

2a

nπ
------

2b

mπ
--------

16

nmπ2
--------------Q*, есëи n и m не÷етные,=

0, есëи n иëи m ÷етное.⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

Рис. 1. Вид аппроксимирующей функции (а) (x, y) и соответс-

твующего ей распределенного воздействия (б) для N = M = 10

Q
A
*

Рис. 2. Предельный «геометрический образ» полинома Фурье для
одномерного случая

QA
*
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в рассìатриваеìоì наìи сëу÷ае сиììетри÷ны, сì.
рис. 1, (рас÷ет произвоäиëся äëя пëастины с пара-
ìетраìи a = b), то интересуþщие нас ãрафики
ìожно строитü по се÷енияì, т. е. по оäной из ко-
орäинат, зафиксировав äруãуþ. На рис. 3 показа-

ны кривые (x, y) äëя N = M = 5, N = M = 10 и

N = M = 20 при y = const. Зна÷ения констант вы-
браны äëя саìоãо небëаãоприятноãо сëу÷ая, коãäа
«перереãуëирование» саìое боëüøое по абсоëþт-
ной веëи÷ине.

Рас÷еты показываþт, ÷то в отëи÷ие от то÷ек не-
прерывности, в которых аппроксиìируþщий по-
ëиноì Фурüе при n → ∞ и m → ∞ стреìится к ис-

хоäной функöии (x, y), в то÷ках разрыва и их

окрестностях аппроксиìируþщий поëиноì Фурüе
äает заìетнуþ поãреøностü äаже при боëüøоì
÷исëе суììируеìых ÷ëенов, хотя ÷еì боëüøе ÷ис-
ëо суììируеìых ÷ëенов, теì уже обëастü вбëизи
то÷ек разрыва, в которой поãреøностü ìожет бытü
существенна.

3. ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ
ÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÃÎ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß ÄËß ÐÀÑ×ÅÒÀ

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÈÐÓÞÙÅÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

Резуëüтаты суììирования триãоноìетри÷еских
ряäов разрывных функöий необхоäиìо крити÷ес-
ки оöениватü, у÷итывая явëение Гиббса, так как
äефект схоäиìости иìеет ìесто äаже при ÷исëе
÷ëенов ряäа, стреìящеìся к бесконе÷ности. Кро-
ìе тоãо, при испоëüзовании ìетоäа поäстановки в
äвуìерноì сëу÷ае необхоäиìо братü вторуþ про-
извоäнуþ от аппроксиìируþщей функöии. Есëи

функöия (x, y) — ìноãоэкстреìаëüная, то, как

в оäноìерноì, так и в äвуìерноì сëу÷ае характер
коëебаний сохраняется. Но при увеëи÷ении раз-
ìерности заäа÷и (äвуìерный сëу÷ай) разности

ìежäу ìаксиìаëüныìи и ìиниìаëüныìи зна÷ени-
яìи аìпëитуä возрастаþт. Боëее тоãо, эти разно-
сти буäут возрастатü и при увеëи÷ении ÷исëа ÷ëе-
нов ряäа. Это ìожет привести к тоìу, ÷то распре-
äеëенное управëение f *(x, y), поëу÷енное ìетоäоì
поäстановки, буäет не приãоäно äëя практи÷еско-
ãо испоëüзования.

Важно аппроксиìироватü функöиþ так, ÷тобы
аìпëитуäа этих коëебаний не превыøаëа некото-
рой заäанной веëи÷ины. Существуþт аппрокси-
ìируþщие поëиноìы, уäовëетворяþщие такоìу
усëовиþ. Они называþтся поëиноìаìи равно-
ìерноãо прибëижения, иëи (есëи требуется, ÷то-
бы все ìаксиìаëüные укëонения быëи оäинако-
выìи) равноìерныì ÷ебыøевскиì прибëижениеì
(иëи просто ÷ебыøевскиì прибëижениеì). Цен-
но, ÷то при аппроксиìаöии иìи разрывных фун-
кöий искëþ÷ается иëи осëабëяется явëение Гиб-
бса. Кроìе тоãо, в ряäе сëу÷аев уäается уäовëетво-
ритеëüно аппроксиìироватü функöиþ поëиноìоì
ìенüøеãо поряäка, ÷еì при аппроксиìаöии ее по-
ëиноìоì Фурüе (при той же то÷ности) [8].

Общее свойство всякоãо поëиноìа равноìер-
ноãо прибëижения состоит в тоì, ÷то с увеëи÷е-
ниеì поряäка N ка÷ество аппроксиìаöии уëу÷-
øается. Путеì уìножения кажäоãо из коэффиöи-
ентов Фурüе C

n
 на ìножитеëи схоäиìости ρ

n
(N )

äостиãается превращение поëиноìа Фурüе в поëи-
ноì равноìерноãо прибëижения.

Соверøенно ясно, ÷то разëи÷ные ìножитеëи
схоäиìости äаþт коëи÷ественно равноìерное не-
оäинаковое прибëижение, и выбор ìетоäа зависит
от требований к то÷ности в конкретной заäа÷е.

Приìенение ìножитеëей схоäиìости äает хо-
роøие резуëüтаты äëя функöий, зависящих от оä-
ной переìенной [8]. Дëя äвуìерноãо сëу÷ая наìи
провеäены анаëоãи÷ные рас÷еты аппроксиìируþ-

щей функöии (x, y) в виäе поëиноìа Фурüе с

приìенениеì ìножитеëей схоäиìости. Быëи вы-
браны ìножитеëи Бернøтейна—Роãозинскоãо:

ρ
B, n

(r, N ) = .

Анаëизируя резуëüтаты рас÷етов äëя оäноìерно-
ãо сëу÷ая, привеäенные в работе [8, с. 363], ìожно
виäетü, ÷то приìенение ìножитеëей Бернøтей-
на—Роãозинскоãо äает наиìенüøие коëебания и,
кроìе тоãо, наиëу÷øиì образоì аппроксиìирует
разрывнуþ функöиþ (в сìысëе выäеëения крутиз-
ны фронтов) при тоì же ÷исëе ÷ëенов в поëиноìе.

Аппроксиìируþщая функöия (2.2) с приìене-
ниеì ìножитеëей Бернøтейна—Роãозинскоãо ρ

B, n

QA
*

Рис. 3. Сравнительные графики температуры при y = const для
N = M = 5; 10; 20
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*
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*
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*
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и ρ
B, m

 äëя рассìатриваеìоãо äвуìерноãо сëу÷ая за-

пиøется сëеäуþщиì образоì:

(x, y) = A
nm

 Ѕ

Ѕ sin sin .

Дëя оöенки эффекта приìенения ìножитеëей
схоäиìости, рас÷еты провоäиëисü äëя тех же са-
ìых зна÷ений ÷исëа ÷ëенов суììы ряäа, ÷то и в
преäыäущеì сëу÷ае (без приìенения ìножитеëей
схоäиìости): N = M = 5, 10, 15, 20, 25, 30. На рис. 4

показан виä аппроксиìируþщей функöии (x, y)
и распреäеëенноãо возäействия f *(x, y), вы÷исëен-
ных с приìенениеì ìножитеëей схоäиìости
Бернøтейна – Роãозинскоãо с показатеëеì степе-
ни r = 2 и ÷исëоì ÷ëенов суììы N = M = 10 (срав-
ните с рис. 1).

На рис. 5 преäставëена зависиìостü (x, y)
при фиксированноì y. Требуеìая теìпература

распреäеëения (x, y)= 1000°C, ÷исëо ÷ëенов
суììы ряäа N = M = 20. Построена трубка по се-
÷ениþ y = 3 с ìиниìаëüной теìпературой и по се-

÷ениþ y = 2 с ìаксиìаëüной теìпературой. Все
äруãие зна÷ения теìпературы распреäеëения рас-
поëожены внутри этой трубки (äëя приìера пока-
зано се÷ение при y = 11).

На рис. 6 преäставëены зависиìости зна÷ений
теìпературы в саìой «тяжеëой» то÷ке распреäеëе-
ния от ÷исëа ÷ëенов суììы ряäа.

Кривые, поëу÷енные при рас÷ете без ìножите-
ëей схоäиìости, поäтвержäаþт вывоäы, сäеëан-
ные äëя оäноìерноãо сëу÷ая [8]: наëиöо зна÷и-
теëüные коëебания аппроксиìируþщей функöии.
Максиìаëüная аìпëитуäа откëонения от требуе-
ìоãо уровня теìпературы (в то÷ке с коорäинатаìи
x = 2, y = 2) составиëа A

max
 = 39,1 %. Приìенение

ìножитеëей схоäиìости äаëо резуëüтируþщее рас-
преäеëение теìпературы практи÷ески равноìер-
ное при всех показатеëях степени r = 1, 2, 3, при
которых быëи провеäены рас÷еты. Максиìаëüное
зна÷ение A

max
 = 0,6 % при r = 1; A

max
 = 2,5 % при

r = 2, а при r = 3 коëебаний теìпературы не на-
бëþäается. Саìый же крутой фронт набëþäается
при r = 1.

Анаëиз резуëüтатов рас÷ета показаë, ÷то äоста-
то÷но небоëüøоãо ÷исëа ÷ëенов суììы ряäа (на-
приìер, 10, при показатеëе степени r = 1) äëя по-
ëу÷ения äовоëüно то÷ной аппроксиìаöии. При
требовании крутых фронтов ëу÷øе братü нескоëüко
боëüøее ÷исëо ÷ëенов суììы ряäа, наприìер, 20.

4. ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ÌÅÒÎÄÀ
ÏÎÄÑÒÀÍÎÂÊÈ ÄËß ÑËÓ×Àß ÍÅÐÀÂÍÎÌÅÐÍÎÃÎ ÏÎËß

ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÛ

Расс÷итаеì аппроксиìируþщуþ функöиþ с
поìощüþ поëиноìа Фурüе äëя сëу÷ая неравно-
ìерноãо жеëаеìоãо распреäеëения Q*(x, y), изоб-
раженноãо на рис. 7.
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*

n 1=

N

∑
m 1=

M

∑
nπ

2N 1+
-----------------cos⎝ ⎠

⎛ ⎞ r mπ
2M 1+
------------------cos⎝ ⎠

⎛ ⎞ r

nπx

a
----------

mπy

b
-----------

QA
*

Рис. 4. Вид аппроксимирующей функции (а) и соответствующего
ей распределенного воздействия (б) для N = M = 10, рассчитан-
ные с применением множителей сходимости

Рис. 5. Графики температуры при фиксированном y

QA
*

QA
*

Рис. 6. Зависимость расчетной температуры от числа членов сум-
мы ряда
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Аппроксиìируþщая функöия äëя такой заäа÷и

записывается как (x, y) = θ(x)•1(y), ãäе

θ(x) = (4.1)

1(y) = 

Нетруäно виäетü, ÷то выражение (2.3) остается
теì же саìыì, ÷то и äëя равноìерноãо распреäе-
ëения, а выражение (2.4) äëя A

nm
 запиøется сëеäу-

þщиì образоì

A
nm

 =

= θ(x)sin dx (4.2)

В соответствии с выражениеì (4.1) вы÷исëиì

θ(x)sin dx = β, ãäе

β =  +

+ . (4.3)

В своþ о÷ереäü, выражение (4.2) запиøется как

A
nm

 = β

иëи

A
nm

 = (4.3)

ãäе β вы÷исëяется по форìуëе (4.3).
Дëя иëëþстраöии провеäенноãо такиì образоì

рас÷ета на рис. 8 преäставëены ãрафики функöии

(x, y), аппроксиìируþщей неравноìерное теì-

пературное поëе и соответствуþщие ей ãрафики
распреäеëенноãо возäействия f *(x, y), вы÷исëен-
ноãо по форìуëе (2.1), расс÷итанные без ìножите-
ëей схоäиìости (рис. 8, а) и с у÷етоì ìножитеëей
Бернøтейна—Роãозинскоãо с показатеëяìи степе-
ни r = 1 (рис. 8, б), r = 2 (рис. 8, в), r = 3 (рис. 8, г).

Рас÷еты (äëя всех преäставëенных ãрафиков)
провоäиëисü при сëеäуþщих исхоäных äанных:

λ = 104 Вт/ì•°С; σ = 5,7•10–8 Вт/ì2•K4; ε = 0,15;
Q

0
 = 20 °C.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Метоä поäстановки äëя рас÷ета распреäеëен-
ных управëений [2] распространен на пространс-
твенно-äвуìерные систеìы.

Преäëожен аëãоритì рас÷ета функöии, аппрок-
сиìируþщей требуеìое распреäеëение теìперату-
ры на поверхности объекта. В ка÷естве приìера
проäеìонстрирована аппроксиìаöия заäанной ку-
со÷но-постоянной функöии äвух переìенных с
поìощüþ ÷асти÷ной (коне÷ной) суììы ряäа Фу-
рüе äëя äвух виäов требуеìоãо распреäеëения.

Преäëоженный аëãоритì реаëизован на спеöи-
аëüно разработанноì äëя таких заäа÷ проãраì-
ìноì обеспе÷ении — стаöионарной ìоäеëи äëя
рас÷ета распреäеëенных управëений.

Приìенение преäëоженноãо поäхоäа позвоëяет
поëу÷итü äовоëüно то÷нуþ аппроксиìаöиþ раз-
рывной функöии (äаже при небоëüøоì ÷исëе ÷ëе-
нов суììы ряäа Фурüе) и äостато÷но крутой фронт
аппроксиìируþщей функöии.

В реаëüных установках, äëя которых разрабаты-
ваëся коìпëекс проãраìì äëя управëения поäвиж-
ныì исто÷никоì возäействия, как правиëо, на по-
верхности объекта необхоäиìо созäатü не оäну, а
нескоëüко обëастей (как ìиниìуì, три) с разëи÷-
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*
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* 0 x x1,≤ ≤,

Q2
* x1 x x2,≤ ≤,

Q1
* x2 x a,≤ ≤,⎩

⎪
⎪
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⎪
⎪
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Рис. 7. Схема неравномерного распределения температуры

4
ab
------

0

a

∫
nπx

a
----------

2b

mπ
-------- есëи m — не÷етное,,

0 есëи m — ÷етное.,⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

0

a

∫
nπx

a
----------

a

nπ
------

Q1
* nπx2

a
------------cos

nπx1

a
------------cos– 1 1–( )n–+⎝ ⎠

⎛ ⎞

Q2
* nπx1

a
------------cos

nπx2

a
------------cos–⎝ ⎠

⎛ ⎞

4
ab
------

a

nπ
------

2b

mπ
-------- есëи m — не÷етное,,

0 есëи m — ÷етное.,⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

8

nmπ2
--------------β есëи m — не÷етное,,

0 есëи m — ÷етное,,⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

QA
*

pb0410.fm  Page 84  Tuesday, July 27, 2010  12:31 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÑÈÑÒÅÌÀÌÈ È ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÏÐÎÖÅÑÑÀÌÈ

85ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 4 • 2010

ной теìпературой. В таких сëу÷аях приìенение
преäëоженноãо способа рас÷ета äает зна÷итеëü-
ный выиãрыø, поскоëüку ìожно поëу÷итü äовоëü-
но крутой фронт изìенения теìпературы при пе-

рехоäе от оäной обëасти к äру-
ãой, ÷то зна÷итеëüно сокращает
обëасти «сøивки» и позвоëяет
избежатü ãроìозäких выкëаäок,
характерных, наприìер, äëя па-
рабоëи÷еской аппроксиìаöии.
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The paper presents general approach to making investment decisions
basing upon discrete system optimal control theory. The formulated
problem is solved with the application of maximum principle of Pon-
tryagin. The numerical algorithm of investment optimal control is for-
mulated. Analytical solution is obtained for the case of the fixed assets
constant profitability. The criteria for making decisions of investing
funds into the tangible assets are formulated.

Keywords: investment decisions, investment optimal control prob-
lem, discrete maximum principle of Pontryagin, numerical algorithm,
criteria for making investment decisions.

STRUCTURE-RANGING METHODOLOGY OF THE 
METROPOLIS HOUSING AND COMMUNAL SERVICES 
FUNCTIONING EFFICIENCY ESTIMATION (BY THE 
EXAMPLE OF MOSCOW) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .34
Dorofeyuk J.A., Mandel A.S. 

The paper considers implementation of the ranging data analysis
methods, the multivariant expert examination method and the ex-
pert-statistical data processing methods for efficiency estimation meth-
odology development in the metropolis housing and communal services
control problem (by the example of Moscow).

Keywords: ranging data analysis, multivariant expert examination,
expert-statistical methods, metropolis housing and communal services,
executive authority efficiency estimation system.

MODELING OF CONFLICT SITUATION IF AGENTS HAVE 
DIFFERENT OPINIONS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .42
Kulivets S.G. 

Two models of the game theory describing conflicts between agents
in ill-structured situation were considered. Linear cognitive maps were
used as a presentation of knowledge about the agents situation. Cognitive
maps vary according to agents.

Keywords: game theory, the analysis of situations using cognitive
maps, ill-structured situations, Nash equilibrium.

THEORY FOR HIERARCHICAL MENU STRUCTURE 
OPTIMIZATION. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .49

Goubko M.A., Danilenko A.I. 

The paper presents a formal model for hierarchical menu structure op-
timization. Each menu item is endowed with a probability of selection, and
a discrete optimization problem is solved by choosing a menu hierarchy that
minimizes the average search time. Categories in the optimal menu are
proved to contain the same number of alternatives with the same relative
popularity. The model covers the great variety of menu types and allows
choosing the best type to meet the requirements of specific application or us-
er category. We also suggest an automated routine for menu structure opti-
mization that accounts for both semantic constraints and results of optimi-
zation, and illustrate it by optimizing a command menu of a mobile phone.

Keywords: menu-driven system, usability, depth vs. breadth, optimal
hierarchy, menu design automation, menu of mobile device.

THE INTERACTIONS OF CLIENT AND SERVER IN 
INTERNET-SERVICE OF REMOTE FILE PACKETS 
PROCESSING . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .59

Asratian R.E. 

Principles of the organization of network interaction in Internet
service RFPS (remote file packets service), intended for the distributed
control systems support are considered. The accent is made on the prob-
lem of restoration of interaction after casual or intended break of the net-
work connection without loss of processing results. The solution of this
problem by service RFPS, based on the use of remote package of data
sets as a basis for creation of a stable context of the interaction which
is not collapsing as a result of network failures is described.

Keywords: distributed control systems, Internet services, network in-
teractions.

OPTIMIZATION OF BACKBONE NETWORK EXPANSION ON 
THE BASIS OF GEOINFORMATION TECHNOLOGIES  . . . . .66

Popova O.M., Usov I.Yu. 

The paper deals with an optimization problem of backbone network
expansion. The structure of the software package is presented and the
technique of its application is described. The indices of structural anal-
ysis of electric power systems are given. The specific features of geoin-
formation technology application are shown.

Keywords: backbone electric network, electric power system, optimiza-
tion of electric network expansion, structural analysis, software package, GIS.

DETERMINATION OF INFLUENCE COEFFICIENTS OF THE 
REGIME PARAMETERS ON THE ELECTRICAL POWER 
SYSTEM STABILITY  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .74

Efimov A.E., Opalev O.L., Yadykin I.B. 

The mathematical model of the electrical power system is considered
in the paper. The method of the system stability analysis is based on the
research of dynamics matrix of the system linearized model. The meas-
ure of stability depending on the power system parameters is introduced
on the basis of the classic Lyapunov stability theory. The problem of es-
timating the power system stability margin is solved. The unique algo-
rithm for computing the influence coefficients of the regime parameters
on the power system stability index is presented.

Keywords: electrical power system, mathematical model, Lyapunov
stability, margin of power system stability, dynamics matrix, stability in-
dex, influence coefficient of the regime parameter.

CALCULATION OF APPROXIMATING FUNCTIONS OF 
TWO-DIMENSIONAL TEMPERATURE FIELDS BY METHOD 
OF SUBSTITUTION FOR CONTROL PROBLEMS OF MOBILE 
SOURCES OF ACTION . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .79

Finyagina V.I. 

Class of control problems for distributed parameter systems with mo-
bile control is presented with solution by the method called «Method of
Substitution» for calculation of distributed controls in two-dimensional
plants, in particular, temperature fields. Required temperature fields are
given in the form of piece-constant functions in rectangular area. Approx-
imation of these temperature fields is realized by means of final trigono-
metric sums. Results of numerical simulations are presented.

Keywords: distributed control systems, mobile control, substitution
method, 2-D temperature field, partial sum of Fourier row.
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