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Теории хеäжирования опöионов европейскоãо
типа на поëных и непоëных рынках без трения
посвящено боëüøое коëи÷ество работ, наприìер,
[1—3] и äр. Она обосновывает возìожностü äо-
стоверноãо испоëнения (репëикаöии) пëатежноãо
обязатеëüства. Оäна из основных пробëеì этой те-
ории закëþ÷ается в тоì, ÷то на непоëноì рынке
эìитенту неизвестно распреäеëение вероятностей
посëеäоватеëüностей öен рисковых активов. По
этой при÷ине быëа разработана теория суперхеä-
жирования (сì., наприìер, работы [1—3]), кото-
рая утвержäает, ÷то репëикаöия пëатежноãо обя-
затеëüства относитеëüно ëþбой вероятностной ìе-
ры из кëасса эквиваëентных ìартинãаëüных ìер
возìожна, есëи испоëüзоватü суперхеäжируþщие
портфеëи. Преäëожен и обоснован ìиниìаксный
поäхоä к реøениþ заäа÷и суперхеäжирования и
ìиниìаксноãо хеäжирования европейскоãо опöи-
она на непоëноì рынке без трения, привеäены
приìеры, которые äопускаþт явное реøение этой
заäа÷и [4, 5]. Известно [1—5], ÷то стоиìостü опöи-
она на непоëноì рынке при испоëüзовании супер-
хеäжирования иëи ìиниìаксноãо хеäжирования
«высокая» поскоëüку совпаäает с верхней ãраниöей
спрэäа опöиона [2]. Отìетиì, есëи пëатежное обя-
затеëüство испоëняется с вероятностüþ, ìенüøей

еäиниöы, то сëеäует ожиäатü, ÷то стоиìостü такоãо
опöиона уìенüøится, поскоëüку вëаäеëеö опöио-
на берет «÷астü» рисков «на себя». Такая проöеäура
хеäжирования поëу÷иëа название квантиëüноãо
хеäжирования. Настоящая статüя посвящена тео-
рии квантиëüноãо хеäжирования на непоëных рын-
ках без трения и развивает иäеи работ [4, 5].

Перейäеì к обзору работ äруãих авторов. В ра-
ботах [6, 7] рассìатриваëасü заäа÷а рас÷ета евро-
пейскоãо опöиона на оäноìерноì безарбитраж-
ноì поëноì рынке без трения. Преäëожена про-
öеäура рас÷ета опöиона с квантиëüныì критериеì
на поëноì биноìиаëüноì рынке [6], которая ос-
нована на испоëüзовании S-преäставëения [2] пëа-
тежноãо обязатеëüства и некотороãо оãрани÷ен-
ноãо ìартинãаëа. Дëя пëатежноãо обязатеëüства
такоãо, ÷то öена опöиона строãо поëожитеëüна,
построено реøение заäа÷и квантиëüноãо хеäжиро-
вания на поëноì рынке без трения [7].

В работах [3, 8—10] рассìатриваëасü заäа÷а
квантиëüноãо хеäжирования в стати÷еской по-
становке. Показано, ÷то она своäится к реøениþ
пары äвойственных экстреìаëüных заäа÷. Дëя
их форìуëировки наì потребуþтся обозна÷ения:
π — саìофинансируþщий портфеëü, SF — ìно-

жество саìофинансируþщих портфеëей,  —

капитаë портфеëя π в ìоìент вреìени N,  —
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стоиìостü опöиона, f — пëатежное обязатеëüство,

{ω ∈ Ω:  ≥ f } — ìножество успеøноãо хеäжи-

рования. Привеäеì форìуëировки этих экстре-
ìаëüных заäа÷: прямая задача — ìаксиìизаöия ве-
роятности успеøноãо хеäжирования при усëовии,
÷то стоиìостü опöиона не превосхоäит некоторой
веëи÷ины x0 > 0:

P(  ≥ f ) → ; (1)

двойственная задача — ìиниìизаöия стоиìости
опöиона при усëовии, ÷то вероятностü успеøноãо
хеäжирования не ìенüøе веëи÷ины 1 – ε, ãäе ëþ-
бое ε ∈ (0, 1)

 → . (2)

Установëены усëовия существования реøений
указанных пряìой и äвойственной заäа÷. Отìе-
тиì, ÷то äоказатеëüство существования их реøе-
ния своäится к приìенениþ ëеììы Нейìана —
Пирсона [2].

В работах [11, 12], в преäпоëожении ÷то рынок
оäноìерный, непоëный с ãоризонтоì равныì
äвуì, а äохоäностü рисковоãо актива равноìерно
распреäеëена, äоказано, ÷то заäа÷а квантиëüноãо
хеäжирования ìожет бытü свеäена к заäа÷е ìак-
сиìизаöии вероятности успеøноãо хеäжирования
пëатежноãо обязатеëüства при некоторых äопоëни-
теëüных оãрани÷ениях ãеоìетри÷ескоãо характера.

В работах [13, 14] описана проöеäура посëеäо-
ватеëüноãо хеäжирования äëя аìериканскоãо оп-
öиона-коëë с коне÷ныì ãоризонтоì äëя рынка
Бëэка — Шоуëса. Известно [2], ÷то в этоì сëу÷ае
аìериканский опöион эквиваëентен опöиону ев-
ропейскоãо типа с такиì же ãоризонтоì. Преäëо-
женная в работе [13] проöеäура хеäжирования «по-
хожа» на квантиëüное хеäжирование.

Дëя оäноìерноãо поëноãо рынка с ãоризонтоì,
равныì еäиниöе, установëено, ÷то заäа÷а кван-
тиëüноãо хеäжирования в некоторых сëу÷аях ìо-
жет бытü свеäена к заäа÷е ÷асти÷но öеëо÷исëенно-
ãо проãраììирования [15].

В настоящей работе, носящей теорети÷еский ха-
рактер, реøается заäа÷а построения квантиëüноãо
суперхеäжируþщеãо портфеëя. Доказывается, ÷то
она ìожет бытü свеäена к реøениþ äвух заäа÷ — за-
äа÷и построения суперхеäжируþщеãо портфеëя ев-
ропейскоãо опöиона на ìноãоìерноì непоëноì
рынке без трения с заäанныì (исхоäныì) пëатеж-
ныì обязатеëüствоì и заäа÷и построения на тоì
же рынке суперхеäжируþщеãо портфеëя европей-
скоãо опöиона с пëатежныì обязатеëüствоì, рав-
ныì инäикатору ìножества äопоëнитеëüноãо к
ìножеству успеøноãо хеäжирования. Доказывает-
ся, ÷то реøение заäа÷и квантиëüноãо суперхеäжи-

рования совпаäает с реøениеì заäа÷и ìиниìакс-
ноãо хеäжирования европейскоãо опöиона с пëа-
тежныì обязатеëüствоì, равныì разности ìежäу
(исхоäныì) пëатежныì обязатеëüствоì и стои-
ìости опöиона äëя исхоäноãо пëатежноãо обяза-
теëüства, уìноженноãо на инäикатор ìножества,
äопоëнитеëüноãо к ìножеству успеøноãо хеäжи-
рования.

1. ÎÏÈÑÀÍÈÅ È ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ ÌÈÍÈÌÀÊÑÍÎÃÎ ÏÎÄÕÎÄÀ. 
ÓÑËÎÂÈß ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß ÌÈÍÈÌÀÊÑÍÎÃÎ 

ÑÓÏÅÐÕÅÄÆÈÐÓÞÙÅÃÎ ÏÎÐÒÔÅËß
ÅÂÐÎÏÅÉÑÊÎÃÎ ÎÏÖÈÎÍÀ

ÍÀ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÌ ÍÅÏÎËÍÎÌ ÐÛÍÊÅ ÁÅÇ ÒÐÅÍÈß

1.1. Ввеäеì необхоäиìые обозна÷ения. Пустü

на стохасти÷ескоì базисе (Ω, F, , P}, ãäе

N0 = {0, 1, 2, ..., N}, а N < ∞ — ãоризонт, заäана

d-ìерная (d < ∞) соãëасованная, сëу÷айная посëе-

äоватеëüностü, обозна÷аеìая , которая

описывает эвоëþöиþ стоиìости d рисковых акти-
вов. Вероятностнуþ ìеру P называþт базовой [2].
Известно [2], ÷то ëþбая соãëасованная посëеäова-

теëüностü  явëяется сеìиìартинãаëоì.

Без оãрани÷ения общности ìожно с÷итатü, ÷то
äëя ëþбоãо t ∈ N

0
 F

t
 = σ(S

u
, u ≤ t). Преäпоëаãаеì,

÷то иìеется оäин безрисковый актив, äохоäностü
котороãо равна нуëþ, а еãо на÷аëüная стоиìостü
равна еäиниöе. Такой набор активов называþт

(1, S (1), ..., S(d))-рынкоì [2].

Пустü f
N 

: Rd(N + 1) → R1 — бореëевская функöия,

обозна÷аеìая f
N
(x

0
, ..., x

N
). Пустü f

N
(S.)  f

N
(x

0
,

..., x
N
) ; F

N
 — изìериìуþ сëу÷айнуþ ве-

ëи÷ину f
N
(S

•
) называþт пëатежныì обязатеëüст-

воì европейскоãо опöиона с ìоìентоì испоëне-
ния N [2].

Чтобы не заãроìожäатü форìуëировки приво-
äиìых äаëее утвержäений усëовияìи, связанныìи
с интеãрируеìостüþ сëу÷айной веëи÷ины f

N
(S

•
),

ìы преäпоëаãаеì, ÷то f
N
(x0, ..., xN

) — оãрани÷енная

функöия.

Пустü на фиëüтрованноì изìериìоì про-

странстве (Ω, F, ) заäаны вероятностные

ìеры Q, эквиваëентные ìере P (Q ∼ P). Множество
таких вероятностных ìер Q обозна÷иì ÷ерез ℜ

N
.

Без оãрани÷ения общности ìожно с÷итатü, ÷то
P ∈ ℜ

N
.

Пустü    — d-ìерная F-преäсказу-

еìая посëеäоватеëüностü, которуþ назовеì страте-
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ãией эìитента опöиона, а γ
t
 — управëениеì в ìо-

ìент вреìени t ∈ N
0
. Отìетиì, ÷то i-я (i ∈ {1, ..., d})

коìпонента вектора управëений γ
t
 в ìоìент вре-

ìени t ∈ N0 иìеет эконоìи÷ескуþ интерпретаöиþ

коëи÷ества i-ãо рисковоãо актива в ìоìент вреìе-
ни t ∈ N

0
 [2]. Множество таких стратеãий обозна-

÷иì ÷ерез . Пустü  — ëþбое поäìножество

. Через , ãäе t
k
, ..., t

l
 ∈ N

1
, N

1
  {1, ..., N},

и t
l
 > t

k
, обозна÷иì сужение ìножества  на t

k
,

..., t
l
 ⊆ N

1
 и буäеì испоëüзоватü обозна÷ение  ∈

, ãäе  = { , ..., }.

1.2. Привеäеì обоснование ìиниìаксноãо поä-
хоäа к реøениþ заäа÷и хеäжирования äëя сëу÷ая
экспоненöиаëüной функöии поëезности.

Пустü Θ(S.)  (γ
i
, ΔS

i
), ãäе ΔS

t
  S

t
 – S

t – 1
,

а (•, •)-скаëярное произвеäение в Rd. О÷евиäно,
÷то Θ(S.) явëяется F

N
-изìериìой сëу÷айной веëи-

÷иной, эконоìи÷еский сìысë которой — выру÷ка,
поëу÷енная эìитентоì в резуëüтате управëения

рисковыìи активаìи. Пустü l(S.)  Θ(S.) – f
N
(S.)

также F
N
-изìериìая сëу÷айная веëи÷ина, эконо-

ìи÷еский сìысë которой — äохоä, поëу÷енный
эìитентоì в резуëüтате управëения рисковыìи ак-
тиваìи.

Пустü ϕ: R1 → R+ — функöия поëезности эìи-

тента — экспоненöиаëüная, ϕ(x)  1 – e–x, и зави-

сит от äохоäа, т. е. ϕ(l(S.))  ϕ(x)|
x = l(S.)

 — поëез-

ностü äохоäа эìитента.

Сфорìуëируеì наøи преäпоëожения:

— эìитенту неизвестно распреäеëение вероят-
ностей посëеäоватеëüности öен рисковых активов,

— эìитент разуìен в сëеäуþщеì сìысëе: а) он
преäпоëаãает, ÷то распреäеëение öен рисковых ак-
тивов ìиниìизирует еãо ожиäаеìуþ поëезностü;
б) он ìаксиìизирует ожиäаеìуþ поëезностü путеì

выбора соответствуþщей стратеãии .

Определение 1 [4]. Стратеãиþ  назовеì äо-

пустиìой, есëи выпоëняется неравенство

EQ  < ∞. ♦

Множество äопустиìых стратеãий обозна÷иì

.

Преäпоëожения привоäят нас к заäа÷е

EQϕ(l(S.)) → . (3)

Так как функöия поëезности экспоненöиаëü-
ная, то из выражения (3) сëеäует

EQϕ(l(S.)) = EQ(1– e–l(S.))=

= 1 – EQ .

Заäа÷а (3) эквиваëентна ìиниìаксной заäа÷е

EQ  → . (4)

Известно [3], ÷то кажäой функöии поëезности
ϕ(x) ìожно поставитü в соответствие функöиþ
риска ψ(x) сëеäуþщиì образоì: ψ(x) = –ϕ(–x),
поэтоìу заäа÷а (4) иìеет сëеäуþщуþ интерпрета-
öиþ — эìитент разуìен: а) он преäпоëаãает, ÷то
распреäеëение вероятностей öен рисковых акти-
вов ìаксиìизирует еãо ожиäаеìый риск; б) выби-

рает такуþ стратеãиþ  которая ìиниìизирует

ìаксиìаëüный ожиäаеìый риск.
Выбор экспоненöиаëüной функöии поëезнос-

ти обусëовëен возìожностüþ приìенения к заäа-
÷е (4) стохасти÷ескоãо варианта ìетоäа äинаìи-
÷ескоãо проãраììирования. Отìетиì, ÷то реøе-
ние заäа÷и (4) быëо поëу÷ено в работе [4].

1.3. Дëя описания реøения заäа÷и (4) наì по-
наäобятся сëеäуþщие обозна÷ения и опреäеëения
из работы [4].

Через , ãäе t
k
, ..., t

l
 ∈N1, tl ∈N1, и t

l
 > t

k
, обоз-

на÷иì сужение ìножества  на t
k
, ..., t

l
 ⊆ N1.

Пару (Q, ) ∈ ℜ
N
 ×  назовеì t-бистратеãи-

ей, t ∈ N
1
, (Q, ) ∈ ℜ

N
 ×  — бистратеãией, а

 ∈  — t-стратеãией. Оöенкой t-бистрате-

ãии (Q, ) ∈ ℜ
N
 × , t ∈ N1, назовеì F

t
-из-

ìериìуþ сëу÷айнуþ веëи÷ину, обозна÷аеìуþ ÷е-

рез ( ) и опреäеëяеìуþ равенствоì

( ) = EQ ,

ãäе EQ[•|F
t
] — усëовное ìатеìати÷еское ожиäание

относитеëüно ìеры Q ∈ ℜ
N
 и σ-аëãебры F

t
. Оöенка

t-бистратеãии ( ) иìеет эконоìи÷еский
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N
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N
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N
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сìысë ожиäаеìоãо, относитеëüно некоторой ìе-
ры Q ∈ ℜ

N
, риска эìитента, коãäа он приìеняет

t-стратеãиþ .

Пустü  — F-преäсказуеìая, оäноìер-

ная посëеäоватеëüностü, эëеìент β
t
 которой ин-

терпретируþт как коëи÷ество безрисковоãо актива
в ìоìент вреìени t ∈ N

0
. Посëеäоватеëüностü пар

π =  называþт портфеëеì [2]. Капита-

ëоì портфеëя π [2] в ìоìент вреìени t ∈ N
0
 на

(1, S (1), ..., S(d))-рынке называþт F
t
-изìериìуþ,

сëу÷айнуþ веëи÷ину  = β
t
 + (S

t
, γ

t
).

Портфеëü π называþт саìофинансируþщиì, ес-
ëи äëя ëþбоãо t ∈ N1, выпоëнены равенства P-п. н.

ãäе Δγ
t
  γ

t
 – γ

t – 1. Множество саìофинансируþ-

щих портфеëей обозна÷аþт SF.
Соãëасованнуþ возрастаþщуþ посëеäоватеëü-

ностü C =  с C
t
|
t = 0 = 0 называþт пот-

ребëениеì [2]. Набор (π, C) называþт портфеëеì с
потребëениеì [2, 4]. Капитаë портфеëя с потребëе-
ниеì (π, C) в ìоìент вреìени t ∈ N

0
, обозна÷аеìый

, опреäеëиì равенствоì  =  – C
t
.

Определение 2 [2]. Соãëасованная посëеäова-

теëüностü сëу÷айных веëи÷ин ξ =  на-

зывается ëокаëüныì ìартинãаëоì относитеëüно

ìеры Q, есëи EQ[ξ
t
|F

t – 1
) = ξ

i – 1
 Q-п. н. При этоì

ìеру Q называþт ìартинãаëüной. ♦
Множество ìартинãаëüных ìер [2] обозна÷иì

÷ерез m
N
.

Определение 3 [2]. (1, S (1), ..., S (d))-рынок на-
зовеì безарбитражныì, есëи äëя кажäоãо саìо-
финансируþщеãо портфеëя π, капитаë котороãо
уäовëетворяет усëовиþ: есëи из тоãо, ÷то äëя

ëþбоãо t ∈ N
0
 P(  ≥ 0 |  = 0) = 1, сëеäует, ÷то

P(  = 0 |  = 0) = 1.

Замечание 1. Есëи |ℜ
N
 � m

N
| ≠ ∅, то ëеãко по-

казатü, анаëоãи÷но работе [2], ÷то (1, S (1), ..., S(d))-
рынок без трения буäет безарбитражныì.

Определение 4 [2]. Безарбитражный (1, S(1), ...,

S(d))-рынок без трения называется непоëныì, есëи
ìощностü ìножества ℜ

N
 � m

N
 боëüøе еäиниöы,

т. е. |ℜ
N
 � m

N
| > 1. Есëи |ℜ

N
 � m

N
| = 1, то такой

(1, S (1), ..., S (d))-рынок без трения называþт поë-
ныì.

Определение 5 [2]. Саìофинансируþщий порт-

феëü с потребëениеì (π, C) на (1, S (1), ..., S (d))-
рынке без трения в заäа÷е рас÷ета европейскоãо
опöиона с пëатежныì обязатеëüствоì f

N
(S.) назо-

веì суперхеäжируþщиì, есëи в ìоìент вреìени N

выпоëняется неравенство f
N
(S.) ≤  P-п. н.

Определение 6 [2]. Суперхеäжируþщий порт-
феëü с потребëениеì (π, C) назовеì соверøен-
ныì, есëи

f
N
(S.) =  P-п. н.

Определение 7 [4]. Соверøенный суперхеä-
жируþщий портфеëü с потребëениеì (π*, C *), ка-
питаë котороãо в ìоìент вреìени t ∈ N0 равен

, назовеì ìиниìаëüныì, соверøенныì,
суперхеäжируþщиì портфеëеì с потребëениеì,
есëи äëя ëþбоãо äруãоãо соверøенноãо суперхеä-
жируþщеãо портфеëя с потребëениеì (π, C) (т. е.
(π*, C *) ≠ (π, C)), капитаë котороãо в ìоìент вре-

ìени t ∈ N0 равен , äëя ëþбоãо t ∈ N0 спра-

веäëиво неравенство P-п. н.

 ≤ .

1.4. Теперü ìы ìожеì привести утвержäение
работы [4], которое позвоëяет строитü ìиниìаëü-
ный соверøенный суперхеäжируþщий портфеëü с
потребëениеì.

Привоäиìое äаëее утвержäение, взятое из ра-
боты [4], äает усëовия существования ìиниìаëü-
ноãо соверøенноãо суперхеäжируþщеãо портфеëя
с потребëениеì. Обозна÷иì

  ( ), (5)

F
t
-изìериìая сëу÷айная веëи÷ина. Как и в теории

иãр [16], назовеì  верхниì ãарантированныì

зна÷ениеì в ìоìент вреìени t ∈ N
0
;  иìеет

сìысë ìиниìаксноãо зна÷ения ожиäаеìоãо риска
эìитента при усëовии, ÷то провоäиëисü набëþäе-
ния äо ìоìента вреìени t ∈ N0 за öенаìи рисковых

активов.

Теорема 1. Пусть фильтрация  универ-

сально полна [2], f
N
(S.) – F

N
-измеримая, ограничен-

ная, случайная величина и |ℜ
N
 � m

N
| ≥ 1. Тогда на

(1, S (1), ..., S(d))-рынке без трения относительно лю-
бой меры Q ∈ ℜ

N
 существует минимальный совер-

шенный суперхеджирующий портфель с потреблени-
ем (π*, C *) такой, что:

γt 1+
N

βt{ }
t N0∈

βt γt,{ }
t N0∈

Xt
π

Δβt St 1– Δγt,( )+ 0,=

βt t 0=
β0,=⎩

⎨
⎧

=
Δ

Ct Ft,{ }
t N0∈

Xt
π C,( )

Xt
π C,( )

Xt
π

ξt Ft,{ }
t N0∈

Xt
π

X0
π

XN
π

X0
π

XN
π C,( )

XN
π C,( )

Xt

π* C *,( )

Xt
π C,( )

Xt

π* C *,( )
Xt

π C,( )

Vt
* =

Δ
ess inf

γ
t 1+
N

D
t 1+
N

∈

ess sup
Q ℜ

N
∈

It

Q γ
t 1+
N

,
S0

t

Vt
*

Vt
*

Ft{ }
t N0∈
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1) π* =  — самофинансирующий пор-

тфель, где  — допустимая предсказуемая

последовательность, определяемая равенствами

(6)

а  удовлетворяет рекуррентному соотно-

шению Q-п. н.

Δ  + (S
t – 1, Δ ) = 0, (7)

причем |
t = 0 = ln , а  = 0, при этом для любого

t ∈ N0 капитал  портфеля π* равен  =  +

+ (S
t
, );

2) для любых t ∈ N0 и Q ∈ ℜ
N
 капитал  =

=  –  суперхеджирующего портфеля с потреб-

лением (π*, C*) равен Q-п. н. ln  (т. е.  =

= ln ), причем  — потребление в любой момент
времени t ∈ N

1
 F

t
-измеримо и удовлетворяет рекур-

рентному соотношению Q-п. н.

(8)

3) портфель с потреблением (π*, C *) является ми-
нимальным, совершенным, суперхеджирующим, т. е.

Q-п. н. |
t = N

 = f
N
(S.),

4) справедливо равенство f
N
(S.) = ln  + ( ,

ΔS
i
) –  Q-п. н.

Замечания 2. 1. Доказатеëüство теореìы 1 по÷ти
äосëовно повторяет äоказатеëüство сфорìуëиро-
ванной в работе [4] теореìы 3. Зäесü усëовие (γ),
фиãурируþщее в форìуëировке теореìы 3 из ра-
боты [4], заìенено на усëовие |ℜ

N
 � m

N
| ≥ 1. По-

ясниì это: усëовие |ℜ
N
 � m

N
| > 1 ãарантирует не-

поëноту рассìатриваеìоãо (1, S (1), ..., S (d))-рынка
без трения и поэтоìу явëяется естественныì. Из
этоãо усëовия, в ÷астности, сëеäует, ÷то существу-

ет ìера  ∈ ℜ
N
 � m

N
, относитеëüно которой äëя

ëþбых t ∈ N0 и γ ∈ D
t
 куìуëянта (t, , –γ) 

ln |F
t – 1  явëяется оãрани÷енной сни-

зу и стреìится к пëþс бесконе÷ности при |γ| → ∞.
Поэтоìу, усëовие (γ) буäет выпоëнено.

2. Из утвержäения теореìы 1 сëеäует, ÷то отно-

ситеëüно ëþбой ìеры Q ∈ ℜ
N
 существует  ∈ 

такое, ÷то справеäëиво неравенство Q-п. н.

f
N
(S.) ≤ ln  + ( , ΔS

i
),

из котороãо сëеäует существование суперхеäжиру-
þщеãо портфеëя.

1.5. Пустü A
N
(ω) — ëþбое F

N
-изìериìое

ìножество.  Рассìотриì  заäа÷у  рас÷ета  евро-

пейскоãо  опöиона  на  (1,  S (1),  ...,  S (d))-рынке

с пëатежныì обязатеëüствоì виäа (ω), ãäе

(ω)  . Пустü выпоëнены ус-

ëовия теореìы 1. Тоãäа, в сиëу оãрани÷енности

пëатежноãо обязатеëüства виäа (ω), выпоëне-

ны все утвержäения теореìы 1.
Чтобы избежатü повторов в изëожении ìатери-

аëа, при построении ìиниìаëüноãо, соверøенно-
ãо, суперхеäжируþщеãо портфеëя с потребëениеì с

пëатежныì обязатеëüствоì (ω) в форìуëиров-

ках утвержäений теореìы 1 буäеì испоëüзоватü
сëеäуþщее переобозна÷ение: вìесто сиìвоëа «*»
(звезäо÷ка вверху) буäеì испоëüзоватü сиìвоë «λ»
(вверху), т. е.

  EQ Ѕ

Ѕ . (9)

Сëеäоватеëüно:

1)  äëя ëþбоãо t ∈ N
0
 уäовëетворяет рекур-

рентноìу соотноøениþ (6) с ãрани÷ныì усëовиеì

|
t = N = exp{ (ω)};

2) саìофинансируþщий портфеëü πλ =

= , ãäе  — äопустиìая преä-

сказуеìая посëеäоватеëüностü, опреäеëяется ра-
венствоì

EQ |F
t

 =

= EQ |F
t
, (10)
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а  уäовëетворяет рекуррентноìу соотноøениþ

Δ  + (S
t + 1

, Δ ) = 0, (11)

при÷еì |
t = 0

 = ln , а  = 0;

3) потребëение  уäовëетворяет рекуррентно-

ìу соотноøениþ

Δ  = ( , ΔS
t
) – Δln , |

t = 0
 = 0; (12)

4) пëатежное обязатеëüство (ω) относитеëü-

но ëþбой ìеры Q ∈ ℜ
N
 äопускает преäставëение

(ω) = ln  + ( , ΔS
i
) – ,

при÷еì äëя ëþбоãо t ∈ N1 Δln  = ( , ΔS
t
) – Δ .

Кроìе тоãо, справеäëива
Лемма 1. Пусть выполнены условия теоремы 1 и

 удовлетворяет выражению (9). Тогда ln  < 1.

Доказатеëüство ëеììы 1 сì. в Приëожении.

2. ÊÂÀÍÒÈËÜÍÛÉ ÑÓÏÅÐÕÅÄÆÈÐÓÞÙÈÉ ÏÎÐÒÔÅËÜ 
ÓÐÎÂÍß 1 – a ÅÂÐÎÏÅÉÑÊÎÃÎ ÎÏÖÈÎÍÀ

ÍÀ ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÌ ÍÅÏÎËÍÎÌ ÐÛÍÊÅ ÁÅÇ ÒÐÅÍÈß

2.1. Опреäеëиì, ÷то буäеì пониìатü поä реøе-
ниеì заäа÷и рас÷ета европейскоãо опöиона с кван-
тиëüныì критериеì.

Определение 8 [2]. Буäеì ãоворитü, ÷то соãëасо-

ванный проöесс  иìеет оãрани÷еннуþ

вариаöиþ относитеëüно ìеры P, есëи

|Δχ
t
| < ∞ P-п. н.,

ãäе Δχ
t
  χ

t
 – χ

t – 1. ♦

Пустü  — капитаë саìофинансируþщеãо

портфеëя π в ìоìент вреìени t ∈ N
0
.

Определение 9. Пару (π, χ) назовеì саìофинан-
сируþщиì портфеëеì с оãрани÷енной вариаöией,

ãäе π ∈ SF,  — проöесс оãрани÷енной

вариаöии относитеëüно ìеры P. Капитаë портфеëя
с оãрани÷енной вариаöией (π, χ) в ìоìент вреìени

t ∈ N0, обозна÷аеìый как  опреäеëиì равенс-

твоì

 =  – χ
t
.

Замечание 3. Поскоëüку посëеäоватеëüностü

 соãëасованна с фиëüтраöией F
t
, т. е.

, то она явëяется сеìиìартинãаëоì

относитеëüно ëþбой ìеры Q ∈ ℜ
N
 [2].

Определение 10. Реøениеì заäа÷и рас÷ета ев-
ропейскоãо опöиона с пëатежныì обязатеëüствоì
f
N
(S

•
) на непоëноì рынке без трения с квантиëü-

ныì критериеì уровня 1 – α, ãäе α ∈ (0, 1), отно-
ситеëüно ëþбой ìеры Q ∈ ℜ

N
 назовеì саìофинан-

сируþщий портфеëü с оãрани÷енной вариаöией

(πα, χα), капитаë котороãо  в ìоìент вреìе-
ни N уäовëетворяет неравенству

Q(  ≥ f
N
(S.)) ≥ 1 – α.

Портфеëü (πα, χα) назовеì квантиëüныì суперхеä-
жируþщиì уровня 1 – α. ♦

Обозна÷иì

c  ln |
t = 0

 > 0.

Доказано (сì. ëеììу 1 в работе [4]) неравенство
c > 0.

2.2. Привеäеì усëовия, которые обеспе÷иваþт
существование реøения заäа÷и рас÷ета евро-
пейскоãо опöиона с квантиëüныì критериеì
уровня 1 – α на ìноãоìерноì непоëноì рынке
без трения.

Пустü  — j-я коìпонента d-ìерноãо векто-

ра S
t
, t ∈ N

0
.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1.

Пусть для каждого α∈(0, 1) существуют (α)∈R+,

j = , t ∈ N0, такие, что относительно любой ме-

ры Q ∈ ℜ
N
 выполняется неравенство

Q {  ≥ (α)}  ≥ 1 – α.

Тогда существует решение задачи расчета евро-
пейского опциона с квантильным критерием уровня
1 – α, т. е. существуют:

1) πα =  — самофинансирующий пор-

тфель, где  — предсказуемая последова-

тельность, элементы которой определяются ра-
венством 

 =  – c ,

где  ∈  определяются из равенства (6), а

∈  — из равенства (10);  — последо-

вательность, элементы которой определяются ра-

венством  =  – c , где  удовлетворяет со-

отношению (7), а  — соотношению (11);
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2) для любых t ∈ N
0
 и Q ∈ R

N
 капитал  пор-

тфеля πα имеет Q-п. н. вид  =  + (S
t
, );

3) процесс ограниченной вариации  определяет-

ся равенством

 =  – c , (13)

где  удовлетворяет (8), а  — (12);

4) для любых t ∈ N
0
 и Q ∈ R

N
 капитал 

портфеля с ограниченной вариацией (πα, χα) имеет

Q-п. н. вид  =  – ;

5) портфель с ограниченной вариацией (πα, χα) яв-
ляется квантильным суперхеджирующим портфелем
уровня 1 – α, т. е. относительно любой меры Q ∈ ℜ

N

выполняется неравенство

Q(  ≥ f
N
(S.)) ≥ 1 – α,

при÷еì

 = c(1 – ln ) > 0.♦ (14)

Доказатеëüство теореìы 2 сì. в Приëожении.
Замечания 4. 1. В отëи÷ие от работ [8—10], в на-

стоящей статüе усëовия существования реøения
заäа÷и рас÷ета европейскоãо опöиона с квантиëü-
ныì критериеì относитеëüно ëþбой ìеры из кëас-
са эквиваëентных ℜ

N
 ëеãко проверяеìые.

2. Существование (α) ∈ R+ таких, ÷то отно-
ситеëüно ëþбой ìеры Q ∈ ℜ

N
 выпоëняется нера-

венство Q {  ≥ (α)}  ≥ 1 – α, вытекает

из ëеììы Нейìана — Пирсона, поскоëüку сущес-
твует базовая ìера Р.

3. ÏÐÈÌÅÐ ÐÀÑ×ÅÒÀ ÅÂÐÎÏÅÉÑÊÎÃÎ ÎÏÖÈÎÍÀ
ÍÀ ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÌ ÍÅÏÎËÍÎÌ ÐÛÍÊÅ

Ñ ÊÂÀÍÒÈËÜÍÛÌ ÊÐÈÒÅÐÈÅÌ

Дëя рас÷ета европейскоãо опöиона на оäноìер-
ноì непоëноì рынке с квантиëüныì критериеì
потребуется реøитü äве заäа÷и суперхеäжирова-
ния европейскоãо опöиона на äанноì рынке.

3.1. Привеäеì реøение заäа÷и рас÷ета европей-
скоãо опöиона с оãрани÷енныì пëатежныì обяза-
теëüствоì на оäноìерноì непоëноì рынке.

3.1.1. Даäиì описание непоëноãо (1, S)-рын-

ка. Пустü  — фиëüтрованное изìе-

риìое пространство. Пустü 0 < S0 – F0 — изìери-

ìая сëу÷айная веëи÷ина,  — сеìейство

äискретных сëу÷айных веëи÷ин, приниìаþщих
относитеëüно ìеры Р три зна÷ения: a, 0, b, при÷еì
–1 < a < 0 < b < ∞. Эконоìи÷еский сìысë ρ

t
 — äо-

хоäностü рисковоãо актива в ìоìент вреìени t ∈ N1.

Пустü  — ìножество вероятностных ìер та-

ких, ÷то относитеëüно ëþбой ìеры Q ∈  сëу-

÷айные веëи÷ины S0, ρ1, ..., ρN
 независиìы в сово-

купности и оäинаково распреäеëены. Дëя уäобс-
тва изëожения привеäенные усëовия обозна÷иì

÷ерез (ℜ). О÷евиäно, ÷то  ≠ ∅. Заìетиì, есëи

выпоëнены усëовия (ℜ), то вероятности Q(ρ
t
 = a),

Q(ρ
t
 = 0), Q(ρ

t
 = b) не зависят от t ∈ N

1
.

Обозна÷иì

q
1
  Q(ρ

t
 = a),  q

2
  Q(ρ

t
 = 0),  q

3
  Q(ρ

t
 = b).

Пустü эвоëþöия стоиìости рисковоãо актива

 уäовëетворяет рекуррентноìу соотно-

øениþ

S
t
 = S

t – 1
(1 + ρ

t
),  S

t
|
t = 0

 = S
0
 > 0.

О÷евиäно, есëи выпоëнены усëовия (ℜ), то пос-

ëеäоватеëüностü  относитеëüно ëþбой

ìеры Q ∈  явëяется оäнороäной ìарковской.

Буäеì поëаãатü, ÷то стоиìостü безрисковоãо ак-
тива B

t
 в ìоìент вреìени t ∈ N

0
 уäовëетворяет со-

отноøениþ B
t
 ≡ 1.

О÷евиäно, ÷то описанный (1, S)-рынок без
трения явëяется непоëныì. Действитеëüно, пустü

ëþбая Q ∈  � m
N
 и выпоëнены усëовия (ℜ).

Тоãäа q
i
, i = , уäовëетворяþт систеìе ëинейных

аëãебраи÷еских уравнений

реøение которой

q
1
 = (1 – q

2
)p*,  q

3
 = (1 – q

2
)q*, (15)

ãäе p* = , q* = , ëþбое q2 ∈ [0, 1].

Из реøения (15) сëеäует, ÷то q2 ∈ (0, 1) — ëþ-

бое. Поэтоìу рассìатриваеìый (1, S)-рынок без
трения явëяется непоëныì.

3.1.2. Пустü на описанноì в пп. 3.1.1 (1, S)-
рынке пëатежное обязатеëüство иìеет виä g(S

N
),

ãäе g: R+ → R1 — оãрани÷енная функöия. Привеäеì
реøение заäа÷и рас÷ета европейскоãо опöиона на
непоëноì (1, S)-рынке без трения с пëатежныì
обязатеëüствоì g(S

N
).

Xt
πα

Xt
πα βt

α γt
α

χt
α

χt
α

Ct
* Ct

λ

Ct
* Ct

λ

Xt

πα χα,( )

Xt

πα χα,( )
Xt

πα γt
α

XN

π
α

χ
α

,( )

X0

π
α

χ
α

,( )
V0

λ

λt
j( )

⎝
⎜
⎛

t 1=

N

�
j 1=

d

� St
j( ) λt

j( )

⎠
⎟
⎞

Ω F Ft( )
t N0∈, ,( )

ρt{ }
t N0∈

ℜN

ℜN

ℜN

=
Δ

=
Δ

=
Δ

St{ }
t N0∈

St Ft,{ }
t N0∈

ℜN

ℜN

1 3,

aq1 bq3+ 0,=

q1 q2 q3+ + 1,=⎩
⎨
⎧

b
a b+
---------------

a
a b+
---------------

pb0614.fm  Page 37  Friday, December 12, 2014  4:33 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

38 CONTROL SCIENCES ¹ 6 • 2014

Пустü   EQ exp g(S
N
) –

– (γ
i
, ΔS

i
) |F

t
. Из утвержäения теореìы 1

сëеäует, ÷то верхнее ãарантированное зна÷ение в
ìоìент вреìени t ∈ N1 уäовëетворяет рекуррент-

ноìу соотноøениþ

(16)

Сäеëаеì пару заìе÷аний:
— анаëоãи÷но работе [5], ëеãко установитü, ÷то

при кажäоì t ∈ N
0
 верхнее ãарантированное зна-

÷ение  явëяется ìарковской сëу÷айной функ-
öией; поэтоìу, в сиëу теореìы Бореëя, существу-

ет функöия : N
0
 Ѕ R+ → R1, обозна÷аеìая (x),

такая, ÷то äëя ëþбоãо t ∈ N0 функöия  =

= (x)   (S
t
);

— в äанноì сëу÷ае D
t
 = R1.

С у÷етоì сäеëанных заìе÷аний, из соотноøе-

ния (16) сëеäует, ÷то (S
t
) äëя ëþбоãо t ∈ N

0
 уäов-

ëетворяет рекуррентноìу соотноøениþ

(17)

Так как ρ
t
 — äискретная сëу÷айная веëи÷ина,

приниìаþщая три зна÷ения, то

EQ (S
t +1

) |F
t

 =

= { (S
t
(1 + a)) q1 +

+ (S
t
)q2 + (S

t
(1 + b)) q3} =

= max{ (S
t
(1 + a)) , (S

t
),

(S
t
(1 + b)) }. (18)

С у÷етоì выражения (18) соотноøение (17)
приìет виä

(19)

Обозна÷иì

ψ(t, x, γ)  max{ln (x(1 + a)) + γx|a|,

ln (x), ln (x(1 + b)) – γxb}.

О÷евиäно, ÷то äëя ëþбых (t, x) функöия ψ(t, x, γ)

явëяется верхней оãибаþщей по γ ∈ R1 набора фун-
кöий в фиãурных скобках посëеäнеãо выражения.
Поэтоìу äëя ëþбых (t, x) функöия ψ(t, x, γ) явëя-
ется выпукëой, непрерывной, оãрани÷енной снизу
по γ, при÷еì

ψ(t, x, γ)  ∞.

Сëеäоватеëüно, äëя ëþбых (t, x) существует 
такое, ÷то справеäëиво равенство

ψ(t, x, γ) = ψ(t, x, ).

Дëя ëþбоãо t ∈ N1 найäеì . Пустü  ⊆ R1 —

ìножество таких γ ∈ R1, которые уäовëетворяþт
неравенстваì

О÷евиäно, возìожны äва сëу÷ая.

1. Пустü  ≠ ∅. Отсþäа сëеäует, ÷то сущест-

вует  ∈ R1 такое, ÷то

ln (x(1 + a)) + x |a | =

= ln (x(1 + b)) – xb,

откуäа

 = ln .

В этоì сëу÷ае рекуррентное соотноøение (19)
приìет виä

ãäе q* = |a|/(|a| + b).

2. Пустü  = ∅. Тоãäа существуþт еäинствен-

ные  и  такие, ÷то

ln (x(1 + a)) + x |a| =

= ln (x(1 + b)) – xb = ln (x), (20)
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откуäа сëеäует, ÷то  ≠  и

 = ln ,

 = ln .

О÷евиäно, ÷то äëя ëþбоãо α ∈ (0, 1)

  α  + (1 – α) ,

÷то также сниìает внеøнþþ нижнþþ ãранü в со-
отноøении (19). Пустü α = q*. Тоãäа

    |α = q*
 =  =

= ln . (21)

О÷евиäно, ÷то , опреäеëяеìая равенствоì

(21), — еäинственно. Сëеäоватеëüно, соотноøение
(19) с у÷етоì сäеëанных заìе÷аний приìет виä

Выражение (21) äает возìожностü построения
суперхеäжируþщеãо портфеëя и еãо капитаëа.
Действитеëüно, из усëовия саìофинансируеìости

сëеäует, ÷то коëи÷ество безрисковоãо актива  в

ëþбой ìоìент вреìени t ∈ N
0
 уäовëетворяет ре-

куррентноìу соотноøениþ

(23)

при÷еì капитаë  портфеëя π*

 =  + (S
t
, ),

а  = ln (S
0
),  = 0.

В сиëу утвержäения теореìы 1 относитеëüно

ëþбой ìеры Q ∈  и t ∈ N
0
 капитаë портфеëя с

потребëениеì (π*, C *)

 =  –  = ln (S
t
), (24)

при÷еì

|
t = N

 = ln (S
N
) = g(S

N
),

а потребëение , относитеëüно ëþбой

ìеры Q ∈  Q(Δ  ≥ 0|F
t
) = 1 и уäовëетворяет

рекуррентноìу соотноøениþ Q-п. н.

(25)

3.1.3. Рассìотриì ÷астный сëу÷ай, коãäа ре-
куррентное соотноøение (22) äопускает явное ре-
øение.

Пустü функöия g(x) — выпукëая. Метоäоì ин-
äукöии назаä ëеãко установитü, ÷то äëя ëþбоãо

t ∈ N
0
 функöия ln (x) явëяется выпукëой. Сëе-

äоватеëüно, справеäëиво неравенство

ln (S
t
) ≤ p*ln (S

t
(1 + a)) +

+ q*ln (S
t
(1 + b)).

Тоãäа соотноøение (22) ìожно переписатü в виäе

ln (S
t
) = p*ln (S

t
(1 + a)) +

+ q*ln (S
t
(1 + b)), ln (S

t
)|

t = N = g(S
N
). (26)

Уравнение (26) иìеет явное реøение (сì. фор-
ìуëу (154) в работе [5])

ln (x) = Φ
N – t

(x) = g(x(1 + a)i Ѕ

Ѕ (1 + b)N – t – i) (p*)i(q*)N – t – i. (27)

Из выражений (21) и (27) сëеäует, ÷то

 = [g(S
t – 1

(1 + a)i Ѕ

Ѕ (1 + b)N – t – i + 1) – g(S
t – 1(1 + a)i + 1 Ѕ

Ѕ (1 + b)N – t – i)] (p*)i(q*)N – t – i. (28)

Из соотноøений (23)—(28), сëеäует, ÷то äëя
ëþбоãо t ∈ N

0
:

— коëи÷ество безрисковоãо актива

 =  – [g(S
t – 1(1 + a)i Ѕ

Ѕ (1 + b)N – t – i + 1) – g(S
t – 1(1 + a)i + 1 Ѕ

Ѕ (1 + b)N – t – i)] (p*)i(q*)N – t – i +

+ [g(S
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– g(S
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 = ,
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— капитаë суперхеäжируþщеãо портфеëя с пот-
ребëениеì Q-п. н.

 = ln (x) = Φ
N – t(x) =

= g(x(1 + a)i(1 + b)N – t – i) (p*)i(q*)N – t – i;

— потребëение , относитеëüно ëþбой ìеры

Q ∈ , уäовëетворяет рекуррентноìу соотноøе-

ниþ (25), которое иìеет виä

Δ  = {g(S
t – 1

(1 + a)i(1 + b)N– t– i+1) –

– g(S
t – 1

(1 + a)i + 1(1 + b)N – t – i)} Ѕ

Ѕ (p*)i(q*)N – t – i  – g(S
t – 1(1 + a)i Ѕ

Ѕ (1 + b)N – t – i) (p*)i(q*)N – t – i +

+ g(S
t – 1(1 + a)i(1 + b)N – t – i – 1) Ѕ

Ѕ (p*)i(q*)N – t – i – 1,  |
t = 0 = 0,

при÷еì äëя ëþбых t ∈ N
0
 и Q ∈ ℜ

N
\∂ℜ

N
 справеä-

ëиво равенство  > 0 Q-п. н., ãäе  — коìпакт

в сëабой топоëоãии, а ∂ℜ
N
 — еãо ãраниöа.

3.1.4. В äаëüнейøеì на (1, S)-рынке без трения
наì понаäобится построитü ìиниìаксный супер-
хеäжируþщий портфеëü европейскоãо опöиона с

пëатежныì обязатеëüствоì (ω), ãäе λ ∈ R+.

Реøение äанной заäа÷и äëя непоëных рынков без
трения в ëитературе не описано.

Обозна÷иì Aλ  {ω ∈ Ω: S
N
(ω) ≥ λ}, ãäе λ ∈ R+ —

ëþбое. О÷евиäно, ÷то Aλ ∈ F
N
. Множество λ та-

ких, ÷то Q(Aλ) > 0 äëя ëþбоãо Q ∈  обозна÷иì

÷ерез Γ. О÷евиäно, ÷то Γ ≠ ∅.

Пустü   EQ exp{  –

– (γ
i
, ΔS

i
)}|F

t
. Тоãäа, провоäя рассужäения,

анаëоãи÷ные провеäенныì в пп. 3.1.2, ëеãко уста-
новитü, ÷то:

— существует функöия : N
0
 × R+ → R+, обоз-

на÷аеìая (x), такая, ÷то  = (x)  =

= (S
t – 1), уäовëетворяþщая рекуррентноìу

соотноøениþ

(29)

— äëя ëþбоãо t ∈ N0 существует саìофинанси-

руþщий портфеëü πλ =  такой, ÷то:

а)  такое, ÷то справеäëиво равенство

EQ (S
t
) |F

t – 1  =

= EQ (S
t
) |F

t – 1 ,

при÷еì

 = ln ; (30)

б)  уäовëетворяет рекуррентноìу соотноøе-

ниþ

(31)

Из утвержäения теореìы 1 сëеäует, ÷то  =

= ln (S
0
), а  = 0.

3.1.5. Сëеäуþщее утвержäение устанавëивает
явный виä реøения рекуррентноãо соотноøения
(29).

Лемма 2. Решение рекуррентного соотношения
(29) имеет вид

ln (x) = 1{x < λ} + (p*)i ,

где 1
{x < λ}  

   ♦

Доказатеëüство ëеììы 2 сì. в Приëожении.
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3.1.6. Утвержäения теореìы 1 и ëеììы 2 поз-
воëяþт установитü явный виä потребëения, порт-
феëя с потребëениеì, еãо капитаëа.

Из утвержäений теореìы 1, ëеììы 2 и выраже-
ния (30) иìееì:

— äëя ëþбоãо t ∈ N
0
 коëи÷ество рисковоãо ак-

тива

 =  Ѕ

Ѕ  –

– , (32)

а коëи÷ество безрисковоãо актива  уäовëетворя-

ет рекуррентноìу соотноøениþ

— потребëение  уäовëетворяет рекуррентно-

ìу соотноøениþ

Δ  =  Ѕ

Ѕ –

–  –  –  +

+  –

–  ≥ 0,

|
t = 0

 = 0;

— капитаë портфеëя с потребëениеì

 = ln (S
t
) =

=  + ,

при÷еì |
t = N = ln (S

N
) = .

3.2. Привеäеì реøение заäа÷и квантиëüноãо
суперхеäжируþщеãо портфеëя уровня 1 – α евро-
пейскоãо опöиона с пëатежныì обязатеëüствоì
g(S

N
) на описанноì в пп. 3.1.1 (1, S)-рынке.

3.2.1. Пустü α ∈ (0, 1) и äëя ëþбой ìеры Q ∈ 

существует λ(α) ∈ R+ такие, ÷то Q(S
N
 ≥ λ(α)) ≥ 1– α.

Из утвержäения теореìы 2 сëеäует, ÷то портфеëü

πα =  опреäеëяется равенстваìи

 =  – c ,   =  – c , (33)

ãäе  и  уäовëетворяþт соотноøенияì (21) и

(32), а  и  — соотноøенияì (23) и (31) соот-

ветственно.

Из равенств (33) сëеäует, ÷то äëя ëþбоãо t ∈ N
0

капитаë  портфеëя πα выражается как  =

=  – c , ãäе c = ln  > 0, а капитаë 

портфеëя с оãрани÷енной вариаöией (πα, χα)

 = ln  – cln . (34)

Из форìуëы (34) и ëеììы 1 сëеäует, ÷то на÷аëü-
ный капитаë

 =  = ln  – cln  = c(1 – ln ) =

= c 1 –  – (p*)i  =

= c  – .

Из теореìы 2 сëеäует, ÷то портфеëü πα, опреäе-
ëяеìый равенстваìи (33), явëяется квантиëüныì
суперхеäжируþщиì уровня 1 – α, т. е.

Q( ) ≥ g(S
N
)) ≥ 1 – α.

Такиì образоì, ìы построиëи квантиëüный су-
перхеäжируþщий портфеëя уровня 1 – α.

3.2.2. Рассìотриì ÷астный сëу÷ай, коãäа фун-
кöия g(x) выпукëая. Тоãäа из резуëüтатов п. 3.2, а
также из соотноøений (28), (30) и ëеììы 2, отно-

ситеëüно ëþбой ìеры Q ∈ , иìееì:
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а) = –c = [g(S
t–1

(1+a)iЅ

Ѕ (1 + b)N – t – i + 1) – g(S
t – 1(1 + a)i + 1(1 + b)N – t – i)] Ѕ

Ѕ (p*)i(q*)N – t – i – c (p*)i Ѕ 

Ѕ  –  +

+ (p*)i ; 

б)  в ëþбой ìоìент вреìени t ∈ N0 уäовëет-

воряет рекуррентноìу соотноøениþ

в) c = ln (S0) = g(S0(1 + a)i(1 + b)N – i) Ѕ

Ѕ (p*)i(q*)N – i;

ã) капитаë портфеëя (34)  =  –

– c  = ln (S
t
) – cln (S

t
) = g(S

t
(1 + a)i 

Ѕ

Ѕ (1 + b)N – i) (p*)i(q*)N – t – i – c  +

+ (p*)i , 

и Q( ) ≥ g(S
N
)) ≥ 1 – α.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Пере÷исëиì поëу÷енные резуëüтаты.

� Вы÷исëена оöенка верхней ãраниöы спрэäа ев-
ропейскоãо опöиона с квантиëüныì критери-
еì на непоëноì рынке без трения (сì. выра-
жение (14)).

� Доказано, ÷то стоиìостü квантиëüноãо супер-
хеäжируþщеãо портфеëя уровня 1 – α ìенüøе
стоиìости ìиниìаëüноãо суперхеäжируþщеãо
портфеëя с теì же пëатежныì обязатеëüствоì

на веëи÷ину cln  (сì. (14)), ãäе c — стоиìостü

ìиниìаëüноãо суперхеäжируþщеãо портфеëя.
� Поëу÷ено явное реøение заäа÷и рас÷ета опöи-

она с пëатежныì обязатеëüствоì, явëяþщиìся
инäикатороì ëþбоãо бореëевскоãо ìножества
(сì. ëеììу 2).

� Расс÷итан европейский опöион с квантиëüныì
критериеì, коãäа носитеëü ëþбой ìеры Q ∈ ℜ

N

сосреäото÷ен в трех то÷ках: а, 0, b.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы 1. Из опреäеëения 

(сì. выражение (9)) иìееì:

 = E
Q .

Отсþäа сëеäует, ÷то äëя ëþбоãо γ ∈ D
t + 1

 справеäëиво

неравенство Р-п. н.

 ≤ E
Q .

О÷евиäно, ÷то стратеãия γ
t
 ≡ 0 — äопустиìа. Поэто-

ìу, есëи поëожитü γ
t
 = 0 äëя ëþбоãо t ∈ N

0
, то справеä-

ëиво неравенство

 ≡ E
Qexp{ (ω)}.

Поскоëüку ëоãарифì явëяется непрерывной ìоно-
тонной функöией и äëя ëþбой ìеры Q ∈ ℜ

N
 Q(A

N
) < 1,

то из этоãо неравенства поëу÷иì

ln ≤ ln E
Qexp{ (ω)} = lnE

Qexp{ (ω)} =

= lnE
Q[e (ω) + (ω)} =

= lnE
Q{(e – 1) (ω) – 1} =

= ln{(e – 1)Q(A
N
) + 1} < ln{(e – 1) + 1} = 1.

Сëеäоватеëüно, ln  < 1

Леììа 1 äоказана. ♦
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теореìы 1 сëеäует, ÷то, относитеëüно ëþбой ìеры Q ∈ ℜ
N
,

пëатежные обязатеëüства f
N
(S.) и (ω) äопускаþт, со-

ответственно, преäставëения

f
N
(S.) = ln  + ( , ΔS

i
) – ,

(ω) = ln  + ( , ΔS
i
) –  Q-п. н.

γt
α γt

* γt
λ 1

St 1– b a+( )
--------------------------------

i 0=

N t–

∑

CN t–
i

⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

i 0=

N t–

∑

1
λ

1+b( ) 1+a( )
i 1–

----------------------------------------- S
t 1–

λ

1+b( ) 1+a( )
i

---------------------------------<≤
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫ 1

λ
1 b+
------------ S

t 1–
λ

1 a+
------------<≤

⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

i 0=

N t–

∑ 1
λ

1 a+( )
i

------------------- S
t 1–

1

1 a+( )
i 1+

---------------------------<≤
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

⎭
⎪
⎬
⎪
⎫

βt
α

βt
α βt 1–

α
St 1– Δγt

α
,–=

βt
α
|t 0= β0

α
;=⎩

⎨
⎧

V0
*

i 1=

N

∑

CN
i

Xt

πα χα,( )
Xt

π* C *,( )

Xt

πλ C λ,( )
Vt

* Vt
λ

i 0=

N t–

∑

CN t–
i

1 S
t

λ<{ }

i 0=

N t–

∑ 1
λ

1 a+( )
i 1–

--------------------------- S
t

1

1 a+( )
i

-------------------<≤
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

XN

π
α

χ
α

,( )

V0
λ

Vt
λ

Vt
λ

inf
γ
1

N
D
1

N
∈

sup
Q ℜ

N
∈

1A
N

ω( ) γi ΔSi,( )
i 1=

N

∑–
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

|F
0

exp

V
0

λ
sup

Q ℜ
N

∈

1A
N

ω( ) γi ΔSi,( )
i 1=

N

∑–
⎩ ⎭
⎨ ⎬
⎧ ⎫

|F
0

exp

V
0

λ
sup

Q ℜ
N

∈

1A
N

V
0

λ
sup

Q ℜ
N

∈

1A
N

sup
Q ℜ

N
∈

1A
N

sup
Q ℜ

N
∈

1A
N

1
AN

sup
Q ℜ

N
∈

1A
N

sup
Q ℜ

N
∈

V
0

λ

1A
N

AN

AN =
Δ

⎩
⎨
⎧

i 1=

N

�
j 1=

d

� Si
j( ) λi

j( )

⎭
⎬
⎫

1A
N

V
0
*

i 1=

N

∑ γi* CN
*

1A
N

V
0

λ

i 1=

N

∑ γi
λ

CN
λ

pb0614.fm  Page 42  Friday, December 12, 2014  4:33 PM



ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÑÎÖÈÀËÜÍÎ-ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

43ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 6 • 2014

Опреäеëиì портфеëü πα =  сëеäуþщиì

образоì

 =  – c ,   =  – c , (35)

ãäе  и  опреäеëяþтся, соответственно, выражения-

ìи (6) и (10), а  и  соответственно выраженияìи (7)

и (11). Тоãäа äëя ëþбоãо t ∈ N
0
 капитаë  портфеëя

πα, относитеëüно ëþбой ìеры Q ∈ ℜ
N
,

 =  + (S
t
, ).

С у÷етоì равенств (35)

 =  + (S
t
, ) =  – c  + (S

t
,  – c ) =

=  – c , (36)

ãäе  и  — капитаëы, соответственно, портфеëей

π* =  и πλ =  в ìоìент вреìени

t ∈ N
0
.

Из теореìы 1 сëеäует, ÷то äëя ëþбоãо t ∈ N
0
 капитаë

 ( ) портфеëя с потребëениеì (π*, C*)

((πλ, C
 λ)) äопускает, относитеëüно ëþбой ìеры Q ∈ ℜ

N
,

преäставëение

 = ln  =  – (  = ln  =

=  – ), (37)

ãäе  ( ) — возрастаþщая посëеäова-

теëüностü опреäеëяеìая соотноøениеì (8) ((12)). Капи-
таë (36) с у÷етоì преäставëения (37) ìожно переписатü
в виäе Q-п. н.

 =  – c  =  – c  +  – c .

Отсþäа сëеäует, ÷то:

а) χα = , ãäе  =  – c , — соãëасован-

ная с фиëüтраöией  посëеäоватеëüностü, иìеþ-

щая оãрани÷еннуþ вариаöиþ, при÷еì  = 0;

б) пара (πα, χα) явëяется портфеëеì с оãрани÷енной
вариаöией.

Сëеäоватеëüно, äëя ëþбоãо t ∈ N
0
 опреäеëена F

t
-из-

ìериìая сëу÷айная веëи÷ина

   – c  =  – . (38)

— капитаë портфеëя с оãрани÷енной вариаöией

(πα, χα).

Провериì, ÷то построенный портфеëü πα саìофи-
нансируþщий, т. е. äëя ëþбоãо t ∈ N

1
 выпоëняется ра-

венство Q-п. н.

Δ  + (S
t – 1

, Δ ) = 0. (39)

Действитеëüно, из равенств (35):

Δ  + (S
t – 1

, Δ ) =  –  + (S
t – 1

, ) –

– (S
t – 1

, Δ ) =  – c  – (  – c ) +

+ (S
t – 1

,  – c ) – (S
t – 1

,  – c ) =

= Δ  + (S
t – 1

, Δ ) – c(Δ  + (S
t – 1

, Δ )).

У÷итывая в посëеäнеì равенстве, ÷то портфеëи π* и

πλ — саìофинасируþщие, поëу÷аеì равенство (39).
Покажеì, ÷то портфеëü с оãрани÷енной вариаöией

(πα, χα) явëяется искоìыì квантиëüныì суперхеäжиру-
þщиì. Из форìуëы (38) сëеäует, ÷то капитаë портфеëя

(πα, χα) в ìоìент вреìени N Q-п. н.

 = f
N
(S.) – c (ω).

Отсþäа сëеäует, ÷то Q-п. н. справеäëивы равенства

{ω ∈ Ω:  – f
N
(S

•
) ≥ 0} = {ω ∈ Ω: – c (ω) ≥ 0} =

= {ω ∈ Ω: (ω) ≤ 0} = {ω ∈ Ω: (ω) = 0} =

= ω ∈ Ω: {  ≥ (α)} .

Поэтоìу, относитеëüно ëþбой ìеры Q ∈ ℜ
N
, в сиëу

усëовия теореìы и посëеäнеãо выражения иìееì

Q  – f
N
(S.) ≥ 0  =

= Q {  ≥ (α)}  ≥ 1 – α.

Из форìуëы (38) и утвержäения теореìы 1 сëеäует,
÷то на÷аëüный капитаë

 =  – c  = c(1 – ln ). 

Такиì образоì, с у÷етоì ëеììы 1 поëу÷аеì

 = c(1 – ln ) > 0.

Теореìа 2 äоказана.
Д о к а з а т е ë ü с т в о  ë е ì ì ы 2. Провоäя рассужäе-

ния, анаëоãи÷ные провеäенныì в п. 3.1, и у÷итывая со-

отноøения (29) и (30), ëеãко показатü, ÷то ln (S
t
)

уäовëетворяет рекуррентноìу соотноøениþ

ln (S
t
) = max[ln (S

t
), 

p*ln (S
t
(1 + a)) + q*ln (S

t
(1 + b))], 

ln (S
t
)|
t = N

 = . (40)

Докажеì, ÷то реøение рекуррентноãо соотноøения (40)
иìеет виä

ln (x) = 1
{x < λ}

 + (p*)i .(41)
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Доказатеëüство провеäеì ìетоäоì инäукöии «назаä».

О÷евиäно, ÷то ln (x) = 1
{x < λ}

.

Поëожиì ln (x)=1
{x<λ}

+ (p*)i .

Покажеì, ÷то ln (x) = 1
{x < λ}

 + (p*)i Ѕ

Ѕ . Из соотноøения (40) сëеäует

ln (x) = max 1
{x < λ}

 + (p*)i ,

p* 1
{x(1 + a) < λ}

 + (p*)i  +

+ q* 1
{x(1 + b) < λ}

 + (p*)i  =

= max 1
{x < λ}

 + (p*)i ,

p*  + (p*)i  +

+q* + (p*)
i

.(42)

Поскоëüку äëя ëþбоãо i ∈ N + и j > i справеäëиво не-
равенство

(p*)i = (p*)i(p* + q*) = (p*)i + 1 + q*(p*)i > (p*)i + 1 + q*(p*) j,
j > i,

то правуþ ÷астü выражения (42) ìожно записатü в виäе

ln (x) = 1
{x < λ}

 + (p*)i  +

+ (p*)N – t + 1  =

= 1
{x < λ}

 + (p*)i .

Такиì образоì, основной øаã инäукöии äоказан. Ра-
венство (32) сëеäует из выражений (30) и (41). Леììа 2
äоказана.

Замечание 5. Метоäоì инäукöии назаä ëеãко пока-

затü, ÷то ln (x), уäовëетворяþщий соотноøениþ (40),

обëаäает сëеäуþщиìи свойстваìи:

1) äëя ëþбоãо t ∈ N
0
 функöия ln (x) ìонотонно

убываþщая по x;

2) äëя ëþбоãо x ∈ R
+ справеäëиво неравенство

ln (x) ≥ ln (x).
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