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В настоящей статüе рассìатривается оäнокрите-

риаëüная заäа÷а Г(1) = 〈Х, Y, f(x, у)〉 в усëовиях риска
и неопреäеëенности (иãра с прироäой). В раìках
этой заäа÷и ëиöо, приниìаþщее реøение (ЛПР),

выбирает своþ стратеãиþ х ∈ Х ⊆ Rn так, ÷тобы äо-
сти÷ü возìожно боëüøеãо исхоäа (зна÷ения ска-
ëярноãо критерия f(x, у)), ориентируясü на реаëи-

заöиþ ëþбой ÷истой неопреäеëенности y ∈ Y ⊆ Rm.
Преäпоëаãается, ÷то о неопреäеëенностях ЛПР
известны ëиøü ãраниöы изìенения и отсутству-
þт какие-ëибо вероятностные характеристики. Та-

кая ìоäеëü Г(1) возникает, наприìер, на рынке
сбыта, ãäе проäавеö äействует с у÷етоì иìпорта
(иëи конкуренöии), äобиваясü как ìожно боëüøей
прибыëи.

Заìетиì, ÷то поäробные обзоры разëи÷ных
виäов неопреäеëенности (непоëноты и (иëи) не-
то÷ности инфорìаöии об усëовиях реаëизаöии
выбранной стратеãии) ìожно найти, наприìер, в
книãах [1, с. 106—114; 2, с. 20—32, и äр.].

Наëи÷ие неопреäеëенностей привоäит к ìно-
жественности исхоäов f(x, Y ) = { f(x, у)| ∀y ∈ Y },
«порожäенных» кажäой конкретной стратеãией
х ∈ Х. «Сужается» f(x, Y ) за с÷ет рисков. Оäнако,
как с÷итает известный спеöиаëист в обëасти опти-
ìизаöии Т.К. Сиразетäинов, «строãоãо ìатеìати-
÷ескоãо опреäеëения риска в настоящее вреìя не

существует» [3, с. 31]. В книãе [4, с. 15] привоäится
öеëая серия разëи÷ных понятий риска. Все из них,
кроìе привоäиìоãо äаëее, требуþт статисти÷еских
äанных. Оäнако за÷астуþ у иссëеäоватеëя опера-
öий (ИО) просто отсутствует возìожностü описатü
«повеäение» неопреäеëенностей статисти÷ескиìи
ìетоäаìи. Как раз этоãо сëу÷ая буäеì в äаëüней-
øеì приäерживатüся.

Итак, привеäеì опреäеëение: «Риск — это воз-
ìожностü откëонения каких-ëибо веëи÷ин от их
жеëаеìых зна÷ений».

Отìетиì, ÷то иìенно такоìу понятиþ риска
отве÷аþт общепринятые ìноãо÷исëенные ìикро-
эконоìи÷еские риски, виä которых привеäен в ра-
боте [5, с. 40—50].

Чисëенно оöенивается риск зна÷ениеì функ-
öии сожаëения

Φ(x, у) = f(z, у) – f(x, у), (1)

преäëоженной Леонарäоì Сэвиäжеì [6] в 1951 ã.
Лауреат Нобеëевской преìии по эконоìике Миë-
тон Фриäìан сказаë о Сэвиäже, ÷то тот «... быë оä-
ниì из неìноãих встре÷енных ìной ëþäей, о ко-
торых я, не заäуìываясü, ìоãу сказатü — ãений».
Преäëоженный в работе [6] принöип ìиниìакс-
ноãо сожаëения, своäящийся к построениþ пары

(xS, ФS) соãëасно

Φ(x, у) = Φ(xS, y) = ФS,
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активно испоëüзуется äëя реøения заäа÷и Г(1) на-
равне с принöипоì ìаксиìина (ãарантированноãо
резуëüтата по Ваëüäу [7]), своäящеìуся к нахожäе-

ниþ пары (xg, f g) такой, ÷то

f(x, у) = f(xg, y) = f g.

Саìа функöия сожаëения Ф(х, у) в оте÷ест-
венной и ìировой ëитературе поëу÷иëа название
«функöия риска по Сэвиäжу». Иìенно функöиþ
риска Ф(х, у) и привëекаеì в настоящей статüе äëя
оöенки ãарантированноãо риска.

Какиì бывает отноøение ëþäей к риску? В ря-
äе книã по финансовой эконоìике [1, с. 103; 5, с. 5;
8, с. 343] выäеëено три ãруппы субъектов в зави-
сиìости от отноøения их к риску:

— противники риска — рискофобы (ëþäи, бо-
ящиеся риска и отверãаþщие еãо);

— рисконейтраëы (ëþäи, нейтраëüно относя-
щиеся к риску);

— ëþбитеëи риска — рискофиëы.
В эконоìике с÷итается, ÷то боëüøинство ëþ-

äей относятся к противникаì риска. На вопрос о
тоì, как фактор неопреäеëенности вëияет на по-
веäение ëþäей, эконоìист обы÷но отве÷ает: «Лþ-
äи не ëþбят рисковатü и ãотовы запëатитü äенüãи
за то, ÷тобы избежатü бреìени риска» [5, с. 6].

Оäнако возникаþт ситуаöии, коãäа риск просто
необхоäиì. Лþäи проøëоãо выхоäиëи в ìоре, ÷то
÷асто быëо связано с рискоì äëя жизни. Сущест-
вует äаже ëатинская посëовиöа: «Пëаватü по ìорþ
необхоäиìо, житü — не о÷енü». Так ëþбитеëи
риска относятся и к аëüпинизìу, авиаöии, экстре-
ìаëüныì ситуаöияì. Боëее тоãо, преäприниìа-
теëüство и риск — понятия неразäеëиìые. В эко-
ноìи÷еской практике принято, ÷то некоторая äоëя
риска явëяется необхоäиìыì усëовиеì увеëи÷е-
ния äохоäа. За÷астуþ возникаþт ситуаöии, коãäа
без риска вообще обойтисü невозìожно (напри-
ìер, в ÷резвы÷айных ситуаöиях).

Наконеö, зна÷итеëüное боëüøинство относится
к рисконейтраëаì. Они буäут пускатüся пустü äаже
и в рискованные ситуаöии, но в тоì тоëüко сëу÷ае,
есëи äохоä буäет выãëяäетü äостато÷но привëека-
теëüныì и оäновреìенно, ÷тобы возìожно ìенü-
øе нужно быëо бы рисковатü.

В соответствии с привеäенной ãраäаöией, рабо-
ты [9, 10] и ãëава 3 из книãи [11] посвящены ис-
сëеäованиþ бескоаëиöионных иãр с позиöии про-
тивников риска; те же иãры, но с позиöии ëþби-
теëей риска — в работе [12]; взãëяä рисконейтраëа

на принятие реøений в Г(1) — в этой статüе. При-
нятый зäесü поäхоä преäпоëаãается в äаëüнейøеì
распространитü на бескоаëиöионные и коопе-
ративные иãры при неопреäеëенности. Иìенно с

этой öеëüþ в статüе привëе÷ены некоторые поëо-
жения теории «иãр с приоритетоì в äействиях у
управëяþщеãо öентра, поëу÷ивøих название ие-
рархи÷еских иãр Герìейера» [13, с. 8].

Итак, öеëи настоящей работы:

— форìаëизоватü ãарантированное реøение за-

äа÷и Г(1) с одновременным у÷етоì исхоäов и рисков
(преäëожено äва варианта понятия);

— установитü существование при оãрани÷ени-
ях, «привы÷ных» äëя ìатеìати÷ескоãо проãраììи-
рования;

— найти явный виä ãарантированных реøений
в сëу÷ае ëинейно-кваäрати÷ноãо варианта крите-
рия f(x, у) при оãрани÷енных ÷истых неопреäеëен-
ностях.

1. ÈÍÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÍÛÅ ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈ

Иерархи÷еская иãра преäставëяет собой «ìате-
ìати÷ескуþ ìоäеëü конфëиктной ситуаöии при
фиксированной посëеäоватеëüности хоäов и об-
ìеноì инфорìаöией у÷астников» [14, с. 477]. Ак-
тивное развитие теории иерархи÷еских иãр в Рос-
сии на÷аëосü со второй поëовины проøëоãо века
и возãëавëяëосü Юриеì Борисови÷еì Герìейе-
роì ([13—17] и äр.), проäоëжается еãо у÷еникаìи.
В иãре äвух ëиö «такие иãры описываþт взаиìо-
äействие ìежäу верхниì (веäущиì) и нижниì (ве-
äоìыì) уровняìи управëения» [17, с. 103], иìен-
но, заäаþт поряäок хоäов иãроков, т. е. о÷ереä-
ностü выбора стратеãий и (возìожно) сообщение о
такоì выборе партнеру.

Основной ìоìент в иерархи÷еских иãрах за-
кëþ÷ается в выборе кëасса испоëüзуеìых страте-
ãий, зависящеì от иìеþщейся у иãроков инфорìа-
öии. В теории иерархи÷еских иãр Герìейера сфор-
ìуëировано то÷ное ìатеìати÷еское опреäеëение
инфорìаöионноãо расøирения иãры [14, с. 479;
15, с. 49—51], которое, в ÷астноì сëу÷ае, привоäит

к испоëüзованиþ в заäа÷е Г(1) наряäу с ÷истыìи
неопреäеëенностяìи y ∈ Y так называеìых, «ин-
форìированных неопреäеëенностей» — m-век-
тор-функöий y(х): Х → Y. Иìенно такие стратеãии
приìеняëисü в работе [18, с. 353] при изу÷ении äе-
терìинированноãо варианта ìиниìаксной анта-
ãонисти÷еской позиöионной иãры, в которой иã-
роки наäеëены разëи÷ныìи инфорìаöионныìи
возìожностяìи. Такие возìожности опреäеëяþт
соответствуþщие виäы стратеãий, ÷то привоäит, в
своþ о÷ереäü, к разëи÷ныì виäаì иерархи÷еских
иãр (Г

1
, Г

2
 и т. ä.) [13, 15, 17].

Наконеö, в теории иерархи÷еских иãр принято
выäеëятü оперирующую сторону — ЛПР, несущеãо
поëнуþ ответственностü за резуëüтаты, и исследо-
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вателя операций — консуëüтанта, который ãотовит
арãуìентированные варианты реøений.

При рассìотрении заäа÷и Г(1) буäеì с÷итатü, ÷то
оäин иãрок (у нас ИО) оãрани÷ен тоëüко ÷истыìи
стратеãияìи х ∈ Х, äруãой же ìожет испоëüзо-
ватü «ëþбуþ ìысëиìуþ инфорìаöиþ» [18, с. 353].
В ÷астности, он ìожет знатü стратеãиþ х (инфор-
ìаöионная äискриìинаöия ИО) и форìироватü
неопреäеëенностü в виäе функöии y(х): Х → Y.

В этоì сëу÷ае критерий в заäа÷е Г(1) опреäеëяется
скаëярной функöией f(x, у(х)), а исхоäоì буäет
(при выборе ИО конкретной стратеãии х* ∈ Х ) зна-

÷ение f(х*, у(х*)). Такие функöии y(•) ∈ YХ (ìно-
жеству m-вектор-функöий у(х), опреäеëенных на Х
со зна÷енияìи в Y ) в теории äифференöиаëüных
иãр иноãäа называþт контрстратегиями, а заäа÷а

виäа Г(1), ãäе в ка÷естве неопреäеëенностей ис-
поëüзуþтся контрстратеãии у(х), названа в работе
[18, с. 354] минимаксной игрой. Повториì, ÷то та-
кие заäа÷и возникаþт при инфорìаöионной äис-
криìинаöии ИО и äопоëнитеëüной инфорìиро-
ванности иãрока, «веäаþщеãо» форìированиеì
неопреäеëенностей. Заìетиì также, ÷то äаëее бу-

äеì приìенятü поäìножество YХ, иìенно ìноже-
ство С(X, Y ) всех покоìпонентно непрерывных
на Х m-вектор-функöий y(х): Х → Y.

Итак, в статüе испоëüзуется äва виäа неопре-
äеëенностей: ÷истые y ∈ Y и инфорìированные

у(•) ∈ YХ.

Привеäеì äва резуëüтата из теории иссëеäова-
ния операöий, касаþщиеся «инфорìированных
неопреäеëенностей».

Лемма 1. Если в Г(1) = 〈Х, Y, f(x, у)〉 множества

Х, Y суть компакты, а f(x, y) непрерывна на ХЅY,
то:

а) функция максимума (минимума) f(x, у)

(соответственно, f(x, у)) непрерывна на Y (со-

ответственно на Х );

б) если дополнительно Y — выпукло и f(x, y) строго

выпукла по y ∈ Y при каждом х ∈ Х, то существует

единственная непрерывная функция y(•) ∈ С(X, Y )
такая, что

f(x, у) = f(x, у(x)) ∀x ∈ X. ♦

Напоìниì, ÷то f(x, y) строго выпукла по y ∈ Y
при кажäоì х ∈ Х, есëи

f(x, λy
(1) + (1 – λ)y(2)) < λf(x, y(1)) +

+ (1 – λ)f(x, y(2))

при ëþбых постоянных λ ∈ (0, 1) и всяких y( j) ∈ Y,

j = 1, 2, y(1) ≠ y(2).
Утвержäение а — известный факт, иìеþщийся

во ìноãих у÷ебных книãах, наприìер, [19, с. 146],
а справеäëивостü утвержäения б указана, напри-
ìер, в книãе [20, с. 54].

Замечание 1. Из ëеììы утвержäения а сëеäует
непрерывностü на ХЅY функöии риска (1) (есëи

тоëüко в заäа÷е Г(1) ìножества Х, Y сутü коìпакты,
а f(x, y) непрерывна на ХЅY ).

2. ÄÂÓÕÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÀß ÇÀÄÀ×À,

ÑÎÎÒÂÅÒÑÒÂÓÞÙÀß ÇÀÄÀ×Å Ã (1)

Оäнокритериаëüной заäа÷е

Г(1) = 〈Х, Y, f(x, у)〉 (2)

поставиì в соответствие äвухкритериаëüнуþ при
неопреäеëенности

Г = 〈Х, Y, F(x, у)〉, (3)

ãäе äвухкоìпонентная вектор-функöия

F(x, y) = (F
1
(x, y), F

2
(x, y)), F

1
(x, y) =

= f(x, y), F
2
(x, y) = –Ф(x, y). (4)

В заäа÷е (3) ИО выбороì стратеãии х ∈ Х стре-
ìится к возìожно большим зна÷енияì обоих исхо-
äов F

i
(x, y), i = 1, 2, оäновреìенно (иìенно äëя та-

коãо оäнообразия в выражении (4) функöия риска
по Сэвиäжу фиãурирует со знакоì «ìинус»). При
этоì ИО у÷итывает возìожнуþ реаëизаöиþ ëþбой

неопреäеëенности y ∈ Y (иëи y(•) ∈ YХ).
Привеäеì ряä свеäений из теории ìноãокри-

териаëüных заäа÷ виäа Г(2) = 〈Х, F [x]〉, ãäе х ∈ Х
(ìножеству стратеãий х у ИО), вектор критериев
F [x] = (F

1
[x], F

2
[x]) опреäеëен на Х. Испоëüзуеì

äëя äвух векторов F ( j) = ( , ), j = 1, 2, от-

ноøения строгого порядка:

F
(1) < F

(2) ⇔ (  < , i = 1, 2),

F
(1)  F (2) ⇔ ⎤ (F (1) < F (2)),

и нестрогого порядка:

F
(1) = F (2) ⇔ (  = , i = 1, 2),

F
(1) ≠ F

(2) ⇔ ⎤ (F (1) = F (2)),

F
(1) l F (2) ⇔ (  l , i = 1, 2),

F
(1)  F (2) ⇔ ⎤ (F (1) l F (2) ∧ F

(1) ≠ F
(2)).

max
x X∈

min
y Y∈

min
y Y∈
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Перейäеì к форìаëизаöии äвух ìаксиìаëüных
векторных оптиìуìов:

1) стратеãия xS
 ∈ X называется максимальной по

Слейтеру в Г(2) = 〈Х, F [x]〉, есëи

F [xS]  F [x] ∀x ∈ X,

вектор F [xS] явëяется максимумом по Слейтеру в

Г(2) (÷то эквиваëентно: äëя кажäой стратеãии х ∈ Х
найäется хотя бы оäин ноìер j(x) = j ∈ {1, 2} такой,

÷то F
j
(x) m F

j
(xS));

2) стратеãия xP
 ∈ X называется максимальной по

Парето в Г(2), есëи

F [xР]  F [x] ∀x ∈ X,

а вектор F [xР] ∈ R2 естü максимум по Парето äëя

Г(2) (÷то эквиваëентно ëþбоìу из äвух опреäеëе-
ний — äëя кажäоãо х ∈ Х:

а) ëибо F [xР] = F [x], ëибо ∃ j(x) = j ∈ {1, 2} та-

кой, ÷то F
j
[x] < F

j
[xР];

б) несовìестна систеìа неравенств F
i
[x] l F

i
[xР],

i = 1, 2, из которых, по крайней ìере, оäно строãое).

Обозна÷иì ìножество x
S(xР) ÷ерез Х

S (соот-

ветственно, ХР). Соãëасно опреäеëенияì ХР
 ⊆ ХS,

но они ìоãут не совпаäатü. Факт ìаксиìаëüности

в Г(2) по Сëейтеру (по Парето) обозна÷аеì

F [xS] = F [x] (F [xР] = F [x]).

Буäеì испоëüзоватü и ìножества F [ХS] =

= {F [x]⎪ x ∈ XS}, F [ХP] = {F [x]⎪ x ∈ XP}. В теории
ìноãокритериаëüных заäа÷ [21, с. 158] установëе-
ны сëеäуþщие факты:

Лемма 2 [21, с. 158]. Если в Г(2) = 〈Х, F [x]〉 мно-

жество Х суть непустой компакт, а компоненты

вектора F [x] непрерывны, то множество XP
 ≠ ∅ и

стратегия xP
 ∈ X, найденная из

(α
1
F

1
[x] + α

2
F

2
[x]) = α

1
F

1
[xP] + α

2
F

2
[xP]

при каких-либо α
i
 = const > 0, i = 1, 2, максимальна

по Парето в Г(2), множество XP
 внутренне Р-устой-

чиво, т. е. ∀ x(j) ∈ XP имеет место F [x(1)]  F [x(2)],
а также внешне Р-устойчиво, т. е. ∀ x ∈ Х и

x ∉ X
P существует стратегия x

P
 ∈ XР такая, что

F [x] m F [xР].

3. ÑÒÐÎÃÎ ÃÀÐÀÍÒÈÐÎÂÀÍÍÎÅ ÏÎ ÈÑÕÎÄÀÌ
È ÐÈÑÊÀÌ ÐÅØÅÍÈÅ

3.1. Èíòåðïðåòàöèÿ ìàêñèìèíà «ñ ïîçèöèè» 
äâóõóðîâíåâîé èåðàðõè÷åñêîé èãðû äâóõ ëèö

Максиминное решение (xg, f g) заäа÷и (2) опреäе-
ëяется öепо÷кой равенств

f(x, у) = f(xg, y) = f g. (5)

Испоëüзуя «инфорìированные неопреäеëен-
ности», выражение (5) ìожно преäставитü как
посëеäоватеëüное «äействие» äвух операöий: внут-

реннего минимума — äëя иãрока нижнеãо уровня —
построение y(х): Х → Y такоãо, ÷то

f(x, у) = f(x, y(x)) = f [x] ∀x ∈ Х; (6)

преäпоëаãая, ÷то вектор-функöия y(х) еäинствен-
на, перехоäиì к операöии внешнего максимума

(äëя иãрока верхнеãо уровня иерархии)

f(x, у(x)) = f(xg, y(xg)) = f g. (7)

Тоãäа в иерархи÷еской äвухуровневой иãре с
оäниì иãрокоì на кажäоì уровне:

первый ход за ИО — иãрокоì верхнеãо уровня:
он переäает на нижний уровенü «свои» возìожные
стратеãии х ∈ Х;

второй ход за иãрокоì нижнеãо уровня — он
анаëити÷ески конструирует y(х) соãëасно (6) и,
есëи y(х) еäинственно, переäает y(х) на верхний
уровенü;

третий ход за иãрокоì верхнеãо уровня — он

нахоäит пару (xg, f g) соãëасно (7).

Привеäенное «треххоäовое понятие» укëаäы-
вается полностью в опреäеëение ãарантированноãо

резуëüтата первоãо (веäущеãо) иãрока в иãре Г(1)

(по Герìейеру), есëи в работе [17, с. 104] заìенитü
функöиþ выиãрыøа веäоìоãо на — f(x, y). Нетруä-

но виäетü также, ÷то нахоäясü в раìках иãры Г (1),
веäущий иãрок, если знает правило поведения ведо-

мого, ìожет саì вы÷исëитü реакöиþ веäоìоãо и
сразу реаëизоватü третий хоä. Еще раз поä÷еркнеì,
÷то анаëоã и ìоäификаöиþ такоãо «треххоäовоãо
понятия» уäобно приìенятü к построениþ ãаран-
тированноãо реøения с у÷етоì исхоäов и рисков
äëя бескоаëиöионноãо и кооперативноãо вариан-
тов конфëикта.

Замечание 2. Максиìинное реøение опреäеëя-

ется парой (xg, f g) по äвуì при÷инаì:

<

m

MAX
x X∈

S
MAX
x X∈

P

max
x X∈

m

max
x X∈

min
y Y∈

min
y Y∈

min
y Y∈

max
x X∈
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a) кажäой стратеãии х ∈ Х (в резуëüтате опера-
öии внутреннего минимума (6)) ставится в соот-
ветствие ãарантия f [x], ибо

f [x] m f(x, y) ∀y ∈ Y

(так как исхоä f [x] «обеспе÷ивает себе» ИО при
ëþбых y ∈ Y бëаãоäаря приìенениþ стратеãии х);

б) из таких ãарантий ЛПР выбирает наибоëü-
øуþ (ìаксиìаëüнуþ), ибо

f
g
 = f [xg] l f [x] ∀x ∈ X.

Итак, ЛПР преäëаãается приìенитü в заäа÷е (2)

стратеãиþ xg, теì саìыì «обеспе÷ивая себе» наи-

боëüøуþ (ìаксиìаëüнуþ) ãарантиþ f [xg] = f(xg,

y(xg)) m f(xg, y) ∀y ∈ Y. Этот же приеì приìениì
при форìаëизаöии сиëüно ãарантированноãо по
исхоäаì и рискаì реøения (СГР) заäа÷и (3), (4).

3.2. Ôîðìàëèçàöèÿ

Определение 1. Пару (xР, F g
 = F [xР]) ∈ Х ЅR

2 на-
зовеì сильно гарантированным по исходам и рискам
решением оäнокритериаëüной заäа÷и (2), есëи в за-
äа÷е (3):

1°) существует äëя кажäых х ∈ Х и i = 1, 2 «своя»
ãарантия

F
i
[x] = F

i
(x, y) m F

i
(x, y) ∀y ∈ Y;

2°) стратеãия xР ìаксиìаëüна по Парето (xP
 ∈ XР)

в äвухкритериаëüной «заäа÷е ãарантий» 〈Х, F [x]〉.
Замечание 3. Отìетиì, ÷то:
— в сëу÷ае коìпактности Х, Y, выпукëости Y,

непрерывности f(x, y) на Х Ѕ Y и ее строãой выпук-
ëости по у при кажäоì х ∈ Х такое ãарантирован-
ное реøение существует (÷то сразу сëеäует из ëеì-
ìы 1, п. а и ëеììы 2), при÷еì при испоëüзовании
ИО стратеãии х ∈ Х зна÷ение F

1
[x] буäет ãарантией

по исхоäаì (F
1
[x] m F

1
(x, y) ∀ y ∈ Y ), а F

2
[x] — ãа-

рантией по рискаì, ибо F
2
[x] m F

2
(x, y) ∀ y ∈ Y;

— п. 1° опреäеëения 1 связывает с кажäой стра-
теãией х ∈ Х векторнуþ ãарантиþ F [x] m F(x, y)
∀y ∈ Y (анаëоã операöии внутреннеãо ìиниìуìа в
опреäеëении ìаксиìина);

— п. 2° преäëаãает ëиöу, приниìаþщеìу реøе-
ние, приìенятü ìаксиìаëüнуþ (по Парето) ãаран-

тиþ F [xР] (анаëоã операöии внеøнеãо ìаксиìу-

ìа), ибо при х ∈ Х и х ≠ x
Р увеëи÷ение оäной из

ãарантий F
j
[x] > F

j
[xP] неизбежно вëе÷ет уìенüøе-

ние äруãой F
k
[x] < F

k
[xP], k ≠ j ∈ {1, 2};

— всëеäствие внеøней и внутренней Р-устой-

÷ивости ìножества XР, выбор ëиöоì, приниìаþ-

щиì реøение, стратеãии xP
 ∈ XР «обеспе÷ивает»

еìу «саìуþ боëüøуþ» — неуëу÷øаеìуþ вектор-

нуþ ãарантиþ F [xР] (коне÷но, в раìках ìакси-
ìаëüности по Парето);

— ãарантия F
1
[x] оãрани÷ивает исхоäы f(x, y)

снизу, ибо f(x, y) l F
1
[x] ∀y ∈ Y, а риски Ф(x, y) —

сверху, так как Ф(x, y) m –F
2
[x] ∀y ∈ Y. Этот поäхоä

поëностüþ соответствует жеëанияì рисконейтра-
ëа (сì. Ввеäение) увеëи÷итü исхоä и оäновреìенно
уìенüøитü риск.

3.3. «Èåðàðõè÷åñêàÿ» èíòåðïðåòàöèÿ
îïðåäåëåíèÿ 1

Как и в п. 3.1, рассìатриваеì äвухуровневуþ
иãру с оäниì иãрокоì на кажäоì уровне (рис. 1).

Порядок построения СГР

Первый ход за иãрокоì верхнеãо уровня: он, так-
же как в понятии ìаксиìина, посыëает на нижний
уровенü свои возìожные стратеãии х ∈ Х.

Второй ход за иãрокоì нижнеãо уровня; он ана-
ëити÷ески конструирует äве функöии F

i
[x], i = 1, 2,

соãëасно

F
i
[x] = F

i
(x, y) ∀х ∈ Х,

строя теì саìыì äëя кажäой стратеãии х ∈ Х век-
торнуþ ãарантиþ F [x] = (F

1
[x], F

2
[x]), и отправëяет

векторнуþ ãарантиþ F [x] на верхний уровенü ие-
рархии.

Третий ход снова за иãрокоì верхнеãо уровня:

он нахоäит ìаксиìаëüнуþ по Парето стратеãиþ xP

в äвухкритериаëüной «заäа÷е ãарантий» 〈Х, F [x]〉 и

строит соответствуþщий вектор F g = (F
1
[xP], F

2
[xP]).

Тоãäа пара (xР, F g) и образует строãо ãарантиро-
ванное по исхоäаì и рискаì реøение заäа÷и (2).
«Двухкритериаëüный сìысë» такоãо реøения сì.
в заìе÷ании 3.

min
y Y∈

min
y Y∈

F [x] = (F
1
[x], F

2
[x]) x

xminF
i
(x, y) = F

i
[x] (i = 1, 2)

y∈Y

F [xP ] = MAX
P
 F [x] = F g

y∈Y

Рис. 1. Порядок построения СГР
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3.4. Ñóùåñòâîâàíèå

Существование (xР, F g) устанавëивает
Утверждение 1. Если в задаче (2) множества Х

и Y компакты (замкнуты и ограничены в соответ-
ствующих евклидовых пространствах), а критерий
f(x, y) непрерывен на Х Ѕ Y, то в однокритериальной
задаче (2) существует сильно гарантированное по
исходам и рискам решение.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Из непрерывности f(x, y) и

Φ(x, у) = f(z, y) – f(x, у) на Х Ѕ Y, а также коìпакт-

ности Х, Y и ëеììы 1, п. а сëеäует существование не-

прерывных на Х функöий F
i
[x] = F

i
(x, y), i = 1, 2. По-

этоìу ëинейная свертка Ψ(x) = α
1
F

1
[x] + α

2
F

2
[x] при, на-

приìер, α
1 
= α

2
 = 1 также непрерывна на Х. По теореìе

Вейерøтрасса тоãäа найäется стратеãия x
P
 ∈ X, äëя ко-

торой Ψ(x) = Ψ(x
P
). По ëеììе 2 такая стратеãия x

P

ìаксиìаëüна по Парето в заäа÷е (3) (безотноситеëüно к

конкретноìу виäу F
i
[x], i = 1, 2). Затеì по стратеãии

x
P ∈ X построиì вектор F

g
 = (F

1
[x

P
], F

2
[x

P
]) ∈ R

2
. Пара

(x
Р
, F

g
) как раз и образует сиëüно ãарантированное по

исхоäаì и рискаì реøение заäа÷и (2).

Замечание 4. Дëя построения явноãо виäа сиëü-

но ãарантированноãо реøения (xР, F g) опреäеëе-
ние 1 «äиктует» сëеäуþщие этапы.

Этап 1. Найти f(x, y) = F
1
[x] ∀х ∈ Х.

Этап 2. Найти [–Ф(x, y)] = – Ф(x, y) =

= F
2
[x] ∀х ∈ Х.

Этап 3. Опреäеëитü ìаксиìизатор x
P =

= arg (F
1
[x] + F

2
[x]) и построитü F

i
[xР], i = 1, 2.

Тоãäа пара (xР, F
g = (F

1
[xP], F

2
[xP])) явëяется

сиëüно ãарантированныì по исхоäаì и рискаì
реøениеì заäа÷и (2).

3.5. Ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûé âàðèàíò çàäà÷è
ñ îãðàíè÷åííîé ñêàëÿðíîé íåîïðåäåëåííîñòüþ

Рассìатриваеì оäнокритериаëüнуþ заäа÷у

Г
ë
 = 〈Х = R

n, Y = {y ∈ R |y
1
 m y m y

2
}, f(x, y)〉,

в которой ëинейно-кваäрати÷ный критерий

f(x, y) = x'Ax + 2x'by + Cy
2 + 2a'x + 2cy, (8)

ãäе (nЅn)-ìатриöа A постоянна и сиììетри÷на,
также постоянны n-векторы-стоëбöы a и b; С и с —
÷исëа. Даëее A < 0 озна÷ает, ÷то кваäрати÷ная фор-
ìа x'Ax опреäеëенно отриöатеëüна, а øтрих сверху
отве÷ает операöии транспонирования (наприìер,

x' — вектор-строка); E
n
 — еäини÷ная nЅn-ìатри-

öа, 0
n
 — нуëевой n-вектор, ||•|| — евкëиäова норìа.

Преäпоëаãаеì (тоëüко äëя сокращения ãроìозä-

ких записей), ÷то y
2
 = –y

1
 = у

0 > 0.

Усëовие Х = R
n не позвоëяет воспоëüзоватüся

утвержäениеì 1 äëя реøения вопроса существова-
ния СГР в заäа÷е Г

ë
; поэтоìу найäеì оãрани÷ения

на постоянные параìетры (в критерии (8)), äоста-
то÷ные äëя существования, и при этоì построиì
явный виä сиëüно ãарантированноãо по исхоäаì и
рискаì реøения.

Буäеì сëеäоватü этапаì 1—3 из заìе÷ания 4.

Этап 1 (построение функöии F
1
[x] =

= f(x, y), опреäеëенной на Rn).

Лемма 3. Если С > 0, то глобальный минимум
(при каждом х ∈ Х )

Ψ(x) = f(x, y) =

= x' x + 2x'  – . (9)

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Функöия (8) строãо выпукëа по

у äëя кажäоãо х ∈ Rn
, ибо  = 2C > 0.

Построиì теперü «инфорìированнуþ неопреäеëен-

ностü» y(х): R
n
 → R такуþ, ÷то

f(x, y) = f(x, y(x)) ∀х ∈ Rn
.

Достато÷ные усëовия выпоëнения этоãо тожäества иìе-

þт виä

 = 2x'b + 2Cy(x) + 2c = 0 ∀х ∈ Rn
,

 = 2C > 0.

Отсþäа сëеäуþт при ∀х ∈ R
n
, ÷то

y(x) = – (x'b + c)

и

2x'by + Cy
2
(x) + 2cy = –Cy

2
(х).

Поэтоìу

f(x, y(x)) = x'Ax + 2a'x – (x'b + c)(b'x + c)

и, наконеö, переìножая, поëу÷аеì справеäëивостü вы-

ражения (9).

max
z X∈

min
y Y∈

max
x X∈

min
y Y∈

min
y Y∈

max
y Y∈

max
x X∈

min
y y

0
– y

0
,[ ]∈

min
y R∈

A
b

2

C
----------En– a b

c

C
----–⎝ ⎠

⎛ ⎞ c
2

C
-----

f
2
∂

y
2∂

--------

min
y R∈

f x y,( )∂
y∂

------------------

y y x( )=

f
2∂ x y,( )

y
2∂

---------------------

1
C
----

min
y R∈

1
C
----
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Лемма 4. Если С > 0, то для х ∈ R
n
, удовлетво-

ряющих ограничению

–Cy
0
 – c m b'x m Cy

0
 – c, (10)

минимум функции f(x, y) из выражения (9) совпада-

ет с минимумом функции f(x, y) на отрезке [–y
0
, y

0
].

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Дëя кажäоãо х ∈ R
n

 функöия

f(x, y) из выражения (8) строãо выпукëа по у (ибо С > 0).

Поэтоìу при ∀х ∈ R
n

 ÷астные произвоäные

 = 2x'b – 2Cy
0
 + 2c < 0,

 = 2x'b + 2Cy
0
 + 2c > 0 (11)

(т. е. функöия f(x, y) äëя кажäоãо х ∈ Х убывает при воз-

растании у m –у
0
 и возрастает при возрастании у l у

0
).

Наконеö, оба строãих неравенства (11) справеäëивы

äëя тех и тоëüко тех х ∈ R
n

, при которых выпоëнена öе-

по÷ка неравенств (10).

Утверждение 2. При С > 0 искомая функция

F
1
[x] = f(x, y) =

= (12)

где скалярная функция (см. (9))

Ψ(x) = x' x + 2x'  – . ♦

Доказатеëüство сëеäует из ëеììы 4.

Замечание 5. Соãëасно выражениþ (12) функ-

öия F
1
[x] непрерывна на R

n
. ♦

Этап 2 (построение функöии F
2
[x] =

= [–Ф(x, y)]). Прежäе всеãо, укажеì явный

виä функöии риска Ф(x, y) = f(z, y) – f(x, y).

Лемма 5. Если в критерии (8) постоянная

(nЅn)-матрица A < 0, то

Ф(х, у) = –x'Ax – 2x'by – b'A
–1

by
2
 –

– 2a'x – 2a'A
–1

by – a'A
–1

a =

= –(x'A + b'y + a' )A
–1

(Ax + by + a). ♦ (13)

Доказатеëüство этоãо факта сì. в работе [2,

с. 97—98].

Лемма 6. Если в задаче (2) ìатрица A < 0 и n-век-
тор b ≠ 0

n
, то функция Ф(х, у) строго выпукла по у и

F
2
[x] = [–Ф(x, y)] =

= –max{Ф(х, –у
0
), Ф(х, у

0
)}.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Справеäëива öепо÷ка иìпëи-
каöий

(A < 0) ⇒ (A
–1

 < 0) ⇒ (b'A
–1

b < 0),

так как b ≠ 0
n
, а из выражения (13) поëу÷аеì

 = b'A
–1

b < 0.

Поэтоìу при кажäоì х ∈ R
n

 и функöия риска Ф(х, у)

строãо выпукëа по у ∈ [–y
0
, y

0
]. ♦

Максиìуì строãо выпукëой по у функöии
Ф(х, у) äостиãается на ее ãрани÷ных то÷ках. По-
этоìу

[–Ф(x, y)] = – Ф(х, у) =

= –max{Ф(х, –у
0
), Ф(х, у

0
)}. (14)

Зäесü

Ф(х, у
l
) = –x'Ax – 2x'by

l
 – b'A

–1
b(y

l
)
2
 –

– 2a'x – 2a'A
–1

by
l
 – a'A

–1
a,  l = 1, 2,

ãäе y
1
 = –у

0
 и y

2
 = у

0
.

Лемма 7. При A < 0, b ≠ 0
n

Ф(х, –у
0
) – Ф(х, у

0
) = 4у

0
(b'x + b'A

–1
a). ♦ (15)

Доказатеëüство сì. в работе [2, с. 99].
Утверждение 3. Если в критерии (8) матрица

A < 0 и n-вектор b ≠ 0
n
, то

F
2
[x] = [–Ф(x, y)] =

=  =

= 

зäесü α = b'A
–1

a.
Д о к а з а т е ë ü с т в о. Есëи в форìуëе (15) буäет

b'x > –α, то Ф(х, –у
0
) > Ф(х, у

0
) ⇔ –Ф(х, –у

0
) < –Ф(х, у

0
),

и тоãäа из выражения (14) сëеäует справеäëивостü пер-
вой строки в выражении (16); анаëоãи÷но устанавëива-
ется вторая строка.

f x y,( )∂

y∂
------------------

y y
0

–=

f x y,( )∂

y∂
------------------

y y
0

=

min
y y

0
– y

0
,[ ]∈

f x y
0–,( ) при b'x Cy

0
c,–≥

Ψ x( ) при b'x Cy
0– c– Cy

0
c–,( ),∈

f x y
0,( ) при b'x Cy

0– c,–≤⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

A En
b

2

C
----------– a b

c

C
----–⎝ ⎠

⎛ ⎞ c
2

C
-----

min
y y

0
– y

0
,[ ]∈

max
z R

n

∈

min
y
0

– y y
0

≤ ≤

Φ x y,( )–[ ]
2
∂

y
2

∂
--------------------------------

min
y
0

– y y
0

≤ ≤

max
y
0

– y y
0

≤ ≤

min
y
0

– y y
0

≤ ≤

Φ x y
0–,( ) при b'x– α,–>

Φ x y
0,( ) при b'x– α,–≤⎩

⎨
⎧

x'Ax 2x' by
0– a+( ) b'y

0– a'+( )A 1–
by

0– a+( )+ +

при b'x α,–>

x'Ax 2x' by
0

a+( ) b'y
0

a'+( )A 1–
by

0
a+( )+ +

при b'x α,–≤⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

(16)
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Этап 3 (построение ìаксиìаëüной по Парето

стратеãии x
P
 = arg (F

1
[x] + F

2
[x])). Даëее всþäу

äо окон÷ания п. 3.5, не оãоваривая особо, буäеì

с÷итатü выпоëненныìи

Условия 1. В заäа÷е (2) постоянная сиììетри÷-

ная (nЅn)-ìатриöа A < 0, постоянный n-вектор

b ≠ 0
n
, ÷исëо С > 0. ♦

Зäесü выäеëяеì три сëу÷ая в зависиìости от при-

наäëежности то÷ки —α оäноìу из трех интерваëов

(–∞, –Су
0
 – с], (–Су

0
 – с, Су

0
 – с), [Су

0
 – с, +∞).

В кажäоì из этих сëу÷аев зна÷ения b'x ìоãут при-

наäëежатü оäноìу из øести интерваëов, на которые

ìоãут разбитü ìножество R то÷ки –α, –Су
0
 – с и

Су
0
 – с.

Случай 1: (–α ∈ (–∞, –Су
0
 – с])

Утверждение 4. Пусть для задачи (2) выполняют-

ся условия 1, тогда при –∞ < b'x m –α m (–Су
0
 – с)

гарантированное по исходам и рискам решение

(x
P
, f

P
, Ф

Р
) имеет вид

x
P
 = –A

–1
(by

0
 + a),

f
P
 = f(x

P
, y

0
) = [–b'A

–1
b + C](y

0
)
2
 +

+ 2(–a'A
–1

b + c)y
0
 – a'A

–1
a,

Ф
Р
 = Ф(x

P
, y

0
) = 0.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. В сëу÷ае b'x m –α m (–Су
0
 – с),

соãëасно утвержäенияì 2 и 3, найäеì ìаксиìизатор x
P
:

(F
1
[x] + F

2
[x]) = [f(x, y

0
) – Ф(x, y

0
)] =

= f(x
P
, y

0
) – Ф(x

P
, y

0
). (17)

Исхоäя из виäа функöии f(x, y
0
) в форìуëе (8) и

Ф(x, y
0
) из выражения (16), стратеãия x

P
 уäовëетворяет

равенству (17), есëи

ϕ
1
(х) = ϕ

1
(х

P
),

ãäе ϕ
1
(х) = 2x'Ax + 4x'(by

0 
+ а). Достато÷ные усëовия при

этоì буäут иìетü виä

grad
x
ϕ

1
 =  = 4Ax

P
 + 4(by

0
 + a) = 0

n
,

 = 4A < 0.

Из первоãо равенства поëу÷аеì

x
P
 = –A

–1
(by

0
 + a),

откуäа

f
P
 = f(x

P
, y

0
) = F

1
[x

P
] = [–b'A

–1
b + C](y

0
)
2
 +

+ 2(–a'A
–1

b + c)y
0
 – a'A

–1
a,

Ф
Р
 = Ф(x

P
, y

0
) =

= –((x
P
)'A + b′y

0
 + a' )A

–1
(Ax

P
 + by

0
 + a) = 0.

Утверждение 5. Если выполнены условия 1 и

–α m b'x m (–Су
0
 – с), то гарантированное по ис-

ходам и рискам решение (x
P
, f

P
, Ф

Р
) принимает вид

x
P
 = –A

–1
a,

f
P
 = C(y

0
)
2
 + 2(–a'A

–1
b + c)y

0
 – a'A

–1
a, (18)

Ф
Р
 = –b'A

–1
b(y

0
)
2
.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. По утвержäенияì 2 и 3 страте-

ãия x
P
 явëяется ìаксиìизатороì F

1
[x] + F

2
[x], т. е.

x
P
 = arg ( f(x, y

0
) – Ф(x, –y

0
)).

Соãëасно выраженияì (12) и (16) тоãäа

ϕ
2
(х) = ϕ

2
(х

P
),

ãäе ϕ
2
(х) = 2x'Ax + 4x'а. Из äостато÷ных усëовий

 = 4Ax
P
 + 4a = 0

n
,

 = 4A < 0

нахоäиì стратеãиþ x
P
 = –A

–1
a, поäставëяя которуþ в

выражение (8), найäеì

f
P
 = f(x

P
, y

0
) = (x

P
)'Ax

P
 + 2(x

P
)'(by

0
 + а) + y

0
(Cy

0
 + 2c).

Анаëоãи÷но äëя

Ф
Р
 = –((x

P
)'A – b'y

0
 + a' )A

–1
(Ax

P
 – by

0
 + a) =

= –b'A
–1

b(y
0
)
2
 > 0.

Анаëоãи÷но рассìатриваþтся и остаëüные воз-
ìожные сëу÷аи (резуëüтаты свеäены в табëиöу;
преäпоëаãается, ÷то в выражении (8) ìатриöа A < 0,
вектор b ≠ 0

n
, ÷исëо С > 0).

Замечание 6. По÷еìу тройка (x
P
, f

P
, Ф

Р
) явëя-

ется строãо ãарантированныì по исхоäаì и рискаì
реøениеì заäа÷и (2)? Напоìниì, ÷то в заäа÷е (2)
ЛПР «выступает» как «рисконейтраë» (сì. Ввеäе-
ние): он выбирает стратеãиþ х ∈ Х так, ÷тобы:

— еãо исхоä f(x, у) стаë возìожно большим и
оäновреìенно соответствуþщий риск по Сэвиäжу
Ф(x, y) как ìожно меньшим, ориентируясü при
этоì на реаëизаöиþ ëþбой ÷истой неопреäеëен-

max
x R

n

∈

max
x R

n
∈

max
x R

n
∈

max
x R

n
∈

x( )
x
P

ϕ
1

x( )∂

x∂
-----------------

x
P

ϕ
2

1
x( )∂

x
2

∂
-------------------

max
x R

n
∈

max
x R

n
∈

ϕ
2

x( )∂

x∂
-----------------

x
P

ϕ
2

2
x( )∂

x
2

∂
-------------------
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ности y ∈ Y. Выбирая стратеãиþ х ∈ Х, ЛПР ãаран-
тирует себе исхоä, не ìенüøий

F
1
[x] = f [x] = f(x, y) m f(x, y) ∀y ∈ Y,

и оäновреìенно риск, не боëüøий

–F
2
[x] = Ф[x] = Ф(x, y) l Ф(x, y) ∀y ∈ Y;

— с÷итая эти ãарантии ( f [x], Ф[x]) «равноправ-
ныìи», ЛПР преäпо÷итает испоëüзоватü страте-

ãиþ xP, ìаксиìаëüнуþ по Парето в äвухкритери-
аëüной заäа÷е 〈Х, { f [x], – Ф[x]}〉 (ìаксиìаëüнуþ в
〈Х, f [x] – Ф[x]〉).

Из этой паретовости сëеäует, ÷то, прежäе все-

ãо, при перехоäе ЛПР к стратеãии x ≠ x
P увеëи÷е-

ние ãарантированноãо исхоäа f [x] > f [xP] неиз-
бежно вëе÷ет увеëи÷ение ãарантированноãо риска

Ф[x] > Ф[xP], äаëее, уìенüøение ãарантированно-

ãо риска Ф[x] < Ф[xP] привоäит к уìенüøениþ ãа-

рантированноãо исхоäа f [x] < f [xP]. Такиì обра-
зоì, перехоä от äвухкритериаëüной заäа÷и при не-
опреäеëенности

〈Х, Y, { f (x, у), –Ф(x, y)}〉

к äвухкритериаëüной «заäа÷е ãарантий без неопре-
äеëенностей»

〈Х, { f(x, y) = f [x], – Ф(x, y) = –Ф[x]}〉

с посëеäуþщиì испоëüзованиеì векторноãо ìак-
сиìуìа (по Парето) позвоëяет «выйти» на явный
виä ãарантированноãо реøения с позиöии «риско-
нейтраëа».

Оäнако неäостаткоì преäпринятоãо зäесü поä-
хоäа выступает ориентаöия на «саìые пëохие»

(ìаëенüкие) исхоäы f(x, y) = f [x] и на «саìые

боëüøие» риски Ф(x, y) = Ф[x]. Осëабитü этот

неäо÷ет позвоëяет äруãой способ выбора ãаранти-
рованноãо по исхоäаì и рискаì реøения, ориен-

min
y
0

– y y
0

≤ ≤

max
y
0

– y y
0

≤ ≤ min
y Y∈

max
y Y∈

ßâíûé âèä ãàðàíòèðîâàííîãî ïî èñõîäàì è ðèñêàì ðåøåíèÿ (x
P
, f

P
, Ô

Ð
)

Сëу÷ай 1:

–α m (–Су
0 
– с)

Сëу÷ай 1а:
–∞ m b'x m –α

x
P
= –A

–1
(by

0 
+ a),

f
P
= [C – b'A–1

b](y0)2 
+ 2(c – a'A

–1
b)y0

 – a'A
–1

a,

Ф
Р 
= 0

Сëу÷ай 1б:

–α< b'x m (–Су
0
– с)

x
P 

= –A
–1

a,

f
P 

= C(y
0
)
2 
+ 2(c – a'A

–1
b)y

0 
– a'A

–1
a,

ФР = –b'A
–1

b(y0)2 > 0

Сëу÷ай 2:

(–Су
0
 – с) m – α m Су

0
 – c

Сëу÷ай 2а:

(–Су
0
 – с) < b'x m –α x

P
= – ,

f
P
= (x

P
)' x

P
 + 2(x

P
)'  – ,

ФР = –((xP)'A + b'y
0 
+ a' )A–1(Ax

P 
+ by

0 
+ a)

Сëу÷ай 2б:

– α < b'x < Су
0
 – c x

P
= – ,

f
P
= (x

P
)' x

P
 + 2(x

P
)'  – ,

Ф
Р 

= – ((x
P
)'A – b'y

0 
+ a' )A

–1
(Ax

P 
– by

0 
+ a)> 0

Сëу÷ай 3:

–α l Су
0
– с

Сëу÷ай 3а:

(Су
0 
–с) m b'x m–α

x
P
 = –A

–1
a,

f
P
 = C(y

0
)
2
 – 2(c – a'A

–1
b) y

0
 – a'A

–1
a,

ФР
 = –b'A

–1
b(y0)2 > 0

Сëу÷ай 3б:
–α < b'x < ∞

x
P
= A

–1
(by

0 
– a),

f
P 

= [C – b'A
–1

b] (y
0
)
2 
– 2(c – a'A

–1
b) y

0
 – a'A

–1
a,

Ф
Р 

= 0

2A
b

2

C
----------E

n
–

1–

2a b y
0 c

C
-----–⎝ ⎠

⎛ ⎞+⎝ ⎠
⎛ ⎞

A
b

2

C
----------E

n
– a b

c

C
-----–⎝ ⎠

⎛ ⎞ c
2

C
-----

2A
b

2

C
----------E

n
–

1–

2a b y
0 c

C
-----+⎝ ⎠

⎛ ⎞–⎝ ⎠
⎛ ⎞

A
b

2

C
----------E

n
– a b

c

C
-----–⎝ ⎠

⎛ ⎞ c
2

C
-----

min
y Y∈

max
y Y∈
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тированный на векторный ìаксиìин [22], разра-
ботка котороãо на÷ата в 1990 ã. оäниì из авторов
в книãе [23], бëизкой заäа÷е посвящено уже зна-
÷итеëüное ÷исëо пубëикаöий, из которых особо
отìетиì [24, 25].

4. ÌÀÊÑÈÌÈÍ ÏÎ ÑËÅÉÒÅÐÓ

4.1. Ôîðìàëèçàöèÿ âåêòîðíîãî ìàêñèìèíà

Рассìатриваеì äвухкритериаëüнуþ заäа÷у при
неопреäеëенности

Г = 〈Х, Y, F(x, y) = (F
1
(x, y), F

2
(x, y))〉, (19)

ориентаöия зäесü, в конöе конöов, на F
1
(x, y) =

= f(x, y), F
2
(x, y) = –Ф(x, y), ãäе f(x, y) — критерий

из заäа÷и (2), а Ф(x, y) — функöия риска по Сэвиä-
жу (1). Так же, как в заäа÷е (3), (4), в äвухкрите-

риаëüной заäа÷е (19) стратеãии ИО естü х ∈ Х ⊆ Rn,

÷истые неопреäеëенности y ∈ Y ⊆ Rm, наряäу с
÷истыìи буäеì испоëüзоватü «инфорìированные
неопреäеëенности» — m-ìерные вектор-функöии
y(х): Х → Y, в этоì сëу÷ае опреäеëенный на Х Ѕ Y
векторный критерий

F(x, y) = (F
1
(x, y(x)), F

2
(x, y(x))) = F(x, y(x)) =

= F [x] = (F
1
[x], F

2
[x]).

Пустü в критерии (19) «заìорожена» стратеãия
х ∈ Х, т. е. поëу÷аеì Г(x) = 〈x, Y, F(x, y)〉. Испоëü-
зуеì бинарные отноøения строãоãо поряäка (>) и

( ) из § 2.
Неопреäеëенностü y

S
(x) называется минимальной

по Слейтеру в заäа÷е Г(x), есëи F(x, y
S
(x))  F(x, y)

∀у ∈ Y; ìножество таких y
S
(x) обозна÷иì Y

S
(x).

Даëее испоëüзуеì обозна÷ение F(x, y
S
(x)) =

= F(x, y).

Определение 2. Стратеãия хS
 ∈ Х называется

максиминной по Слейтеру в заäа÷е (19), есëи су-
ществует «инфорìированная неопреäеëенностü»

(x) ∈ Y
S
(x) ∀ х ∈ Х, äëя которой

F(xS, (xS))  F(x, y
S
(x))

при всех х ∈ Х и y
S
(x) ∈ Y

S
(x). ♦

При этоì n-вектор хS называþт максиминной
по Слейтеру стратеãией в заäа÷е (19), саì вектор

F(xS, (xS)) — максимином по Слейтеру, а пару

(хS, F(xS, (xS))) назовеì максиминным по Слейте-

ру решением задачи Г.

Есëи воспоëüзоватüся обозна÷енияìи из § 2 и

F(x, y) = F(x, y
S
(x)) = F [x] ∀х∈ Х, (20)

F(x, y
S
(x)) = F(xS, (xS)), (21)

то анаëоãоì понятия ìаксиìина из п. 3.1 буäет

F(xS, (xS)) =  � F(x, y) =

= F(xS, y).

Операöия (20) соответствует нахожäениþ внут-
реннеãо ìиниìуìа (из п. 3.1), а операöия (21) —
операöии внеøнеãо ìаксиìуìа.

Замечание 7. Вектор F [x] = F(x, y
S
(x)) явëяется

векторной гарантией äëя кажäой стратеãии х ∈ Х.
Действитеëüно, из выражения (20) иìееì

F [x] = F(x, y),

и поэтоìу F [x]  F(x, y) ∀ у ∈ Y, т. е. при испоëü-
зовании ëþбой стратеãии х ∈ Х все коìпоненты
F

i
(x, y) вектора F(x, y) не ìоãут статü оäновреìенно

ìенüøиìи F
i
[x], i = 1, 2, ни при каких у ∈ Y. Такиì

образоì, F
 
[x] оãрани÷ивает убывание F(x, y) оäно-

вреìенно по äвуì коìпонентаì. Оäнако äëя оäних
и тех же стратеãий х ∈ Х

F
i
(x, y) m F

i
(x, y) ∀у ∈ Y,

и тоãäа

F
i
(x, y) m F

i
(x, y

S
(x)) ∀х ∈ Х,  i = 1, 2.

В этоì сìысëе ãарантии в строãо ãарантирован-
ноì по исхоäаì и рискаì реøении (сì. опреäеëе-
ние 1) покоìпонентно не боëüøе, ÷еì векторные
ãарантии F [x] из опреäеëения 2. Как раз этиì об-
стоятеëüствоì и вызван терìин «сильно» (ãаранти-
рованное реøение). ♦

Затеì, соãëасно выражениþ (21), из всех таких
векторных ãарантий выбрана в ка÷естве ìаксиìин-
ноãо по Сëейтеру реøения наибоëüøая в «вектор-
ноì сìысëе» (ìаксиìаëüная по Сëейтеру) по отно-

øениþ ко всеì коìпонентаì F [x], ибо F [x]  F [xS].

4.2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ

Пустü хS — ìаксиìинная по Сëейтеру стратеãия

в äвухкритериаëüной заäа÷е (19), а (xS)) — соот-

ветствуþщее зна÷ение неопреäеëенности. Соãëас-
но опреäеëениþ ìиниìуìа по Сëейтеру кажäоìу

>

>

MIN
y Y∈

S

yˆS

yˆS <

yˆS

yˆS

MIN
y Y∈

S

MAX
x X∈ y

S
x( ) Y

S
x( )∈,

S
yˆS

yˆS MAX
x X∈

S
MIN

y y
S

x( ) Y
S

x( )∈=

S

MIN
y Y∈

S

MIN
y Y∈

S

>

min
y Y∈

min
y Y∈

>

yˆS
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х ∈ Х ставится в соответствие ìножество ìини-
ìаëüных по Сëейтеру зна÷ений F(x, Y

S
(x)) вектор-

ноãо критерия F(x, y), т. е.

F(x, y)  F(x, y
S
(x)). (22)

Такиì образоì,

F(x, y
S
(x)) = � f(x, y).

Тоãäа из усëовия (22) сëеäует, ÷то при кажäых
х ∈ Х и y

S
(x) ∈ Y

S
(x) то÷ки ìножества F(x, Y ) =

= {F(x, y)⎪у ∈ Y } не ìоãут попастü внутрü пряìоãо
уãëа G(x, y

S
(x)) с верøиной в то÷ке F(x, y

S
(x)) (äëя

всех y
S
(x) ∈ Y

S
(x)). На рис. 2 указаны три таких

пряìых уãëа G(x, (x)), k = 1, 2, 3, оãрани÷ива-

þщих изìенение F(x, Y ) в þãо-запаäноì направ-
ëении. В ÷астности, такиì свойствоì обëаäаþт

ìаксиìинная стратеãия хS и соответствуþщая не-

опреäеëенностü (xS) (рис. 3).

С äруãой стороны, в усëовии (22) зна÷ение век-

торноãо критерия F(xS, (xS)) сравнивается с ìно-

жестваìи F(x, Y
S
(x)) при кажäоì фиксированноì

х ∈ Х. Эти ìножества сутü минимальные по Слей-
теру зна÷ения векторноãо критерия F(x, y) при
äанноì х. Тоãäа усëовие (22) озна÷ает, ÷то то÷ки
F(x, Y

S
(x)) при всех х ∈ Х и y

S
(x) ∈ Y

S
(x) не попаäаþт

внутрü пряìоãо уãëа L(xS, (xS)) с верøиной в той

же саìой то÷ке F(xS, (xS)), но направëенноãо

противопоëожно уãëаì G. На рис. 4 указаны распо-

ëожения трех ìножеств F(x(k), Y
S
(x(k))), k = 1, 2, 3,

относитеëüно то÷ки F(xS, (xS)).

Такиì образоì, ìаксиìин по Сëейтеру

F(xS, (xS)) оãрани÷ивает уãëоì L(xS, (xS)) рас-

пространение (в северо-восто÷ноì направëении)
ìиниìаëüных по Сëейтеру зна÷ений F(x, Y

S
(x))

∀х ∈ Х.

4.3. Ñóùåñòâîâàíèå

Утверждение 6. Если в однокритериальной задаче

при неопределенности Г(1) = 〈Х, Y, f(x, у)〉 множества

X ∈ compR
n, Y ∈ compR

m, а критерий f(x, у) непре-
рывен на Х ЅY, то для двухкритериальной задачи при
неопределенности

Г(1) = 〈Х, Y, F(x, у) = (F
1
(x, y) = f(x, y),

F
2
(x, y) = –Ф(x, y))〉

существует максиминное по Слейтеру решение

(хS, F(xS, (xS))) ∈ Х Ѕ R2.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Функöия риска по Сэвиäжу
Ф(х, у) непрерывна на Х ЅY (заìе÷ание 1). Тоãäа из
коìпактности Х, Y и непрерывности коìпонент F(x, у)

<

MIN
y Y

S
x( )∈

S

F
1

G(x, y
S

(x))
(1)

G(x, y
S

(x))
(2)

F(x, y
S

(x))
(1)

F(x, y
S

(x))
(2)

F(x, y
S

(x))
(3)

G(x, y
S
(x))

(3)
F
2

F(x,Y )

Рис. 2. Интерпретация множества Y
S
(x) при фиксированном х

F
1

G(x
S
, y

S
(x

S
))

F(x,Y )

F(x
S
, y

S
(x

S
))^

^

F
2

Рис. 3. Интерпретация эффекта векторной минимизации для

максиминной стратегии х
S

yS
k( )

yˆS

yˆ

yˆ

yˆS

yˆS

F
1

F(x  , Y
S
(x   ))

(2)

L(xS, y
S
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(2)
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S
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S
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на Х ЅY, а также из работы [23, с. 17—21] сразу сëеäует
существование ìаксиìинноãо по Сëейтеру реøения

(х
S
, F(x

S
, (x

S
))) заäа÷и Г

(1)
.

4.4. Çàäà÷à ñ «ðàçäåëåííûìè» êðèòåðèÿìè

Соãëасно опреäеëениþ 2, при «разäеëенноì»
(по стратеãияì и неопреäеëенностяì) векторноì

критерии F(x, у) = ϕ(х) + ψ(у), F, ϕ, ψ ∈ R2 заäа÷у
построения ìаксиìинноãо по Сëейтеру реøения

(хS, F(xS, (xS))) ìожно свести к сëеäуþщиì ÷е-

тыреì этапаì.

Этап 1. Дëя äвухкритериаëüной заäа÷и

Г
ϕ
 = 〈Х, ϕ(x)〉

найти все ìножество ХS ìаксиìаëüных по Сëейте-

ру стратеãий хS, т. е.

ϕ(хS)  ϕ(x) ∀х ∈ Х,  хS
 ∈ ХS,

затеì построитü ìножество ϕ(ХS) = {F(x)⎪х ∈ ХS}
ìаксиìуìов по Сëейтеру äëя заäа÷и Г

ϕ
.

Этап 2. Дëя äвухкритериаëüной заäа÷и Г
ψ
 =

= 〈Y, ψ(y)〉 найти все ìножество Y
S
 ìиниìаëüных

по Сëейтеру неопреäеëенностей у
S
 и ψ(Y

S
) =

= {ψ(у)⎪у ∈ Y
S
}, т. е.

ψ(у)  ψ(у
S
) ∀у ∈ Y, у

S
 ∈ Y

S
.

Этап 3. Сëожитü ìножества ϕ(ХS) + ψ(Y
S
),

наприìер, по правиëу ϕ(ХS) + ψ(Y
S
) = {ψ(Y

S
) +

+ ϕ⎪ϕ ∈ ϕ(ХS)}.

Этап 4. Построитü ìножество ìаксиìуìов по

Сëейтеру FS äëя ϕ(ХS) + ψ(Y
S
) и уже äëя то÷ки

F
S ∈ FS найти пару ϕS ∈ ϕ(ХS) и ψS

 
∈ ψ(Y

S
) таких,

÷то ϕS + ψS = F S. Затеì опреäеëитü по ϕS и ψS то÷-

ки хS и у
S
 соответственно: ϕS = ϕ(хS), ψS = ψ(у

S
).

Тоãäа ìаксиìинныì по Сëейтеру реøениеì буäет

(хS, ϕ(хS) + ψ(у
S
)).

Пример. Пустü в заäа÷е Г = 〈Х, Y, F(x, у)〉 äвух-
коìпонентный критерий F(x, у) = x + у, ìножества

Х = {х = (х
1
, х

2
)⎪  +  m c

2} (рис. 5), Y = {у =

= (у
1
, у

2
)⎪ –с m y

i
 m c, i = 1, 2}, ãäе c = const > 0 (рис. 6).

Даëее сëеäуеì по указанныì ÷етыреì этапаì.

Этап 1. Построиì ìножество ХS ìаксиìаëüных

по Сëейтеру стратеãий хS äвухкритериаëüной заäа-

÷и Г
ϕ
 = 〈Х, ϕ(x) = х〉. На рис. 5 ìножество ХS

 = ϕ(ХS)

обвеäено жирной ÷ертой (äуãа АВ), равенство иìе-
ет ìесто бëаãоäаря спеöиаëüноìу виäу критерия

ϕ(x) = (ϕ
1
(x), ϕ

2
(x)) = х = (х

1
, х

2
).

Этап 2. Найäеì ìножество Y
S
 ìиниìаëüных по

Сëейтеру неопреäеëенностей в äвухкритериаëüной
заäа÷е Г

ψ
 = 〈Y, ψ(y) = у〉, ìножество Y

S
 = ψ(Y

S
) вы-

äеëено жирной ÷ертой на рис. 6 (ëоìаная CDG).
Опятü-таки равенство вызвано виäоì критерия
ψ(y) = у.

Этап 3. Построиì ìножество ХS
 + Y

S
, äобавив

к кажäой то÷ке у
S
 ∈ Y

S
 выäеëеннуþ ÷етвертü ок-

ружности АВ. Множество ХS
 + Y

S
 заøтриховано на

рис. 7.

yˆ
S

yˆS

<

<

x
1

2
x
2

2

0

X
S

x
1
(ϕ

1
)

x
2
(ϕ

2
)

X

c

c

A

B

0

Y
S

y
2
(ψ

2
)

Y

c

c
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y
1
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Рис. 5. Множество Х
S

Рис. 6. Множество Y
S
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Этап 4. Множество ìаксиìуìов по Сëейтеру

äëя ХS
 + Y

S
 образуþт то÷ки жирной ëинии PQLMN

(сì. рис. 7). Наприìер, то÷ке М отве÷ает ìакси-

ìинное по Сëейтеру реøение (хS, F(хS, у
S
)), ãäе

х
S = (0, с), у

S
 = (с, –с), F(хS, у

S
) = хS

 + у
S
 = (с, 0) = М.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В статüе преäëожено äва поäхоäа к принятиþ
реøения в оäнокритериаëüной заäа÷е при неопре-
äеëенности, о неопреäеëенностях известны ëиøü
ãраниöы изìенения. В обоих поäхоäах ЛПР стре-
ìится не тоëüко увеëи÷итü исхоä, но и оäновре-
ìенно понизитü риск. Первый поäхоä базируется
на поäхоäящей ìоäификаöии ìаксиìина и на при-
нятии реøения в иерархи÷еской äвухуровневой
иãре, второй — на векторноì ìаксиìине. Найäен
явный виä первоãо реøения при ëинейно-кваäра-
ти÷ноì критерии.

Авторы бëаãоäарят реöензентов за заìе÷ания,
боëüøинство из которых у÷тено при поäãотовке
рукописи к пе÷ати.
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