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Впервые опреäеëение ãрубости (в сìысëе струк-
турной устой÷ивости) äëя автоноìных неëиней-
ных äинаìи÷еских систеì быëо äано в работе [1].
Достато÷ные и необхоäиìые усëовия такой ãру-
бости äëя автоноìных систеì второãо поряäка при
анаëити÷ности правых ÷астей этих систеì и ана-
ëити÷ности возìущаþщих функöий привеäены в
работах [1—3]. Поäробно вопросы структурной ус-
той÷ивости рассìотрены в работе [4]. Иной сìысë
иìеет опреäеëение ãрубости свойств äинаìи÷ес-
ких систеì, äанное в работе [5]. Опреäеëения и ус-
ëовия структурной устой÷ивости систеì [1, 4, 6, 7]
связаны с требованиеì существования ãоìеоìор-
физìа (взаиìно оäнозна÷ноãо и взаиìно непре-
рывноãо преобразования), обеспе÷иваþщеãо топо-
ëоãи÷ескуþ эквиваëентностü [8] фазовых портретов
невозìущенной и возìущенной систеì в некото-
рой окрестности состояния равновесия. Это тре-
бование существенно осëожняет нахожäение и
приìенение усëовий структурной устой÷ивости.

Есëи состояние равновесия невозìущенной äи-
наìи÷еской систеìы иìеет оäин из возìожных ха-
рактеров устой÷ивости (асиìптоти÷еская устой÷и-

востü, неасиìптоти÷еская устой÷ивостü, неустой-
÷ивостü) и нас интересуþт ëиøü усëовия, при
которых состояние равновесия возìущенной сис-
теìы буäет иìетü такой же характер устой÷ивости
при äостато÷но ìаëых возìущениях, то возникает
понятие ãрубости äинаìи÷еской систеìы в сìысëе
сохранения характера устой÷ивости. Опреäеëение
такой ãрубости äëя рассìатриваеìых в äанной ра-
боте кëассов неавтоноìных неëинейных äинаìи-
÷еских систеì и кëассов возìущаþщих функöий
äано äаëее в § 1.

Усëовие ãрубости в сìысëе сохранения харак-
тера устой÷ивости преäставëяет äëя практи÷еских
öеëей иссëеäования äинаìи÷еских систеì, в ÷аст-
ности, систеì управëения, пожаëуй, боëüøий ин-
терес, ÷еì усëовия ãрубости в сìысëе структурной
устой÷ивости, обеспе÷иваþщие сохранение топо-
ëоãи÷ескоãо типа фазовоãо портрета. Кроìе тоãо,
первое из этих усëовий ãрубости проще в приìе-
нении, так как в отëи÷ие от второãо усëовия не
требует существования ãоìеоìорфизìа, обусëов-
ëиваþщеãо топоëоãи÷ескуþ эквиваëентностü фа-
зовых портретов невозìущенной и возìущенной
систеì.

Усëовия ãрубости в сìысëе сохранения харак-
тера устой÷ивости äëя автоноìных неëинейных

Рассìотрены усëовия, при которых характер устой÷ивости состояния равновесия неав-
тоноìной неëинейной äинаìи÷еской систеìы произвоëüноãо поряäка ëяпуновскоãо ти-
па не изìеняется при äостато÷но ìаëых ëинейных и неëинейных возìущениях ее правой
÷асти (ãрубостü в сìысëе сохранения характера устой÷ивости). Неëинейные ÷ëены пра-
вых ÷астей уравнений невозìущенной систеìы и неëинейные возìущения этих правых
÷астей с÷итаþтся принаäëежащиìи øирокоìу кëассу неëинейных функöий, зависящих
в общеì сëу÷ае не тоëüко от фазовых переìенных, но и от вреìени; этот кëасс вкëþ÷ает
в себя как анаëити÷еские (по фазовыì переìенныì), так и разëи÷ных типов неанаëи-
ти÷еские функöии. Привеäены äостато÷ные усëовия указанной ãрубости.

Ключевые слова: неëинейная äинаìи÷еская систеìа, ãрубостü в сìысëе сохранения характера ус-
той÷ивости.
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äинаìи÷еских систеì  = Ax + ϕ(x), x ∈ Rn, при
преäпоëожении, ÷то коìпоненты неëинейных
функöий ϕ(x) и неëинейных возìущений ϕ

1
(x)

правой ÷асти этих систеì явëяþтся анаëити÷ески-
ìи функöияìи, рассìатриваëисü в работе [9].

Цеëü äанной статüи закëþ÷ается в поëу÷ении
усëовий указанной ãрубости äëя неавтономных не-

ëинейных äинаìи÷еских систеì  = Ax + ϕ(x, t),

x ∈ Rn, при преäпоëожении, ÷то коìпоненты не-
ëинейных по x функöий ϕ(x, t) и неëинейных по
x возìущений ϕ

1
(x, t) правой ÷асти этих систеì

принаäëежат не тоëüко к анаëити÷ескиì по x фун-
кöияì (при фиксированных зна÷ениях t l 0); т. е.
усëовия ãрубости рассìатриваþтся äëя боëее øи-
рокоãо кëасса неëинейных возìущений и боëее
øирокоãо кëасса исхоäных (невозìущенных) не-
ëинейных систеì.

1. ÓÑËÎÂÈß ÃÐÓÁÎÑÒÈ ÍÅÀÂÒÎÍÎÌÍÛÕ
ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Усëовия ãрубости буäеì рассìатриватü äëя
кëасса неавтоноìных неëинейных систеì ëяпу-
новскоãо типа

 = Ax + ϕ(x, t),  x ∈ Rn, (1)

иëи

 = a
ij
x
j
 + ϕ

i
(x

1
, ..., x

n
, t),  i = 1, ..., n,

ãäе a
ij
, i, j = 1, ..., n — постоянные эëеìенты кваä-

ратной ìатриöы A, ϕ
i
(x, t), ϕ

i
(0, t) = 0, i = 1, ..., n —

коìпоненты неëинейной (по x) векторной функ-
öии ϕ(x, t), непрерывно зависящей от t и обеспе-
÷иваþщей в некоторой коìпактной окрестности ε
то÷ки равновесия x = 0 систеìы (1) существова-
ние и еäинственностü ìаксиìаëüно проäоëженно-
ãо реøения этой систеìы.

Пустü функöии ϕ
i
(x, t) уäовëетворяþт в окрес-

тности ε оãрани÷итеëüныì усëовияì сëеäуþщеãо
виäа:

|ϕ
i
(x, t)| m w(x),  i = 1, ..., n,  t l 0,

x ∈ ε ⊂ Rn, (2)

ãäе w(x) ∈  — некоторая скаëярная непрерывно

äифференöируеìая опреäеëенно поëожитеëüная
функöия (w(0) = 0, w(x) > 0) при x ∈ ε, наприìер,
опреäеëенно поëожитеëüная кваäрати÷ная форìа.
Усëовия (2) озна÷аþт равноìернуþ оãрани÷ен-
ностü по t функöий |ϕ

i
(x, t)|.

Из соотноøений (2) сëеäуþт соотноøения

 = 0,  i = 1, ..., n,  t l 0,

x ∈ ε ⊂ Rn. (3)

Действитеëüно, так как функöия w(x) непре-

рывно äифференöируеìа (w(x) ∈ ), то ее при-

ращение Δw(x) = w(x) – w(0) = w(x) при перехоäе
из то÷ки (x = 0) ∈ ε в то÷ку (x ≠ 0) ∈ ε ìожно преä-
ставитü [10, 11] в виäе

Δw(x) = w(x) = x
j

 + o(x),

 = 0. (4)

Непрерывно äифференöируеìая функöия w(x)
явëяется опреäеëенно поëожитеëüной (w(0) = 0,
w(x) > 0 при (x ∈ ε) ≠ 0) и, сëеäоватеëüно, в то÷ке
x = 0 иìеет ìиниìуì, всëеäствие ÷еãо

 = 0,  j = 1, ..., n. (5)

У÷итывая равенства (5), из соотноøения (4)

иìееì w(x) = o(x),  = 0 иëи

 = 0. (6)

Из соотноøения (6), у÷итывая усëовия (2),
сëеäуþт, наконеö, соотноøения (3), справеäëи-
вые в ìножестве ε ½ [0, ×) при ëþбоì пути, обес-
пе÷иваþщеì стреìëение x к нуëþ. Эти соотно-
øения (3) озна÷аþт, ÷то рассìатриваеìые функ-
öии ϕ

i
(x, t), i = 1, ..., n при ëþбоì фиксированноì

t l 0 явëяþтся неëинейныìи по x функöияìи, не
соäержащиìи ëинейных по x составëяþщих.

Усëовияì (2) так же, как и сëеäуþщиì из них
усëовияì (3), уäовëетворяет øирокий кëасс неëи-
нейных по x функöий ϕ

i
(x, t), соäержащий как ана-

ëити÷еские по x, так и разëи÷ноãо типа неанаëи-
ти÷еские функöии: непрерывно äифференöируе-
ìые ëþбое коне÷ное ÷исëо раз, непрерывные.

При иссëеäовании ãрубости возìущение пра-
вой ÷асти исхоäной (невозìущенной) неëиней-
ной систеìы (1) буäеì рассìатриватü в виäе суì-
ìы ëинейноãо A'x и неëинейноãо ϕ

i
(x, t) возìуще-

ний. Возìущенная систеìа соответственно буäет
иìетü виä:

 = Ax + ϕ(x, t) + A'x + ϕ1(x, t),  x ∈ Rn, (7)

x
·

x
·

x
·

x
·

j 1=

n

∑

C
x

1

x ∞→

lim
ϕi x t,( )

x
---------------------

C
x

1

j 1=

n

∑
w x( )∂

xj∂
---------------

x 0=

x ∞→

lim o x( )

x
-----------

w x( )∂

xj∂
---------------

x 0=

x ∞→

lim o x( )

x
-----------

x ∞→

lim w x( )

x
------------

x
·
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ãäе кваäратная ìатриöа A' иìеет постоянные эëе-

ìенты  (i, j = 1, ..., n), которые при иссëеäова-

нии усëовий ãрубости неëинейных систеì (1) бу-
äеì с÷итатü äостато÷но ìаëыìи. Пустü векторная

функöия ϕ1(x, t) уäовëетворяет в окрестности ε оã-
рани÷итеëüныì усëовияì, которые анаëоãи÷ны
усëовияì (2):

| (x, t)| m w
в
(x),  i = 1, ..., n,  t l 0,

x ∈ ε ⊂ Rn, (8)

ãäе w
в
(x) ∈  — некоторая скаëярная непрерывно

äифференöируеìая опреäеëенно поëожитеëüная
функöия (w

в
(0) = 0, w

в
(x) > 0 при x ∈ ε). Поэтоìу

äëя функöий (x, t) ìожно поëу÷итü соотноøе-

ния, анаëоãи÷ные соотноøенияì (3):

 = 0,  i = 1, ..., n,  t l 0,

x ∈ ε ⊂ Rn. (9)

Из усëовий (8) и соответственно из усëовий (9),
о÷евиäно, сëеäует, ÷то рассìатривается øирокий

кëасс неëинейных возìущений (x, t), анаëо-

ãи÷ных кëассу неëинейных функöий ϕ
i
(x, t); при

w
в
(x) = w(x) эти кëассы совпаäаþт. Маëостü воз-

ìущений (x, t) в окрестности ε в äанной статüе

при рассìотрении усëовий ãрубости äостато÷но
рассìатриватü в C-ìетрике, ÷то виäно из äоказа-
теëüства привоäиìой ниже теореìы.

При иссëеäовании усëовий ãрубости неëиней-
ных систеì (1) буäеì исхоäитü из сëеäуþщеãо оп-
реäеëения.

Определение. Неëинейная неавтоноìная систе-
ìа (1), уäовëетворяþщая усëовияì (2) явëяется
ãрубой (в сìысëе сохранения характера устой÷и-
вости то÷ки равновесия x = 0 этой систеìы) по от-
ноøениþ к рассìатриваеìоìу кëассу возìущений

A'x + ϕ1(x, t), характеризуþщихся теì, ÷то неëи-

нейные возìущения ϕ1(x, t) уäовëетворяþт усëо-
вияì (8), а ëинейные возìущения A'x иìеþт äо-
стато÷но ìаëые коэффиöиенты ìатриöы A', есëи
при ëþбых указанных возìущениях характер ус-
той÷ивости то÷ки равновесия x = 0 возìущенной
систеìы (7) остается такиì же, как у то÷ки равно-
весия x = 0 невозìущенной систеìы (1). �

Иìеет ìесто сëеäуþщая теореìа, äаþщая äо-
стато÷ные усëовия ãрубости неëинейных неавто-
ноìных систеì (1) в сìысëе äанноãо опреäеëения.

Теорема. Нелинейная неавтономная система (1),
у которой нелинейные функции ϕ

i
(x, t) удовлетворя-

ют условиям (2), является по отношению к рас-

сматриваемому классу возмущений A'x + ϕ1(x, t) гру-
бой в смысле сохранения характера устойчивости ее
точки равновесия x = 0, если либо все корни харак-
теристического многочлена матрицы A расположе-
ны левее мнимой оси комплексной плоскости, либо
хотя бы один корень расположен правее этой оси при
любом расположении остальных корней. В первом
случае грубой является асимптотически устойчивая
нелинейная система (1), во втором случае груба не-
устойчивая система (1). �

Доказатеëüство теореìы привеäено в Приëоже-
нии.

Такиì образоì, из теореìы сëеäует, ÷то асиì-
птоти÷ески устой÷ивая неëинейная систеìа (1)
ãруба по отноøениþ к рассìатриваеìыì возìу-

щенияì A' x + ϕ1(x, t), есëи ее ëинеаризованная
систеìа

 = Ax (x ∈ Rn) (10)

асиìптоти÷ески устой÷ива, а неустой÷ивая систе-
ìа (1) ãруба по отноøениþ к указанныì возìуще-
нияì, есëи ее ëинеаризованная систеìа (10) неус-
той÷ива из-за наëи÷ия правых корней (т. е. корней
с поëожитеëüной äействитеëüной ÷астüþ) характе-
ристи÷ескоãо ìноãо÷ëена ìатриöы A. Распоëоже-
ние корней вне ìниìой оси явëяется äостато÷ныì
усëовиеì ãрубости неëинейной систеìы (1).

Теореìа распространяется, коне÷но, и на ÷ас-
тный сëу÷ай, коãäа в уравнении (1) ϕ(x, t) = ϕ(x);
в этоì сëу÷ае усëовия (2), о÷евиäно, иìеþт виä:
ϕ
i
(x) m w(x), i = 1, ..., n, ãäе w(x) по-прежнеìу яв-

ëяется некоторой непрерывно äифференöируеìой
опреäеëенно поëожитеëüной функöией.

При äоказатеëüстве теореìы испоëüзуется сëе-
äуþщая ëеììа, анаëоãи÷ная теореìаì первоãо ìе-
тоäа Ляпунова, но соответствуþщая сëу÷аþ, коãäа

в уравнении (1)  = Ax + ϕ(x, t) (x ∈ Rn) неëиней-
ная функöия ϕ(x, t) принаäëежит кëассу функöий,
уäовëетворяþщих усëовияì (2), который сущест-
венно øире кëасса анаëити÷еских функöий, рас-
сìатриваеìых в первоì ìетоäе.

Лемма. Пусть скалярные нелинейные функции
ϕ
i
(x, t), i = 1, ..., n, являющиеся компонентами век-

торной функции ϕ(x, t), входящей в правую часть не-
линейной системы (1), удовлетворяют условиям (2)
и, следовательно, условиям (3). Тогда достаточным
условием асимптотической устойчивости точки
равновесия x = 0 неавтономной нелинейной системы
(1) при любых функциях ϕ

i
(x, t) из рассматриваемого

класса является отрицательность вещественных
частей всех корней характеристического полинома
матрицы A, а достаточным условием неустойчивос-
ти точки равновесия x = 0 этой системы при любых

aij'

ϕi

1

C
x

1

ϕi

1

x ∞→

lim
ϕi

1
x t,( )

x
----------------------

ϕi

1

ϕi

1

x
·

x
·
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функциях ϕ
i
(x, t) из того же класса является поло-

жительность вещественной части хотя бы одного
корня характеристического полинома матрицы A.

Доказатеëüство ëеììы привеäено в Приëо-
жении.

Рассìотриì приìер приìенения теореìы. Ис-
сëеäуеì на ãрубостü в сìысëе сохранения характе-
ра устой÷ивости сëеäуþщуþ неëинейнуþ неавто-
ноìнуþ систеìу

 = x
2
 + (2 – e–t),

 = –x
1
 + ,

 = x
3
 + . (11)

То÷ка x = 0 явëяется то÷кой равновесия этой
систеìы. Докажеì вна÷аëе, ÷то существует такая
непрерывно äифференöируеìая опреäеëенно по-
ëожитеëüная функöия w(x), при которой неëиней-
ные функöии

ϕ
1
(x, t) = (2 – e–t),  ϕ

2
(x, t) = ,

ϕ
3
(x, t) = 

уäовëетворяþт усëовияì (2), опреäеëяþщиì воз-
ìожностü приìенения теореìы. Такой функöией

явëяется функöия w(x) = 2(  +  + ), ибо в øа-

ровой окрестности (  +  + ) m 1 то÷ки x = 0

äëя систеìы (11) выпоëняется усëовие (2):

|ϕ
1
(x, t)| = (2 – e–t) m w(x),

|ϕ
2
(x, t)| = | | m w(x),

|ϕ
3
(x, t)| = | |  m w(x),

ãäе w(x) = 2(  +  + ). Сëеäоватеëüно, теореìа

приìениìа äëя иссëеäования ãрубости систеìы
(11). Так как то÷ка равновесия x = 0 ëинейной сис-

теìы  = x
2
,  = – x

1
,  = x

3
, поëу÷енной ëи-

неаризаöией неëинейной систеìы (11), неустой-
÷ива (ибо этой ëинеаризованной систеìе соот-
ветствует оäин коренü справа от ìниìой оси), то,
соãëасно теореìе, то÷ка равновесия x = 0 неëиней-
ной систеìы (11) буäет ãрубой в сìысëе сохране-
ния характера устой÷ивости по отноøениþ к кëас-

су возìущений A' x + ϕ1(x, t), ãäе ìатриöа A' иìеет
äостато÷но ìаëые эëеìенты, а неëинейное возìу-

щение ϕ1(x, t) уäовëетворяет усëовияì (8). Это оз-
на÷ает, ÷то, так как соãëасно ëеììе систеìа (11)
неустой÷ива, то неустой÷ивой буäет и систеìа, по-
ëу÷енная возìущениеì систеìы (11).

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Доказательство леммы. Покажеì сна÷аëа, ÷то отри-
öатеëüностü вещественных ÷астей всех корней харак-
теристи÷ескоãо поëиноìа ìатриöы A явëяется äоста-
то÷ныì усëовиеì асиìптоти÷еской устой÷ивости то÷-
ки равновесия x = 0 неëинейной систеìы (1) при ëþ-
бых функöиях ϕ

i
(x, t), уäовëетворяþщиì усëовияì (2),

и, сëеäоватеëüно, усëовияì (3). Известно, ÷то есëи все
указанные корни иìеþт отриöатеëüнуþ вещественнуþ
÷астü, то уравнение в ÷астных произвоäных

(a
i1
x
1
 +a

i2
x
2
 + ... + a

in
x
n
)  = |x|2,  |x|2 = ,(П.1)

иìеет своиì реøениеì опреäеëенно отриöатеëüнуþ
кваäрати÷нуþ форìу V переìенных x

1
, x

2
, ..., x

n
 [12].

Левая ÷астü уравнения (П.1) преäставëяет собой про-

извоäнуþ в сиëу ëинейной систеìы (10)  = Ax от не-

известной функöии V(x). Произвоäная в сиëу неëиней-
ной систеìы (1) от опреäеëенно отриöатеëüной кваä-
рати÷ной форìы V буäет, о÷евиäно, иìетü виä:

 = |x|2 + ϕ
i
(x, t). (П.2)

Эта произвоäная в то÷ке x = 0 равна нуëþ.
Преобразуеì правуþ ÷астü соотноøения (П.2) так,

÷тобы äоказатеëüство äостато÷ности усëовий ëеììы
оказаëосü возìожныì не тоëüко äëя анаëити÷еских
функöий ϕ

i
(x, t), которые рассìатриваë Ляпунов, но и

äëя всяких функöий ϕ
i
(x, t), уäовëетворяþщих усëови-

яì (2) и, сëеäоватеëüно, усëовияì (3), т. е. также äëя
непрерывных и непрерывно äифференöируеìых коне÷-

ное ÷исëо раз функöий. Дëя этоãо, вынося |x|2 в правой
÷асти соотноøения (П.2) за скобку в виäе ìножитеëя и
испоëüзуя тожäество 1 = (1 – α) + α, ãäе α — ëþбое
поëожитеëüное ÷исëо ìенüøее еäиниöы (0 < α < 1),
преобразуеì соотноøение (П.2) к виäу

 = (1 – α)|x|2 + |x|2. (П.3)

Испоëüзуя соотноøение (П.3), покажеì, ÷то произ-
воäная dV/dt как функöия арãуìентов x и t явëяется в
некоторой окрестности то÷ки x = 0 опреäеëенно поëо-
житеëüной, так как она уäовëетворяет в этой окрест-
ности усëовиþ [5]:

 l q(x), (П.4)

ãäе q(x) — некоторая опреäеëенно поëожитеëüная фун-
кöия (q(0) = 0, q(x) > 0 при x ≠ 0). В ка÷естве функöии
q(x) ìожно принятü опреäеëенно поëожитеëüнуþ фун-
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кöиþ q(x) = (1 – α)|x|2. Это сëеäует из тоãо, ÷то в каж-
äой то÷ке некоторой äостато÷но ìаëой окрестности
ε
1
⊂ ε то÷ки x = 0 ìоäуëü

(П.5)

второãо сëаãаеìоãо в кваäратной скобке соотноøения
(П.3) ìенüøе первоãо сëаãаеìоãо α > 0 (тоãäа суììа
обоих сëаãаеìых в кажäой из указанных то÷ек окрест-
ности ε

1
 поëожитеëüна и, сëеäоватеëüно, как виäно из

соотноøения (П.3), при q(x) = (1 – α)|x|2 выпоëняется
соотноøение (П.4)). Действитеëüно, так как функöия
V(x) явëяется опреäеëенно отриöатеëüной кваäрати÷ной
форìой, то кажäая из произвоäных ∂V/∂x

i
, i = 1, ..., n,

явëяется ëинейной оäнороäной функöией и поэтоìу
ìоäуëü зна÷ения кажäоãо из выражений (∂V/∂x

i
)(1/|x|),

i = 1, ..., n оãрани÷ен в ëþбой окрестности то÷ки x = 0
оäниì и теì же ÷исëоì. Но в сиëу усëовий (3) окрест-
ностü ε

1
 то÷ки x = 0 ìожно выбратü так, ÷тобы зна÷е-

ния функöий ϕ
i
(x, t)/|x|, i = 1, ..., n быëи в то÷ках этой

окрестности стоëü ìаëы, ÷то при этоì ìоäуëü (П.5)
второãо сëаãаеìоãо в кваäратной скобке соотноøения
(П.3) становится в этих то÷ках ìенüøе первоãо сëаãае-
ìоãо α > 0.

Маëостü ìоäуëя (П.5) по сравнениþ с ÷исëоì α > 0
ìожно также äоказатü, приìеняя сëеäуþщуþ öепо÷ку
неравенств, в которых испоëüзуþтся, в ÷астности, оã-
рани÷итеëüные усëовия (2):

 m  m

m .

Так как, соãëасно соотноøениþ, (6) (w(x)/|x|) = 0,

то окрестностü ε
1
 ⊂ ε ìожно выбратü такой, ÷тобы пра-

вая ÷астü

öепо÷ки неравенств быëа в кажäой то÷ке окрестности
ε
1
 ìенüøе ÷исëа α. Но тоãäа, о÷евиäно,

 < α.

Итак, сказанное позвоëяет утвержäатü, ÷то в неко-

торой окрестности то÷ки x = 0 при q(x) = (1 – α)|x|2

выпоëнено соотноøение (П.4) и, сëеäоватеëüно, про-
извоäная dV/dt явëяется в этой окрестности при ëþбых
функöиях ϕ

i
(x, t), уäовëетворяþщих усëовияì (2), оп-

реäеëенно поëожитеëüной. А так как к тоìу же функ-
öия V(x) явëяется опреäеëенно отриöатеëüной и иìеет
бесконе÷но ìаëый высøий преäеë (ибо не зависит от t),
то соãëасно теореìе второãо ìетоäа Ляпунова об асиì-
птоти÷еской устой÷ивости, то÷ка равновесия x = 0 не-

ëинейной систеìы (1) буäет асиìптоти÷ески устой÷и-
вой при ëþбых функöиях ϕ

i
(x, t), уäовëетворяþщих ус-

ëовияì (2).
Пустü теперü вещественная ÷астü некоторых корней

характеристи÷ескоãо поëиноìа ìатриöы A поëожи-
теëüна. Покажеì, ÷то это явëяется äостато÷ныì усëо-
виеì неустой÷ивости то÷ки равновесия x = 0 неëиней-
ной систеìы (1) при ëþбых функöиях ϕ

i
(x, t), уäовëет-

воряþщих усëовияì (2). В сëу÷ае наëи÷ия указанных
корней äëя уравнения в ÷астных произвоäных

(a
i1
x
1
 + a

i2
x
2
 + ... + a

in
x
n
)  = |x|2 + λV,

как известно [12, 13], найäутся кваäрати÷ная форìа
V(x) и поëожитеëüное ÷исëо λ, которые уäовëетворяþт
этоìу уравнениþ, при÷еì форìа V(x) в скоëü уãоäно
ìаëой окрестности то÷ки x = 0 иìеет поëожитеëüные
зна÷ения. Взяв произвоäнуþ от этой форìы по вреìе-
ни в сиëу неëинейной систеìы (1), поëу÷иì

 = λV + W(x, t), (П.6)

ãäе

W(x, t) = |x|2 + ϕ
i
(x, t) = |x|2 .

Функöия W(x, t) совпаäает с правой ÷астüþ соотно-
øения (П.2) и соответственно ìожет бытü преäставëе-
на так же, как правая ÷астü соотноøения (П.3), кото-
рая как функöия арãуìентов x, t явëяется, как показа-
но выøе, опреäеëенно поëожитеëüной функöией при
ëþбых функöиях ϕ

i
(x, t), уäовëетворяþщих усëовияì

(2). Но тоãäа форìа V(x), произвоäная которой в сиëу
систеìы (1) привоäится к виäу (П.6), буäет уäовëетво-
рятü усëовияì второй теореìы о неустой÷ивости пря-
ìоãо ìетоäа Ляпунова [12]. Поэтоìу то÷ка равновесия
x = 0 неëинейной систеìы (1) буäет неустой÷ивой при
ëþбых функöиях, уäовëетворяþщих усëовияì (2).

Такиì образоì, äостато÷ныì усëовиеì тоãо, ÷то
при ëþбых функöиях ϕ

i
(x, t), уäовëетворяþщих усëо-

вияì (2), характер устой÷ивости неëинейной систеìы
(1) совпаäает с характероì устой÷ивости ëинейной
систеìы (10), явëяется то, ÷то ëибо все корни характе-
ристи÷ескоãо поëиноìа ìатриöы A распоëожены ëе-
вее ìниìой оси, ëибо некоторые из них распоëаãаþтся
правее этой оси. Леììа äоказана.

Доказательство теоремы. Наäо äоказатü, ÷то при ус-
ëовии теореìы, наëаãаеìоì на распоëожение корней
характеристи÷ескоãо ìноãо÷ëена ìатриöы A, характер
устой÷ивости то÷ки равновесия x = 0 систеì (1) и (7)
оäинаков при ëþбых рассìатриваеìых (сì. опреäеëе-

ние) возìущениях A'x, ϕ1(x, t).
По усëовиþ теореìы ëибо все указанные корни ëе-

жат ëевее ìниìой оси (тоãäа ëинейная систеìа (10)
асиìптоти÷ески устой÷ива), ëибо среäи этих корней
иìеþтся корни, ëежащие правее этой оси (то÷ка 0 сис-
теìы (10) неустой÷ива). При изìенении эëеìентов
ìатриöы A соответствуþщие ей корни изìеняþтся не-
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прерывно [14]. Поэтоìу есëи корни, соответствуþщие
ìатриöе A, все ëежат ëевее ìниìой оси, то при äоста-
то÷но ìаëых эëеìентах ìатриöы A' корни, соответству-
þщие ìатриöе A + A', также все буäут ëежатü ëевее
ìниìой оси. Сëеäоватеëüно, то÷ка равновесия x = 0
ëинейных систеì (10) и

 = (A + A' )x,  x ∈ Rn, (П.7)

буäут асиìптоти÷ески устой÷ивыìи. Но тоãäа, соãëас-
но ëеììе, асиìптоти÷ески устой÷ивыìи буäут то÷ки
равновесия x = 0 неëинейных систеì (1) и (7), так как
соответствуþщие этиì систеìаì неëинейные функ-

öии ϕ(x, t) и ψ(x, t) = ϕ(x, t) + ϕ1(x, t) не изìеняþт ха-
рактер устой÷ивости то÷ки равновесия x = 0. Заìетиì,

÷то коìпоненты ψ
i
(x, t) = ϕ

i
(x, t) + (x, t), i = 1, ..., n,

функöии ψ(x, t) уäовëетворяþт требуеìоìу усëовиþ
типа усëовия (2)

|ψ
i
(x, t)| m w

Σ
(x),  i = 1, ..., n,  t l 0,  x ∈ ε. (П.8)

Действитеëüно, |ψ
i
(x, t)| = |ϕ

i
(x, t) + (x, t)| m

m |ϕ
i
(x, t)| + | (x, t)|, но так как соãëасно усëовияì (2) и

(8) иìееì |ϕ
i
(x, t)| m w(x) и | (x, t)| m w

B
(x), t l 0, x ∈ ε,

то |ψ
i
(x, t)| m |ϕ

i
(x, t)| + | (x, t)| m w(x) + w

B
(x) = w

Σ
(x),

ãäе w
Σ
(x) — скаëярная непрерывно äифференöируеìая

опреäеëенно поëожитеëüная функöия, ибо соãëасно ус-
ëовияì (2) и (8) скаëярные функöии w(x), w

B
(x) непре-

рывно äифференöируеìы и опреäеëенно поëожитеëü-
ны. Из усëовия (П.8), о÷евиäно, сëеäует, ÷то функöии
ψ
i
(x, t) уäовëетворяþт усëовиþ

 = 0,

анаëоãи÷ноìу усëовиþ (3).
Есëи же среäи корней, соответствуþщих ìатриöе A,

иìеþтся корни, ëежащие правее ìниìой оси, то при
äостато÷но ìаëых эëеìентах ìатриöы A' ÷исëо правых
корней, соответствуþщих ìатриöе A + A', останется
прежниì в сиëу непрерывной зависиìости корней от
эëеìентов ìатриöы. Поэтоìу то÷ки равновесия x = 0
ëинейных систеì (10) и (П.7) буäут неустой÷ивыìи.

Но тоãäа на основании ëеììы буäут неустой÷ивыìи
то÷ки равновесия x = 0 неëинейных систеì (1) и (7),
ибо неëинейные функöии ϕ(x, t) и ψ(x, t) = ϕ(x, t) +

+ ϕ
1(x, t) не ìоãут изìенитü характер устой÷ивости

то÷ки равновесия x = 0.
Такиì образоì, при усëовиях теореìы характер ус-

той÷ивости неëинейных систеì (1) и (7) при рассìат-

риваеìых возìущениях A' x, ϕ1(x, t) остается оäинако-
выì. Теореìа äоказана.
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Митришкин Ю.В. Линейные модели управляемых динамических систем: учеб. пособие: в 2 ч. — Ч. 1. Уравнения

«вход — выход» и «вход — состояние — выход». — М.: Изд-во МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2008. — 222 с.: ил.

Рассмотрены линейные модели управляемых динамических систем в непрерывном времени с сосредоточенными параметрами,

представляемые в переменных «вход — выход» и в пространстве состояний: «вход — состояние — выход». Приведены сведения, не-

обходимые для понимания математического описания линейных моделей систем, из разделов функционального анализа и обыкно-

венных дифференциальных уравнений. Рассмотрены линейные скалярные SISO-модели (Single-Input-Single-Output: один вход — один

выход) и многомерные MIMO-модели (Multi-Inputs-Multi-Outputs: много входов — много выходов). Представлены простейшие числен-

ные примеры, иллюстрирующие линейные модели динамических систем. Приведена программа на языке MATLAB для получения вре-

менных и частотных характеристик динамических систем. Представлены результаты исследования с ее помощью моделей некоторых

элементарных динамических звеньев.
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