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Заäа÷а составëения расписания äëя ãрузовых
жеëезноäорожных перевозок иìеет ìноãо разëи÷-
ных аспектов и, несìотря на ряä существуþщих
успеøных ìоäеëей и ìетоäов поиска реøений, в
сиëу ìноãих спеöифи÷еских особенностей в раз-
ных преäìетных обëастях остается весüìа актуаëü-
ной. Общий поäхоä к созäаниþ интеëëектуаëüной
ìуëüтиаãентной систеìы управëения перевозо÷-
ныì проöессоì на жеëезноäорожноì транспорте
изëожен в работах [1, 2]. Описано составëение оп-
тиìаëüноãо расписания äвижения поезäов ìежäу
äвуìя станöияìи, соеäиненныìи оäнопутной же-
ëезной äороãой с разъезäоì [3, 4]. Рассìотрена
заäа÷а форìирования ãрузовых составов из иìеþ-
щихся на станöиях заказов и опреäеëения ìарø-
рутов и расписания их сëеäования по жеëезноäо-
рожной сети так, ÷тобы ìиниìизироватü суììар-

ное взвеøенное вреìя выпоëнения заказов [5].
Заäа÷и назна÷ения ëокоìотивов ãрузовыì соста-
ваì, оптиìизируþщие оäин иëи нескоëüко крите-
риев, с ìножествоì разнообразных оãрани÷ений
на функöионирование, физи÷еские параìетры и
бþäжет, составëяþт отäеëüный боëüøой кëасс за-
äа÷ составëения расписаний. Обзор и кëассифика-
öия ìоäеëей назна÷ения ëокоìотивов привеäены
в работе [6]; разëи÷ные ìоäеëи и аëãоритìы на-
зна÷ения ëокоìотивов äаны в работах [7—9].

При описании и форìаëизаöии преäìетной
обëасти о÷енü важен выбор языка и форìаëüноãо
аппарата äëя ìоäеëирования. Дëя реøения заäа÷
на äвуäоëüных ãрафах приìеняется ìноãоаãент-
ный поäхоä [10, 11]. Преäëожен ìетоä аукöионов,
ãäе, поìиìо ìноãоаãентноãо поäхоäа, приìеняþт-
ся стохасти÷еские и ãенети÷еские аëãоритìы [11].
В этой же работе впервые сфорìуëирована иäея
эвристи÷ескоãо разбиения вреìенноãо ãоризонта
пëанирования на атоìарные ÷асти, в преäеëах ко-
торых ìожно преäпоëожитü соответствие оäин к
оäноìу (ëокоìотив — поезä) и искатü ãëобаëüно-
оптиìаëüные (в суììе по атоìарноìу интерваëу)

Работа посвящена форìаëüной постановке и реøениþ заäа÷и, возникаþщей при рас-
преäеëении ëокоìотивов ìежäу составаìи äëя осуществëения ãрузовых жеëезноäорож-
ных перевозок с заранее заäанныì ãрафикоì. Цеëü состоит в тоì, ÷тобы опреäеëитü, äо-
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паросо÷етания ìетоäоì заäа÷и о назна÷ениях. В ре-
зуëüтате форìируется «вреìенной фронт назна-
÷ений» распространяþщийся по всеìу ãоризонту
пëанирования. В работе [12] пробëеìа назна÷ения
ëокоìотивов ãрузовыì составаì реøается поис-
коì ëокаëüно-оптиìаëüных паросо÷етаний ìежäу
äвуìя спискаìи (ëокоìотивов и поезäов) на каж-
äой станöии. При этоì ìиниìизируется ÷исëо
ëокоìотивов; äëя поиска реøения испоëüзуþтся
преäëоженные автораìи эвристики. В работе [13]
преäставëен аëãоритì реøения заäа÷и о назна÷е-
нии ëокоìотивов, основанный на разработанных
аëãоритìах форìирования ìножества ìаксиìаëü-
ных (по вкëþ÷ениþ) путей ориентированноãо ãра-
фа и покрытия верøин ориентированноãо ãрафа
построенныì ìножествоì ìаксиìаëüных путей.

В работах [14, 15] реøается заäа÷а оптиìаëüно-
ãо поäбора тяãовых ресурсов äëя ãрузовых жеëез-
ноäорожных перевозок. Автораìи построена ìо-
äеëü, öеëü которой закëþ÷ается в тоì, ÷тобы äëя
заäанноãо ãрафика, состоящеãо из вреìен отправ-
ëения составов с на÷аëüных станöий и их прибы-
тия на коне÷ные станöии (опреäеëяеìых скоростя-
ìи äвижения), а также на÷аëüноãо ìножества ëо-
коìотивов, заäатü оптиìаëüный пëан перевозок —
назна÷итü кажäоìу составу ëокоìотив такиì об-
разоì, ÷тобы быëи осуществëены все перевозки и
непроизвоäитеëüное вреìя ëокоìотивов быëо ìи-
ниìаëüныì. В проöессе построения ìоäеëи на ãра-
фиковой (пространственно-вреìенной) пëоскости
строится аëüтернативный ãраф [16], в котороì,
кроìе ìарøрутов составов, присутствуþт также
виртуаëüные ребра нескоëüких типов: ребра поä-
öепки, переöепки и терìинаëüные ребра. Графы,
соäержащие ребра разных типов, не все из кото-
рых äоступны, рассìатриваþтся в ìоäеëях ãрафов
с нестанäартной äостижиìостüþ [17, 18]. Потоки,
проöессы рассеяния, а также саìи ãрафовые ха-
рактеристики (такие, как крат÷айøие пути) в этих
ãрафах отëи÷аþтся от обы÷ных. Соответственно,
поäверãаþтся ìоäификаöии и станäартные аëãо-
ритìы äëя их поиска [19, 20]. С этой особенностüþ
стаëкивается и описанная äаëее ìоäеëü.

Заäа÷а, которая буäет реøатüся в настоящей
статüе, состоит в тоì, ÷тобы äо поиска оптиìаëüно-
ãо пëана назна÷ений, описанноãо в работе [14, 15],
опреäеëитü, явëяется ëи ãрафик перевозок выпоë-
ниìыì при заäанноì ÷исëе и на÷аëüноì распоëо-
жении ëокоìотивов, и есëи он невыпоëниì, найти
выпоëниìый поäãрафик ìаксиìаëüной ìощности.
Испоëüзуется иäея построения и распространения
вреìенноãо фронта вäоëü ãоризонта пëанирова-
ния, схоäная с описанной в работе [11]. Оäнако
поìиìо отëи÷ий в поäхоäах и ìетоäах описания
сäвиãа фронта, приìеняеìых в преäëаãаеìой ра-
боте, ãëавная ее отëи÷итеëüная ÷ерта состоит в
сìещении öеëи ìоäеëирования. Вìесто заäа÷и по-

иска оптиìаëüноãо назна÷ения ëокоìотивов ре-
øается боëее ÷астная пробëеìа: опреäеëение ìак-
сиìаëüноãо поäãрафика перевозок, äëя котороãо
заäанное ìножество ëокоìотивов при заäанноì их
на÷аëüноì распоëожении явëяется äостато÷ныì.

1. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÌÎÄÅËÈ È ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Рассìотриì у÷асток жеëезной äороãи с k стан-
öияìи.

Множество станöий S = {S
0
, ..., S

k
} ëинейно

упоряäо÷енное.
В ìоäеëи ввоäится äискретное вреìя T = {1,

2, ..., T
fin

}. Горизонт пëанирования T
fin

 составëяет,

как правиëо, 24—48 ÷.
Множество составов и их траекторий äвижения

Tr = {Tr1, ..., Tr
n
}.

Множество ëокоìотивов L = {L1, ..., Lm
}.

На÷аëüное поëожение составов и ëокоìотивов
заäается отображенияìи:

f
Tr_start

: Tr → (T, S);  f
L_start

: L → (T, S).

Цеëевое состояние äëя составов заäается отоб-
ражениеì:

f
Tr_goal

: Tr → (T, S).

Заäа÷а перевозки форìуëируется в терìинах
пространственно-вреìенноãо ãрафика.

На ãрафиковой пëоскости (пространственно-
вреìенноì ãрафике) заäан пëан перевозок ãрузо-
вых составов на отрезке [0, T

fin
]. На этой же пëос-

кости заäано ìножество ëокоìотивов (рис. 1). За-
äа÷а состоит в тоì, ÷тобы кажäоìу составу на-
зна÷итü, как ìиниìуì, оäин ëокоìотив äëя еãо
перевозки. Локоìотивы ìоãут äвиãатüся порожня-
коì от станöии прибытия преäыäущеãо состава к
станöии отправëения сëеäуþщеãо. Оптиìизаöия
построенных назна÷ений в настоящуþ заäа÷у не
вкëþ÷ается.

Рис. 1. Графиковая плоскость с заданными перевозками и локо-
мотивами
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1.1. Äîïóùåíèÿ ìîäåëè

При построении ìоäеëи приìеì ряä упроще-
ний.
� Локоìотивы характеризуþтся äвуìя атрибута-
ìи: допустимой областью тяги (пëе÷о, äоìен ëо-
коìотива) и грузоподъемностью. В первой версии
ìоäеëи буäеì поëаãатü, ÷то все ëокоìотивы и со-
ставы нахоäятся в общей обëасти тяãи и ÷то ãру-
зопоäъеìности ëþбоãо ëокоìотива äостато÷но äëя
ëþбоãо состава.
� На протяжении всеãо пути состав не ìеняет ëо-
коìотив, т. е. сохраняется соответствие (Tr

i
, L

j
).

� Скорости всех ëокоìотивов при осуществëении
перевозки составов оäинаковы, не зависят от ха-
рактеристик составов, постоянны и равны v.
� Скорости ëокоìотивов и составов v заäаþтся
такиì образоì, ÷то в них у÷итывается вреìя поä-
öепки и переöепки ëокоìотива к составу. Такиì
образоì, переöепка ëокоìотива ìожет бытü осу-
ществëена в оäной то÷ке ãрафиковой пëоскости
(t, S

i
). На рис. 1 такая переöепка ëокоìотива воз-

ìожна ìежäу ëоко-сëотаìи Tr
1
 и Tr

4
 в ìоìент t = 5.

� Поезäа не конкурируþт при отправëении со
станöии. В кажäый ìоìент вреìени с оäной стан-
öии в оäноì направëении отправëяется не боëее
оäноãо поезäа. Вреìя ìежäу отправëенияìи поез-
äов всеãäа не ìенее заäанноãо интерваëа безопас-
ности.
� Поезäа не конкурируþт за пути: все перевозки,
преäставëенные на ãрафиковой пëоскости, выпоë-
ниìы.
� Станöии распоëожены ëинейно в поряäке воз-
растания ноìеров. Такиì образоì:

— ãраф жеëезноäорожной сети явëяется прос-
тыì путеì;

— ìарøрут ìежäу ëþбыìи äвуìя станöияìи
опреäеëен оäнозна÷но;

— äëя расстояний ìежäу станöияìи выпоëня-
ется равенство

|S
i – 1, Si + 1| = |S

i – 1, Si
| + |S

i
, S

i + 1|.

1.2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Определение 1. Отрезки, заäаþщие траектории
äвижения составов на ãрафиковой пëоскости, бу-
äеì называтü локо-слотами. ♦

Это название озна÷ает, ÷то кажäый отрезок Tr
i

преäставëяет собой потенöиаëüный сëот äëя поä-
öепки ëокоìотива.

Все ëоко-сëоты иìеþт оäинаковые уãëы накëо-
на, танãенсы которых равны v и –v, ãäе v = const —
скорости ëокоìотивов.

Определение 2. Графиком G называется объ-
еäинение всех ëоко-сëотов на ãрафиковой пëос-
кости. ♦

Есëи ëокоìотива, способноãо бытü поäöепëен-
ныì к ëоко-сëоту Tr

i
, не существует, перевозка не

ìожет бытü выпоëнена. В этоì сëу÷ае не ìожет
бытü выпоëнен и весü ãрафик. В äанной версии
ìоäеëи буäеì с÷итатü, ÷то ãрафик фиксирован и
ëоко-сëоты не сäвиãаþтся.

Произвоëüноìу ëоко-сëоту Tr
i
 ìожно поставитü

в соответствие все ëокоìотивы, äëя которых еãо

станöия отправëения  äостижиìа в ìоìент вре-

ìени , ãäе f
Tr_start

(Tr
i
) = ( , ). Опреäеëиì, ка-

кие ëоко-сëоты буäут äоступны äëя произвоëüноãо

ëокоìотива L
j
, такоãо, ÷то f

L_start
(L

j
) = ( , ).

Определение 3. Конусом скорости локомотива
Cone(L

j
) называется пространственно-вреìенной

конус на ãрафиковой пëоскости с верøиной в то÷-

ке f
L_start(Lj

) = ( , ), образованный äвуìя пря-

ìыìи, танãенс уãëа накëона которых равен v и —v,
соответственно. ♦

Дëя кажäоãо ëокоìотива все äоступные ëоко-
сëоты нахоäятся в конусе скорости (рис. 2). Заìе-
тиì, ÷то уãëы накëонов ëоко-сëотов и направëя-
þщих конуса скорости ëокоìотива оäинаковы,
поэтоìу, есëи на÷аëо некотороãо ëоко-сëота ëе-
жит в äанноì конусе скорости, то в этоì конусе
ëежит весü ëоко-сëот öеëикоì.

Из рис. 2 виäно, ÷то конус скорости еäинствен-
ныì образоì заäает вреìена, в которые äанный
ëокоìотив ìожет ãарантированно оказатüся на ука-
занной станöии. Так, он ìожет запоëнитü сëоты,
на÷инаþщиеся в станöии S2 не ранее t = 2, S4 не

ранее t = 3 и S
1
 не ранее t = 4.

Определение 4. Все возìожные виртуаëüные
ребра, веäущие из ëокоìотивов в на÷аëüноì со-
стоянии к на÷аëüныì верøинаì ëоко-сëотов, ëе-
жащиì в их конусах скорости, буäеì называтü реб-
рами подцепки. ♦

Рис. 2. Конус скорости локомотива L
j

Spi

tli
tli

Spi

tlj
Spj

tlj
Spj
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За вреìя, составëяþщее ãоризонт пëанирова-
ния, как правиëо, кажäый ëокоìотив перевозит
боëее оäноãо состава, поэтоìу, кроìе ребер поä-
öепки ëокоìотивов, существуþт также ребра пе-
рецепки.

Определение 5. Все возìожные виртуаëüные
ребра, веäущие из конöов оäних ëоко-сëотов в на-
÷аëа äруãих, ëежащие в их конусах скорости, буäеì
называтü ребрами перецепки. ♦

Кажäый ëокоìотив, закон÷ив своþ работу на
проìежутке вреìени [0, T

fin
], äвижется во вреìени

к ãоризонту пëанирования, обозна÷енноìу на ãра-
фике вертикаëüной ëинией. Все ребра, веäущие к
этой ëинии от ëокоìотивов и перпенäикуëярные
ей, буäеì называтü терминальными. Локоìотивы
ìоãут перехоäитü в состояние T

fin
 из своеãо на÷аëü-

ноãо состояния (есëи они не у÷аствоваëи в пере-
возках) и из всех конöов ëоко-сëотов (рис. 3).

На ãрафике (сì. рис. 3) присутствуþт ÷етыре
терìинаëüных ребра: по оäноìу из на÷аëüных по-
зиöий ëокоìотивов и из конöов äвух ëоко-сëотов.

Замечание 1. Танãенсы уãëов накëона ребер
поäöепки и переöепки ìоãут приниìатü ëþбые
зна÷ения из äиапазона [–v, v]. На рисунках эти
ребра преäставëены отрезкаìи, в которых среäняя
скоростü ëокоìотива ìожет бытü по абсоëþтной
веëи÷ине ìенüøе v. Такие отрезки — упрощение
ìоäеëи. Они заìеняþт ëоìаные ëинии, состоя-

щие из ãоризонтаëüных у÷астков (соответствуþ-
щих простоþ ëокоìотивов) и из у÷астков с накëо-
ноì, равныì ±v, соответствуþщих äвижениþ. ♦

Ввеäеì äве фиктивные верøины: исто÷ник S,
из котороãо выхоäят связи ко всеì ëокоìотиваì, и
сток t, к котороìу веäут связи от всех окон÷аний
терìинаëüных ребер (рис. 4).

Такиì образоì, в ãрафе существуþт ÷етыре ти-
па ребер, три из которых виртуаëüные. Ребра поä-
öепки и переöепки и терìинаëüные ребра буäеì
называтü альтернативными ребрами графа.

Определение 6. Простым путем Path
i
 называет-

ся путü из исто÷ника äо стока, соäержащий аëü-
тернативные и терìинаëüные ребра тоëüко äëя ëо-
коìотива L

i
 (÷исëо ëоко-сëотов в простоì пути

произвоëüно). Простой путü, состоящий тоëüко из
терìинаëüноãо ребра, буäеì называтü тривиаль-
ным.

Определение 7. Покрытием C графика G на аëü-
тернативноì ãрафе называется такое объеäинение

простых путей C = Path
i
, ÷то:

— они попарно не пересекаþтся Path
i
 ∩ Path

j
 =

= ∅ ∀i, j ∈ ;

— их объеäинение соäержит весü ãрафик G.
Определение 8. График называется выполни-

мым, есëи äëя äанноãо ìножества и на÷аëüноãо
поëожения ëокоìотивов существует еãо покрытие.

Определение 9. Есëи äëя äанноãо ãрафика пок-
рытия не существует, ãрафик называется невыпол-
нимым, а ÷исëо ëокоìотивов при äанноì их на÷аëü-
ноì разìещении называется недостаточным. ♦

Есëи ÷исëо ëокоìотивов неäостато÷но, буäеì
рассìатриватü частичное покрытие С

part
 ãрафика G,

уäовëетворяþщее первоìу усëовиþ опреäеëения
покрытия.

Определение 10. Части÷ное покрытие ãрафика
С

part
 буäеì называтü максимальным по включению

(максимальным), есëи äëя äанноãо на÷аëüноãо рас-
поëожения ëокоìотивов не существует покры-

тия , состоящеãо из таких простых путей, ÷то

Path
j
 ⊆ , j ∈ , при÷еì, хотя бы оäин из

них соäержит оäноиìенный путü из покрытия С
part

в ка÷естве собственноãо поäìножества: ∃ :

Path
i
 ⊂ .

2. ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÅ ×ÈÑËÀ ËÎÊÎÌÎÒÈÂÎÂ
È ËÎÊÎ-ÑËÎÒÎÂ

Сфорìуëируеì критерий существования поë-
ноãо покрытия ãрафика в терìинах ÷исëа ëоко-
ìотивов и их на÷аëüноãо распоëожения. Есëи ëо-
коìотивов неäостато÷но äëя перевозки всех со-

Рис. 3. Ребра подцепки и перецепки и терминальные ребра

Рис. 4. Источник и сток

i 1=

m

U

1 m,

Cpart
*

Pathj
* 1 m,

Pathi
*

Pathi
*
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ставов (запоëнения всех ëоко-сëотов), то äоëжно
бытü найäено ìаксиìаëüное по вкëþ÷ениþ пок-
рытие. Есëи ÷исëо ëокоìотивов избыто÷но, воз-
никает пробëеìа отсе÷ения реøений, при которых
заäействуþтся ëиøние ëокоìотивы. Эта пробëеìа
своäится к заäа÷е реäукöии ìножества ëокоìоти-
вов äо ìиниìаëüно äостато÷ноãо. Реäуöироватü
ìножество ëокоìотивов ìожно уто÷нениеì весов
аëüтернативных ребер — этоìу буäут посвящены
наøи äаëüнейøие иссëеäования. В настоящей ра-
боте сконöентрируеìся на заäа÷е опреäеëения äо-
стато÷ности ëокоìотивов и поиске ìаксиìаëüноãо
÷асти÷ноãо покрытия, есëи ëокоìотивов неäоста-
то÷но. Зäесü и äаëее поä «ìаксиìаëüныì» ÷асти÷-
ныì покрытиеì буäеì пониìатü покрытие, ìак-
сиìаëüное по вкëþ÷ениþ (сì. опреäеëение 10).

Понятие неäостато÷ности (как и понятие избы-
то÷ности) нефорìаëüно впоëне о÷евиäно. Преä-
приìеì попытку еãо форìаëизаöии.

Пример. Дëя ãрафика на рис. 5 завеäоìо не сущест-
вует покрытия.

В ситуаöии, преäставëенной на рис. 5, существуþт
три ÷асти÷ных покрытия, кажäое из которых соответс-
твует отäеëüноìу терìинаëüноìу ребру. Два из них —
нетривиаëüны. Ясно, ÷то оптиìаëüныì из этих äвух ÷ас-
ти÷ных покрытий явëяется покрытие, вкëþ÷аþщее ëо-
ко-сëот Tr

1
: поскоëüку станöия S

3
, на÷аëüная äëя ëоко-

ìотива, бëиже к станöии S
4
, ÷еì к станöии S

1
 (откуäа

на÷инаþтся ëоко-сëоты Tr
1
 и Tr

2
 соответственно), а

про÷ие усëовия äëя äвух поäöепок оäинаковы. ♦
Дëя тоãо ÷тобы узнатü, äостато÷но ëи ÷исëо ëо-

коìотивов äëя äанноãо ãрафика, воспоëüзовавøисü
опреäеëениеì, необхоäиìо среäи всех возìожных
коìбинаöий простых путей найти ту, которая яв-
ëяется покрытиеì ãрафика. Это труäоеìкая заäа-
÷а. Есëи ëокоìотивов неäостато÷но, требуется
поëный перебор, ÷тобы в этоì убеäитüся. Жеëа-
теëüно сфорìуëироватü боëее ëеãко проверяеìый
критерий äостато÷ности ëокоìотивов. Дëя этоãо
сна÷аëа ввеäеì äопоëнитеëüные опреäеëения.

Определение 11. Проекöиþ ëоко-сëота Tr
i
 на

осü вреìени буäеì называтü интервалом движе-

ния состава Tr
i
 и обозна÷атü как :  =

= [t( f
Tr_start

(Tr
i
)), t( f

Tr_goal
(Tr

i
))].

Определение 12. Пересечением локо-слотов бу-
äеì называтü пересе÷ение их интерваëов äвиже-

ния:  ∩ .

Определение 13. Мощностью пересечения локо-
слотов p

I
 внутри некотороãо интерваëа I = [t

1
, t

2
]

буäеì называтü ìаксиìаëüное ÷исëо ëоко-сëотов,
пересе÷ение которых непусто и принаäëежит ин-
терваëу I. ♦

Так, на всеì ãоризонте пëанирования äëя ãра-
фика, преäставëенноãо на рис. 5, ìощностü пере-
се÷ения p

I
 = 0, äëя ãрафика, преäставëенноãо на

рис. 6, p
I
 = 2.

Утверждение 1 (необхоäиìое усëовие äоста-
то÷ности ëокоìотивов). Для того чтобы график,
представленный объединением локо-слотов, был вы-
полним, необходимо, чтобы мощность пересечения
локо-слотов на интервале горизонта планирования
I = [0, T

fin
] не превосходила числа локомотивов.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Дëя существования покрытия
ãрафика на интерваëе ìаксиìаëüноãо пересе÷ения ëо-
ко-сëотов необхоäиìо, ÷тобы кажäоìу из пересекаþ-
щихся ëоко-сëотов соответствоваë свой ëокоìотив. Ес-
ëи ëокоìотивов ìенüøе, это озна÷ает, ÷то покрытия не
существует. Тоãäа ëокоìотивов неäостато÷но по опре-
äеëениþ. ♦

Усëовие утвержäения 1 явëяется необхоäиìыì
äëя выпоëниìости ãрафика, оäнако äаëеко не всеã-
äа äостато÷ныì. В неì описывается ситуаöия,
коãäа нескоëüко поезäов äоëжны äвиãатüся оäно-
вреìенно. Тоãäа, есëи ÷исëо ëокоìотивов ìенüøе
÷исëа äвижущихся поезäов, их завеäоìо не хватает.

Вторая ситуаöия нехватки закëþ÷ается в тоì,
÷то интерваë ìежäу прибытиеì поезäа Tr

i
 на стан-

öиþ S
j
 и отравëениеì поезäа Tr

k
 со станöии S

l
,

ìенüøе, ÷еì вреìя переãона ëокоìотива от стан-
öии S

j
 äо станöии S

l
 (пëþс вреìя необхоäиìое

на отöепку-приöепку ëокоìотива с поезäоì) (сì.
рис. 6).

Рис. 5. Два локо-слота с пересекающимися проекциями на шкалу
времени и один локомотив

ITri
ITri

ITri
ITrj

Рис. 6. Недостаточность локомотивов при непересекающихся
локо-слотах
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В ãрафике на рис. 6 äëя ëокоìотива L
1
 ребро

переöепки, обозна÷енное пунктироì, не явëяется
äоступныì, поскоëüку на÷аëо ëоко-сëота Tr

2
 ëе-

жит вне конуса скорости с верøиной в окон÷ании
ëоко-сëота Tr

1
.

3. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÑÄÂÈÃÀ ÔÐÎÍÒÀ

3.1. Îïèñàíèå àëãîðèòìà

Дëя ëþбоãо фиксированноãо ãрафика заäаäиì
рекурсивный аëãоритì построения покрытия, ко-
торый назовеì алгоритмом сдвига фронта. Аëãо-
ритì, который опреäеëяет, äостато÷но ëи ÷исëо ëо-
коìотивов, äоëжен строитü покрытие всеãäа, коãäа
оно существует. Есëи покрытие ìожет бытü пост-
роено, ëокоìотивов äостато÷но.

В ãрафиках приìеì такуþ нуìераöиþ ëоко-
сëотов, ÷то i < j äëя Tr

i
 и Tr

j
, есëи и тоëüко есëи

t( f
Tr_start(Tr

i
)) ≤ t( f

Tr_start(Tr
j
)). Такиì образоì, ëоко-

сëоты упоряäо÷ены по вреìени отправки поезäов.
Определение 14. Фронт — это виртуаëüная ëо-

ìаная ëиния, соеäиняþщая на÷аëа l ëоко-сëотов с
саìыìи ìаëенüкиìи ноìераìи, äостижиìых из
то÷ек старта l ëокоìотивов, l ≤ m, ãäе m = |L| — ÷ис-
ëо ëокоìотивов. ♦

Иныìи сëоваìи, фронт — это те выбранные ëо-
ко-сëоты, кажäоìу из которых к ìоìенту еãо на-
÷аëа ìожно поставитü во взаиìно оäнозна÷ное со-
ответствие äоступный ëокоìотив.

Фронт распространяется сëева направо такиì
образоì, ÷тобы по возìожности ни оäин ëоко-
сëот не быë пропущен. То÷ки старта ëокоìотивов
ìоãут бытü распреäеëены не тоëüко в пространс-
тве, но и во вреìени. (Наприìер, ëокоìотив L3 —

сì. на рис. 1 — становится äоступныì тоëüко в ìо-
ìент вреìени t = 5.) Локоìотив вкëþ÷ается в аë-
ãоритì, коãäа он впервые оказывается позаäи (ëе-
вее) иäущеãо фронта. Есëи какой-то ëоко-сëот
посëе прохожäения фронта ÷ерез еãо на÷аëо остаë-
ся незапоëненныì, это озна÷ает, ÷то покрытия

äанноãо ãрафика не существует (пока это ÷астü оп-
реäеëения — äëя конкретноãо аëãоритìа построе-
ния фронта это утвержäение буäет нужäатüся в äо-
казатеëüстве). При запоëнении (и прохожäении)
ëоко-сëотов, форìируþщих фронт с ноìероì k,
ëокоìотивы попаäаþт в новые то÷ки ãрафиковой
пëоскости, и их поëожение опреäеëяет фронт k + 1.

Рассìотриì аëãоритì сäвиãа фронта на приìе-
ре. Пустü ãрафик преäставëяет собой ëоко-сëоты,
заäанные на рис. 7. Пустü, кроìе этоãо, иìеþтся
три ëокоìотива, стартуþщих в нуëевой ìоìент
вреìени.

Шаги алгоритма. Все ëоко-сëоты, на÷аëа кото-
рых ëежат в конусе скорости ëокоìотива, соеäи-
ниì с äанныì ëокоìотивоì ребраìи поäöепки.
Дëя ãрафика (рис. 7) соответствия ìожно заäатü
табëиöей, в я÷ейках которой пере÷исëены ноìера
äоступных ëоко-сëотов:

Поскоëüку ëокоìотивов три, ìожет бытü поä-
öепëено не боëее трех составов. Дëя форìирова-
ния фронта нужно оставитü три ëоко-сëота с на-
иìенüøиìи ноìераìи (в äанноì сëу÷ае, это но-
ìера 1, 2, 3), поëу÷иì все возìожные коìбинаöии
поäöепки äëя фронта 0:

Отсþäа сразу виäно, ÷то существует еäинствен-
ная поäöепка, при которой буäут покрыты все три
ëоко-сëота (сì. рис. 8).

Рис. 7. График и локомотивы Рис. 8. Фронт 0

Локоìотив
Фронт

0 ...

L
1

1, 4, 5, 6

L
2

3, 4, 5, 6

L
3

2, 3, 4, 5, 6

Локоìотив
Фронт

0 ...

L
1

1

L
2

3

L
3

2, 3
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В общеì виäе, есëи описываþщие фронт я÷ей-
ки соäержат по нескоëüко зна÷ений, заäа÷у о по-
иске соответствий ìежäу ëокоìотиваìи и ноìера-
ìи ëоко-сëотов ìожно преäставитü в виäе äву-
äоëüноãо ãрафа. В такоì виäе реøение своäится к
поиску наибоëüøеãо паросо÷етания [21].

Замечание 2. Казаëосü бы, ìожно сразу пост-
роитü ребра поäöепки тоëüко к первыì m ëоко-
сëотаì, ãäе m — ÷исëо ëокоìотивов, ÷тобы затеì
не отбрасыватü ëиøнее. Оäнако это ìожно äеëатü
тоëüко в тоì сëу÷ае, коãäа все m ëоко-сëотов äо-
ступны и существует, по крайней ìере, оäно вза-
иìно оäнозна÷ное соответствие ìежäу ëокоìоти-
ваìи и ëоко-сëотаìи. Есëи наибоëüøее паросо÷е-
тание не покрывает m первых ëоко-сëотов, ãрафик
при таких на÷аëüных äанных не явëяется выпоë-
ниìыì. Оäнако аëãоритì ìожет проäоëжитü рабо-
ту äëя построения ÷асти÷ноãо покрытия. ♦

Поëожения ëокоìотивов в конöах ëоко-сëотов
фронта 0 опреäеëяþт фронт 1. Новый фронт преä-
ставëяет собой на÷аëа ëоко-сëотов с ноìераìи 4,
5 и 6 (рис. 9). Напоìниì, ÷то вреìя переöепки в
сëу÷ае ëоко-сëотов у÷итывается в скоростях, и пе-
реöепка Tr

1
 → Tr

4
 явëяется возìожной.

С÷итая поëожение ëокоìотивов (сì. рис. 9)
новыì на÷аëüныì состояниеì, повторяеì первый

øаã аëãоритìа. Нетруäно проверитü, ÷то ребра поä-
öепки äëя фронта 1 буäут такиìи:

Как и прежäе, виäно, ÷то распреäеëение ëоко-
ìотивов по ëоко-сëотаì, покрываþщее все три
сëота, еäинственно. Иìееì äва фронта, с поìо-
щüþ которых заäается покрытие всеãо ãрафика
(рис. 10):

Замечание 3. Как виäно из описания аëãоритìа,
он устой÷ив к появëениþ иëи вывеäениþ ëокоìо-
тивов на протяжении всеãо ãоризонта пëанирова-
ния. Добавëенные ëокоìотивы буäут форìироватü
бëижайøий справа к ìоìенту äобавëения фронт.
Вывеäенные ëокоìотивы не буäут приниìатü у÷ас-
тие в форìировании новоãо фронта. Никаких äо-
поëнитеëüных изìенений вноситü не потребуется.

3.2. Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè 
àëãîðèòìà ñäâèãà ôðîíòà

Достижение фронтоì ãоризонта пëанирования
с покрытиеì всех ëоко-сëотов явëяется достаточ-
ным условием достаточности числа локомотивов.

Оäнако возìожны ситуаöии, в которых описан-
ный аëãоритì не строит покрытие, хотя оно су-
ществует. Рассìотриì приìер, преäставëенный на
рис. 11.

Приìеняя преäëоженный аëãоритì, на фронте 0
поëу÷иì:

Виäно, ÷то на фронте 0 äостижиìы оба первых
ëоко-сëота. Тоãäа:

Рис. 9. Новый фронт (фронт 1)

Рис. 10. Покрытие графика
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Из рис. 11 и 12 виäно, ÷то из конöов первых äвух
ëоко-сëотов неëüзя попастü в на÷аëо ëоко-сëота 3.
Такиì образоì, ëоко-сëот 3 покрытü не уäается.
Фронт 1 и покрытие öеëикоì не существуþт:

Оäнако ëеãко заìетитü, ÷то есëи ëоко-сëоты 1
и 2 оставитü äëя первоãо ëокоìотива, то äëя этоãо
ãрафика существует покрытие:

Ясно, ÷то аëãоритì сäвиãа фронта в описанноì
выøе виäе не ìожет построитü такое покрытие, по-
тоìу ÷то ëоко-сëоты в неì распреäеëены по фрон-

таì не в поряäке возрастания ноìеров. В этоì
покрытии утра÷ена ìонотонностü (фронту с боëü-
øиì ноìероì äоëжны соответствоватü ëоко-сëоты
с боëüøиìи ноìераìи).

Дëя тоãо ÷тобы аëãоритì работаë корректно и
всеãäа нахоäиë покрытие, есëи оно существует,
нужно произвести нормализацию фронта.

3.3. Ïðîöåäóðà íîðìàëèçàöèè ôðîíòà

Рассìотриì на приìере ãрафика (сì. рис. 11
и 12), в ÷еì закëþ÷ается пробëеìа описанноãо аë-
ãоритìа. Из рис. 12 виäно, ÷то конеö ëоко-сëота
Tr1 оказаëся позаäи фронта 0. Это озна÷ает, ÷то на

на÷аëо форìирования фронта 1 ëокоìотив L
1
 буäет

по-прежнеìу нахоäитüся в зоне äействия фронта 0.
Иìенно из-за этоãо произоøëа коëëизия с распре-
äеëениеì ëоко-сëотов äëя ëокоìотивов. Чтобы это-
ãо избежатü, нужно сäеëатü так, ÷тобы кажäый ëо-
коìотив при перехоäе в конеö ëоко-сëота, занят-
ноãо на фронте k, прохоäиë ÷ерез ëиниþ фронта k.
Такиì образоì, у кажäоãо ëоко-сëота, принаäëе-
жащеãо фронту k, конеö äоëжен ëежатü правее
этоãо фронта.

При какоì усëовии ëоко-сëот Tr
j
 не перехоäит

÷ерез фронт k? Это сëу÷ается, коãäа в этоì же
фронте существует äруãой ëоко-сëот Tr

l
, который

на÷инается посëе окон÷ания ëоко-сëота Tr
j
. Боëее

форìаëüно, норìаëизаöия иìеет сìысë, есëи ëо-
ко-сëот Tr

l
 оказаëся в конусе скорости, верøина

котороãо нахоäится в конöе ëоко-сëота Tr
j
. Ина÷е

Tr
l
 не буäет äостижиì из Tr

j
, и поэтоìу еãо при-

наäëежностü текущеìу и сëеäуþщеìу фронту äаст
оäин и тот же резуëüтат. Есëи на рис. 11 и 12 на-
÷аëо ëоко-сëота Tr2 сìеститü вниз на станöиþ S0,

ãрафик не буäет выпоëниì ни при какоì распре-
äеëении сëотов по фронтаì.

Нормализация фронта буäет закëþ÷атüся в тоì,
÷то все ëоко-сëоты Tr

l
, на÷аëо которых ëежит пра-

вее ëоко-сëота Tr
j
 в конусе скорости, построенноì

из еãо коне÷ной то÷ки, уäаëяþтся из фронта k и
перехоäят сразу на фронт k + 1. Тоãäа на фронте k
буäут заäействованы не все ëокоìотивы, а тоëüко
те, которые соответствуþт ëоко-сëотаì, неäости-
жиìыì из конöа Tr

l
. Это позвоëит сохранитü ìо-

нотонностü ноìеров ëоко-сëотов — их возраста-
ние в кажäоì посëеäуþщеì фронте.

Дëя ситуаöии, преäставëенной на рис. 11 и 12,
проöеäура норìаëизаöии буäет выãëяäетü сëеäуþ-
щиì образоì. Из рис. 12 виäно, ÷то на фронте 0
ëоко-сëот Tr2 попаäает в конус скорости из окон-
÷ания ëоко-сëота Tr1. Поэтоìу ëоко-сëот Tr2 ис-
кëþ÷ается из фронта 0. Тоãäа ëокоìотив L2 тоже
эëиìинируется из у÷астия во фронте 0, так как
на этоì фронте äëя неãо нет поäхоäящеãо сëота.

Локоìотив
Фронт

0 1

L
1

1 ⊗

L
2

2 ⊗

Локоìотив
Фронт

0 1

L
1

1 2

L
2

3 ⊗

Рис. 11. Пример графика, для которого алгоритм сдвига фронта
не строит покрытие

Рис. 12. Фронт 0
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Фронт 0 состоит тоëüко из оäной то÷ки — на÷аëа
ëоко-сëота Tr

1
 (рис. 13):

Фронт 1 в этоì сëу÷ае буäет выãëяäетü, как на
рис. 14:

Как виäно из приìера, при норìаëизаöии фрон-
та ìонотонностü восстанавëивается.

Моäифиöированный аëãоритì назовеì алго-
ритмом сдвига фронта с нормализацией.

Замечание 4. Леãко увиäетü, ÷то по стоëбöаì
табëиö аëãоритìа записаны фронты, а по стро-
каì — простые пути Path

i
. При÷еì, завеäоìо (по

построениþ) выпоëняется первое свойство пок-
рытия ãрафика G: пути попарно не пересекаþтся

Path
i
 ∩ Path

j
 = ∅ ∀i, j ∈ . Есëи выпоëняется

второе свойство: «их объеäинение соäержит весü
ãрафик G», то строки табëиöы посëе выпоëнения
аëãоритìа соäержат покрытие. Есëи второе свойс-
тво не выпоëняется, то с поìощüþ аëãоритìа быëо
найäено ëиøü ÷асти÷ное покрытие. ♦

Докажеì, ÷то есëи аëãоритì не сìоã найти поë-
ное покрытие ãрафика, то такоãо покрытия не су-
ществует.

Дëя этоãо сна÷аëа äокажеì вспоìоãатеëüные
утвержäения.

Лемма 1. Если при выполнении алгоритма сдвига
фронта с нормализацией на графике G на фронте с
номером k выбрано l ≤ m локо-слотов и существует
несколько способов распределить их между l локомо-
тивами, все назначения локомотивов эквивалентны
относительно существования покрытия.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Рассìотриì поëожения ëоко-
ìотивов посëе прохожäения фронта k — 1 иëи на÷аëü-
ные поëожения, есëи k = 0. Есëи на÷аëо ëоко-сëота Tr

i
,

принаäëежащеãо фронту k, ëежит в пересе÷ении кону-
сов скорости нескоëüких ëокоìотивов, ëþбой назна-
÷енный ëокоìотив окажется посëе прохожäения фронта
в конöе ëоко-сëота Tr

i
, откуäа буäет строитüся новый

конус скорости. При разных назна÷ениях поëу÷атся раз-
ные простые пути äëя кажäоãо ëокоìотива в отäеëüнос-
ти. Оäнако их объеäинение буäет соäержатü оäни и те же
ëоко-сëоты в сиëу построения. А, сëеäоватеëüно, сущест-
вование покрытия инвариантно относитеëüно аëüтерна-
тивных назна÷ений ëокоìотивов.

Лемма 2. Для данного графика G при данном
множестве и начальном расположении локомотивов

нормализованные фронты задаются единственным
образом.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Это утвержäение верно по пос-
троениþ аëãоритìа. Не еäинственностü возìожна тоëü-
ко в оäноì сëу÷ае: есëи на фронте k существует боëее
оäноãо ëоко-сëота с на÷аëаìи, ëежащиìи в конусе ско-
рости ëокоìотива L

j
 (и тоëüко L

j
); т. е. выбор состоит в

тоì, какие из ëоко-сëотов останутся не запоëненныìи.
В этоì сëу÷ае покрытия не существует. Дëя построения
÷асти÷ноãо покрытия äобавиì в аëãоритì еще оäно ус-
ëовие: буäеì с÷итатü, ÷то в сëу÷ае аëüтернативноãо вы-
бора запоëнения оäноãо из нескоëüких ëоко-сëотов вы-
бирается ëоко-сëот с наиìенüøиì ноìероì.

Теорема 1. Покрытие графика G при заданном
начальном числе и положении локомотивов сущест-
вует тогда и только тогда, когда оно может быть
построено с помощью применения алгоритма сдвига
фронта с нормализацией.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Достато÷ностü в утвержäении
теореìы о÷евиäна: есëи покрытие построено, то оно су-
ществует.

Необхоäиìостü äокажеì от противноãо. Пустü су-
ществует покрытие ãрафика G. И пустü резуëüтатоì аë-
ãоритìа сäвиãа фронта с норìаëизаöией явëяется ÷ас-
ти÷ное покрытие ãрафика G. По ëеììе 1, есëи аëãоритì
разветвëяется, все еãо ветви эквиваëентны относитеëü-
но существования покрытия. Это озна÷ает, ÷то есëи
построено ÷асти÷ное покрытие, никакое äруãое назна-
÷ение ëокоìотивов с поìощüþ аëãоритìа сäвиãа с нор-
ìаëизаöией не äаст поëноãо покрытия. Тоãäа иìеется
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1

1 ...

L
2

⊗ ...

Локоìотив
Фронт

0 1

L
1

1 2

L
2

⊗ 3

1 m,

Рис. 13. Фронт 0 с участием одного из двух локомотивов

Рис. 14. Фронт 1, формирующий покрытие
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по крайней ìере оäин ëоко-сëот Tr
j
, не попавøий в

табëиöу аëãоритìа. По ëеììе 2 кажäый фронт строится
еäинственныì образоì.

Рассìотриì äве ситуаöии.
1. В табëиöе аëãоритìа существует стоëбеö k, соäер-

жащий ноìера сëотов, ìенüøие j, и, по крайней ìере,
оäин из ноìеров, боëüøих j. Это озна÷ает, ÷то ëоко-сëот
Tr

j
 äоëжен быë оказатüся во фронте k, поскоëüку аëãо-

ритì у÷итывает норìаëизаöиþ фронта, ноìера ëоко-
сëотов распреäеëяþтся по фронтаì ìонотонно. Фронт k
соäержит не боëее ÷еì m ëоко-сëотов. Из фронта k — 1
и, возìожно, боëее ранних при наëи÷ии норìаëизаöии к
неìу веäет стоëüко же ребер поäöепки. Есëи k = 0, ребра
поäöепки иäут непосреäственно из на÷аëüноãо поëоже-
ния ëокоìотивов. Сëот Tr

j
 эëиìинируется из фронта k,

есëи и тоëüко есëи все ребра поäöепки, äоступные äëя
Tr

j
, заняты сëотаìи с ìенüøиìи ноìераìи. А ребра, ве-

äущие к сëеäуþщиì по ноìераì ëоко-сëотаì Tr
l
 l > j, из

фронта k, не ìоãут бытü переброøены на ëоко-сëот Tr
j
.

Ни при какой äруãой расстановке ëокоìотивов не су-
ществует возìожности поìеститü на фронте k ëоко-
ìотивы с ноìераìи без пропусков. Тоãäа, поскоëüку к
фронту k веäут ребра поäöепки из бëижайøих m ëоко-
ìотивов, то неëüзя построитü покрытие, соäержащее все
сëоты, принаäëежащие фронту k, и сëот Tr

j
. Отсþäа сëе-

äует, ÷то покрытия ãрафика не существует.
2. В табëиöе аëãоритìа существует стоëбеö k – 1, со-

äержащий ноìера сëотов, ìенüøие j, и стоëбеö k, все
ноìера сëотов в котороì боëüøе j. Это озна÷ает, ÷то
ëоко-сëот Tr

j
 уже не воøеë в фронт k – 1, но еще не во-

øеë в фронт k. Рассìотриì фронт k – 1. Есëи в стоëбöе
k – 1 заняты все m строк, то ноìер j äоëжен принаäëе-
жатü стоëбöу k. Есëи в неì занято ìенüøе m строк, то
быëа произвеäена норìаëизаöия фронта, и ноìер j сно-
ва äоëжен принаäëежатü стоëбöу k. В обоих сëу÷аях ìы
попаäаеì в ситуаöиþ из п. 1, и покрытия ãрафика не
существует, ÷то противоре÷ит усëовиþ теореìы.

Что и требоваëосü äоказатü.

Следствие. Алгоритм сдвига фронта с нормали-
зацией строит максимальное по включению частич-
ное покрытие графика G при заданном начальных
числе и положении локомотивов.

3.4. Îöåíêà ñëîæíîñòè àëãîðèòìà ñäâèãà ôðîíòà
ñ íîðìàëèçàöèåé

Оöениì аëãоритìи÷ескуþ сëожностü нахожäе-
ния покрытия.
� Дëя опреäеëения фронта k требуется построе-
ние не боëее ÷еì C

1
m ребер поäöепки.

� Норìаëизаöия фронта k требуется тоëüко в тоì
сëу÷ае, есëи конеö оäноãо из не боëее ÷еì m ëоко-
сëотов ëежит ëевее на÷аëа äруãоãо ëоко-сëота из
этоãо же ìножества. Поскоëüку ëоко-сëоты упо-
ряäо÷ены, проверка äоëжна на÷инатüся с правоãо
конöа. Есëи такой ëоко-сëот найäен, нужно прове-
ритü, попаäает ëи, по крайней ìере, оäин ëоко-сëот
из фронта k, ëежащий правее, в еãо конус скорости.

Сëожностü такой проöеäуры не боëее ÷еì C
2
m

2
.

� Дëя назна÷ения ëокоìотивов ëоко-сëотаì на
текущеì фронте требуется найти наибоëüøее па-
росо÷етание в äвуäоëüноì ãрафе, в оäной äоëе ко-
тороãо ëокоìотивы, а в äруãой — ëоко-сëоты. За-
äа÷а поиска наибоëüøеãо паросо÷етания в äву-
äоëüноì ãрафе явëяется оäной из аëãоритìи÷ески
простых заäа÷, она реøается ìноãиìи ìетоäаìи,
в тоì ÷исëе и потоковыìи [22], при которых стро-
ятся фиктивный исто÷ник и сток. Аëãоритì Хоп-
крофта — Карпа äëя äвуäоëüноãо ãрафа иìеет

сëожностü, как ìаксиìуì, О(ЕV
1/2). В наøеì сëу-

÷ае E < m2, V ≤ 2m. Есëи E = m2, со÷етания созäа-
þтся произвоëüно за оäин øаã.
� Чисëо фронтов ∼ n/m.

Оöенивая суììарное зна÷ение, поëу÷иì:

(C1m)(C2m
2)(C3m

3/2)(n/m) = C•n•m
7/2

. Общая сëож-

ностü аëãоритìа, такиì образоì, составит в хуä-

øеì сëу÷ае O(nm
7/2). Оäнако, в общеì сëу÷ае, эта

оöенка сиëüно завыøена.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëожен аëãоритì, позвоëяþщий оäнозна÷-
но опреäеëитü, äостато÷но ëи ÷исëо ëокоìотивов
äëя выпоëнения äанноãо ãрафика. Резуëüтат еãо
работы так называеìое покрытие ãрафика иëи ìак-
сиìаëüное ÷асти÷ное покрытие, есëи поëноãо не
существует. Покрытие — способ осуществитü все
перевозки среäстваìи äанных ëокоìотивов; оно
преäставëяет собой объеäинение простых путей.
Простой путü — путü от некотороãо ëокоìотива äо
стоковой верøины. В резуëüтате работы аëãоритìа
поëу÷ается стоëüко путей, скоëüко ëокоìотивов в
систеìе. Кажäый путü прохоäит ÷ерез нескоëüко
фронтов, зависящих от ÷исëа и на÷аëüноãо распо-
ëожения ëокоìотивов. В этоì сìысëе аëãоритì
сäвиãа фронта схоäен с аëãоритìаìи перкоëяöии
[23—26]. Теория перкоëяöии возникëа в физике
как теория, иссëеäуþщая заäа÷и проса÷ивания
жиäкостей в пористой среäе, а также некоторые
заäа÷и, связанные с провоäиìостüþ. Форìаëüно
такоãо роäа заäа÷и ìожно рассìатриватü на ãрафе,
верøинаì котороãо соответствуþт пустоты порис-
той среäы, а ребраì — канаëы, соеäиняþщие пус-
тоты. Проöесс проса÷ивания выãëяäит при этоì
как постепенное и сëу÷айное запоëнение верøин
ãрафа, при котороì в ãрафе возникаþт пути. Осо-
бое вниìание в теории перкоëяöии уäеëяется ре-
ãуëярныì ãрафаì. На коне÷ных реøетках иссëе-
äуþт появëение такоãо состояния, при котороì
существует хотя бы оäин непрерывный путü оäно-
ãо края реøетки äо противопоëожноãо. В сëу÷ае
аëãоритìа сäвиãа фронта сëу÷айные проöессы за-
ìеняþтся äетерìинированныìи, при этоì перко-
ëяöия происхоäит ÷ерез фронты и закан÷ивается
образованиеì m путей, проøеäøих ÷ерез весü ãраф.
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Такиì образоì, виäно, ÷то при существовании
нескоëüких поëных покрытий ãрафика, поìиìо
станäартных ìетоäов поиска оптиìаëüноãо пок-
рытия, ìожно приìенятü некëасси÷еские ìетоäы,
привоäящие к реøениþ заäа÷и оптиìизаöии на
построенноì ãрафе. Выбор этих ìетоäов и нахож-
äение оптиìаëüноãо реøения äëя произвоëüноãо
ãрафика, так же, как описание свойств поëу÷ен-
ных ãрафов — преäìет äаëüнейøих иссëеäований.
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