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Моäеëü расовой сеãреãаöии, преäëоженная эко-
ноìистоì Тоìасоì Шеëëинãоì в 1969 ã., с÷итает-
ся оäной из первых аãентных ìоäеëей, а саì Шеë-
ëинã — основатеëеì аãентноãо поäхоäа к ìоäеëи-
рованиþ соöиаëüно-эконоìи÷еских проöессов [1].
В настоящее вреìя существует ìножество ее раз-
ëи÷ных реаëизаöий, ìоäификаöий (наприìер, в
бибëиотеке аãентной пëатфорìы NetLogo [2]).
Мы возüìеì оäну из них, преäëоженнуþ в 2004 ã.
Жунüфу Чжаноì. Она отëи÷ается теì, ÷то хороøо
поääается ìатеìати÷ескоìу анаëизу и позвоëяет
äоказатü ряä утвержäений о повеäении ìоäеëи,
как это показано саìиì Чжаноì в работе [3]. В на-
стоящей статüе ìы привоäиì собственное äока-
затеëüство этих утвержäений, отëи÷аþщееся от
авторскоãо. Оно строится на основании проìе-
жуто÷ноãо утвержäения о характере работы ряäа
аãентных ìоäеëей, которое ìожет бытü испоëü-
зовано при их иссëеäовании, ÷то показано äаëее.
Кроìе тоãо, оно поìоãает яснее понятü, какие
свойства äанной реаëизаöии ìоäеëи Шеëëинãа
опреäеëяþт ее повеäение.

Моäеëü Шеëëинãа в общеì виäе преäставëяет-
ся как øахìатная äоска N на N кëеток, на которой
расставëены фиøки разных öветов. На ìножестве
кëеток опреäеëено отноøение сосеäства (в общеì
сëу÷ае ìожно с÷итатü, ÷то ìы иìееì äеëо не с äо-
ской, а с абстрактныì ãрафоì с поìе÷енныìи вер-
øинаìи). Проöесс ìоäеëирования осуществëяет-
ся поøаãово. На кажäоì øаãе оäна иëи нескоëüко
фиøек, соãëасно опреäеëенныì правиëаì, реøа-

þт вопрос о необхоäиìости переìещения и в за-
висиìости от принятоãо реøения изìеняþт свое
поëожение на äоске. Такиì образоì, ìы поëу÷аеì
аãентнуþ ìоäеëü, в которой среäой явëяется ãраф
сосеäства, а аãентаìи — фиøки. Приìер некото-
роãо состояния ìоäеëи изображен на рис. 1.

Изна÷аëüно øахìатная äоска преäставëяет со-
бой ãороä иëи квартаë, кëетки — äоìа, а фиøки раз-
ных öветов — ëþäей разëи÷ных рас. Оäнако в зави-
сиìости от реаëизаöии все составëяþщие ìоäеëи
ìоãут интерпретироватüся по-разноìу. В общеì
сëу÷ае ìоäеëü описывает стихийное распреäеëение
ëþäей по абстрактноìу признаку «свой — ÷ужой».

Коëи÷ество фиøек разных öветов, саìо коëи-
÷ество öветов, наëи÷ие иëи отсутствие свобоäных
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Рис. 1. Пример модели Шеллинга
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кëеток, набор правиë повеäения аãентов и крите-
рии остановки проöесса ìоäеëирования также за-
висят от конкретной реаëизаöии.

1. ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÎÄÍÎÉ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÌÎÄÅËÈ ØÅËËÈÍÃÀ

Как правиëо, оäин из наибоëее важных резуëü-
татов ìоäеëирования с поìощüþ ìоäеëи Шеëëин-
ãа закëþ÷ается в тоì, ÷то, несìотря на изна÷аëüно
заäаннуþ терпиìостü отäеëüных аãентов к своеìу
окружениþ, состояние систеìы в öеëоì все боëü-
øе сìещается к поëной сеãреãаöии, т. е. простран-
ственноìу разäеëениþ фиøек разных öветов. Это
ìожет бытü проинтерпретировано как äоказатеëü-
ство тоãо, ÷то существуþщая в некоторый ìоìент
вреìени высокая степенü сеãреãаöии (наприìер,
по расовоìу признаку в ãороäах США) вовсе не
обязатеëüно явëяется проäуктоì расовой нетерпи-
ìости ãражäан в отäеëüности.

В статüе [3] преäëожена реаëизаöия ìоäеëи
Шеëëинãа, приìе÷атеëüная теì, ÷то äëя нее пост-
роено äоказатеëüство, объясняþщее ее поäобное
повеäение, т. е. стихийное возникновение сеãреãа-
öии, несìотря на терпиìостü кажäоãо отäеëüноãо
аãента. Вкратöе опиøеì ее, ÷тобы затеì перейти к
собственноìу äоказатеëüству. Буäеì с÷итатü, ÷то
свобоäных кëеток нет, на кажäой кëетке стоит ров-
но оäна фиøка (такиì образоì, их общее коëи÷ес-

тво равно N2), существуþт фиøки тоëüко äвух öве-
тов поровну (т. е. ÷исëо N ÷етное).

На кажäоì øаãе сëу÷айныì образоì выбирает-
ся пара не сосеäних аãентов-фиøек разных öветов
и реøается вопрос об их обìене ìестаìи. Реøение
основывается на суììе зна÷ений опреäеëенной
äëя кажäоãо аãента функöии поëезности u(x), опи-
сываþщей коìфортностü пребывания фиøки в
äанноì ìесте и зависящей от коëи÷ества фиøек
«своеãо» öвета в сосеäних кëетках. Принятие ре-
øения носит вероятностный характер, опреäеëя-
þщийся по ëоãëинейноìу правиëу. Иныìи сëова-
ìи, ëоãарифì отноøения вероятностей переìе-
щения (переезäа) и сохранения статус-кво равен
разности суìì зна÷ений функöии поëезности в
сëу÷ае переезäа и в настоящеì поëожении. Обоз-
на÷иì вероятностü переезäа p2, а вероятностü со-

хранения текущеãо поëожения p1 = 1 – p2; зна÷е-

ния функöии поëезности äëя первой фиøки äо и
посëе переезäа u1 и u2, äëя второй v1 и v2 соответ-

ственно. Тоãäа

ln(p2/p1) = (u2 + v2) – (u1 + v1) =

= (u2 – u1) + (v2 – v1) = Δu + Δv, (1)

ãäе Δu и Δv — изìенения зна÷ения функöии по-
ëезности äëя кажäой фиøки посëе переезäа.

Коëи÷ество сосеäей кажäоãо аãента буäеì с÷и-
татü ÷етныì, обозна÷иì еãо 2n. При этоì саìо от-

ноøение сосеäства ìожно опреäеëятü по-разноìу.
Наприìер, ìожно оттаëкиватüся от окрестности
Мура и с÷итатü сосеäниìи аãенты, распоëоженные
в бëижайøих по вертикаëи, ãоризонтаëи и äиаãо-
наëи восüìи кëетках. Можно также взятü окрест-
ностü фон Нейìана и с÷итатü сосеäниìи тоëüко
÷етыре кëетки по вертикаëи и ãоризонтаëи иëи оп-
реäеëитü некоторуþ собственнуþ окрестностü.

Функöия поëезности u(x) кажäоãо аãента зави-
сит от коëи÷ества еãо сосеäей такоãо же öвета, как
и он (буäеì называтü их «своиìи»), и иìеет виä,
показанный на рис. 2. При отсутствии «своих» сре-
äи сосеäей она равна нуëþ. Она äостиãает ìакси-
ìуìа Z при коëи÷естве «своих» сосеäей, равноì
коëи÷еству «÷ужих». В сëу÷ае, есëи все сосеäи
«свои», функöия приниìает зна÷ение M, при этоì
Z > M > 0.

На у÷астке (0, n) функöия ëинейно возрастает,
а на у÷астке (n, 2n) — ëинейно убывает. Мы поëу-
÷аеì функöиþ поëезности, соответствуþщуþ äо-
воëüно боëüøой степени тоëерантности ëþäей к
своеìу окружениþ. Они преäпо÷итаþт нахоäитüся
в окружении, составëенноì 50 на 50 % из ëþäей
разных рас (иëи ëþбоãо äруãоãо признака), а вся-
кое откëонение в сторону ìенüøеãо разнообразия
восприниìаþт как снижение поëезности.

Буäеì с÷итатü, ÷то коëи÷ество сосеäей кажäоãо
аãента оäинаково. Чтобы это выпоëняëосü и äëя
аãентов-фиøек, распоëоженных на краþ äоски,
преäпоëожиì, ÷то äоска преäставëяет собой äву-
ìерный тор, иныìи сëоваìи, буäеì с÷итатü, ÷то
кëетки верхнеãо края äоски сосеäствуþт с кëеткаìи
нижнеãо, анаëоãи÷но äëя ëевоãо и правоãо краев.

Текущее распоëожение фиøек на äоске буäеì
называтü состояниеì систеìы. Дëя характеристи-
ки сеãреãаöии в систеìе в öеëоì ввеäеì функöиþ,
зна÷ение которой равно коëи÷еству всех пар со-
сеäей разных öветов äëя äанноãо состояния. Чеì
ìенüøе зна÷ение этой функöии, теì в боëüøей
степени систеìе свойственна сеãреãаöия. Назовеì
ее потенöиаëüной функöией наøей ìоäеëи (так
она названа в работе [3] соãëасно терìиноëоãии
теории иãр) и обозна÷иì ρ.

Рис. 2. Функция полезности
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Доказано, ÷то в проöессе ìоäеëирования при
стреìëении ÷исëа øаãов к бесконе÷ности вероят-
ностü попаäания систеìы в то иëи иное состоя-

ние s стреìится к ke
–λρ(s), ãäе λ = M/(2n), ρ(s) —

зна÷ение потенöиаëüной функöии в состоянии s,
k = const — коэффиöиент äëя норìировки [3].
Иныìи сëоваìи, вероятностü теì выøе, ÷еì ìенü-
øе зна÷ение ρ(s), т. е. ÷еì выøе степенü сеãреãа-
öии. Построиì собственное äоказатеëüство этоãо
факта, отëи÷аþщееся наãëяäностüþ и возìожнос-
тüþ испоëüзования еãо эëеìентов при иссëеäова-
нии äруãих ìоäеëей и систеì.

2. ÔÎÐÌÀËÈÇÀÖÈß ÌÎÄÅËÈ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÖÅÏÈ ÌÀÐÊÎÂÀ

Итак, работа систеìы преäставëяется как по-
øаãовый сëу÷айный перехоä из оäноãо состояния
в äруãое, и вероятностü перехоäа зависит ëиøü от
текущеãо состояния систеìы. Такие проöессы ис-
сëеäуþтся в теории вероятностей и называþтся
ìарковскиìи [4]. Поскоëüку ìножество состоя-
ний у нас äискретно, то такоìу проöессу ìожно
поставитü в соответствие öепü Маркова. Правиëа
перехоäа из оäноãо состояния в äруãое не зависят
от ноìера øаãа, поэтоìу рассìатриваеìая öепü
Маркова оäнороäна.

Оäниì из наибоëее важных в äанноì сëу÷ае ут-
вержäений о повеäении öепей Маркова сëужит
эрãоäи÷еская теореìа. Она ãоворит о тоì, ÷то есëи
öепü Маркова явëяется непривоäиìой и неперио-
äи÷еской, то вероятностü нахожäения öепи в тоì
иëи иноì состоянии μ(s) при вреìени t → ∞ стре-
ìится к веëи÷ине, зависящей тоëüко от этоãо со-
стояния и не зависящей от на÷аëüноãо состояния
öепи. Эта веëи÷ина называется стаöионарныì
распреäеëениеì и явëяется функöией на ìножест-
ве состояний öепи S. Есëи стаöионарное распре-
äеëение существует, то необхоäиìыì и äостато÷-
ныì усëовиеì äëя еãо опреäеëения явëяется μP = μ
(в сìысëе произвеäения вектора на ìатриöу), ãäе
μ — стаöионарное распреäеëение в виäе вектора, а
P — ìатриöа перехоäа, т. е. такая ìатриöа, в кото-
рой эëеìентаìи сëужат вероятности перехоäа из
оäноãо состояния в äруãое P

ab
 = P(s

i + 1 = b|s
i
 = a),

ãäе a, b ∈ S. Форìаëüное опреäеëение эрãоäи÷ес-
кой теореìы ìожно найти, наприìер, в книãе [4].
Мы основываеìся на боëее простой, уäобной äëя
приìенения на практике форìуëировке, äанной в
работе [5].

Поскоëüку наøа ìоäеëü ìожет бытü преäстав-
ëена в виäе öепи Маркова, то äëя нее ìожет бытü
соответствуþщиì образоì опреäеëена и эрãоäи-
÷еская теореìа. Остается ëиøü вы÷исëитü эëеìен-
ты ее ìатриöы перехоäа, проверитü выпоëниìостü
усëовий теореìы и найти стаöионарное распре-
äеëение.

3. ÌÀÒÐÈÖÀ ÏÅÐÅÕÎÄÀ È ÅÅ ÑÂßÇÜ
Ñ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÅÉ ÌÎÄÅËÈ

Сна÷аëа опреäеëиì эëеìенты ìатриöы перехо-
äа. Оäно состояние преäøествует äруãоìу (т. е. су-
ществует ненуëевая вероятностü перейти из оäно-
ãо состояния в äруãое), есëи они отëи÷аþтся
ëиøü парой не сосеäних фиøек разноãо öвета.
При этоì вероятностü перехоäа из оäноãо состоя-
ния в äруãое равна произвеäениþ вероятности
выбратü иìенно эту пару и вероятности переезäа
(p2 в форìуëе (1)). Вероятностü выбратü кажäуþ

конкретнуþ пару постоянна и равна 1/L, ãäе L —
÷исëо пар не сосеäних кëеток на äоске. Дëя уäобс-
тва буäеì с÷итатü, ÷то ìы ìожеì выбратü и фиøки
оäноãо öвета, в такоì сëу÷ае состояние не изìе-
нится. Это äопущение ëиøü увеëи÷ивает вероят-
ностü перехоäа ìоäеëи из оäноãо состояния в неãо
же (P

ss
), оäнако ìы еãо ìожеì вы÷исëитü, зная ве-

роятности перехоäа в äруãие состояния, по форìу-

ëе P
ss
 = 1 – P

ss'
, поскоëüку по опреäеëе-

ниþ ìатриöы перехоäа ∀s ∈ S : P
ss'
 = 1, ãäе

S — ìножество всех состояний.

Вы÷исëиì вероятностü переезäа пары фиøек
(при усëовии, ÷то эта пара уже выбрана) и свяжеì
ее зна÷ение со зна÷ениеì потенöиаëüной функöии
äëя соответствуþщих состояний. Кëþ÷евой ìо-
ìент наøеãо äоказатеëüства состоит в сëеäуþщей
интерпретаöии обìена äвух фиøек ìестаìи. Про-
öесс обìена ìестаìи преäставëяется как синхрон-
ная сìена кажäой выбранной фиøкой своеãо öве-
та на противопоëожный. При этоì äëя первоãо
аãента-фиøки зна÷ение функöии поëезности из-
ìенится с u2 на v1, а äëя второãо — с v2 на u1 (сì.

форìуëу (1)). Рассìотриì проöесс сìены öвета
äëя оäной фиøки (рис. 3). Преäпоëожиì, ÷то ко-
ëи÷ество «своих» сосеäей äо сìены быëо равно b,
0 m b m n. Тоãäа коëи÷ество «своих» сосеäей посëе
сìены öвета буäет равно 2n – b. Ввеäеì äëя на-
ãëяäности веëи÷ину a|b = n – a. Коëи÷ество «сво-
их» сосеäей äëя фиøки при сìене öвета ìеняется
с (n – a) на 2n – b = 2n – (n – a) = (n + a). При
этоì также изìенится зна÷ение функöии поëез-
ности. Изобразиì разìер этоãо изìенения ãеоìет-
ри÷ески, äëя этоãо отразиì отрезок функöии при
x > n сиììетри÷но относитеëüно пряìой x = n.
О÷евиäно, ÷то пряìые x = (n – a) и x = (n + a)
сиììетри÷ны относитеëüно пряìой x = n. Обоз-
на÷иì то÷ки пересе÷ения пряìой x = (n – a) с ãра-
фикоì функöии и еãо отраженной ÷астüþ E и D.
Дëина отрезка DE равна веëи÷ине u2 – v1 = Δu' =

= u(n + a) – u(n – a), иныìи сëоваìи — веëи÷ине,
на которуþ соотноøение «своих» к «÷ужиì» y : z
(наприìер, 70 на 30 %) коìфортней соотноøения
z : y (30 на 70 %) äëя всяких натураëüных y и z,

s'∀ S∈ s' s≠,
∑

s'∀ S∈
∑
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таких ÷то y > z, y + z = 2n. Она поëожитеëüна в
сиëу виäа функöии (поскоëüку M > 0). Можно
заìетитü, ÷то треуãоëüники ABC и ADE поäоб-
ны. Отсþäа сëеäует, ÷то отноøение их сторон
(DE и BC) равно отноøениþ их высот, т. е.
Δu'/M = (n – (n – a))/n = a/n. При этоì изìенение
показатеëя сеãреãаöии ρ равно изìенениþ коëи-
÷ества «÷ужих» сосеäей у ìеняþщей öвет фиøки,
поскоëüку никаких äруãих изìенений в состоянии
ìоäеëи не происхоäит, Δρ = (n – a) – (n + a) = –2a.
Отсþäа сëеäует Δu' = –MΔρ/(2n) = –λΔρ, ãäе
λ = M/(2n).

Есëи на÷аëüное коëи÷ество сосеäей b таково,
÷то n m b m 2n, возüìеì a|b = n + a и поëу÷иì сëу-
÷ай, анаëоãи÷ный рассìотренноìу. Анаëоãи÷ное
выражение ìы поëу÷аеì и äëя сìены öвета äруãой
фиøкой (поскоëüку выбранные фиøки не явëя-
þтся сосеäниìи, сìена öвета оäной не вëияет на
окружение äруãой). Теперü рассìотриì их суììу,
äëя тоãо, ÷тобы вы÷исëитü вероятностü переезäа.
Изìенение ρ при этоì также скëаäывается. Поëу-
÷иì (u2 – v1) + (v2 – u1) = (u2 – u1) + (v2 – v1) =

= Δu + Δv = –λΔρ, ãäе Δρ — изìенение показатеëя
сеãреãаöии при сìене öвета обеиìи фиøкаìи, т. е.
при их переезäе (обìене ìестаìи).

Такиì образоì, поëу÷аеì, ÷то äëя вероятности
перехоäа из оäноãо состояния в äруãое верно (сì.
форìуëу (1)) ln(p2/p1) = Δu + Δv = –λΔρ = –λρ2 + λρ2

иëи p2/p1 = / . У÷итывая, ÷то по опреäеëе-

ниþ p1 + p2 = 1, поëу÷аеì p2 = /(  + ),

p1 = /(  + ).

Запиøеì в явноì виäе выражение äëя эëеìентов
ìатриöы перехоäа соответствуþщей ìоäеëи öепи
Маркова P

xy
. Оно буäет разëи÷ныì äëя äвух разëи÷-

ных сëу÷аев (так как статус-кво ìожет сохранитüся
не тоëüко при непринятии реøения о переезäе, но
и при выборе аãентов-фиøек оäноãо öвета):

� x ≠ y : P
xy
 = p2 = ;

� x = y : P
xy
 = 1 – P

xs'
 =

= 1 – .

Поскоëüку p1 > 0, то при ëþбоì текущеì со-

стоянии существует вероятностü сохранения ста-
тус-кво на сëеäуþщеì øаãе. Зна÷ит, кажäое состо-
яние преäøествует саìоìу себе. О÷евиäно также,
÷то поскоëüку p2 > 0, существует вероятностü из

ëþбоãо состояния перейти в ëþбое äруãое, пере-
ставëяя пары фиøек. Зная это, ëеãко показатü, ÷то
öепü Маркова неразëожиìая и непериоäи÷еская,
иныìи сëоваìи, усëовия эрãоäи÷ности äëя наøей
ìоäеëи выпоëняþтся (÷то сäеëано боëее форìаëü-
но, наприìер, в работе [3]).

Итак, из этоãо сëеäует существование стаöио-
нарноãо распреäеëения — соответствуþщей каж-
äоìу состояниþ веëи÷ины, к которой стреìится
вероятностü нахожäения систеìы в этоì состоя-
нии, вне зависиìости от на÷аëüноãо состояния,
есëи вреìя стреìится к бесконе÷ности. Остается
ëиøü äоказатü, ÷то стаöионарное распреäеëение
иìеет привеäенный в работе [3] виä.

4. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÃÎ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Сфорìуëируеì и äокажеì теореìу, опреäеëяþ-
щуþ виä стаöионарноãо распреäеëения öепи Мар-
кова при опреäеëенных усëовиях, а затеì пока-
жеì, как она ìожет бытü приìенена äëя оöенки
повеäения рассìатриваеìой ìоäеëи, а также и
äруãих ìоäеëей.

Теорема. Пусть на множестве состояний S ко-
нечной цепи Маркова определена некоторая функция
h : S → ℜ и дана матрица Γ : SЅS → ℜ. Предполо-
жим, что:

— цепь Маркова неразложимая и непериодическая;

— вероятность перехода из одного состояния в
другое может быть представлена в виде P

xy
 = Γ

xy
h(y);

— при этом Γ
xy
 = Γ

yx
 для всех x, y ∈ S.

Тогда стационарное распределение имеет вид

μ(x) = kh(x), ãäе k = 1/ h(y).

Д о к а з а т е ë ü с т в о. Известно, ÷то äëя неразëо-
жиìой и непериоäи÷еской öепи Маркова существует
стаöионарное распреäеëение, при÷еì оно явëяется
еäинственныì реøениеì уравнения μP = μ, такиì ÷то

μ(x) = 1 [5]. Провериì, явëяется ëи привеäенное в

усëовии μ реøениеì этоãо уравнения. Возüìеì произ-
воëüный эëеìент произвеäения μP:

(μP)(y) = μ(x)P
xy
 = kh(x)Γ

xy
h(y) =

= kh(y) h(x)Γ
xy
 = μ(y) Γ

yx
h(x) = μ(y) P

yx
 = μ(y),

Рис. 3. Функция полезности и смена цветa
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поскоëüку Γ
xy
 = Γ

yx
 по условию, а P

yx
 = 1 по опреäеëе-

ниþ ìатриöы перехоäа. Поëу÷ается, μP = μ; μ(x) = 1

о÷евиäно из опреäеëения μ, сëеäоватеëüно, μ — стаöи-
онарное распреäеëение. ♦

Несìотря на то, ÷то усëовия теореìы накëаäы-
ваþт äовоëüно жесткие оãрани÷ения, ìноãие раз-
ëи÷ные ìоäеëи иì уäовëетворяþт. Воспоëüзуеìся
äоказанной теореìой äëя оöенки повеäения ìо-
äеëи Шеëëинãа по Чжану. Действитеëüно, вероят-

ностü перехоäа иìеет виä P
xy
 = d

xy
, ãäе

f(x) = e
–λρ(x), d

xy
 = 

Особый сëу÷ай x = y ìы не рассìатриваеì, пото-
ìу ÷то äëя неãо выпоëнение усëовий теореìы
äоказывается тривиаëüно (Γ

xx
 = Γ

xx
). Дëя äанной

ìоäеëи выпоëняется усëовие теореìы, ãäе Γ
xy
 =

= , h(y) = f(y), сëеäоватеëüно, вероят-

ностü попаäания систеìы в то иëи иное состояние

стреìится к ke
–λρ(x), т. е. теì выøе, ÷еì ìенüøе

зна÷ение ρ(x), т. е. ÷еì боëüøе степенü сеãреãаöии.
Данная теореìа ìожет бытü приìенена и äëя

äруãих ìоäеëей, поскоëüку проöесс ìоäеëирова-
ния в соответствии с ìноãиìи из них также ìожет
бытü преäставëен в виäе öепи Маркова. Возüìеì,
к приìеру, базовуþ ìоäеëü коне÷ной иãры с n
иãрокаìи с ëоãëинейныì правиëоì повеäения
[6]. Дëя кажäоãо иãрока заäано ìножество стра-
теãий S

i
 и функöия поëезности u

i
 : S → ℜ, ãäе

S = S1Ѕ...ЅS
n
 — ìножество состояний иãры (т. е.

ìножество всех возìожных коìбинаöий выбран-
ных иãрокаìи стратеãий). Существует потенöиаëü-
ная функöия v : S → ℜ, такая ÷то ∀i = 1, ..., n,
a, b ∈ S, таких ÷то a и b отëи÷аþтся ëиøü стратеãией
i-ãо иãрока, выпоëняется u

i
(a) – u

i
(b) = v(a) – v(b).

На кажäоì øаãе выбирается сëу÷айный иãрок и
ìеняет стратеãиþ с у÷етоì функöии поëезности
соãëасно ëоãëинейноìу стохасти÷ескоìу прави-
ëу. Тоãäа äëя всей ìоäеëи иãры вероятностü
перехоäа из состояния a в состояние b P

ab
 =

= I(a, b)eβv(b)/ e
βv(s), ãäе I(a, b) = 1,

есëи и тоëüко есëи a и b отëи÷аþтся стратеãией
ëиøü оäноãо иãрока, ина÷е I(a, b) = 0 [6]. Особый
сëу÷ай a = b ìы не рассìатриваеì, потоìу ÷то äëя
неãо выпоëнение усëовий теореìы äоказывается
тривиаëüно (Γ

aa
 = Γ

aa
). Неразëожиìостü и непери-

оäи÷ностü öепи также äоказывается тривиаëüно [6].
Рассìотриì эëеìенты ìатриöы перехоäа P

ab
.

Функöия I(a, b) сиììетри÷на, выражение в знаìе-
натеëе также сиììетри÷но относитеëüно a и b.

Чисëитеëü зависит ëиøü от состояния b, в которое
перехоäит ìоäеëü. Зна÷ит, усëовия теореìы вы-

поëнены äëя Γ
ab

 = I(a, b)/ e
βv(s),

h(b) = eβv(b), сëеäоватеëüно, стаöионарное распре-

äеëение μ(x) = ke
βv(b), k = 1/ e

βv(s).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Итак, ìы показаëи, как аãентная ìоäеëü ìожет
бытü привеäена к ìатеìати÷еской, и äëя нее ìо-
жет бытü äоказано утвержäение, характеризуþщее
ее повеäение в проöессе ìоäеëирования. Постро-
енное наìи äоказатеëüство обëаäает äвуìя сущес-
твенныìи преиìуществаìи.

Прежäе всеãо, äëя äанной ìоäеëи становится
ясен изна÷аëüно нео÷евиäный вывоä, ÷то, несìот-
ря на ìаксиìаëüнуþ коìфортностü кажäоãо отäе-
ëüноãо аãента при ìаксиìаëüноì разнообразии в
окружении, ìоäеëü в öеëоì äвижется к все боëü-
øей сеãреãаöии. Это обусëовëено теì, ÷то по оп-
реäеëенныì в ìоäеëи правиëаì вероятностü пере-
езäа аãентов обратно пропорöионаëüна экспонен-
те потенöиаëüной функöии.

Кроìе тоãо, ìы поëу÷иëи инструìент иссëеäо-
вания ряäа аãентных ìоäеëей, ìуëüтиаãентных
систеì и вообще проöессов, äеятеëüностü которых
ìожет бытü преäставëена в виäе öепи Маркова и
поäпаäаþщих поä усëовия äоказанной теореìы.

Это открывает перспективы äëя äаëüнейøей
работы по иссëеäованиþ таких ìоäеëей и систеì,
в настоящее вреìя строится аãентная пëатфорìа
äëя упрощения их проãраììной реаëизаöии и уп-
равëения проöессоì их работы.
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