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Аннотация. Сформулирована задача синтеза терминального управления с разделением 

координат состояния объекта на два типа: медленно меняющиеся координаты, участву-

ющие в краевых условиях, и координаты контура стабилизации. Для построения управ-

ления введена прогнозирующая модель объекта. Получено дифференциальное уравнение 

для прогнозируемых невязок краевых условий. На его основе произведена дискретизация 

системы. Задача синтеза рассмотрена поэтапно для управления в классе кусочно-

постоянных и кусочно-непрерывных функций. В качестве примера рассмотрена задача 

управления расходованием топлива ступени жидкостной ракеты-носителя. Актуальность 

расширения класса функций связана с возможностью учета дополнительных требований 

к процессу управления. При этом для выбора непрерывных функций на интервалах меж-

ду разрывами управления используются локальные краевые условия, полученные на эта-

пе синтеза терминального управления в классе кусочно-постоянных функций. 
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ВВЕДЕНИЕ  

Задачи терминального управления возникают 

во многих областях техники. В ракетодинамике 

примерами таких задач являются выведение на 

околоземную орбиту, расходование топлива до его 

полной выработки из баков, сближение космиче-

ских аппаратов и др. В указанных примерах задача 

управления заключается в приведении объекта в 

заданные конечные состояния при известных 

начальных условиях. Конечные условия могут 

определяться в виде значений координат состоя-

ния объекта, а также и более сложным образом, 

например, в виде функций от координат состояния. 

Современная концепция терминального управ-

ления объектами ракетно-космической техники в 

наиболее полном объеме сформулирована в моно-

графии [1]. Принципиальным элементом способа 

терминального управления является прогнозиро-

вание конечного состояния объекта в виде задан-

ных краевых условий. 

Методы прогнозирования в области ракетоди-

намики рассматривались уже в работах [2–4]. 

Применение современных методов управления с 

прогнозирующей моделью к нелинейным систе-

мам подробно рассматривается в монографии [5]. 

Общая идея метода состоит в том, что задается 

прогнозирующая модель объекта, для которой 

находится оптимальное управление в текущий и 

последующие моменты времени. При этом на реа-

лизацию идет только текущее управление, а в сле-

дующий момент времени процедура оптимизации 

повторяется. В публикации [6] для заданного 

управления в модели прогнозирования определя-

ется производная прогнозируемых значений коор-

динат по времени. Методы синтеза алгоритмов 

управления с прогнозирующей моделью (англ. 

Model Predictive Control, MPC) развивались также 

в направлении применения оптимизации в реаль-

ном времени [7] и придания робастности и адап-

тивности замкнутой системе [8, 12]. Для снижения 

вычислительной нагрузки процедура прогнозиро-

вания производится для ограниченного числа мо-

ментов времени. 

В приведенных выше задачах ракетодинамики 

терминальное управление формулируется как 

часть общей задачи управления объектом путем 

выделения в объекте сравнительно медленно про-

текающих физических процессов, определяющих 

движение к заданной цели. При этом общее управ-

ление декомпозируется на терминальное управле-

ние и задачу стабилизации объекта относительно 
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движения к заданной цели. В качестве примера 

можно привести стабилизацию углового положе-

ния ракеты-носителя относительно программы уг-

ла тангажа при управлении выведением. Отметим, 

что управление непосредственно воздействует на 

ту динамическую часть объекта, которая относится 

к контуру стабилизации. Синтез терминального 

управления, как правило, рассматривается незави-

симо от контура стабилизации. При этом коорди-

наты объекта, формируемые на выходе контура 

стабилизации, принимаются в качестве терми-

нального управления. 

В статье [9] задача синтеза терминального 

управления рассматривается при условии деком-

позиции общей задачи с учетом формального опи-

сания динамики объекта, включая контур стабили-

зации. Суть такого подхода состоит не в том, что-

бы учитывать погрешности работы этого контура. 

Целью такого рассмотрения является учет динами-

ки переходных процессов реакции контура стаби-

лизации на управляющее воздействие. В этом слу-

чае идея прогнозирования конечного состояния 

объекта реализуется для всего динамического 

тракта системы: от места непосредственного воз-

действия управления до значений невязок краевых 

условий. Описанный подход рассматривался в ра-

ботах [9–11] при управлении в классе кусочно-

постоянных функций. В хронике семинара [11, с. 

1138-1139] упоминается о докладе Д.Д. Табалина 

«О терминальной задаче с прогнозированием невя-

зок краевых условий». В данной статье решается 

задача синтеза управления в классе кусочно-

непрерывных функций. В силу значительной свя-

занности этой задачи с подходом, рассмотренным 

в статье [9], в настоящей работе приводятся основ-

ные результаты решения задачи синтеза в классе 

кусочно-постоянных функций. Актуальность рас-

ширения класса функций связана с возможностью 

учета дополнительных требований к процессу 

управления. При этом для выбора непрерывных 

функций на интервалах между разрывами управ-

ления используются локальные краевые условия, 

полученные на этапе синтеза терминального 

управления в классе кусочно-постоянных функ-

ций. 

 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ  

Для понимания содержания процессов управ-

ления в системе, решающей задачу приведения 

объекта в заданное конечное состояние, оказыва-

ется полезным выделение в описании объекта двух 

взаимосвязанных систем уравнений, различаю-

щихся динамикой переходных процессов. 

Рассматривается динамическая система 

1
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Здесь первая система уравнений для координат 

1( )x t  описывает движение объекта к заданной це-

ли. Объекты управления терминальных систем в 

части переходных процессов в заданное конечное 

состояние весьма инерционны (как правило, пред-

ставляют собой интегрирующие звенья).  

Управление этими процессами производится 

путем воздействия на другие координаты объекта 

2 ( )x t  с быстро затухающей динамикой переход-

ных процессов. Суть такого управления состоит в 

задании значений этих координат. Управление в 

традиционном понимании, а именно положение 

исполнительных органов (приводов, рулей и т. д.), 

заключается в стабилизации координат объекта 

относительно заданных значений. Работа контура 

стабилизации в замкнутом виде описывается си-

стемой уравнений для координат 2 ( )x t . Управле-

ние ( )u t  в правой части этих уравнений представ-

ляет собой заданные значения, уставки для коор-

динат 2 ( )x t .  

В качестве примера можно привести стабили-

зацию углового положения ракеты-носителя отно-

сительно программы угла тангажа при управлении 

выведением. Таким образом, терминальное управ-

ление непосредственно воздействует на ту дина-

мическую часть объекта, которая относится к кон-

туру стабилизации. В математических постановках 

задач оптимального управления синтез терминаль-

ного управления, как правило, рассматривается 

независимо от контура стабилизации. 

Здесь предполагается, что решение системы (1) 

для любых начальных условий существует и един-

ственно.  

Ставится задача терминального управления – 

перевода системы в состояние x, удовлетворяющее 

краевым (граничным) условиям ψ в момент време-

ни T: 
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где   – число краевых условий. Предполагается, 

что краевые условия накладываются только на ко-

ординаты x1, а граничные условия представляют 

собой вектор условий для отдельных x1i. Функция 

ψ предполагается дифференцируемой. Отметим, 

что при формулировке некоторых задач терми-

нального управления краевые условия могут 

накладываться на часть координат x2.  

Момент времени T > t
0 либо является фиксиро-

ванным, либо определяется первым моментом вы-

полнения p-го краевого условия ψ
p
(x

1p
) = 0. 

Координаты x2 объекта формируются на выходе 

стабилизирующего контура системы управления. 

В данном случае работа контура рассматривается 

только в части переходных процессов реакции на 

изменение управляющего воздействия. Предпола-

гается, что переходный процесс завершается на 

интервале, существенно меньшем, чем интервал 

терминального управления. Ограничением общно-

сти является независимость динамики координат 

состояния x2 от координат объекта x1. 

Рассмотрим систему (1) с прогнозирующей мо-

делью 

1
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Прогнозируемой невязкой краевых условий (в 

силу прогнозирующей модели (2)) будем называть 

1̂( ) ( ( | ))z t x T t ,  

где момент времени T вычисляется для системы (2) 

так же, как и для исходной системы (1), т. е. он 

либо фиксирован, либо определяется первым мо-

ментом выполнения краевого условия ψp. 

Через 1̂( | )x T t  обозначено значение вектора ко-

ординат 1̂( )x T  в силу системы уравнений (2), про-

гнозируемого в момент времени t . 

В работе [9], с учетом того, что z(t) является 

функцией x(t), t, получено дифференциальное 

уравнение для невязки z(t) следующего вида: 
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В дальнейшем будем полагать, что T = const. В 

этом случае получим: 

1
2 2

1 2

ˆ ( | )( )
( ( ), ( ), ).

ˆ ( | ) ( )

x T tdz t
f x t u t t

dt x T t x t
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     (3) 

Введем обозначение dz/dx2, под ним будем по-

нимать матрицу, на которую в выражении для dz/dt 

домножается функция  f2. В данных обозначениях 

формула (3) примет вид 

2 2

2

( ( ), ) ( ( ), ( ), ).
dz z

x t t f x t u t t
dt x





           (4) 

Будем решать задачу синтеза терминального 

управления объектом (1) при условии формирова-

ния управления с обратной связью как функции 

прогнозируемых невязок краевых условий, опре-

деляемых дифференциальным уравнением (3). 

Управление будем выбирать в классе кусочно-

непрерывных функций. 

Задачу синтеза будем решать в два этапа. Пер-

воначально будем полагать, что управление выби-

рается в классе кусочно-постоянных функций. Из 

решения этой задачи синтеза формируются ло-

кальные краевые условия. Выполнение локальных 

краевых условий в совокупности обеспечивает 

решение исходной терминальной задачи. На сле-

дующем этапе расширим класс функций для выбо-

ра управления. Будем полагать, что на интервалах 

между разрывами управление является непрерыв-

но изменяющейся функцией. Будем выбирать та-

кое управление, с учетом локальных краевых 

условий, полученных при кусочно-постоянном 

управлении.  

2. ФОРМИРОВАНИЕ ЛОКАЛЬНЫХ КРАЕВЫХ УСЛОВИЙ 

В МОМЕНТЫ ВРЕМЕНИ РАЗРЫВА ТЕРМИНАЛЬНОГО 

УПРАВЛЕНИЯ НА ОСНОВЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 

СИНТЕЗА В КЛАССЕ КУСОЧНО-ПОСТОЯННЫХ 

ФУНКЦИЙ 

Пусть u(t) – кусочно-постоянная функция вре-

мени; tj, j = 1, 2,…, k – 1, – моменты времени скач-

кообразного изменения функции u(t), Ttk  . В 

этом случае может быть получено разностное 

уравнение для невязок z(tj) – аналог дифференци-

ального уравнения (4). Воспользуемся результата-

ми, полученными в работе [9]. 

Проинтегрируем уравнение (4) на малом ин-

тервале [tj; tj + δt]: 
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Здесь t – интервал времени переходного про-

цесса в объекте (1) по координате x2 при скачкооб-

разном изменении управляющего воздействия от 

величины u(tj) до величины u(tj+1) в момент време-

ни tj. При 1[ , ]j jt t t     2 2( ( ), ( ), ) 0f x u    . 

При малых t переходим к дискретной системе: 
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где  
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Переформулируем исходную задачу терми-

нального управления. Вместо нахождения управ-

ления u(t) в классе кусочно-постоянных функций 

будем искать дискретную последовательность из-

менения приращения координаты x2(t) в моменты 

времени tj, j = 0, 1, 2,…, k – 1, т. е. x2(tj). 

Рассмотрим случай, когда отсутствуют ограни-

чения на возможные значения ∆x2. Будем искать 

решение терминальной задачи 

 2( ) : ( ) 0.j kx t z t                         (6) 

Будем полагать, что в формуле (5) 

2 2

( ( ), ) ( ).j j j

z z
x t t t

x x

 


 
  

Задача (6) применительно к системе уравнений 

(5) решается путем обратного движения от момен-

та 1kt  . Например, для момента 1kt   задается 

условие для однозначного выбора 2 1( )kx t   и од-

новременно формулируется граничное условие для 

всех управлений в моменты времени, предше-

ствующие 1kt  . Условия формируются путем за-

дания линейных операторов относительно невязок 

( )kz t , 1( )kz t  . Образующаяся в результате система 

уравнений относительно невязки ( )kz t  имеет 

единственное нулевое решение.  При переходе к 

моменту 2kt   учитывается решение, полученное 

для 2 1( )kx t  .  

В итоге исходная задача управления (6) с усло-

виями на правом конце траектории преобразуется 

в эквивалентную совокупность локальных задач 

управления для конечного числа дискретных мо-

ментов времени: 

 

 

2 1

т

1

2

2 1 2 2 2 2 1

1 1

( ) :

( ) ( ) ( ) 0 , ,

( ), ( ),..., ( ), ( ) :

( ) ( ) 0.

j

j j j

j j

j j

x t

z
t K t z t j p k

x

x t x t x t K t

K t z t





 

 




  



  



      (7) 

Отметим, что в выражении (7) первое уравне-

ние предназначено для выбора текущего управле-

ния 2 1( )jx t  . При умножении на 
т

1
2

( )j
z

t
x





 фор-

мируются невязки, число которых равно размерно-

сти вектора управления. 

Второе уравнение задает локальные краевые 

условия для выбора управляющих воздействий в 

моменты времени, предшествующие 1jt .  

Матрица )( 1jtK определяется рекуррентным 

выражением  

1
т

1
2 22

т

2

( ) ,

( ) ( ) ( )

( ) ( ) , ,

k

j j j

j j

K t E

z z z
K t E K t K t

x xx

z
K t K t j p k

x







 


              

 
   

 

  (8) 

где E – единичная матрица, 

1

2 2

( ).j

z z
t

x x


 


 
 

Обозначим ( ) ( ) ( )j j j jz t K t z t . Вектор 

( )j jz t представляет собой вектор невязок ( )kz t  при 

управлениях 2 1 2 2 1( ), ( ),..., ( )j j kx t x t x t    , опре-

деляемых в соответствии с формулой (7). 

Пусть из выражения (7) получены значе-

ния 2 1( ) ,jx t j p k   : 

1
т

2 1 1 1

2 2

т

1 1

2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) , ,

j j j j

j j j

z z
x t t K t t

x x

z
t K t z t j p k

x



  

 

  
    

  


  


    (9)  
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и определены невязки ( )j jz t . В этом случае 

( ) ( )j j kz t z t и первое уравнение в выражении (7) 

может быть представлено в виде системы линей-

ных уравнений относительно ( )kz t : 

т

1

2

т

1

2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0   , .

j j j

j k

z
t K t z t

x

z
t z t j p k

x











   


           (10)  

Как показано в работе [9], система уравнений 

(10) имеет единственное нулевое решение 

( ) 0kz t  , если ранг матрицы 

1 2 1
2 2 2

( )  ( ) ... ( ) k k p
z z z

t t t
x x x

  

   
 
    

равен раз-

мерности вектора ( )kz t . В этом случае управление 

вида (9) является решением исходной терминаль-

ной задачи. 

Стратегия управления, соответствующая выра-

жению (7), накладывает ограничения на траекто-

рию движения объекта для значений вектора ( )z t в 

конечном числе моментов времени разрыва управ-

ления. При этом на интервалах между этими мо-

ментами возможны вариации управления по коор-

динатам 2x . Эти вариации можно выбирать с уче-

том целевых функционалов от координат состоя-

ния и управления. Таким образом, имеется воз-

можность расширения класса функций для выбора 

управления с учетом критериев нетерминального 

типа.  

3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ СИНТЕЗА ТЕРМИНАЛЬНОГО 

УПРАВЛЕНИЯ В КЛАССЕ КУСОЧНО-НЕПРЕРЫВНЫХ 

ФУНКЦИЙ 

Сформулируем задачу синтеза терминального 

управления в классе кусочно-непрерывных функ-

ций, дополнив постановку задачи из § 1. 

Так же, как в предшествующем разделе, будем 

полагать, что объект управления описывается 

уравнением (1), а прогнозирующая модель – урав-

нением (2), управление u(t) скачкообразно изменя-

ется в дискретные моменты времени tj, j = 0, 1, 

2,…, k – 1. При этом на интервалах [tj, tj+1] u(t) – 

непрерывная функция времени. Известно диффе-

ренциальное уравнение (4) для вектора прогнози-

руемых невязок )(tz . В уравнении (4) будем пола-

гать, что 
2 2

( ( ), ) ( )
z z

x t t t
x x

 


 
. Известно решение 

локальных задач синтеза управления (7) в классе 

кусочно-постоянных функций: 2 1( ) ,jx t j p k    

для разностного уравнения (5). Будем выбирать 

управление )(tu  в классе кусочно-непрерывных 

функций, для которого на интервалах между мо-

ментами времени 1,  ,j jt t j p k   выполняются 

условия 
т

1

2

1 1

( ) ( ) ( ) 0   , ,

( ) ( ) 0,

j j j

j j

z
t K t z t j p k

x

K t z t



 


  





 

где матрица )( 1jtK определяется выражением (8). 

В этом случае для невязки z(tk) и кусочно-

непрерывной функции ( )u  , 1[ , ]k kt t , можно 

записать 

1

1 2 2
2

( ) ( ) ( ) ( ( ), ( ), )
k

k

t

k k

t

z
z t z t f x u d

x





      


. (11)  

Будем полагать, что выполняется условие 

т

1

2

( ) ( ) 0k k

z
t z t

x






.                     (12) 

Это условие сужает рассматриваемый класс ку-

сочно-непрерывного управления. Новый, ограни-

ченный условием (12), класс кусочно-

непрерывных функций определяется ниже. 

Пусть u() = const, 1( , )k kt t . С учетом скач-

кообразного изменения функции u() в момент 

1kt  в этом случае можно записать:  

1 1 2 1

2

( ) ( ) ( ) ( ).k k k k

z
z t z t t x t

x
  


  


        (13) 

Из формулы (12) определяется величина 

2 1( )kx t   выражением вида (9). 

Будем полагать, что для кусочно-непрерывной 

функции времени u() на интервале [tk–1, tk] спра-

ведливо соотношение 

1

2 2

2

1 2 1

2

( ) ( ( ), ( ), )

( ) ( ).

k

k

t

t

k k

z
f x u d

x

z
t x t

x



 


     




 



           (14)  

В этом случае выражение (11) преобразуется к 

виду (13), и выполняется условие (12).  

Пусть управление в моменты времени, предше-

ствующие 1jt , выбрано таким образом, что вы-
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полнены краевые условия, заданные вторым урав-

нением в выражении (7), т. е. 1 1( ) ( ) 0j jK t z t   . 

Вычтем 1 1( ) ( )j jK t z t   из правой части формулы 

(11). После преобразования получим: 

1

1
т т

1 1 1 1 1
2 2 2 2

2 2
2

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ( ), ( ), ) 0.
k

k

k

k k k k k

t

t

z t

z z z z
t t t t z t

x x x x

z
f x u d

x




    



    
  

     


      


 

В правой части полученного выражения первое 

слагаемое, как следует из формулы (9) при j = k, 

равно 1 2 1
2

( ) ( )k k
z

t x t
x

 


 


. В итоге, с учетом со-

отношения (14), получим ( ) 0kz t  .  

Перейдем к выбору управления на интервале     

[tk–2, tk–1]. Определим новый вектор невязок 

1 1 1 1( ) ( ) ( )k k k kz t K t z t    . Для вектора 1 1( )k kz t   и 

для кусочно-непрерывной функции u(), [tk–2,   

tk–1], запишем: 

1

2

1 1 1 1 1

2 2 2
2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ), ( ), ) .
k

k

k k k k k

t

k

t

z t K t z t K t

z
z t f x u d

x





    



  

 
       

 
 


   (15) 

Пусть для u() выполняется условие 

0)()( 111

2

т





 kkk tzt

x

z
.               (16) 

При выборе управления на интервале [tk–2,tk–1] 

воспользуемся теми же соображениями, что и на 

интервале [tk–1, tk]. Для постоянного управления 

u(), (tk–2, tk–1), можно записать: 

1
1 1 1 2 2 2 2

2

( ) ( ) ( ) ( ),k
k k k k k k

z
z t z t t x t

x


     


  


 (17) 

где  

1
2 1 2

2 2

( ) ( ) ( )k
k k k

z z
t K t t

x x


  

 


 
, 

1 2 1 2( ) ( ) ( )k k k kz t K t z t    . 

Из условия (16) определим управления x2(tk–2) 

выражением вида (9). 

Будем полагать, что кусочно-непрерывная 

функция времени u() на интервале [tk–2, tk–1] удо-

влетворяет условию 

1

2

1 2 2
2

2 2 2
2

( )( ( ) ( ( ), ( ), )

( ) ( )) 0.

k

k

t

k

t

k k

z
K t f x u d

x

z
t x t

x







 


     




  



 

В этом случае выражение (15) преобразуется к 

виду (17) и, следовательно, выполняется условие 

(16).  

Определим новый вектор невязок 

)()()( 2222   kkkk tztKtz . При условии 

0)()( 22  kk tztK , преобразуя выражение (15) 

аналогично преобразованию на интервале [tk–1, tk] 

выражения (11).  

Процедура может быть продолжена для момен-

тов времени, предшествующих tk–1. 

В итоге для момента времени tj можно запи-

сать: 

1

1 2 2

2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ), ( ), ) ,

j

j

j j j j j

t

j

t

z t K t z t K t

z
z t f x u d

x




  

 
       

 
 


  (18) 

1

2 2
2

1 2 1
2

( )( ( ) ( ( ), ( ), )

( ) ( )) 0.

j

j

t

j

t

j j

z
K t f x u d

x

z
t x t

x



 


     




  



      (19) 

Здесь 1( )jK t   определяется выражением (8), а 

2 1( )jx t   – выражением вида (9). С учетом фор-

мул (19) и (9) выполняется условие 

т

1

2

( ) ( ) ( ) 0   ,j j j

z
t K t z t j p k

x



  


.        (20) 

Таким образом, уравнение (19) и выражение (9) 

для x2(tj–1) определяют условия, равносильные 

исходному условию (20). 

Полагая ( ) ( ) 0j jK t z t  , путем преобразования 

формулы (18) можно показать, что 

( ) ( ) ( ) 0j j j jz t K t z t  . 

В итоге можно сделать вывод, что управление в 

классе кусочно-непрерывных функций, выбирае-

мое в соответствии с выражениями (19), (9), реша-

ет поставленную терминальную задачу 0)( ktz , 

допуская при этом возможность выбора непрерыв-

ного управления на интервалах между разрывами в 

достаточно широком классе функций.  
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4. ПРИМЕР  

В качестве примера рассмотрим задачу управления 

расходованием топлива жидкостной ракеты. Ограни-

чимся задачей синхронизации выработки окислителя и 

горючего к моменту выключения двигателя ступени 

ракеты. Рассмотрим ее в линейном приближении. Из-за 

несинхронности выработки в баках остаются неисполь-

зуемые остатки топлива, вследствие чего снижаются 

энергетические возможности ракеты. Управление про-

цессом синхронизации производится путем изменения 

коэффициента соотношения расходов компонентов 

топлива через двигатель. В свою очередь, отклонение 

этого параметра от номинального оптимального значе-

ния приводит к потерям удельной тяги. Эти потери ста-

новятся наиболее ощутимыми по мере приближения к 

концу полета. Отмеченные соображения позволяют ка-

чественно сформулировать требования к процессу 

управления и определяют вид краевых условий.  

Объект управления описывается уравнениями  

1 2 2 2

0 0 2 0

1
( ) ( ), ( ) ( ( ) ( )),

[ , ], , ( ) 0.k k

x t x t x t k x t u t
T

t t t T t t x t

   

   

 

Здесь 1( )x t  – рассогласование относительных масс ком-

понентов топлива; 2( )x t  – относительное отклонение 

коэффициента соотношения расходов компонентов от 

номинального значения. 

Краевые условия заданы в виде  

1 2( ) 0, ( ) 0k kx t x t  . 

Определим вектор прогнозируемых невязок ( )z t и 

( )z t : 

1 2

2

( ) ( )
( )

( )

kt t
x t x t

z t T

x t




 ,  

2
2

( )
( ) ( )

         1

kt t
x t

z t x tT



 . 

Сначала рассмотрим решение задачи в классе ку-

сочно-постоянного управления. В этом случае доста-

точно иметь моменты времени t0, t0 < t1 < T разрыва 

управления ( )u t . Определим вектор прогнозируемых 

невязок краевых условий в момент времени t1: 

1 1 1 2 1
1

2 1

( ) ( )
( )

( )

x t t x t
z t

x t


 , 

1
( )kt t t

T
   , 1 1

1
( )kt t t

T
   . 

Отметим, что при скачкообразном изменении функ-

ции ( )u t переходный процесс по координате 2( )x t  за-

канчивается за время, существенно меньшее, чем T 

(время переходного процесса t <0,01 T). Для уменьше-

ния ошибки системы, связанной с конечным временем 

переходного процесса t , частная производная 
2

( )
z

t
x




 

в примере берется в промежуточный момент времени на 

интервале t . 

Запишем  

*
1

1 2 1

*
1 1 1

( ) ( ) ( ),
1

( , ),

k

t
z t z t x t

t
t t t

T

  


  

 

где 2 1 2 2 1( ) ( ) ( )kx t x t x t   . 

Для приращения координаты 2( )x t  при скачкооб-

разном изменении функции ( )u t  в момент времени t1 из 

условия  
*
1 ( ) 0

1
k

t
z t   получим: 

*
1 1 1 2 1 1 2 1

2 1 *2
1

( ( ) ( )) ( )
( ) .

1

x t t x t t x t
x t

t

 
  


  

Матрица 1( )K t  имеет вид 

*
1

1 *2* *2
11 1

   1       1
( )

1    

t
K t

tt t





. 

Новый вектор невязок для выбора управле-

ний 2 0 2 1 2 0( ) ( ) ( )x t x t x t    записывается в ви-

де 1 1 1 1( ) ( ) ( )z t K t z t ,  

где 
*

*0
1 0 2 0 0 0 0( ) ( ) ( ), ,

1

t t
z t z t x t t t t

T

 
      

 
. 

После преобразования получим условие для опреде-

ления управления 2 0( )x t : 

* *
1 1 1 0 0 1 2 0* *2

1 1

1 1
( ) ( ( ) ( ) ( )) 0

1
z t x t t t x t

t t
    
 

, 

откуда 1 0
2 0 * *

0 1

( )
( )

x t
x t

t t
  


. 

Отметим, что допускается 1 1 1( ) 0, ( ) 0z t x t  . 

Перейдем к решению терминальной задачи в классе 

кусочно-непрерывного управления. На интервале [t1, tk] 

управление ( )u  должно удовлетворять условию 

1

*
1

2 2 1( ) ( )
1

    1

kt k

t

t
t

x d x tT

 

    . 

Здесь необходимо иметь в виду, что функция 

( )u  может скачкообразно изменяться в момент времени 

t1 . 

При выборе непрерывной функции управления 

( )u  , 0 1[ , ]t t , должно выполняться условие 
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1

0

*
0

1 2 1 2 0( ) ( ) ( ) ( )
1

t

k

t

t t
K t x d K t x t

T

  
    

  . 

После преобразования получим условие вида 

1

0

* * *
1 2 0 1 2 0( ) ( ) ( )

t

k

t

t
t x d t t x t

T

  
      

  . 

Воспользовавшись правилом интегрирования по ча-

стям для левой части, получим: 

1

0

*
1 0 2 2 1 1 1

1
( ) ( ) ( )( )

t

t

x t x d x t t t
T

      . 

Найденное выражение может быть записано в виде 

граничного условия *
1 1 2 1 1 1( ) ( )( )x t x t t t   .  

Это условие позволяет выбирать непрерывное 

управление в достаточно широком классе функций. С 

учетом требования, предъявляемого к отклонению ко-

эффициента соотношения расходов компонентов, т. е. к 

2( )x t , на интервале 0 1[ , ]t t  2( )x   и управление ( )u   

могут выбираться в виде убывающих экспоненциаль-

ных функций.  

Пусть 0 0t  . Зададим ( ) ru Be   , 0 1[ , ]t t . В 

этом случае 2 ( ) ( )k rkB
x e e

k r

      


, k r . Пара-

метры B и r определяются, исходя из начальных и ко-

нечных условий 1 0( )x t , 2 0( )x t , 
*

1 1 2 1 1 1( ) ( )( )x t x t t t   . 

На интервале 1[ , ]kt t можно принять ( ) 0u   . В этом 

случае на интервале 1[ , ]kt t t   2( ) 0x   . Проинте-

грируем уравнение для 1( )x t  на интервале 1 1[ , ]t t t . 

Найдем 1( )kx t : 1 1 1 2 1

1
( ) ( ) ( )kx t x t x t

kT
  , с учетом вы-

ражения для 1 1( )x t получим *
1 2 1 1 1

1
( ) ( )( )kx t x t t t

kT
    . 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Рассмотрена задача синтеза терминального 

управления в классе кусочно-постоянных и кусоч-

но-непрерывных функций. Показана взаимосвя-

занность этих задач и целесообразность их поэтап-

ного, последовательного рассмотрения.  

На этапе синтеза кусочно-постоянного управ-

ления получены локальные условия для выбора 

управления на каждом интервале между момента-

ми разрыва управления. При этом выполнение ло-

кальных условий обеспечивает решение исходной 

терминальной задачи.  

При синтезе управления в классе кусочно-

непрерывных функций используются результаты 

синтеза кусочно-постоянного управления. Полу-

ченные на первом этапе локальные условия ис-

пользуются в качестве краевых условий для выбо-

ра управления в классе кусочно-непрерывных 

функций на интервалах между разрывами управ-

ления. При этом при выполнении локальных усло-

вий непрерывное управление может выбираться в 

достаточно широком классе функций. 
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Abstract. This paper presents a terminal control problem with the separation of object’s state 

coordinates into two types: the slowly changing coordinates figuring in boundary conditions and 

the coordinates of the stabilization loop. A predictive model of the object is introduced to design 

the control action. A differential equation is derived for predicted mismatches in the boundary 

conditions. The original system is discretized in time based on this equation. This problem is 

solved step-by-step in the classes of piecewise constant and piecewise continuous control ac-

tions. As an illustrative example, the problem of controlling the fuel consumption of a stage of a 

liquid-propellant launch vehicle is considered. The class of control actions is extended from 

piecewise constant to piecewise continuous functions in order to cover additional requirements 

for the control process. The continuous functions on intervals between control jumps are chosen 

using the local boundary conditions obtained during the terminal control design in the class of 

piecewise constant functions. 
 

Keywords: terminal control, model predictive control (MPC), fuel consumption control for launch vehi-

cles. 
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