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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Систеìы терìинаëüноãо управëения øироко
приìеняþтся в первуþ о÷ереäü äëя реøения за-
äа÷ управëения äвижущиìися объектаìи, напри-
ìер, управëения вывеäениеì ракет-носитеëей и
расхоäованиеì топëива жиäкостныì ракетныì
äвиãатеëеì.
В таких заäа÷ах управëение объектоì осущест-

вëяется на коне÷ноì интерваëе вреìени, заäавае-
ìыì ëибо в явноì виäе, ëибо опреäеëяеìыì ìо-
ìентоì выпоëнения заäанных краевых усëовий,
наëаãаеìых на коорäинаты траектории äвижения
объекта.
Заäа÷и терìинаëüноãо управëения характеризу-

þтся, прежäе всеãо, высокиìи требованияìи к
то÷ности выпоëнения краевых усëовий. Кроìе то-
ãо, к протеканиþ проöесса управëения äо ìоìен-
та их выпоëнения (терìинаëüноãо ìоìента) ìоãут
преäъявëятüся äопоëнитеëüные требования эф-
фективноãо и эконоìи÷ноãо испоëüзования иìе-
þщихся ресурсов, которые привоäят к постанов-
каì ряäа заäа÷ оптиìизаöии траектории äвижения
объекта к заäанной öеëи. В äетерìинированной
постановке реøение этих заäа÷ позвоëяет постро-
итü оптиìаëüнуþ проãраììу управëения.
Реаëüные систеìы управëения нахоäятся поä

возäействиеì сëу÷айных возìущений и поìех.
Дëя аäаптаöии систеìы к возìущенныì усëовияì
функöионирования управëение äоëжно опиратüся
на текущие изìерения коорäинат состояния объ-
екта и преäысториþ изìерений и управëяþщих
возäействий.
Практика созäания систеì терìинаëüноãо уп-

равëения поäсказывает разработ÷икаì поäхоä к

синтезу управëения с обратной связüþ, аäекватный
прироäе реøаеìой заäа÷и и позвоëяþщий ìини-
ìизироватü затраты на управëение. Данный поä-
хоä преäусìатривает проãнозирование буäущеãо
äвижения систеìы от текущеãо ìоìента впëотü äо
терìинаëüноãо на основе изìерений и априорно-
ãо описания объекта управëения и форìирование
управëения, привоäящеãо систеìу в заäанное ко-
не÷ное состояние [1, 2]. Непрерывное проãнози-
рование буäущеãо äвижения в теìпе, потребноì
äëя управëения, путеì ÷исëенноãо интеãрирова-
ния уравнений объекта стаëо возìожныì бëаãоäа-
ря возросøей произвоäитеëüности совреìенных
бортовых вы÷исëитеëüных ìаøин.
Такой поäхоä к орãанизаöии проöесса управëе-

ния опреäеëяет спеöифику äинаìи÷еских свойств
систеìы терìинаëüноãо управëения, в которой по-
ìиìо перехоäных проöессов изìенения коорäинат
объекта при еãо äвижении в новое состояние ис-
сëеäуется также äинаìика перехоäных проöессов
изìенения проãнозируеìых невязок заäанных кра-
евых усëовий.
В настоящей работе äинаìи÷еские свойства тер-

ìинаëüной систеìы рассìатриваþтся в äетерìи-
нированной постановке и иäеаëизированных ус-
ëовиях, преäпоëаãаþщих отсутствие возìущаþщих
факторов и наëи÷ие поëной изìеритеëüной ин-
форìаöии о коорäинатах текущеãо состояния и
априорноãо описания объекта. Преäпоëаãается,
÷то заäа÷а управëения äвижениеì объекта реøает-
ся при переìенных на÷аëüных усëовиях, заранее
неизвестных äо ìоìента изìерения.
Особенностü рассìатриваеìой заäа÷и связана с

теì, ÷то текущее управëение форìируется на ос-
нове проãнозирования буäущеãо, проìежуто÷ноãо
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состояния объекта, отäаëенноãо от заäанноãо ко-
не÷ноãо состояния [3]. Цеëесообразностü такоãо
квазитерìинаëüноãо управëения ìожет бытü свя-
зана с труäностяìи проãнозирования коне÷ноãо
состояния. Потребностü в поäобноì управëении
возникает также при необхоäиìости обеспе÷ения
асиìптоти÷ески устой÷ивоãо äвижения систеìы в
окрестности заäанноãо коне÷ноãо состояния и
уäержания äостиãнутоãо коне÷ноãо состояния. От-
ìетиì, ÷то в äанноì сëу÷ае возникает боëее сëож-
ная в пëане äинаìики заäа÷а управëения невязкой
поäвижных краевых усëовий на коорäинаты со-
стояния объекта.

1. ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Пустü объект управëения описывается äиффе-
ренöиаëüныì уравнениеì виäа

(t) = F(x(t), w(t), t),  x(t) ∈ X ⊂ Ek, 

w(t) ∈ W ⊂ Ev, (1)

t[t0, tкон],  x(t0) = x0 ∈ X 0,

ãäе x(t) — вектор фазовых коорäинат систеìы; F —
известная вектор-функöия, äифференöируеìая по
совокупности своих арãуìентов; x0 — вектор на-
÷аëüных усëовий, заранее неизвестных äо ìоìента
изìерений; w(t) — вектор-функöия управëяþщих
возäействий; tкон — ìоìент äостижения öеëи уп-
равëения (коне÷ный, т. е. терìинаëüный ìоìент
вреìени).
Цеëü управëения заäается краевыìи усëовияìи

ϕl(x(t), tкон) = ,  l = ,  L ≤ k, (2)

ãäе ϕl — известная функöия,  — ее заäанное зна-

÷ение.
Достижение требуеìоãо коне÷ноãо состояния (2)

обеспе÷ивается выбороì управëения w(t).
Приниìая во вниìание возìожностü оøибок

управëения, ввеäеì понятие невязок краевых ус-
ëовий:

zкон = {zl = φl(x(t), tкон) – , l = }. (3)

Пустü δ — ìножество äопустиìых зна÷ений
вектора невязок.
Управëяþщие возäействия буäеì форìироватü

в виäе вектор-функöии

w = w(u, t),  u ∈ Er,  r = L, (4)

ãäе u — вектор параìетров проãраììы управëения
(4), синтезированной при реøении заäа÷и опти-
ìизаöии траектории äвижения объекта к заäанной
öеëи.
В ка÷естве приìера проãраììы управëения (4)

ìожно привести оптиìаëüный по расхоäу топëива

закон изìенения уãëа танãажа θ при заäанных
краевых усëовиях по поëожениþ и скорости äви-
жения ракеты в оäнороäноì пëоскопараëëеëüноì
ãравитаöионноì поëе [4]:

tgθ = u1 + u2t,

ãäе u1 и u2 — коэффиöиенты, зависящие от ãра-
ни÷ных усëовий.
Преäпоëаãается, ÷то виä вектор-функöии (4)

известен, а заäа÷а закëþ÷ается в выборе вектора
параìетров u этой функöии, при которых zкон ∈ δ.
Перефорìуëируеì заäа÷у (1)—(4). Буäеì с÷и-

татü, ÷то äëя ноìинаëüных на÷аëüных усëовий
синтезирована проãраììа управëения (4) wноì(t) и
опреäеëена ноìинаëüная траектория xн(t) äвиже-
ния объекта к заäанной öеëи (2).
Текущее управëение с обратной связüþ буäеì

форìироватü по откëоненияì факти÷еской траек-
тории äвижения объекта от ноìинаëüной. Страте-
ãиþ управëения w(t) буäеì строитü такиì образоì,
÷тобы парироватü указанные откëонения к ìоìен-
ту вреìени, отäаëенноìу от текущеãо на заäанный
интерваë ΔT. Откëонения коорäинат факти÷еской
траектории от ноìинаëüной буäеì парироватü пу-
теì изìенения параìетров вектор-функöии (4) от
ноìинаëüных зна÷ений.
С у÷етоì выражения (4) уравнение объекта (1)

в откëонениях от ноìинаëüной траектории ìожет
бытü записано в виäе

 = f(x, u, t),  x(t) ∈ Ek,  u(t) ∈ Er,  r = k. (5)

Зäесü ÷ерез x(t) и u(t) переобозна÷ены откëоне-
ния факти÷еских зна÷ений коорäинат объекта и
управëения от их зна÷ений, соответствуþщих но-
ìинаëüной траектории äвижения.
В äаëüнейøеì äëя объекта (5) вектор u буäеì

называтü управëениеì.
Дëя объекта (5) взаìен усëовий (2) буäеì рас-

сìатриватü новые, поäвижные краевые усëовия —
зна÷ения коорäинат ноìинаëüной траектории в
ìоìент вреìени, уäаëенный от текущеãо на заäан-
ный интерваë ΔT.
Управëение объектоì (5) в текущий ìоìент

вреìени t буäеì форìироватü на основе проãнози-
руеìых зна÷ений невязок поäвижных краевых ус-
ëовий — зна÷ений фазовых коорäинат, опреäеëя-
еìых äëя буäущеãо ìоìента вреìени t + ΔT, при
заäанноì априори буäущеì управëении. Дëя ре-
øения заäа÷и проãнозирования буäеì поëüзоватü-
ся ìоäеëüþ объекта

 = f( , u, τ),  τ ∈ (t, t + ΔT ),

(t) = x(t),  u(τ) = u(t).

Зäесü в отëи÷ие от объекта (5), ãäе управëение
явëяется переìенной функöией вреìени, управ-
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ëение u(τ) с÷итается постоянныì на интерваëе
τ ∈ (t, t + ΔT ).

Назовеì z(t) = (t + ΔT ) (зна÷ение вектора ко-

орäинат (τ) ìоäеëи объекта в ìоìент t + ΔT ) про-
ãнозируеìыì зна÷ениеì вектора коорäинат объек-
та (5) в ìоìент t + ΔT. Испоëüзуя интеãраëüнуþ
форìу записи äëя ìоäеëи объекта на отрезке про-

ãноза и поëаãая (t) = x(t), поëу÷аеì

z(t) = z(x(t), u(t), t) =

= x(t) + f( (τ), u(t), τ)dτ, (6)

ãäе (τ) — реøение уравнения ìоäеëи объекта при
проãнозировании.
В общеì сëу÷ае в бортовых систеìах управëе-

ния äвижениеì зна÷ение z(t) вы÷исëяется путеì
÷исëенноãо интеãрирования уравнения объекта
при заäанной проãраììе управëения на интерваëе
проãнозирования.
В перефорìуëированной заäа÷е управëения оã-

рани÷ение интерваëа реãуëирования ìоìентоì tкон
не иìеет принöипиаëüноãо зна÷ения и в äаëüней-
øеì рассìотрении не у÷итывается.
Управëение u(t) объектоì (5) буäеì выбиратü из

усëовия ìиниìизаöии зна÷ения z(t).
Итак, исхоäная заäа÷а (1)—(4) перефорìуëи-

рована в заäа÷у (5), (6) квазитерìинаëüноãо уп-
равëения. Поясниì еãо сутü. Квазитерìинаëüное
управëение преäназна÷ено äëя парирования от-
кëонений коорäинат от ноìинаëüной траектории
объекта (5). При управëении испоëüзуþтся поä-
вижные краевые усëовия — зна÷ения коорäинат
ноìинаëüной траектории в ìоìент вреìени, уäа-
ëенный от текущеãо на заäанный интерваë ΔТ.
Перефорìуëированная заäа÷а боëее простая по

сравнениþ с исхоäной. В окрестности ноìинаëü-
ной траектории ìоãут испоëüзоватüся ëинеаризо-
ванные уравнения объекта. В связи с сокращениеì
интерваëа проãнозирования снижается труäоеì-
костü ÷исëенноãо интеãрирования. Вìесте с теì,
реøение заäа÷и квазитерìинаëüноãо управëения
не ãарантирует, вообще ãоворя, реøения исхоäной
заäа÷и при возìущенных на÷аëüных усëовиях,
есëи заìкнутая систеìа управëения не явëяется
асиìптоти÷ески устой÷ивой. В общей теории уп-
равëения пробëеìа устой÷ивости оäна из кëþ÷е-
вых и иссëеäоваëасü в ряäе ìоноãрафий (сì., на-
приìер, работу [5]).
Цеëü настоящей статüи состоит в выборе аëãо-

ритìов квазитерìинаëüноãо управëения с проãно-
зированиеì и иссëеäовании устой÷ивости ëиней-
ной систеìы с такиìи аëãоритìаìи.

2. ÂÛÁÎÐ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÊÂÀÇÈÒÅÐÌÈÍÀËÜÍÎÃÎ 
ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÏÐÈ ÓÑËÎÂÈÈ ÎÁÅÑÏÅ×ÅÍÈß ÍÓËÅÂÎÃÎ 

ÇÍÀ×ÅÍÈß ÂÅÊÒÎÐÀ ÏÐÎÃÍÎÇÈÐÓÅÌÛÕ ÍÅÂßÇÎÊ

Буäеì с÷итатü, ÷то выбороì управëения u(t)
обеспе÷ивается нуëевое зна÷ение вектора z(t), оп-
реäеëяеìоãо выражениеì (6).
Рассìотриì ëинейнуþ систеìу управëения

объектоì
 = A(t)x(t) + B(t)u(t). (7)

Отìетиì, ÷то в ряäе сëу÷аев ëинейная систеìа
ìожет рассìатриватüся как первое прибëижение в
реøении заäа÷и устой÷ивости исхоäной неëиней-
ной систеìы.
Выражение (6) приìенитеëüно к объекту (7)

ìожет бытü записано в виäе

z(t) = (t + ΔT ) = Φ(t, t + ΔT )x(t) +

+ u(t), (8)

ãäе Φ(τ, t + ΔT ) — фунäаìентаëüная ìатриöа ре-
øений оäнороäноãо äифференöиаëüноãо уравне-
ния, поëу÷аеìоãо из уравнения (7) при u(t) = 0.
Запиøеì выражение (8) в виäе

z(t) = (t + ΔT ) = Φ(t, t + ΔT )x(t) + u(t)),

ãäе  = Φ(τ, t + ΔT)B(τ)dτ.

Отсþäа сëеäует, ÷то управëение u(t), которое
выбирается из усëовия (t + ΔT ) = 0, явëяется ëи-
нейной вектор-функöией x(t) с переìенныìи во
вреìени параìетраìи:

u(x, t) = Γ(t)x(t),

ãäе Γ(t) = – Φ(t, t + ΔT ).

Отìетиì, ÷то заäа÷а привеäения объекта (7) на
ноìинаëüнуþ траекториþ äвижения ìожет рас-
сìатриватüся на отäеëüных у÷астках траектории,
ãäе в ка÷естве первоãо прибëижения уравнение
объекта ìожет с÷итатüся стаöионарныì.
Упростиì заäа÷у. В уравнении (7) поëожиì, ÷то

A — неособенная ìатриöа постоянных параìет-
ров, и ввеäеì новое управëение (t) = B(t)u(t).
В резуëüтате поëу÷иì

 = Ax(t) + (t). (9)

Реøение уравнения (6) приìенитеëüно к ìоäеëи
объекта (9) при усëовии (τ) = (t), t ∈ (t, t + ΔT ),
ìожет бытü записано в виäе

z(t) = (t + ΔT ) = exp(AΔT )x(t) +

+ (t).

x̂
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В резуëüтате интеãрирования поëу÷иì

z(t) = exp(AΔT )x(t) + (t), (10)

 = –A–1(E – exp(AΔT )), (11)

ãäе E — еäини÷ная ìатриöа.
Из усëовия (t + ΔT ) = 0 поëу÷иì:

(t) = (E – exp(AΔT ))–1Aexp(AΔT )x(t) =

= A((E – exp(AΔT ))–1 – E)x(t). (12)

Поäставëяя выражение äëя (t) в уравнение (9),
найäеì

 = Ax(t) + (E – exp(AΔT ))–1Aexp(AΔT )x(t).

Посëе преобразования поëу÷иì

 = (E – exp(AΔT ))–1Ax(t). (13)

Дëя  ìожет бытü поëу÷ено уравнение в виäе,
анаëоãи÷ноì уравнениþ (13) äëя :

 = (E – exp(AΔT ))–1A .

Реøение уравнения (13) ìожет бытü записано в
виäе

x(t) = exp((E – exp(AΔT ))–1A(t – t0))x0. (14)

Правая ÷астü уравнения (14) соäержит функöиþ
ìатриöы A. Воспоëüзуеìся опреäеëениеì функ-
öии от ìатриöы f(A) в виäе [6]

f(A) = f(λk)φk(A). (15)

Зäесü λk — характеристи÷еские ÷исëа ìатриöы A
(преäпоëаãается, ÷то ìатриöа A не иìеет кратных
характеристи÷еских ÷исеë), ϕk(A) — ìатриöы (со-
ставëяþщие иëи коìпоненты ìатриöы A), кото-
рые опреäеëяþтся заäаниеì ìатриöы A и не зави-
сят от виäа функöии f(A).
Фунäаìентаëüная ìатриöа реøений уравнения

(9) äëя терìинаëüных систеì преäставëяет совой
совокупностü ìеäëенно ìеняþщихся экспоненöи-
аëüных функöий с постоянныìи вреìени, сравни-
ìыìи с вреìенеì функöионирования систеìы.
В связи с этиì буäеì поëаãатü, ÷то характерис-

ти÷еские ÷исëа ìатриöы A иìеþт вещественные
зна÷ения.
В уравнении (14)

f(A) = exp((E – exp(AΔT ))–1A).

Приìениì к этоìу выражениþ опреäеëение
функöии от ìатриöы в виäе (15).
Допоëнитеëüно воспоëüзуеìся преäставëениеì

exp(AΔT ) в виäе степенноãо ряäа:

E – exp(AΔT ) =

= – AΔT +  + ... +  + ... .

Отìетиì, ÷то äëя кажäой скаëярной веëи÷ины
λk степенной ряä своäится к 1 – exp(λkΔT ).
В резуëüтате поëу÷иì

x(t) = exp((1 – exp(λkΔT ))–1 Ѕ

Ѕ λk(t – t0))φk(A) x0. (16)

Покажеì,  ÷то  в  выражении (16)  все  ска-
ëярные показатеëи при экспонентах pk = ((1 –

– exp(λkΔT))–1λk) — отриöатеëüные веëи÷ины.
Рассìотриì веëи÷ину pk при поëожитеëüных и

отриöатеëüных зна÷ениях характеристи÷ескоãо
÷исëа λk.

Пустü λk > 0. В этоì сëу÷ае (1 – exp(λkΔT))–1 < 0,
сëеäоватеëüно, pk < 0.

При λk < 0 (1 – exp(λkΔT ))–1 > 0 и, сëеäоватеëü-
но, pk < 0.
Такиì образоì, в выражении (16) все показа-

теëи pk при экспонентах иìеþт отриöатеëüные
зна÷ения. Это озна÷ает, ÷то в заìкнутой систеìе
äвижение объекта по вектору коорäинат x(t) асиì-
птоти÷ески устой÷иво при ëþбых вещественных
зна÷ениях характеристи÷еских ÷исеë ìатриöы A
уравнения (9). Данное утвержäение ìожет бытü
распространено и на сëу÷ай нуëевоãо зна÷ения λk.
В закëþ÷ение äанноãо параãрафа отìетиì, ÷то

реøение поставëенной заäа÷и преäпоëаãает воз-
ìожностü непрерывноãо ìãновенноãо реøения
краевой заäа÷и и выбора в кажäый ìоìент вреìе-
ни управëения объектоì (5) из усëовия равенства
нуëþ проãнозируеìых невязок скоëüзящих крае-
вых усëовий (÷то в реаëüных усëовиях, коне÷но
же, невозìожно и практи÷ески ìожет бытü реаëи-
зовано с некоторой степенüþ прибëижения).
Оäнако такая иäеаëизаöия в ëинейноì стаöио-

нарноì сëу÷ае позвоëяет поëу÷итü äëя ìноãосвяз-
ной систеìы в явноì виäе асиìптоти÷ески устой-
÷ивый аëãоритì управëения с обратной связüþ как
функöиþ вектора состояния и параìетров объек-
та (12).

3. ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß Â ÇÀÂÈÑÈÌÎÑÒÈ
ÎÒ ÏÐÎÃÍÎÇÈÐÓÅÌÛÕ ÍÅÂßÇÎÊ 

È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÑÈÑÒÅÌÛ

Выбор управëения из усëовия z(t) = 0 как функ-
öии текущих коорäинат состояния объекта не всеã-
äа возìожен. Дëя реаëüноãо объекта, который ìо-
жет описыватüся боëее сëожныì уравнениеì по
сравнениþ с еãо стаöионарной ìоäеëüþ (12), на-
хожäение u(t) из усëовия z(t) = 0 ìожет бытü свя-
зано с существенныì объеìоì вы÷исëитеëüных
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затрат. Боëее äоступныì явëяется способ форìи-
рования управëения в зависиìости от проãнозиру-
еìых невязок, испоëüзуþщий äëя уìенüøения z(t)
ìеханизì обратной связи. Рассìотриì этот способ
управëения на приìере объекта (12).
Проäифференöируеì уравнение (10). Заìениì

(t) правой ÷астüþ уравнения (9). Выразиì x(t) ÷е-
рез z(t). В резуëüтате поëу÷иì

 =  + Az(t) + (t). (17)

Буäеì искатü аëãоритì управëения в виäе:

(t) = G (t) + Dz(t). (18)

Заäа÷а синтеза закëþ÷ается в выборе ìатриö G
и D аëãоритìа управëения, обеспе÷иваþщих асиì-
птоти÷ески устой÷ивое äвижение по коорäинатаì

z(t), (t).
Уравнение (17) äëя  с у÷етоì форìуëы (18)

привоäится к виäу:

 = z(t) + (t). (19)

В правой ÷асти уравнения (19) äëя (t) ìожно

искëþ÷итü зависиìостü от (t).
Буäеì поëаãатü

E + G = 0. (20)

Отсþäа с у÷етоì выражения (11) поëу÷иì

G = –  = E – exp(AΔT ))–1A. (21)

Поëожиì

D = – (A – G). (22)

С у÷етоì выражений (20) и (22) уравнение (19)
преобразуется к виäу

 = Gz(t). (23)

Реøение уравнения (23)

z(t) = exp(G(t – t0))z0,

ãäе z0 — на÷аëüное усëовие по коорäинате z(t).

В этоì сëу÷ае, как быëо показано выøе äëя
уравнения (13), äвижение по коорäинате z(t) асиì-
птоти÷ески устой÷иво.
Реøение уравнения (18) ìожет бытü преäстав-

ëено в виäе суììы реøения оäнороäноãо äиффе-
ренöиаëüноãо уравнения (18) (при усëовии z(t) = 0)

и ÷астноãо реøения, которое у÷итывает вëияние

z(t) на коорäинату (t):

(t) = exp(G(t – t0))  +

+ exp(G(t – τ))Dexp(G(τ – t0))z0dτ. (24)

Уравнение (24) äëя (t) в резуëüтате интеãриро-
вания по ÷астяì ìожет бытü привеäено к виäу

(t) = exp(G(t – t0))  +

+ ((DexpG(t – t0)) – exp(G(t – t0))D)G–1 +
+ (t – t0)exp(G(t – t0))D)z0. (25)

Пустü

Δ = (Dexp(G(t – t0)) – exp(G(t – t0))D).

Покажеì, ÷то Δ = 0.
С у÷етоì тоãо, ÷то ìатриöа D = G(A – G), ìож-

но записатü:

Δ = G(A – G)exp(G(t – t0)) –
– exp(G(t – t0))G(A – G)). (26)

Опреäеëиì в выражении (26) функöии ìатри-
öы A:

f1(A) = G(A – G),  f2(A) = exp(G(t – t0)).

С поìощüþ ввеäенных функöий выражение (26)
ìожно преäставитü в виäе

Δ = f1(A)f2(A) – f2(A)f1(A).

Нетруäно показатü, ÷то ìатриöы f1(A) и f2(A) —
перестаново÷ные, а äанное выражение равно ну-
ëþ. Действитеëüно, кажäая из функöий f1(A) и f2(A)
преäставëяется в виäе (15):

f1(A) = f1(λk)ϕk(A), f2(A) = f2(λk)ϕk(A).

Произвеäение таких ìноãо÷ëенов не зависит от
тоãо, в какоì поряäке они переìножаþтся.
С у÷етоì äоказанноãо, уравнение (25) äëя вы-

бранных ìатриö G и D привоäится к виäу:

(t) = exp(G(t – t0))  + (t – t0)exp(G(t – t0))Dz0.

Матри÷ная экспонента exp(G(t – t0)) в соот-
ветствии с опреäеëениеì (15) преäставëяется суì-
ìой экспоненöиаëüных функöий с отриöатеëüны-

ìи показатеëяìи, т. е. äвижение по коорäинате (t)
асиìптоти÷ески устой÷иво.
Такиì образоì, äëя аëãоритìа управëения (18)

и выбранных ìатриö G (21) и D (22) äоказана
асиìптоти÷еская устой÷ивостü перехоäных про-
öессов по невязкаì краевых усëовий z(t) и управ-
ëениþ u(t), а, сëеäоватеëüно, и по коорäинатаì со-
стояния объекта x(t).
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4. ÏÐÈÌÅÐ

Поëу÷енные резуëüтаты апробированы на приìере
управëения неустой÷ивыì ëинейныì стаöионарныì
объектоì второãо поряäка. Матриöа A заäаваëасü в виäе:

A = .

Иссëеäоваëисü äва варианта аëãоритìа квазитерìи-
наëüноãо управëения.

В первоì варианте управëение (t) выбираëосü из ус-
ëовия z(t) = 0:

(t) = A((E – exp(AΔT ))–1 – E)x(t) =

= x(t).

Во второì варианте аëãоритì управëения заäаваëся
äифференöиаëüныì уравнениеì (18), ìатриöы G и D
иìеëи виä:

G = –  = (E – exp(AΔT ))–1A,

D = – (A – (E – exp(AΔT ))–1A),

 = –A–1(E – exp(AΔT )),

G = ,

D = .

Перехоäные проöессы по коорäинатаì x(t), (t) и z(t)
вы÷исëяëисü по анаëити÷ескиì уравненияì. Кроìе то-
ãо, äëя аëãоритìа во второì варианте провоäиëосü ÷ис-
ëенное интеãрирование уравнений объекта (9) и реãуëя-
тора (18), а также варüироваëся параìетр ΔT.

Перехоäные проöессы, соответствуþщие реøени-
яì, поëу÷енныì анаëити÷ескиì путеì и путеì ÷исëен-
ноãо интеãрирования, практи÷ески совпаäаëи, ÷то поä-
твержäает правиëüностü поëу÷енных анаëити÷еских
выражений.

Поëу÷енные ÷исëенные резуëüтаты при заäанных
на÷аëüных усëовиях (  = (1,1)) привеäены в виäе ãра-
фиков на рис. 1—6. Интерваë проãнозирования ΔT = 10 с.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Сфорìуëирована заäа÷а квазитерìинаëüноãо
управëения с проãнозированиеì äëя ìноãосвязной
систеìы. Дëя такоãо управëения ввоäятся поäвиж-
ные краевые усëовия, накëаäываеìые на откëоне-
ния коорäинат состояния объекта от ноìинаëüной
траектории. Краевые усëовия заäаþтся в ìоìент
вреìени, уäаëенный от текущеãо на заäанный ин-
терваë. Дëя ëинеаризованных уравнений объекта
поëу÷ены асиìптоти÷ески устой÷ивые аëãоритìы
управëения.
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Рис. 1. Изменение координат вектора x(t) неуправляемого объекта

Рис. 2. Изменение координат вектора x(t) для первого варианта
алгоритма управления

Рис. 3. Изменение координат вектора x(t) для второго варианта
алгоритма управления
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Вопросы устой÷ивости, рассìотренные в äан-
ной статüе, воспоëняþт пробеë в теории терìи-
наëüноãо управëения, в которой этиì вопросаì
уäеëяëосü неäостато÷но вниìания. Вìесте с теì, в
терìинаëüных систеìах управëения ìноãоìерны-
ìи объектаìи с взаиìосвязанныìи коорäинатаìи
ìоãут возникатü неустой÷ивые коëебатеëüные про-
öессы. Приìераìи таких объектов сëужат жиä-
костные ракеты-носитеëи и разãонные бëоки.
Совреìенные бортовые систеìы управëения

преäставëяþт собой интеãрированные, ìноãосвяз-
ные коìпëексы терìинаëüноãо управëения äвиже-
ниеì öентра ìасс ракеты-носитеëя, расхоäовани-
еì топëива, поäа÷ей ãаза наääува в баки и режи-
ìоì работы äвиãатеëüной установки. Управëения
в отäеëüных поäсистеìах ìоãут созäаватü возìу-
щаþщие возäействия на сìежные систеìы и вы-
зыватü в них неустой÷ивые проöессы. Реøение
заäа÷и квазитерìинаëüноãо управëения с проãно-
зированиеì, которая рассìатривается в äанной
работе, позвоëяет обеспе÷итü асиìптоти÷ески ус-
той÷ивое äвижение по всеì коорäинатаì, ìини-
ìизироватü потери на управëение и в итоãе повы-
ситü энерãети÷еские характеристики ракеты-носи-
теëя. Эта заäа÷а, äаже в упрощенноì варианте,
сфорìуëированноì в äанной работе, оказывается
äостато÷но сëожной, а ее реøение позвоëяет от-
ветитü на принöипиаëüные вопросы, возникаþ-
щие при разработке бортовых систеì управëения.
Поëу÷енные резуëüтаты ìоãут бытü поëезны и

äëя систеì нетерìинаëüноãо типа.
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Рис. 4. Изменение координат вектора (t) для второго варианта
алгоритма управления

u~

Рис. 5. Изменение координат вектора z(t) для второго варианта
алгоритма управления

Рис. 6. Изменение координат вектора x(t) для второго варианта
алгоритма управления: ΔТ = 1 с, ΔТ = 0,5 с и ΔТ = 0,1 с

pb0317.fm  Page 63  Wednesday, May 24, 2017  9:52 AM




