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Терìинаëüные систеìы нахоäят øирокое при-
ìенение в первуþ о÷ереäü в заäа÷ах управëения
äвижущиìися объектаìи [1], наприìер, при уп-
равëении вывеäениеì ракет-носитеëей на заäан-
нуþ орбиту, расхоäованиеì топëива жиäкостныì
ракетныì äвиãатеëеì и äр.

Практика созäания терìинаëüных систеì поä-
сказывает разработ÷икаì поäхоä к синтезу управ-
ëения с обратной связüþ, основанный на проãно-
зировании и парировании невязок краевых усëо-
вий и позвоëяþщий ìиниìизироватü затраты на
управëение. Этот поäхоä преäусìатривает восста-
новëение текущеãо состояния на основе изìере-
ний, априорноãо описания объекта управëения и
форìирование проãраììы буäущеãо управëения,
выбираеìой в некотороì кëассе [2, 3], наприìер,
поëиноìиаëüных функöий вреìени [4], и приво-
äящей объект в заäанное коне÷ное состояние.

В äанной работе äинаìи÷еские систеìы рас-
сìатриваþтся в äетерìинированной постановке и

иäеаëизированных усëовиях, преäпоëаãаþщих от-
сутствие возìущаþщих факторов и наëи÷ие поë-
ной инфорìаöии о коорäинатах текущеãо состо-
яния и априорноãо описания объекта. Преäпоëа-
ãается, ÷то заäа÷а управëения объектоì реøается
при заранее неизвестных на÷аëüных усëовиях.

Нетривиаëüностü рассìатриваеìой заäа÷и свя-
зана с теì, ÷то текущее управëение форìируется
на основе проãнозирования и коìпенсаöии невя-
зок скользящих краевых усëовий, принаäëежащих
заранее известной проãраììе требуеìоãо изìене-
ния коорäинат вектора состояния и отäаëенных от
текущеãо ìоìента на фиксированный интерваë
вреìени.

Приìенение проãнозирования äëя управëения
тесно связано с иäеей оптиìизаöии, поскоëüку без
преäсказания буäущих резуëüтатов невозìожно
выработатü раöионаëüнуþ стратеãиþ управëения.
Метоäы синтеза аëãоритìов управëения с проãно-
зированиеì развиваëисü в направëении испоëüзо-
вания неëинейных ìоäеëей объектов [5, 6], приìе-
нения оптиìизаöионных ìетоäов в реаëüноì ìас-
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øтабе вреìени [7, 8], приäания робастных свойств
заìкнутой систеìе управëения [9, 10] и äр.

Из совреìенных поäхоäов к синтезу аëãорит-
ìов управëения наибоëее бëизок к преäëаãаеìоìу
оптиìизаöионный поäхоä, основанный на управ-
ëении äинаìи÷ескиìи объектаìи с поìощüþ про-
ãнозируþщих ìоäеëей — Model Predictive Control
(MPC) [11].

Приìенитеëüно к ëинейныì объектаì управ-
ëения äанный поäхоä (в форìе с так называеìыì
«поäвижныì ãоризонтоì проãнозирования») поз-
воëяет поëу÷итü ка÷ественно бëизкий аëãоритì.
Оäнако этот ìетоä существенно отëи÷ается от
преäëаãаеìоãо, так как, буäу÷и оптимизационным,
требует äëя своеãо приìенения конкретизироватü
критерий оптиìаëüности в виäе скоëüзящеãо оп-
реäеëенноãо интеãраëа от äвух кваäрати÷ных форì
по откëоненияì коорäинат от заäанной проãраì-
ìы и по управëениþ. Отìетиì, ÷то указанный ìе-
тоä синтеза не ãарантирует [11] устой÷ивостü син-
тезированной систеìы.

Среäи не оптимизационных ìетоäов синтеза
наибоëее бëизок к преäëаãаеìоìу основанный на
приìенении аппарата переäато÷ных функöий ìе-
тоä станäартных коэффиöиентов, преäназна÷ен-
ный äëя синтеза оäносвязных ëинейных систеì с
заäанныì ка÷ествоì (äекреìентоì затухания) пе-
рехоäной функöии [4]. В настоящей статüе бëаãо-
äаря ìатри÷ноìу преäставëениþ ìоäеëи объекта
управëения в пространстве состояний и приìене-
ниþ аппарата экспоненöиаëüных функöий от ìат-
риö этот ìетоä существенно ìоäифиöирован и рас-
пространен на ìноãосвязные систеìы.

Квазитерìинаëüные аëãоритìы ìоãут приìе-
нятüся в ìноãосвязных терìинаëüных систеìах, а
также ìноãосвязных систеìах стабиëизаöии и, в
÷астности, в систеìах стабиëизаöии поäвижных
терìинаëüных объектов относитеëüно проãраìì,
вы÷исëяеìых в контуре терìинаëüноãо управëения.

1. ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Пустü объект управëения описывается ëиней-
ныì äифференöиаëüныì уравнениеì виäа:

 = Ax + Bw,  x(t) ⊂ Ek,  w(t) ⊂ Eμ,  x(t
0
) = x

0
, (1)

ãäе x(t) — вектор фазовых коорäинат систеìы раз-
ìерностüþ k, A и B — ìатриöы разìера kЅk и kЅμ,
x

0
 — вектор заранее неизвестных на÷аëüных усëо-

вий, w(t) — вектор-функöия управëяþщих воз-
äействий.

Цеëü управëения закëþ÷ается в перевоäе и уäер-
жании вектора состояния на заäанной в функöии
вреìени ноìинаëüной траектории x

ноì
(t), явëяþ-

щейся реøениеì ëинейноãо уравнения: (t) =

= x
ноì

(t) + w
ноì

(t), ãäе  и  — äоступные раз-

работ÷ику аëãоритìа оöенки ìатриö A и B; w
ноì

(t) —

ноìинаëüная проãраììа управëения.

В преäпоëожении  = A,  = B заäа÷а управ-
ëения ìожет бытü перефорìуëирована как заäа÷а
стабиëизаöии относитеëüно нуëевоãо зна÷ения век-
тора состояния объекта управëения

 = Ax + BΔw. (2)

Зäесü ÷ерез x(t) переобозна÷ены откëонения
Δx(t) = x(t) – x

ноì
(t) факти÷еских зна÷ений коор-

äинат объекта от их зна÷ений, соответствуþщих
ноìинаëüной траектории äвижения, Δw(t) = w(t) –
– w

ноì
(t) — откëонение от ноìинаëа вектора уп-

равëения.
Дëя стабиëизаöии ëинейноãо ìноãосвязноãо

объекта (2) обы÷но приìеняþтся ëинейные аëãо-

ритìы управëения с обратной связüþ виäа Δ  =
= CΔw + Dx [12]. Оäнако ìожно показатü, ÷то и в
боëее узкоì кëассе ëинейных аëãоритìов управëе-
ния Δw = Dx при спеöиаëüноì выборе параìетров
ìатриöы D ìожно обеспе÷итü асиìптоти÷ескуþ ус-
той÷ивостü и äопоëнитеëüно приäатü ìноãосвяз-
ной заìкнутой систеìе свойство прибëиженной
инвариантности (без изìерения внеøнеãо возìу-
щаþщеãо возäействия) [12].

2. ÑÈÍÒÅÇ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Текущее управëение с обратной связüþ буäеì
форìироватü в функöии откëонений Δx(t) факти-
÷еской траектории äвижения объекта от ноìинаëü-
ной. По анаëоãии с аëãоритìаìи терìинаëüноãо
управëения [1] стратеãиþ изìенения приращения
управëения Δw(t) буäеì строитü такиì образоì,
÷тобы парироватü указанные откëонения к поä-
вижноìу ìоìенту вреìени, отäаëенноìу от теку-
щеãо на заäанный интерваë ΔT. Парирование от-
кëонений коорäинат факти÷еской траектории от
ноìинаëüной буäеì произвоäитü путеì откëоне-
ний параìетров u вектор-функöии Δw(t) = δw(u, τ),
ãäе τ — отс÷итываеìое от текущеãо ìоìента t «бу-
äущее» вреìя, а j-я коорäината вектора δw(u, τ)
преäставëяет собой отрезок полинома степеней вре-
мени τ с коэффиöиентаìи, явëяþщиìися коорäи-
натаìи вектора u управëяþщих параìетров:

δw
j
(u, τ) = τi,  m

j
 = (k

i
 + 1),  m

1
 = 0,

иëи в ìатри÷ной форìе δw(u, τ) = T(τ)•u,

T(τ) = .

x·

x·ноì

A^ B
^

A^ B
^

A^ B
^

x·

w·

i 0=

kj

∑ ui mj+

i 1=

j 1–

∑

1 τ...τ
k
1 0...0

0...0 1 τ...τ
k
µ
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Зäесü k
j
 — наивысøая степенü поëиноìиаëüно-

ãо преäставëения äëя j-й коìпоненты вектора δw.
Отìетиì, ÷то разìерностü поëиноìиаëüноãо преä-
ставëения äëя коìпонент δw опреäеëяется воз-
ìожностüþ управëения проãнозируеìыìи зна÷е-
нияìи всех коорäинат Δx(t) с поìощüþ изìенения
коìпонент вектора u. Поэтоìу в öеëях обеспе÷е-
ния необхоäиìых усëовий äëя реаëизаöии такой
возìожности в äаëüнейøеì буäеì преäпоëаãатü,
÷то разìерностü вектора u равна разìерности век-
тора x.

Отìетиì, ÷то в сëу÷ае, коãäа низøие произвоä-
ные вектора x не вëияþт на высøие и не требуется
управëятü откëоненияìи низøих произвоäных, эти
произвоäные ìоãут бытü искëþ÷ены из состава
вектора состояния ìоäеëи (2) объекта управëения
в откëонениях.

О÷евиäно, ÷то при терìинаëüноì управëении с
обратной связüþ в ка÷естве текущеãо управëения
Δw(t) сëеäует взятü на÷аëüное зна÷ение сфорìиро-
ванной проãраììы буäущеãо управëения δw(u, τ):

Δw(t) = w(t) – w
ноì

(t) = δw(u, τ)|
τ = 0

.

В этоì сëу÷ае уравнение объекта (2) в откëоне-
ниях от ноìинаëüной траектории ìожет бытü за-
писано как

 = Ax + BΔw = Ax + BT(0)•u. (3)

В äаëüнейøеì äëя объекта (3) вектор u буäеì
называтü управëениеì.

Так же, как и при реøении терìинаëüных за-
äа÷, управëение объектоì (3) буäеì форìироватü
на основе проãнозирования буäущих зна÷ений
фазовых коорäинат при заäанноì буäущеì управ-
ëении. Дëя вы÷исëения в текущий ìоìент t про-
ãнозируеìых на интерваë τ буäущих зна÷ений ко-
орäинат вектора x (т. е. зна÷ений x в ìоìент t + τ)
буäеì поëüзоватüся проãнозируþщей ìоäеëüþ, со-
äержащей ìоäеëü объекта и проãраììу δw(u, τ) =
= T(τ)•u(t) буäущеãо управëения:

(t, τ) = (t, τ) + T(τ)•u(t), 

τ ∈ [0, ΔT ],  (t, τ)|
τ = 0

 = x(t). (4)

В проãнозируþщей ìоäеëи (4) в отëи÷ие от
объекта (3) управëение u(t) с÷итается постоянным
на интерваëе проãнозирования τ ∈ [0, ΔT ], и äиф-
ференöирование произвоäится по «буäущеìу» вре-
ìени τ (в преäпоëожении t = const).

Пустü z(t, ΔT ) = (t, ΔT ) — проãнозируеìое
зна÷ение вектора невязок ìежäу факти÷еской и
ноìинаëüной траекторияìи äвижения объекта в
ìоìент t + ΔT.

Опреäеëиì вектор невязок z(t, ΔT ) как функ-
öиþ x(t), u(t), t и ΔT соотноøениеì:

z(t, ΔT ) = z(x(t), u(t), t, ΔT ) =

= x(t) + ( (t, τ) + T(τ)u(t))dτ, (5)

ãäе (t, τ) — реøение уравнения ìоäеëи объекта
при проãнозировании.

В общеì (неëинейноì и/иëи нестаöионарноì)
сëу÷ае в бортовых систеìах управëения вектор
z(t, τ) опреäеëяется путеì ÷исëенноãо интеãриро-
вания уравнения объекта при заäанной проãраììе
управëения на интерваëе проãнозирования (t, t + τ).

В ëинейноì стаöионарноì сëу÷ае, коãäа ìатри-
öы A и B не зависят от вреìени, выражение (5) äëя
проãнозируеìоãо проìаха, преобразованное c по-
ìощüþ аппарата экспоненöиаëüных функöий от
ìатриö [13] äëя преäставëения фунäаìентаëüной
ìатриöы систеìы (4), приниìает виä

z(t, ΔT ) = (t, ΔT ) = exp( ΔT )x(t) +

+ exp( (ΔT – τ)) T(τ)dτ u(t) =

= exp( ΔT )x(t) + u, (6)

ãäе

 = exp( (ΔT – τ)) T(τ)dτ ≈

≈ exp( (ΔT – jΔτ)) T(jΔτ)Δτ. (7)

Зäесü прибëиженное соотноøение привеäено
äëя обëеã÷ения пониìания ìеханизìа форìиро-
вания вынужäенной составëяþщей проãнозируе-
ìоãо проìаха, анаëоãи÷ноãо свобоäной составëя-

þщей exp( ΔT )x(t).
Управëение u(t) объектоì (3) в кажäый ìоìент

вреìени t буäеì выбиратü из усëовия выпоëнения
равенства нуëþ вектора проìаха (6) z(t, ΔT ) = 0,

проãнозируеìоãо в преäпоëожении A = , откуäа
аëãоритì управëения преäставëяется в виäе

u(x(t)) = Dx(t) =

= – exp( (ΔT – τ)) T(τ)dτ exp( ΔT )x(t). (8)

В этоì сëу÷ае постоянные ìатриöы (7)  и D

ìоãут бытü ëеãко вы÷исëены (при усëовии

det ≠ 0, наприìер, в среäе MATLAB) по извест-

x·

x̂
.

A^ x̂ B
^

x̂

x̂

0

ΔT

∫ A^ x̂ B
^

x̂

x̂ A^

⎝
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ныì ìатриöаì , , T(τ) и выбранноì зна÷ении

параìетра ΔT. Уравнение заìкнутой систеìы в
äанноì сëу÷ае

 = Φ(ΔT)x = A – BT(0) Ѕ

Ѕ exp( (ΔT – τ)) T(τ)dτ exp( ΔT ) x, (9)

а äëя проверки ее устой÷ивости äостато÷но вы-
÷исëитü вектор собственных зна÷ений λ(Φ) пос-
тоянной ìатриöы Φ и убеäитüся, ÷то Re(λ

j
(Φ)) < 0,

j = 1, ..., k.

Усëовие det  ≠ 0 äëя всех ΔT > 0 по сущест-

ву явëяется усëовиеì управëяеìости объекта (1)
по вектору w и поэтоìу ìожет выпоëнятüся ëиøü
äëя поëностüþ управëяеìоãо стаöионарноãо объ-
екта (1).

В сëу÷ае  = A,  = B ìожно äоказатü спра-

веäëивостü сëеäуþщеãо утвержäения, ëеãко про-
веряеìоãо непосреäственно в кажäой конкретной
ситуаöии.

Теорема. В стационарном случае при условиях

det  ≠ 0,  = A,  = B и для ограниченных сверху

и снизу значений ΔT: 0 < ΔT < ΔT
оãр

 квазитерминаль-

ный алгоритм управления (8) обеспечивает асимп-

тотическую устойчивость системы управления по

управляемым компонентам вектора x (входящих в

состав вектора z).
Д о к а з а т е ë ü с т в о. Сна÷аëа рассìотриì простой

сëу÷ай, коãäа ìноãосвязный объект управëения преä-
ставëяет собой совокупностü k взаиìосвязанных уп-
равëяеìых оäноìерных объектов управëения. В этоì
сëу÷ае ìатриöы B и T(τ) иìеþт разìер kЅk и ìатриöа
T(τ) = Т(0) явëяется еäини÷ной, ìатриöа ВТ(0) в сиëу
управëяеìости явëяется невырожäенной, а ìатриöа Φ с
у÷етоì уравнения (9) преäставëяется в виäе

Φ(ΔT) = A – ВТ(0) exp(A(ΔT – τ))BT(0)dτ  Ѕ

Ѕexp(AΔT ) = A – BT(0) exp(A(ΔT – τ))dτ•BT(0) Ѕ

Ѕexp(AΔT ) = A – exp(–Aτ)dτ .

Ввеäеì вспоìоãатеëüнуþ функöиþ

(ΔT ) = Φ(ΔT )ΔT = AΔT – (exp(–AΔT
1
(ΔT )))–1,

ãäе 0 ≤ ΔT
1
(ΔT ) ≤ ΔT в сиëу теореìы о среäнеì.

Перехоäя к преäеëу при ΔT → 0, иìееì (ΔT ) → –E
(ãäе E — еäини÷ная ìатриöа), и, сëеäоватеëüно,

Φ(ΔT ) = (ΔT )ΔT
–1 → –EΔT

–1 → –E∞, и

Re(λ
j
(Φ(ΔT ))) = –∞,  j = 1, ..., k. (10)

Откуäа в сиëу непрерывности зависиìости собствен-

ных зна÷ений λ
j
(Φ) от ΔT (так как Φ(ΔT ) ≈ –EΔT

–1 при

ìаëых ΔT > 0) сëеäует существование зна÷ения ΔT
оãр

 > 0,

такоãо, ÷то Re(λ
j
(Φ)) < 0, j = 1, ..., k, при ΔT < ΔT

оãр
 и,

сëеäоватеëüно, справеäëивостü теореìы.
Боëее тоãо, поëüзуясü основной форìуëой преäстав-

ëения функöии от ìатриöы [13] в виäе суììы зна÷ений
функöии на спектре ìатриöы, уìноженных на состав-
ëяþщие ìатриöы, ìожно показатü [2], ÷то в äанноì сëу-
÷ае собственные зна÷ения ìатриöы заìкнутой систеìы
остаþтся отриöатеëüныìи независиìо от знака собст-
венных зна÷ений ìатриöы A. Такиì образоì, заìкнутая
систеìа асиìптоти÷ески устой÷ива при ëþбоì ΔT > 0
(т. е. ìожно поëожитü ΔT

оãр
 = ∞).

В общеì сëу÷ае, коãäа ìатриöа BT(τ) ìожет бытü вы-
рожäенной,

Φ(ΔT ) = A – BT(0) Ѕ

Ѕ exp(A(ΔT – τ))BT(τ)dτ exp(AΔT ), (11)

коìпоненты фунäаìентаëüной ìатриöы систеìы
exp(A(ΔT – τ) при изìенении τ в преäеëах интеãрирова-
ния ìоãут изìенятü знак, и теореìа о среäнеì неприìе-
ниìа.

Нетруäно заìетитü, ÷то есëи в произвоëüный ìо-
ìент t' зафиксироватü скоëüзящие краевые усëовия и
перейти к обы÷ноìу терìинаëüноìу управëениþ с при-
öеëиваниеì в фиксированный ìоìент t

к
 = t' + ΔT, то из-

ìенение коорäинат заìкнутой систеìы по-прежнеìу
буäет описыватüся уравнениеì (9) с теì ëиøü отëи÷иеì,
÷то константу ΔT в этоì уравнении сëеäует заìенитü на
убываþщуþ äо 0 в ìоìент t

к
 функöиþ вреìени ΔT(t):

ΔT(t) = ΔT + t' – t = t
к
 – t.

Действитеëüно, в проöессе прибëижения к ìоìен-
ту t

к
 при форìировании проãраììы управëения в про-

извоëüный ìоìент вреìени t'' ìожно снова вернутüся к
скоëüзящиì краевыì усëовияì с ìенüøиì зна÷ениеì
ΔT' = t

к
 – t''. Но на второì у÷астке äвижения со скоëü-

зящиìи краевыìи усëовияì и еãо ëевой ãраниöе связü
ìежäу коорäинатаìи вектора состояния по-прежнеìу бу-
äет опреäеëятüся уравнениеì (9). Поскоëüку в ìоìент t''
при изìенении стратеãии управëения проãраììа управ-
ëения не изìеняется, то это возìожно ëиøü при усëовии,
÷то и на у÷астке äвижения с фиксированныìи краевыìи
усëовияìи äвижение нестаöионарной заìкнутой систе-
ìы также описывается уравнениеì (9) с переìенныì зна-
÷ениеì ΔT. Такиì образоì, при терìинаëüноì управëе-
нии с приöеëиваниеì в фиксированный ìоìент t

к
 в иде-

ализированных условиях наëи÷ия поëной инфорìаöии об
объекте управëения и то÷ноãо, «ìãновенноãо» испоëне-
ния управëяþщих коìанä в заìкнутой систеìе кажäый
раз реаëизуется изìенение ìатриö Φ(ΔT ) (11) в соот-
ветствии с преäеëüныì перехоäоì при ΔT = t

к
 – t → 0.
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Но в сиëу усëовий теореìы det  ≠ 0 (управëяеìостü),

 = A,  = B (поëная инфорìаöия) при управëении с

приöеëиваниеì в фиксированный ìоìент t
к
 äëя ëþбых

на÷аëüных (в ìоìент t' ) усëовий в систеìе (9) в кажäый
ìоìент t буäет форìироватüся проãраììа управëения
Δw(t), порожäаþщая траекториþ äвижения x(t), обеспе-
÷иваþщуþ то÷ное выпоëнение краевых усëовий в ìо-
ìент t

к
, т. е. х(t

к
) äëя всех коорäинат вектора состояния.

При÷еì в кажäый ìоìент вреìени t эта траектория бу-
äет «поäтвержäатüся» в неизìенноì виäе ìатриöей
Φ(ΔT = t

к
 – t ) ÷ерез ìеханизì обратной связи. А это оз-

на÷ает, ÷то при t < t
к
 ìатриöа Φ(ΔT ) (11) не ìожет бытü

вырожäенной и вещественные составëяþщие всех собс-
твенных зна÷ений этой ìатриöы äоëжны бытü отриöа-
теëüны Re(λ

j
(Φ(ΔT ))) < 0, j = 1, ..., k, по крайней ìере,

при ìаëых ΔT
 
(так как в противноì сëу÷ае равенство

всех коорäинат нуëþ в ìоìент t
к
 при ëþбых на÷аëüных

усëовиях в ìоìент t' быëо бы невозìожно). Боëее тоãо,
поскоëüку в сиëу невырожäенности ìатриöа Φ(ΔT ) ìо-
жет бытü привеäена преобразованиеì поäобия к äиаãо-
наëüноìу (жорäановоìу) виäу Λ(ΔT ), то усëовие (10)
äоëжно выпоëнятüся и в общеì сëу÷ае, äëя тоãо ÷тобы
произвоëüные откëонения на÷аëüных усëовий всех коì-

понент вектора состояния  в преобразованной систеìе
коорäинат ìоãëи обнуëитüся за скоëü уãоäно ìаëый ин-

терваë вреìени ìежäу ìоìентаìи t' и t
к
:  = Λ(ΔT ) , ãäе

ΔT = t' – t
к
. ♦

Вопрос об иссëеäовании устой÷ивости заìкну-

той систеìы в сëу÷ае  ≠ A,  ≠ B выхоäит за раì-
ки äанной статüи и пока остается открытыì. Оä-
нако это не искëþ÷ает возìожностü практи÷еско-
ãо приìенения квазитерìинаëüных аëãоритìов и в
этих усëовиях в сиëу простоты их синтеза с посëе-
äуþщей ìоäеëüной проверкой устой÷ивости син-
тезированной систеìы äëя разëи÷ных вариантов
неравенств. Проверка факта устой÷ивости систе-
ìы в кажäоì конкретноì сëу÷ае ìожет произво-
äитüся путеì вы÷исëения постоянной ìатриöы Φ
по привеäенныì выøе соотноøенияì (9) и нахож-
äения ее собственных зна÷ений.

В обозна÷ениях исхоäной постановки заäа÷и (1)
äëя общеãо стаöионарноãо сëу÷ая квазитерìинаëü-
ный аëãоритì управëения ìноãосвязной систеìой
преäставëяется в виäе

w(x(t), t) = w
ноì

(t) – T(0) exp( (ΔT – τ)) Ѕ

Ѕ T(τ)dτ exp( ΔT)(x(t) – x
ноì

(t)).

Отìетиì поëожитеëüные свойства рассìатри-
ваеìых квазитерìинаëüных аëãоритìов.

Скоростü схоäиìости проöесса управëения в
систеìах с такиìи аëãоритìаìи опреäеëяется ве-

ëи÷иной ΔT, ÷то позвоëяет путеì уìенüøения ΔT

в модельных условиях поëу÷итü скоëü уãоäно быстро
схоäящиеся устой÷ивые перехоäные проöессы при
управëении как устой÷ивыìи, так и неустой÷ивы-
ìи объектаìи (сì. äаëее приìеры).

Кроìе тоãо, как это сëеäует из äоказатеëüства
теореìы, квазитерìинаëüные аëãоритìы управëе-
ния при ìаëых ΔT

 
преäставëяет собой уäобные äëя

иссëеäования конструктивные приìеры реãуëято-
ров, реаëизуþщих в заìкнутой систеìе свойство
прибëиженной инвариантности [12] бëаãоäаря со-
хранениþ устой÷ивости и увоäа в ìинус бесконе÷-
ностü

 
корней ее характеристи÷ескоãо уравнения

при скоëü уãоäно боëüøих коэффиöиентах усиëе-
ния в отриöатеëüных обратных связях. Бëизкие
конструкöии прибëиженно инвариантных систеì
без изìерения внеøнеãо возäействия äëя объектов
ìаëоãо поряäка преäëаãаë М.В. Мееров.

Допоëнитеëüно отìетиì, ÷то проöеäура синте-
за квазитерìинаëüноãо аëãоритìа по сравнениþ с
MPC-поäхоäоì (и äруãиìи оптиìизаöионныìи
поäхоäаìи) обëаäает теì преиìуществоì, ÷то поз-
воëяет заранее назна÷итü скоростü схоäиìости
перехоäных проöессов в систеìе путеì выбора
поäхоäящеãо ΔT. Тоãäа как при MPC-поäхоäе äëя
изìенения äëитеëüности перехоäных проöессов
требуется совìестно варüироватü (изìенятü в про-
тивопоëожные стороны) веса кваäрати÷ных форì
интеãраëüных откëонений от заäанной проãраììы
и откëонений управëения на скоëüзящеì интерва-
ëе с заранее неизвестныì резуëüтатоì. В отëи÷ие
от MPC-поäхоäа синтез ìатриöы D ëинейноãо аë-
ãоритìа управëения (8) своäится к вы÷исëениþ
опреäеëенноãо интеãраëа от ìатри÷ноãо выраже-
ния с посëеäуþщиì обращениеì ìатриöы. Ука-
занные ìатри÷ные вы÷исëения уäобно произво-
äитü в приспособëенной äëя реøения таких заäа÷
среäе MATLAB.

3. ÏÐÈÌÅÐÛ

Пример 1. Сëу÷ай, коãäа ìатриöы A и BT(τ) явëяþтся
вырожäенныìи, апробирован на приìере управëения
äвижениеì ìатериаëüной то÷ки, описываеìыì скаëяр-
ныì äифференöиаëüныì уравнениеì второй степени

= w.

В векторно-ìатри÷ной форìе уравнение объекта
управëения в откëонениях от ноìинаëüноãо проãраì-
ìноãо äвижения в äанноì сëу÷ае преäставëяется в виäе

 = Ax + BT(0)u, ãäе

A = ,  B = , T(τ) = ||1 τ||, 

x = ,  u = .
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Иссëеäоваëисü варианты квазитеìинаëüных аë-
ãоритìов при разëи÷ных ΔT и на÷аëüных усëовиях

= (1, 1).

Уравнение заìкнутой систеìы иìеет виä (9):

 = (A – BT(0) exp(AΔT – τ))BT(τ)dτ exp(AΔT ))x.

На рис. 1 преäставëено изìенение коìпонент век-
тора x(t), явëяþщеãося реøениеì этоãо уравнения, при
ΔT = 10 с, ΔT = 5 с и ΔT = 1 с. Выøе оси абсöисс рас-
поëожены ãрафики изìенения коорäинаты s, а поä ни-

ìи изображены ãрафики изìенения скорости .

Путеì пряìых вы÷исëений в среäе MATLAB ìатри-
öы Φ заìкнутой систеìы и ее собственных зна÷ений
äëя разëи÷ных ΔT ëеãко убеäитüся, ÷то в äанноì сëу÷ае

(ΔT ) = , Φ(ΔT ) = 

и λ
1, 2

(ΔT ) = (–2 ± i)/ΔT.

Такиì образоì, и в этоì сëу÷ае Re(λ
j
(Φ(ΔT))) =

= –∞, и заìкнутая систеìа устой÷ива при ëþбоì ΔT > 0
(т. е. ìожно поëожитü ΔT

оãр
 = ∞, ÷то, по-виäиìоìу,

справеäëиво и в общеì сëу÷ае).
Пример 2. Сëу÷ай неустой÷ивоãо ìноãосвязноãо объ-

екта управëения с вырожäенныìи ìатриöаìи A и BT(τ)
иссëеäован на приìере управëения äвижениеì объекта
управëения, описываеìоãо систеìой äифференöиаëü-
ных уравнений второй степени:

 – 0,1  – 0,1s – 0,1  – 0,1y = w
1
,

 – 0,1  – 0,1s – 0,1  – 0,1y = w
2
.

В векторно-ìатри÷ной форìе уравнение объекта
управëения в откëонениях от ноìинаëüноãо проãраì-

ìноãо äвижения в äанноì сëу÷ае преäставëяется в виäе

 = Ax + BT(0)u, ãäе

A = , B = , T(τ) = ,

x = ,  u = .

Иссëеäоваëся квазитерìинаëüный аëãоритì управëе-

ния при ΔT = 1 с и на÷аëüных усëовиях  = (1, 1, 2, 2).

Уравнение заìкнутой систеìы иìеет виä (9), ãäе вы-
÷исëенные в систеìе MATLAB ÷исëенные зна÷ения
коìпонент

Φ = , 

λ(Φ) = .

На рис. 2 преäставëено изìенение коìпонент векто-
ра x(t), явëяþщеãося реøениеì этоãо уравнения. Графи-

ки изìенения скоростей ,  распоëожены поä ãрафи-

каìи изìенения соответствуþщих коорäинат.
Из привеäенных приìеров виäно, ÷то перехоäные

проöессы в систеìе при квазитерìинаëüноì управëении
практи÷ески схоäятся за вреìя, равное 3ΔT.
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Рис. 1. Изменение координат вектора x(t) в примере управления
движением материальной точкой при DТ = 10 с, DТ = 5 с и DТ = 1 с
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Рис. 2. Изменение координат вектора x(t) в примере управления
движением неустойчивого многосвязного объекта при DT = 1 c
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Совреìенные бортовые систеìы управëения
ракет-носитеëей преäставëяþт собой интеãриро-
ванные, ìноãосвязные коìпëексы терìинаëüно-
ãо управëения äвижениеì öентра ìасс носитеëя и
расхоäованиеì топëива, систеì стабиëизаöии от-
носитеëüно öентра ìасс, управëения поäа÷ей ãаза
наääува в баки и режиìаìи работы äвиãатеëüной
установки. Управëения в отäеëüных поäсистеìах
ìоãут созäаватü возìущаþщие возäействия на
сìежные систеìы и вызыватü в них неустой÷ивые
проöессы реãуëирования. Реøение рассìотренной
заäа÷и квазитерìинаëüноãо управëения позвоëяет
обеспе÷итü асиìптоти÷ески устой÷ивое äвижение
по всеì коорäинатаì, ìиниìизироватü потери на
управëение и, в итоãе, повыситü энерãети÷еские
характеристики ракеты-носитеëя. Эта заäа÷а, äаже
в упрощенноì иäеаëизированноì варианте, оказы-
вается äостато÷но сëожной, а ее реøение позвоëя-
ет ответитü на принöипиаëüные вопросы, возника-
þщие при разработке бортовых систеì управëения
и äруãих техни÷еских систеì с заранее известной
проãраììой требуеìоãо изìенения коорäинат век-
тора состояния.

Дëя стабиëизаöии неëинейных объектов уп-
равëения относитеëüно заäанной проãраììы из-
ìенения коорäинат состояния перспективно яв-
ное приöеëивание в скоëüзящие краевые усëовия.
Оно позвоëит распространитü хороøо разработан-
ные вы÷исëитеëüные ìетоäы реøения заäа÷ ãиб-
коãо вывеäения ракет-носитеëей на заäа÷и управ-
ëения, реøаеìые в раìках оптиìизаöионноãо поä-
хоäа с приìенениеì проãнозируþщих ìоäеëей —
Model Predictive Control. Дëя ëинейных стаöио-
нарных объектов в этих заäа÷ах преäëаãается при-
ìенятü квазитерìинаëüные аëãоритìы.
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Abstract. In the class of linear algorithms of linear stationary multi-connected objects control the
subclass is distinguished of quasi-terminal algorithms with implicit aiming at the boundary con-
ditions moving along the program of the required change of the state vector coordinates and being
at a fixed interval from the current time. Aiming is realized by calculating the programs of chang-
ing the future control vector components in the form of power series segments that depend on
the future time and provide a solution of the two-point boundary value problem. In idealized
model conditions of the complete controllability and the availability of an accurate information
about the control object state and equations, as well as of the instantaneous and accurate im-
plementation of the calculated commands, the quasi-terminal algorithm provides the asymptotic
stability of a closed multi-connected system and as high pre-set rate of transients convergence
as needed, regardless of whether the control object model is stable. The relatively simple and easy
to implement in MATLAB non-optimization method of algorithm synthesis is suggested based
on the use of the matrix representation of the control object model in the state space and of the
apparatus of exponential functions of matrices. Quasi-terminal algorithms can be used in multi-
connected stabilization systems and, in particular, in stabilization systems of mobile terminal ob-
jects with respect to trajectories calculated by the terminal control system.

Keywords: terminal control, predictive model, asymptotic stability.
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