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Произвоäитеëüностü орãанизаöионно-техни÷ес-
ких систеì, преäназна÷енных äëя обработки иëи
обсëуживания äискретных потоков каких-ëибо
оäнотипных еäиниö (заявок), ÷асто оöенивается
по вреìени прохожäения заявок ÷ерез эти систе-
ìы. Унифиöированныì форìаëизованныì преä-
ставëениеì поäобных систеì выступает сетü ìас-
совоãо обсëуживания (CeMO) со статисти÷ески
оäнороäныìи заявкаìи — оäнороäная сетü [1].

В виäе CeMO траäиöионно преäставëяþтся, на-
приìер, инфорìаöионно-вы÷исëитеëüные систеìы
[1—5]. Заявки рассìатриваþтся как переäаваеìые
сообщения иëи как поëüзоватеëüские запросы, об-
рабатываеìые ресурсаìи систеìы. Вреìя прохож-
äения заявки ÷ерез CeMO буäеì называтü вреìенеì
ответа. Среäнее вреìя ответа E зависит от распре-
äеëения иìеþщихся ресурсов сети ìежäу ее узëаìи.

В посëеäние ãоäы успеøно развиваþтся ìетоäы
оптиìизаöии ìарковских [1, 2] CeMO — сетей с
экспоненöиаëüныìи распреäеëенияìи вреìени об-
сëуживания заявок и (есëи сетü не заìкнута) с пу-
ассоновскиìи вхоäныìи потокаìи. Заäа÷а опти-
ìаëüноãо распреäеëения ресурса заìкнутой ìар-
ковской сети своäится к систеìе неëинейных
уравнений, эффективно реøаеìой ÷исëенныìи ìе-
тоäаìи [1]. Реøается заäа÷а оптиìизаöии заìкну-
тых ìарковских сетей с нескоëüкиìи кëассаìи
сообщений [6]. В работах [1, 7] äëя неìарковских
сетей рассìатриваþтся ìетоäы прибëиженноãо
рас÷ета, основанные на аппроксиìаöии произ-
воëüных распреäеëений распреäеëенияìи, äопус-
каþщиìи раöионаëüное преобразование Лапëаса.
Оäнако этот путü сопряжен со зна÷итеëüныìи вы-
÷исëитеëüныìи труäностяìи äаже äëя оäновари-
антноãо рас÷ета сетей с небоëüøиì ÷исëоì узëов
(особенно есëи прихоäится аппроксиìироватü

распреäеëения сëу÷айных веëи÷ин, оãрани÷енных
узкиìи äиапазонаìи возìожных зна÷ений [8]).
В работе [9] преäпринята попытка реøения заäа÷
оптиìизаöии неìарковских CeMO путеì аппрок-
сиìаöии их узëов анаëити÷ескиìи выраженияìи,
у÷итываþщиìи первые äва ìоìента вреìени об-
сëуживания и интерваëов поступëения заявок в уз-
ëы, с у÷етоì ìежузëовых взаиìоäействий. Оäнако
äо реøения оптиìизаöионных заäа÷ эта работа не
äовоäится.

Такиì образоì, в общеì сëу÷ае äëя оптиìиза-
öии неìарковских сетей прихоäится испоëüзоватü
иìитаöионное ìоäеëирование (ИМ). При этоì ес-
ëи заäа÷а оптиìизаöии соäержит боëее äвух-трех
независиìых переìенных, то ее реøение стано-
вится практи÷ески невозìожныì без привëе÷ения
ãраäиентных ìетоäов. Но рас÷ет ãраäиентов в ИМ
существенно затруäняется стохасти÷еской поã-

реøностüþ вы÷исëяеìых оöенок  откëика E
[7, 10]. Известные ìетоäы [7, 11—13] реøения
этой пробëеìы ëибо приãоäны тоëüко при ИМ
изоëированных систеì ìассовоãо обсëуживания
[7, 12, 13] и не распространяþтся на CeMO, ëибо
их теорети÷ески возìожное приìенение к СеМО
на практике привоäит к зна÷итеëüныì труäно-
стяì. Наприìер, приìенениþ ìетоäов, опираþ-
щихся на иìитаöиþ боëüøоãо ÷исëа периоäов ре-
ãенераöии [11—14] препятствует то обстоятеëü-
ство, ÷то в СеМО, как правиëо, эти периоäы
бываþт практи÷ески бесконе÷ныìи. Успеøные
приìенения поäобных ìетоäов оãрани÷иваþтся
кëассаìи СеМО, у÷итываþщиìи спеöифику кон-
кретных сетевых объектов при конкретных äиапа-
зонах их параìетров [3].

Дëя заäа÷и оптиìаëüноãо распреäеëения ресур-
са по узëаì оäнороäной неìарковской СеМО в
статüе преäëаãается ìетоä, позвоëяþщий эффек-
тивно реøатü пробëеìу ãраäиентов путеì приìе-
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нения простой сепарабеëüной аппроксиìаöии öе-
ëевой функöии.

Даëее форìуëируется реøаеìая заäа÷а.

1. ÇÀÄÀ×À ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÍÅÌÀÐÊÎÂÑÊÎÉ ÑÅÒÈ

Рассìотриì сна÷аëа открытую сетü, в которуþ
поступает рекуррентный поток заявок с интенсив-
ностüþ Λ. Интерваëы поступëения заявок — неза-
висиìые сëу÷айные веëи÷ины (сë. в.) с функöией
распреäеëения вероятностей (ф. р. в.) A(t). Заявка
из вхоäноãо потока сети с вероятностüþ p0i попа-

äает в i-й узеë, i = . В ëþбоì из K
i
 канаëов i-ãо

узëа вреìя обсëуживания заявки (независиìая
сë. в.) иìеет ф. р. в. B

i
(t). Посëе обсëуживания в

i-ì узëе заявка сëу÷айно и независиìо, в соответ-
ствии с заäанныìи перехоäныìи вероятностяìи
p

ij
, выбирает оäин из узëов j äëя проäоëжения

своеãо ìарøрута иëи, с вероятностüþ p
i0
, ухоäит из

сети. Вероятности p
ij
 (i, j = ) заäаþтся нераз-

ëожиìой стохасти÷еской ìатриöей P = ||p
ij
||.

Стаöионарное среäнее вреìя E прохожäения
заявки ÷ерез сетü (среäнее вреìя ответа) ìожно
преäставитü в виäе:

E = α
i
u

i
 = α

i
(w

i
 + b

i
) = α

i
, (1)

ãäе α
i
 — среäнее ÷исëо посещений i-ãо узëа заяв-

кой за вреìя ее прохожäения ÷ерез сетü, u
i
 — среä-

нее вреìя пребывания заявки в i-ì узëе, w
i
 — среä-

нее вреìя ожиäания заявки в о÷ереäи i-ãо узëа,
b

i
— среäнее вреìя обсëуживания заявки в i-ì уз-

ëе, μ
i
 =  — интенсивностü обсëуживания заявки

канаëоì i-ãо узëа.
Коэффиöиенты α

i
 оäнозна÷но опреäеëяþтся из

систеìы уравнений баëанса:

α
i
 = α

j
p

ji
,  i = ,  α0 ≡ 1.

Через коэффиöиенты α
i
 посëеäоватеëüно опре-

äеëяþтся интенсивности λ
i
 = Λ•α

i
 вхоäных пото-

ков узëов, их коэффиöиенты заãрузки ρ
i
 = λ

i
/(μ

i
K

i
),

и проверяþтся усëовия стаöионарности ρ
i
 m 1 (иëи

μ
i
 l λ

i
/K

i
), i = . Зна÷ения w

i
 в форìуëе (1) оп-

реäеëяþтся посреäствоì ИМ.
Есëи сетü замкнута, то вхоäной поток заявок

отсутствует (параìетр Λ не заäается), и в сети öир-
куëирует заäанное постоянное ÷исëо заявок R. За-
верøениеì öикëа обсëуживания заявки с÷итается

ее перехоä по некоторой «терìинаëüной» äуãе с
«выхоäа» на «вхоä» сети. Среäнее вреìя ответа E
заìкнутой сети (среäнее вреìя öикëа обсëужива-
ния) также опреäеëяется форìуëой (1) и ìожет
вы÷исëятüся посреäствоì ИМ.

Теперü рассìотриì сëеäуþщуþ обобщеннуþ
версиþ сфорìуëированной в работе [1] заäа÷и оп-
тиìизаöии оäнороäной заìкнутой экспоненöи-
аëüной (ìарковской) сети.

Стоиìостü (ресурс) M оäнороäной сети как
функöия вектора µ = (μ

1
, ..., μ

n
) интенсивностей

обсëуживания в узëах i =  заäается в виäе

M(µ) = c
i

, ãäе c
i
 — стоиìостные коэффиöи-

енты, β
i
 > 0 — коэффиöиенты неëинейности. Тре-

буется найти вектор µ = µ
opt

, äоставëяþщий ìини-

ìуì функöии E = E(µ):

E(µ) = α
i

 → , (2)

и принаäëежащий сëеäуþщей обëасти äопустиìых
реøений (ОДР):

M(µ) = c
i

 = M *,  μ
i
 l μ

imin,  i = , (3)

ãäе äëя открытой сети μ
imin

 = λ
i
/K

i
 (ãраниöа обëас-

ти стаöионарности), а äëя заìкнутой μ
imin = 0. Дëя

ресурса M * в выражении (3) äоëжно выпоëнятüся
усëовие M * l M

min
, ãäе äëя открытой сети M

min
 =

= c
i

 = c
i
(λ

i
/K

i
)βi, а äëя заìкнутой M

min
 = 0.

В заäа÷е (2), (3) иìеется в виäу, ÷то изìенение ëþ-
бой интенсивности μ

i
 привоäит к изìенениþ среä-

неãо b
i
 =  и к соответствуþщеìу ìасøтабноìу

изìенениþ ф. р. в. B
i
(t). Виä ф. р. в. B

i
(t) не изìе-

няется, поскоëüку ассоöиируется со сëу÷айной
труäоеìкостüþ заявок, тоãäа как варüируеìый па-
раìетр μ

i
 опреäеëяется произвоäитеëüностüþ ка-

наëов i-ãо узëа.

2. ÎÁÙÀß ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ È ÎÏÎÐÍÛÅ ÝËÅÌÅÍÒÛ
ÌÅÒÎÄÀ «ÍÀÏÐÀÂËßÞÙÈÕ ÃÈÏÅÐÁÎË»

Преäëаãаеìый ìетоä реøения заäа÷и (2), (3)
состоит из äвух этапов.

Этап I: ускоренный ãраäиентный поиск то÷ки
µopt методом «направляющих гипербол» (НГ), ис-

поëüзуþщиì ИМ сети и сепарабеëüнуþ аппрокси-
ìаöиþ öеëевой функöии (название ìетоäа отра-
жает роëü и виä функöий оäноãо переìенноãо —
сëаãаеìых этой аппроксиìаöии).

1 n,

0 n,

i 1=

n

∑
i 1=

n

∑
i 1=

n

∑ wi
1
μi

-----+⎝ ⎠
⎛ ⎞

bi
1–

j 0=

n

∑ 0 n,

1 n,

1 n,

i 1=

n

∑ μi

βi

i 1=

n

∑ wi μ( ) 1
μi

-----+⎝ ⎠
⎛ ⎞

: min
μ:

i 1=

n

∑ μi

βi 1 n,

i 1=

n

∑ μimin

β
i

i 1=

n

∑

μi
1–
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Этап II (не обязатеëüный): уто÷нение найäен-
ноãо реøения ìетоäоì öикëи÷ескоãо покоорäи-
натноãо спуска [15] (ìоäифиöированныì), не ис-
поëüзуþщиì аппроксиìаöий.

Преäëаãаеìый в настоящей статüе ìетоä реøе-
ния заäа÷и (2), (3) испоëüзует уто÷неннуþ версиþ
преäëоженной в работе [16] аппроксиìаöии фун-

кöии E(µ). Аппроксиìаöия E ap(µ) среäнеãо вреìе-
ни ответа E(µ) на кажäой итераöии k l 2 поиска
оптиìаëüноãо реøения µ

opt
 форìируется по ре-

зуëüтатаì ИМ сети в то÷ках µ = µk – 1 и µ = µk и
приìеняется äëя опреäеëения сëеäуþщей то÷ки

µ = µk + 1.
Опреäеëиì опорные эëеìенты ìетоäа НГ.
Центр µ

c
 ОДР (3) при ресурсе M * > Mmin опре-

äеëяется усëовиеì равной заãрузки узëов: ρ
i
 =

= λ
i
/(μ

i
K

i
) = α

i
λ0/(μi

K
i
) = ρ

c
, i = , ãäе λ0 — ин-

тенсивностü на терìинаëüной äуãе (äëя открытой
сети λ0 = Λ). Отсþäа μ

i
 = (α

i
λ0)/(Ki

ρ
c
), μ

i
/μ1 =

= (α
i
/K

i
)(K1/α1) и μ

i
 = (α

i
/K

i
)(K1/α1)μ1. Поäставëяя

посëеäнее выражение μ
i
 в форìуëу (3), иìееì:

c
i

 = M *,  μ
i
 = (α

i
/K

i
)(K

1
/α

1
)μ

1
,

i = . (4)

Отсþäа ÷исëенныìи ìетоäаìи ëеãко нахоäится
еäинственный поëожитеëüный коренü μ

1
, опреäе-

ëяþщий все остаëüные коорäинаты μ
i
 öентра µ

c

ОДР. Есëи сетü открытая, то в öентре µ
c
 сразу оп-

реäеëяþтся все ρ
i
 = ρ

c
 m 1, i = .

Есëи все β
i
 = 1, то из форìуëы (4) коорäинаты

öентра ОДР ìожно выразитü явно:

μ
i
 = M *(α

i
/K

i
) ,  i = .

Открытая сетü иìеет в öентре µ
c
 ìаксиìуì про-

пускной способности V(µ), опреäеëяеìой äëя нее

как V(µ) = max{Λ: ρ
i
 = α

i
Λ/(μ

i
K

i
) m 1, i = }.

Диаметр D ОДР опреäеëиì как äëину ìакси-
ìаëüноãо из äиапазонов варüирования переìен-
ных μ

i
: D = max{l

i
}, ãäе l

i
 = μ

imax
 – μ

imin
 и, соãëасно

форìуëе (3), μ
imax

 = M * – c
j

,

i = .

Малый шаг разìероì, наприìер, D•10–4, буäеì
приìенятü при построении и сканировании траек-
торий на поверхности оãрани÷ений, опреäеëяеìой
уравнениеì (3). Шаã выбирается с у÷етоì требо-
ваний к то÷ности оптиìизаöии.

Аппроксимация E
ap(µ) öеëевой функöии E(µ),

испоëüзуеìая äëя прибëиженноãо вы÷исëения ãра-
äиента, преäставëяет собой сепарабеëüнуþ функ-
öиþ варüируеìых переìенных μ

i
:

E
ap(µ) = α

i
,

ãäе W
i
(μ

i
) = (5)

и на кажäоì øаãе k оптиìизаöии заново настраи-
вается (посреäствоì коэффиöиентов R

i
 и S

i
) по

оöенкаì  и  среäнеãо вреìени ожиäания,

найäенныì äëя узëов i =  с поìощüþ ИМ сети

в то÷ках µ = µk – 1 и µ = µk. При  ≠  выра-

жение R
i
/(μ

i
 – S

i
) в форìуëе (5) аппроксиìирует

соответствуþщуþ функöиþ w
i
(µ)в выражении (2)

так, ÷то еãо зна÷ение в то÷ках µ = µk – 1 и µ = µk сов-

паäает с оöенкаìи  ≈ w
i
(µk – 1) и  ≈ w

i
(µk).

Такиì образоì, иìееì R
i
/(  – S

i
) =  и

R
i
/(  – S

i
) = , откуäа

S
i
 = ,  R

i
 = (  – S

i
),

i = , (6)

(верхний инäекс зäесü везäе соответствует øаãу
оптиìизаöии).

При  =  рас÷ет зна÷ений R
i
 и S

i
 в фор-

ìуëе (5) не нужен, но äëя опреäеëения валидной
части [L] (сì. äаëее) поëаãаеì S

i
 → ×. Такая на-

стройка функöии Eap(µ) обеспе÷ивает ее совпаäе-

ние с öеëевой функöией E(µ) в то÷ках µk – 1 и µk

(с то÷ностüþ äо стохасти÷еской поãреøности оöе-
нок ИМ). В äруãих то÷ках µ то÷ностü аппроксиìа-

öии Eap(µ) теì хуже, ÷еì они äаëüøе от то÷ек µk – 1

и µk, и ÷еì «ìенее сепарабеëüна» E(µ), т. е. ÷еì
сиëüнее изìенение интенсивностей μ

i
 в оäних уз-

ëах вëияет на среäнее вреìя w
j
 в äруãих (i ≠ j).

Градиент ∇E
ap(µ) в то÷ке µ = µk естü аппрокси-

ìаöия ãраäиента ∇E(µ) в этой то÷ке, и вы÷исëяет-
ся с поìощüþ выражения, поëу÷енноãо äиффе-
ренöированиеì выражения (5):

∇E
ap(µk) = , (7)

1 n,

i 1=

n

∑
αi

Ki

-----

K1

α1

------ μ1⋅ ⋅⎝ ⎠
⎛ ⎞ βi

2 n,

1 n,

cjαj/Kj

j 1=

n

∑
⎝ ⎠
⎜ ⎟
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1 n,

1 n,

⎝
⎛

j i≠
∑ μjmin
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⎠
⎞ ci
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1 n,

i 1=

n
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⎧
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wˆ i
k
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ãäе  =  i = .

Валидная часть [L] исхоäящей из то÷ки µk тра-

ектории L поиска то÷ки µk + 1 ëежит ìежäу µk и
первой на L то÷кой µ, у которой какая-ëибо коор-
äината μ

i
 äостиãает ãраниöы ОДР μ

i
 = μ

imin
 иëи по-

ëþса μ
i
 = S

i
 аппроксиìаöии (5).

Привеäеì поøаãовое описание ìетоäа НГ с
рас÷етныìи форìуëаìи.

3. ÌÅÒÎÄ «ÍÀÏÐÀÂËßÞÙÈÕ ÃÈÏÅÐÁÎË»

Начальная фаза оптимизации. Заäаеì ÷исëо ите-
раöий N > 2 (выбирается с у÷етоì äопустиìых за-

трат ìаøинноãо вреìени) и äве то÷ки µ1 = µ
c
 и

µ
2 ≠ µ

1, принаäëежащие ОДР (3). С поìощüþ ИМ
вы÷исëяеì в этих то÷ках оöенки среäнеãо вреìени

ответа  и , и, соответственно, оöенки среä-

неãо вреìени ожиäания ( , ..., ), ( , ..., )

в узëах 1, ..., n. Поëаãаеì k = 2.

Основной цикл. Известны то÷ки µk – 1 и µk с оöен-

каìи ( , ..., ),  и ( , ..., ),  от-

кëиков ( , ..., ), Ek – 1 и ( , ..., ), Ek.

1. Испоëüзуя оöенки ( , ..., ) и ( , ...,

), нахоäиì по форìуëаì (6) коэффиöиенты R
i
 и

S
i
, i = , аппроксиìаöии Eap(µ).

Вы÷исëяеì ãраäиент (7) функöии Eap. Направ-

ëение –∇E
ap(µk) наискорейøеãо убывания функ-

öии Eap(µ) проеöируеì на поверхностü оãрани÷е-

ний (3). Есëи β
i
 = 1 äëя всех i = , то поверхностü

(3) явëяется ãиперпëоскостüþ, и проекöия L на нее

направëения вектора –∇E
ap(µk) естü направëение

вектора –∇ (µk) = –∇E
ap(µk) + n(n∇E

ap(µk)) = e,

ãäе n = c/|c | — норìаëü к ãиперпëоскости оãрани-
÷ений, c = (c

1
, ..., c

n
) — вектор стоиìостных ко-

эффиöиентов, |x | — äëина вектора x. Ваëиäная

÷астü [L] проекöии L оãрани÷ена то÷каìи µk и

µ = µ
k + he, ãäе h = min{h

1
, h

2
},

h1 = min{h1i: h1i > 0; i = },

h2 = min{h2i: h2i
 > 0; i = },

h1i = –(  – μ
imin)/ei

,  h2i = –(  – S
i
)/e

i
,

i = .

Есëи не все β
i
 равны 1, то проекöиþ L направ-

ëения антиãраäиента строиì поøаãово, как исхо-

äящуþ из то÷ки µk ëоìануþ, узëы µ которой сутü
проекöии на поверхностü (3) равноотстоящих с

ìаëыì øаãоì то÷ек направëения –∇E
ap(µk). Дëя

кажäоãо о÷ереäноãо узëа µ проверяþтся усëовия

еãо ваëиäности μ
i
 > μ

imin
 и (μ

i
 – S

i
)(  – S

i
) > 0,

i = . Равенство знаков разностей (μ
i
 – S

i
) и

( – S
i
) озна÷ает, ÷то коорäината μ

i
 текущеãо узëа

µ траектории L и коорäината  на÷аëüной ее то÷-

ки µk нахоäятся по оäну сторону от поëþса S
i
 ап-

проксиìаöии. Построение [L] заверøается поëу-
÷ениеì и отбрасываниеì первоãо неваëиäноãо
узëа ëибо выяснениеì, ÷то о÷ереäная то÷ка в на-

правëении антиãраäиента –∇E
ap(µk) уже не иìеет

проекöии на поверхностü оãрани÷ений.

2. В ка÷естве сëеäуþщей то÷ки µk + 1 выбираеì
реøение (поëу÷аеìое ìетоäоì сканирования) заäа-

÷и оäноìерной оптиìизаöии Eap(µ) → min, µ ∈ [L].
3. Поëаãаеì k = k + 1. С поìощüþ ИМ вы÷ис-

ëяеì оöенки ( , ..., ) и . Есëи k < N, то пе-

рехоäиì к øаãу 1, ина÷е — к øаãу 4.

4. То÷ку µ* ∈ {µ1, ..., µN} с оöенкой (µ*) =

= min{ , ..., } приниìаеì в ка÷естве прибëи-
женноãо реøения заäа÷и. Конец алгоритма.

4. ÓÑÊÎÐÅÍÍÛÉ ÏÎÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÛÉ ÑÏÓÑÊ
(ÂÒÎÐÎÉ ÝÒÀÏ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ)

Поãреøностü первоãо этапа (ìетоäа НГ) вкëþ-
÷ает в себя äве составëяþщие: стохастическую и
детерминированную. Стохасти÷еская составëяþ-
щая контроëируется рас÷етоì äоверитеëüных ин-

терваëов äëя оöенок ( , ..., ) и , и ее ìожно

снижатü путеì уäëинения проãонов ìоäеëи. Де-
терìинированная составëяþщая обусëовëена при-

ìенениеì сепарабеëüной аппроксиìаöии E
ap(µ)

äëя несепарабеëüной (в общеì сëу÷ае) функöии
E(µ). Это привоäит к тоìу, ÷то реøение µ*, най-
äенное ìетоäоì НГ, отëи÷ается от искоìоãо µ

opt

äаже при усëовии поëноãо устранения стохасти-
÷еских поãреøностей оöенок ИМ. Поэтоìу реøе-
ние µ* в общеì сëу÷ае öеëесообразно уто÷нятü
(иëи проверятü) ìетоäоì, не испоëüзуþщиì ап-

проксиìаöиþ Eap(µ).
Дëя этоãо на второì этапе оптиìизаöии в ок-

рестности реøения µ* опреäеëяется 2(n – 1) про-
бных то÷ек, кажäая из которых отëи÷ается от µ*

ëиøü оäной из (n – 1) «свобоäных» коорäинат μ
i

Wi∂
μi∂
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(наприìер, оäной из коорäинат μ
1
, ..., μ

n – 1
) на ве-

ëи÷ину ±Δμ. «Связанная» коорäината пробной
то÷ки (наприìер, μ

n
) опреäеëяется ÷ерез извест-

ные «свобоäные» ее коорäинаты путеì реøения
уравнения (3), ÷тобы обеспе÷итü принаäëежностü
всех пробных то÷ек ОДР. Откëонение Δμ выбира-
ется с у÷етоì äопустиìой поãреøности реøения и
с у÷етоì возìожности наäежноãо сравнения от-
кëиков E(µ) в соответствуþщих то÷ках по их оöен-

каì (µ). Даëее реøение µ* уто÷няется путеì ИМ
сети в пробных то÷ках и заìены µ* теì пробныì
реøениеì µ, äëя котороãо E(µ) < E(µ*). Есëи такое
не нахоäится, проöесс заверøается, ина÷е äëя но-
воãо реøения öикë уто÷нения повторяется. Дëя
искëþ÷ения заöикëивания возврат к пройäенныì
реøенияì запрещается. Дëя ускоренноãо сравне-
ния откëиков E(µ) и E(µ*) с заäанной наäежностüþ

по их оöенкаì (µ) и (µ*) приìеняется ìетоä
«общих сëу÷айных ÷исеë» [10].

5. ÈÑÏÛÒÀÍÈß ÌÅÒÎÄÀ «ÍÀÏÐÀÂËßÞÙÈÕ ÃÈÏÅÐÁÎË»
ÍÀ ÎÒÊÐÛÒÛÕ ÑÅÒßÕ

Поäробно охарактеризоватü возìожности ìе-
тоäа НГ ìожно на приìере оптиìизаöии откры-
той версии тестовой СеМО-1 (рис. 1). Суììар-
ный ресурс M = 30 распреäеëяется зäесü при
c = (c

1
, ..., c

n
) = (K

1
, ..., K

9
) = (1, 2, 1, 1, 1, 1, 1, 3, 1),

т. е. äëя кажäой систеìы ìассовоãо обсëуживания
стоиìостный коэффиöиент равен ÷исëу ее кана-
ëов. Типы распреäеëений B

i
(t) äëя узëов i = 1, ..., 9

опреäеëены как R, R, R, M, M, E2, E2, E2, R соот-
ветственно, ãäе M — экспоненöиаëüное распреäе-
ëение, R — равноìерное (на отрезке от 0 äо äвух

среäних), Em — эрëанãовское распреäеëение m-ãо
поряäка. Вхоäной поток СеМО-1 пуассоновский и
иìеет интенсивностü Λ = 1. Перехоäные вероят-
ности указаны на рис. 1.

Тестовая сетü СеМО-1 приìеняëасü äëя срав-
нения ìетоäа НГ с базовыì аëãоритìоì оптиìи-
заöии, в котороì ãраäиент расс÷итываëся ìето-
äоì ìаëых приращений. В кажäоì проãоне ìоäеëи
СеМО-1 иìитироваëосü прохожäение ÷ерез сетü
окоëо 1 ìëн. заявок. На рис. 2 привеäена типи÷-
ная траектория изìенений öеëевой функöии в
проöессе оптиìизаöии, выпоëняеìой ìетоäоì
НГ. Прибëижение к то÷ке оптиìуìа происхоäит
за 7—11 øаãов, т. е. ÷исëо эффективных итераöий
бëизко к разìерности n факторноãо пространства.
Вбëизи то÷ки оптиìуìа растут стохасти÷еские
оøибки аппроксиìаöии, перенастраиваеìой по
äвуì сбëижаþщиìся то÷каì факторноãо про-
странства, и происхоäит «отбрасывание» о÷ереä-

ноãо прибëижения µk + 1 от искоìой то÷ки опти-

ìуìа, всëеäствие ÷еãо зна÷ение öеëевой функöии
резко возрастает. Затеì проöесс вновü возвра-
щается к то÷ке оптиìуìа. На рис. 3 показана ти-
пи÷ная траектория зна÷ений öеëевой функöии,
поëу÷аеìая при испоëüзовании базовоãо ìетоäа.
Заìетно выиãрывая у этоãо ìетоäа в ãëубине оп-
тиìизаöии, ìетоä НГ превосхоäит еãо и в быстро-
äействии. Это äостиãается как бëаãоäаря резкоìу
снижениþ ÷исëа итераöий, так и потоìу, ÷то äëя
вы÷исëения ãраäиента на кажäой итераöии в ìе-
тоäе НГ испоëüзуется ëиøü оäин проãон иìитаöи-
онной ìоäеëи, а не (n + 1) проãонов, как в базовоì
ìетоäе. Реøение, опреäеëяеìое äëя СеМО-1 ìе-
тоäоì НГ за 7—11 итераöий, обеспе÷ивает среäнее
вреìя ответа E ≈ 7,49...7,51. Базовый ìетоä за
100...140 итераöий (т. е. за 1000...1400 проãонов ìо-
äеëи) äает боëее сëабый резуëüтат E ≈ 9,3...9,5.

Тестовая заäа÷а реøаëасü также с поìощüþ оп-
тиìизатора OptQuest [17]. Проãраììой OptQuest за

E
ˆ

E
ˆ

E
ˆ

Рис. 1. Тестовый пример СеМО-1. Штриховая дуга соответ-
ствует замкнутой версии сети

Рис. 2. Изменения отклика E в ходе поиска оптимума методом
«направляющих гипербол»
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750...1000 проãонов ìоäеëи, т. е. при стократной
«форе» по вреìени, äостиãается среäнее вреìя от-
вета E ≈ 7,91, также проиãрываþщее резуëüтату ìе-
тоäа НГ.

В боëее поëный набор тестов вкëþ÷ены откры-
тые сети СеМО-2, ..., СеМО-5.

Сетü СеМО-2 отëи÷ается от СеМО-1 ëиøü рав-
ноìерныì на отрезке [0,5; 1,5] распреäеëениеì ин-
терваëов поступëения заявок в сетü. Сетü СеМО-3
состоит из 30-ти узëов и преäставëяет собой кас-
каäное (посëеäоватеëüное) соеäинение трех сетей,
поäобных СеМО-1, усëожненное возвратаìи за-
явок с выхоäов всех каскаäов на их вхоäы и на вхо-
äы преäøествуþщих каскаäов. Сетü СеМО-4 со-
äержит 20 узëов, ее ìарøрутная ìатриöа сфорìи-
рована с поìощüþ äат÷ика сëу÷айных ÷исеë при
собëþäении требования связности сети. Чисëо ка-
наëов в кажäоì узëе также разыãрываëосü как сëу-
÷айное и не превыøаëо øести. Сетü СеМО-5 со-
äержит 100 узëов и иìеет структуру перехоäов,
преäставëеннуþ на рис. 4. Соответствуþщие пере-
хоäные вероятности, ÷исëо канаëов в узëах и виä
законов распреäеëения B

i
(t) опреäеëяëисü äат÷и-

коì сëу÷айных ÷исеë. Кроìе распреäеëений, ис-
поëüзованных в СеМО-2, в СеМО-5 приìеняëисü

сëеäуþщие распреäеëения: эрëанãовское 3-ãо по-
ряäка; треуãоëüное; ãаììа-распреäеëение с пара-
ìетроì форìы α = 2,5; ãиперэкспоненöиаëüные
распреäеëения с коэффиöиентаìи вариаöии (к. в.)
C = 2 и C = 3 и распреäеëения Вейбуëëа с к. в.

C = 2, C = 3 и C = . Посëеäнеìу распреäеëениþ
принаäëежат и интерваëы поступëения заявок в
СеМО-4 и СеМО-5.

В табë. 1 привеäены резуëüтаты оптиìизаöии
этих ÷етырех тестовых сетей с поìощüþ ìетоäа НГ.
Кажäая сетü оптиìизироваëасü äважäы: при рас-
преäеëяеìоì ресурсе M ≈ 1,5M

min
 и при M ≈ 2M

min
.

Вреìя T
M
 итераöии (практи÷ески совпаäаþщее со

вреìенеì проãона ìоäеëи) указано в ìинутах äëя
äвухяäерной ПЭВМ с тактовой ÷астотой проöес-
сора 2 ГГö и объеìоì оперативной паìяти 0,97 ГБ.

Как виäно из табë. 1, при ÷исëе узëов и кана-
ëов, äостиãаþщеì сотен (СеМО-5), коãäа высокие
затраты вреìени на иìитаöиþ существенно оãра-
ни÷иваþт возìожностü увеëи÷ения ÷исëа итера-
öий, ìетоä НГ позвоëяет äостиãатü зна÷итеëüноãо
сокращения вреìени E при ÷исëе итераöий N,
ìенüøеì разìерности n факторноãо пространства.

6. ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ ÈÑÏÛÒÀÍÈß ÌÅÒÎÄÀ
«ÍÀÏÐÀÂËßÞÙÈÕ ÃÈÏÅÐÁÎË»

Дëя оöенки ка÷ества прибëиженноãо реøения
µ* ввеäеì три показатеëя: эффект оптиìизаöии
Q = (E

c
 – E *)/E

c
, фазовуþ поãреøностü δ = |µ

opt
 –

– µ*|/|µ
opt

| и упущенный эффект ε = (E * – E
opt

)/E
opt

,

ãäе E
c
 = E(µ

c
), E * = E(µ*), Eopt = E(µopt).

Сравнивая выражения (2) и (5), ìожно виäетü,
÷то äетерìинированная составëяþщая поãреøнос-
ти, обусëовëенная испоëüзованиеì сепарабеëüной
аппроксиìаöии (5) äëя несепарабеëüной функöии
(2), äоëжна бытü боëее заìетной при оптиìизаöии
тех сетей, в которых изìенение интенсивностей
обсëуживания μ

i
 в оäних узëах сиëüнее вëияет на

среäнее вреìя ожиäания w
j
 в äруãих. Но боëüøое

вëияние μ
i
 на w

j
 возникает тоãäа, коãäа заявки пе-

рехоäят из узëа i непосреäственно в узеë j, и при
этоì к. в. распреäеëения B

j
(t) зна÷итеëüно отëи÷а-

ется от к. в. распреäеëения B
i
(t) и (иëи) от к. в. ин-

терваëов поступëения заявок в i-й узеë [1, 9].
С у÷етоì этих факторов äëя спеöиаëüных ис-

пытаний то÷ности ìетоäа НГ сконструирована

Рис. 3. Изменения отклика E при применении базового метода
малых приращений

Рис. 4. Структура переходов в СеМО-5

5

Рис. 5. Тестовая двухлинейная система
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«неуäобная» äëя неãо äвухëинейная систеìа (ДС)
(рис. 5). Интерваëы поступëения заявок в ДС рас-
преäеëены равноìерно на отрезке [0, 2]. Вреìя
обсëуживания в узëах 1 и 4 äетерìинированное
(к. в. C1 = C4 = 0). В узëах 2 и 3 вреìя обсëуживания

разыãрывается как функöия x станäартной сë. в. η:

x = d[(η + ε)–1 – (1 + ε)–1]. Зäесü сë. в. η распре-
äеëена равноìерно на отрезке [0, 1], ìасøтабный
коэффиöиент d опреäеëяет требуеìое среäнее
M(x) = b, а параìетр ε > 0 позвоëяет форìироватü
требуеìый к. в. C

x
 = C (C → × при ε → 0). Есëи

äëя узëов 2 и 3 взятü ε = 0,216, d = 1,106, то поëу-
÷иì в них b = 1 и C = 1 (вариант ДС1 — ординарный
тест). При ε = 0,019, d = 0,332 иìееì b = 1, C = 2
(вариант ДС2 — усложненный тест), а при ε = 0,001,
d = 0,169 поëу÷аеì b = 1, C = 5,22 (вариант ДС3 —
жесткий тест). Все коэффиöиенты c

i
 и β

i
 взяты

равныìи еäиниöе.

В табë. 2 преäставëены реøения, поëу÷енные
ìетоäоì НГ (этап I) и посëеäуþщиì покоорäи-
натныì спускоì (этап II) äëя тестов ДС1, ДС2 и
ДС3. На этапе II резуëüтат, поëу÷енный ìетоäоì

НГ, преäваритеëüно окруãëяëся äо сотых äоëей
(с у÷етоì равенства μ

1
 + μ

2
 + μ

3
 + μ

4
 = M ) и затеì

уто÷няëся ускоренныì ìетоäоì покоорäинатно-
ãо спуска при откëонениях свобоäных коорäинат
Δμ

i
 = ±0,01 (N' — ÷исëо поëу÷ивøихся øаãов).

Среäние зна÷ения вреìени ответа EI и EII, поëу-

÷енные на этапах I и II, привеäены со всеìи то÷но
установëенныìи зна÷ащиìи öифраìи. Известные
интерваëы ìежäу сравниваеìыìи пробныìи то÷ка-
ìи позвоëиëи оöенитü фазовуþ поãреøностü δ свер-
ху. Как виäно из табë. 2, поãреøностü δ ìетоäа НГ
выхоäит за преäеëы 1 % ëиøü при весüìа боëüøих
перепаäах к. в. C

i
. При C

2
 = C

3
 ≈ 5 (C

1
 = C

4
 = 0)

она ìожет äостиãатü 3 %. При этоì упущенный
эффект оптиìизаöии ε не превыøает поëовины
проöента. Зна÷ение ε < 0 в табë. 2 поëу÷ено äëя
сëу÷ая, коãäа реøение µ* на этапе II ухуäøиëосü
из-за окруãëения.

Можно преäпоëожитü, ÷то в сетях с ветвящи-
ìися и сëиваþщиìися ìарøрутаìи то÷ностü ìе-
тоäа НГ буäет не хуже, поскоëüку рассеивание и
сìеøивание потоков обусëовëивает тенäенöиþ их

Таблица 1

Ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé àëãîðèòìà íà òåñòîâûõ ñåòÿõ ÑåÌÎ-2, ..., ÑåÌÎ-5

Чисëо узëов n, общее ÷исëо канаëов K
СеМО-2

n = 9, K = 12
СеМО-3

n = 30, K = 134
СеМО-4

n = 20, K = 52
СеМО-5

n = 100, K = 260

Чисëо итераöий N ½ вреìя итераöии T
M

20 ½ 2 60 ½ 10 40 ½ 5 50 ½ 94 75 ½ 94
Распреäеëяеìый ресурс M 24 32 96 128 39 52 437 582

Откëик в öентре ОДР 13,98 8,043 49,92 27,88 78,08 38,19 278,1 163,3

Откëик  = ( ) 10,83 6,225 41,53 22,97 55,12 29,94 249,6 143,8

Эффект оптиìизаöии (  – )/ ·100 % 22,5 22,6 17 18 29 22 10 12

E
c

^

E
*^ Ê µ*

→

E
c

^ E
*^ E

c

^

Таблица 2

Ðåçóëüòàòû îïòèìèçàöèè òåñòîâûõ ÄÑ

Вариант теста M ρ
с Этап N; N'

Найäенное прибëижение 
к то÷ке оптиìуìа

E
I
; E

II

δ•100 
%

ε•100 
%

μ
1

μ
2

μ
3

μ
4

Орäинарный 
C

2
 = C

3
 = 1

4 0,5

I 48 1,105 0,946 0,890 1,059
2,925 0,6 0,00

II 0 1,11 0,95 0,88 1,06

Усëожненный 
C

2
 = C

3
 = 2

I 62 1,198 0,913 0,772 1,117 4,320
0,8 0,02

II 0 1,20 0,90 0,78 1,12 4,319

Жесткий 
C

2
 = C

3
 = 5,22

I 122 1,282 0,837 0,646 1,235 12,921
3,0 0,4

II 5 1,33 0,84 0,63 1,20 12,871

Орäинарный 
C

2
 = C

3
 = 1

2,5 0,8

I 4 0,654 0,603 0,599 0,644 9,790
1,0 0,2

II 0 0,66 0,60 0,59 0,65 9,766

Усëожненный 
C

2
 = C

3
 = 2

I 29 0,692 0,596 0,557 0,655 19,972
0,6 –0,1

II 0 0,69 0,60 0,56 0,65 19,987

Жесткий 
C

2
 = C

3
 = 5,22

I 8 0,687 0,604 0,533 0,676 90,16 1,2 0,4
II 1 0,70 0,60 0,53 0,67 89,76
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прибëижения к экспоненöиаëüныì, и, соответст-
венно, форìа E(µ)äоëжна в таких открытых сетях
прибëижатüся к сепарабеëüной. Это поäтвержäа-
ется äанныìи о то÷ности ìетоäа НГ в табë. 3, по-
ëу÷енной при äвухэтапной оптиìизаöии СеМО-1.

7. ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÇÀÌÊÍÓÒÛÕ ÑÅÒÅÉ

Оптиìизаöия заìкнутой сети ìетоäоì НГ ха-
рактеризуется боëее высокой äетерìинированной
составëяþщей поãреøности, так как функöия E(µ)
зäесü «сиëüно» несепарабеëüна. Изìенение интен-
сивности μ

i
 в ëþбоì узëе заìкнутой сети привоäит

к изìенениþ интенсивностей λ
j
 вхоäных потоков

всех узëов j, j = , и, теì саìыì, непосреäствен-
но изìеняет вреìя w

j
 во всех узëах. Испытания ìе-

тоäа НГ äëя заìкнутой версии СеМО-1 показыва-
þт, ÷то при ëинейноì оãрани÷ении (3) зна÷ение δ
ìожет äостиãатü 0,03 (в открытой версии СеМО-1
δ = 0,004). При неëинейноì оãрани÷ении (3)
(с разбросоì коэффиöиентов β

i
 в преäеëах от 0,5

äо 1,5) δ равно 0,06...0,08. Но упущенный эффект
при этоì остается небоëüøиì (ε < 0,01). В этих ис-
пытаниях äëина проãонов составëяëа окоëо 1 ìëн.
заявок, а ÷исëо N итераöий ëежаëо в преäеëах не-
скоëüких äесятков. Такиì образоì, и при оптиìи-
заöии заìкнутых сетей на практике ÷асто ìожно
оãрани÷иватüся приìенениеì тоëüко первоãо эта-
па оптиìизаöии — ìетоäа НГ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Дëя оптиìизаöии неìарковских СеМО в об-
щеì сëу÷ае прихоäится приìенятü ИМ, которое
характеризуется высокой сëожностüþ вы÷исëения
ãраäиентов, обусëовëенной стохасти÷ескиì харак-
тероì поëу÷аеìых путеì ИМ оöенок. При реøе-
нии заäа÷и оптиìаëüноãо распреäеëения ресурса
пробëеìа ãраäиентов эффективно реøается преä-
ëаãаеìыì äвухэтапныì ìетоäоì оптиìизаöии, яä-
ро котороãо составëяет ìетоä «направëяþщих ãи-
пербоë». Он характеризуется относитеëüно хоро-
øей то÷ностüþ и приеìëеìой вы÷исëитеëüной
труäоеìкостüþ, позвоëяþщей рекоìенäоватü еãо
äëя практи÷ескоãо приìенения при проектирова-
нии иëи ìоäернизаöии сетей ìассовоãо обсëужи-
вания, соäержащих äесятки и сотни узëов.
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Таблица 3

Îöåíêà òî÷íîñòè ìåòîäà ÍÃ äëÿ ÑåÌÎ-1

Этап N; N'

Найäенное прибëижение к то÷ке оптиìуìа
E
I
; E

II δ•100 % ε•100 %
μ
1

μ
2

μ
3

μ
4

μ
5

μ
6

μ
7

μ
8

μ
9

I 33 0,818 0,597 1,405 3,025 9,490 1,272 1,682 2,965 2,219 7,514
0,4 0,01

II 5 0,79 0,60 1,43 3,02 9,49 1,28 1,69 2,96 2,22 7,513

1 n,


