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Рассìотриì техноëоãи÷еский проöесс, преäус-
ìатриваþщий выпоëнение заäаний и изãотовëе-
ние изäеëий на äвух посëеäоватеëüных стаäиях
обработки. На этих стаäиях все изäеëия обраба-
тываþтся на кажäой стоящей в посëеäоватеëüной
öепо÷ке систеìе ìаøин и, как на первой, так и на
второй стаäии обработки, в оäной и той же посëе-
äоватеëüности. Посëе первой стаäии произвоäит-
ся постобработка кажäоãо изäеëия, связанная с
испытаниеì и контроëеì ка÷ества, необхоäиìыì
вреìенеì проëёживания (наприìер, с охëажäе-
ниеì иëи наãреваниеì, офорìëениеì необхоäи-
ìой äокуìентаöии, транспортныìи потеряìи вре-
ìени и äр.), ÷то также требует затрат вреìени, раз-
ëи÷ноãо äëя кажäоãо из изäеëий. На первой стаäии
посëеäоватеëüная öепо÷ка вкëþ÷ает в себя m1 ìа-

øин, на второй — m2. Боëее сëожной ìожет бытü

ситуаöия, коãäа äопускаþтся отëи÷ные äруã от äру-

ãа посëеäоватеëüности обработки изäеëий на каж-
äой стаäии изãотовëения. Без оãрани÷ения общ-
ности затраты вреìени на постобработку при ре-
øении заäа÷и ìоãут рассìатриватüся ëибо как
вреìя обработки на посëеäней ìаøине первой
стаäии изãотовëения, ëибо как вреìя обработки на
вкëþ÷енной в öепо÷ку первой ìаøине второй ста-
äии изãотовëения.

Необхоäиìо опреäеëитü оптиìаëüнуþ посëеäо-
ватеëüностü обработки изäеëий, а также вреìена
на÷аëа и заверøения обработки ãруппы, состоя-
щей из n, i = 1, ..., n, изäеëий, оäинаковуþ на всех
ìаøинах äвух стаäий обработки, обеспе÷иваþщие
выпоëнение всеãо коìпëекса работ в крат÷айøие
сроки. Заäа÷а построения расписания на оäной
стаäии обработки øироко известна в ëитературе
(сì., наприìер, работы [1—6]) и относится к кëас-
су заäа÷ пëанирования äëя пото÷ной ëинии (анãë.
Flow-Shop-Problem). Все переìещения обрабатыва-
еìых изäеëий, связанные с окон÷аниеì их обра-
ботки на оäной ìаøине и на÷аëоì обработки на
äруãой, сëеäуþт тоëüко в оäноì направëении.

Аннотация. Сфорìуëирована заäа÷а построения расписаний äвухстаäийной обработки
ìножества изäеëий на äвух распоëоженных в посëеäоватеëüнуþ öепо÷ку систеìах ìа-
øин в оäной и той же и оäинаковой äëя всех изäеëий посëеäоватеëüности. Чисëо ìаøин
на кажäой стаäии обработки ìожет бытü разëи÷ныì. Ни оäна из выпоëняеìых операöий
не äопускает прерываний в проöессе ее выпоëнения. У÷тены также потери вреìени на
постобработку посëе заверøения первой стаäии изãотовëения. В ка÷естве критерия оп-
тиìаëüности рассìотрено выпоëнение всеãо коìпëекса работ в крат÷айøие сроки. По-
ëу÷ены оöенки нижней ãраниöы оптиìаëüной посëеäоватеëüности обработки изäеëий,
обеспе÷иваþщие выпоëнение всех работ на äвух стаäиях обработки в крат÷айøие сроки.
Преäëожены аëãоритìы то÷ноãо и прибëиженноãо реøения заäа÷и ìетоäаìи ветвей и
ãраниö и äинаìи÷ескоãо проãраììирования, а также эвристи÷еский аëãоритì поëино-
ìиаëüной сëожности поëу÷ения прибëиженных реøений. Аëãоритìы реøения проиë-
ëþстрированы на ÷исëовоì приìере. Поëу÷енные резуëüтаты ìоãут найти øирокое при-
ìенение в систеìах каëенäарноãо пëанирования работы произвоäственных у÷астков и
öехов ìаøиностроитеëüноãо и приборостроитеëüноãо произвоäства, а также в проöессах
äеревообработки, эëектронной и ëеãкой проìыøëенности.

Ключевые слова: äвухстаäийные расписания, flow-shop-problem, оптиìаëüные посëеäоватеëüности,
ìетоä ветвей и ãраниö, äинаìи÷еское проãраììирование, эвристи÷еский аëãоритì.
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Обобщенная заäа÷а Джонсона (Flow-Shop-Prob-
lem) форìуëируется такиì образоì:

— на некоторой посëеäоватеëüности, состоя-
щей из m, k = 1, ..., m, ìаøин, необхоäиìо выпоë-
нитü n, i = 1, ..., n, заäаний (обработку n изäеëий);

— кажäое из заäаний состоит из некоторой упо-
ряäо÷енной посëеäоватеëüности выпоëнения m ра-
бот (операöий) на разëи÷ных ìаøинах; никакая
ìаøина не ìожет выпоëнятü боëее оäной опера-
öии оäновреìенно;

— äëитеëüности выпоëнения t
ik
 кажäой из этих

операöий постоянны, известны и не зависят от
посëеäоватеëüности выпоëнения остаëüных опе-
раöий на этой иëи äруãих ìаøинах;

— ни оäна из этих операöий не äопускает пре-
рываний в проöессе ее выпоëнения;

— кажäое из заäаний выпоëняется в строãо за-
äанной и оäинаковой äëя всех заäаний посëеäова-
теëüности K = {1, ..., m};

— кажäая из операöий назна÷ается тоëüко на
оäну опреäеëеннуþ ìаøину;

— посëеäоватеëüностü прохожäения всех ìаøин
заäана и оäинакова äëя всех заäаний.

Необхоäиìо опреäеëитü посëеäоватеëüностü вы-
поëнения заäаний, обеспе÷иваþщуþ ìиниìаëü-
ное вреìя выпоëнения всех работ.

Оäностаäийные расписания Flow-Shop-Prob-
lem относится к кëассу NP-сëожных пробëеì, оä-
нако некоторые из них ìоãут бытü реøены за по-
ëиноìиаëüное вреìя. Рассìатриваеìые в ëите-
ратуре ìноãо÷исëенные эвристи÷еские ìетоäы и
правиëа преäпо÷тения [3, 4, 6—11], ãенети÷еские
аëãоритìы (сì., наприìер, работы [6, 7]) позвоëя-
þт за÷астуþ, как показываþт вы÷исëитеëüные эк-
спериìенты, поëу÷итü хороøие прибëижения к
оптиìаëüноìу реøениþ заäа÷и. Правиëа посëеäо-
ватеëüноãо уëу÷øения посëеäоватеëüности выпоë-
нения заäаний путеì обìена ìестаìи äвух инäек-
сов [3, 4, 6] не ìоãут рассìатриватüся как ìетоäы
спуска в зону ãëобаëüноãо ìиниìуìа. Созäание
ãибриäных ìетоäов, которые на основе хороøих
эвристик позвоëяþт осуществитü попаäание в зо-
ну ãëобаëüноãо ìиниìуìа, а затеì ìетоäаìи пере-
становок ìестаìи äвух инäексов заäаний осуще-
ствитü спуск в то÷ку ëокаëüноãо ìиниìуìа этой
обëасти. Ни оäна из преäëоженных в ëитературе
эвристик не ãарантирует попаäание в обëастü ãëо-
баëüноãо ìиниìуìа. Сравнитеëüно небоëüøой
объеì вы÷исëений эвристи÷еских аëãоритìов и
ìетоäов ëокаëüных вариаöий обеспе÷ивает их øи-
рокое приìенение в практи÷еских приëожениях и
в усëовиях боëüøой разìерности [2—4]. Эффек-
тивные то÷ные и прибëиженные ìетоäы реøения
Flow-Shop-Problem в усëовиях оãрани÷ений на
сроки и ÷асти÷ные поряäки выпоëнения заäаний

рассìотрены в работах автора [3, 4]. Несìотря на
боëüøое ÷исëо приëожений в каëенäарноì пëа-
нировании произвоäства, заäа÷аì äвухстаäийноãо
построения расписаний в этих усëовиях не уäеëя-
ëосü äостато÷ноãо вниìания в ëитературе. Можно
отìетитü ëиøü нескоëüко пубëикаöий в периоäи-
÷еской ëитературе по äанной теìатике. В работе
[12] преäëаãается аëãоритì построения оптиìаëü-
ноãо по быстроäействиþ расписания обсëуживания
ìножества требований в äвухстаäийной систеìе с
нефиксированныìи ìарøрутаìи и ресурсныìи
оãрани÷енияìи. В работе [13] рассìатриваëисü
свойства и прибëиженные ìетоäы реøения заäа÷
построения расписаний ìноãостаäийной обра-
ботки изäеëий на оäной ìаøине в разëи÷ных пос-
тановках и с разëи÷ныìи критерияìи оптиìаëü-
ности. Мноãоступен÷атые расписания на оäной
ìаøине в усëовиях перенаëаäки рассìатриваëисü
в работе [14]. В зарубежных пубëикаöиях, в основ-
ноì, рассìатриваëисü прикëаäные заäа÷и по äан-
ной теìатике: рассìотрен эвристи÷еский аëãоритì
äëя расписания äействий экипажа при управëении
саìоëетоì [15]; преäëожен äвухступен÷атый поä-
хоä к пëанированиþ квантовых öепей [16]; приве-
äены приëожения таких постановок äëя äвухсту-
пен÷атоãо режиìа хоëоäной прокатки [17]. Опре-
äеëение разìеров партий и составëение ãрафиков
произвоäства нескоëüких проäуктов в ìноãосту-
пен÷атых пото÷ных произвоäственных систеìах,
кажäая из ступеней которых состоит из разнороä-
ных параëëеëüных произвоäственных ëиний, рас-
сìатриваëисü в работе [18].

1. ÎÖÅÍÊÀ ÍÈÆÍÅÉ ÃÐÀÍÈÖÛ ÄËÈÍÛ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈß 

FLOW-SHOP-PROBLEM

Рассìотриì вна÷аëе оöенку ìиниìаëüной äëи-
ны расписания Flow-Shop-Problem. Ясно, ÷то об-
щая проäоëжитеëüностü расписания не ìожет бытü
ìенüøе äëитеëüности ìаксиìаëüноãо по суììар-
ной äëитеëüности выпоëнения на всех ìаøинах
заäания

F 0 = F ≥ t
ik
. (1)

Дëя на÷аëа работы кажäой k-й ìаøины не-
обхоäиìо, ÷тобы все операöии l = 1, ..., k – 1,
преäøествуþщие этой k-й операöии, быëи уже
выпоëнены. Дëя этоãо в i-ì заäании требуется

вреìени не ìенее ÷еì η
1
(i, k) = t

il
 äаже в тоì

сëу÷ае, есëи в этоì заäании ни оäна из ìаøин не
теряет вреìени на простой посëе выпоëнения
преäыäущей операöии. Суììарное вреìя выпоë-

max
1 i n≤ ≤ k 1=

m

∑

l 1=

k 1–

∑
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нения всех операöий на k-й ìаøине равно t
ik
.

Посëе тоãо, как операöии всех заäаний на k-й ìа-
øине буäут выпоëнены, еще требуется äопоëни-
теëüное вреìя работы ìаøин, l = k + 1, ..., m, рав-

ное η
2
(i, k) = t

il
. Это вреìя необхоäиìо äëя

заверøения выпоëнения i-ãо заäания. Сëеäова-
теëüно, оöенка вреìени выпоëнения расписания
из усëовия занятости всех ìаøин опреäеëяется
выражениеì

F 0 ≥ ξ(F ) =

= t
ik
 + η

1
(i, k) + η

2
(i, k) , (2)

а с у÷етоì оöенки заверøения выпоëнения отäеëü-
ных заäаний — выражениеì

F 0 ≥ ξ(F ) = max t
ik
 + η

1
(i, k) +

+ η
2
(i, k) , t

ik
. (3)

Выражение нижней ãраниöы äëины расписа-
ния в виäе (3) известно и øироко приìеняется в
ëитературе äëя поëу÷ения то÷ных и оöенки при-
бëиженных реøений этой заäа÷и (сì., наприìер,
работы [3, 4]).

2. ÍÈÆÍßß ÃÐÀÍÈÖÀ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÉ ÄËÈÒÅËÜÍÎÑÒÈ 
ÄÂÓÕÑÒÀÄÈÉÍÎÃÎ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈß

Рассìотриì аëãоритìы реøения заäа÷и, осно-
ванные на посëеäоватеëüных аëãоритìах опти-
ìизаöии. При построении посëеäоватеëüности
выпоëнения заäаний вна÷аëе опреäеëяþтся аëü-
тернативы установки заäания на первое ìесто в
посëеäоватеëüности, потоì на второе ìесто и т. ä.
Преäпоëожиì, ÷то вреìя постобработки, которое
обозна÷иì b

i
, i = 1, ..., n, рассìатривается как вреìя

выпоëнения операöий на посëеäней ìаøине пер-
вой стаäии обработки иëи первой ìаøине второй
стаäии изãотовëения изäеëий, т. е. m1

:= (m1 + 1)

иëи m2
:= (m2 + 1).

Пустü  = {i = 1, ..., n} — ìножество всех изäе-
ëий, поäëежащих обработке, m1 и m2 — соответст-

венно ÷исëо ìаøин на первой и второй стаäиях
обработки. Обозна÷иì äëя кажäой s-й ветви äе-
рева реøения заäа÷и, s = 0, 1, 2, ... S, ãäе S — ÷ис-

ëо ветвей (верøин) äерева: (s) и (s) — вре-

ìена на÷аëа обработки i-ãо изäеëия на первой и
второй стаäиях обработки соответственно на k-й,

k = 1, ..., m1, и l-й, l = 1, ..., m2, ìаøинах;  и

— вреìена проäоëжитеëüности обработки i-ãо

изäеëия соответственно на первой и второй стаäиях

обработки на k-й и l-й ìаøинах; (s) и (s) —

вреìена заверøения обработки i-ãо изäеëия на k-й
и l-й ìаøинах соответственно на первой и второй

стаäиях обработки; (s) и (s)— вреìена завер-

øения изãотовëения i-ãо изäеëия на первой и вто-

рой стаäиях обработки; (s), (s) — вреìена
выпоëнения всех работ на первой и второй стаäиях

обработки; (s) — вреìя заверøения выпоëнения

всех работ äвухстаäийноãо расписания; ξ[ (s)],

ξ[ (s)] и ξ[ (s)] — нижняя ãраниöа äëины рас-
писания на первой и второй стаäиях обработки и

äëины äвухстаäийноãо расписания; (s), (s) —
поäìножество изäеëий в s-й ветви äерева реøе-
ния, äëя которых уже в проöессе выпоëнения аë-
ãоритìа опреäеëено и не опреäеëено ìесто в пос-

ëеäоватеëüности обработки; (s) ⋃ (s) = ,

(s) ⋂ (s) = ∅; (s) = {u1(s), ..., up
(s), ..., u

P
(s)} —

выбранная äëя äанной s-й ветви äерева реøений
заäа÷и посëеäоватеëüностü äвухстаäийной обра-
ботки изäеëий.

В на÷аëе вы÷исëитеëüноãо проöесса, коãäа s = 0,

поëожиì (s) = (s) = ∅, (s) =  = {i = 1, ..., n},

а также обозна÷иì ξ( ) = ξ[ (s)], ξ( ) =

= ξ[ (s)] и ξ[ (s)] = max{ξ( (s)], ξ( (s)]}.

Опреäеëиì нижнþþ ãраниöу äëины расписа-
ния в на÷аëе работы аëãоритìа реøения заäа÷и.

Дëина äвухстаäийноãо расписания  не ìожет
бытü ìенüøе нижней ãраниöы äëины расписания
на кажäой из стаäий выпоëнения работ, вы÷исëен-

ной по форìуëе (3), т. е.  ≥ max[ξ( ), ξ( )].
Выпоëнение работ на второй стаäии не ìожет на-
÷атüся ранее заверøения изãотовëения хотя бы оä-
ноãо изäеëия на первой стаäии обработки, т. е. не

ранее вреìени σ1 = . Тоëüко посëе за-

верøения обработки оäноãо изäеëия на первой
стаäии обработки необхоäиìо на÷атü и заверøитü
выпоëнение всех работ на второй стаäии обработ-
ки, ÷то потребует затрат вреìени не ìенее, ÷еì

σ2 = . Сëеäоватеëüно, нижняя ãраниöа

i 1=

n

∑

l k 1+=

m

∑

max
1 k n≤ ≤ ⎩

⎨
⎧

i 1=

n

∑ min
1 i n≤ ≤

min
1 i n≤ ≤ ⎭

⎬
⎫

max
1 k m≤ ≤ ⎩

⎨
⎧

i 1=

n

∑ min
1 i n≤ ≤

min
1 i n≤ ≤ ⎭

⎬
⎫

max
1 i n≤ ≤ k 1=

n

∑

I
∼

xik
1

xik
2

tik
1

til
2

θik
1 θil

2

Ti
1

Ti
2

T
1

T
2

T

T
1

T
2

T

I
1∼

I
2∼

I
1∼

I
2∼

I
∼

I
1∼

I
2∼

U
∼

I
1∼

U
∼

I
2∼

I
∼

T
1

T
1

T
2

T
2

T T
1

T
2

T

T T
1

T
2

min
1 i n≤ ≤ k 1=

m
1

∑ tik
1

min
1 i n≤ ≤ l 1=

m
2

∑ til
2
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äëины äвухстаäийноãо расписания  опреäеëяет-

ся выражениеì

ξ( ) = max  + ξ( ); 

ξ( ) + . (4)

Пустü на некотороì øаãе вы÷исëитеëüноãо про-
öесса в s-й ветви äерева реøений опреäеëены поä-

ìножества изäеëий (s), (s), а также посëеäо-
ватеëüностü äвухстаäийной обработки поäìножес-

тва изäеëий (s): (s) = {u
1, s

, u
p, s

, ..., u
P, s

}. Зäесü

u
p, s — заäание, стоящее на p-ì ìесте в посëеäова-

теëüности, построенной в s-й верøине äерева ре-

øений заäа÷и. Вреìена на÷аëа и заверøения об-
работки всех изäеëий на кажäой из ìаøин первой
и второй стаäий обработки опреäеëяþтся по фор-
ìуëаì:

 = 1, (s) = (s) + 1,

(s) = (s) + , (5)

(s) = (s) + 1,

(s) = (s) + , (6)

(s) = max (s), (s)  + 1,

(s) = (s) +  – 1; (7)

(s) = max (s), (s)  + 1,

(s) = (s) = (s) + (s) – 1, 

γ = 1, 2,  p = 2, ..., P;  k = 2, ..., m
1
, есëи γ = 1;

k = 2, ..., m
2
, есëи γ = 2. (8)

Обозна÷иì (s) = (s) + 1, k = 1, ..., m1;

(s) = (s) + 1, k = 1, ..., m
2
, — соответственно

вреìена на÷аëа работы ìаøин изãотовëения поä-

ìножества изäеëий (s) на первой и второй ста-
äиях обработки в s-й ветви äерева. Пустü посëеäо-

ватеëüностü (s) соäержит P изäеëий. Миниìаëü-
ные вреìена заверøения обработки поäìножества

изäеëий (s) = { j = , , ..., , ..., } на первой

и второй стаäиях обработки (γ = 1, 2) на всех ìа-
øинах не ìожет бытü ìенüøе веëи÷ин

ξ[T 1(s)] = max (s) + ;

(s) +  + , (9)

ξ[T 2(s)] = (s) +  +

+ , (10)

ξ[ (s)] = max ξ[T 2(s)]; ξ[T 1(s) + . (11)

Оöенки (9)—(11) ìоãут бытü вы÷исëены äëя
äвух вариантов: коãäа вреìена постобработки b

i

рассìатриваþтся как вреìена обработки на пос-
ëеäней ìаøине первой стаäии изãотовëения; коã-
äа они рассìатриваþтся как вреìена обработки
на первой ìаøине второй стаäии изãотовëения.
Обозна÷ив оöенки этих вариантов соответственно

ξ
1
[ (s)] и ξ

2
[ (s)], оöенка нижней ãраниöы реøе-

ния ìожет бытü опреäеëена как ìиниìаëüная из

этих оöенок, т. е. ξ[ (s)] = max{ξ
1
[ (s)], ξ

2
[ (s)]}.

Кроìе тоãо, проöесс äвухстаäийной обработки
ìожет рассìатриватüся как проöесс обработки на
оäной стаäии посëеäоватеëüности, состоящей из
M = (m1 + 1 + m2) ìаøин. Зäесü вреìена постоб-

работки вкëþ÷ены в ка÷естве вреìен обработки на
ìаøине, стоящей ìежäу первой и второй стаäия-
ìи изãотовëения, и äëя вы÷исëения нижней ãра-
ниöы ìожно воспоëüзоватüся форìуëаìи (1)—(3)
äëя сëу÷ая M ìаøин. Оöенку, вы÷исëеннуþ в этих

усëовиях, обозна÷иì ξ3[ (s)]. Тоãäа нижняя ãра-

ниöа äëины äвухстаäийноãо расписания опреäеëя-
ется выражениеì

ξ[ (s)] = max(ξ3[ (s)];  max{ξ1[ (s)], ξ2[ (s)]}).

Рассìотриì äва аëüтернативных варианта пос-
троенных поäпосëеäоватеëüностей в проöессе ре-
øения заäа÷и:

(s), (s), (s) с параìетраìи (s), (s),

i ∈ (s), и ξ[T 1(s)], ξ[T 2(s)], ξ[ (s)];

(p), (p), (p) с параìетраìи (p), (p),

i ∈ (p), и ξ[T 1(p)], ξ[T 2(p)].
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Правило отсева 1. Есëи äëя äвух вариантов s и p
выпоëняþтся усëовия

(s) ⊆ (p),  (p) ≤ (s), k = 1, ..., m1;

(p) ≤ (s),  k = 1, ..., m
2
,

то р-й вариант боëее преäпо÷титеëен, ÷еì вари-
ант s, и вариант s ìожет бытü отброøен как непер-

спективный.
Правило отсева 2 (нестроãое преäпо÷тение).

Есëи äëя äвух вариантов p и s справеäëивы усëовия

(s) ⊆ (p),  ξ[T 1(p)] ≤ ξ[T 1(s)]

и (p) ≤ (s),  k = 1, ..., m
2
,

то р-й вариант боëее преäпо÷титеëен, и вариант s
ìожет бытü отброøен как неперспективный.

Правило отсева 3 (правиëо нестроãоãо преäпо÷-
тения). Есëи äëя äвух вариантов (ветвей äерева) p
и s справеäëивы усëовия

(s) ⊆ (p), и (p) ≤ (s),

(p) ≤ (s),

то вариант p
 
боëее преäпо÷титеëен, ÷еì вариант s,

и вариант s ìожет бытü отброøен как неперспек-
тивный.

Правиëо преäпо÷тения 1 ìожет приìенятüся в
аëãоритìах то÷ноãо реøения заäа÷и, а правиëа 2
и 3 — äëя поëу÷ения прибëиженных реøений.

3. ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

В на÷аëе работы кажäоãо из аëãоритìов s = 0,

(s) = (s) = ∅, (s) = . Дëя кажäоãо из ва-
риантов (верøины äерева реøений) ввеäеì неко-
торуþ ìетку w(s): w(s) = 0, есëи вариант перспек-
тивный и не проäоëжен во всех возìожных на-
правëениях; w(s) = 1 — вариант проäоëжен во всех
возìожных направëениях; w(s) = 2 — вариант от-
броøен как неперспективный.

Рассìотриì аëãоритì реøения заäа÷и, осно-
ванный на ìетоäе ветвей и ãраниö.

Алгоритм 1. Вы÷исëиì ãрани÷ное зна÷ение
ìиниìаëüноãо вреìени заверøения выпоëнения
äвухстаäийноãо расписания по форìуëе (4) и оп-

реäеëиì ãраниöу ξ( ) = ξ[ (s = 0)]. Пустü при
рассìотрении некоторой s-й верøины äерева уже
поëу÷ено нескоëüко реøений заäа÷и F

l
(s), l = 1, ...,

L(s), ëу÷øее из которых обозна÷иì (s) = F(l)

и назовеì рекорäоì. Посëеäоватеëüностü выпоë-
нения заäаний, соответствуþщуþ этоìу расписа-

ниþ, обозна÷иì . Поëаãаеì äëя s = 0, (s) =

= (s) = ∅, (s) = .

Шаг 1. Устанавëиваеì на первое ìесто в посëе-
äоватеëüности обработки изäеëий кажäое из этих
изäеëий, образуя ветви äерева s = 1, 2, ..., n. Дëя
кажäоãо из вариантов расс÷итываеì вреìена на÷а-
ëа и заверøения выпоëнения операöий на всех ìа-
øинах äвухстаäийноãо расписания по форìуëаì
(5)—(7). Опреäеëяеì поäìножества инäексов изäе-

ëий (s) = (s) = {s}, (s) = ( /s), s = 1, 2, ..., n.
Вы÷исëяеì зна÷ения нижней ãраниöы äëины
äвухстаäийноãо расписания äëя кажäоãо из вари-
антов по форìуëаì (9)—(11). Поëаãаеì äëя кажäо-
ãо из этих вариантов w(s) = 0. Чисëо ветвей äерева
S = n. Поëаãаеì w(s = 0) = 1. Перехоäиì к выпоë-
нениþ øаãа s – a.

Шаг s – a. Среäи всех ветвей äерева, äëя которых
w(s) = 0, нахоäиì ветвü с наиìенüøиì зна÷ениеì

нижней ãраниöы ξ[ (s)] = {ξ[ (g)]|w(g) = 0}.

Есëи таких верøин нескоëüко, то выбираеì среäи

них верøину, у которой поäìножество (s) со-
äержит ìаксиìаëüное ÷исëо эëеìентов. Дëя вы-
бранной s-й верøины äерева опреäеëены поäìно-

жество (s) и посëеäоватеëüностü (s) = {u
1, s

, ...,

u
p, s

, ..., u
P, s

}. Поëаãаеì äëя выбранной верøины

äерева w(s) = 1. Перехоäиì к øаãу s – b.

Шаг s – b. Вы÷исëиì (иëи известны) вреìена
на÷аëа и заверøения обработки посëеäнеãо стоя-

щеãо в посëеäоватеëüности (s) изäеëия u
P, s

 на

всех ìаøинах первой и второй стаäий обработки.
Устанавëиваеì на посëеäнее, т. е. (u

P, s
 + 1)-е, ìес-

то в посëеäоватеëüности обработки изäеëий каж-

äое из изäеëий поäìножества (s), ÷исëо кото-
рых равно R(s) = n – P(s), образуя ветви äерева с
инäексаìи q = S + 1, S + 2, ..., S + R(s). Дëя каж-
äоãо из вновü образованных вариантов расс÷иты-
ваеì вреìена на÷аëа и заверøения выпоëнения
операöий на всех ìаøинах äвухстаäийноãо рас-
писания по форìуëаì (5)—(8). Опреäеëяеì поä-

ìножества инäексов изäеëий (q) = { (S)⋃q},

(q) = { (S)/q}, (q) = {u1(s), ..., uR(s), q}. Вы-

÷исëяеì по форìуëаì (9)—(11) зна÷ения нижней
ãраниöы äëины äвухстаäийноãо расписания кажäо-

ãо из вариантов ξ[ (s)], s = S + 1, S + 2, ..., S + R(s).
Перехоäиì к øаãу s – c.

Шаг s – c. Есëи äëя какой-то из вновü образо-

ванной верøины ξ[ (s)] ≥ (s), то поëаãаеì äëя
этой верøины w(s) = 2. Есëи äëя некоторой из

вновü образованных верøин (λ) = ∅, то поëу-
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÷ено оäно из реøений заäа÷и и ξ[ (λ)] = F(λ). Ес-

ëи F(λ) < (s), то поëаãаеì (s) = F(λ). Есëи при

этоì (s) ≤ {ξ[ (s)|w(s) = 0]}, то поëу÷ено

реøение заäа÷и, и аëãоритì заверøает своþ ра-
боту. В противноì сëу÷ае, есëи äëя какой-то из
этих верøин äерева выпоëняется правиëо отсева 1
(иëи выпоëняþтся правиëа отсева 2 иëи 3 äëя по-
ëу÷ения прибëиженных реøений в усëовиях боëü-
øой разìерности), то поëаãаеì äëя этоãо варианта
w(s) = 2. Дëя всех остаëüных вновü образованных
верøин äерева поëаãаеì w(s) = 0. Перехоäиì к øа-
ãу s – а.

Ясно, ÷то ÷ерез некоторое ÷исëо øаãов буäет
поëу÷ено оптиìаëüное реøение.

Прибëиженное реøение заäа÷и на основе ìе-
тоäа ветвей и ãраниö ìожет бытü поëу÷ено при ре-
аëизаöии оäносторонней схеìы ветвëения äо по-
ëу÷ения первоãо реøения «рекорäа», не обращая
вниìание на то, ÷то в äереве реøений естü верøи-

ны, äëя которых w(s) = 0 и (s) > (s). При этоì
первое поëу÷енное äвухстаäийное расписание, äëя

котороãо (s) = , приниìается в ка÷естве реøе-
ния заäа÷и.

Алгоритм 2 (реøение заäа÷и ìетоäоì äинаìи-
÷ескоãо проãраììирования). Пустü S — суììарное
÷исëо построенных вариантов (верøин äерева ре-
øений). В на÷аëе работы аëãоритìа S = 0. Наиëу÷-
øее из построенных реøений на преäыäущих øа-

ãах аëãоритìа обозна÷иì (S). На кажäоì s-ì øа-
ãе работы аëãоритìа нахоäиì вариант, у котороãо

w(s) = 0, опреäеëены поäìножества (s), (s) и

посëеäоватеëüностü (s) = {u1(s), u2(s), ..., uR
(s)}, а

также вы÷исëенные зна÷ения (s) и (s), вари-

ант с наиìенüøиì зна÷ениеì äëины выпоëнения
расписания äëя уже построенной поäпосëеäова-

теëüности обработки (s), т. е. с наиìенüøиì зна-

÷ениеì [ ( )] = [ (s)]. Есëи ( ) = 

и ( ) = ∅, то перехоäиì к п. 3. В противноì сëу-
÷ае перехоäиì к п. 1. В äаëüнейøеì äëя простоты

изëожения поëаãаеì s:=  и выпоëняеì вы÷исëе-
ния п. 1.

1. На посëеäнее ìесто в поäпосëеäоватеëüности

(s) устанавëиваеì кажäое из изäеëий поäìно-

жества (s) = { (s), ..., (s), ..., (s)} и опреäе-

ëяеì новые поäìножества вариантов

(s + g) = { (s) ⋃ (s)},

(s + g) = { (s)/ (s)},

(s + g) = {u
1
(s), u

2
(s), ..., u

R
(s), (s)}, 

g = 1, ..., G.

Вы÷исëяеì по ниже привеäенныì форìуëаì
вреìена на÷аëа и заверøения заäания, стоящеãо
посëеäниì в кажäой из этих поäпосëеäоватеëüнос-
тей, на всех ìаøинах:

x( (s), k) = max{θ( , k), θ( (s), k – 1)} + 1,

θ( (s), k) = x( (s), k) + t( (s), k) – 1, 

g = 1, ..., G.

Поëаãаеì w(s) = 1, w(s + g) = 0. Образуеì новые
варианты p = S + g, äëя которых

(S + g) = (s + g) ⋃ (s),

(S + g) = { (S + g)/ (s)},

(S + g) = {u1(s), u2(s), ..., uR
(s), u

R + 1(s) = (s)},

g = 1, ..., G.

Вы÷исëяеì äëя кажäоãо из вновü образованных
вариантов вреìена на÷аëа и заверøения обработ-

ки изäеëия с инäексоì (s) = u
R + 1(s), стоящеãо

посëеäниì в посëеäоватеëüности (S + g) на всех
ìаøинах первой и второй стаäий обработки, а

также зна÷ения (S + g) и (S + g). Перехоäиì

к п. 2.
2. Посëеäоватеëüно äëя кажäоãо из вариантов

s = (S + g), g = 1, ..., G, выпоëняеì сëеäуþщие
äействия. Есëи построена посëеäоватеëüностü,

äëя которой (S + g) = , то поëу÷ено реøение

заäа÷и, которое обозна÷иì F [ (S + g)]. Есëи

F [(S + g)] ≤ { [ (s)]|w(s) = 0}, то поëу÷ено ре-
øение заäа÷и и перехоäиì к п. 3. В противноì

сëу÷ае, есëи F [(S + g)] ≤ (S), то поëаãаеì

(S) = F [(S + g)]. Дëя всех вариантов, äëя кото-
рых w(s) = 0 иëи w(s) = 1 и выпоëняþтся усëовия

[ (s)] ≥ (S) ëибо выпоëняþтся правиëа отсева 1
(ëибо в сëу÷ае поëу÷ения прибëиженных реøений
правиëа отсева 2 иëи 3), поëаãаеì w(s) = 2. Вы÷ис-
ëяеì новое зна÷ение ÷исëа образованных вариан-
тов S:= (S + g). Перехоäиì к п. 1.

3. Дëя поëу÷енной оптиìаëüной посëеäова-

теëüности обработки изäеëий (s) = arg (S) вы-
÷исëяеì вреìена на÷аëа и заверøения обработки
изäеëий на всех ìаøинах кажäой стаäии их из-
ãотовëения, а также вреìена на÷аëа и заверøе-
ния постобработки ìежäу этиìи стаäияìи. Зäесü

T

F F

F min
1 s S≤ ≤

T

F T

I
1∼

I
∼

F

I
1∼

I
2∼

U
∼

Xk
1

Xk
2

U
∼

T U
∼

s min
1 s S≤ ≤

T U
∼

I
1∼

s I
∼

I
2∼

s

s

U
∼

I
2∼

i1
2

ig
2

iG
2

I
1∼

I
1∼

ig
2

I
2∼

I
2∼

ig
2

U
∼

ig
2

ig
2

uRp
s

ig
2

ig
2

ig
2

ig
2

I
1∼

I
1∼

ig
2

I
2∼

I
2∼

ig
2

U
∼

ig
2

ig
2

U
∼

Xk
1

Xk
2

I
1∼

I
∼

U
∼

T U
∼

F

F

T U
∼

F
∼

U
∼

• F

pb619.fm  Page 57  Monday, November 25, 2019  3:13 PM



УПРАВЛЕНИЕ ТЕХНИЧЕСКИМИ СИСТЕМАМИ И ТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ ПРОЦЕССАМИ

58 CONTROL SCIENCES ¹ 6 • 2019

arg (S) — посëеäоватеëüностü обработки изäеëий
в оптиìаëüноì реøении. На этоì аëãоритì реøе-
ния заäа÷и заверøает своþ работу.

4. ÝÂÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ 
ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È

Дëя реøения заäа÷и на äвух ìаøинах наибоëее
эффективен поëиноìиаëüный по вреìени аëãо-
ритì Джонсона [9, 10]. Все изäеëия разбиваþтся
на äве ãруппы. Первая из них вкëþ÷ает в себя из-

äеëия, äëя которых  ≤ , а вторая — äëя которых

 > . Изäеëия первой ãруппы упоряäо÷иваþтся

по неубываниþ вреìен  в посëеäоватеëüности

 = { , , ..., , , ..., |  ≤ , l = 2, ..., L},

а изäеëия второй ãруппы — по невозрастаниþ вре-

ìен  в посëеäоватеëüности  = { , , ..., ,

, ..., |  ≥ , r = 2, ..., R}. Обработка изäеëий

на äвух ìаøинах осуществëяется в посëеäоватеëü-
ности

 = { , , ..., , , ..., ,

, , ..., , , ..., }.

Доказано [10], ÷то в сëу÷ае äвух ìаøин äанный
аëãоритì обеспе÷ивает оптиìаëüное реøение за-
äа÷и и иìеет поëиноìиаëüнуþ сëожностü поряäка

O(n2). Данная эвристика ìожет бытü приìенена
äëя поëу÷ения прибëиженноãо реøения сфорìу-
ëированной в äанной работе заäа÷и. Рассìотриì

äва варианта рас÷ета зна÷ений  и :

 = ,   =  + b
i
;

 =  + b
i
,   = . (12)

Дëя кажäоãо из этих вариантов реøаеì заäа÷у
построения расписания äëя äвух ìаøин описан-
ныì выøе аëãоритìоì Джонсона. При этоì зна-
÷ения вреìен выпоëнения заäаний расс÷итыва-
þтся по форìуëаì (5)—(8). Пустü äëя построенных
посëеäоватеëüностей зна÷ения критериев опти-

ìаëüности соответственно равны  и . В ка÷ес-
тве реøения заäа÷и выбираеì вариант и соответс-
твуþщуþ посëеäоватеëüностü äвухстаäийной обра-
ботки на всех ìаøинах с наиìенüøиì зна÷ениеì

критерия оптиìаëüности, т. е. = min( , ).
Описанный аëãоритì, как и аëãоритì Джонсона,
иìеет поëиноìиаëüнуþ сëожностü и требует тоëü-
ко в äва раза боëüøеãо объеìа вы÷исëений.

Дëя поëу÷ения боëее то÷ных прибëиженных
реøений ìоãут бытü рассìотрены и äруãие вари-
анты вы÷исëения суììарноãо вреìени выпоëне-
ния операöий на кажäой из äвух ìаøин:

 = ,   =  +  + b
i
;

 =  + b
i
 + ,   = , (13)

ãäе δ1 = 1, 2, ..., (m1 – 1), δ2 = 1, 2, ..., (m2 – 1).

Дëя кажäоãо из этих вариантов строится посëе-
äоватеëüностü выпоëнения заäаний аëãоритìоì
Джонсона. В кажäой из построенных посëеäова-
теëüностей все вреìена на÷аëа и заверøения заäа-
ний вы÷исëяеì по форìуëаì (5)—(8). Среäи всех
рассìотренных вариантов, вкëþ÷ая варианты, об-
разованные по правиëаì (12), (13), выбирается
посëеäоватеëüностü с наиìенüøиì зна÷ениеì кри-
терия оптиìаëüности.

Отìетиì, ÷то есëи критерий оптиìаëüности
существенно отëи÷ается от зна÷ения нижней ãра-
ниöы оптиìаëüноãо реøения, то поëу÷енное ре-
øение ìожно попытатüся уëу÷øитü аëãоритìоì
ëокаëüных вариаöий, посëеäоватеëüно ìеняя äва
÷ëена, стоящие ряäоì в посëеäоватеëüности.

5. ÈËËÞÑÒÐÀÒÈÂÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ

Вреìена обработки пяти изäеëий на кажäой из ìа-
øин первой и второй стаäий обработки преäставëены в
табë. 1. Первая и вторая стаäии преäусìатриваþт вы-
поëнение трех операöий на трех ìаøинах. Вреìена пос-

тобработки изäеëий  = (5, 6, 8, 10, 9). Обработка каж-

äоãо из изäеëий äоëжна вестисü на ìаøинах, распоëо-
женных в заäанной посëеäоватеëüности. Не äопускается
прерываний в проöессе обработки на кажäой из ìаøин.
На÷аëо обработки изäеëий на первой ìаøине второй
стаäии ìожет на÷атüся тоëüко посëе заверøения обра-
ботки еãо на третüей ìаøине первой стаäии и посëеäу-
þщей постобработки. Необхоäиìо найти посëеäоватеëü-
ностü обработки изäеëий, обеспе÷иваþщуþ ìиниìаëü-
ное вреìя выпоëнения расписания, т. е. всех работ на
äвух стаäиях.

Вреìена работы ìаøин äëя сëу÷аев, коãäа вреìена

постобработки  рассìатриваþтся как вреìена работы

ìаøин первой иëи второй стаäий изãотовëения, приве-
äены соответственно в табë. 1 и 2.
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Вы÷исëиì нижнþþ ãраниöу ìиниìаëüноãо вреìени
выпоëнения расписания. По форìуëаì (9)—(11) вы÷ис-
ëяеì

ξ
1
[T

1
(s)] = max(25 + 13, 3 + 38 + 8, 10 + 45) = 55,

ξ
1
[T

2
(s)] = max(38 + 17, 5 + 33 + 10, 10 + 34 + 3, 

18 + 30) = 55,

ξ
1
[ (s)] = max(55 + 22, 55 + 1) = 77;

ξ
2
[T

1
(s)] = max(25 + 19, 4 + 38 + 13, 10 + 45 + 5, 

19 + 38) = 60,

ξ
2
[T

2
(s)] = max(33 + 10, 2 + 34 + 3, 11 + 30) = 43,

ξ
2
[ (s)] = max(60 + 17, 43 + 19) = 77;

ξ
3
[ (s)] = max(25 + 13 + 22, 3 + 38 + 8 + 22, 

10 + 45 + 22, 19 + 38 + 19, 19 + 33 + 10, 
5 + 19 + 34 + 3, 19 + 17 + 30) = 77;

ξ[ (s)] = max(77; max[77, 77]) = 77.

Таблица 1

Âðåìåíà âûïîëíåíèÿ ðàáîò íà ìàøèíàõ ïåðâîé è âòîðîé ñòàäèé (ïåðâûé âàðèàíò)

Ноìер заäания

Вреìена выпоëнения заäаний на ìаøинах первой и второй стаäий (  и )

Маøины первой стаäии Маøины второй стаäии

1 2 3 1 2 3 4

1 5 7 8 20 5 7 6 4 22
2 6 4 9 19 6 10 7 3 26
3 3 10 8 21 8 2 9 10 29
4 7 7 11 25 10 8 5 6 29
5 4 10 9 23 9 6 7 7 29

25 38 45 — 38 33 34 30 —

t
ik

1
t
ik

2

t
ik

1

k 1=

3

∑ t
ik

2

k 1=

4

∑

t
ik

r

k 1=

5

∑

Таблица 2

Âðåìåíà âûïîëíåíèÿ ðàáîò íà ìàøèíàõ ïåðâîé è âòîðîé ñòàäèé (âòîðîé âàðèàíò)

Ноìер заäания

Вреìена выпоëнения заäаний на ìаøинах первой и второй стаäий (  и )

Маøины первой стаäии Маøины второй стаäии

1 2 3 4 1 2 3

1 5 7 8 5 25 7 6 4 17
2 6 4 9 6 25 10 7 3 20
3 3 10 8 8 29 2 9 10 21
4 7 7 11 10 35 8 5 6 19
5 4 10 9 9 32 6 7 7 20

25 38 45 38 — 33 34 30 —
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t
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T

T
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T Рис. 1. Дерево приближенного решения задачи
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Прибëиженное реøение заäа÷и поëу÷ено с поìо-
щüþ аëãоритìа ветвей и ãраниö в усëовиях, коãäа раз-
вивается тоëüко оäна ветвü äерева реøений с выбороì
верøины с наиëу÷øиì зна÷ениеì нижней ãраниöы (аë-
ãоритì оäностороннеãо ветвëения с öеëüþ поëу÷ения
«рекорäа»). Дерево реøений заäа÷и привеäено на рис. 1.
Цифры, распоëоженные ряäоì с верøинаìи äерева, —
зна÷ения нижней ãраниöы äанной ветви. Поëу÷енное
оптиìаëüное зна÷ение посëеäоватеëüности обработки

изäеëий  = {2, 3, 4, 5, 1}. Вреìя выпоëнения расписа-

ния T( ) = 82. Вреìена заверøения выпоëнения всех
заäаний на кажäой из ìаøин первой и второй стаäий
обработки привеäены в табë. 2.

В табë. 3 привеäены вреìена заверøения выпоëне-
ния заäаний на ìаøинах первой и второй стаäий в пос-
троенноì расписании.

Отìетиì, ÷то поëу÷енное прибëиженное реøение
заäа÷и ìетоäоì ветвей и ãраниö явëяется оптиìаëüныì
и совпаäает с то÷ныì реøениеì заäа÷и, поëу÷енныì
ìетоäоì ветвей и ãраниö (рис. 2). Боëüøой объеì вы-

Рис. 2. Дерево точного решения задачи

U
∼

U
∼

Таблица 3

Âðåìåíà çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè

Ноìер заäания

Вреìена заверøения выпоëнения заäаний на ìаøинах первой и второй стаäий (  и )

Маøины первой стаäии Маøины второй стаäии

1 2 3 1 2 3 4

2 6 10 19 25 35 42 45
3 9 20 28 36 38 47 57
4 16 27 39 49 57 62 68
5 20 37 48 58 64 71 78
1 25 44 56 63 70 78 82

θ
ik

1 θ
ik

2

Таблица 4

Âðåìåíà çàâåðøåíèÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé íà ìàøèíàõ (ïåðâîå ðåøåíèå)

Ноìер заäания

Вреìена заверøения выпоëнения заäаний на ìаøинах первой и второй стаäий (  и )

Маøины первой стаäии Маøины второй стаäии

1 2 3 4 1 2 3

3 3 13 21 25 31 40 50
2 9 11 30 36 46 53 56
5 13 27 39 48 52 60 68
4 20 34 50 60 68 73 79
1 25 41 58 65 72 78 83

θ
ik
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ik

2
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÷исëений быë необхоäиì тоëüко äëя äоказатеëüства оп-
тиìаëüности поëу÷енноãо прибëиженноãо реøения за-
äа÷и. Такое боëüøое ÷исëо верøин äерева объясняется
бëизкиìи зна÷енияìи вреìен обработки изäеëий на ìа-
øинах в рассìатриваеìоì приìере.

Рассìотриì прибëиженное реøение заäа÷и. Есëи
вреìена постобработки вкëþ÷ены в первуþ стаäиþ об-

работки изäеëий, то  = {25, 25, 29, 35, 32} и  = {17,

20, 19, 23, 22}. Так как  > , i = 1, ..., 5, то посëе-

äоватеëüностü по неубываниþ вреìен  иìеет виä

= {2, 3, 1, 5, 4}. Расписание выпоëнения работ обра-
ботки изäеëий в äанной посëеäоватеëüности преäстав-

ëено в табë. 4; ( ) = 83.

Есëи вреìена постобработки вкëþ÷ены во вторуþ

стаäиþ обработки изäеëий, то  = {20, 19, 21, 25, 23} и

 = {22, 26, 29, 29, 29}. Так как  < , i = 1, ..., 5, то

посëеäоватеëüностü по невозрастаниþ вреìен  иìеет

виä  = {1, 2, 3, 5, 4}, и расписание выпоëнения работ
обработки изäеëий в äанной посëеäоватеëüности преä-

ставëено в табë. 5; ( ) = 86. Так как ( ) < ( ),

то ( ) = 83 приниìается в ка÷естве прибëиженноãо

реøения заäа÷и.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Построение расписаний äвухстаäийной обра-
ботки ìножества изäеëий на äвух посëеäоватеëüно
распоëоженных в öепо÷ку систеìах ìаøин иìеет
ìноãо практи÷еских приëожений в каëенäарноì
пëанировании. Необхоäиìо найти посëеäоватеëü-
ностü обработки изäеëий, вреìена на÷аëа и завер-
øения обработки кажäоãо изäеëия на всех ìаøи-
нах äвух стаäий изãотовëения, обеспе÷иваþщие
выпоëнение всех работ на обеих стаäиях обработ-
ки в крат÷айøие сроки. Даже в усëовиях, коãäа все

изäеëия как на первой стаäии, так и на второй ста-
äии изãотовëения обрабатываþтся в оäной и той
же и оäинаковой äëя всех изäеëий посëеäоватеëü-
ности, рассìатриваеìая заäа÷а относится к кëассу
NP-поëных заäа÷ и явëяется обобщениеì извест-
ной в теории расписаний Flow-Shop-Problem. Рас-
сìотренные постановки заäа÷и и преäëоженные в
работе то÷ные ìетоäы, а также прибëиженные ìе-
тоäы и эвристи÷еские аëãоритìы поëиноìиаëüной
сëожности реøений этих заäа÷ ìоãут найти øиро-
кое приìенение в систеìах каëенäарноãо пëани-
рования работы у÷астков и öехов ìаøинострои-
теëüноãо и приборостроитеëüноãо произвоäства, а
также в проöессах äеревообработки, эëектронной и
ëеãкой проìыøëенности. Оöенка эффективности
поëу÷енных прибëиженных реøений ìожет бытü
выпоëнена в сравнении с вы÷исëенной нижней
ãраниöей оптиìаëüной äëитеëüности выпоëнения
расписания.

Реøение рассìотренных пробëеì в усëовиях
оãрани÷ений на вреìена заверøения выпоëнения
заäаний и äопустиìые сроки работы ìаøин, кото-
рое ìожет бытü преäìетоì äаëüнейøих иссëеäова-
ний, позвоëит также боëее обоснованно оöенитü
возìожности выпоëнения заказов и пëанироватü
вреìя техни÷ескоãо обсëуживания ìаøин.
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Abstract. The problem is formulated of constructing schedules of the two-stage processing of
large number of products on two machine systems arranged into a sequential chain, keeping the
same sequence for all products. The number of machines at each stage of processing can be dif-
ferent. None of the operations performed allows for interruptions during its execution. Post-
processing time losses after completion of the 1st stage of manufacturing are also taken into ac-
count. As the optimality criterion, the implementation of the whole range of work in the shortest
possible time is considered. Estimates are obtained of the lower bound of the optimal sequence
of products processing, ensuring the implementation of all works at two stages of the processing
in the shortest possible time. Algorithms are proposed of the exact and the approximate solution
of the problem by the branch and bound method and the dynamic programming method, as well
as a heuristic algorithm of polynomial complexity for obtaining the approximate solutions. The
decision algorithms are illustrated with a numerical example. The results obtained can be widely
used in work scheduling systems for the production sectors and workshops of machine-building
and instrument-making production, as well as for the processes in woodworking, electronics and
light industry.

Keywords: two-stage schedules, flow-shop-problem, optimal sequences, branch and bound method, dynamic
programming, heuristic algorithm.
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