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Построение эффективных ìарøрутов äвиже-
ния транспортных среäств, обеспе÷иваþщих с на-
иìенüøиìи затратаìи вреìени и среäств äоставку
ãрузов в установëенных объеìах и в опреäеëенные
äоãоворныìи обязатеëüстваìи сроки, — оäна из
важнейøих заäа÷ транспортной ëоãистики [1, 2].
Оптиìаëüныì с÷итается ìарøрут, по котороìу
возìожно äоставитü пассажиров иëи ãруз в крат-
÷айøие сроки и преäусìотренные ãрафикаìи пос-
тавки сроки с ìиниìаëüныìи затратаìи вреìени
иëи стоиìости.
Рассìатриваеìая в работе пробëеìа относится

к кëассу заäа÷ Vehicle Routing Problems with Pickup
and Delivery (VRPD), в которых рассìатривается
осуществëение аäресных äоставок оäноãо иëи не-
скоëüких виäов ãрузов некотороìу ÷исëу потре-
битеëей с пунктов произвоäства, хранения иëи
распреäеëения ãрузов. Среäства äоставки транс-
портные среäства — (ТС) оãрани÷енной ãрузопо-
äъеìности ìоãут состоятü из оäноãо иëи нескоëü-
ких виäов ìаøин с разëи÷ныìи техни÷ескиìи ха-

рактеристикаìи. Посëе выпоëнения заäаний все
ТС äоëжны вернутüся в свой на÷аëüный пункт ба-
зирования. В ÷астных сëу÷аях рассìатриваþтся
äопоëнитеëüные пробëеìы, связанные с необхо-
äиìостüþ возвращения остатков ãрузов от потре-
битеëей в пункты их поëу÷ения (äепот). В заäа-
÷ах Vehicle Routing Problems with Time Windows
(VRPTW) преäусìотрены äопоëнитеëüные оãра-
ни÷ения на вреìенные окна приеìа ãрузов äëя не-
котороãо ÷исëа иëи всех потребитеëей. В саìоì
общеì сëу÷ае эти заäа÷и ìоãут иìетü нескоëüко
öеëей, как наприìер, выпоëнение всех заäаний в
крат÷айøие сроки, ìиниìуì испоëüзуеìых и не-
обхоäиìых ТС, ìиниìизаöия общеãо вреìени ра-
боты всех ТС в пути, ìиниìизаöия суììарноãо
вреìени ожиäания обсëуживания всех ТС (из-за
наëи÷ия вреìенных окон), а также суììарноãо рас-
стояния поезäки и äр. В ëитературе описаны раз-
ëи÷ные постановки заäа÷ äанноãо кëасса (сì., на-
приìер, работы [3—21]). Основное вниìание при
этоì уäеëяëосü постановкаì заäа÷, в которых ãруз
в установëенноì объеìе, не превыøаþщеì ãру-
зопоäъеìности транспортноãо среäства (ТС), из
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оäноãо и тоãо же пункта (äепот) оäной иëи не-
скоëüкиìи иäенти÷ныìи ìаøинаìи äоëжен бытü
äоставëен некотороìу ìножеству потребитеëей.
В ÷астных сëу÷аях рассìатриваþтся заäа÷и с оä-
ниì ìестоì приеìа ãрузов, оäниì ТС (которые
своäятся к обобщенной заäа÷е коììивояжера),
ситуаöии, коãäа потребности кажäоãо потребитеëя
ìоãут бытü уäовëетворены оäной поставкой. Ма-
теìати÷еская ìоäеëü заäа÷и в такой постановке
анаëоãи÷на известной в ëитературе заäа÷е Job-shop
scheduling with sequence-dependent setup times [15].
Автораìи рассìатриваþтся ìатеìати÷еские

ìоäеëи сфорìуëированных пробëеì в виäе ìоäе-
ëей öеëо÷исëенноãо ëинейноãо проãраììирова-
ния боëüøоãо разìера с äвух- иëи трехинäексныì
обозна÷ениеì переìенных [9, 11, 17] и построе-
ния äопустиìых экстреìаëüных путей на ãрафе
[7, 17, 21].
Заäа÷и VRPD и VRPTW относятся к кëассу

NP-сëожных пробëеì. В ка÷естве то÷ных ìетоäов
рассìатриваëисü ìетоäы äинаìи÷ескоãо проãраì-
ìирования и ìоäификаöии ìетоäа ветвей и ãра-
ниö (Column Generation) с испоëüзованиеì пре-
проöессоров и проöеäур äекоìпозиöии [18, 20].
На практике боëüøое ÷исëо кëиентов и сëожная
систеìа оãрани÷ений не позвоëяþт поëу÷итü то÷-
ное реøение заäа÷и. В связи с этиì ìноãо пубëи-
каöий посвящено разработке эвристи÷еских аëãо-
ритìов реøения заäа÷и в коìбинаöии с ìетоäаìи
разбиения ìножества пунктов на кëастеры, при-
ìенениеì ìетоäов äекоìпозиöии, сëу÷айноãо по-
иска и ãенети÷еских аëãоритìов [8, 12, 18]. Опре-
äеëенный интерес преäставëяþт сëеäуþщие поäхо-
äы: ìарøрут образуþщие и уëу÷øаþщие ìарøрут
проöеäуры, Savings-Heuristik [12], PSO — аëãоритì
оптиìизаöии роя ÷астиö [13], аëãоритì ASC [14],
MCPSO [11] и äр.), ãенети÷еские аëãоритìы [16],
а также аëãоритìы направëенноãо сëу÷айноãо по-
иска (Tabu-Search [10], поиск с запретаìи [19]),
реаëизаöия оäностороннеãо ветвëения в ìетоäе
ветвей и ãраниö. При реøении заäа÷ приìеняëисü
препроöессоры, позвоëяþщие упроститü ãраф вза-
иìосвязей ìежäу пунктаìи, искëþ÷ив завеäоìо
неэффективные и неäопустиìые в сìысëе выпоë-
нения оãрани÷ений связи, а также опреäеëитü на-
ибоëее ранние и äопустиìые саìые позäние вре-
ìена выезäа из пунктов [14, 17], а также ìетоäы
кëастерноãо анаëиза [20]. Гëавной пробëеìой при
этоì быëо поëу÷ение äопустиìоãо реøения. При
этоì не привоäиëисü оöенки то÷ности поëу÷енно-
ãо реøения. Эффективностü преäëаãаеìых поäхо-
äов поäтвержäаëасü резуëüтатаìи вы÷исëитеëüно-
ãо экспериìента.
В отëи÷ие от известных пубëикаöий, в äанной

работе преäëаãается äруãая постановка заäа÷и,
преäусìатриваþщая такие особенности:

— ãруз оäниì иëи нескоëüкиìи оäинаковыìи
иëи разëи÷ныìи по ãрузопоäъеìности и техни÷ес-
киì характеристикаì типаìи ТС ìожет äостав-
ëятüся кажäоìу из ìножества потребитеëей из раз-
ëи÷ных пунктов приеìа ãруза; на÷аëüный пункт
ìожет не совпаäатü с ìестоì приеìа ãрузов;

— боëüøие объеìы поставок при оãрани÷енной
ãрузопоäъеìности ТС ìоãут требоватü выпоëне-
ния нескоëüких ìарøрутов ìежäу соответствуþ-
щей парой пунктов;

— оäновреìенная заãрузка ТС ãрузаìи äëя раз-
ëи÷ных потребитеëей неäопустиìа;

— у÷итываþтся затраты на поãрузку и разãруз-
ку ãруза;

— вреìенные окна ìоãут бытü заäаны не тоëüко
äëя äоставки, но и äëя приеìа ãрузов.
Приìенение то÷ных, а также эвристи÷еских и

прибëиженных ìетоäов äëя реøения заäа÷ этоãо
кëасса и иссëеäование свойств äопустиìых и оп-
тиìаëüных ìарøрутов позвоëиëи разработатü аë-
ãоритìы эффективноãо отсева неäопустиìых и
завеäоìо неоптиìаëüных ìарøрутов. Поëу÷енные
оöенки позвоëяþт оöенитü то÷ностü прибëижен-
ных реøений в усëовиях реøения заäа÷ боëüøой
разìерности, а также установитü факт несовìест-
ности систеìы оãрани÷ений на ранних этапах ре-
øения.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È 
È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ

В настоящей статüе рассìатриваþтся постанов-
ки заäа÷и построения äопустиìых и оптиìаëüных
ìарøрутов äвижения ТС в усëовиях, коãäа заäано

некоторое поäìножество пунктов  приеìа и поä-

ìножество пунктов , куäа необхоäиìо äоставитü
ãруз. Транспортное среäство äоëжно выпоëнитü

некоторое ìножество заäаний k ∈  = {1, 2, ..., K}.
Заäано ìножество пар пунктов приеìа и äоставки

ãрузов äëя кажäоãо заäания  = {π1, ..., πk, ..., πK},

ãäе πk = (ik, jk), ik ∈ , jk ∈ ; а также вреìена и
(иëи) стоиìости переезäа ТС ìежäу кажäой парой
пунктов транспортной сети. Кажäое из заäаний за-
кëþ÷ается в тоì, ÷то ТС äоëжно взятü ãруз в за-

äанноì пункте i ∈  и äоставитü еãо в некоторый

фиксированный пункт из поäìножества j ∈ .
Грузопоäъеìностü ТС позвоëяет выпоëнитü каж-

äое из заäаний ìножества . Оäновреìенное вы-
поëнение äвух иëи нескоëüких заäаний неäопус-
тиìо. Усëовияìи заäа÷и ìоãут преäусìатриватüся
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потери вреìени иëи затраты на поãрузку и разãруз-
ку ãрузов, а также оãрани÷ения на сроки äостав-

ки и заãрузки ãруза в поäìножествах пунктов 

и (иëи) . Это ìножество заäаний ìожет выпоë-
нятüся оäниì иëи нескоëüкиìи виäаìи оäинако-
вых иëи разëи÷ных по техни÷ескиì характеристи-
каì ТС. Необхоäиìо найти ìарøруты äоставки
ãрузов кажäоãо ТС, обеспе÷иваþщие выпоëнение
всех оãрани÷ений заäа÷и и ìиниìизируþщие суì-
ìарные затраты среäств на выпоëнение всех за-
äаний.
Автору не известны постановки и ìетоäы реøе-

ния рассìатриваеìоãо кëасса заäа÷ в усëовиях за-
äанной систеìы усëовий и оãрани÷ений. В отëи-
÷ие от известных заäа÷ коììивояжера [22] и N
коììивояжеров [23], в общеì сëу÷ае, не сущест-
вует реøения заäа÷и в виäе заìкнутых ãаìиëüто-
новых ìарøрутов, так как ТС приäется заезжатü в
некоторые пункты боëее ÷еì по оäноìу разу. Так-
же в некоторых сëу÷аях необхоäиìы простои ТС
äо нижней ãраниöы äопустиìоãо вреìени обсëу-
живания пункта.
В äанной статüе иссëеäуþтся ìатеìати÷еские

особенности рассìатриваеìых заäа÷ этоãо кëас-
са, строятся оöенки оптиìаëüных и возìожности
поëу÷ения äопустиìых реøений, форìуëируþтся
правиëа преäпо÷тения и опреäеëения перспектив-
ности анаëизируеìых вариантов. Показано, ÷то
äëя кажäоãо анаëизируеìоãо ÷асти÷ноãо пëана
существует тоëüко некоторое äопустиìое поäìно-
жество возìожных проäоëжений, которое äоëжно
бытü выäеëено с öеëüþ сокращения ìножества
анаëизируеìых вариантов. Все это потребоваëо
разработки ориãинаëüных ìетоäов вы÷исëения
оöенок, стратеãий ветвëения, а также (на основе
«оптиìисти÷еских» оöенок возìожности выпоë-
нения оãрани÷ений) разработатü правиëа отсева
неäопустиìых проäоëжений. На этой основе
преäëаãаþтся эффективные ìетоäы реøения рас-
сìатриваеìых заäа÷ с поìощüþ посëеäоватеëüных
аëãоритìов оптиìизаöии (ìоäифиöированные
ìетоäы ветвей и ãраниö и äинаìи÷ескоãо про-
ãраììирования), у÷итываþщие спеöифику кажäой
конкретной заäа÷и. Привеäенные аëãоритìы ре-
øения иëëþстрируþтся ÷исëовыìи приìераìи.
Показано, ÷то в ряäе сëу÷аев в преäëаãаеìых ав-
тороì аëãоритìах наëи÷ие жестких оãрани÷ений
на вреìя äоставки и приеìа ãрузов в разëи÷ных
пунктах позвоëяет уже на ранних этапах искëþ-
÷итü ìарøруты, не соäержащие äопустиìых реøе-
ний, ÷то существенно сокращает ÷исëо анаëизи-
руеìых вариантов.
Транспортное среäство äоëжно äоставитü ãрузы

от некотороãо поäìножества произвоäитеëей и

скëаäов äистрибüþтеров  поäìножеству потре-

битеëей . Общее ÷исëо пунктов заãрузки и раз-
ãрузки ТС, вкëþ÷ая на÷аëüный пункт (äепот) рав-

но (n + 1) —  = (  U ) = {i = 0, 1, ..., n}. Кажäое
из заäаний закëþ÷ается в тоì, ÷то ТС äоëжно

взятü ãруз в заäанноì пункте i ∈  и äоставитü еãо
в некоторый фиксированный пункт из поäìно-

жества j ∈ . Необхоäиìо выпоëнитü некоторое

ìножество заäаний k ∈  = {1, 2, ..., K}. Есëи ãру-
зопоäъеìностü ТС не позвоëяет выпоëнитü ка-
кое-ëибо из рассìатриваеìых заäаний, то посëеä-
нее преäставëяется в виäе нескоëüких, объеìы
поставок которых ìоãут бытü разëи÷ныìи. Оäно-
вреìенное выпоëнение äвух заäаний, т. е. заãрузка
ТС äвуìя виäаìи ãрузов, неäопустиìа. Сëеäова-
теëüно, все заäания äоëжны выпоëнятüся посëеäо-
ватеëüно äруã за äруãоì. В на÷аëüный ìоìент вре-
ìени ТС нахоäится на базе (i = 0), на которуþ
äоëжно вернутüся при заверøении выпоëнения
всех перевозок. Грузы ìоãут перевозитüся оäниì
иëи нескоëüкиìи оäинаковых иëи разëи÷ных по
техни÷ескиì характеристикаì ТС. Моãут бытü за-
äаны разëи÷ноãо виäа оãрани÷ения на вреìена вы-
поëнения отäеëüных заäаний.
Пустü заäаны пары пунктов поãрузки и äостав-

ки ãрузов äëя кажäоãо из K заäаний: G(k) = (ik, jk),

ãäе ik — инäекс пункта, в котороì приниìается

ãруз, а jk — инäекс пункта, куäа он äоëжен бытü

äоставëен;  и  — вреìя, необхоäиìое äëя за-
ãрузки товара в пункте k и выãрузки ãруза в пункте

jk при выпоëнении k-ãо заäания,  =  +  —

суììарные потери на поãрузку и выãрузку ãрузов
при выпоëнении k-ãо заäания; C = ||cij || и T = ||tij ||,

i, j = 0, 1, ..., n — соответственно ìатриöы стои-
ìости и вреìени переезäа ТС ìежäу пунктаìи.
Кроìе тоãо, äëя некотороãо поäìножества за-

äаний ìоãут бытü заäаны: H 1(k) ∈ [ , ],

H 2(k) ∈ [ , ] — соответственно проìежутки

вреìени, в которые необхоäиìо принятü ãруз в
пункте ik и äоставитü еãо в пункт jk.

Рассìатриваþтся сëеäуþщие заäа÷и транспор-
тной ëоãистики.
Задача 1. Пëан перевозок осуществëяется оä-

ниì ТС. Не существует никаких оãрани÷ений на
вреìена прибытия в пункты приеìа и äоставки
ãрузов. Необхоäиìо найти ìарøрут äвижения ТС,
обеспе÷иваþщий ìиниìаëüные затраты вреìени
иëи стоиìости выпоëнения всех заäаний.
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Задача 2. При выпоëнении пëана перевозок
оäниì ТС заäаны разëи÷ноãо виäа оãрани÷ения на
сроки выпоëнения отäеëüных заäаний: ãрани÷ные
сроки заверøения выпоëнения, вреìенные окна
приеìа иëи äоставки ãрузов в некоторое поäìно-
жество пунктов и äр. Необхоäиìо найти распи-
сание выпоëнения всех заäаний, обеспе÷иваþщее
ìиниìаëüные затраты вреìени иëи стоиìости вы-
поëнения всех заäаний.
Задача 3. Все заäания выпоëняþтся M оäи-

наковыìи по техни÷ескиì характеристикаì ТС.
Оãрани÷ения на вреìена выпоëнения отäеëüных
заäаний отсутствуþт. Необхоäиìо опреäеëитü не-
пересекаþщиеся поäìножества заäаний, выпоëня-
еìых кажäыì из ТС, а также ìарøруты äвижения
кажäоãо из них, обеспе÷иваþщие ìиниìаëüные
затраты вреìени иëи стоиìости выпоëнения всех
заäаний.
Задача 4. Все заäания выпоëняþтся M разëи÷-

ныìи по техни÷ескиì характеристикаì ТС. Заäа-

ны  и ,  =  + , а также Cm = || || и

T m = || ||, i, j = 0, 1, ..., n, äëя кажäоãо типа ТС,

m = 1, ..., M. В усëовиях, коãäа заäаны разëи÷ноãо
виäа оãрани÷ения на сроки выпоëнения отäеëü-
ных заäаний и вреìена работы кажäоãо из ТС, не-
обхоäиìо опреäеëитü непересекаþщиеся поäìно-
жества заäаний, выпоëняеìых на кажäоì из ТС, а
также ìарøруты äвижения кажäоãо из них, обес-
пе÷иваþщие ìиниìаëüные затраты вреìени иëи
стоиìости выпоëнения всех заäаний. ♦
Опреäеëиì вреìя, необхоäиìое ТС äëя заверøе-

ния выпоëнения k-ãо заäания при переезäе из пунк-

та jk – 1 ∈  приеìа ãруза посëе выпоëнения стоя-

щеãо в посëеäоватеëüности переä ниì (k – 1)-ãо за-
äания:

 =  + t( jk – 1, ik) + t(ik, jk), (1)

ãäе t(ik, jk) — вреìя äвижения ТС из ik-ãо пункта

приеìа äо jk-ãо пункта äоставки ãруза k-ãо заäа-

ния, t( jk – 1, ik) — вреìя äвижения ТС из jk – 1-ãо

пункта äоставки (k – 1)-ãо заäания äо ik-ãо пункта

приеìа ãруза k-ãо заäания.
Вреìя, необхоäиìое ТС äëя прибытия в ik-й

пункт приеìа ãруза при выпоëнении k-ãо заäания
посëе прибытия в ik – 1-й пункт, и вреìя äо выпоë-

нения (k – 1)-ãо заäания соответственно

 = t( jk – 1, ik),  =

=  + t(ik – 1, jk – 1) + t(jk – 1, ik). (2)

Пустü на некотороì s-ì этапе реøения заäа÷и

выпоëнено поäìножество заäаний  и построена

поäпосëеäоватеëüностü  äоставки ãрузов в поä-

ìножество пунктов , которуþ назовеì s-ì ÷ас-

ти÷ныì пëаноì. Обозна÷иì:  — поäìножество
оставøихся пунктов äоставки ãрузов в s-ì ÷асти÷-

ноì пëане;  — поäìножество невыпоëненных
заäаний; (k – 1) — инäекс посëеäнеãо заäания в

поäпосëеäоватеëüности ; F( ) — функöия
öеëи этоãо ÷асти÷ноãо пëана (стоиìостü иëи вреìя
заверøения выпоëнения этих заäаний).
Нижние ãраниöы вреìен заверøения выпоëне-

ния сëеäуþщеãо k-ãо, k ∈ , стоящеãо первыì

посëе этой поäпосëеäоватеëüности , заäания:
— на на÷аëüноì этапе реøения

ξ( ) = [  + tij(k) + tji(0, k)], 

ξ( ) = [  + tij(k) + tji(l, k)];

ξ( ) = tji(0, k),  ξ( ) = tji(l, k);

— на некотороì s-ì этапе реøения некотороãо

l ∈ -ãо поäëежащеãо выпоëнениþ заäания

ξ( ) = [  + t(il, jl) + t( jk, il)],

ξ( ) = ( jk, il).

Зна÷ения этих параìетров буäут испоëüзованы
в äаëüнейøеì äëя оöенок возìожности выпоëне-
ния оãрани÷ений на äопустиìые ранние сроки
прибытия в пункты назна÷ения и позäние сроки
заверøения выпоëнения заäаний. Отìетиì, ÷то
наëи÷ие оãрани÷ений на ранние сроки прибытия в

некоторые пункты (зна÷ения , ) ìоãут при-

вести к некоторыì потеряì, связанныìи с просто-
яìи ТС (θki и θkj), которые äоëжны бытü у÷тены в
выражениях (1) и (2).
Пустü посëеäоватеëüностü выпоëнения заäаний

ТС иìеет виä

 = {w0, w1, ..., wk, ..., wK, w0}. (3)

Вреìя заверøения первоãо стоящеãо в посëеäо-

ватеëüности  заäания опреäеëяется выражениеì

 =  + t(0, k) + t(ik, jk).
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Вреìя, необхоäиìое посëе прибытия в пункт
приеìа ãруза посëеäнеãо стоящеãо в посëеäова-

теëüности  заäания k äо прибытия в пункт 0-й
базирования ТС, опреäеëяется выражениеì

 = t(ik, 0),   =  + t(ik, 0) + t(ik, jk).

Суììарное вреìя, необхоäиìое äëя выпоëне-
ния всех заäаний, выпоëняеìых в посëеäоватеëü-
ности (3), опреäеëяется выражениеì

T( ) =  +

+  + θk, (4)

иëи

T( ) =  +

+  + θk, (5)

ãäе θk = θik + θjk и  — суììарное вреìя простоев

из-за ожиäания äопустиìоãо вреìени на÷аëа об-
сëуживания при выпоëнении k-ãо заäания на оä-

ноì и на m-ì ТС; { /(w0, w1))}, { /(wK, w0))} —

соответственно ìножество пар заäаний из посëе-
äоватеëüности (3) за искëþ÷ениеì пар (w0, w1)) и

(wK, w0).

В äаëüнейøеì оãрани÷иìся рассìотрениеì
тоëüко критериев ìиниìизаöии вреìени выпоë-
нения всеãо ìножества заäаний в виäе (4) иëи (5).
Есëи ãрузы äоставëяþтся нескоëüкиìи виäаìи

ТС и опреäеëены ìарøруты äвижения кажäоãо ТС

 = {w0, , ..., , ..., , w0}, 

m = 1, ..., M,

ãäе K m — ÷исëо заäаний, выпоëняеìых m-ì ТС, то
критерий оптиìаëüности расписания выпоëнения
заäаний ìожет бытü преäставëен в виäе:

— ìиниìизаöия суììарноãо вреìени выпоëне-
ния всех заäаний всеìи ТС:

F1( , ..., , ..., ) =  +

+  + , (6)

F1( , ..., , ..., ) =  +

+  + ; (7)

— ìиниìизаöии вреìени заверøения выпоëне-
ния всех заäаний:

F1( , ..., , ..., ) = min  +

+  + , (8)

F2( , ..., , ..., ) = min  +

+  + . (9)

Обозна÷иì T [ | ], T [ | ] — соответст-

венно вреìя первоãо и посëеäнеãо посещения i-ãо

пункта ìарøрута . Тоãäа оãрани÷ения на выпоë-
нение сроков обсëуживания пунктов ìоãут бытü
преäставëены в виäе

T [ | ] ≥ ;  T [ | ] ≤ .

Назовеì  = {0, , , ..., , ..., } — неко-

торый ÷асти÷ный ìарøрут äвижения ТС, äëя ко-

тороãо опреäеëены поäìножества пунктов  и

; Ls =  — посëеäний пункт s-ãо ÷асти÷ноãо

пëана в поäпосëеäоватеëüности ; θ( ) — вре-

ìя заверøения всех заäаний в коне÷ноì пункте Ls

в ìарøруте , и этот ìарøрут äоëжен бытü про-
äоëжен äаëüøе из этоãо пункта.
Даëее рассìатривается реøение сфорìуëиро-

ванных заäа÷ с поìощüþ посëеäоватеëüных аëãо-
ритìов оптиìизаöии (ìоäифиöированныìи ìе-
тоäаìи ветвей и ãраниö и äинаìи÷ескоãо про-
ãраììирования) на основе установëенных оöенок
возìожности выпоëнения всей систеìы оãрани-
÷ений и ìиниìаëüных зна÷ений функöии öеëи
заäа÷и, а также правиë сравнения и опреäеëения
преäпо÷тений рассìатриваеìых ÷асти÷ных ìарø-
рутов и отсева бесперспективных проäоëжений.
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2. ÎÖÅÍÊÈ ÄÎÏÓÑÒÈÌÎÑÒÈ È ÊÐÈÒÅÐÈÅÂ 
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÈ ×ÀÑÒÈ×ÍÛÕ ÏËÀÍÎÂ. 

ÏÐÀÂÈËÀ ÎÒÑÅÂÀ ÁÅÑÏÅÐÑÏÅÊÒÈÂÍÛÕ ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈÉ

Преобразуеì ìатриöу T = ||tij || разìерностüþ

(n + 1) в кваäратнуþ ìатриöу иëи ìатриöу Qβ =

= || ||, k, p = 0, 1, ..., K, β = 1, 2, разìерностüþ

(K + 1), ãäе зна÷ения  вы÷исëяþтся по фор-

ìуëаì (1), а , — по форìуëаì (2). Как прави-

ëо, (K + 1) < (n + 1), т. е. ÷исëо всех пунктов сети
превыøает ÷исëо пунктов приеìа ãрузов. Обоз-

на÷иì Q1, s = || ||, Q2, s = || ||, — соответствен-

но ìатриöы Q1 и Q2 на некотороì s-ì øаãе пре-

образования. Разìерностü ìатриö Q1, s и Q 2, s рав-

на K s, – ≤ (K + 1). При этоì äëя s = 0 справеäëиво

Q1, 0 = Q1, Q2, 0 = Q2.
Опреäеëиì

(0) = ,  =  – (0), 

β = 1, 2,  k = 1, ..., K s, (10)

(0) = ,  =  – (0), 

β = 1, 2,  k = 1, ..., K s. (11)

В поëу÷енных ìатриöах G1, s = || ||, G2, s = || ||

в кажäой строке, а в ìатриöах D1, s иëи D2, s — в
кажäой строке и в кажäоì стоëбöе соäержится по
крайней ìере по оäноìу эëеìенту, зна÷ение кото-
роãо равно нуëþ.
Опреäеëиì суììу всех привоäящих констант

ìатриö Q1, s и Q2, s:

Δβ, s = (0) + (0),  β = 1, 2. (12)

Преобразованием 1 назовеì преобразование ìат-

риö Q1, s иëи Q2, s в ìатриöы G1, s, D1, s и G2, s, D2, s

по форìуëаì (10), (11).
Отìетиì, ÷то преобразование 1 выпоëняется на

на÷аëüноì этапе реøения заäа÷и 1 иëи 2 при s = 0,

т. е. äëя ìатриö Q1, 0 = || || иëи Q2, 0 = || ||.

Пустü на некотороì øаãе реøения заäа÷и в s-ì
÷асти÷ноì пëане, коãäа остаëосü поä-ìножество

невыпоëненных заäаний , которые отражены

в ìатриöах G1, s иëи G2, s, в ка÷естве аëüтернативы

выбрано, ÷то ϑ-е заäание выпоëняется непосреäст-

венно переä заäаниеì μ, ãäе J ∈  и μ ∈ .
Преобразованием 2 назовеì выпоëнение сëеäу-

þщих вы÷исëений:

— в ìатриöах D1, s иëи D2, s вы÷еркиваеì ϑ-þ
строку и μ-й стоëбеö;

— эëеìент  иëи  ìатриö поëаãаеì стре-

ìящиìся к бесконе÷ности;
— выпоëняеì преобразование 1 вновü поëу÷ен-

ных ìатриö.
Пустü на некотороì этапе реøения заäа÷ 1 и 2

построен ÷асти÷ный ìарøрут выпоëнения заäаний

 = {w0, w1 ..., wk, ..., }. (13)

Утверждение 1. Нижняя граница функции цели
решения задач для s-го частичного плана решения за-
дач 1 и 2 (выбора очередной пары выполняемых друг
за другом заданий) определяется выражением

ξ{T [ ]} =  +  +

+  + Δβ, s,  β = 1, 2. ♦ (14)

Зäесü и в äаëüнейøеì /(w0, w1) — посëеäо-

ватеëüностü , в которой искëþ÷ена соответст-
вуþщая пара пунктов (в äанноì сëу÷ае (w0, w1)).

На на÷аëüноì этапе реøения заäа÷и нижняя
ãраниöа функöии öеëи заäа÷и расс÷итывается по
форìуëе

ξ{T( )} = Δβ, s,  β = 1, 2. (15)

Преобразуеì ìатриöы Qm, 1, s = || || иëи

Qm, 2, s = || || разìерностüþ K s кажäая сëеäуþ-

щиì образоì

(0) = , 

β = 1, 2,  k = 1, ..., K s; (16)

 =  – , 

β = 1, 2, k,  p = 1, ..., K s,  m = 1, ..., M; (17)

(0) = ,

 =  – (0),  m = 1, ..., M. (18)
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 = (0) + (0), 

m = 1, ..., M,  β = 1, 2. (19)

Преобразованием 3 назовеì преобразование ìат-

риö Qm, 1, s = | || иëи Qm, 2, s = | || в ìатри-

öы Gm, β, s = || || и Dm, β, s = || ||, β = 1, 2,

m = 1, ..., M, в резуëüтате вы÷исëений по форìу-
ëаì (16)—(18).
В резуëüтате преобразования 3 в кажäой строке

и кажäоì стоëбöе, хотя в оäной из ìатриö Dm, 1, s

иëи Dm, 2, s соäержится эëеìент, равный нуëþ. Суì-
ìа привоäящих констант преобразования 3 опре-
äеëяется также по форìуëе (19).
Есëи на некотороì этапе реøения заäа÷ 3 и 4

построены ÷асти÷ные ìарøруты выпоëнения за-
äаний на всех виäах ТС

 = { , , ..., , ..., },

m = 1, ..., M.

Утверждение 2. Нижняя граница функции цели

F1( , ..., , ..., ) решения задач на каждом
s-м этапе решения задач 3 и 4 (выбора очередной па-
ры выполняемых друг за другом заданий на одном из

ТС, т. е. ( , k), k ∈ ) определяется выра-

жением

ξ{F1[ , ..., ]} =  +

+  +  +

+ ;  β = 1, 2. ♦ (20)

На на÷аëüноì этапе реøения этих заäа÷ ниж-
няя ãраниöа функöии öеëи заäа÷и расс÷итывается
по форìуëе (15). Дëя критерия оптиìаëüности (8),
(9) нижняя ãраниöа функöии öеëи опреäеëяется
по форìуëе

Упоряäо÷иì все оставøееся поäìножество не-

выпоëненных заäаний  на некотороì этапе
реøения заäа÷и в посëеäоватеëüностü по возрас-
таниþ ãрани÷ных сроков заверøения выпоëнения
этих заäаний

{ } = {u1, u2, ..., uγ, ..., |  ≤ , 

uγ ∈ }. (22)

На на÷аëüноì этапе реøения заäа÷и (s = 0) эта
посëеäоватеëüностü иìеет виä

(  = ) = {u1, u2, ..., uk, ..., uK |  ≤ , 

uk ∈ , k = 1, ..., K}. (23)

Опреäеëиì ìиниìаëüные зна÷ения вреìен за-
верøения выпоëнения заäаний

 = ,  β = 1, 2,  k ∈ . (24)

Пустü не некотороì этапе реøения заäа÷и пос-
троен ÷асти÷ный ìарøрут выпоëнения заäаний

(13) — k ∈ , λ =  — инäекс заäания, выпоë-

няеìоãо в этой посëеäоватеëüности посëеäниì.
Вреìя заверøения этой посëеäоватеëüности заäа-
ний опреäеëяется по форìуëе

T [ ] =  + .

Утверждение 3. Если для частичного плана 
и подмножества подлежавших выполнению заданий

k ∈  справедливо хотя бы одно из системы нера-
венств

T [ ] +  > ;

T [ ] +  +  > , 

r = 2, 3, ..., K s, (25)

то подпоследовательность  не содержит допус-
тимых решений. ♦
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Доказатеëüство поäобных утвержäений ìожно
найти в работах автора [3, 4, 24, 25].
Рассìотриì äве поäпосëеäоватеëüности выпоë-

нения заäаний  и , соäержащие соответст-

венно  и  поäìножества заäаний. Пустü пос-
ëеäниì в кажäой из этих поäпосëеäоватеëüностей
стоит оäно и то же заäание wϑ, и вреìена выпоë-
нения этих поäпосëеäоватеëüностей соответствен-

но равны T [ ] и T [ ].
Правило отсева неоптимальных продолжений 1.

Есëи äëя äвух поäпосëеäоватеëüностей выпоëне-

ния заäаний (p) и (λ) выпоëняþтся усëовия

 ⊆  и T [ ] m T [ ], (26)

то поäпосëеäоватеëüностü  явëяется преä-

по÷титеëüней поäпосëеäоватеëüности  и пос-
ëеäняя ìожет бытü искëþ÷ена из рассìотрения
как неперспективная.

3. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È 2 
ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÛÌ ÌÅÒÎÄÎÌ 

ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Построиì на основе ìатриöы T = ||tij || разìер-

ностüþ (n + 1) кваäратнуþ ìатриöу Q1 = || || иëи

Q2 = || ||, k, p = 0, 1, ..., K, разìерностüþ (K + 1),

ãäе зна÷ения  вы÷исëяþтся по форìуëаì (1), а

 — по форìуëаì (2).

Заäа÷а 1 реøается с поìощüþ аëãоритìов ре-

øения заäа÷и коììивояжера [22] с ìатриöаìи Q1

иëи Q2, поäробно описанных в работах [3—6], по-
этоìу в настоящей статüе на этоì поäробно оста-
навëиватüся не буäеì.
В проöессе реøения заäа÷и 2 ìоäифиöирован-

ныìи ìетоäаìи äинаìи÷ескоãо проãраììирования
[26] и посëеäоватеëüноãо анаëиза вариантов про-
извоäятся построение, анаëиз разëи÷ных äопусти-

ìых и конкурируþщих ìарøрутов  äвижения
ТС, на÷иная с на÷аëüноãо пункта i = 0, и развитие
перспективных ìарøрутов äо поëу÷ения наибоëее
эффективноãо реøения. В хоäе построения произ-
воäится отсев неперспективных ÷асти÷ных пëанов.
На кажäой итераöии аëãоритìа (s = 0, 1, 2, ..., S),
которая состоит из нескоëüких øаãов, развивает-
ся перспективный пëан с наиìенüøиì зна÷ениеì
äëины иëи нижней ãраниöы функöии öеëи. Этот
÷асти÷ный пëан проäоëжается вкëþ÷ениеì в ìар-

øрут äвижения ТС оäноãо из оставøихся аëüтер-

нативных невыпоëненных заäаний k ∈ , не

вкëþ÷енных в поäìножество  пунктов äостав-

ки ãрузов j ∈ . Затеì на основе правиë (25)
проверяется äопустиìостü рассìатриваеìых аëü-
тернативных проäоëжений, осуществëяþтся отсев
неперспективных ìарøрутов на основе правиë
преäпо÷тений (26) и переинäексаöия всех ÷асти÷-
ных пëанов. Первый äопустиìый пëан перевозок,
зна÷ение критерия оптиìаëüности котороãо ìенü-
øе иëи равно зна÷ениþ суììарных затрат ëþбоãо
из конкурируþщих и не проäоëженных äо конöа
÷асти÷ных пëанов, явëяется реøениеì заäа÷и.
Привеäенные в § 2 систеìы оöенок и правиëа

сравнения аëüтернативных ÷асти÷ных пëанов поз-
воëяþт на ранних стаäиях реøения заäа÷и отсеятü
строящиеся ìарøруты, не соäержащие äопустиìых
и оптиìаëüных реøений. Тот факт, ÷то на кажäой
итераöии развивается тоëüко строящийся ìарøрут
с наиëу÷øиì зна÷ениеì функöии öеëи, позвоëяет
искëþ÷итü анаëиз завеäоìо неоптиìаëüных ìарø-
рутов.
Алгоритм 1. Метка кажäоãо развиваþщеãося

÷асти÷ноãо пëана  соäержит параìетры:  =
= {w0, w1, ..., wk, ..., } — поäпосëеäоватеëüностü

выпоëняеìых заäаний; T [ ] — вреìя заверøения
выпоëнения этой поäпосëеäоватеëüности;  —

инäекс пункта заäания, выпоëняеìоãо в этой пос-

ëеäоватеëüности посëеäниì  и  — соот-
ветственно поäìножество заäаний, вхоäящих и не

вкëþ÷енных в посëеäоватеëüностü ; ξ{T [ ]} —
нижняя ãраниöа функöии öеëи ÷асти÷ноãо пëана

;  и  — соответственно вреìя поãрузки и

разãрузки ãрузов k-ãо заäания,  +  = ;

ψ{ } — параìетр, опреäеëяþщий, проäоëжен
ëи этот ìарøрут во все äопустиìые пункты —

ψ{ } = 1 иëи нет — ψ{ } = 0, при ψ{ } = 2
ìарøрут искëþ÷ен из äаëüнейøеãо рассìотрения
как неäопустиìый иëи как неоптиìаëüный.
Пустü на некотороì этапе реøения заäа÷и поëу-

÷ено , r = 1, ..., R, äопустиìых ìарøрутов реøе-
ния заäа÷и, функöии öеëи которых соответственно

равны F( ), среäи них ( ) = F( ) —

наиëу÷øее среäи всех поëу÷енных на äанный ìо-
ìент реøений заäа÷и. В на÷аëе проöесса реøения
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(s = 0) форìируеì äëя ÷асти÷ноãо ìарøрута 
параìетры на÷аëüной ìетки:

(0) = {0};

 = ∅;  =  = {1, 2, ..., k, ..., K };

T [ ] = 0;

ξ{T( )} = ξ( ), ( ) = ∞;  ψ{ } = 0.

Шаг 1. На кажäой итераöии аëãоритìа выпоë-
няеì сëеäуþщий объеì вы÷исëений. Среäи всех
÷асти÷ных пëанов (s = 0, 1, 2, ..., S) выбирается

÷асти÷ный пëан , äëя котороãо

T [ ] = {T [ ]|ψ( ) = 0} 

иëи ξ{T[ ]} = {ξ{T[ ]}|ψ( ) = 0}.

Упоряäо÷иì все пункты приеìа и äоставки ãру-

зов  в посëеäоватеëüности { } в соот-
ветствии с выраженияìи (22) иëи (23). Вы÷исëиì
ìиниìаëüные зна÷ения вреìен заверøения вы-

поëнения заäаний  по форìуëе (24). Перехоäиì

к øаãу 2.

Шаг 2. Рассìатриваеì ÷асти÷ный пëан ,
посëеäнее выпоëненное заäание äëя котороãо —
заäание λ = . Дëя λ-ãо и кажäоãо заäания

k ∈  нахоäиì пары пунктов приеìа и äостав-
ки ãрузов πλ = (iλ, jλ) и πk = (ik, jk). Опреäеëиì

[ ] = max{T [ ] + t( jλ, ik), }.

Среäи поäìножества заäаний k ∈  нахоäиì
такие, äëя которых выпоëняется систеìа нера-
венств:

[ ] +  ≤ , [ ] +  ≤ , 

k ∈ { };

[ ] +  + ξ( ) ≤ , 

[ ] +  + ξ( ) ≤ , 

l ∈ { },  l = 1, 2, ..., K η,  l ≠ k.

Пустü это буäут поäìножества заäаний k ∈

∈  ⊆  и пунктов j ∈  ⊆ .

а. Есëи  = ∅, т. е. таких пунктов не сущест-

вует, то ÷асти÷ный пëан  не соäержит äопусти-
ìых реøений и искëþ÷ается из äаëüнейøеãо рас-

сìотрения. В этоì сëу÷ае поëаãаеì, ÷то ψ( ) = 2,
произвоäиì переинäексаöиþ всех рассìатривае-
ìых ÷асти÷ных пëанов и перехоäиì к øаãу 1.

б. Есëи  ≠ ∅, то äëя кажäоãо из пунктов,

ik ∈ ( /λ), k = 1, ..., K(η), ãäе K(η) — ÷исëо за-
äаний этоãо поäìножества, опреäеëяеì:

T [ ] = T [  U ik] = max{ [ ] + ; },

T [ ] = T [  U (ik, jk)] = 

= max(max{T [  U ik] +  + t(ik, jk); }; ), 

k = 1, ..., K(η).

в. Поëаãаеì ψ( ) = 1. Произвоäиì переинäек-
саöиþ всех оставøихся äëя рассìотрения поäìно-
жеств и вы÷исëяеì нижние ãраниöы функöии öе-
ëи äëя них по форìуëаì (14). Перехоäиì к øаãу 3.

Шаг 3. Проäоëжаеì ÷асти÷ный пëан  во все

пункты поäìножества  ∈ ( /λ). При этоì

ìетка кажäоãо из проäоëженных путей форìиру-
ется сëеäуþщиì образоì:

 = {0, , , ..., uη, ..., , uk}; 

uk; T( ), J2, s + k = (  U uk);

ξ[T( )]; ψ( ) = 0.

Сравниваеì кажäый вновü поëу÷енный ÷асти÷-
ный пëан со всеìи ранее построенныìи перспек-
тивныìи пëанаìи. Есëи äëя некоторой рассìат-
риваеìой пары ìарøрутов выпоëняþтся усëовия
правиëа отсева неоптиìаëüных проäоëжений 1,
то соответствуþщий неперспективный ÷асти÷ный
пëан искëþ÷ается из äаëüнейøеãо рассìотрения,

т. е. ìетка еãо ψ( ) поëаãается равной 2.

Есëи äëя некотороãо ÷асти÷ноãо пëана выпоë-

няþтся усëовия  = , то поëу÷ено äопусти-

ìое реøение заäа÷и. Поëаãаеì ψ( ) = 1 и вы-
÷исëяеì вреìя выпоëнения всеãо коìпëекса работ
с у÷етоì возврата ТС в нуëевой пункт

F( ) = T( ) + t( jk, 0),

F( ) = T( ) + .
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Есëи F( ) < ( ), то поëаãаеì ( ) =

= F( ), запоìинаеì этот ìарøрут  = 
и перехоäиì к øаãу 4.
Шаг 4. Искëþ÷аеì из äаëüнейøеãо рассìотре-

ния все проäоëженные на этой итераöии ìарøру-

ты , äëя которых справеäëиво неравенство

T[ ] ≥ F( ) иëи ξ{T [ ]} ≥ F( ), по-

ëожив äëя них ψ( ) = 3. Произвоäиì пере-
инäексаöиþ всех перспективных ÷асти÷ных пëа-

нов, äëя которых ψ( ) = 0, пронуìеровав их ин-
äексаìи s = 1, ..., S.
Есëи выпоëняþтся усëовия

( ) ≤ {ξ[T( )]|ψ( ) = 0, (27)

то ìарøрут  со зна÷ениеì функöии öеëи, рав-

ныì ( ), явëяется реøениеì заäа÷и, и аëãо-
ритì заверøает работу.
Есëи S ≠ 0 и усëовия (27) не выпоëняþтся, то

перехоäиì к øаãу 1. Есëи S = 0 и ( ) = ∞, то
не существует äопустиìых реøений заäа÷и, и аë-
ãоритì заверøает работу.
Через некоторое ÷исëо итераöий аëãоритìа бу-

äет ëибо найäено оптиìаëüное реøение заäа÷и,
ëибо установëен факт, ÷то исхоäная систеìа оãра-
ни÷ений заäа÷и явëяется несовìестна.
В Приëожении привеäены иëëþстративные

приìеры реøения заäа÷ 1 и 2.
Отìетиì, ÷то в сëу÷ае боëüøой разìерности

заäа÷и ìоãут приìенятüся прибëиженные ìетоäы
реøения, коãäа на øаãе 3 испоëüзуþтся ãрубые
правиëа отсева бесперспективных проäоëжений.
Кроìе тоãо, опреäеëенный на первых итераöиях
эффективный ìарøрут ìожет бытü проäоëжен äо
конöа (назовеì это рекорäоì). При этоì не сëеäу-
ет обращатü вниìания на äруãие, боëее короткие
конкурируþщие ìарøруты, вкëþ÷аþщие ìенüøее
÷исëо заäаний и пунктов с ëу÷øиì зна÷ениеì кри-
терия эффективности. Есëи откëонение критерия
оптиìаëüности от вы÷исëенной нижней ãраниöы
критерия в оптиìаëüноì реøении зна÷итеëüно, то
развивается сëеäуþщий ÷асти÷ный пëан äо тех пор,

пока зна÷ение T [ ] остается ëу÷øе рекорäа.

4. ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× 3 È 4 ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÛÌÈ 
ÀËÃÎÐÈÒÌÀÌÈ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Построиì äëя кажäоãо ТС, m = 1, ..., M, на ос-

новании ìатриö T m = || || разìерностüþ (n + 1)

кваäратные ìатриöы Qm, β = || ||, β = 1, 2; k,

p = 0, 1, ..., K, разìерностüþ (K + 1), ãäе зна÷ения

 вы÷исëяþтся по форìуëаì (19)—(21).

Реøение заäа÷и 3 с критерияìи оптиìаëüнос-
ти (6)—(9) ìожет бытü поëу÷ено ìетоäоì ветвей и
ãраниö с поìощüþ аëãоритìов реøения заäа÷и M

коììивояжеров с ìатриöаìи Qm, β описанныìи,
наприìер, в работе автора [23]. Оöенка оптиìаëü-
ноãо зна÷ения критерия оптиìаëüности äëя каж-
äоãо поäìножества вариантов при этоì вы÷исëя-
ется по форìуëаì (20) и (21).
Аëãоритì реøения заäа÷и 4 строится на основе

ìоäифиöированных ìетоäов äинаìи÷ескоãо про-
ãраììирования и посëеäоватеëüноãо анаëиза ва-
риантов и состоит из äвух этапов. При этоì ìоãут
бытü заäаны оãрани÷ения на вреìя работы ТС:

T [ ] ≤ Hm, m = 1, ..., M. На первоì этапе ре-
øения äëя кажäоãо из ТС, m = 1, ..., M, описанныì
выøе аëãоритìоì 1 строятся äопустиìые и эффек-
тивные ÷асти÷ные ìарøруты с отсевоì неäопус-
тиìых и неэффективных пëанов. На второì этапе
анаëизируþтся разëи÷ные варианты объеäинения
разëи÷ных äопустиìых объеäинений ÷асти÷ных
ìарøрутов всех иëи некотороãо поäìножества
ìаøин в общий пëан выпоëнения всеãо коìпëек-
са заäаний и выбирается среäи этих äопустиìых
объеäинений пëан, обеспе÷иваþщий оптиìаëüное
зна÷ение критерия эффективности.
Рассìотриì некоторые свойства таких äопусти-

ìых объеäинений, а также правиëа их сравнения и
отсева бесперспективных проäоëжений.

Правило 1. Дëя äвух ÷асти÷ных пëанов  и

, соäержащих поäìножества выпоëненных за-

äаний  и  соответственно, объеäинение

в äопустиìое расписание Ω{ , } возìож-

но, есëи    = ∅.
Правило 2. Есëи äëя некотороãо объеäинения

÷асти÷ных ìарøрутов { , , ..., },
ãäе P ≤ M, выпоëнены усëовия

   = ∅,  r ≠ p, r,  p = 1, ..., P;

 = ,

то поëу÷ено äопустиìое расписание выпоëнения
всеãо коìпëекса заäаний на M ìаøинах, зна÷ение
критерия оптиìаëüности котороãо вы÷исëяется по
форìуëаì (6), (7) иëи (8), (9).
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Правило отсева. Есëи äëя äвух äопустиìых объ-

еäинений ÷асти÷ных пëанов { , , ...,

} и { , , ..., }, äëя которых

( ) =  и ( ) = ,

справеäëивы усëовия

( ) ⊆ ( ), ( ) ⊆ ( ) 

и Fα( ) ≤ Fα( ), (28)

ãäе α = 1 иëи 2, ( ) — поäìножество ìарøрутов
ТС, которые вкëþ÷ены в соответствуþщее объеäи-
нение,
и оäно из этих усëовий выпоëняется как стро-

ãое соотноøение, то объеäинение  боëее преä-

по÷титеëüно, ÷еì объеäинение , и посëеäнее
ìожет бытü отброøено как неперспективное.
При построении разëи÷ных вариантов объеäи-

нения посëеäоватеëüностей  выпоëнения заäа-
ний и вкëþ÷ении в это объеäинение сëеäуþщеãо
ТС r-я ìетка строящеãося объеäинения r = 1, ..., R
соäержит признаки:

 — ноìер ТС, вкëþ÷аеìоãо в объеäинение

;  = { , , ..., , ..., } — ноìера

ìеток кажäоãо ТС, вкëþ÷аеìоãо в объеäинение .

Отìетиì, ÷то есëи  = 0, то поäìножество и

посëеäоватеëüностü заäаний, выпоëняеìых на m-ì

ТС, не вкëþ÷ены в объеäинение ;  = ( ) —
поäìножество выпоëненных заäаний в объеäине-

нии ; ( ) — поäìножество ТС, ìарøруты

которых вкëþ÷ены в объеäинение ; { ,

, ..., } — посëеäоватеëüности выпоëне-

ния заäаний на кажäоì ТС в объеäинении ; δr —

ноìера вкëþ÷аеìых в объеäинение  ТС; Fα( ),

ξ[Fα( )], ãäе α = 1 иëи 2 — соответственно зна-
÷ение критерия оптиìаëüности и нижней ãраниöы
функöии öеëи äëя объеäинения поäпосëеäова-

теëüностей в ;  — возìожностü и перспектив-

ностü проäоëжения . При этоì  = 0, есëи
äанное объеäинение посëеäоватеëüностей ìожет

бытü проäоëжено, и  = 1 — есëи объеäинение

 уже проäоëжено во все возìожные направëе-

ния,  = 2, есëи  искëþ÷ено из рассìотрения

как неперспективное,  = 3, есëи поëу÷ено äо-

пустиìое реøение заäа÷и, т. е.  = ( ) = .
Рассìатриваþтся тоëüко äопустиìые и перс-

пективные ìетки посëеäоватеëüностей выпоëне-
ния заäаний на кажäоì ТС, äëя которых зна÷ение

ψ( ) = 1. Обозна÷иì ÷ерез , ãäе α = 1 иëи 2,
наиëу÷øие зна÷ения соответствуþщих критериев
оптиìаëüности äëя äопустиìых расписаний на
äанноì øаãе аëãоритìа. Ввеäеì с÷ет÷ик строя-
щихся объеäинений R. В на÷аëе проöесса реøения

поëаãаеì r = 0,  = ∅,  = 0, ( ) = ∅,

δ0 = 0, Fα( ) = 0,  = 0,  = ∞, а также R = 0.
Алгоритм 2. Шаг 1. Выбираеì некоторуþ r-þ

ìетку объеäинения поäпосëеäоватеëüностей, äëя

которой  = 0. Есëи таких ìеток не существует,
то перехоäиì к øаãу 4. В противноì сëу÷ае выпоë-
няеì сëеäуþщие вы÷исëения.

1.1. Среäи ìеток ТС с инäексоì m = (δr + 1) ≤ M,

äëя которой { , , ..., }, нахоäиì
посëеäоватеëüности выпоëняеìых заäаний, уäов-
ëетворяþщие усëовияì

ψ( } = 1,  ( )  ( ) = ∅.

Есëи таких ìеток не существует, то δr := (δr + 1)
и снова выпоëняеì п. 1.1.
В противноì сëу÷ае перехоäиì к øаãу 2. Есëи

m > M, то перехоäиì к øаãу 3.
Шаг 2. Поëаãаеì

{ , , ..., , },

( ) = ( ) U ( ),  δr := (δr + 1).

Вы÷исëяеì

F1( ) = F1( ) + T [ ],

F2( ) = T [ ].

Есëи m < M, то δr := (δr + 1) и вновü перехоäиì
к øаãу 1.
В противноì сëу÷ае (m = M) выпоëняеì сëеäу-

þщий объеì вы÷исëений.

2.1. Есëи ( ) = , то опреäеëяеì  =

= min{ ; Fα( )}, α = 1 иëи 2.

Даëее r := (R + 1),  = 3. Перехоäиì к øаãу 3.

2.2. Есëи ( ) ⊂ , то r := (R + 1) и пе-
рехоäиì к øаãу 1.
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Шаг 3. Дëя объеäинения  и кажäоãо из всех

построенных ранее объеäинений , ρ < (r + 1),

äëя которых ψ( ) = 0 иëи ψ( ) = 1, проверяеì
выпоëнение усëовий äоìинирования (28) в соот-
ветствии с правиëоì отсева. Есëи боëее перспек-

тивныì явëяется  (   ), то поëаãаеì

ψ( ) = 2, посëе ÷еãо перехоäиì к п. 1.1 øаãа 1.

Есëи   , то перехоäиì к øаãу 1.

Шаг 4. Есëи  ≠ ∞, то поëу÷ено оптиìаëüное
реøение заäа÷и, и аëãоритì заверøает работу. Ес-

ëи  ≠ ∞, то äопустиìых реøений заäа÷и не су-
ществует, и с соответствуþщиì сообщениеì аëãо-
ритì заверøает работу.
Отìетиì, ÷то в практи÷еских рас÷етах реøения

заäа÷и по критерияì ìиниìизаöии вреìени вы-
поëнения расписания работ (äëя сокращения ÷ис-
ëа вариантов на первоì этапе реøения заäа÷и) ìо-
ãут бытü заäаны вспоìоãатеëüные äопоëнитеëüные

оãрани÷ения на вреìена работы ТС T [ ] ≤ Hm,
m = 1, ..., M. Это сократит также объеì вы÷исëе-
ний в аëãоритìе 2.
Вычислительные эксперименты. Реøаëисü заäа-

÷и с ÷исëоì выпоëняеìых заäаний 7—15 и ÷исëоì
ТС не боëее ÷етырех. Чисëо пунктов приеìа и äо-
ставки ãрузов не превыøаëо 30. Вреìя реøения
всех заäа÷ на персонаëüноì коìпüþтере с проöес-
сороì Core i-5 Intel® Core™ i5-4200U ÷етвертой
ìоäификаöии (äо 2,6 ГГö) составëяëо не боëее
2,5 ìин. Наибоëüøее ÷исëо анаëизируеìых вари-
антов и соответственно наибоëüøий объеì вы÷ис-
ëений набëþäаëисü в заäа÷ах без оãрани÷ений с
небоëüøиìи отëи÷ияìи во вреìенах и стоиìости
перевозки ãрузов из оäноãо пункта в äруãой. На-
ëи÷ие жесткой систеìы оãрани÷ений и боëüøие
разбросы во вреìенах и стоиìости äоставки ãру-
зов позвоëяþт уже на первых итераöиях аëãоритìа
искëþ÷итü ìарøруты, не соäержащие äопустиìых
и оптиìаëüных пëанов, и существенно сократитü
÷исëо анаëизируеìых ìарøрутов. В заäа÷ах боëü-
øой разìерности при несущественных оãрани÷е-
ниях на сроки äоставки ãрузов и небоëüøих от-

ëи÷иях в зна÷ениях эëеìентов ìатриö Cm = || ||

и T m = || ||, m = 1, ..., M, ìоãут бытü приìенены

прибëиженные ìетоäы реøения заäа÷и, испоëü-
зуþщие в аëãоритìах ìетоäа ветвей и ãраниö
оäностороннþþ схеìу ветвëения äо поëу÷ения
«рекорäа» иëи в ìетоäах äинаìи÷ескоãо проãраì-
ìирования прибëиженные правиëа отсева непер-
спективных проäоëжений. Кроìе тоãо, в ìетоäах
äинаìи÷ескоãо проãраììирования испоëüзуþтся
оöенки. Проäоëжаþтся ÷асти÷ные ìарøруты с на-

иëу÷øиìи оöенкаìи и некоторые расписания не
äовоäятся äо конöа, есëи поëу÷ены реøения со
зна÷ениеì критерия эффективности, ëу÷øиì, ÷еì
эти оöенки.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Проиëëþстрируеì работу аëãоритìа реøения заäа÷ 1
и 2 на приìере. Матриöа вреìен переезäа ìежäу пунк-
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Таблица 1
Ìàòðèöà âðåìåí ïåðååçäà ìåæäó ïóíêòàìè

№

Вреìена проезäа ìежäу пунктаìи
приеìа и äоставки ãрузов

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0 ∞ 10 20 18 30 15 27 35 22 8 17 40 25
1 10 ∞ 14 18 25 36 10 41 24 32 16 20 40
2 20 14 ∞ 36 15 24 23 40 27 16 19 32 21
3 18 18 36 ∞ 20 17 26 8 19 22 25 13 26
4 30 25 15 20 ∞ 18 26 25 11 17 28 30 24
5 15 36 24 17 18 ∞ 9 16 28 15 41 23 10
6 27 10 23 26 26 9 ∞ 15 18 30 12 14 25
7 35 41 40 8 25 16 15 ∞ 36 15 28 12 18
8 22 24 27 19 11 28 18 36 ∞ 25 16 29 32
9 8 32 16 22 17 15 30 15 25 ∞ 14 28 31
10 17 16 19 25 28 41 12 28 16 14 ∞ 9 17
11 40 20 32 13 30 23 14 12 29 28 9 ∞ 25
12 25 40 21 26 14 10 25 18 32 31 17 17 ∞

Таблица 2
Çàäàíèÿ ïî äîñòàâêå ãðóçîâ

Параìетры

Ноìера и соäержание
выпоëняеìых заäаний

1 2 3 4 5 6

Пункты приеìа ãруза 1 2 4 7 8 12
Пункты äоставки ãруза 11 6 10 3 5 9

Вреìя поãрузки и разãрузки 5 3 6 7 2 4

Грани÷ные сроки выпоëнения 
заäаний

85 230 185 320 280 130

τk

Таблица 3
Ìàòðèöà âðåìåí ìåæäó âûïîëíåíèåì äâóõ ñòîÿùèõ

â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äðóã çà äðóãîì çàäàíèé

№

Необхоäиìые затраты вреìени 
ìежäу выпоëнениеì äвух ряäоì 

стоящих заäаний
Нуëевые 
зна÷ения 
строк

0 1 2 3 4 5 6

0 ∞ 10 20 30 35 22 25 10
1 65 ∞ 57 55 37 54 50 37
2 52 36 ∞ 52 41 44 51 36
3 51 50 53 ∞ 62 50 51 50
4 37 33 51 35 ∞ 34 41 33
5 45 66 54 48 46 ∞ 40 40
6 43 67 51 52 50 60 ∞ 43

Нуëевые 
зна÷ения

— — 3 2 — — — 254
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таìи äорожной сети преäставëена в табë. 1. Параìетры
øести заäаний по äоставке ãрузов привеäены в табë. 2.

Наприìер, рас÷ет эëеìента ìатриöы Q = |qk, p|,
k, p = 1, 2, ..., 6, необхоäиìоãо вреìени ìежäу выпоë-
нениеì äвух ряäоì стоящих в посëеäоватеëüности заäа-
ний qk, p = q3,1 опреäеëяется выражениеì q31 =  + t4,10 +

+ t10,1 = 6 + 28 + 16 = 50; q4,6 =  + t7,3 + t3,12 = 7 + 8 +
+ 26 = 41. Расс÷итанные эëеìенты свеäены в табë. 3.
Привеäенная ìатриöа D = |dkl | преäставëена в табë. 4.

Проöесс реøения приìера в усëовиях отсутствия оã-
рани÷ений на сроки выпоëнения заäаний ìетоäоì вет-
вей и ãраниö привеäен на рис. 1.
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Рис. 1. Дерево решений задачи при отсутствии ограничений

Рис. 2. Дерево решений задачи при наличии ограничений

τ3

τ4

Таблица 4
Ïðèâåäåííàÿ ìàòðèöà D = |dkl|

№

Привеäенная ìатриöа вреìен проезäа
ìежäу параìи пунктов выпоëняеìых заäаний

0 1 2 3 4 5 6

0 ∞ 0 7 18 25 12 15
1 28 ∞ 17 16 0 17 15
2 16 0 ∞ 14 5 8 15
3 1 0 0 ∞ 12 0 1
4 0 0 15 0 ∞ 1 8
5 5 26 11 6 6 ∞ 0
6 0 24 5 7 7 17 ∞
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Оптиìаëüная посëеäоватеëüностü выпоëнения заäа-

ний  = {0, 1, 4, 3, 2, 5, 6, 0}, а посëеäоватеëüностü пунк-

тов сети при выпоëнении этоãо расписания  = {0, 1, 11,
2, 6, 4, 10, 7, 3, 8, 5, 12, 9, 0}. Вреìя выпоëнения распи-
сания — 262.

Учет ограничений на сроки выполнения заданий. Пары
пунктов приеìа и äоставки ãрузов кажäоãо заäания оп-
реäеëены в первой и второй строках, вреìя, необхоäи-
ìое äëя заãрузки и выãрузки ãруза l-ãо заäания, — в тре-
тüей строке, а ãрани÷ные сроки вреìен заверøения вы-
поëнения заäаний привеäены в посëеäней строке табë. 2.
Необхоäиìо найти äопустиìое расписание выпоëнения
работ, ìиниìизируþщее вреìя выпоëнения расписания.

Проöесс реøения приìера ìетоäоì äинаìи÷ескоãо
проãраììирования с поìощüþ аëãоритìа 1 привеäен на
рис. 2.

Внутри эëëипсов показаны ÷астные ìарøруты äви-
жения ТС. Цифры, стоящие ряäоì с верøиной äерева,
показываþт äëину соответствуþщеãо ÷асти÷ноãо пëана.
На рис. 2 выäеëена ветвü äерева, соответствуþщая оп-
тиìаëüноìу реøениþ.

Оптиìаëüная посëеäоватеëüностü выпоëнения заäа-

ний  = {0, 1, 6, 3, 2, 4, 5, 0}, а посëеäоватеëüностü пун-

ктов сети при выпоëнении этоãо расписания  = {0, 1,
11, 12, 9, 4, 10, 2, 6, 7, 3, 8, 5, 0}. Вреìя выпоëнения рас-
писания 285.
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