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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

В первой ÷асти работы [1] быëа привеäена пос-
тановка заäа÷и, преäëожены и обоснованы рас÷ет-
ные форìуëы äëя вы÷исëения нижней ãраниöы
суììарной äëины расписания и разработаны то÷-
ные и прибëиженные аëãоритìы реøения заäа÷и
на основе ìетоäа «ветвей и ãраниö». Вторая ÷астü
посвящена развитиþ прибëиженных ìетоäов ре-
øения заäа÷и в траäиöионной постановке (без
у÷ета оãрани÷ений на äопустиìые сроки выпоëне-
ния заäаний и ресурсы работы рабо÷их станöий) в
усëовиях боëüøой разìерности.

Еще в 1964 ã. Джонсоноì [2, 3] быëо äоказано,
÷то äëя ÷исëа рабо÷их станöий m = 2 ìожет бытü
поëу÷ено то÷ное реøение и простое реøаþщее
правиëо сфорìуëированной заäа÷и, закëþ÷аþще-
еся в сëеäуþщеì. Все ìножество заäаний I = {1, 2,
..., i, ..., n} ìожет бытü разбито на äва поäìножес-
тва I

1
 = {i : t(i, 1) m t(i, 2)} и I

2
 = {i : t(i, 1) > t(i, 2)},

ãäе t(i, 1)и t(i, 2) — соответственно äëитеëüности
первой и второй операöий (работ) i-ãо зäания. Ес-
ëи все заäания поäìножества I

1
 распоëожены в

поряäке возрастания, а поäìножества I
2
 в поряäке

убывания äëитеëüностей операöий, то в оптиìаëü-

ной посëеäоватеëüности выпоëнения заäаний вна-
÷аëе сëеäует упоряäо÷енное поäìножество заäа-
ний I

1
, а затеì — упоряäо÷енное поäìножество I

2
.

Есëи ÷исëо рабо÷их станöий боëüøе äвух, то
сфорìуëированное Джонсоноì [2, 3] и описанное
в первой ÷асти настоящей работы простое реøаþ-
щее правиëо уже не справеäëиво, оäнако оно ìо-
жет бытü испоëüзовано äëя построения разëи÷ных
эвристик при конструировании разëи÷ных аëãо-
ритìов поëу÷ения прибëиженных реøений.

На основе боëüøоãо вы÷исëитеëüноãо опыта
успеøноãо реøения ìноãих прикëаäных и тесто-
вых заäа÷ (сì., наприìер, работы [4—6]) ìоãут
бытü сфорìуëированы некоторые эвристи÷еские
принöипы построения эффективных посëеäова-
теëüностей выпоëнения заäаний, в которых в пер-
вуþ о÷ереäü äоëжны выпоëнятüся заäания, у ко-
торых:

— «узкое ìесто» (операöия с ìаксиìаëüной
проäоëжитеëüностüþ) распоëожена äаëüøе всех от
первой станöии;

— первая операöия иìеет саìуþ короткуþ про-
äоëжитеëüностü (преäпо÷тение первой операöии);

— суììарное вреìя всех операöий, искëþ÷ая
первуþ, наибоëее äëинное (преäпо÷тение остав-
øейся äëинной операöии).

Разработан коìпëексный аëãоритì реøения flow-shop problem, испоëüзуþщий основан-

ные на разëи÷ных ãипотезах эвристики и правиëа преäпо÷тения. Преäëожены правиëа

построения посëеäоватеëüностей выпоëнения заäаний, позвоëяþщие анаëизироватü раз-

ëи÷ные обëасти притяжения ëокаëüных ìиниìуìов. Показано, ÷то эффективностü пост-

роенных расписаний повыøается бëаãоäаря преäëоженноìу в работе аëãоритìу ëокаëüной

вариаöии. Дано сравнение с ранее поëу÷енныìи реøенияìи, привеäен ÷исëовой приìер.

Ключевые слова: оптиìаëüное расписание, посëеäоватеëüностü выпоëнения заäаний, эвристики,
ëокаëüные вариаöии.
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Сфорìуëированные эвристи÷еские поëожения
ëежат в основе ìноãих эвристи÷еских, статисти-
÷еских и ãенети÷еских аëãоритìов реøения äан-
ноãо кëасса заäа÷ в усëовиях боëüøой разìерно-
сти. Эффективные форìуëы вы÷исëения нижних
ãраниö оптиìаëüноãо реøения, привеäенные в
первой ÷асти работы, позвоëяþт эффективно ос-
танавëиватü проöесс реøения при поëу÷ении пос-
ëеäоватеëüности выпоëнения заäаний с суììар-
ной äëитеëüностüþ, уäовëетворяþщей поставëен-
ныì требованияì то÷ности.

Мноãо÷исëенные эвристи÷еские ìетоäы и пра-
виëа преäпо÷тения [2, 4—16], ãенети÷еские аëãо-
ритìы (сì., наприìер, работы [10, 17—19]) поз-
воëяþт за÷астуþ найти реøение, принаäëежащее
обëасти ãëобаëüноãо иëи эффективноãо ëокаëüно-
ãо ìиниìуìа. Оäнако никакая из преäëоженных
эвристик не ãарантирует попаäание в обëастü ãëо-
баëüноãо ìиниìуìа. В резуëüтате ëокаëüноãо
уëу÷øения посëеäоватеëüности выпоëнения заäа-
ний ìожно в ряäе сëу÷аев повыситü эффектив-
ностü и сократитü äëину построенноãо расписа-
ния. Преäëаãаеìые в ëитературе правиëа ëокаëü-
ноãо уëу÷øения посëеäоватеëüности выпоëнения
заäаний путеì обìена ìестаìи äвух инäексов [2, 7,
8, 10, 17] носят ëибо ëокаëüный, ëибо статисти-
÷еский характер и потоìу не ìоãут бытü интерпре-
тированы как ìетоäы ëокаëüноãо спуска в обëастü
ãëобаëüноãо ìиниìуìа. С этой то÷ки зрения преä-
ставëяет интерес созäание ãибриäных ìетоäов, ко-
торые на основе хороøих эвристик позвоëяþт по-
пастü в зону ãëобаëüноãо ìиниìуìа, ãäе ìетоäаìи
ëокаëüных перестановок ìестаìи заäаний осуще-
ствëяется спуск в то÷ку ëокаëüноãо ìиниìуìа
этой обëасти. Приниìая во вниìание поëиноìи-
аëüнуþ сëожностü и сравнитеëüно небоëüøой объ-
еì вы÷исëений кажäоãо из эвристи÷еских аëãо-
ритìов, преäставëяет интерес в такоì коìпëексноì
аëãоритìе испоëüзоватü сразу нескоëüко наибоëее
эффективных по резуëüтатаì вы÷исëитеëüных эк-
спериìентов [9, 10, 17] эвристик.

В работе преäëожены некоторые ãибриäные аë-
ãоритìы и прибëиженные ìетоäы реøения заäа÷
боëüøой разìерности, испоëüзуþщие разëи÷ные
известные ранее эвристики и правиëа преäпо÷те-
ния, а также ëокаëüные уëу÷øения построенных
на основе эвристик посëеäоватеëüностей. Как по-
казаëи вы÷исëитеëüные экспериìенты, в ряäе
сëу÷аев преäëаãаеìые ìетоäы позвоëяþт повы-
ситü эффективностü поëу÷аеìых известныìи аë-
ãоритìаìи прибëиженных реøений при незна÷и-
теëüноì объёìе вы÷исëений.

Преäëоженные и иссëеäованные в работе ìоäи-
фикаöии ìетоäа ëокаëüной вариаöии построенноãо
äопустиìоãо реøения в ряäе сëу÷аев позвоëяþт

уëу÷øитü построеннуþ äопустиìуþ посëеäоватеëü-
ностü выпоëнения заäаний и ìоãут найти приìене-
ние в разëи÷ных эвристи÷еских, статисти÷еских и
ãенети÷еских аëãоритìах реøения заäа÷и.

В первой ÷асти работы быëа ввеäена систеìа
обозна÷ений, привеäены постановка и ìатеìати-
÷еская форìуëировка заäа÷и, а также форìуëüные
выражения äëя оöенки нижней ãраниöы äëины
строящеãося расписания. В äаëüнейøеì изëоже-
нии испоëüзуþтся ввеäенные ранее обозна÷ения,
установëенные свойства и форìуëы.

Нуìераöия форìуë второй ÷асти работы про-
äоëжает нуìераöиþ форìуë первой ÷асти.

1. ËÎÊÀËÜÍÛÅ ÏÐÈÎÐÈÒÅÒÍÛÅ ÏÐÀÂÈËÀ
ÄËß ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÅÉ ÂÛÏÎËÍÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ

Даëее иссëеäуþтся ëокаëüные свойства посëе-
äоватеëüностей выпоëнения заäаний, позвоëяþ-
щие осуществитü обìен ìестаìи äвух ряäоì стоя-
щих заäаний, ãарантируя выпоëнение систеìы оã-
рани÷ений и обеспе÷ение зна÷ения критерия
оптиìаëüности не хуже, ÷еì в исхоäной посëеäо-
ватеëüности.

Рассìотриì некоторый ÷асти÷ный пëан P s, в
котороì опреäеëена поäпосëеäоватеëüностü вы-

поëнения заäаний  = { , , ..., , , ..., }

и расс÷итаны зна÷ения θs(i, k) и σs(i, k) всех

операöий (l, k) поäпосëеäоватеëüности . Рас-
сìотриì некоторуþ äруãуþ поäпосëеäоватеëü-

ностü, в которой заäания  и  поìеняны ìес-

таìи. Обозна÷иì соответственно θs(i, k| , ),

σ
s(i, k | , ) и θs(i, k| , ), σs(i, k| , )

вреìена на÷аëа и окон÷ания выпоëнения всех
операöий äëя этих äвух поäпосëеäоватеëüностей

( , ) и ( , ).

Утверждение 1. Если для пары заданий  и 

некоторой подпоследовательности  выполняется

равенство σ
s( , m) = σs( , m) + t( , m), то об-

мен местами этих заданий в подпоследовательности

 не может привести к сокращению суммарного
времени выполнения всех задний (локальному мини-
муму), и потому в смысле локальных вариаций рас-
сматривается как нецелесообразный. ♦

Утвержäение 1 позвоëяет выäеëитü в посëеäо-
ватеëüности тоëüко те пары заäаний, äëя которых

σ
s( , m) > σs( , m) + t( , m), (26)
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и обìен ìестаìи которых в äанной перестановке
ìожет оказатüся öеëесообразныì.

Сëеäуþщие äаëее утвержäения позвоëяþт про-
веритü ëокаëüнуþ эффективностü такой «перспек-
тивной» перестановки, за÷астуþ не произвоäя рас-
÷ета вреìен заверøения выпоëнения всех заäа-
ний, стоящих за этой парой в посëеäоватеëüности.

Утверждение 2 (правило абсолютного предпоч-
тения). Если справедлива система неравенств

σ
s( , k |l, l – 1) m σs( , k|l – 1, l),

k = 1, ..., m, (27)

то поäпосëеäоватеëüностü ( , ) иìеет абсо-

ëþтное преäпо÷тение переä поäпосëеäоватеëüнос-

тüþ ( , ). Есëи поäпосëеäоватеëüностü 

соäержит äопустиìые расписания выпоëнения за-
äаний, то перестановка в ней ìестаìи äвух ряäоì

стоящих заäаний  и  не привоäит к искëþ-

÷ениþ äопустиìых иëи боëее перспективных и оп-
тиìаëüных расписаний. ♦

Есëи äëя рассìатриваеìых поäпосëеäоватеëü-
ностей справеäëиво неравенство

σ
s( , m|l, l – 1) > σs( , m|l – 1, l), (28)

то перестановка ìестаìи этих äвух инäексов ìо-
жет привести к увеëи÷ениþ äëины расписания иëи
наруøениþ систеìы оãрани÷ений.

Правила относительного предпочтения. Обозна-
÷иì K — ìножество всех рабо÷их станöий, а K

1
 —

некоторое еãо поäìножество. Есëи äëя поäпосëе-

äоватеëüностей ( , ) и ( , ) справеä-

ëива систеìа неравенств

σ
s( , m|l, l – 1) m σs( , m|l – 1, l),

σ
s( , k |l, l – 1) m σs( , k|l – 1, l),

k ∈ K
1
; (29)

σ
s( , k |l, l – 1) > σs( , k|l – 1, l),

k ∈ K/K
1
, k ≠ m; (30)

θ
s( , k|l, l – 1) + t(i, k) m H

k
,

k = 1, ..., m, (31)

то поäпосëеäоватеëüностü ( , ) иìеет отно-

ситеëüное преäпо÷тение переä поäпосëеäоватеëü-

ностüþ ( , ) ( , ).

В сëу÷ае относитеëüноãо преäпо÷тения пере-
становка äвух ряäоì стоящих инäексов ìожет

привести к наруøениþ оãрани÷ений на заверøе-
ние выпоëнения отäеëüных заäаний и на вреìена
работы ìаøин, а также к увеëи÷ениþ äëины рас-
писания выпоëнения всеãо коìпëекса работ. По-
этоìу äëя окон÷атеëüных вывоäов о öеëесообраз-
ности перестановки ìестаìи этих äвух инäексов
необхоäиìо расс÷итатü сроки заверøения и сëеäу-
þщих заäаний, стоявøих в исхоäной поäпосëеäо-

ватеëüности  посëе заäания .

Утверждение 3. Если для некоторого задания j,

стоявшего в подпоследовательности  после зада-

ния , справедливы правила абсолютного предпоч-

тения в виде

σ
s( j, k|l, l – 1) m σs( j, k|l – 1, l),

k = 1, ..., m, (32)

то обмен местами индексов  и  не приведет к

нарушению системы ограничений на времена работы
рабочих систем или к увеличению длины расписания.

Если для какого-либо задания j, стоящего в под-

последовательности  после задания , условия

(31) не выполняются для последней операции задания

(для k = m), то обмен местами индексов  и  не-

целесообразен. ♦
Так как перес÷ет сроков заверøения выпоëне-

ния всех операöий заäаний, стоящих в поäпосëе-

äоватеëüности  посëе заäания , связан с опре-

äеëенныì объеìоì вы÷исëений, äëя практи÷еских
приëожений рекоìенäуется анаëизироватü не бо-

ëее 2—3 сëеäуþщих за заäаниеì  заäаний.

2. ÀËÃÎÐÈÒÌ ËÎÊÀËÜÍÎÉ ÂÀÐÈÀÖÈÈ 
ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÂÛÏÎËÍÅÍÈß ÇÀÄÀÍÈÉ 

(LV-ÀËÃÎÐÈÒÌ)

Пустü построена некоторая äопустиìая посëе-
äоватеëüностü выпоëнения всеãо ìножества заäа-

ний  = {i
1
, i

2
, ..., i

n
}. Рассìотриì, как на основе

ëокаëüных перестановок ìестаìи äвух ряäоì сто-
ящих в посëеäоватеëüности инäексов сократитü
äëину расписания выпоëнения всеãо коìпëекса ра-
бот. Опреäеëиì сëеäуþщие параìетры аëãоритìа:

— параìетр ρ опреäеëяет ÷исëо стоящих в пос-
ëеäоватеëüности посëе рассìатриваеìой пары за-
äаний, которые анаëизируþтся в соответствии с
правиëаìи абсоëþтноãо и относитеëüноãо преä-
по÷тений;

— параìетр β опреäеëяет стратеãиþ ëокаëüноãо
поиска: при β = 0 обìен ìестоì распоëожения в
посëеäоватеëüности пары инäексов произвоäится
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äо тех пор, пока он потенöиаëüно ìожет привести
к сокращениþ äëины расписания; при β = 1 пере-
становка ìестаìи äвух ряäоì стоящих в посëеäо-
ватеëüности заäаний происхоäит äо тех пор, пока
проöесс обìена не äостиãнет äвух стоящих пос-

ëеäниìи в посëеäоватеëüности  инäексов (оäно-

разовый просìотр посëеäоватеëüности );

— с÷ет÷ики N1, N2 и N3, опреäеëяþщие öеëе-
сообразностü проäоëжения отäеëüных øаãов аëãо-
ритìа.

LV-аëãоритì состоит из сëеäуþщих øаãов.

Шаг 0 (предварительный). Устанавëивается
N1 = N2 = 0, N3 = n – 1, перехоä к øаãу 1.

Шаг 1. Есëи N1 = N3 и N2 = 0, то перехоä к
øаãу 4. Есëи N1 = N3 и N2 > 0, то при β = 0 по-
ëаãается N1 = 0, N2 = 0 и перехоä к øаãу 2, а при
β = 1 — аëãоритì закан÷ивает работу. Есëи N1 <
< N3, то перехоä к øаãу 2.

Шаг 2. Есëи äëя пары инäексов  = N1 и =

= N1 + 1 выпоëняþтся усëовия (26), то проверя-
þтся äëя них усëовия абсоëþтноãо преäпо÷тения
(32). В сëу÷ае их выпоëнения произвоäится обìен
ìестаìи этих заäаний в посëеäоватеëüности, в
с÷ет÷ики N1 и N2 äобавëяется 1 и перехоä к øаãу
4. Есëи усëовия (26) не выпоëняþтся, ëибо при
выпоëнении усëовия (26) справеäëиво неравенс-
тво (28), N1 увеëи÷ивается на еäиниöу и перехоä к
øаãу 1. При выпоëнении усëовия (26) совìестно с
правиëаìи относитеëüноãо преäпо÷тения
(29)—(31) N1 увеëи÷ивается на еäиниöу и перехоä
к øаãу 3.

Шаг 3. Опреäеëяеì ÷исëо анаëизируеìых заäа-
ний, стоявøих в посëеäоватеëüности посëе заäа-

ния , сроки заверøения которых äоëжны бытü

расс÷итаны äëя опреäеëения ëокаëüной переста-
новки этих äвух инäексов: ρ1 = min(ρ, R – N1 – 1).

Дëя заäаний j = , p = l + 1, ..., l + ρ1, поäпосëе-

äоватеëüности Js( ,  – 1) вы÷исëяþтся сроки за-

верøения всех операöий σs( j, k |l, l – 1), k = 1, ..., m,
и проверяется выпоëнение усëовий (27) и (28).
Есëи äëя какоãо-ëибо j выпоëняþтся неравенства
(27), то зна÷ение с÷ет÷ика N2 увеëи÷ивается на 1
и перехоä к øаãу 1. Есëи усëовия (28) выпоëняþт-
ся, ëибо ни äëя оäноãо из этих ρ1 заäаний ни оäна
из систеì неравенств (27) иëи (28) не выпоëняет-
ся, то перехоä к øаãу 1.

Шаг 4. Дëя всех заäаний j = , p = l + 1, ...,

l + R, новой поäпосëеäоватеëüности J
s( , )

перес÷итываþтся вреìена заверøения операöий
на кажäой ìаøине. Перехоä к øаãу 1.

3. ÃÈÁÐÈÄÍÛÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ È ÝÂÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ 
ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß FLOW-SHOP PROBLEM

Преäëоженные Джонсоноì [3] простые прави-
ëа преäпо÷тения äëя поëу÷ения то÷ноãо реøения
в сëу÷ае äвух ìаøин наøëи øирокое приìенение
при построении разëи÷ных эвристи÷еских при-
бëиженных аëãоритìов реøения заäа÷и в сëу÷ае,
коãäа ÷исëо ìаøин m > 2. Даëее на основе преä-
ëоженных ранее отäеëüных эвристик конструиру-
ется некоторый коìпëексный аëãоритì ãенериро-
вания, ëокаëüноãо уëу÷øения и оöенки степени
прибëижения построенных на основе разëи÷ных
эвристик расписаний с посëеäуþщиì отбороì на-
иëу÷øеãо из них. Построенное расписание ìожет
бытü в äаëüнейøеì уëу÷øено описанныì в § 2 аë-
ãоритìоì ëокаëüных вариаöий.

В конструируеìоì аëãоритìе испоëüзуþтся
сëеäуþщие эвристики и правиëа преäпо÷тения.
� Эвристика [6], соãëасно которой все ìаøины

разäеëяþтся на äве ãруппы. Дëя кажäоãо заäа-
ния суììируþтся вреìена обработки на ìаøи-
нах кажäой ãруппы

T
1
(i, r) = t(i, k), T

2
(i, r) = t(i, k),

i = 1, ..., n,  r = 0, ..., m, (33)

и заäа÷а в äаëüнейøеì реøается построениеì
расписания с поìощüþ аëãоритìа Джонсона [3]
äëя сëу÷ая äвух ìаøин. По резуëüтатаì реøения
таких (m – 1) пробëеì выбирается наиëу÷øее
реøение. Сëожностü такоãо аëãоритìа равна

O(nm
2 + mnlogn) [6].

� Преäëоженные в работе [7] выражения в виäе

T
1
(i) = (m – k + 1)t(i, k),

T
2
(i) = kt(i, k) (34)

с äаëüнейøиì оäноразовыì приìенениеì аëãо-
ритìа Джонсона.
� Построение приоритетных правиë с присвое-

ниеì кажäоìу заäаниþ некотороãо ранãа в со-
ответствии с аëãоритìоì [20] (engl-slope index),
вы÷исëяеìоãо по форìуëе

V(i) = (2k – m – 1)t(i, k) =

= 2 kt(i, k) – (m – 1) t(i, k), (35)

L˜

L˜

il 1–
s

il
s

il
s

ip
s

il
s

il
s

ip
s

il
s

il 1–
s

k 1=

r

∑
k r 1+=

m

∑

k 1=

m

∑

k 1=

m

∑

k 1=

m

∑

k 1=

m

∑
k 1=

m

∑

pb0410.fm  Page 15  Tuesday, July 27, 2010  12:31 PM



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

16 CONTROL SCIENCES ¹ 4 • 2010

затеì заäания распоëаãаþтся в посëеäоватеëü-
ности в соответствии с ìонотонно убываþщиì
ранãоì.

Заìетиì, ÷то наряäу с приìеняеìыìи ìожно
воспоëüзоватüся и äруãиìи правиëаìи ранжирова-
ния заäаний, преäëоженных в работах [4, 5] и äр.

Аëãоритì [11] со сëожностüþ O(mn
3) вытекает из

выражения (33) при r = 0, коãäа все заäания упо-
ряäо÷иваþтся в соответствии с убываниеì зна÷е-
ний T

2
(i, 0).

Отëи÷итеëüные особенности преäëаãаеìоãо аë-
ãоритìа:

— возìожностü анаëиза эффективности поëу-
÷енноãо реøения на основе вы÷исëенной по фор-
ìуëе (1) иëи (12) оöенки (сì. первуþ ÷астü [1] ра-
боты);

— проöеäура ëокаëüноãо уëу÷øения кажäоãо
построенноãо на основе разëи÷ных эвристик рас-
писания с поìощüþ LV-аëãоритìа.

Существенные преиìущества описанноãо в § 2
LV-аëãоритìа относитеëüно известных в ëитерату-
ре (сì., наприìер, [2, 7, 8, 10, 17]) ìетоäов ëокаëü-
ной вариаöии построенных посëеäоватеëüностей
(перестановок) закëþ÷аþтся в:

— öеëенаправëенности выбора ряäоì стоящей
пары инäексов äëя обìена;

— испоëüзовании реøаþщих правиë äëя оöен-
ки возìожности ëокаëüноãо уëу÷øения расписа-
ния, ÷то требует существенно ìенüøеãо объеìа
вы÷исëений;

— äостижении ëокаëüноãо ìиниìуìа äëя рас-
сìатриваеìой посëеäоватеëüности.

Дëина кажäоãо вновü построенноãо и ëокаëüно
уëу÷øенноãо расписания сравнивается с оöенкой
нижней ãраниöы оптиìаëüноãо реøения, вы÷ис-
ëенной в соответствии с выражениеì (1), и ëу÷øиì
реøениеì, поëу÷енныì по резуëüтатаì провеäен-
ных вы÷исëений. При äостижении требуеìой то÷-
ности поëу÷енноãо резуëüтата проöесс реøения
заверøается.

Рассìатриваеìая заäа÷а ìноãоэкстреìаëüная.
Какая-то из испоëüзуеìых и построенных из раз-
ëи÷ных соображений эвристик äоëжна обеспе÷итü
попаäание в некоторуþ обëастü ëокаëüноãо иëи
ãëобаëüноãо ìиниìуìа со зна÷ениеì критерия оп-
тиìаëüности, бëизкиì к äëине оптиìаëüноãо рас-
писания. Даëüнейøий спуск в то÷ку ëокаëüноãо
ìиниìуìа этой обëасти ìетоäоì ëокаëüных вари-
аöий в ряäе сëу÷аев äоëжен повыситü эффектив-
ностü поëу÷енноãо эвристи÷ескиìи аëãоритìаìи
реøения.

3.1. Àëãîðèòì Â

Аëãоритì прибëиженноãо реøения заäа÷и со-
стоит из сëеäуþщих øаãов.

Шаг 0 (предварительный). Поëаãается E = ∞,
r = 0. Устанавëивается требуеìая то÷ностü реøе-
ния заäа÷и ε l 1 (в ÷астности, есëи ε = 1, ставится
требование поëу÷ение то÷ноãо реøения). Ввоäит-
ся некоторый параìетр аëãоритìа Z, опреäеëяþ-
щий ëоãи÷ескуþ посëеäоватеëüностü выпоëнения
øаãов. Поëаãается Z = 0. Расс÷итывается нижняя
ãраниöа äëины оптиìаëüноãо расписания по фор-
ìуëе (1), по зна÷ениþ которой опреäеëяется F

min
,

перехоä к øаãу 1.
Шаг 1. Расс÷итываþтся ìоäифиöированные

вреìена выпоëнения кажäоãо из заäаний T
1
(i) и

T
2
(i), i = 1, ..., n, в соответствии с форìуëой (34).

Перехоä к øаãу 2.
Шаг 2. Строится посëеäоватеëüностü выпоëне-

ния заäаний на основе аëãоритìа Джонсона. По-
ëаãается F — äëина построенноãо расписания. Пе-
рехоä к øаãу 3.

Шаг 3. Есëи F < E, то поëаãается E = F и запо-
ìинается построенная посëеäоватеëüностü как на-
иëу÷øее из поëу÷енных к äанноìу ìоìенту реøе-
ний. Есëи E m εE

min
, то поëу÷ено реøение заäа÷и,

и аëãоритì заверøает работу. В противноì сëу÷ае,
есëи Z = 0, перехоä к øаãу 4, поëожив Z = 1. Есëи
Z ≠ 0, перехоä к øаãу (Z + 4).

Шаг 4. Выпоëняется LV-аëãоритì ëокаëüной
вариаöии посëеäоватеëüности выпоëнения заäа-
ний. Перехоä к øаãу 3.

Шаг 5. Рас÷ет ранãов выпоëнения заäаний в со-
ответствии с форìуëой (35), строится посëеäова-
теëüностü выпоëнения заäаний в соответствии с
ìонотонно убываþщиì ранãоì. Поëаãается F —
äëина построенноãо расписания. Перехоä к øаãу 3,
поëожив Z = 2.

Шаг 6. Есëи r m m, расс÷итываþтся ìоäифиöи-
рованные вреìена выпоëнения кажäоãо из заäа-
ний T

1
(i) и T

2
(i), i = 1, ..., n, в соответствии с фор-

ìуëой (33). Перехоä к øаãу 2, поëожив r = r + 1. Ес-
ëи r > m, то аëãоритì закан÷ивает работу.
Запоìненная в паìяти посëеäоватеëüностü выпоë-
нения заäаний с äëиной расписания равной E яв-
ëяется реøениеì заäа÷и. ♦

Разработано проãраììное обеспе÷ение, позво-
ëяþщее реøатü практи÷еские заäа÷и разìернос-
тüþ äо нескоëüких äесятков и äаже сотен заäаний
и вывоäитü резуëüтаты реøения как в форìе таб-
ëиö, так и в ãрафи÷еской форìе — в виäе äиаãраìì
Ганта.

Мноãо÷исëенные вы÷исëитеëüные экспериìен-
ты показаëи эффективностü преäëаãаеìых аëãо-
ритìов. Реøения с äëиной расписания, не превы-
øаþщей 1—3 % вы÷исëенной по форìуëаì (1)
нижней ãраниöы, быëи поëу÷ены за поëиноìиаëü-
ное вреìя. Кроìе тоãо, в проöессе реøения ÷асто
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уäается построитü нескоëüко расписаний, уäовëет-
воряþщих требованияì то÷ности, äëина которых
отëи÷ается несущественно. Есëи посëеäоватеëü-
ности выпоëнения заäаний в таких расписаниях
соверøенно разëи÷ны, то наибоëее приеìëеìое из
них ìожет выбиратüся из äруãих произвоäствен-
ных соображений иëи соãëасно äруãоìу критериþ
оптиìаëüности.

4. ÈËËÞÑÒÐÀÒÈÂÍÛÉ ÏÐÈÌÅÐ

Вреìена выпоëнения кажäой из ÷етырех операöий
äëя 10 заäаний преäставëены в табë. 1. Нижняя ãрани-
öа äëины расписания, вы÷исëенная по форìуëе (1) оп-
реäеëяется ìаøиной 4 и равна 289. Реøение приìера,
поëу÷енное с поìощüþ алгоритма В, свеäено в табë. 2.

Расс÷итанные на øаãе 1 алгоритма А в соответст-
вии с эвристикой [7] ìоäифиöированные вреìена вы-

поëнения заäаний преäставëены в стоëбöах 2 и 3 табë. 2.

Посëеäоватеëüностü выпоëнения заäаний, расс÷итан-

ная äëя этих вреìен аëãоритìоì Джонсона [3] с äëи-

ной расписания 304, преäставëена в стоëбöах 4—8. Да-

ëее на øаãе 3 с поìощüþ LV-аëãоритìа быëа осущест-

вëена ëокаëüная вариаöия построенной посëеäоватеëü-

ности. Цеëесообразныì быë ëиøü обìен ìестаìи заäа-

ний 3 и 7, 7 и 2, а также 4 и 2 (сì. усëовия (2)). Как

показаëи правиëа абсоëþтноãо и ëокаëüноãо приорите-

та (3) и (27), (4) и (28), первые äва обìена не привоäят

к боëее эффективноìу резуëüтату. Обìен ìестаìи за-

äаний 4 и 2 привеë к расписаниþ, äëина котороãо рав-

на нижней ãраниöе. Сëеäоватеëüно, это расписание оп-

тиìаëüно, и необхоäиìостü в выпоëнении äаëüнейøих

øаãов отпаäает.

Преäëоженный в работе аëãоритì ëокаëüной вариа-

öии уже посëе выпоëнения еãо первоãо øаãа позвоëиë

существенно (на 15 вреìенных интерваëов) повыситü

эффективностü построенноãо на основе эвристи÷ес-

ких правиë расписания.

Отìетиì, ÷то построенная в соответствии с прави-

ëаìи преäпо÷тения (10) [20] посëеäоватеëüностü вы-

поëнения заäаний Π = {10, 1, 9, 6, 8, 7, 3, 2, 4, 5} с

äëиной расписания F = 315, которая, буäу÷и уëу÷-

øена аëãоритìаìи ëокаëüной вариаöии, иìеет виä

Π = {10, 1, 9, 6, 8, 3, 7, 4, 2, 5} при F = 300, привоäит

в соверøенно äруãуþ обëастü ëокаëüноãо ìиниìуìа.

В äруãие обëасти ëокаëüноãо ìиниìуìа привоäит пос-

троение ìоäифиöированных вреìен в соответствии с

эвристикаìи [6, 11] и äр. (сì. форìуëы (9)) и посëеäу-

þщиìи øаãаìи 6 алгоритма В. Наприìер, Π = {6, 2, 7,

1, 10, 8, 9, 3, 4, 5}и F = 313 при k = 1; Π = {10, 1, 9, 4,

3, 8, 6, 7, 5, 2} и F = 320 при k = 3; Π = {8, 6, 10, 1, 9,

7, 3, 5, 4, 2} и F = 309 при k = 2. Посëеäнее распи-

сание LV-алгоритмом преобразовывается в äруãое оп-

тиìаëüное реøение: Π = {8, 6, 10, 1, 9, 3, 7, 5, 4, 2} и

F = 289.

Таблица 1

Èñõîäíûå äàííûå ïðèìåðà

i k = 1 k = 2 k = 3 k = 4

1 15 18 25 30

2 12 27 30 5

3 25 30 40 18

4 35 5 14 20

5 40 10 5 5

6 10 20 30 10

7 15 35 40 10

8 18 12 30 15

9 20 25 30 25

10 15 18 10 45

Таблица 2

Ýôôåêòèâíîå è îïòèìàëüíîå ðåøåíèÿ ïðèìåðà

i T
1
(i) T

2
(i) Посëеäова-

теëüностü

Вреìена заверøения 
операöий и заäаний Оптиìаëüная по-

сëеäоватеëüностü

Вреìена заверøения 
операöий и заäаний

k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4

1 194 246 6 10 30 60 70 6 10 30 60 70

2 194 176 10 25 48 70 115 10 25 48 70 115

3 288 277 8 43 60 100 130 8 43 60 100 130

4 203 167 1 58 78 125 160 1 58 78 125 160

5 205 95 9 78 103 155 185 9 78 103 155 185

6 170 180 3 103 133 195 213 3 103 133 195 213

7 255 245 7 118 168 235 245 7 118 168 235 245

8 183 192 2 130 195 265 270 4 153 173 249 269

9 240 260 4 165 200 279 299 2 165 200 279 284

10 179 261 5 205 215 284 304 5 205 215 284 289
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Из äвух разëи÷ных оптиìаëüных реøений Π
1
 = {6, 10,

8, 1, 9, 3, 7, 4, 2, 5} и Π
2
 = {8, 6, 10, 1, 9, 3, 7, 5, 4, 2},

разëи÷аþщихся посëеäоватеëüностяìи выпоëнения за-

äаний, ìожет бытü выбрано ëþбое из них, обеспе÷ива-

þщее ëу÷øее зна÷ение какоãо-то äруãоãо критерия эф-

фективности.

Привеäенный ÷исëовой приìер наãëяäно иëëþст-

рирует öеëесообразностü испоëüзования в оäноì аë-

ãоритìе нескоëüких разëи÷ных эвристик с посëеäуþ-

щиì ëокаëüныì уëу÷øениеì кажäоãо из поëу÷енных

реøений.

5. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÕ
ÝÊÏÅÐÈÌÅÍÒÎÂ

Автороì быë провеäен вы÷исëитеëüный экс-
периìент по реøениþ тестовых заäа÷ боëüøой
разìерности. Разìерностü заäа÷ — ÷исëо заäаний m
и ÷исëо ìаøин n — выбираëасü сëу÷айныì обра-
зоì. Во всех рассìотренных приìерах оãрани÷е-
ния на сроки заверøения выпоëнения заäаний и
вреìена работы ìаøин не у÷итываëисü. Вреìена
выпоëнения разëи÷ных операöий в кажäоì из за-
äаний выбираëисü сëу÷айныì образоì в äиапазо-
не t

ik
 ∈ [5, 25]. Кажäый из приìеров быë реøен с

приìенениеì разëи÷ных эвристик, посëе ÷еãо по-
ëу÷енное расписание преобразовываëосü описан-
ныìи аëãоритìаìи ëокаëüной вариаöии (спуск в
соответствуþщуþ обëастü ëокаëüноãо ìиниìуìа).
Резуëüтаты реøения некоторых характерных при-
ìеров свеäены в табë. 3. Жирныì øрифтоì выäе-
ëены поëу÷енные наибоëее эффективные прибëи-
женные реøения, а курсивоì — наиëу÷øее из ре-
øений, поëу÷енных разëи÷ныìи эвристи÷ескиì
аëãоритìаìи.

Привеäенная табëиöа показывает, ÷то эффек-
тивностü кажäой из известных в ëитературе эв-
ристик äëя разëи÷ных заäа÷ разëи÷на, с поìощüþ
кажäой из них ìоãут бытü поëу÷ены отëи÷аþщи-
еся äруã от äруãа реøения, принаäëежащие раз-
ëи÷ныì обëастяì притяжения ëокаëüноãо ìиниìу-
ìа. Метоä ëокаëüной вариаöии позвоëяет за÷астуþ
на 2—6 % повыситü эффективностü поëу÷енноãо
эвристи÷ескиìи аëãоритìаìи реøения. При÷еì в
некоторых сëу÷аях поëу÷енное äаже существенно
ìенее эффективное, ÷еì на основе äруãих эврис-
тик, реøение преäëоженныìи в работе ìетоäаìи
ëокаëüной вариаöии ìожет бытü преобразовано в
саìое эффективное расписание. У÷итывая, ÷то
зна÷ение критерия оптиìаëüности в то÷ноì реøе-
нии заäа÷и, как правиëо, на 2—4 % превосхоäит
зна÷ение нижней ãраниöы, вы÷исëенной на на-
÷аëüноì этапе реøения, поëу÷енные резуëüтаты
вы÷исëитеëüных экспериìентов свиäетеëüствуþт
об эффективности преäëаãаеìых прибëиженных
ìетоäов.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Разработаны ìоäифиöированные аëãоритìы
ëокаëüной вариаöии построенных посëеäоватеëü-
ностей выпоëнения заäаний, ãарантируþщие со-
хранение всех расписаний, соäержащих äопусти-
ìые и оптиìаëüные реøения, и осуществëяþщие
спуск в то÷ку ëокаëüноãо ìиниìуìа. Преäëожен-
ные аëãоритìы требуþт существенно ìенüøеãо
объеìа вы÷исëений по сравнениþ с приìеняеìы-
ìи на практике аëãоритìаìи ëокаëüноãо уëу÷øе-
ния построенных расписаний.

Дëя траäиöионной flow-shop problem (при от-
сутствии оãрани÷ений на сроки выпоëнения заäа-

Таблица 3

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ: ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ýâðèñòèê è ìåòîäà ëîêàëüíûõ âàðèàöèé

№ 
п/п

Разìерностü 
заäа÷и

Откëонения (в проöентах) поëу÷енноãо разëи÷ныìи аëãоритìаìи реøения от нижней ãраниöы 
äëины оптиìаëüноãо расписания (äо и посëе приìенения аëãоритìов ëокаëüной вариаöии)

m n

[6] [7] [20] [11]

äо посëе äо посëе äо посëе äо посëе

1 25 6 7,3 1,88 8,1 3,57 6,4 2,42 9,35 3,26

2 50 7 6,43 4,37 7,12 4,18 7,81 5,23 5,16 3,92

3 70 8 8,56 3,38 8,44 5,66 10,13 4,76 9,64 6,28

4 85 5 7,81 6,43 8,71 5,21 9,05 5,07 10,12 7,32

5 100 7 9,38 6,98 9,67 6,33 11,24 8,43 10,83 7,52

6 110 10 11,19 7,05 12,32 6,89 9,68 7,59 11,82 8,17

7 120 6 9,87 7,28 11,43 8,14 10,77 7,13 9,89 7,93

8 135 5 10,33 9,15 11,01 8,42 10,81 6,98 11,14 7,76
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ний и вреìени работы ìаøин) разработаны коì-
пëексные аëãоритìы реøения, испоëüзуþщие ос-
нованные на разëи÷ных ãипотезах и известные в
ëитературе эвристики и правиëа преäпо÷тения и
позвоëяþщие осуществитü попаäание в разëи÷ные
обëасти притяжения ëокаëüных ìиниìуìов. Эф-
фективностü работы аëãоритìов повыøается бëа-
ãоäаря преäëоженныì в работе ìетоäаì ëокаëüной
вариаöии и сравнения äëины построенных рас-
писаний.

Разработано проãраììное обеспе÷ение, позво-
ëяþщее реøатü практи÷еские заäа÷и разìерно-
стüþ äо нескоëüких сотен заäаний и вывоäитü ре-
зуëüтаты реøения как в форìе табëиö, так и в ãра-
фи÷еской форìе — в виäе äиаãраìì Ганта.
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