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УСЛОВИЕ ОГРАНИЧЕННОСТИ АНИЗОТРОПИЙНОЙ НОРМЫ  

ДЛЯ СТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ С МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫМИ ШУМАМИ
 

А.В. Юрченков  
 

 

Аннотация. Проводится анизотропийный анализ для линейных дискретных стационар-

ных систем с мультипликативными шумами. Используется описание динамики системы в 

пространстве состояний. Внешнее возмущение принадлежит классу последовательностей 

случайных векторов с ограниченным уровнем средней анизотропии. Мультипликативные 

шумы центрированы и имеют единичные дисперсии. Внешнее возмущение и мультипли-

кативные шумы предполагаются взаимно независимыми. Для рассматриваемой системы 

получено условие ограниченности анизотропийной нормы в терминах неравенства типа 

Риккати на основе леммы о вещественной ограниченности в рамках анизотропийной тео-

рии. Показано, что с помощью специального преобразования можно свести задачу анали-

за ограниченности анизотропийной нормы к задаче выпуклой оптимизации с дополни-

тельными ограничениями. Из существования решения задачи выпуклой оптимизации 

будет следовать ограниченность анизотропийной нормы системы с мультипликативными 

шумами, а минимальная верхняя граница анизотропийной нормы может быть получена 

после решения соответствующей задачи выпуклой оптимизации. 
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Подавление влияния внешних возмущений до 

сих пор остается одной из наиболее актуальных 

задач в теории управления [1, 2]. Впервые по-

явившись в середине прошлого века, когда слож-

ность технических систем достигла уровня, при 

котором высокая точность была одним из приори-

тетов, направление, связанное с парированием 

возмущений, сформировало целый раздел в совре-

менной теории управления с множеством прило-

жений для различного вида систем [3–5]. При этом 

в задачах движения по заданной траектории на 

объект управления могут действовать возмущения, 

стохастические характеристики которых суще-

ственно влияют на выбор закона управления. Ва-

рианты решения задачи подавления влияния 

внешних возмущений с ограниченной энергией 

рассмотрены в работах [6, 7]. Этот подход обеспе-

чивает оптимальность синтезированного управле-

ния, но обладает и недостатком: регуляторы имеют 

большую размерность. Особенности технической 

реализации оптимальных законов управления для 

непрерывных систем с ограниченными возмуще-

ниями проанализированы в статье [8]. 

В теории управления решены задачи управле-
ния не только для случая ограниченных возмуще-

ний. В 2 -теории рассмотрены случайные возму-

щения с известными стохастическими характери-

стиками, для  -законов управления выбираются 

квадратично интегрируемые в непрерывном и 
квадратично суммируемые в дискретном случае 
возмущения [9]. Выбор критерия оптимальности 
во многом зависит от вида возмущений, поскольку 


-регуляторы обладают повышенным консерва-

тизмом из-за предположения о том, что вход си-
стемы является «наихудшим», и дают результа-

ты, далекие от оптимальных, при слабо окрашен-

ных возмущениях в противовес 2 -законам 

управления, ориентированным на случай отсут-
ствия неопределенности в стохастических пара-
метрах гауссовских возмущений.  

Несмотря на предложенную смешанную 

2 /  -постановку задачи, направленную на ни-

велирование недостатков каждого упомянутого 
метода борьбы с возмущениями [10, 11], где раз-
ные типы воздействия на систему разделены по 
каналам, был разработан стохастический подход к 

 -оптимизации [12–14]. Этот подход был пред-
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ложен И.Г. Владимировым и получил название 
анизотропийная теория управления. Введенное 
понятие анизотропии случайного вектора, пред-
ставляющее собой меру неопределенности для 
функции распределения этого вектора, позволило 

уменьшить консерватизм, свойственный  -

теории. Для стационарных гауссовских последова-
тельностей случайных векторов было введено 
определение уровня средней анизотропии. Крите-
рий качества – анизотропийная норма – выбран в 

виде стохастической  -нормы системы. В рам-

ках анизотропийной теории управления для ли-
нейных стационарных и нестационарных детерми-
нированных моделей были решены задачи анализа 
и синтеза фильтров и регуляторов. Впервые задача 
анализа со случайными матрицами в описании 
объекта в пространстве состояний была поставлена 
в работе [15], что позволило позднее рассмотреть 
системы с мультипликативными шумами. Такой 
вид описания динамики характерен для механиче-
ских систем, финансовых моделей, химических 
реакций [16, 17], сетевых систем [18, 19], что сти-
мулирует интерес к изучению систем с мульти-
пликативными шумами. 

Первые работы в рамках анизотропийной тео-

рии, касающиеся формирования управления для 

системы с мультипликативными шумами, были 

оценочными и основывались на подходе мажори-

рования анизотропийной нормы сверху, для кото-

рой был предложен один из способов формирова-

ния управления [20]. В работе [21] рассматрива-

лась задача анализа, но точный метод вычисления 

анизотропийной нормы был разработан в статье 

[22] на основе подхода, изложенного в работе [15]. 

После решенной задачи анализа естественным об-

разом удалось получить решение задачи построе-

ния оценки в случае коррекции отказа в измерени-

ях [23] и оценки на основе сети датчиков [24]. В 

случае использования сети датчиков в задачах 

оценки одним из возможных способов повышения 

эффективности полученной оценки является 

настройка схемы обмена информации между дат-

чиками, что отражено в работе [25]. Перечислен-

ные результаты относятся к нестационарным си-

стемам; в свою очередь, для стационарных систем 

в статье [26] решена задача анализа, на основе ко-

торой в настоящей работе будет показано, что ре-

шение задачи анизотропийного анализа может 

быть сведено к разрешимости систем матричных 

неравенств с выпуклыми ограничениями. 

В § 1 приводятся краткие сведения из анизо-

тропийной теории, в § 2 – постановка задачи, в § 3 

– основной результат, в § 4 представлено модели-

рование. 
 

 

В данном параграфе перечислены только базо-

вые определения анизотропийной теории для дис-

кретных нестационарных систем. Более полное 

описание можно найти в работах [27, 28]. 
 

1.1. Средняя анизотропия и анизотропийная норма 

Определение средней анизотропии последова-
тельности случайных векторов было введено в ра-
боте [13]. Для функции плотности распределения 

вероятностей  f x  случайного m-мерного вектора 

mw  анизотропия определяется следующим об-

разом: 

 
0

min ( || )w f p


 λ
λ

, 

где эталонная функция распределения вероятно-

стей  p x  – центрированная гауссовская со ска-

лярной ковариационной матрицей λ mI  
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а λ( || )f p  представляет собой информационное 

уклонение Кульбака – Лейблера для функции f  

относительно λp : 

( | | ) ln ,
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где  E   – оператор математического ожидания. 

Средняя анизотропия последовательности слу-

чайных векторов  kW w  представляет собой 

усреднение по времени анизотропии неограничен-
но растущего фрагмента последовательности 

 
 0: 1
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W
W

N




 , 

где  
T

T T
0: 1 0 1, ,N NW w w    – расширенный вектор. 

Более развернутый материал, касающийся опреде-
ления и свойств средней анизотропии, изложен в 
работе [28]. 

Рассмотрим линейную систему F с входной 

2
mW   и выходной 2

pZ   последовательностя-

ми соответственно. Если последовательность W  

получена с помощью линейного фильтра G из бе-
лошумной гауссовской последовательности V, то 

каждый случайный вектор jw  из последователь-

ности может быть представлен в виде 

0
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k

w g v j






   



 

 
 

 

 
 

 ●

где ,  0m m
kg k   – импульсная функция. Гене-

рирующий фильтр G связан со своей передаточной 

функцией ( )G z  следующим образом: 

0

( ) k

k

k

G z g z




  

для 1z  , z . Передаточная функция ( )G z  

имеет конечную 2 -норму 
2

G , которую можно 

вычислить, пользуясь выражением 
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Обозначим в качестве ( )F z  передаточную 

функцию линейной системы F, имеющую конеч-

ную  -норму 

   
1

sup ( ) ess sup ( ) ,ˆ
z

F F z F


 

      

где σ( )  – максимальное сингулярное число мат-

рицы,  
1

( )  limˆ iF F e 

 
   . 

В анизотропийной теории управления множе-

ство линейных фильтров, генерирующих последо-
вательности с ограниченной средней анизотропи-

ей, обозначают следующим образом: 

  2 :    ,     ,m m
a G W GV W a     

где 2
m m

 – пространство Харди комплекснознач-

ных матричных функций, аналитичных внутри 

единичного круга,  k k
V v


  – центрированная 

гауссовская последовательность с единичной ко-

вариационной матрицей [12]. Анизотропийная 

норма линейной стационарной системы F  со вхо-

дом W , генерируемым фильтром G , имеет вид 

2
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Для причинной системы 
p mF 
 , для которой 

выполнено условие 2
F

F
m


 , анизотропийная 

норма всегда принимает промежуточное значение 
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Указанное свойство позволяет говорить об ани-

зотропийной теории как об обобщающей для 2 - 

и  -теорий, поскольку в качестве предельных 

случаев, когда средняя анизотропия равна нулю 
или стремится к бесконечности, можно получить 

либо масштабированную 2 -норму, либо  -

норму линейной стационарной системы. В случае, 

когда средняя анизотропия принимает промежу-
точные значения, анизотропийную норму можно 

назвать компромиссной между указанными нор-
мами.  

Для возмущающих последовательностей с 
уровнем средней анизотропии, отличным от нуля, 

анизотропийная норма представляет собой стоха-

стический аналог  -нормы, позволяющей ис-

пользовать информационный критерий о неравно-
мерности распределения внешнего возмущения 

для уменьшения консервативности классической 

 -нормы системы, рассчитанной на «наихуд-

ший» случай. 

 

1.2. Вычисление анизотропийной нормы 

Рассмотрим описание системы в пространстве 

состояний: 

1 ,
:

,

k k k

k k k

x Ax Bw
F

z Cx Dw

  


 
                    (1) 

где xn
kx   – состояние, wm

kw   – возмущение, 

zp
kz   – выход системы. Матрицы системы 

,  ,  , A B C D  стационарны и имеют соответствую-

щие размерности, система считается устойчивой, 

когда спектральный радиус матрицы A ограничен 

единицей: ( ) 1A  . Внешнее возмущение пред-

ставляет собой окрашенную последовательность, 

т. е. она получена с помощью генерирующего 

фильтра из белошумной последовательности V. 

Состояние kw  фильтра G  является линейной ком-

бинацией состояния системы (1) и элемента гаус-

совской последовательности V : 

1/2Σ ,k k kw Lx v   

где Σ w wm m
  – симметричная положительно 

определенная матрица, w xm n
L


  – матрица, обес-

печивающая асимптотическую устойчивость для 

A BL . Существует параметр 2
0,q F







, свя-

зывающий через уравнение специального вида 

уровень средней анизотропии a  и анизотропий-

ную норму линейной стационарной системы с ре-

шениями уравнений Риккати и Ляпунова, выра-

женных через матрицы пространства состояний 

[14]: 
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при этом генерирующий фильтр G  гарантирует 

уровень средней анизотропии, равный a , связан-
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ный с ковариационной матрицей Σ  следующим 
образом: 

 T

Σ1
lndet ,

2 tr Σ

wm
a

LPL

 
  
 
 

               (2) 

где x xn n
P


  – решение уравнения Ляпунова 

   
T TΣ ,P A BL P A BL B B               (3) 

параметры , ,Σq L  связаны с решением уравнения 

Риккати: 
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                (4) 

Более подробно вопросы анализа в анизотро-
пийной теории управления изложены в работах 
[13, 14]. Перечисленные понятия относятся только 
к линейным стационарным системам, что состав-
ляет лишь часть моделей, рассматриваемых в ани-
зотропийной теории. 
 

1.3. Субоптимальная задача 

Система матричных связанных уравнений (2)–
(4) является нелинейной, что затрудняет поиск 
численного решения. По этой причине вместо ре-
шения оптимальных задач в анизотропийной тео-
рии часто останавливаются на решении субопти-
мальных, для которых разработан эффективный 
численный метод решения. Этот метод на основе 
выпуклой оптимизации позволяет найти такое зна-

чение  , которое служит ограничением сверху на 

анизотропийную норму ||| |||aF  системы (1). Более 

подробно материал о численных методах решения 
субоптимальных задач в анизотропийной теории 
управления изложен в работах [29, 30]. 

Для линейной системы вида (1) анизотропий-

ная норма ограничена числом  , если неравенства   

  
1/ 2exp 2 detΞ ,
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             (7) 

имеют положительно определенные решения 

Ξ w wm m
 , Θ z zp p  и параметр 0 , симмет-

ричные относительно главной диагонали блоки 

обозначены символом * . Достаточные условия 
ограниченности анизотропийной нормы заданным 

числом   вида (5)–(7) можно получить из уравне-

ний (2)–(4) при переходе к неравенству с помощью 
леммы Шура, соответствующих замен переменных 
и свойств решений уравнений и неравенств Рикка-
ти [29]. Здесь и далее неравенства типа (6) и (7) 
понимаются в смысле положительной или отрица-
тельной определенности.  

Линейные матричные неравенства (6) и (7) по-
лучены путем конгруэнтных преобразований: по-
сле применения леммы Шура необходимо умно-
жить эти неравенства слева и справа на матрицы 

 blockdiag ,  Θ,
w zm pI I  и  blockdiag ,  ,  Θ,

z w zp m pI I I  

соответственно.  
Замечание 1. Указанный прием перехода к 

матричным неравенствам является не единствен-
ным способом получения субоптимального реше-
ния на основе исходной оптимальной задачи. При 

использовании замены 1   можно ввести не-

равенство 

0,
 

z

z

p

p

I

I

 
 

  

                        (8) 

что позволяет избавиться от нелинейности в нера-
венствах (6) и (7) и воспользоваться алгоритмом 

вычисления взаимообратных матриц   и   [31, 

32].  
Сама задача оптимизации формулируется сле-

дующим образом: 

2

2

Θ,Ξ,  ,
  min
 

   

при условиях (5)–(8). Поиск минимального значе-

ния 
2  может быть проведен с помощью стандарт-

ных процедур оптимизации в прикладных пакетах 
программ. 

 

 

Рассмотрим линейную дискретную стационар-

ную систему F  с реализацией в пространстве со-

стояний вида (1), wm
kw   – возмущение, средняя 

анизотропия которого ограничена заданным чис-

лом a , матрица собственной динамики системы 

представляется в виде линейной комбинации из-

вестных матриц со случайными коэффициентами 

0 ,

1

,
n

i k i

i

A A A


                            (9) 

случайные величины  , ,  1, ,i k i n   , имеют ну-

левое среднее и единичную ковариацию, суще-

ствования первых двух моментов этих величин 

достаточно для применения методов анизотропий-
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ной теории. Матрицы  ,  0, , ,  ,  , iA i n B C D   из-

вестны и имеют соответствующие размерности. 

Дополнительное условие, которое является анало-

гом гурвицевости матрицы в классическом случае 

стационарных дискретных систем, имеет вид 

 
1

lim 1,k k

k
E A



 
     

 

                 (10) 

где ( )   – спектральный радиус. 

Задача состоит в поиске условия для матриц 

системы (1), (9), при выполнении которого анизо-

тропийная норма будет ограничена заданным чис-

лом  : 

||| ||| .aF    

 

 

В общем случае все матрицы системы (1) могут 

содержать мультипликативные шумы, но мы оста-

новимся именно на представленной постановке 

задачи, поскольку одним из практических прило-

жений для таких моделей является исследование 

систем датчиков со случайными отказами, где в 

замкнутой системе мультипликативные шумы со-

держатся только в матрице A .  

Следующая лемма будет использоваться как 

инструмент для вывода условия ограниченности 

анизотропийной нормы системы (1) при усло-

вии (9). 

Лемма [26]. Анизотропийная норма ||| |||aF  си-

стемы (1) с дополнительными условиями (9), (10) 

ограничена положительным числом  , если суще-

ствуют положительно определенные матрицы 

1 2,  x xn n
R R


  и параметр 2

0,q F






, удовле-

творяющие системе модифицированных уравне-
ний типа Риккати 
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        (11) 

и неравенству специального вида 

  21
lndet 1 ,

2
q S a                      (12) 

где a >0 – граница уровня средней анизотропии 

для входной последовательности случайных век-

торов  kw .  

Данная лемма является модифицированным 

аналогом леммы о вещественной ограниченности 

для стационарных систем в рамках анизотропий-

ной теории управления [33]. Для того чтобы нели-

нейность в формулах (11) и (12) не помешала 

найти решение поставленной задачи, необходимо 

свести уравнения к линейным матричным нера-

венствам с дополнительным выпуклым ограниче-

нием. Перед тем, как сформулировать этот резуль-

тат в виде теоремы, докажем следующее утвер-

ждение. 

Теорема 1. Если средняя анизотропия возму-

щения  kw  системы (1) ограничена числом 0a   

при условии (10), то при существовании решения  

неравенства 
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           (13) 

в совокупности с неравенством специального вида 

  21
lndet 1 ,

2
q S a     

где решение 0R , 0S , 2
0,q F







, анизо-

тропийная норма системы (1) при условии (9) бу-

дет ограничена числом 0  . 

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 1. Введем новую 

матричную переменную вида 

1 2 ,R R R   

которая будет удовлетворять уравнению, подобному 

уравнению Риккати 
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полученному на основе формулы (11) с учетом введен-

ной переменной R . Тогда согласно свойствам решений 

уравнений и неравенств Риккати [34] будет существо-

вать матрица 
T 0R R , удовлетворяющая неравен-

ству (13). ♦  

Несмотря на то, что теорема 1 содержит доста-

точные условия ограниченности анизотропийной 

нормы системы с мультипликативными шумами, 

их проверка осложняется нелинейностью, присут-

ствующей в формулах (12) и (13). Следующее 

утверждение содержит условие ограниченности 

анизотропийной нормы в терминах линейных мат-

ричных неравенств с выпуклым ограничением. 
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Теорема 2. Для системы с мультипликатив-

ными шумами (1) и дополнительными условиями 

(9) и (10) при ограниченности уровня средней ани-

зотропии внешнего возмущения числом 0a   ани-

зотропийная норма системы не будет превышать 

порогового значения   

||| ||| ,aF    

если неравенства 

T T

0

T T T T
0

*
0,

w

n

i i

i

m

A RA R C C

B RA D C I D D B RB



 
  

 
     


(14) 

TΨ *
0,wmI D D

RB R

   
 
  

                (15) 

 2lndetΨ 2 lna                      (16) 

имеют решения T 0R R , TΨ Ψ 0 , 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 2. В качестве новой 

переменной обозначим 
1q  , тогда после соответ-

ствующей замены 
1R q R  неравенство (14) может 

быть получено из неравенства (13) путем применения 

леммы Шура. Далее введем матрицу Θ , удовлетворя-

ющую соотношению 10 Θ S . Для матрицы 
1Ψ Θq  будет выполняться неравенство (15) после 

применения леммы Шура. Выпуклое ограничение (16) – 

переписанное в терминах новых переменных неравен-

ство специального вида (14). ♦ 

Как нетрудно заметить, система (14)–(16) явля-

ется выпуклой по переменной 
2 . Вследствие это-

го можно сформулировать задачу выпуклой опти-

мизации в виде 

2

2

,Ψ,  ,
  min

R  
   

при условии существования решений линейных 

матричных неравенств (14) и (15) с выпуклым 

ограничением (16). Указанная задача выпуклой 

оптимизации может быть решена с помощью стан-

дартных средств для задач полуопределенного 

программирования. 

 

В качестве примера рассмотрим двухмассовую 

колебательную систему грузов, описанную в рабо-

те [35]. Указанная модель была замкнута стан-

дартным линейно-квадратичным регулятором и 

дисретизована. В пространстве состояний такая 

модель имеет реализацию 

 1 0 1 1 2 2 ,

,

k k k

k k k

x A A A x Bw

z Cx Dw

      

 
 

где внешнее возмущение в виде последовательно-

сти случайных векторов  kw  имеет ограничен-

ную числом а среднюю анизотропию, случайные 

величины 1 2,    центрированы и имеют единич-

ную дисперсию. Числовые матрицы известны: 

0

0,9918 0,0444 0,0031 0,0043

0,3177 0,7829 0,1190 0,1651
,

0,0012 0,0000 0,9988 0,0500

0,0498 0,0012 0,0499 0,9987

A

 
 
 
 
 
 

   

1

0,0992 0,0044 0,0003 0,0004

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
, 

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

A

 
 
 
 
 
 

 

2

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
,

0,0001 0,0000 0,1492 0,0075

0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

A

 
 
 
 
 
 

 

1,0000 0,0000 0,0000 0,0000

0,0000 1,0000 0,0000 0,0000
, 

0,0000 0,0000 1,0000 0,0000

6,0545 4,7020 1,5823 2,7857

C

 
 
 
 
 
   

 

0,0001

0,0043
,     0.

0,0012

0,0507

B D

 
 

  
 
 
 

 

В таблице приведены значения границы   

анизотропийной нормы ||| |||aF , вычисленные при 

разных значениях уровня средней анизотропии а 

возмущения.  

 

Зависимость границы анизотропийной нормы от средней анизотропии  

Средняя  

анизотропия a  
0,0 0,01 0,05 0,10 0,20 0,50 1,00 1,50 2,00 3,00 

Граница анизотропийной 

нормы γ  
0,3035 0,3048 0,3124 0,3211 0,3363 0,3655 0,3737 0,4299 0,9739 2,9180 
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При этом  -норма системы оказалась равной 

3,3244, т. е. с точки зрения среднеквадратичного 

коэффициента усиления гораздо лучшее качество 

оценивания обеспечивается путем применения 

анизотропийного оценивателя.  

В статье рассмотрена проблема анализа линей-

ных дискретных стационарных систем с мульти-

пликативными шумами в рамках анизотропийной 

теории. Показано, что на основе леммы о веще-

ственной ограниченности и специальной замены 

переменных можно получить условие ограничен-

ности анизотропийной нормы в терминах матриц 

реализации системы в пространстве состояний, 

при этом численное решение задачи минимизации 

верхней границы анизотропийной нормы можно 

получить стандартными средствами полуопреде-

ленного программирования. В качестве демон-

страции рассмотрен численный пример вычисле-

ния верхней границы анизотропийной нормы ко-

лебательной системы. Показано, что использова-

ние оценивания на основе анизотропийного под-

хода может значительно улучшить качество оце-

нивания при априорной информации об ограни-

ченности уровня средней анизотропии внешнего 

возмущения, особенно в случаях слабо окрашен-

ных возмущений. 
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Abstract. This paper presents an anisotropy-based analysis of linear time-invariant systems 

with multiplicative noises. The system dynamics are described in the state space. The external 

disturbance belongs to the set of stationary sequences of random vectors with bounded mean 

anisotropy. The multiplicative noises are centered and have unit variance; the external disturb-

ance and noises are mutually independent. We derive a boundedness criterion for the aniso-

tropic norm in terms of Riccati-like inequalities using the bounded real lemma of the anisotro-

py-based theory. With a special change of variables, we reduce the analysis problem to a con-

vex optimization problem with additional constraints. The existence of the latter’s solution im-

plies the bounded anisotropic norm of the system with multiplicative noises, and the minimal 

upper bound of the anisotropic norm can be obtained by solving this convex optimization prob-

lem. 
 

Keywords: anisotropy-based theory, anisotropic norm, multiplicative noises, time-invariant systems, 

bounded real lemma.  
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