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Аннотация. Рассмотрена линейная дискретная стационарная система с мультипликатив-

ными шумами и управлением, находящаяся под влиянием внешнего возмущения из специ-

ального класса. Описание динамики выбранного объекта управления производится в про-

странстве состояний. Класс внешних возмущений содержит множество стационарных 

гауссовских последовательностей с ограниченным уровнем средней анизотропии. В каче-

стве критерия качества управления выбрана анизотропийная норма замкнутой управлени-

ем системы. Требуется предложить схему управления на основе динамического звена, при 

замыкании которым анизотропийная норма была бы ограничена минимально возможным 

числом. На первом этапе решения задачи выписывается динамика управления и произво-

дится расширение рассматриваемого объекта. На основе критерия ограниченности анизо-

тропийной нормы в терминах матричных неравенств выписываются достаточные условия 

существования решения выпуклой задачи оптимизации, в которой минимизируется верх-

няя граница анизотропийной нормы. В полученных неравенствах производится специаль-

ная замена переменных, чтобы избавиться от нелинейной зависимости по неизвестным 

матрицам регулятора. После линеаризующей обратимой замены переменных производится 

численное решение задачи оптимизации стандартными методами. На последнем этапе 

производится вычисление матриц регулятора в пространстве состояний, гарантирующего 

ограниченность анизотропийной нормы замкнутой этим регулятором системы. 
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Активное развитие теории автоматического 

управления в XX в. обусловило разработку ин-

струментария для решения задач подавления влия-

ния внешних возмущений, которые стали одними 

из наиболее важных в этой теории. С тех пор, как 

был разработан подход для подавления гауссов-

ских возмущений с линейно-квадратичным крите-

рием качества [1], было предложено множество 

методов борьбы с внешними воздействиями. Неко- 
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торые из таких методов настроены на случай, ко-

гда стохастические характеристики входных сиг-

налов известны. С другой стороны, подход на ос-

нове  -оптимизации [2] предлагает способ па-

рирования «наихудшего» варианта возмущения. 

Однако  -управление отличается чрезмерным 

консерватизмом, а оптимальные 2 -регуляторы 

чувствительны к малым вариациям параметров, 

что делает их неробастными, вследствие чего оп-

тимальность управления нарушается. Несмотря на 

принципиальные отличия 2 - и  -теорий, были 

опубликованы некоторые исследования, объеди-

няющие эти два метода [3–6]. 
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Одна из областей теории управления, исследу-

ющая способы подавления влияния внешних воз-

мущений, была разработана И. Г. Владимировым 

около тридцати лет назад [7, 8], она объединяет 

как 2 -, так и  -оптимальные теории в качестве 

предельных случаев. Эта теория, названная авто-

ром анизотропийной теорией управления, предла-

гает стохастический подход к  -управлению и 

одновременно тесно связана своими терминами с 

теорией информации. Центральным понятием ани-

зотропийной теории является анизотропия случай-

ного вектора, которая изначально соответствовала 

относительной энтропии нормированной функции 

распределения случайного вектора на единичной 

сфере относительно равномерного распределения. 

Таким образом, для равномерного распределения 

анизотропия равна нулю, и чем более плотным 

вдоль определенных осей становится распределе-

ние, тем выше уровень анизотропии, вплоть до 

бесконечности. Позже эта концепция была моди-

фицирована [9]. В последнее время под анизотро-

пией случайного вектора понимают отклонение 

Кульбака – Лейблера между двумя плотностями 

распределения, одна из которых принадлежит 

фиксированному случайному вектору, а вторая – 

гауссову семейству случайных векторов с нулевым 

средним значением и скалярной ковариационной 

матрицей. Основываясь на этом определении, 

можно дать простую геометрическую интерпрета-

цию анизотропии: это мера отличия (расстояния) 

случайного вектора от набора центрированных 

гауссовых векторов со скалярной ковариационной 

матрицей. Функционал качества в анизотропийной 

теории связан с анизотропийной нормой – стоха-

стическим аналогом  -нормы динамической си-

стемы. 

В рамках теории, основанной на анизотропии 

случайных векторов, были решены многие задачи 

анализа и синтеза как для нестационарных [9], так 

и для стационарных систем [10]. Однако до недав-

него времени рассматривались только линейные и 

детерминированные объекты. Первая попытка 

изучения стохастических объектов с точки зрения 

анизотропийной теории была предпринята в рабо-

те [11]. Этот анализ позволил заменить подход, 

предложенный в статьях [12, 13], который основы-

вался на мажорантах норм для систем с мульти-

пликативным шумом. 

Системы с мультипликативным шумом явля-

ются важным примером стохастических систем. 

Они описывают механические, гибридные, биоло-

гические системы, финансовые модели и многие 

другие объекты и процессы [14, 15]. Основанный 

на анизотропии анализ робастного качества неста-

ционарных систем был изучен в работе [16], а ста-

ционарные системы были рассмотрены в статье 

[17]. Задача построения оценки выхода для неста-

ционарной системы уже успешно решена [18], а 

настройка матрицы смежности сети датчиков с 

отказами выполнена в работе [19]. С учетом ре-

зультатов, полученных в рамках анизотропийного 

анализа для стационарных систем [17], задача син-

теза управления тоже может быть поставлена и 

решена. В данной статье рассматривается динами-

ческий регулятор и формулируется задача выпук-

лой оптимизации для вычисления матриц этого 

регулятора в пространстве состояний. Линеариза-

ция матричных неравенств выполняется аналогич-

но описанной в публикации [20] процедуре. Разра-

ботанный регулятор может быть применен для ав-

томатического управления любыми подвижными 

объектами. В § 1 содержится краткое изложение 

анизотропийной теории, § 2 включает описание 

системы и постановку задачи, в § 3 описывается 

решение рассматриваемой задачи, § 4 демонстри-

рует результаты численного моделирования. 

 

 

В данном разделе будут упомянуты базовые 

понятия анизотропийной теории относительно 

стационарных систем. Более подробную 

информацию можно найти в работах [10, 21–23]. 

Анизотропия случайного вектора W со 

значениями из пространства 
m

 с функцией 

плотности распределения вероятностей f 

определяется как 

0
( ) min ( ),W f || p


А D  

где  

( ) ln
f

f || p
p





 
  

 
D E  

представляет собой относительную энтропию (или 

информационное уклонение Кульбака – Лейблера) 

по отношению к эталонной функции плотности 

распределения вероятностей 
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которая выбрана в виде гауссовской с нулевым 

средним и скалярной ковариационной матрицей 

вида λ mI , где 
mI  – единичная матрица порядка m . 

Здесь и далее обозначение  E  соответствует опе-

ратору математического ожидания,   – евклидова 

норма вектора. Анизотропия случайного вектора 

не является нормой из-за нарушения аксиом нор-

мы, при этом анизотропия является мерой близо-

сти случайного вектора к векторам, распределен-

ным по стандартному нормальному закону.  

Рассмотрим расширенный вектор из элементов 

последовательности случайных векторов  kw : 

T T T T
: 1( , ,..., ) , .s t s s tW w w w s t   

Для расширенного вектора :s tW  вводится пре-

дел [10] 

0: 1( )
( ) lim ,N

N

W
W

N






A
A  

который называется средней анизотропией после-

довательности  kw . В анизотропийной теории 

вводится собственный показатель качества – ани-

зотропийная норма. Для начала рассмотрим сред-

неквадратичный коэффициент усиления  

2

2

(| | )
( , ) ,

(| | )

Z
Q Z W

W


Ε

E
 

где Z  и W  – выход и вход линейной системы с 

передаточной матрицей p mF   соответственно. 

Выражение 

2

T

1
sup ( , ) max ( ) || ||

m
k

k mW

Q Z W F F F 
 

    

представляет собой определение  -нормы, где 

2
m  соответствует суммируемым с квадратом сиг-

налам, λk  – k -е собственное число. Если входной 

сигнал для системы F  имеет ограниченную чис-

лом a  среднюю анизотропию, то анизотропийная 

норма может быть определена в виде 

( )

sup ( , ) ||| ||| .a
W a

Q Z W F



A

 

Если рассматривается несферичная система 

(т. е. система, масштабированная 2 -норма кото-

рой меньше  -нормы), то анизотропийная норма 

имеет одно замечательное свойство: в качестве 

предельных случаев можно получить либо мас-

штабированную 2  -,  либо  -норму: 

2

1
|| || ||| ||| || || .aF F F

m
   

При этом левая граница достигается при условии 

нулевого значения средней анизотропии, в то вре-

мя как правая граница будет достигаться при 

стремлении средней анизотропии к бесконечности, 

что соответствует случаю, когда последователь-

ность утрачивает свойство случайности. 

 

В работе будет применен способ описания 

динамических объектов (как объекта управления, 

так и управляющего устройства) во временно й 

области с помощью пространства состояний. 

Рассмотрим линейную дискретную стационарную 

систему с мультипликативными шумами 

1 2

1 12

2 21

( 1) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( )

x k Ax k B w k B u k

z k C x k D u k

y k C x k D w k

   

 

 

          (1) 

с нулевым начальным условием (0) 0.x   Здесь 

( ) xn
x k   – состояние;  

0
( )

k
w k


, ( ) wm

w k   – 

окрашенная последовательность с известным 

ограничением a  на уровень средней анизотропии; 

( ) um
u k   – управляющее воздействие; ( ) zpz k   

– управляемый выход; ( ) yp
y k   – наблюдаемый 

выход; размерности матриц в системе (1) имеют 

согласующиеся с входными и выходными 

векторами размерности. Предполагается также, 

что система (1) является управляемой. В отличие 

от системы, рассмотренной в работе [13], где 

мультипликативные шумы входили в коэффициент 

при управлении, в текущей постановке матрица A  

системы представима в виде 

0

1

( ) ,
n

i i

i

A A k A


    

где матрицы iA  известны и имеют 

соответствующие размерности. Случайные 

величины ( )i k , 1, ,  ,i n   имеют стандартное 

нормальное распределение с нулевым средним и 

единичной ковариацией, взаимно независимы 
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между собой и векторами внешнего возмущения 

( )w t  для всех моментов времени ,k  t.   

Задача состоит в поиске матриц , ,c c cA B C  и 

cD   реализации в пространстве состояний такого 

динамического регулятора полного порядка 

( 1) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

c c

c c

k A k B y k

u k C k D y k

    

  
                (2) 

где ( ) xn
i k   – внутреннее состояние регулятора, 

при котором анизотропийная норма системы, 

замкнутой данным регулятором, была бы 

ограничена сверху числом γ 0 . 

 

 

Перед тем как перейти к формулировке 

основного результата, рассмотрим линейную 

дискретную стационарную систему F  с 

мультипликативными шумами следующего вида: 

0

1

( 1) ( ( ) ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

n

i i

i

x k A k A x k Bw k

z k Cx k Dw k



    

 


       (3) 

где ( ) xn
x k   обозначает состояние, ( ) wm

w k   – 

возмущение, а ( ) zpz k   – выход системы. 

Действительные матрицы имеют соответствующие 

размерности. Предполагается, что входная 

последовательность является случайной с 

заданным ограничением a  на среднюю 

анизотропию. В работе [17] было получено 

условие ограниченности для анизотропийной 

нормы в терминах решения специальной системы 

уравнений и неравенства. А анализ систем с 

мультипликативным шумом был сведен к задаче 

выпуклой оптимизации в статье [24].  

Для системы (3) ограниченность 

анизотропийной нормы будет гарантирована, если 

будут выполнены условия следующего 

утверждения. 

Теорема 1 [24]. Для заданного порогового 

значения   и известного ограничения на уровень 

средней анизотропии 0a   внешнего возмущения 

анизотропийная норма системы (3) имеет 

ограничение сверху на анизотропийную норму 

||| |||aF   , 

если система неравенств 

T T

0

T T T T
0

*
0,

w

n

i i

i

m

A RA R C C

B RA D C I D D B RB



 
  

 
     


 (4) 

T *
0,wmI S D D

RB R

   
 
  

                (5) 

2ln det 2 ln( )wS a m     

разрешима относительно симметричных 

положительно определенных матриц , R S  и 

скалярного параметра 2   . 

В неравенствах (4), (5) и далее по тексту 

выражение   0  следует понимать в смысле 

отрицательной определенности соответствующей 

матрицы, *  обозначает симметричный относитель-

но главной диагонали блок. 

Сформируем замкнутую управлением (2) 

систему (1): 

0

0

( 1) ( ( ) ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

n

i i

i

k A k A k Bw k

z k C k Dw k



      

  


       (6) 

где 
2

( ) xn
k   обозначает расширенное состояние 

( )
( ) ,

( )

x k
k

k

 
   

 
 

а матрицы 
2 2x xn

i
n

A


 , 0,…,i n , 
2 x wn m

B


 , 

2z xp n
C


 , z wp m

D


  имеют следующую 

блочную структуру: 

 

0 2 2 2

0

2

2 21

21

1 12 2 12 12 21

,

0
, ,

0 0

, .

c c

c c

ci

i

c

c c c

A B D C B C
A

B C A

B D DA
A B

B D

C C D D C D C D D D D

 
  
 

  
    
   

  

     (7) 

Теперь для замкнутой системы (6) 

сформулируем утверждение об ограниченности 

анизотропийной нормы в виде выпуклой задачи на 

основе результатов, описанных в работах [20, 25]. 

Теорема 2. Пусть для системы с мультипли-

кативными шумами (1) внешнее возмущение име-

ет среднюю анизотропию, ограниченную задан-

ным числом 0a  . Тогда для фиксированного чис-

ла 0   динамический регулятор вида (2) гаран-

тирует ограниченность анизотропийной нормы 

||| |||aF   , если система неравенств 
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2ln det 2 ln ( ),wa m                (11) 

разрешима относительно переменных 0,  

TΨ Ψ , T
11 11Φ Φ , T

11 11Π Π , T
22 22Π Π , 12Π , 

,  ,  , A B C D , причем матрицы регулятора связаны 

с решением неравенств (8)–(11) следующим 

образом: 

1
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T
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      (12) 

с учетом обозначения 

T
12 11 11 12( ) ,

xnI
      

где матрицы 12Φ , 12Π  являются обратимыми, а 

Т Т 1
12 12П =(П )   .  

Доказательство этого утверждения приведено в 

приложении. 

Замечание 1. Важным является требование о 

совпадении размерностей векторов состояния 

объекта управления ( )x k  и динамического 

регулятора ( )k . В этом случае матрицы 

регулятора (2) могут быть найдены единственным 

образом. В работе [25] указано, что при полном 

столбцовом ранге матриц 12  и 12  матрицы 

регулятора ,  ,  , c c c cA B C D  существуют, но не 

единственны. ♦ 

На основе теоремы 2 легко сформулировать 

утверждение, ставшее уже классическим для задач 

анизотропийной теории, решаемых в терминах 

выпуклой оптимизации. 

Теорема 3. Анизотропийная норма системы 

(6) ограничена минимальным пороговым значением 

 , если существует решение задачи выпуклой 

оптимизации 

2

(8) (11)
min


   

относительно переменных 2 , ,  TΨ Ψ 0 , 

T
11 11Φ Φ 0 , T

11 11Π Π 0 , T
22 22Π Π 0 , 12Π ,  

,  ,  , A B C D . Матрицы динамического регулятора (2) 

при этом вычисляются согласно выражениям (12). 

Замечание 2. Благодаря присутствию 

мультипликативных шумов в системе (1) выпуклая 

задача оптимизации содержит матрицу Π , что 

позволяет обойти условие проверки 

существования двух матриц, удовлетворяющих 

уравнению 
T

12 12 11 11Φ Π Φ Π
xnI  , появляющееся в 

случае рассмотрения систем без мультипликатив-

ных шумов [23]. ♦  

 

В этом разделе будет проанализирован 

численный эксперимент, проведенный на модели 

взлета – посадки летательного аппарата, 

рассмотренной в работе [26]. Управление 

осуществляется путем изменения угла наклона 

заднего сопла самолета, тяги через заднее сопло и 
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тяги через переднее сопло, положение которого 

постоянно; в качестве состояния выбраны угол 

тангажа и положение центра масс летательного 

аппарата, а также скорости их изменения. 

Линейная дискретная модель в пространстве 

состояний описывается с помощью матриц 
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мультипликативный шум в виде одного слагаемого 

входит в уравнение динамики с матричным 

коэффициентом 2
1 0 10A A   . Средний уровень 

анизотропии выбран равным 5. При расчете были 

получены следующие матрицы анизотропийного 

динамического регулятора: 

1,9773 2,3361 7,8981 49,2172
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Решение задачи выпуклой оптимизации произ-

водилось с помощью стандартных средств 

MATLAB с дополнительными пакетами численно-

го решения задач полуопределенного программи-

рования [27, 28]. 

На рис. 1 приведены ЛАФЧХ для двух уровней 

анизотропии, равных 1 и 5, соответственно. Стоит 

отметить, что при любых значениях средней 

анизотропии, превосходящих 10, моделирование 

дает примерно одни и те же результаты, 

характерные для  -управления.  
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б 

 
Рис. 1. ЛАФЧХ замкнутых управлением систем 

 

В таблице приводятся результаты по 

вычислению верхней границы анизотропийной 

нормы замкнутой системы при различных 

значениях уровня средней анизотропии.  

 

Границы анизотропийной нормы 

a  0 1 5 10 15 

  0,0012 0,2197 0,3087 0,3142 0,3142 

 

Также интерес представляет сравнение 

управляемых выходов при использовании 
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анизотропийного управления и стандартного 2 -

управления. Зафиксируем среднюю анизотропию, 

равную 5. Вычислим евклидову норму для 

управляемого выхода, графики которого 

приведены на рис. 2, где применение 

анизотропийного управления обозначено через 

сокращение AB. Оказывается, что для 

анизотропийного управления такая норма равна 

0,0158, в то время как для 2 -подхода – 0,0856. То 

есть при использовании анизотропийного 

управления можно улучшить квадратичный 

критерий качества на 72 %.  

 

 

 
Рис. 2. Управляемы выходы системы при различных типах 

управления 

 

В работе был рассмотрен алгоритм вычисления 

матриц динамического регулятора в пространстве 

состояний на основе анизотропийного подхода. В 

качестве основного инструмента использовалась 

лемма о вещественной ограниченности для стаци-

онарных систем.  Предполагалось, что динамиче-

ский регулятор имеет полную размерность, что 

гарантирует единственность такого регулятора. 

Для замкнутой системы были получены достаточ-

ные условия существования анизотропийного ди-

намического регулятора в терминах решения спе-

циальной системы нелинейных матричных нера-

венств. Была использована линеаризующая обра-

тимая замена переменных, позволившая свести 

условия ограниченности анизотропийной нормы 

замкнутой системы к условию разрешимости спе-

циальной системы неравенств. В процессе реше-

ния выпуклой задачи оптимизации получено поро-

говое ограничение на границу сверху анизотро-

пийной нормы замкнутой системы.  

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 2. Согласно 

теореме 1, замкнутая управлением на основе 

динамического регулятора (2) система (6) будет иметь 

ограниченную анизотропийную норму, если 

неравенства 
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                 (П2) 

2lndet 2 ln ( )wa m                        (П3) 

имеют решения, при этом 0,   
TΨ Ψ , 

TΦ Φ . 

Система неравенств (П1)–(П3) является нелинейной 

относительно матриц системы, зависящих от матриц 

регулятора (7). Для того, чтобы исправить это, 

применим лемму Шура [29] к неравенству (П1): 

1
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Обозначим 
1Φ
 в качестве новой матричной 

переменной Π . Очевидно, что 2ΦΠ
xnI , а сами 

матрицы Φ  и Π  имеют блочную структуру: 
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Введем в рассмотрение матрицы 
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Легко показать, что имеют место следующие 

равенства: 
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 (П5) 

Теперь применим конгруэнтное преобразование с 

матрицей 

T T
1 1block diag ( , , , ,..., , )

w x x zm n n pI I I I   
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к неравенству (П4). Получим новое неравенство: 
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Можно заметить, что неравенство (П6) все еще 

является нелинейным по некоторым матричным 

переменным. Блоки 
T
1 1Π ΦΠ  и 

T
1 1Φ ΠΦ  можно 

переписать согласно обозначению (П5). Рассмотрим 

третий блок в первом столбце, он также имеет блочную 

структуру: 
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представляет собой линеаризующую замену 

переменных, аналогичную предложенной в работах 

[20, 30]. Блоки 
T
1Φ B  и 1ΠC  можно представить в виде 

1 2 21T
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Таким образом, получено неравенство (8). Далее 

можно применить лемму Шура к неравенству (П2), 

после чего оно преобразуется к виду  

0
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w
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Теперь произведем конгруэнтное преобразование 

последнего неравенства с помощью матрицы 

T
1block diag( , , )

w zm pI I .  

Можно убедиться, что после указанного преобразо-

вания получено неравенство вида (9). При этом нера-

венство специального вида (11) меняться не будет. Об-

ратная замена переменных (12) будет однозначно опре-

делена при условии невырожденности матриц 12Φ , 

12Π .  
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Abstract. This paper considers a linear discrete time-invariant system with multiplicative noise 

and a control input under an external disturbance from a special class. The plant’s dynamics are 

described in the state space. The class of external disturbances contains a set of stationary Gaussi-

an sequences with a bounded mean anisotropy. The anisotropic norm of the closed-loop control 

system is chosen as the performance criterion. It is required to design a dynamic link-based con-

trol scheme under which the anisotropic norm of the closed-loop control system will be bounded 

by the minimum possible threshold. At the first stage of solving this problem, the controller’s 

dynamics are written out and the plant under consideration is augmented. The boundedness crite-

rion of the anisotropic norm in terms of matrix inequalities is used to derive sufficient conditions 

for the existence of a solution of a convex optimization problem to minimize the upper bound of 

the anisotropic norm. A special change of variables is performed in the resulting inequalities to 

eliminate the nonlinear dependence on the unknown controller matrices. After a linearizing in-

versible change of variables, the optimization problem is solved numerically using standard 

methods. At the last stage, the desired controller matrices are calculated in the state space to en-

sure the bounded anisotropic norm of the closed-loop control system. 
 

Keywords: linear discrete time-invariant systems, anisotropy-based theory, dynamic control, LMI, convex 

optimization. 
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