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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Можно разëи÷итü äва типа ãоëосования, поëо-
жив в основу этоãо разëи÷ия ÷исëо избиратеëей.
Первый тип — всеобщее (конституöионное)

ãоëосование, в котороì приниìаþт у÷астие сотни
тыся÷ и ìиëëионы ÷еëовек. Гоëосование такоãо
роäа провоäится в общенаöионаëüноì иëи круп-
но-реãионаëüноì ìасøтабе. В таких ãоëосованиях
от избиратеëя требуется отìетитü в избиратеëüноì
бþëëетене ëу÷øеãо по еãо ìнениþ канäиäата, и
при поäборе проöеäуры выявëения коëëективноãо
реøения встаþт пробëеìы уто÷нения понятия
«боëüøинство ãоëосов»:

— «боëüøе, ÷еì äруãие» иëи «боëüøе поëовины
ãоëосов»;

— от какоãо списка отс÷итыватü это боëü-
øинство (от общеãо ÷исëа избиратеëей иëи от ÷ис-
ëа принявøих у÷астие в ãоëосовании);

— как у÷итыватü ãоëоса возäержавøихся при
ãоëосовании (есëи такая ãрафа естü в избиратеëü-
ноì бþëëетене).
Ко второìу типу относится ãоëосование в ìа-

ëых ãруппах, коãäа в ãоëосовании у÷аствуþт äе-
сятки избиратеëей. Приìераìи таких ãрупп ìоãут
сëужитü коìитеты и коìиссии парëаìента, сове-
ты äиректоров коìпаний, общие собрания акöи-
онеров небоëüøих акöионерных обществ и т. ä. От
у÷астников ãоëосования в этоì сëу÷ае ìожно по-
ëу÷итü боëее äетаëüнуþ инфорìаöиþ об их преä-
по÷тениях о канäиäатах (иëи аëüтернативах), ко-
торые вкëþ÷ены в избиратеëüный бþëëетенü.
Даëее рассìатриваþтся проöеäуры ãоëосова-

ния, которые требуþт от избиратеëя строãо упоря-
äо÷итü канäиäатов в соответствии со своиìи преä-

по÷тенияìи. Такая боëее äетаëüная инфорìаöия
избиратеëей относитеëüно канäиäатов позвоëяет
испоëüзоватü разëи÷ные проöеäуры аãреãирования
инäивиäуаëüных ìнений в коëëективное реøение.
Данная статüя посвящена обзору существуþ-

щих проöеäур ãоëосования второãо типа.
Эти проöеäуры ãоëосования ìожно кëассифи-

öироватü сëеäуþщиì образоì1:
1. Позиöионные проöеäуры, испоëüзуþщие ин-

форìаöиþ о поëожении канäиäатов в упоряäо÷е-
ниях избиратеëей.

1.1. Проöеäура простоãо боëüøинства.
1.2. Проöеäура относитеëüноãо боëüøинства

(пëþраëитарная проöеäура).
1.3. Двухступен÷атая пëþраëитарная проöеäура.
1.4. Проöеäура оäобряþщеãо ãоëосования.
1.5. Практи÷еская проöеäура Конäорсе.
1.6. Проöеäура переäа÷и ãоëосов.
1.7. Обратная проöеäура относитеëüноãо боëü-

øинства (обратная пëþраëитарная проöеäура).
1.8. Проöеäура Уэйра.
1.9. Проöеäура Куìбса.
1.10. Пороãовая проöеäура.
2. Позиöионные проöеäуры, испоëüзуþщие

суììы ранãов канäиäатов в упоряäо÷ениях из-
биратеëей.

2.1. Проöеäура Борäа.
2.2. Проöеäура Нансона.
2.3. Проöеäура Боëäуина.
3. Проöеäуры, основанные на попарноì срав-

нении канäиäатов в упоряäо÷ениях избиратеëей.

Преäëожена кëассификаöия проöеäур ãоëосования в ìаëых ãруппах, основанная на ис-
поëüзовании инфорìаöии в виäе упоряäо÷ений канäиäатов в избиратеëüных бþëëете-
нях, поëу÷енных от избиратеëей. Описаны известные из ëитературы проöеäуры ãоëо-
сования.

Ключевые слова: проöеäура ãоëосования, избиратеëü, упоряäо÷ение, ранжирование, попарное срав-
нение канäиäатов.

1 Кëассификаöия проöеäур ãоëосования преäëожена сов-
ìестно профессороì Ф.Т. Аëескеровыì и автороì.

áçîðûÎ

pb0216.fm  Page 2  Thursday, March 24, 2016  4:25 PM



ÎÁÇÎÐÛ

3ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 2 • 2016

3.1. Проöеäуры выбора непосреäственно по ìа-
жоритарноìу ãрафу.

3.1.1. Проöеäура выбора побеäитеëя Конäорсе.
3.1.2. Проöеäура Бëэка.
3.1.3. Проöеäура посëеäоватеëüноãо искëþ÷е-

ния канäиäатов.
3.1.4. Проöеäура выбора ìиниìаëüноãо äоìи-

нируþщеãо поäìножества.
3.1.5. Проöеäура выбора ìиниìаëüных неäоìи-

нируеìых поäìножеств.
3.1.6. Проöеäура фон Нейìана — Морãенøтерна.
3.2. Проöеäуры, испоëüзуþщие ìажоритарный

ãраф и вспоìоãатеëüнуþ øкаëу на неì.
3.2.1. Проöеäура Коупëенäа.
3.2.2. Проöеäура Доäжсона.
3.2.3. Проöеäура Янãа.
3.2.4. Проöеäуры, испоëüзуþщие понятие собс-

твенноãо вектора турнирной ìатриöы.
3.3. Проöеäуры, испоëüзуþщие ìажоритарный

ãраф и вспоìоãатеëüное бинарное отноøение на
неì.

3.3.1. Проöеäура Фиøберна.
3.3.2. Проöеäура выбора по отноøениþ пок-

рытия.
3.3.3. Проöеäура Ри÷еëсона.
3.4. Паретовские проöеäуры ãоëосования.
3.4.1. Проöеäура выбора ìножества Парето.
3.4.2. q-паретовская проöеäура.
4. Аппроксиìаöионные проöеäуры.
4.1. Проöеäура Кеìени
4.2. Проöеäура прибëиженной трианãуëяöии

турнирной ìатриöы.
5. Проöеäура Сиìпсона.
Рассìотриì кажäуþ из этих проöеäур. Даëее

нуìераöия и заãоëовки разäеëов настоящей статüи
совпаäаþт с нуìераöией и названияìи проöеäур в
привеäенной кëассификаöии.
Принятые обозна÷ения: A = x, y, ..., z —

ìножество канäиäатов; |A | = n — ÷исëо канäиäа-
тов; И1, И2, ..., ИN — избиратеëи 1, 2, ..., N;

pi, i =  — упоряäо÷ение избиратеëя i канäи-
äатов из ìножества A (ëинейный поряäок). Набор

{pi}, i = , называется профиëеì инäивиäуаëü-
ных упоряäо÷ений избиратеëей относитеëüно кан-
äиäатов из ìножества A.

1. ÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ, ÈÑÏÎËÜÇÓÞÙÈÅ 
ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÞ Î ÏÎËÎÆÅÍÈÈ ÊÀÍÄÈÄÀÒÎÂ

Â ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÈßÕ ÈÇÁÈÐÀÒÅËÅÉ

1.1. Ïðîöåäóðà ïðîñòîãî áîëüøèíñòâà

Соãëасно этой проöеäуре строится вспоìоãа-
теëüная øкаëа «Суììа первых ìест в упоряäо÷е-
ниях избиратеëей». Лу÷øиì с÷итается канäиäат,

суììа первых ìест котороãо в упоряäо÷ениях из-
биратеëей превыøает поëовину от ÷исëа избира-
теëей. Пустü иìеþтся 4 избиратеëя И1—И4. Их
преäпо÷тения относитеëüно канäиäатов x, y, z, v
преäставëены в табë. 1.

Вспоìоãатеëüная øкаëа «Суììа первых ìест»
преäставëена на рис. 1.

Лу÷øиì с÷итается канäиäат, суììа первых
ìест котороãо в упоряäо÷ениях избиратеëей пре-
выøает поëовину от ÷исëа избиратеëей. Как виä-
но из табë. 1 и рис. 1, äëя этоãо сëу÷ая побеäитеëя
по проöеäуре простоãо боëüøинства нет.

1.2. Ïðîöåäóðà îòíîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà 
(ïëþðàëèòàðíàÿ ïðîöåäóðà)

Зäесü так же, как и в проöеäуре простоãо боëü-
øинства строится вспоìоãатеëüная øкаëа «Суììа
первых ìест». Лу÷øиì с÷итается канäиäат (иëи
канäиäаты), иìеþщий наибоëüøуþ оöенку по
этой øкаëе.
Лу÷øиì соãëасно этой проöеäуре äëя сëу÷ая,

преäставëенноãо в табë. 1 и на рис. 1, с÷итается
канäиäат x.

1.3. Äâóõñòóïåí÷àòàÿ ïëþðàëèòàðíàÿ ïðîöåäóðà [1]

Есëи по вспоìоãатеëüной øкаëе «Суììа пер-
вых ìест» иìеется канäиäат, превыøаþщий поëо-
вину от ÷исëа избиратеëей, то он объявëяется из-
бранныì.
Есëи такоãо канäиäата нет, то объявëяется вто-

рой тур, в который прохоäят äва канäиäата, иìе-
þщие наибоëüøие ÷исëовые оöенки по øкаëе
«Суììа первых ìест», и äаëее приìеняется пëþ-
раëитарная проöеäура äëя этоãо äвухэëеìентноãо
ìножества.
Дëя приìера, преäставëенноãо в табë. 2, вспо-

ìоãатеëüная øкаëа «Суììа первых ìест» показана
на рис. 2.

1 N,

1 N,

Таблица 1

И1 И2 И3 И4

x x y v

z v z z

v y v x

y z x y

Рис. 1
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Ни оäин из канäиäатов не набраë боëее поëо-
вины от ÷исëа избиратеëей, поэтоìу во второй тур
выхоäят канäиäаты x и y.
Есëи преäпо÷тения избиратеëей ко второìу ту-

ру не изìенятся, то буäет иìетü ìесто табë. 3.

Побеäитеëеì соãëасно этой проöеäуре называ-
ется канäиäат, превосхоäящий äруãоãо канäиäата
по ÷исëу первых ìест, т. е. канäиäат x.

1.4. Ïðîöåäóðà îäîáðÿþùåãî ãîëîñîâàíèÿ
(Approval Voting Procedure) [2—4]

Соãëасно этой проöеäуре строится вспоìоãа-
теëüная øкаëа «Суììа k первых ìест в упоряäо-
÷ениях избиратеëей» (k < n). Дëя сëу÷ая k = 2 в
приìере, преäставëенноì в табë. 1, эта øкаëа иìе-
ет виä (рис. 3).

Соãëасно этой проöеäуре буäет избран канäи-
äат z.
Существует äруãая разновиäностü проöеäуры

оäобряþщеãо ãоëосования. Кажäый избиратеëü
иìеет право отìетитü в своеì бþëëетене ëþбое
коëи÷ество ëу÷øих с еãо то÷ки зрения канäиäа-

тов. Затеì кажäоìу канäиäату приписывается
÷исëо, равное коëи÷еству бþëëетеней, в котороì
этот канäиäат отìе÷ен. Лу÷øиì (иëи ëу÷øиìи)
с÷итается канäиäат, у котороãо этот показатеëü
ìаксиìаëен.

1.5. Ïðàêòè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà Êîíäîðñå2 [5].

В жиронäистскоì проекте конституöии Кон-
äорсе преäëожиë сëеäуþщуþ проöеäуру ãоëосо-
вания:

1) ÷исëо канäиäатов, указанных в бþëëетене
äëя ãоëосования, äоëжно втрое превыøатü ÷исëо
выборных ìест;

2) бþëëетенü состоит из äвух ãраф: ãрафы ре-
øаþщих ãоëосов и ãрафы äопоëнитеëüных ãо-
ëосов;

3) избиратеëü äоëжен отìетитü в ãрафе реøаþ-
щих ãоëосов ровно стоëüко канäиäатов, скоëüко
иìеется выборных ìест; кроìе тоãо, избиратеëü
äоëжен отìетитü в ãрафе äопоëнитеëüных ãоëосов
ровно стоëüко канäиäатов, скоëüко иìеется вы-
борных ìест, но уже äруãих канäиäатов, отëи÷ных
от тех, которых он отìетиë в ãрафе реøаþщих ãо-
ëосов (наприìер, есëи необхоäиìо избратü трех
÷еëовек, то избиратеëüный бþëëетенü äоëжен со-
äержатü äевятü канäиäатов; приìер запоëнения
такоãо бþëëетеня преäставëен в табë. 4);

4) есëи боëее поëовины избиратеëей отìетиëи
в ãрафе реøаþщих ãоëосов какоãо-ëибо канäиäа-
та, то этот канäиäат с÷итается избранныì;

5) есëи ÷исëо таких канäиäатов, набравøих бо-
ëее 50 % ãоëосов в ãрафе реøаþщих ãоëосов,
боëüøе ÷исëа выборных ìест, то избираþтся кан-

Рис. 2

Таблица 2

И1 И2 И3 И4 И5

x y v y x

v x x z z

y z y x v

z v z v y

Таблица 3

И1 И2 И3 И4 И5

x y x y x

y x y x y

Рис. 3

2 Мари Жан Антуан Никоëя äе Карита, ìаркиз äе Конäорсе
(1743—1794) — франöузский фиëософ, у÷еный-ìатеìатик и
поëити÷еский äеятеëü. Он явëяется (наряäу с Ж.-Ш. äе Борäа
(1733—1799)) роäона÷аëüникоì науки, которая позäнее быëа
названа теорией ãоëосования.

Таблица 4

Канäиäаты
Графа

реøаþщих 
ãоëосов

Графа
äопоëнитеëüных 

ãоëосов

x +

y

z +

v +

w

p +

q +

s +

r
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äиäаты, иìеþщие наибоëüøее ÷исëо реøаþщих
ãоëосов;

6) есëи ÷исëо канäиäатов, набравøих боëее
50 % ãоëосов в ãрафе реøаþщих ãоëосов, ìенüøе
÷исëа выборных ìест, то неäостаþщее ÷исëо кан-
äиäатов берется из ãрафы äопоëнитеëüных ãоëо-
сов. Дëя этоãо берется суììа ãоëосов из ãрафы ре-
øаþщих ãоëосов и ãрафы äопоëнитеëüных ãоëосов
äëя кажäоãо из оставøихся канäиäатов, и неäоста-
þщее ÷исëо канäиäатов избираþтся соãëасно зна-
÷ениþ поëу÷енной суììы.
В сиëу тоãо, ÷то проект жиронäистской конс-

титуöии быë отверãнут, эта проöеäура ãоëосова-
ния не приìеняëасü во Франöии. Оäнако автори-
тет Конäорсе быë так веëик, ÷то эта проöеäура ãо-
ëосования в те÷ение ряäа ëет приìеняëасü при
выборах в Верховнуþ Ассаìбëеþ Женевы.

1.6. Ïðîöåäóðà ïåðåäà÷è ãîëîñîâ
(Single Transferable Vote) [6]

Эта проöеäура быëа преäëожена анãëийскиì
ìатеìатикоì Т.Р. Хиëëоì в 1819 ã. (Thomas Wright
Hill (1763—1851)).
Она приìеняется, есëи из списка канäиäатов

необхоäиìо избратü некоторое заранее фиксиро-
ванное ÷исëо ëу÷øих. Устанавëивается квота, т. е.
÷исëо ãоëосов, которое äоëжен поëу÷итü канäиäат
äëя тоãо, ÷тобы бытü избранныì.
На первоì этапе у÷итываþтся тоëüко первые в

упоряäо÷ениях избиратеëей канäиäаты. Канäиäат,
поëу÷ивøий ÷исëо первых ìест в упоряäо÷ениях
избиратеëей, равное иëи превыøаþщее квоту,
с÷итается избранныì. Есëи ÷исëо ãоëосов, поäан-
ное за этоãо канäиäата, превыøает квоту, то из-
быток ãоëосов переäается по жребиþ канäиäатаì,
стоящиì на второì ìесте в упоряäо÷ениях тех из-
биратеëей, которые быëи выбраны этиì жребиеì.
Есëи посëе этоãо появиëся канäиäат, который по-
ëу÷иë ÷исëо ãоëосов, равное иëи превыøаþщее
квоту, то он с÷итается избранныì. Есëи при этоì
÷исëо ãоëосов за неãо превысиëо квоту, то проöесс
проäоëжается äо тех пор, пока не буäет избрано за-
ранее фиксированное ÷исëо ëу÷øих канäиäатов.
Поясниì эту проöеäуру на приìере. Пустü

иìеþтся 6 избиратеëей и 3 канäиäата (x, y и z), из
которых наäо избратü äвух ëу÷øих. Орãанизатор
ãоëосования установиë зна÷ение квоты, равное 3.
Преäпо÷тения избиратеëей преäставëены в табë. 5.

На первоì этапе избирается канäиäат x, по-
ëу÷ивøий 5 ãоëосов. Избыток ãоëосов равен 2
(5 – 3 = 2).
По жребиþ опреäеëяþтся 2 из 5 избиратеëей,

поставивøих канäиäата x на первое ìесто в своих
упоряäо÷ениях. Пустü жребий выпаë на избирате-
ëей И1 и И5. Тоãäа иìеет ìесто ситуаöия, преä-
ставëенная в табë. 6, т. е. ãоëоса этих избиратеëей
переäаþтся канäиäатаì, стоящиì на второì ìесте
в их упоряäо÷ениях.

Избирается канäиäат y, набравøий 3 ãоëоса,
т. е. ÷исëо ãоëосов, равное квоте.
Итак, соãëасно проöеäуре, преäëоженной Хиë-

ëоì, избираþтся канäиäаты x и y.
С 1855 ã. по преäëожениþ äатскоãо ìатеìатика

и поëитика К. Анäре (Carl Christofer Georg Andrae
(1812—1893)) проöеäура переäа÷и ãоëосов на÷аëа
приìенятüся в Риãсäаãе (äатскоì парëаìенте).
В 1857 ã. анãëийский þрист Т. Хар (Thomas

Hare (1806—1891)) независиìо от своих преäøес-
твенников преäëожиë такуþ же проöеäуру äëя вы-
боров в парëаìент и ìуниöипаëüные орãаны вëас-
ти [7]. В ка÷естве квоты Хар преäëожиë испоëüзо-
ватü ÷исëовое зна÷ение

Hare quota = .

Так же, как Хиëë, Хар преäëаãаë избыток ãоëо-
сов, превыøаþщий квоту, распреäеëятü по жре-
биþ. Проöеäура переäа÷и ãоëосов, основанная на
квоте Хара, приìеняëасü на выборах в Паëате ас-
саìбëей Тасìании в 1897 ã.
В 1868 ã. анãëийский ìатеìатик Г. Друп (Henry

Richmond Droop (1832—1884)) преäëожиë äруãое
выражение äëя вы÷исëения квоты [8]:

Droop quota =

=  + 1,

ãäе [•] озна÷ает öеëуþ ÷астü ÷исëа.
Сìысë ввеäения этой квоты состоит в тоì, ÷то-

бы искëþ÷итü ситуаöии, коãäа ÷исëо канäиäатов,
преоäоëевøих квоту, быëо бы боëüøе ÷исëа кан-
äиäатов, которые äоëжны бытü избраны.
Проöеäура переäа÷и ãоëосов, испоëüзуþщая

квоту Друпа, øироко приìеняëасü (и приìеняется
äо настоящеãо вреìени) во ìноãих странах, вкëþ-

Таблица 5

И1 И2 И3 И4 И5 И6

x x y x x x

y z x z y y

z y z y z z

Таблица 6

И1 И2 И3 И4 И5 И6

x y x x

y z x z y y

z y z y z z

number of electors
number of candidates to be chosen
-----------------------------------------------------------------------------------------------

number of electors
number of candidates to be chosen 1+
--------------------------------------------------------------------------------------------------------
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÷ая Ирëанäскуþ респубëику, Маëüту, Австраëиþ,
Новуþ Зеëанäиþ и äр.
В 1880 ã. Дж. Б. Греãори (John Burslem Gregory

(1844—1920)) преäëожиë распреäеëитü избыток
ãоëосов при испоëüзовании проöеäуры переäа÷и
ãоëосов не сëу÷айныì образоì (по жребиþ), как
это äеëаëосü ранее, а с поìощüþ так называеìоãо
переäаваеìоãо зна÷ения [9].
Поясниì ìетоä Греãори на приìере. Иìеþтся

20 избиратеëей и 5 канäиäатов — x, y, z, v, w. (За-
ìетиì, ÷то избиратеëи не обязаны упоряäо÷иватü
всех канäиäатов в соответствии со своиìи преä-
по÷тенияìи). Необхоäиìо избратü трех ëу÷øих
канäиäатов, испоëüзуя квоту Друпа. Преäпо÷тения
избиратеëей преäставëены в табë. 7.

Droop quota =  + 1 = 6.

Первый этап. Поäс÷ет ÷исëа ãоëосов.
Дëя кажäоãо канäиäата поäс÷итывается ÷исëо

ãоëосов избиратеëей, поставивøих этоãо канäиäа-
та на первое ìесто в своих преäпо÷тениях:

x: 1 ãоëос;
y: 2 ãоëоса;
z: 12 ãоëосов;
v: 4 ãоëоса;
w: 1 ãоëос.
Канäиäат z, набравøий ÷исëо ãоëосов, превы-

øаþщее квоту, избран.
Избыток ãоëосов = 12 – 6 = 6.
Второй этап. Поäс÷ет переäаваеìоãо зна÷ения.
Переäаваеìое зна÷ение поäс÷итывается как

÷астное от äеëения избытка ãоëосов, поëу÷енноãо
избранныì канäиäатоì, на общее ÷исëо ãоëосов,
поëу÷енное этиì канäиäатоì, т. е. переäаваеìое
зна÷ение = 6/12 = 0,5.
Третий этап. Распреäеëение ãоëосов.
Дëя бþëëетеней, в которых избранный на

первоì этапе канäиäат z указан на первоì ìесте,
0,5 ãоëосов переäаþтся канäиäатаì, которые стоят
на второì ìесте. Из тех, кто поставиë на первое
ìесто в своих упоряäо÷ениях канäиäата z, 8 из-
биратеëей поставиëи на второе ìесто канäиäата v
и 4 избиратеëя — канäиäата w.
Такиì образоì, канäиäату v перехоäят 8•0,5 =

= 4 ãоëоса; канäиäату w перехоäят 4•0,5 = 2 ãоëоса.

В итоãе посëе первоãо распреäеëения ãоëосов
иìееì:

x: 1 ãоëос;
y: 2 ãоëоса;
z: 12 – 6 = 6 ãоëосов;
v: 4 + 4 = 8 ãоëосов;
w: 1 + 2 = 3 ãоëоса.
Канäиäат v, набравøий ÷исëо ãоëосов, превы-

øаþщее квоту, избран.
Избыток ãоëосов = 8 – 6 = 2.
Четвертый этап. Поäс÷ет переäаваеìоãо зна-

÷ения.
Переäаваеìое зна÷ение = 2/8 = 0,25.
Пятый этап. Распреäеëение избытка ãоëосов.
Дëя бþëëетеней, в которых иìеется канäиäат,

стоящий посëе канäиäата v, 0,25 ãоëоса переäается
этоìу канäиäату.
В восüìи упоряäо÷ениях посëе канäиäата v сто-

ит канäиäат w и еще в ÷етырех упоряäо÷ениях пос-
ëе канäиäата v стоит канäиäат w.
Такиì образоì, канäиäату w на этоì этапе пе-

рехоäят 8•0,25 + 4•0,25 = 2 + 1 = 3 ãоëоса.
В итоãе посëе второãо распреäеëения ãоëосов

иìееì:
x: 1 ãоëос;
y: 2 ãоëоса;
z: 12 – 6 = 6 ãоëосов;
v: 8 – 2 = 6 ãоëосов;
w: 3 + 3 = 6 ãоëосов.
Канäиäат w, набравøий ÷исëо ãоëосов, равное

квоте, избран.
Такиì образоì, избраны канäиäаты z, v и w.
В XX в. быëи преäëожены разëи÷ные ìоäифи-

каöии ìетоäа Греãори: вкëþ÷аþщий ìетоä Греãо-
ри, взвеøенный вкëþ÷аþщий ìетоä Греãори [10].
Осознание неäостатков всех ìоäификаöий ìетоäа
Греãори привеëо в конöе XX в. к появëениþ еще
оäной проöеäуры переäа÷и ãоëосов — ìетоä Мика
[11]. Этот ìетоä настоëüко сëожен, ÷то еãо пряìое
описание затруäнитеëüно. Проãраììа, реаëизуþ-
щая этот ìетоä, заниìает на языке Pascal зна÷и-
теëüный объеì.
Обзор разëи÷ных проöеäур переäа÷и ãоëосов

привеäен в работе [9]. Аксиоìати÷еское описание
оäной из версий проöеäуры переäа÷и ãоëосов äано
в статüе [12].

1.7. Îáðàòíàÿ ïðîöåäóðà îòíîñèòåëüíîãî áîëüøèíñòâà 
(îáðàòíàÿ ïëþðàëèòàðíàÿ ïðîöåäóðà) [2, 3]

Строится вспоìоãатеëüная øкаëа «Суììа
посëеäних ìест в упоряäо÷ениях избиратеëей»,
избранныì с÷итается канäиäат (иëи канäиäаты),
иìеþщие наиìенüøее ÷исëовое зна÷ение по этой
øкаëе.
Дëя приìера, преäставëенноãо в табë. 1, вспо-

ìоãатеëüная øкаëа «Суììа посëеäних ìест» изоб-
ражена на рис. 4.

Таблица 7

Чисëо избиратеëей

1 2 8 4 4 1

x y z z v w
y x v w w
z z w
w

20
3 1+
------------
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Лу÷øиì соãëасно этой проöеäуре с÷итается
канäиäат v.

1.8. Ïðîöåäóðà Óýéðà (Instant-Runoff Voting) [6, 13]

Эта проöеäура быëа преäëожена в 1871 ã. аìери-
канскиì архитектороì В.Р. Уэйроì (W.R. Ware).
Факти÷ески она преäставëяет собой ìоäифика-

öиþ проöеäуры переäа÷и ãоëосов в сëу÷ае, коãäа
испоëüзуется квота Друпа и необхоäиìо избратü
оäноãо ëу÷øеãо канäиäата.
В этоì сëу÷ае

Droop quota =  + 1,

т. е. требуется, ÷тобы побеäитеëü ãоëосования по-
ëу÷иë боëее 50 % ãоëосов избиратеëей.
Соãëасно этой проöеäуре избирается канäиäат,

поëу÷ивøий боëее 50 % первых ìест в упоряäо÷е-
ниях избиратеëей. Есëи такой канäиäат существу-
ет, то проöеäура закан÷ивается. В противноì сëу-
÷ае из списка канäиäатов искëþ÷ается канäиäат,
который иìеет наиìенüøее ÷исëо первых ìест в
упоряäо÷ениях избиратеëей. Проöеäура повторя-
ется äëя уìенüøенноãо такиì образоì списка кан-
äиäатов, и так äаëее äо тех пор, пока не появится
канäиäат, поëу÷ивøий боëее 50 % первых ìест в
сокращенноì списке канäиäатов.
Поясниì äействие этой проöеäуры на приìере.

Пустü ìнения восüìи избиратеëей относитеëüно
канäиäатов x, y, z, v преäставëены в табë. 8.

Ни оäин из канäиäатов не набраë боëее 50 %
первых ìест в упоряäо÷ениях избиратеëей (т. е.
5 иëи боëüøе). Поэтоìу искëþ÷ается канäиäат,
иìеþщий наиìенüøее ÷исëо первых ìест в упо-
ряäо÷ениях избиратеëей, т. е. канäиäат v.
Такиì образоì, иìеет ìесто ситуаöия, преä-

ставëенная в табë. 9.

Как ìы виäиì, при искëþ÷ении из рассìот-
рения канäиäата v не появиëся канäиäат, иìеþ-
щий боëее 50 % первых ìест в упоряäо÷ениях
избиратеëей. Поэтоìу снова искëþ÷аеì канäиäа-
та, иìеþщеãо наиìенüøее ÷исëо первых ìест,
т. е. канäиäата z. Поëу÷аеì сëеäуþщуþ ситуаöиþ
(табë. 10).

Соãëасно проöеäуре Уэйра избирается канäи-
äат x, набравøий 5 первых ìест (т. е. боëее 50 %
первых ìест в упоряäо÷ениях избиратеëей).

1.9. Ïðîöåäóðà Êóìáñà [6, 14]

Эта проöеäура быëа преäëожена аìериканскиì
психоëоãоì Кëайäоì Куìбсоì (Clyde Hamilton
Coombs (1912—1988)).
Лу÷øиì с÷итается канäиäат, поëу÷ивøий боëее

50 % первых ìест в упоряäо÷ениях избиратеëей.
Есëи такой канäиäат существует, то он с÷итается
избранныì, и проöеäура закан÷ивается. В про-
тивноì сëу÷ае из списка канäиäатов уäаëяется
канäиäат, котороãо с÷итаþт хуäøиì наибоëüøее
÷исëо избиратеëей. Проöеäура повторяется äëя
уìенüøенноãо такиì образоì списка канäиäатов
äо тех пор, пока появится канäиäат, иìеþщий бо-
ëее 50 % первых ìест в сокращенноì списке кан-
äиäатов.
В приìере, преäставëенноì в табë. 8, ни оäин

из канäиäатов не набраë боëее 50 % первых ìест.
Поэтоìу искëþ÷ается канäиäат, иìеþщий наи-
боëüøее ÷исëо посëеäних ìест в упоряäо÷ениях
избиратеëей, т. е. канäиäат z.
Тоãäа иìеет ìесто ситуаöия, преäставëенная в

табë. 11.

Рис. 4

number of electors
1 1+

--------------------------------------------------

Таблица 8

И1 И2 И3 И4 И5 И6 И7 И8

x x x y y z z v

y y y v v x x y

z z v x z v v x

v v z z x y y z

Таблица 9

И1 И2 И3 И4 И5 И6 И7 И8

x x x y y z z y

y y y x z x x x

z z z z x y y z

Таблица 10

И1 И2 И3 И4 И5 И6 И7 И8

x x x y y x x y

y y y x x y y x

Таблица 11

И1 И2 И3 И4 И5 И6 И7 И8

x x x y y x x v

y y y v v v v y

v v v x x y y x

pb0216.fm  Page 7  Thursday, March 24, 2016  4:25 PM



ÎÁÇÎÐÛ

8 CONTROL SCIENCES ¹ 2 • 2016

Как виäиì, при искëþ÷ении канäиäата z поя-
виëся канäиäат, иìеþщий боëее 50 % первых ìест
в упоряäо÷ениях избиратеëей — канäиäат x. Он и
признается побеäитеëеì.

1.10. Ïîðîãîâàÿ ïðîöåäóðà [15]

Эта проöеäура ãоëосования приìениìа в сëу÷ае,
коãäа отриöатеëüное ìнение оäноãо из избиратеëей
относитеëüно какоãо-то канäиäата не ìожет бытü
скоìпенсировано поëожитеëüныì ìнениеì отно-
ситеëüно этоãо канäиäата äруãиìи избиратеëяìи.
При такоì поäхоäе ëу÷øиì в коëëективноì упо-
ряäо÷ении буäет назван канäиäат, иìеþщий на-
иìенüøее ÷исëо посëеäних ìест в упоряäо÷ениях
избиратеëей. При равенстве посëеäних ìест у не-
скоëüких канäиäатов ëу÷øиì из них признается
канäиäат, у котороãо ìенüøе всеãо преäпосëеäних
ìест в упоряäо÷ениях избиратеëей, и т. ä.
Поясниì этот принöип на приìере с треìя

канäиäатаìи x, y, z (табë. 12).

Лу÷øиì соãëасно этой проöеäуре буäет канäи-
äат х, котороãо никто из избиратеëей не поставиë
на посëеäнее ìесто в своеì упоряäо÷ении, вторыì
в коëëективноì упоряäо÷ении буäет стоятü канäи-
äат у, иìеþщий ìенüøе посëеäних ìест в упоряäо-
÷ениях избиратеëей, ÷еì канäиäат z. Такиì образоì
форìируется коëëективное упоряäо÷ение, которое
в общеì сëу÷ае явëяется сëабыì поряäкоì.
Эта проöеäура обобщена äëя сëу÷ая n канäиäа-

тов [16, 17].

2. ÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ,
ÈÑÏÎËÜÇÓÞÙÈÅ ÑÓÌÌÛ ÐÀÍÃÎÂ ÊÀÍÄÈÄÀÒÎÂ

Â ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÈßÕ ÈÇÁÈÐÀÒÅËÅÉ

2.1. Ïðîöåäóðà Áîðäà [1—3, 6, 14, 18]

Проöеäура преäëожена франöузскиì у÷еныì
Ж.-Ш. äе Борäа (Jean Charles de Borda (1733—
1799)).

16 иþня 1770 ã. на засеäании Короëевской ака-
äеìии он выступиë с äокëаäоì, в котороì преä-

ставиë разработаннуþ иì проöеäуру ãоëосования3.

Статüя с ее описаниеì быëа напе÷атана в «Исто-
рии Короëевской акаäеìии наук за 1781 ãоä» [18].
Соãëасно этой проöеäуре кажäоìу канäиäату в

упоряäо÷ениях избиратеëя приписывается ранã.
Есëи в избиратеëüноì бþëëетене иìеется n кан-
äиäатов, то первоìу в упоряäо÷ениях канäиäату
приписывается ранã n, второìу — ранã (n – 1), и
т. ä. Посëеäнеìу в упоряäо÷ении канäиäату при-
писывается ранã 1. Даëее кажäоìу канäиäату при-
писывается суììа ранãов во всех упоряäо÷ениях
избиратеëей. Канäиäат, у котороãо суììа ранãов
ìаксиìаëüна, с÷итается избранныì.
Поясниì äействия проöеäуры Борäа на при-

ìере. Пустü иìеется 3 избиратеëя и 4 канäиäата.
Упоряäо÷ения избиратеëей относитеëüно канäи-
äатов преäставëены в табë. 13.

Суììы ранãов канäиäатов:
x: 4 + 2 + 1 = 7;
y: 3 + 3 + 3 = 9;
z: 2 + 4 + 2 = 8;
v: 1 + 1 + 4 = 6.
Побеäитеëеì по проöеäуре Борäа стаë канäи-

äат y. Заìетиì, ÷то ни оäин из избиратеëей не пос-
тавиë канäиäата y первыì в своеì упоряäо÷ении.
Важно отìетитü также, ÷то äаже есëи в äанноì

профиëе преäпо÷тений избиратеëей существует
канäиäат, который побежäает кажäоãо äруãоãо
канäиäата при попарноì сравнении (так называ-
еìый побеäитеëü Конäорсе, о котороì сì. äаëее
п. 3.1.1), проöеäура Борäа нереäко называет ëу÷-
øиì äруãоãо канäиäата.

2.2. Ïðîöåäóðà Íàíñîíà [6, 14, 22]

Анãëийский ìатеìатик Э. Дж. Нансон (Edward
John Nanson (1850—1936)) преäëожиë проöеäуру,
которая явëяется ìоäификаöией проöеäуры Борäа.
Соãëасно проöеäуре Нансона на первоì этапе

äëя кажäоãо канäиäата поäс÷итывается суììа
ранãов в упоряäо÷ениях избиратеëей. Даëее поä-
с÷итывается среäнее арифìети÷еское суìì ранãов
всех канäиäатов. Искëþ÷аþтся из рассìотрения
все канäиäаты, суììа ранãов которых ìенüøе
иëи равна среäнеìу арифìети÷ескоìу. Дëя остав-
øихся канäиäатов поäс÷итывается суììа ранãов.
Поäс÷итывается среäнее арифìети÷еское. Ис-
кëþ÷аþтся из рассìотрения канäиäаты, суììа
ранãов которых ìенüøе иëи равна среäнеìу ариф-

3 Проöеäура ãоëосования, основанная на суììировании
ранãов и совпаäаþщая с описаниеì проöеäуры Борäа, быëа
преäëожена неìеöкиì фиëософоì и у÷еныì Никоëаеì Кузан-
скиì (Nicolaus Cusanus (1401—1464)) [19—21]). Борäа, безу-
сëовно, не знаë о работе Никоëая Кузанскоãо.

Таблица 12

И1 И2 И3 И4

y y y z

x x x x

z z z y

Таблица 13

И1 И2 И3 Ранã

x z v 4

y y y 3

z x z 2

v v x 1
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ìети÷ескоìу. Проöесс повторяется äо поëу÷ения
еäинственноãо побеäивøеãо канäиäата.
Поясниì эту проöеäуру на приìере. Иìеþтся

3 избиратеëя, преäпо÷тения которых относитеëü-
но канäиäатов x, y, z, v преäставëены в табë. 14.

Соãëасно проöеäуре Нансона на первоì этапе
поäс÷итываþтся суììы ранãов всех канäиäатов:

x: 4 + 3 + 3 = 10;
y: 3 + 2 + 1 = 6;
z: 2 + 1 + 2 = 5;
v: 1 + 4 + 4 = 9.
Среäнее арифìети÷еское = (10 + 6 + 5 + 9)/4 =

= 7,5.
Искëþ÷аþтся из рассìотрения канäиäаты,

иìеþщие суììы ранãов, ìенüøие иëи равные
среäнеìу арифìети÷ескоìу, т. е. канäиäаты y и z,
такиì образоì иìеет ìесто ситуаöия, преäстав-
ëенная в табë. 15.

Суììа ранãов:
x: 2 + 1 + 1 = 4;
v: 1 + 2 + 2 = 5,

т. е. избирается канäиäат v.
Проöеäура Нансона характерна теì, ÷то не-

сìотря на то, ÷то äëя опреäеëения побеäитеëя
испоëüзуется суììирование ранãов (как и в про-
öеäуре Борäа), коëëективный выбор обязатеëüно
совëаäает с побеäитеëеì Конäорсе (есëи он сущес-
твует в äанноì профиëе инäивиäуаëüных упоряäо-
÷ений избиратеëей). Есëи побеäитеëя Конäорсе
нет, то выбор по проöеäуре Нансона ìожет отëи-
÷атüся от выбора по проöеäуре Борäа.

2.3. Ïðîöåäóðà Áîëäóèíà [6, 23]

Эта проöеäура быëа преäëожена австраëийс-
киì астроноìоì Дж. М. Боëäуиноì (Joseph Mason
Baldwin (1878—1945)). Она так же, как и проöеäура
Борäа и Нансона, основана на поäс÷ете суìì ран-
ãов канäиäатов в упоряäо÷ениях избиратеëей.
Соãëасно проöеäуре Боëäуина на кажäоì этапе

искëþ÷ается из рассìотрения канäиäат, иìеþщий

наиìенüøуþ суììу ранãов в упоряäо÷ениях изби-
ратеëей.
Поясниì äействия этой проöеäуры äëя сëу÷ая,

преäставëенноãо в табë. 14.
Суììа ранãов всех канäиäатов:
x: 4 + 3 + 3 = 10;
y: 3 + 2 + 1 = 6;
z: 2 + 1 + 2 = 5;
v: 1 + 4 + 4 = 9.
Искëþ÷ается из рассìотрения канäиäат z с на-

иìенüøей суììой ранãов (табë. 16).

Суììы ранãов:
x: 3 + 2 + 2 = 7;
y: 2 + 1 + 1 = 4;
v: 1 + 3 + 3 = 7.
Искëþ÷ается канäиäат y (табë. 17).

Такиì образоì, соãëасно проöеäуре Боëäуина
избирается канäиäат v.
Проöеäура Боëäуина (как и проöеäура Нансо-

на) всеãäа в ка÷естве ëу÷øеãо называет побеäитеëя
Конäорсе (есëи он существует).

3. ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ, ÎÑÍÎÂÀÍÍÛÅ ÍÀ ÏÎÏÀÐÍÎÌ
ÑÐÀÂÍÅÍÈÈ ÊÀÍÄÈÄÀÒÎÂ

Â ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÈßÕ ÈÇÁÈÐÀÒÅËÅÉ

В ка÷естве структуры, описываþщей попарное
сравнение канäиäатов, испоëüзуется ìажоритар-
ный ãраф.
Мажоритарныì ãрафоì M профиëя инäивиäу-

аëüных упоряäо÷ений избиратеëей {pi}, i = ,
называется ориентированный ãраф, верøинаìи
котороãо явëяþтся канäиäаты x ∈ A, а ориентиро-
ванная äуãа из верøины x ∈ A в верøину y ∈ A
провоäится в тоì и тоëüко тоì сëу÷ае, есëи ÷исëо

избиратеëей в профиëе {pi}, i = , преäпо÷ита-
þщих канäиäата x канäиäату y, превосхоäит поëо-
вину общеãо ÷исëа избиратеëей N.
Мажоритарный ãраф соäержит в себе ка÷ест-

веннуþ инфорìаöиþ обо всех попарных сравне-

Таблица 14

И1 И2 И3 Ранã

x v v 4

y x x 3

z y z 2

v z y 1

Таблица 15

И1 И2 И3 Ранã

x v v 2

v x x 1

Таблица 16

И1 И2 И3 Ранã

x v v 3

y x x 2

v z y 1

Таблица 17

И1 И2 И3 Ранã

x v v 2

v x x 1

1 N,

1 N,
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ниях канäиäатов ìежäу собой, поëу÷еннуþ на ос-
новании профиëя инäивиäуаëüных упоряäо÷ений

избиратеëей {pi}, i = . Непосреäственно из оп-
реäеëения сëеäует, ÷то ìажоритарный ãраф M яв-

ëяется антирефëексивныì (∀x ∈ A: x x) и асиì-

ìетри÷ныì (∀x, y ∈ A: xMy ⇒ y x). В сëу÷ае, коã-
äа ÷исëо избиратеëей N не÷етно, ìажоритарный
ãраф М явëяется связныì (∀x, y ∈ A: xMy ∨ yMx).
В ëитературе по теории ãрафов связанные асиì-

ìетри÷ные ãрафы называþтся турнираìи. В сëу-
÷ае, коãäа N ÷етно, ìажоритарный ãраф явëяется
асиììетри÷ныì, но, вообще ãоворя, не явëяется
связныì, т. е. ìожет и не бытü турнироì.
Даëее в этоì разäеëе посëеäоватеëüно рас-

сìатриваþтся как проöеäуры, осуществëяþщие
коëëективный выбор непосреäственно по ìажо-
ритарноìу ãрафу, так и проöеäуры, в которых по
ìажоритарноìу ãрафу строится та иëи иная äопоë-
нитеëüная вспоìоãатеëüная структура, по которой
затеì осуществëяется коëëективный выбор, а так-
же спеöиаëüные проöеäуры, приìеняеìые тоëüко
в тоì сëу÷ае, коãäа ìажоритарный ãраф явëяется
турнироì.

3.1. Ïðîöåäóðû âûáîðà íåïîñðåäñòâåííî
ïî ìàæîðèòàðíîìó ãðàôó

3.1.1. Процедура выбора победителя Кондорсе
[1—3, 6, 24, 25]

При испоëüзовании в ка÷естве вспоìоãатеëü-
ной структуры ìажоритарноãо ãрафа преäставëе-
ние о ëу÷øеì канäиäате естественно связатü с кан-
äиäатоì, «ëу÷øиì в попарных сравнениях», т. е. с
такиì канäиäатоì, который при сравнении с ëþ-
быì äруãиì явëяется боëее преäпо÷титеëüныì бо-
ëее ÷еì äëя поëовины избиратеëей. Такой поäхоä
быë преäëожен ìаркизоì äе Конäорсе в опубëи-
кованноì 1785 ã. труäе «Рассужäения о приìене-
нии анаëиза к оöенке выборов боëüøинствоì ãо-

ëосов4» [24].
Канäиäат, побежäаþщий всех äруãих канäиäа-

тов при попарноì сравнении, называется побеäи-
теëеì Конäорсе. На ìажоритарноì ãрафе еìу со-
ответствует верøина, от которой отхоäят äуãи ко
всеì остаëüныì верøинаì ìажоритарноãо ãрафа.
Часто ìажоритарный ãраф таких верøин не соäер-
жит, и побеäитеëя Конäорсе не существует.
Дëя профиëя преäпо÷тений (табë. 18) ìажори-

тарный ãраф иìеет виä, преäставëенный на рис. 5.
Зäесü канäиäат x явëяется побеäитеëеì Конäорсе.

Дëя сëу÷ая, преäставëенноãо в табë. 19, ìажо-
ритарный ãраф иìеет виä, показанный на рис. 6.
Зäесü побеäитеëя Конäорсе нет, т. е. иìеет ìесто
так называеìый параäокс Конäорсе (ëинейные
упоряäо÷ения преäпо÷тений избиратеëей привоäят
к öикëи÷ескоìу коëëективноìу преäпо÷тениþ).

В сëу÷ае ÷етноãо ÷исëа избиратеëей возìожно
три сëу÷ая:

— побеäитеëü Конäорсе на ìажоритарноì ãра-
фе существует;

— побеäитеëя Конäорсе не существует;
— иìеþтся нескоëüко неäоìинируеìых вер-

øин на ìажоритарноì ãрафе.
Наприìер, äëя сëу÷ая, преäставëенноãо в

табë. 20, ìажоритарный ãраф иìеет виä, показан-
ный на рис. 7.

В этоì сëу÷ае верøины x и y ìожно интерпре-
тироватü как сëабые побеäитеëи Конäорсе.

3.1.2. Процедура Блэка [30]

Как быëо отìе÷ено ранее, äëя ìноãих профи-
ëей преäпо÷тений избиратеëей выбор побеäитеëя
Конäорсе (есëи он существует) и выбор по про-
öеäуре Борäа отëи÷аþтся. В своей книãе Дункан

4 Впервые проöеäуры ãоëосования, основанные на попар-
ноì сравнении канäиäатов, быëи преäëожены в XIII в. ката-
ëанскиì у÷еныì, фиëософоì и боãосëовоì Райìунäоì Луëëи-
еì (1235—1315) [6, 26—29].

1 N,

M

M

Рис. 5

Таблица 19

И1 И2 И3

y x z

x y x

z z y

Рис. 6

Таблица 18

И1 И2 И3

x z y

y x z

z y x

Рис. 7

Таблица 20

И1 И2 И3 И4

x x y y

y y x x

z v z z

v z v v
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Бëэк (Duncan Black) преäëожиë сëеäуþщуþ про-
öеäуру ãоëосования: есëи существует побеäитеëü
Конäорсе на ìажоритарноì ãрафе, то он объявëя-
ется коëëективно избранныì. Есëи такоãо канäи-
äата нет, то коëëективный выбор осуществëяется
с поìощüþ проöеäуры Борäа.

3.1.3. Процедура последовательного исключения 
кандидатов [6, 29, 31]

Канäиäаты распоëаãаþтся в строãо фиксиро-
ванноì поряäке. Избиратеëи сравниваþт (соãëас-
но своиì преäпо÷тенияì) первоãо и второãо кан-
äиäатов в этоì фиксированноì поряäке. Даëее
избиратеëи сравниваþт побеäитеëя этоãо сравне-
ния с третüиì канäиäатоì, и т. ä. Побеäитеëü пос-
ëеäнеãо сравнения объявëяется коëëективно из-
бранныì.
Поäобная проöеäура испоëüзуется в законоäа-

теëüных орãанах США5. Так, в Конãрессе США
при рассìотрении вопроса о внесении поправок
в какой-ëибо äокуìент принята сëеäуþщая про-
öеäура. Допустиì, иìеется нескоëüко аëüтерна-
тивных вариантов поправок к äокуìенту. Тоãäа
на ãоëосование выносится исхоäный äокуìент
(status quo) и стоящий первыì по поряäку вариант
поправки. Побеäитеëü в этоì попарноì сравне-
нии ставится на ãоëосование со вторыì вариантоì
поправки, и т. ä. На посëеäнеì этапе на ãоëосова-
ние выносятся вариант, побеäивøий на преäпос-
ëеäнеì этапе, и исхоäный äокуìент (status quo).

3.1.4. Процедура выбора минимального
доминирующего подмножества [2, 3, 32—35]

Непустое ìножество вариантов Q называется
äоìинируþщиì поäìножествоì ìножества A на
ìажоритарноì ãрафе М, есëи äëя всех x ∈ Q и всех
y ∈ A\Q выпоëняется xMy. Друãиìи сëоваìи, äо-
ìинируþщиì поäìножествоì в А называется ìно-
жество Q, от кажäоãо эëеìента котороãо иäет äуãа
ко всеì верøинаì в ìножестве A\Q.
Множество вариантов Q называется ìиниìаëü-

ныì äоìинируþщиì поäìножествоì в A, есëи Q
явëяется äоìинируþщиì поäìножествоì в A и не
существует поäìножества в Q, явëяþщеãо äоìи-
нируþщиì поäìножествоì в A.
Мажоритарный ãраф иìеет еäинственное ìи-

ниìаëüное äоìинируþщее поäìножество [34].
В коëëективный выбор соãëасно äанной проöе-

äуре вкëþ÷аþтся все канäиäаты из ìиниìаëüноãо
äоìинируþщеãо поäìножества, которое нахоäит-
ся по ìажоритарноìу ãрафу M.

В ка÷естве приìера рассìотриì ìажоритарный
ãраф M, построенный по некотороìу профиëþ ин-
äивиäуаëüных упоряäо÷ений избиратеëей (рис. 8)
на ìножестве канäиäатов {x, y, z, v}. По проöеäуре
выбора на этоì ãрафе побеäитеëя Конäорсе не су-
ществует, так как нет верøины, к которой бы не
øëи стреëки от äруãих верøин. В то же вреìя вер-
øины x, y и z, вхоäящие в öикë, составëяþт ìи-
ниìаëüное äоìинируþщее поäìножество, кото-
рое äоìинирует наä канäиäатоì v.

Приìенение правиëа выбора ìиниìаëüноãо
äоìинируþщеãо поäìножества ÷асто привоäит к
выбору сëиøкоì боëüøоãо ÷исëа вариантов. На-
приìер, äëя ãрафа M, преäставëенноãо на рис. 9,
ìиниìаëüное äоìинируþщее поäìножество со-
ставëяет все поäìножество {x, y, z, v, w, q}, хотя ин-
туитивно ощущается, ÷то öикë {x, y, z} «ëу÷øе»,
÷еì öикë {v, w, q}. Привеäенное ниже правиëо вы-
бора ìиниìаëüных неäоìинируеìых поäìножеств
позвоëяет осуществитü в этоì приìере иìенно
выбор вариантов из öикëа {x, y, z}.

3.1.5. Процедура выбора минимальных
недоминирумых подмножеств [2, 3, 32—35]

Непустое поäìножество верøин Q называется
неäоìинируеìыì поäìножествоì ìножества A в
ìажоритарноì ãрафе М, есëи никакая верøина в
A\Q не äоìинирует ни наä какой верøиной из Q.

5 Впервые проöеäура посëеäоватеëüноãо искëþ÷ения кан-
äиäатов быëа преäëожена в XIV в. Р. Луëëиеì [28].

Рис. 8

Рис. 9
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Друãиìи сëоваìи, неäоìинируеìыì поäìножест-
воì называется поäìножество Q ⊆ A, к эëеìентаì
котороãо не иäут стреëки из ìножества A\Q. На
рис. 10 такиì поäìножествоì явëяется поäìно-
жество {x, y, z}.

Множество A ìожет соäержатü нескоëüко ìи-
ниìаëüных неäоìинируеìых поäìножеств. На-
приìер, на рис. 10 ìножества {x, y, z} и {v} явëя-
þтся ìиниìаëüныìи неäоìинируеìыìи поäìно-
жестваìи ìножества {x, y, z, v, w, q}.
Соãëасно описываеìой проöеäуре в коëëектив-

ный выбор вкëþ÷ается объеäинение всех ìини-
ìаëüных неäоìинируеìых поäìножеств, т. е. коë-
ëективный выбор состоит из канäиäатов {x, y, z, v}.
В сëу÷ае, коãäа ÷исëо избиратеëей не÷етно, коë-

ëективный выбор по проöеäураì выбора ìини-
ìаëüноãо äоìинируþщеãо поäìножества и ìини-
ìаëüных неäоìинируеìых поäìножеств совпаäа-
þт, так как в этоì сëу÷ае совпаäаþт ìиниìаëüное
äоìинируþщее и ìиниìаëüное неäоìинируеìое
поäìножества: эти поäìножества состоят иëи из
оäной верøины, которая äоìинирует наä всеìи
äруãиìи верøинаìи (побеäитеëü Конäорсе), иëи
из «выиãрываþщеãо» öикëа, т. е. такоãо öикëа,
кажäая верøина котороãо äоìинирует наä всеìи
верøинаìи вне этоãо öикëа.

3.1.6. Процедура фон Неймана—Моргенштерна
[2, 3, 36]

Иäея этой проöеäуры возникëа в теории иãр
как реøение кооперативной иãры N ëиö. В коë-
ëективный выбор по правиëу фон Нейìана—Мор-
ãенøтерна вкëþ÷ается ìножество верøин Ω ìа-
жоритарноãо ãрафа M такое, ÷то:

1) есëи x и y — верøины, вхоäящие в Ω, то ни
оäна из них не äоìинирует наä äруãой в ìажори-
тарноì ãрафе M;

2) есëи z — верøина, не вхоäящая в Ω, то иìе-
ется по крайней ìере оäна верøина x, вхоäящая
в Ω, которая äоìинирует наä z в ãрафе M.
Такое ìножество верøин называется яäроì ìа-

жоритарноãо ãрафа. Заìетиì, ÷то äëя некоторых
ãрафов существует нескоëüко реøений фон Ней-

ìана—Морãенøтерна. Наприìер, äëя ãрафа, изоб-
раженноãо на рис. 11 иìеется äва возìожных ìно-
жества фон Нейìана—Морãенøтерна: ìножество
{x, z} и ìножество {y, v}. В таких сëу÷аях äëя вы-
äеëения коëëективно выбранных вариантов про-
öеäура как-ëибо äоопреäеëяется. (Наприìер, в
коëëективный выбор вкëþ÷аþтся все существуþ-
щие ìножества фон Нейìана—Морãенøтерна,
т.е. их объеäинение).

Множество фон Нейìана—Морãенøтерна ìо-
жет и не существоватü. Наприìер, это иìеет ìес-
то, есëи ãраф преäставëяет собой öикë не÷етной
äëины без хорä. Нетруäно убеäитüся, ÷то есëи
ìажоритарный ãраф M аöикëи÷ен и транзитивен,
то ìножество фон Нейìана—Морãенøтерна сов-
паäает с парно-äоìинантныì выбороì на этоì
ãрафе. В сëу÷ае, коãäа ìажоритарный ãраф аöик-
ëи÷ен, парно-äоìинантный выбор вëожен (вооб-
ще ãоворя, нестроãо) во ìножество фон Нейìа-
на—Морãенøтерна.

* * *

Рассìотренные в п. 3.1 проöеäуры осущест-
вëяþт коëëективный выбор непосреäственно по
ìажоритарноìу ãрафу. Наряäу с этиì существует
ãруппа проöеäур, коãäа по ìажоритарноìу ãрафу
строится та иëи иная äопоëнитеëüная вспоìо-
ãатеëüная структура, по которой и осуществëяет-
ся коëëективный выбор. Такой äопоëнитеëüной
структурой ìожет бытü øкаëа иëи бинарное отно-
øение (ориентированный ãраф, уже не ìажори-
тарный).

3.2. Ïðîöåäóðû, èñïîëüçóþùèå ìàæîðèòàðíûé ãðàô
è âñïîìîãàòåëüíóþ øêàëó íà íåì

3.2.1. Процедура Коупленда [2, 3, 37, 38]

Соãëасно этой проöеäуре, испоëüзуя ìажори-
тарный ãраф M, кажäой верøине x ∈ A приписы-
вается опреäеëенное ÷исëо. Существуþт три ìоäи-
фикаöии проöеäуры Коупëенäа.
Первая процедура Коупленда. Кажäой верøине

приписывается зна÷ение, равное разности ÷исëа
исхоäящих из этой верøины äуã и вхоäящих в нее
äуã на ìажоритарноì ãрафе M (т. е. разности ìощ-

Рис. 10

Рис. 11
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ностей нижнеãо и верхнеãо срезов в äанной вер-
øине). Коëëективно выбранныì с÷итается канäи-
äат (иëи канäиäаты), у котороãо это зна÷ение ìак-
сиìаëüно.
Вторая процедура Коупленда. Лу÷øиì признает-

ся канäиäат (верøина на ìажоритарноì ãрафе), у
котороãо ìаксиìаëüно ÷исëо исхоäящих из этой
верøины äуã (т. е. ìаксиìаëüна ìощностü нижне-
ãо среза).
Третья процедура Коупленда. Избранныì с÷ита-

ется канäиäат, у котороãо ìиниìаëüно ÷исëо вхо-
äящих в эту верøину äуã на ìажоритарноì ãрафе
(т. е. ìиниìаëüна ìощностü верхнеãо среза).
Приìер, привеäенный в табë. 21, иëëþстрирует

приìенение проöеäур Коупëенäа.

Дëя профиëя преäпо÷тений избиратеëей (сì.
табë. 21) построен ìажоритарный ãраф M (рис. 12).
Зна÷ения ìощностей нижнеãо и верхнеãо срезов
äëя верøин ãрафа, а также разностü ìежäу ìощ-
ностяìи нижнеãо и верхнеãо срезов привеäены в
табë. 22.

Соãëасно первой проöеäуре Коупëенäа коëëек-
тивный выбор состоит из канäиäата x, соãëасно
второй проöеäуре — из канäиäата x, соãëасно тре-
тüей проöеäуре — из канäиäатов x и y.
Нетруäно заìетитü, ÷то в сëу÷ае не÷етноãо ÷ис-

ëа избиратеëей ìажоритарный ãраф M явëяется
турнироì (т. е. антирефëексивныì, асиììетри÷-
ныì и связныì ãрафоì). В этоì сëу÷ае все три
проöеäуры Коупëенäа äаþт оäин и тот же коëëек-
тивный выбор.
Дëя наãëяäности проöеäура Коупëенäа äопус-

кает ìатри÷ное преäставëение. По ìажоритарно-
ìу ãрафу M строится кваäратная ìатриöа сìеж-

ности T по правиëу: есëи от верøины x к верøи-
не y иäет стреëка, то в кëетке на пересе÷ении
строки x и стоëбöа y ìатриöы T ставится 1, а на пе-
ресе÷ении строки y и стоëбöа x ставится 0.
Поясниì построение ìатриöы сìежности на

приìере (табë. 23, рис. 13). По первой проöеäуре
Коупëенäа (а есëи ÷исëо избиратеëей не÷етно, то
и по остаëüныì äвуì проöеäураì) поäс÷итывается
суììа о÷ков в строке ìатриöы сìежности, и по-
беäитеëеì объявëяется канäиäат (иëи канäиäаты),
у котороãо эта суììа ìаксиìаëüна. В äанноì при-
ìере это канäиäаты x, y и z. Такой способ опреäе-
ëения побеäитеëей øироко испоëüзуется в спор-
тивных турнирах, ãäе за побеäу äается 1 о÷ко, а за
проиãрыø — 0.

3.2.2. Процедура Доджсона [6, 39—42]

Чарëüз Лþтвиäж Доäжсон (Charles Lutwidge
Dodgson (1832—1898), øироко известный поä ëи-
тературныì псевäониìоì Лþис Кэроëë, написаë
три статüи, посвященные пробëеìе ãоëосования.
В оäной из них [41] он ввеë понятие степени пре-
восхоäства оäноãо канäиäата наä äруãиì. На осно-
ве этоãо понятия построена проöеäура ãоëосова-
ния Доäжсона.
Поясниì эту проöеäуру на приìере. Профиëü

преäпо÷тений 11-ти избиратеëей относитеëüно
канäиäатов x, y, z, v преäставëен в табë. 24.

Таблица 21

И1 И2 И3 И 4

x y x y

z x z x

y z y z Рис. 12

Таблица 22

Параìетр x y z

Нижний срез {z} {∅} {∅}

Мощностü нижнеãо среза 1 0 0

Верхний срез {∅} {∅} {x}

Мощностü верхнеãо среза 0 0 1

Разностü ìежäу ìощностяìи 
нижнеãо и верхнеãо срезов

1 0 –1

Таблица 23

И1 И2 И3

x z y

y x z

v y x

z v v

Рис. 13

Таблица 24

И1 И2 И3 И4 И5 И6 И7 И8 И9 И10 И11

x x x x y y y z z z v

v v y y z z v y y y z

z z v v x x z v v v y

y y z z v v x x x x x
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Мажоритарный ãраф, построенный по этоìу
профиëþ преäпо÷тений избиратеëей, иìеет виä,
преäставëенный на рис. 14. Есëи иìеется побеäи-
теëü Конäорсе, то он объявëяется коëëективныì
выбороì. Побеäитеëя Конäорсе на этоì ìажори-
тарноì ãрафе нет.

На основании профиëя преäпо÷тений избира-
теëей строится кваäратная ìатриöа разìерности
nЅn по правиëу: на пересе÷ении строки x и стоë-
бöа y стоит äробü, в ÷исëитеëе которой ÷исëо из-
биратеëей, преäпо÷итаþщих канäиäата x канäи-
äату y, а в знаìенатеëе — ÷исëо избиратеëей,
преäпо÷итаþщих канäиäата y канäиäату x. Гëав-
ная äиаãонаëü ìатриöы не запоëняется.
Дëя приìера (cì. табë. 24), такая ìатриöа преä-

ставëена рис. 15.

Проанаëизировав эту ìатриöу, заìетиì, ÷то
äëя тоãо, ÷тобы канäиäат y стаë побеäитеëеì Кон-
äорсе, в профиëе преäпо÷тений избиратеëей (сì.
табë. 24) äостато÷но оäноãо переìещения вверх в
стоëбöе избиратеëя И11 (т. е. поìенятü ìестаìи
канäиäатов y и z).

Обозна÷иì ÷ерез t(•) ÷исëо переìещений вверх
(инверсий), которые позвоëят канäиäату статü по-
беäитеëеì Конäорсе. Тоãäа t(y) = 1. Анаëоãи÷но,
äëя тоãо, ÷тобы канäиäат z стаë побеäитеëеì Кон-
äорсе, äостато÷но оäноãо переìещения вверх (на-
приìер, поìенятü ìестаìи z и v в стоëбöе избира-
теëя И1), т. е. t(z) = 1. С äруãой стороны, äëя тоãо,
÷тобы канäиäат x стаë побеäитеëеì Конäорсе, не-
обхоäиìо произвести по äва переìещения вверх в
стоëбöах избиратеëей И5 и И6, т. е. в суììе 4 пе-
реìещения, и t(x) = 4. Еще боëüøе переìещений
вверх требуется äëя канäиäата v, ÷тобы он стаë по-
беäитеëеì Конäорсе. Так форìируþтся ÷исëовые
оöенки канäиäатов по øкаëе «÷исëо инверсий».
Коëëективно избранныì соãëасно проöеäуре

Доäжсона признается канäиäат (иëи канäиäаты),
который требует ìиниìаëüноãо переìещения вверх
в упоряäо÷ениях избиратеëей äëя тоãо, ÷тобы статü
побеäитеëеì Конäорсе (т. е. канäиäат (иëи кан-
äиäаты) иìеþщий ìиниìаëüное ÷исëовое зна÷е-
ние по øкаëе «÷исëо инверсий») Дëя приìера,
(сì. табë. 24) коëëективно избираþтся канäиäа-
ты y и z.
Поясниì äействие проöеäуры Доäжсона на бо-

ëее простоì приìере. Преäпо÷тения трех избира-
теëей относитеëüно канäиäатов x, y, z, v преäстав-
ëены в табë. 25, а соответствуþщий ìажоритарный
ãраф на рис. 16.

В табë. 26 стреëкаìи указано, скоëüко инверсий
необхоäиìо äëя кажäоãо канäиäата, ÷тобы он стаë
побеäитеëеì Конäорсе.
Соãëасно проöеäуре Доäжсона коëëективно из-

бранныìи буäут канäиäаты x и z.

Рис. 14

Рис. 15

Таблица 25

И1 И2 И3

x z y

v x z

y v v

z y x Рис. 16

Таблица 26

Дëя канäиäата x: Дëя канäиäата y: Дëя канäиäата z: Дëя канäиäата v:

И1 И2 И3 И1 И2 И3 И1 И2 И3 И1 И2 И3

x z y x z y x z y x z y

v x z v x z v x z v x z

y v v y v v y v v y v v

z y x z y x z y x z y x

⇓ ⇓

⇓
⇑ ⇑

⇑

⇑⇓

⇓ ⇓⇑ ⇑
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3.2.3. Процедура Янга [3]

В этой проöеäуре также испоëüзуется попарное
сравнение канäиäатов, но происхоäит это сравне-
ние äëя разëи÷ных поäсписков избиратеëей из
профиëя преäпо÷тений избиратеëей. Дëя ее реа-
ëизаöии строится вспоìоãатеëüная ÷исëовая øка-
ëа: кажäоìу варианту x ∈ A приписывается ÷исëо-
вая оöенка ρ(x), равная ÷исëу избиратеëей в на-
ибоëüøеì поäсписке избиратеëей, в котороì этот
вариант x ëу÷øе ëþбоãо äруãоãо варианта при по-
парноì ìажоритарноì сравнении. С÷итается, ÷то
вариант x ëу÷øе варианта y при попарноì ìажо-
ритарноì сравнении в преäеëах некотороãо поä-
списка избиратеëей, есëи боëее поëовины избира-
теëей из этоãо поäсписка преäпо÷итаþт вариант x
варианту y в своих инäивиäуаëüных упоряäо÷ени-
ях (т. е. вариант х явëяется побеäитеëеì Конäорсе
в этоì поäсписке избиратеëей). Так возникает
вспоìоãатеëüная коëëективная øкаëа ρ, которая
испоëüзуется äëя нахожäения коëëективноãо вы-
бора (наприìер, при поìощи правиëа экстреìиза-
öии, т. е. в коëëективный выбор вкëþ÷аþтся ва-
рианты, иìеþщие ìаксиìаëüные оöенки по вспо-
ìоãатеëüной øкаëе ρ).
Дëя кажäоãо варианта x ÷исëо ρ(х) нахоäится

спеöиаëüныì переборныì аëãоритìоì. С ростоì
÷исëа избиратеëей и канäиäатов в бþëëетене пе-
реборная заäа÷а усëожняется, и тоãäа вспоìоãа-
теëüная øкаëа в проöеäуре Янãа ìожет бытü пос-
троена ëиøü с поìощüþ коìпüþтера.
Рассìотриì приìеры приìенения проöеäуры

Янãа. Пустü профиëü инäивиäуаëüных упоряäо÷е-
ний трех избиратеëей иìеет виä, преäставëенный
в табë. 27, а. Возìожные поäсписки избиратеëей
(И1, И2, И3) преäставëены в табë. 27, б—ж. Поä-
с÷итаеì зна÷ения ρ äëя кажäоãо из канäиäатов x,
y, z и v, т. е. найäеì ìаксиìаëüный разìер поä-
списка, в котороì äанный канäиäат явëяется ëу÷-
øиì при попарноì ìажоритарноì сравнении с
кажäыì из äруãих канäиäатов.

Дëя канäиäата x: есëи взятü весü список (И1,
И2, И3), то канäиäат x хуже канäиäата y в попар-
ноì ìажоритарноì сравнении (Избиратеëи И1 и
И3 преäпо÷итаþт канäиäата y канäиäату x), т. е.
ρ(х) ≠ 3.
Возìожны три поäсписка, соäержащих упоря-

äо÷ения äвух избиратеëей: (И1, И2), (И1, И3) и
(И2, И3) сì. табë. 27 б, в и г соответственно. Ни в
оäноì из этих поäсписков канäиäат x не явëяется
побеäитеëеì при попарноì ìажоритарноì срав-
нении со всеìи äруãиìи канäиäатаìи. Наприìер,
в сëу÷ае поäсписка (И1, И3) (сì. табë. 27, в) хотя
канäиäат x ëу÷øе, ÷еì канäиäат z и канäиäат v äëя
обоих избиратеëей И1 и И3, но канäиäат x не ëу÷øе
канäиäата y в попарноì сравнении (избиратеëü И1
преäпо÷итает канäиäата x канäиäату y, но избира-
теëü И3 преäпо÷итает канäиäата y канäиäату x).
Анаëоãи÷но проверяþтся поäсписки (И1, И2) и

(И2, И3). Итак, не существует поäсписка, соäер-
жащеãо упоряäо÷ения äвух избиратеëей, в кото-
роì x явëяется ëу÷øиì в попарноì ìажоритарноì
сравнении с äруãиìи канäиäатаìи.
Рассìотриì теперü поäсписки, состоящие тоëü-

ко из оäноãо избиратеëя. В поäсписке, состоящеì
из избиратеëя И1 (сì. табë. 27, д) канäиäат x яв-
ëяется ëу÷øиì в попарноì ìажоритарноì срав-
нении с äруãиìи канäиäатаìи. Сëеäоватеëüно,
ρ(х) = 1.
Анаëоãи÷ная проверка показывает, ÷то ρ(z) = 1,

ρ(v) = 0.
Дëя канäиäата y ρ(у) = 3. Действитеëüно, есëи

взятü поëный список (И1, И2, И3), то канäиäат y
ëу÷øе, ÷еì ëþбой äруãой канäиäат боëее ÷еì äëя
поëовины избиратеëей: канäиäат y ëу÷øе, ÷еì кан-
äиäат x äëя избиратеëей И2 и И3; канäиäат y ëу÷-
øе, ÷еì канäиäат z äëя избиратеëей И1 и И3; кан-
äиäат y ëу÷øе, ÷еì канäиäат v äëя всех трех изби-
ратеëей И1, И2, И3.
Итак, ÷исëовые оöенки канäиäатов по вспоìо-

ãатеëüной øкаëе ρ: ρ(у) = 3, ρ(x) = ρ(z) = 1, ρ(v) = 0.

Таблица 27

И1 И2 И3 И1 И2 И1 И3

x z y x z x y

y y x y y y x

v v z v v v z

z x v z x z v

а б в

И2 И3 И1 И2 И3

z y x z y

y x y y x

v z v v z

x v z x v

 г  д  е ж
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Приìеняя правиëо ìаксиìизаöии к этой øка-
ëе, нахоäиì коëëективный выбор. Соãëасно про-
öеäуре Янãа он состоит из канäиäата y.

3.2.4. Процедуры, использующие понятие собственного 
вектора турнирной матрицы [3, 43—45, 46—49]

Эти проöеäуры приìениìы, есëи ìажоритар-
ный ãраф М, построенный по профиëþ преäпо÷-

тений избиратеëей {pi}, i = , явëяется ãрафоì-
турнироì. По ãрафу М строится турнирная ìат-
риöа Т.
Соãëасно теореìе Фробениуса [50] турнирная

ìатриöа T всеãäа иìеет поëожитеëüное собствен-
ное зна÷ение α, которое явëяется простыì корнеì
характеристи÷ескоãо уравнения Tρ = αρ. Этоìу
зна÷ениþ соответствует собственный вектор ρα с
поëожитеëüныìи коорäинатаìи. Привеäенные äа-
ëее три проöеäуры осуществëяþт ранжирование
вариантов из ìножества A на основе сравнения
÷исëовых зна÷ений коорäинат собственноãо век-
тора турнирной ìатриöы T. Такиì образоì, воз-
никает вспоìоãатеëüное коëëективное упоряäо÷е-
ние, по котороìу затеì осуществëяется коëëек-
тивный выбор.
Первая процедура. На основании соäержа-

теëüных соображений преäëаãается построение
вспоìоãатеëüноãо упоряäо÷ения вариантов из
ìножества A в соответствии с веëи÷иной коìпо-
нент правоãо собственноãо вектора ρα турнирной
ìатриöы T. Поä правыì собственныì вектороì
пониìается вектор ρα, уäовëетворяþщий харак-
теристи÷ескоìу уравнениþ Тρα = αρα. Правый
собственный вектор ρα интерпретируþт как вектор
относитеëüной «сиëы» вариантов из ìножества A.
Варианты упоряäо÷иваþтся в соответствии с ÷ис-
ëовыìи зна÷енияìи коìпонент собственноãо век-
тора. В коëëективный выбор вкëþ÷аþтся вариан-
ты, соответствуþщие наибоëüøиì коìпонентаì
вектора ρα.

Вторая процедура [46]. Вспоìоãатеëüное коë-
ëективное упоряäо÷ение вариантов произвоäится
в соответствии со зна÷ениеì ëевоãо собственноãо
вектора, соответствуþщеãо наибоëüøеìу собст-
венноìу зна÷ениþ. Поä ëевыì собственныì век-
тороì пониìается вектор σr, уäовëетворяþщий
характеристи÷ескоìу уравнениþ σT = rσ. Левый
собственный вектор интерпретируется как век-
тор относитеëüной «сëабости» вариантов. В выбор
преäëаãается вкëþ÷атü варианты, соответствуþ-
щие наиìенüøей коìпоненте ëевоãо собственноãо
вектора.
Третья процедура [46]. Варианты из A упоряäо-

÷иваþтся в соответствии с ÷исëаìи, которые по-
ëу÷аþтся äеëениеì коìпонент правоãо собствен-
ноãо вектора на соответствуþщие коìпоненты

ëевоãо собственноãо вектора. В коëëективный вы-
бор вкëþ÷аþтся варианты, которые соответствуþт
ìаксиìаëüноìу отноøениþ коìпонент.
Привеäеì приìер осуществëения коëëектив-

ноãо выбора с поìощüþ проöеäур, испоëüзуþщих
понятие собственноãо вектора турнирной ìатри-
öы. На рис. 17 изображены ìажоритарный ãраф-
турнир M на ìножестве вариантов A = {x, y, z, v}
и соответствуþщая еìу турнирная ìатриöа T.

Зна÷ения коìпонент собственных векторов äëя
этой ìатриöы взяты из работы [47]:

α = 1,3956;  ρα = {0,3213; 0,2833; 0,1651; 0,2303}.

В коëëективный выбор по первой проöеäуре
вкëþ÷ается вариант x, соответствуþщий наибоëü-
øей коìпоненте вектора ρα.
Левый собственный вектор σα, соответствуþщий

наибоëüøеìу собственноìу зна÷ениþ, иìеет виä

σα = {0,2303; 0,1660; 0,2833; 0,3213}.

В коëëективный выбор по второй проöеäуре
вкëþ÷ается вариант y, соответствуþщий наиìенü-
øей коìпоненте ëевоãо собственноãо вектора.
Отноøение коìпонент правоãо и ëевоãо собст-

венных векторов:

(1,3951; 1,7170; 0,5828; 0,7168).

В коëëективный выбор по третüей проöеäуре
вкëþ÷ается вариант y.
В работе [48] преäëожен ранжируþщий вектор

в виäе

(Т + μТ 2 + … + μk – 1Т k + …)e = T(I – μT )–1e,

ãäе μ — некоторая поëожитеëüная коìпонента,
при которой ряä схоäится (μ ≤ r, ãäе r — наибоëü-
øее собственное зна÷ение ìатриöы Т ), I — еäи-
ни÷ная ìатриöа, е — еäини÷ный вектор. Показа-
но, ÷то при μ = r такое ранжирование совпаäает с
ранжированиеì по коìпонентаì правоãо собст-
венноãо вектора, соответствуþщеãо наибоëüøеìу
собственноìу зна÷ениþ.
В работе [49] преäëожен способ упоряäо÷ения в

соответствии со зна÷енияìи коìпонент собствен-

1 N,

Рис. 17
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ноãо вектора äëя произвоëüных неотриöатеëüных
ìатриö (а не тоëüко ìатриö оäнокруãовоãо турни-
ра). Дана также вероятностная постановка заäа÷и.

3.3. Ïðîöåäóðû, èñïîëüçóþùèå ìàæîðèòàðíûé ãðàô
è âñïîìîãàòåëüíîå áèíàðíîå îòíîøåíèå íà íåì

3.3.1. Процедура Фишберна [2, 3, 14, 51]

Соãëасно этой проöеäуре по ìажоритарноìу
ãрафу M äопоëнитеëüно строится вспоìоãатеëü-
ное бинарное отноøение Φ (т. е. вспоìоãатеëüный
ориентированный ãраф Φ), по котороìу в äаëü-
нейøеì осуществëяется коëëективный выбор.
Верøина x äоìинирует по этоìу бинарноìу отно-
øениþ Φ наä верøиной y (т. е. провоäится ори-
ентированная äуãа на ãрафе Φ из верøины x к
верøине y), есëи все верøины, которые äоìини-
руþт по отноøениþ M наä x, äоìинируþт также и
наä y, и при этоì существует хотя бы оäна верøи-
на, которая äоìинирует по отноøениþ M наä y,
но не äоìинирует наä x, т. е.

xΦy ⇔ F(x) ⊂ F(y),

ãäе F(x) = {v ∈ A: vMx} — ìножество верøин, ко-
торые äоìинируþт по отноøениþ M наä вариан-
тоì x.
Такиì образоì, верøина x äоìинирует наä вер-

øиной y по бинарноìу отноøениþ Φ, есëи ìно-
жество F(x) вëожено во ìножество F(y).
Отноøение Φ явëяется транзитивныì, асиì-

ìетри÷ныì и антирефëексивныì отноøениеì,
т. е. строãиì ÷асти÷ныì поряäкоì.
В коëëективный выбор по правиëу Фиøберна

вкëþ÷аþтся верøины x ∈ A, неäоìинируеìые по
отноøениþ к Φ, т. е. такие верøины, к которыì не
поäхоäит ни оäной äуãи от äруãих верøин. Этот
выбор всеãäа непуст, так как непуст выбор по пар-
но-äоìинантноìу правиëу на строãих ÷асти÷ных
поряäках.
Соäержатеëüный сìысë по правиëу Фиøберна

закëþ÷ается в тоì, ÷то выбираþтся верøины, наä
которыìи äоìинирует «ìаëо» верøин из ìножест-
ва А на ìажоритарноì ãрафе M.
В ка÷естве приìера рассìотриì ìажоритарный

ãраф M (рис. 18).

По ìажоритарноìу ãрафу найäеì ìножества
F(x) äëя всех верøин из ìножества A:

F(x) = {z},  F(y) = {x, v},  F(v) = {x}.

Построиì ãраф Φ (сì. рис. 18). Парно-äоìи-
нантный выбор по бинарноìу отноøениþ Φ со-
äержит верøины x, z и v. Эти верøины и вкëþ÷а-
þтся в выбор по правиëу Фиøберна, т. е. в коë-
ëективный выбор вхоäят канäиäаты x, z и v.

3.3.2. Процедура выбора по отношению покрытия
[2, 3, 52, 53]

Рассìотриì еще оäну проöеäуру, в которой äëя
осуществëения коëëективноãо выбора по ìажори-
тарноìу ãрафу строится äруãая вспоìоãатеëüная
структура — отноøение покрытия Γ (ãраф Γ).
Верøина x äоìинирует по бинарноìу отноøе-

ниþ покрытия Γ наä верøиной y, есëи все верøи-
ны, которые äоìинируþтся по отноøениþ M вер-
øиной y, äоìинируþтся также верøиной x, и при
этоì существует хотя бы оäна верøина, которая
äоìинируется по отноøениþ M верøиной x, но не
äоìинируется верøиной y, т. е.

xΓy ⇔ D(x) ⊃ D(y),

ãäе D(v) = {z ∈ A: vMz}.
Обратиì вниìание, ÷то есëи в правиëе Фиø-

берна в отноøении Φ äëя тоãо, ÷тобы быëо xΦy,
требуется вëоженностü ìножеств верøин, которые
äоìинируþт по отноøениþ M наä верøинаìи x
и y, то в отноøении Γ äëя тоãо, ÷тобы быëо xΓy,
требуется вëоженностü ìножеств верøин, наä ко-
торыìи äоìинируþт верøины x и y.
Отноøение Γ, как и отноøение Φ, явëяется от-

ноøениеì строãоãо ÷асти÷ноãо поряäка.
В коëëективный выбор по äанной проöеäуре

вкëþ÷аþтся верøины, неäоìинируеìые по отно-
øениþ Γ. В связи с теì, ÷то парно-äоìинантный
выбор по отноøениþ строãоãо ÷асти÷ноãо поряä-
ка непуст, непуст и выбор по отноøениþ покры-
тия Γ.
Соäержатеëüный сìысë выбора по отноøениþ

покрытия закëþ÷ается в тоì, ÷то выбираþтся
верøины, которые äоìинируþт по бинарноìу от-
ноøениþ M наä «боëüøиì ÷исëоì» верøин из
преäъявëения X.
В ка÷естве приìера рассìотриì ìажоритарный

ãраф M (рис. 19).
По этоìу ìажоритарноìу ãрафу найäеì ìно-

жества D(x) äëя всех верøин:

D(x) = {z},  D(y) = {v},  D(z) = {∅}, D(v) = {z},

по которыì затеì построиì бинарное отноøение
покрытия Γ (сì. рис. 19). Парно-äоìинантный вы-
бор по бинарноìу отноøениþ Γ соäержит верøи-
ны x, y и v. Эти верøины и вкëþ÷аþтся в коëëек-Рис. 18
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тивный выбор по отноøениþ покрытия, т. е. в
коëëективный выбор вхоäят канäиäаты x, y, v.

3.3.3. Процедура Ричелсона [2, 54]

Эта проöеäура преäставëяет собой как бы «син-
тез» проöеäуры Фиøберна и проöеäуры выбора по
отноøениþ покрытия. В ка÷естве äопоëнитеëüной
вспоìоãатеëüной структуры, которая строится по
ìажоритарноìу ãрафу М, в правиëе Ри÷еëсона ис-
поëüзуется бинарное отноøение Λ:

xΛy ⇔ [F(x) ⊆ F(y)] ∧ [D(x) ⊇ D(y)],

при÷еì хотя бы оäно вкëþ÷ение ⊆ иëи ⊇ явëяется
строãиì вкëþ÷ениеì. Отноøение Λ, также как и
отноøения Φ и Γ, явëяется отноøениеì строãоãо
÷асти÷ноãо поряäка. В коëëективный выбор по
правиëу Ри÷еëсона вкëþ÷аþтся верøины, неäо-
ìинируеìые по отноøениþ Λ.

3.4. Ïàðåòîâñêèå ïðîöåäóðû ãîëîñîâàíèÿ

3.4.1. Процедура выбора множества Парето [2]

Кажäое упоряäо÷ение канäиäатов избирате-
ëеì преäставëяет собой ëинейный поряäок. Есëи
рассìатриватü упоряäо÷ение избиратеëя как кри-
терий, то канäиäатаì ìожно приписатü ранãовые
оöенки по этоìу критериþ. Тоãäа в ка÷естве про-
öеäуры ãоëосования ìожно рассìатриватü вы-
äеëение ìножества Парето в ìноãокритериаëü-
ноì пространстве избиратеëей. Проиëëþстрируеì
äействие этой проöеäуры на приìере. Мнения
трех избиратеëей относитеëüно ÷етырех канäиäа-
тов x, y, z, v преäставëены в табë. 28, соответству-
þщий ãраф Парето изображен на рис. 20. В коë-

ëективный выбор по этой проöеäуре попаäут кан-
äиäаты x и y.

3.4.2. q-паретовская процедура голосования [2, 55]

Обозна÷иì ÷ерез pi ëинейный поряäок, кото-
рый заäается упоряäо÷ениеì канäиäатов i-ì из-
биратеëеì. Ввеäеì понятие q-äоìинируеìоãо
канäиäата в ëинейноì поряäке pi. Канäиäата x на-
зовеì q-äоìинируеìыì в ëинейноì поряäке pi, ес-
ëи |pix | ≤ q, ãäе pix — верхний срез эëеìента x в ëи-
нейноì поряäке pi.

Пустü ëинейный поряäок pi иìеет виä, преä-
ставëенный в табë. 29. Тоãäа x – 0-äоìинируеìый
эëеìент, х и y – 1-äоìинируеìые эëеìенты, x, y и
z – 2-äоìинируеìые эëеìенты, x, y, z и v – 3-äо-
ìинируеìые эëеìенты.

Сìысë этоãо опреäеëения состоит в тоì, ÷то
рассìатриваþтся не тоëüко неäоìинируеìые
(т. е. 0-äоìинируеìые) эëеìенты в ëинейноì по-
ряäке pi, но и те эëеìенты, которые иìеþт не бо-
ëее оäноãо преäпо÷титеëüноãо эëеìента (x и y), не
боëее äвух преäпо÷титеëüных эëеìентов (x, y и z)
и т. ä.
Можно распространитü это понятие на про-

фиëü преäпо÷тений избиратеëей, состоящий из N
ëинейных упоряäо÷ений. Буäеì ãоворитü, ÷то кан-
äиäат x явëяется q-äоìинируеìыì в профиëе {pi},

i = , есëи

 ≤ q.

Тоãäа вкëþ÷ение в коëëективный выбор 0-äо-
ìинируеìых канäиäатов совпаäает с выбороì
ìножества Парето.
Поясниì функöионирование q-паретовской

проöеäуры на приìере профиëя преäпо÷тений из-
биратеëей, преäставëенноãо в табë. 28.
Зна÷ения верхних срезов и их ìощностей преä-

ставëены в табë. 30. Виäно, ÷то в коëëективный
выбор 0-äоìинируеìых канäиäатов (т. е. в ìно-
жество Парето) вхоäят канäиäаты x и y, в выбор

Рис. 19

Таблица 28

И1 И2 И3

x x y

y y z

z v x

v z v Рис. 20

Таблица 29

рi

x

y

z

v

1 N,

   p   ix 
 ∩

i∈Ν 
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1-äоìинируеìых канäиäатов — канäиäаты x, y и z,
в выбор 2-äоìинируеìых канäиäатов — канäиäаты
x, y, z и v.

4. ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ

4.1. Ïðîöåäóðà Êåìåíè [3, 56]

По инäивиäуаëüныì упоряäо÷енияì избирате-
ëей строится вспоìоãатеëüное коëëективное стро-
ãое упоряäо÷ение, бëижайøее в некотороì сìысëе
ко всеì инäивиäуаëüныì упоряäо÷енияì. Лу÷øий
канäиäат в этоì вспоìоãатеëüноì упоряäо÷ении и
явëяется коëëективныì выбороì.
Коëëективное упоряäо÷ение произвоäится сëе-

äуþщиì образоì. Рассìатривается ìножество L,
соäержащее все возìожные упоряäо÷ения кан-
äиäатов из ìножества А. Кажäоìу упоряäо÷ениþ
l ∈ L приписывается ÷исëовая оöенка ξ(l), харак-
теризуþщая степенü бëизости этоãо упоряäо÷ения
l к профиëþ инäивиäуаëüных упоряäо÷ений изби-

ратеëей {pi}, i = , т. е. строится вспоìоãатеëü-
ная øкаëа, но уже не на канäиäатах (как в неко-
торых ранее рассìотренных проöеäурах), а на всех
возìожных упоряäо÷ениях канäиäатов:

ξ(l) = β(x, y)λl(x, y), (1)

ãäе β(x, y) — ÷исëо избиратеëей, преäпо÷итаþщих
канäиäата x канäиäату y в профиëе инäивиäуаëü-

ных преäпо÷тений {pi}, i = ,

λl(x, y) = 

Поясниì, по÷еìу такая оöенка ξ(l) явëяется
усëовной ìерой бëизости упоряäо÷ения l к про-
фиëþ инäивиäуаëüных упоряäо÷ений избирате-

ëей {pi}, i = . Дëя кажäой пары канäиäатов x,
y соответствуþщее сëаãаеìое в этой оöенке теì
боëüøе, ÷еì боëüøее ÷исëо избиратеëей взаиìно
распоëаãаþт канäиäата x и y так же, как они рас-

поëожены в упоряäо÷ении l. В связи с теì, ÷то та-
кие сëаãаеìые суììируþтся по всеì возìожныì
параì канäиäатов, зна÷ения ξ(l), поäс÷итанное
по форìуëе (1), характеризует бëизостü упоряäо-
÷ения l и профиëя инäивиäуаëüных упоряäо÷ений

{pi}, i = .

Так возникает вспоìоãатеëüная коëëективная
øкаëа на ìножестве L всех возìожных упоряäо-
÷ений канäиäатов. В ка÷естве вспоìоãатеëüноãо
коëëективноãо упоряäо÷ения выбирается упоряäо-
÷ение l*, иìеþщее ìаксиìаëüнуþ оöенку ξ(l*), т. е.

ξ(l*) = ξ(l).

Это упоряäо÷ение ìожет не совпаäатü ни с оä-
ниì из инäивиäуаëüных упоряäо÷ений избирате-
ëей. По этоìу вспоìоãатеëüноìу упоряäо÷ениþ l*
и осуществëяется коëëективный выбор путеì
правиëа ìаксиìизаöии. Реаëизаöия этой проöе-
äуры требует реøения ãроìозäких переборных за-
äа÷ и практи÷ески невозìожна без поìощи коì-
пüþтера.
Привеäеì приìер нахожäения ÷исëовой оöен-

ки ξ(l), приписываеìой упоряäо÷ениþ l ∈ L, äëя
простоãо сëу÷ая, коãäа ÷исëо избиратеëей N = 3 и
÷исëо канäиäатов n = 3. Рассìотриì профиëü ин-
äивиäуаëüных упоряäо÷ений избиратеëей, изобра-
женный в табë. 31. Множество всевозìожных упо-
ряäо÷ений L состоит из øести эëеìентов, приве-
äенных в табë. 32: l1, ..., l6.

Таблица 30

А И1 И2 И3 Пересе÷ение 
верхних срезов

Мощностü 
пересе÷ения

x p1x = {∅} p2x = {∅} p3x = {y, z} pi(x) = {∅} =0

y p1y = {x} p2y = {x} p3y = {∅} pi(y) = {∅} = 0

z p1z = {x, y} p2z = {x, y, v} p3z = {y} pi(z) = {y} = 1

v p1v = {x, y, z} p2v = {x, y} p3v = {x, y, z} pi(z) = {x, y} = 2

∩
i∈Ν    p   ix 

 ∩
i∈Ν 

∩
i∈Ν    p   iy 

 ∩
i∈Ν 

∩
i∈Ν    p   iz 

 ∩
i∈Ν 

∩
i∈Ν    p   iv∩

i∈Ν 

1 N,

x y A∈,
x y≠

∑

1 N,

1 есëи в упоряäо÷ении l,
канäиäат x ëу÷øе, ÷еì канäиäат y,

0 в противноì сëу÷ае.,⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

1 N,

1 N,

max
l L∈

Таблица 31

И1 И2 И3

x x y

y z z

z y x

Таблица 32

l1 l2 l3 l4 l5 l6

x x y y z z

y z x z x y

z y z x y x
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Поäс÷итаеì по форìуëе (1) зна÷ения ξ(li) äëя
всех возìожных упоряäо÷ений: ξ(l1) = 6; ξ(l2) = 5;
ξ(l3) = 5; ξ(l4) = 4; ξ(l5) = 4; ξ(l6) = 3. Такиì об-
разоì, в ка÷естве вспоìоãатеëüноãо коëëективно-
ãо упоряäо÷ения l* приниìается упоряäо÷ение l1,
иìеþщее ìаксиìаëüнуþ оöенку по øкаëе ξ. В коë-
ëективный выбор вкëþ÷ается канäиäат, ëу÷øий в
упоряäо÷ении l1, т. е. канäиäат x.

4.2. Ïðîöåäóðà ïðèáëèæåííîé òðèàíãóëÿöèè 
ìàæîðèòàðíîé òóðíèðíîé ìàòðèöû [3, 57—60]

Эта проöеäура приìениìа к ìажоритарныì
ãрафаì спеöиаëüноãо виäа — турнираì, т. е. связ-
ныì, асиììетри÷ныì, антирефëексивныì ãра-
фаì. Напоìниì, ÷то есëи ÷исëо избиратеëей N
не÷етно, то ìажоритарный ãраф M, построенный
по профиëþ преäпо÷тений избиратеëей, явëяется
турнироì, а ìатриöа сìежности, построенная по
этоìу ãрафу M, явëяется турнирной ìатриöей.
Турнирной ìатриöей называется кваäратная

ìатриöа T = ||txy ||, x, y ∈ A, разìерности nЅn, ко-
торая строится по ìажоритарноìу ãрафу M сëеäу-
þщиì образоì:

txy = 

На рис. 21 изображен приìер ìажоритарноãо
ãрафа-турнира M и соответствуþщей еìу турнир-
ной ìатриöы T.

В сëу÷ае, коãäа ìажоритарный ãраф M явëяется
строãиì поряäкоì, еìу соответствует турнирная
ìатриöа, называеìая транзитивной. Приìер тран-
зитивной ìатриöы привеäен на рис. 22. В такой
ìатриöе все эëеìенты наä ãëавной äиаãонаëüþ
равны 1, а поä ãëавной äиаãонаëüþ — равны 0.

Пустü по профиëþ инäивиäуаëüных упоряäо÷е-

ний {pi}, i =  построен ìажоритарный ãраф M,
а по неìу — турнирная ìатриöа T. Наряäу с ней
рассìотриì все ìысëиìые транзитивные турнир-
ные ìатриöы, построенные на этоì ìножестве
верøин A. Такие ìатриöы отëи÷аþтся тоëüко теì,
в какоì поряäке приписаны верøины x ∈ A стро-
каì (и соответственно стоëбöаì) ìатриöы.
Рассìотриì какуþ-нибуäü конкретнуþ транзи-

тивнуþ ìатриöу TT из этоãо ìножества. Обратив-
øисü к исхоäной турнирной ìатриöе T, переста-
виì в ней строки и стоëбöы так, ÷тобы их поряäок

оказаëся то÷но такиì, как в ìатриöе6 TT . Поäс÷и-
таеì суììу эëеìентов, распоëоженных в такой пре-
образованной ìатриöе поä ãëавной äиаãонаëüþ.
Обозна÷иì эту суììу τ(TT) и рассìотриì это ÷ис-
ëо как усëовное расстояние исхоäной ìатриöы T,
построенной по ìажоритарноìу ãрафу М, от äан-
ной транзитивной ìатриöы TT . Поäс÷итав такие
÷исëа τ(TT) äëя всех возìожных транзитивных тур-
нирных ìатриö TT , поëу÷аеì øкаëу, построеннуþ
на ìножестве транзитивных турнирных ìатриö.
По этой øкаëе выбирается транзитивная ìат-

риöа , у которой øкаëüная оöенка τ( ) иìеет
наиìенüøее зна÷ение по построенной øкаëе. Та-
кая ìатриöа  в сìысëе ввеäенноãо расстояния
наибоëее бëизка к исхоäной турнирной ìатриöе T.
В коëëективный выбор вкëþ÷ается вариант, у ко-
тороãо суììа о÷ков по этой транзитивной турнир-
ной ìатриöе  ìаксиìаëüна.
Привеäеì приìер построения коëëективноãо

выбора при поìощи проöеäуры, испоëüзуþщей
прибëиженнуþ трианãуëяöиþ турнирной ìатри-
öы. Мажоритарный ãраф M и соответствуþщая
еìу турнирная ìатриöа T привеäены на рис. 23.

1 есëи xMy,,
0 есëи yMx txx, , 0.=⎩

⎨
⎧

Рис. 21

Рис. 22

6 Перестановка строк и стоëбöов, в резуëüтате которой из
некоторой ìатриöы поëу÷ается верхнетреуãоëüная ìатриöа,
называется трианãуëяöией ìатриöы. При описанной в тексте
проöеäуре перестановки строк и стоëбöов поä ãëавной äиаãо-
наëüþ ìатриöы ìоãут остатüся эëеìенты, отëи÷ные от нуëя.
Такая трианãуëяöия называется прибëиженной, и с этиì свя-
зано название äанной проöеäуры.

1 N,

TT
* TT

*

TT
*

TT
*

Рис. 23
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На ÷етырех вариантах возìожно построение
24-х разëи÷ных транзитивных турнирных ìатриö.
Поäс÷итываþтся зна÷ения τ-оöенки отëи÷ия каж-
äой из этих транзитивных ìатриö от иссëеäуеìой.
На рис. 24 привеäены три приìера таких транзи-
тивных ìатриö, а поä ниìи привеäена исхоäная
ìатриöа (та же, ÷то и на рис. 23), но посëе соот-
ветствуþщей перестановки строк и стоëбöов. Зна-
÷ения äëя этих трех транзитивных ìатриö соот-
ветственно равны: Ta = 3, Tб = 1, Тв = 4. Дëя ос-

таëüных транзитивных турнирных ìатриö оöенки
поäс÷итываþтся анаëоãи÷но.
Матриöа, изображенная на рис. 24, б, иìеет

наиìенüøуþ оöенку τ среäи всех 24-х транзитив-
ных турнирных ìатриö. Этой транзитивной ìат-
риöе соответствует строãое упоряäо÷ение вариан-
тов, по котороìу ëу÷øиì вариантоì явëяется x,
т. е. соãëасно äанноìу правиëу коëëективно изби-
рается канäиäат x.

5. ÏÐÎÖÅÄÓÐÀ ÑÈÌÏÑÎÍÀ [2, 14]

По профиëþ преäпо÷тений избиратеëей стро-
ится турнирная ìатриöа спеöиаëüноãо виäа раз-
ìерности nЅn, ãäе n — ÷исëо канäиäатов (не пу-
татü с турнирной ìатриöей, которая строиëасü в
проöеäуре прибëиженной трианãуëяöии и проöе-
äурах, испоëüзуþщих понятие собственноãо век-
тора турнирной ìатриöы). На пересе÷ении стро-
ки x и стоëбöа y стоит ÷исëо избиратеëей, кото-
рые в своеì упоряäо÷ении канäиäатов поставиëи
канäиäата x выøе канäиäата y. Обозна÷иì это
÷исëо ÷ерез V(x, y). Эëеìентаì ãëавной äиаãонаëи
приписывается зна÷ение ∞. Дëя профиëя преä-
по÷тений избиратеëей, преäставëенноãо в табë. 33
турнирная ìатриöа иìеет виä, изображенный на
рис. 25.

Соãëасно этой проöеäуре кажäоìу канäиäату
приписывается ìиниìаëüное зна÷ение в строке
турнирной ìатриöы. Коëëективно избранныì с÷и-
тается канäиäат (иëи канäиäаты), у которых это
зна÷ение ìаксиìаëüно. В приìере, изображенноì
на рис. 25, коëëективно избран канäиäат x.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Привеäенные в этоì обзоре проöеäуры ãоëо-
сования основаны на разных принöипах и ÷асто
привоäят к разныì коëëективныì выбораì. При-
ìенение той иëи иной проöеäуры зависит от кон-
кретноãо соäержания заäа÷и.
Обиëие накопивøихся проöеäур ãоëосования

и труäности, связанные с выäеëениеì среäи них
«ëу÷øей» проöеäуры, привеëи к постановке заäа÷и
синтеза «разуìных» проöеäур. В на÷аëе 1950-х ãã.
Кеннет Эрроу (Kenneth Arrow (роä. в 1921 ã.))
впервые ÷етко и по-новоìу сфорìуëироваë заäа÷у
синтеза проöеäур ãоëосования [61]. Он впервые
развиë аксиоìати÷еский поäхоä к синтезу проöе-
äур ãоëосования. Эрроу сфорìуëироваë набор ус-
ëовий, который воøеë как канони÷еский во все
посëеäуþщие иссëеäования и, äоказав их несов-
ìестиìостü, опреäеëиë öентраëüное направëение
в развитии заäа÷ синтеза проöеäур ãоëосования.
В обøирной ëитературе, посëеäовавøей посëе

кëасси÷еской работы Эрроу, иссëеäоваëасü заäа÷а

Рис. 24

Таблица 33

И1 И2 И3

x y z

z x v

y z x

v v y Рис. 25
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в постановке, коãäа как инäивиäуаëüные ìнения,
так и коëëективное реøение ìоäеëироваëисü би-
нарныìи отноøенияìи. В работах [62, 63] впер-
вые быëа поставëена заäа÷а о синтезе операторов
коëëективноãо выбора, в которой как инäивиäу-
аëüные ìнения, так и коëëективное реøение опи-
сываëисü функöияìи выбора. Поëностüþ реøена
заäа÷а аксиоìати÷ескоãо синтеза ëокаëüных соот-
ветствий ãрупповоãо выбора [64].
Во второй поëовине 1970-х ãã. направëение син-

теза переросëо в сравнитеëüный анаëиз разëи÷ных
проöеäур ãоëосования, т. е. выяснение тоãо, в ка-
кой ìере те иëи иные проöеäуры уäовëетворяþт
некотороìу набору усëовий и критериев, и разные
авторы испоëüзуþт äëя сравнитеëüноãо анаëиза
проöеäур разëи÷ные их наборы. Ни оäна из из-
вестных проöеäур ãоëосования не уäовëетворяет
всеì ввоäиìыì критерияì, и при выборе проöе-
äуры ãоëосования возникает та же пробëеìа, с ко-
торой стаëкивается иссëеäоватеëü в ìноãокрите-
риаëüной ситуаöии.
В работах [65, 66] показано, ÷то все äетерìини-

рованные проöеäуры ãоëосования ìанипуëируеìы
со стороны избиратеëей. Разëи÷ные проöеäуры ãо-
ëосования быëи иссëеäованы на преäìет опреäе-
ëения степени их ìанипуëируеìости [67, 68].
Так постепенно наука накапëивает набор нуж-

ных äëя ãоëосования «техни÷еских среäств» —
проöеäур ãоëосования и знаний об их свойствах,
преиìуществах и неäостатках.
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