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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Систеìы пëанирования и реãуëирования пото-
ков возäуøноãо äвижения (ВД) преäназна÷ены
äëя обеспе÷ения безопасноãо, упоряäо÷енноãо и
ускоренноãо ВД, в тоì ÷исëе в районах аэропортов
и аэроузëов, уìенüøения изäержек авиакоìпаний
и пассажиров, уìенüøения неãативноãо вëияния
на окружаþщуþ среäу с у÷етоì неопреäеëенности
проãнозирования ВД.

Сëожностü пëанирования и реãуëирования по-
токов ВД в районе аэроäроìа и заãрузка äиспет÷е-
ров возрастаþт с увеëи÷ениеì интенсивности ВД.
При этоì паäает эффективностü управëения, воз-
растаþт заäержки возäуøных суäов (ВС), увеëи-
÷ивается расхоä топëива. Дëя преäотвращения по-
äобных ситуаöий разрабатываþтся спеöиаëüные
среäства поääержки работы äиспет÷ера при пëа-
нировании и реãуëировании потоков ВД, которые
выпоëняþт ÷астü функöий äиспет÷ера и позвоëя-
þт боëее эффективно испоëüзоватü пропускнуþ
способностü взëетно-посаäо÷ной поëосы (ВПП) и
возäуøноãо пространства. В Европе такие среäст-
ва поëу÷иëи название Arrival Manager (AMAN) и
Departure Manager (DMAN) — ìенеäжеры приëета
и выëета.

Систеìы AMAN и их анаëоãи приìеняþтся в
Европе и США боëее 25 ëет, постоянно обновëя-
ясü и соверøенствуясü. Совреìенные систеìы ак-
тивно внеäряþтся по всеìу ìиру, а проãраììы раз-
вития систеìы орãанизаöии ВД SESAR и NextGen
веäут обøирные проекты по äаëüнейøеìу их со-
верøенствованиþ.

В Российской Феäераöии естü нескоëüко раз-
работ÷иков систеì пëанирования и реãуëирования
прибываþщих потоков ВД, относитеëüно неäав-
но на÷авøих работы в äанноì направëении. Боëü-
øинство из оте÷ественных систеì AMAN нахоäят-
ся на этапе разработки и тестирования, их внеä-
рение пока тоëüко пëанируется. Оäнако в раìках
ìоäернизаöии Еäиной систеìы орãанизаöии ВД
Российской Феäераöии веäутся иссëеäования веäу-
щиìи нау÷но-иссëеäоватеëüскиìи институтаìи и
произвоäитеëяìи систеì автоìатизаöии управëе-
ния ВД, среäи которых ГосНИИ ãражäанской ави-
аöии и фиëиаë «Аэронавиãаöия» [1], ГосНИИАС
[2], Московский ãосуäарственный техни÷еский
университет ãражäанской авиаöии [3], Госуäарст-
венный университет ãражäанской авиаöии в Санкт-
Петербурãе [4], Московский авиаöионный инсти-
тут [5], Уëüяновское высøее авиаöионное у÷иëи-
ще [6, 7] и äр.

«Построение оптиìаëüных о÷ереäей на приëет
явëяется оäной из основных заäа÷ при пëанирова-
нии и реãуëировании потоков ВД в районе аэро-
äроìа и аэроузëа, äëя реøения которой требуется
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испоëüзование äостато÷но серüезноãо ìатеìати-
÷ескоãо аппарата.

Саìое простое реøение такой заäа÷и, по сути,
не требуþщее ìатеìати÷еских вы÷исëений, — это
стратеãия «первый приøеë — первый обсëужиëся»
(first cоme — first served (FCFS)). При äанноì поä-
хоäе не требуþтся перестановки в естественной
о÷ереäи, и, казаëосü бы, посаäка в первуþ о÷ереäü
ранüøе прибывøих ВС äоëжна обеспе÷итü ìини-
ìаëüные заäержки. Но разные ëетно-техни÷еские
характеристики ВС, особенности структуры STAR
(Standard Terminal Arrival Route) и интенсивное
возäуøное äвижение äеëаþт такой поäхоä несо-
стоятеëüныì, в то вреìя как некоторые переста-
новки в естественной посëеäоватеëüности (напри-
ìер, перестановка ìеäëенноãо ВС за быстрыì)
ìоãут существенно уëу÷øитü резуëüтат. Поэтоìу
в боëüøинстве сëу÷аев при форìировании опти-
ìаëüной о÷ереäи на посаäку прихоäится отступатü
от стратеãии FCFS и какиì-ëибо образоì выби-
ратü новый поряäок в о÷ереäи, приìеняя при этоì
боëее сëожные аëãоритìы» [8].

Заäа÷а форìирования оптиìаëüной о÷ереäи на
посаäку (ФООП) стоит на повестке äня уже не-
скоëüко äесятиëетий, но äо сих пор не утратиëа
своей актуаëüности. Первые пубëикаöии, посвя-
щенные заäа÷е ФООП, появиëисü в 1970-х ãã. Оä-
нако сëожностü пробëеìы, новые требования к
орãанизаöии ВД, новые ìетоäы реøения оптиìи-
заöионных заäа÷ äеëаþт заäа÷у актуаëüной и в
настоящее вреìя, о ÷еì свиäетеëüствуþт ìноãо-
÷исëенные новые пубëикаöии на эту теìу. В сиëу
сëожности и важности ФООП все еще остается оä-
ной из основных пробëеì в иссëеäовании пробëеì
управëения потокаìи ВД [9].

В ëитературе рассìатривается боëüøое ÷исëо
разëи÷ных постановок заäа÷и ФООП [10]. Разëи-
÷аþтся стати÷еская заäа÷а [11], которая реøается
äëя фиксированноãо набора ВС, и äинаìи÷еская
заäа÷а [12] äëя переìенноãо набора ВС, коãäа
÷астü ВС появëяется в зоне реãуëирования, а äру-
ãая их ÷астü эту зону покиäает. Разëи÷аþтся пос-
тановки заäа÷и äëя посаäки на оäну иëи нескоëüко
ВПП. Рассìатриваþтся разëи÷ные критерии оп-
тиìизаöии, среäи которых ìожно выäеëитü äва
основных. Оäин из них приìеняется, коãäа пëот-
ностü возäуøноãо äвижения высока и необхоäи-
ìо эффективно испоëüзоватü пропускнуþ способ-
ностü ВПП. Друãой критерий приìеняется äëя
тоãо, ÷тобы все ВС призеìëиëисü как ìожно бëи-
же к своеìу оптиìаëüноìу вреìени посаäки. Он
обеспе÷ивает наибоëее эффективное и безопасное
ВД, уìенüøение изäержек авиакоìпаний и пасса-
жиров, уìенüøение неãативноãо вëияния на окру-
жаþщуþ среäу и ìожет приìенятüся при разуì-
ной пëотности трафика.

В ëитературе преäставëены то÷ные и прибëи-
женные ìетоäы реøения заäа÷и ФООП, Основ-
ные из них — это ìетоäы ëинейноãо проãраììи-
рования, ìетоä ветвей и ãраниö, эвристи÷еские и
ìетаэвристи÷еские ìетоäы.

То÷ные аëãоритìы основаны на анаëизе всех
возìожных перестановок ВС в о÷ереäи посаäок,
поэтоìу вреìя работы экспоненöиаëüно растет с
разìероì пробëеìы (÷исëоì ВС). Поэтоìу в то÷-
ных аëãоритìах реøения заäа÷и приìеняþтся раз-
ëи÷ные приеìы äëя сокращения перебора. Теì не
ìенее, не уäается поëу÷итü оптиìаëüное реøение
заäа÷ боëüøой разìерности в те÷ение приеìëеìо-
ãо вреìени. В ëитературе преäставëены приìеры
оптиìаëüных реøений заäа÷и ФООП не боëее ÷еì
äëя 50 ВС.

Дëя поëу÷ения прибëиженных реøений заäа-
÷и ФООП в ëитературе преäставëено боëüøое
÷исëо эвристи÷еских, ìетаэвристи÷еских, ãибриä-
ных и про÷их аëãоритìов, в тоì ÷исëе с привеäен-
ныìи вы÷исëитеëüныìи резуëüтатаìи äëя 500 ВС
и 5 ВПП, поëу÷енныìи за приеìëеìое вреìя.
Особенно успеøныìи äëя прибëиженноãо реøе-
ния заäа÷и ФООП оказаëисü ìеìети÷еские аëãо-
ритìы.

Обзор состоит из äвух ÷астей.

В первой ÷асти поäробно рассìатривается преä-
ставëенная в работе [11] кëасси÷еская постановка
стати÷еской заäа÷и ФООП на основе ëинейноãо
öеëо÷исëенноãо проãраììирования с буëевыìи
переìенныìи, которая ëежит в основе ìножества
äруãих работ. Привоäится обзор разëи÷ных ìоäи-
фикаöий этой постановки.

Привоäится краткий обзор в истори÷ескоì раз-
резе ìетоäов реøения заäа÷и ФООП, на÷иная с
саìых ранних работ. Затеì поäробно рассìатрива-
ется поäхоä к реøениþ поставëенной заäа÷и ëи-
нейноãо проãраììирования с поìощüþ ëинейной
реëаксаöии [11] и реøение заäа÷и на основе ìето-
äа ветвей и ãраниö, äопоëненноãо ìетоäоì, назы-
ваеìыì «ãенераöией стоëбöов» [13].

Вторая ÷астü обзора посвящена преäëаãаеìыì в
ìировой нау÷ной ëитературе перспективныì аëãо-
ритìаì оптиìизаöии äëя прибëиженноãо реøе-
ния заäа÷и построения оптиìаëüных о÷ереäей по-
саäок ВС на оäну иëи нескоëüко ВПП.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÇÀÄÀ×È 
ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ Î×ÅÐÅÄÈ 

ÂÎÇÄÓØÍÛÕ ÑÓÄÎÂ ÍÀ ÏÎÑÀÄÊÓ

В настоящее вреìя кëасси÷еской постановкой
äëя заäа÷и форìирования оптиìаëüной о÷ереäи на
посаäку, которая ëежит в основе ìножества äруãих
работ, с÷итается постановка, преäставëенная в ра-
боте [11]. В ее основе ëежит заäа÷а ëинейноãо öе-
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ëо÷исëенноãо проãраììирования с буëевыìи пе-
реìенныìи.

1.1. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ

Ввеäеì обозна÷ения: Р — ÷исëо ВС, ожиäаþщих
посаäки; Е

i
 — саìое раннее возìожное вреìя при-

бытия i-ãо ВС, i = 1, ..., Р; L
i
 — саìое позäнее воз-

ìожное вреìя прибытия i-ãо ВС, i = 1, ..., Р; T
i
 —

оптиìаëüное вреìя прибытия i-ãо ВС, i = 1, ..., Р.
На рис. 1 преäставëена функöия изìенения за-

трат С в зависиìости от вреìени посаäки ВС в
те÷ение вреìенноãо окна. Она неëинейная, оäна-
ко, она состоит из äвух ëинейных у÷астков, ÷то
позвоëяет сфорìуëироватü заäа÷у с ëинейной öе-
ëевой функöией. Даëее обозна÷иì: S

ij
 — ìини-

ìаëüный интерваë ìежäу посаäкой ВС j за ВС i,
j, i = 1, ..., Р; g

i
 — øтраф за еäиниöу вреìени при-

зеìëения i-ãо ВС, i = 1, ..., Р, äо вреìени T
i
; h

i
 —

øтраф за еäиниöу вреìени призеìëения i-ãо ВС,
i = 1, ..., Р, посëе вреìени T

i
.

Переìенные: x
i
 — вреìя призеìëения i-ãо ВС,

i = 1, ..., Р; α
i
 — на скоëüко i-е ВС, i = 1, ..., Р; при-

зеìëяется ранüøе вреìени T
i
; β

i
 — на скоëüко i-е

ВС, i = 1, ..., Р; призеìëяется позäнее вреìени T
i
;

δ
ij
 = 

1.2. Îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü 
ðåøåíèå çàäà÷è

1. Практи÷ески во всех работах на вреìя при-
зеìëения наëаãаþтся оãрани÷ения, обусëовëенные
ëетно-техни÷ескиìи характеристикаìи ВС и па-
раìетраìи зоны призеìëения: оãрани÷ения на
ускорения, коне÷ные разìеры зоны призеìëения,
оãрани÷ения по топëиву и äр. Все эти факторы
опреäеëяþт фиксированный интерваë äопусти-
ìоãо вреìени призеìëения: ВС с ноìероì i äоëж-
но призеìëятüся внутри вреìенноãо окна [E

i
, L

i
]:

E
i
 ≤ x

i
 ≤ L

i
, i = 1, ..., Р, [11, 14—18].

2. Либо ВС i призеìëяется ранüøе ВС j (δ
ij
 = 1),

ëибо ВС j призеìëяется ранüøе ВС i (δ
ji
 = 1):

δ
ij

+ δ
ji
 = 1, i, j = 1, ..., Р.

На основе инфорìаöии о вреìенных окнах все
пары (i, j), (i, j = 1, ..., P) ìожно разäеëитü на ìно-
жества: U — ìножество пар (i, j), äëя которых на
основе анаëиза вреìенных окон и оãрани÷ений за-
äержки ìежäу посëеäоватеëüныìи посаäкаìи ВС
(оãрани÷ения разäеëения) неëüзя установитü, ка-
кое ВС призеìëяется ранüøе; V — ìножество пар
(i, j), в которых ВС i äоëжно призеìëитüся ранüøе
ВС j, но при этоì оãрани÷ения разäеëения не вы-
поëняþтся автоìати÷ески; W — ìножество пар
(i, j), в которых ВС i äоëжно призеìëитüся ранüøе
ВС j, при этоì оãрани÷ения разäеëения автоìати-
÷ески выпоëняþтся: δ

ij
 = 1 ∀(i, j) ∈ W ∪ V.

3. Оäно из наибоëее распространенных оãрани-
÷ений в боëüøинстве заäа÷ ФООП состоит в ìи-
ниìаëüной äопустиìой из соображений безопас-
ности заäержке ìежäу посëеäоватеëüной посаäкой
äвух ВС [11, 14—16].

По äëитеëüности этой заäержки ВС разäеëяþт-
ся на ряä типов. Приìер станäартной ìиниìаëü-
ной äопустиìой заäержки ìежäу посëеäоватеëü-
ныìи призеìëенияìи ВС, привеäенный в работе
[14], преäставëен в табë. 1.

Эти оãрани÷ения разäеëения ìожно преäста-
витü в виäе:

x
j
 ≥ x

i
 + S

ij
 ∀(i, j) ∈ V,

x
j
 ≥ x

i
 + S

ij
δ
ij
 – (L

i
 – E

j
)δ
ji
 ∀(i, j) ∈ U.

Возìожны äва сëу÷ая:
— есëи δ

ij
 = 1, тоãäа из оãрани÷ения 2 сëеäует

δ
ji
 = 0, и оãрани÷ение приниìает виä: x

j
 ≥ x

i
 + S

ij

äëя всех пар ВС, в которых ВС i призеìëяется
ранüøе ВС j;

— есëи δ
ij
 = 0, тоãäа из оãрани÷ения 2 сëеäует

δ
ji
 = 1, и оãрани÷ение приниìает виä: x

j
 ≥ x

i
 +

+ (L
i
 – E

j
) иëи x

j
 – E

j
 ≥ x

i
 – L

i
, которое всеãäа вы-

поëняется, потоìу ÷то ëевая ÷астü боëüøе иëи рав-

Рис. 1. Изменение затрат внутри временного окна посадки воз-
душных судов

1 есëи ВС i призеìëяется ранüøе ВС j,

i j, 1 ... P,, ,=

0 в противноì сëу÷ае.⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

Таблица 1

Ìèíèìàëüíàÿ äîïóñòèìàÿ çàäåðæêà ìåæäó ïðèçåìëåíèÿìè, ñ

Тип сëеäуþщеãо 
призеìëяþщеãося ВС

1 2 3 4

Тип преäыäущеãо 
призеìëяþщеãося ВС

1 96 200 181 228
2 72 80 70 110
3 72 100 70 130
4 72 80 70 90

Примечание. 1 — Boeing 747, 2 — Boeing 727, 3 —
Boeing 707, 4 — McDonnelDouglasDC 9.
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на 0, а правая ÷астü ìенüøе иëи равна 0. Такиì об-
разоì, в этоì сëу÷ае оãрани÷ение эффективно äе-
активируется.

4. Оãрани÷ения äëя связи переìенных α
i
, β

i
, x

i
:

α
i
 ≥ T

i
 – x

i
,  i = 1, ..., P;

0 ≤ α
i
 ≤ T

i
 – E

i
,  i = 1, ..., P;

β
i
 ≥ x

i
 – T

i
,  i = 1, ..., P;

0 ≤ β
i
 ≤ L

i
 – T

i
,  i = 1, ..., P;

x
i
 = T

i
 – α

i
 + β

i
,  i = 1, ..., P.

Ввеäение äопоëнитеëüных оãрани÷ений в ìо-
äеëü позвоëяет у÷итыватü ряä практи÷ески важных
ìоìентов, наприìер, оãрани÷ения приоритета,
баëансировка рабо÷ей наãрузки на ВПП, оãрани-
÷ение на ÷исëо посаäок в те÷ение опреäеëенноãо
периоäа вреìени. Посëеäнее оãрани÷ение, при
÷исëе посаäок, равноì 0, позвоëяет обеспе÷итü
вреìенны ´е интерваëы, в те÷ение которых ВПП
неäоступна äëя посаäок.

Преäпоëожиì, наприìер, ÷то äоëжно бытü не
боëее Q посаäок за периоä вреìени.

Пустü G = [i |[t
1
, t

2
]∩[E

i
, L

i
] ≠ ∅, i = 1, ..., P], т. е.

G — это ìножество ВС, которые ìоãут призеìëитü-
ся в те÷ение периоäа вреìени [t

1
, t

2
]. Дëя простоты

преäпоëожиì, ÷то все вреìена öеëо÷исëенные.
Возäуøное суäно i äоëжно призеìëитüся в оäин
из трех вреìенных отрезков: [E

i
, max(E

i
, t1) – 1],

[max(E
i
, t

1
), min(L

i
, t

2
)], [min(L

i
, t

2
) + 1, L

i
]. Заìе-

тиì, ÷то некоторые из этих вреìенных отрезков
ìоãут не существоватü.

Пустü

γ
ij
 = 

Дëя несуществуþщих отрезков зна÷ение γ
ij
 ус-

танавëивается равныì нуëþ.
Посëе этоãо нужно äобавитü к ìоäеëи уравнение

γ
i2 = Q,

которое оãрани÷ивает ÷исëо посаäок за периоä
вреìени [t

1
, t

2
].

γ
i1
 + γ

i2
 + γ

i3
 = 1 ∀i ∈ G.

Это уравнение ãарантирует посаäку ВС i тоëüко
в оäин из трех вреìенных отрезков:

x
i
 ≤ [max(E

i
, t

1
) – 1]γ

i1
 + L

i
(1 – γ

i1
) ∀i ∈ G;

max(E
i
, t1)γi2 ≤ x

i
 ≤ min(L

i
, t2)γi2 + L

i
(1 – γ

i2) 

∀i ∈ G;

x
i
 ≤ [min(L

i
, t

2
) + 1]γ

i3
 ∀i ∈ G.

Посëеäние три уравнения соотносят вреìя по-
саäки ВС i с соответствуþщиì вреìенныì от-
резкоì.

Отìе÷ается, ÷то эти оãрани÷ения ìожно при-
ìенитü к ëþбоìу поäìножеству ВС (наприìер,
ìожно оãрани÷итü ÷исëо саìоëетов от опреäеëен-
ной авиакоìпании, которые призеìëяþтся в оп-
реäеëенный периоä вреìени).

Усëовие γ
i2
 = 0 ãарантирует отсутствие по-

саäок в периоä вреìени [t1, t2], и поэтоìу приве-

äенные оãрани÷ения позвоëяþт реаëизоватü закры-
тие ВПП в указанный периоä вреìени [19].

На вреìена посаäки ìоãут наëаãатüся и äруãие
оãрани÷ения, наприìер, неäопустиìостü опереже-
ния ВС пëановоãо вреìени призеìëения. Поäоб-
ные оãрани÷ения рассìатриваþтся, в ÷астности, в
работах [9, 20—23].

В ряäе работ äеëается попытка у÷ета тоãо, ÷то
ВС иäут с нескоëüких разëи÷ных ìарøрутов и про-
исхоäит их сëияние в некоторый еäиный ìарøрут.
При этоì поряäок призеìëения ВС из оäноãо ìар-
øрута äоëжен совпаäатü с исхоäныì поряäкоì ВС
в этоì ìарøруте. Посëеäуþщие ВС ìарøрута не
äопускаþтся к посаäке äо впереäи иäущих ВС.
Сторонники поäобноãо поäхоäа обосновываþт еãо
вопросаìи поëетной безопасности, а также при-
нöипаìи справеäëивости [24].

1.3. Ïîñòàíîâêà ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è 
ôîðìèðîâàíèÿ îïòèìàëüíîé î÷åðåäè 

âîçäóøíûõ ñóäîâ íà ïîñàäêó
íà íåñêîëüêî âçëåòíî-ïîñàäî÷íûõ ïîëîñ

В боëüøинстве оживëенных ìежäунароäных
аэропортов нескоëüко ВПП. Постановка заäа÷и
форìирования оптиìаëüной о÷ереäи на посаäку
ìожет бытü расøирена äëя нескоëüких ВПП вве-
äениеì äопоëнитеëüных переìенных и оãрани÷е-
ний. Рассìотриì их.

Чисëо ВПП равно R,

z
ij
 = 

y
jr
 = 

y
ir
 = 1,  i = 1, ..., P.

Это уравнение озна÷ает, ÷то кажäое ВС при-
зеìëяется то÷но на оäну ВПП.

z
ij
 = z

ji
,  i, j = 1, ..., P;  j > i.

1 есëи ВС i призеìëяется во вреìя ,

вреìенноãо отрезка j;

0 в противноì сëу÷ае.⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

i G∈
∑

i G∈
∑

1 есëи ВС i и ВС j призеìëяþтся,

на оäну ВПП,

0 в противноì сëу÷ае, i j, 1 ... P, i j,≠, ,=⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

1 есëи ВС j призеìëяется на ВПП r,,

0 в противноì сëу÷ае,

j 1 ... P,  r, , 1 ... R,, ,= =⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

r 1=

R

∑
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Это сиììетри÷ное оãрани÷ение (есëи ВС i и
ВС j призеìëяþтся на оäну ВПП, то это верно и
äëя ВС j и ВС i). Даëее

z
ij
 ≥ y

ir
 + y

jr
 – 1,  i, j = 1, ..., P;  j > i;

r = 1, ..., R.

Посëеäнее уравнение ãарантирует, ÷то, есëи
ВС i и ВС j призеìëяþтся на ВПП r, то z

ij
 = 1. Есëи

z
ij
 = 0, то уравнение ãарантирует, ÷то ВС i и ВС j

не ìоãут призеìëитüся на оäну ВПП.
Кроìе тоãо, äоëжны собëþäатüся оãрани÷ения,

о которых ãовориëосü в п. 1.2. В некоторых аэро-
портах ВПП ìоãут распоëаãатüся такиì образоì,
÷то необхоäиìы äопоëнитеëüные оãрани÷ения раз-
äеëения ìежäу ВС, призеìëяþщиìися на разные
ВПП. В этоì сëу÷ае ввоäятся äопоëнитеëüные
переìенные s

ij
 — ìиниìаëüный интерваë ìежäу

посаäкой ВС j за ВС i на разные ВПП, 0 ≤ s
ij
 ≤ S

ij
,

i, j = 1, ..., P; i ≠ j. Оãрани÷ения разäеëения в этоì
сëу÷ае ìожно преäставитü в виäе:

x
j
 ≥ x

i
 + S

ij
z
ij
 + s

ij
(1 – z

ij
) ∀(i, j) ∈ V,

x
j
 ≥ x

i
 + S

ij
δ
ij
 + s

ij
(1 – z

ij
) – (L

i
 + S

ij
 – E

j
)δ
ji

∀(i, j) ∈ U.

1.4. Êðèòåðèè îïòèìèçàöèè

В настоящее вреìя веäутся ìноãо÷исëенные
иссëеäования заäа÷ ФООП äëя разëи÷ных öеëей
оптиìизаöии. В ÷астности, ìоäеëи ФООП ìоãут
разрабатыватüся с öеëüþ ëибо ìиниìизаöии об-
щей заäержки в возäухе (общеãо вреìени заäерж-
ки всех прибываþщих ВС) [20, 22], ëибо äопоëни-
теëüных затрат (изäержек, вызванных ранней иëи
позäней посаäкой) [11, 14, 15], ëибо вреìени об-
работки проöесса призеìëения (вреìени, необхо-
äиìоãо äëя всех посаäок) [20, 21] и äр.

В работе [14] провеäен анаëиз некоторых наи-
боëее распространенных öеëевых функöий, ис-
поëüзуеìых в разëи÷ных ìоäеëях ФООП. Среäи
них отìетиì:

min [max(x
i
 – T

i
, 0)]

— ìиниìуì суììарной заäержки всех ВС в усëо-
виях запрета опережения пëановоãо вреìени при-
зеìëения, ãäе x

i
 и T

i
 — факти÷еское и пëановое

вреìена призеìëения i-ãо ВС соответственно.
Боëüøинство иссëеäоватеëей поëаãаþт, оäнако,

÷то усëовие запрета опережения пëановоãо вреìе-
ни призеìëения явëяется искусственныì требова-
ниеì, и рассìатриваþт в сиëу этоãо боëее общуþ
функöиþ ìиниìизаöии суììарных затрат всех ВС.

В работе [11] привоäятся äва основных крите-
рия оптиìизаöии. Первый из них сëужит äëя ìи-

ниìизаöии стоиìости откëонения от öеëевоãо
вреìени посаäки:

min (g
i
α
i
 + h

i
β
i
),

т. е. ìиниìуì суììарных затрат всех ВС, вызван-
ных откëоненияìи факти÷ескоãо вреìени посаäки
от пëановоãо, ãäе g

i
 и h

i
 — øтрафы i-ãо ВС за опе-

режение и заäержку факти÷ескоãо вреìени при-
зеìëения относитеëüно пëановоãо. Этот критерий
обеспе÷ивает наибоëее эффективное и безопасное
ВД, уìенüøение изäержек авиакоìпаний и пасса-
жиров, уìенüøение неãативноãо вëияния на окру-
жаþщуþ среäу и ìожет приìенятüся при разуì-
ной пëотности трафика.

Второй критерий оптиìизаöии преäназна÷ен
äëя ìаксиìизаöии пропускной способности ВПП.
Такая öеëü возникает при высокой пëотности ВД
и необхоäиìости эффективноãо испоëüзования
пропускной способности ВПП.

Дëя äостижения этой öеëи рассìатривается öе-
ëевая функöия

min max[x
i
|i = 1, ..., P],

т. е. посëеäнее ВС äоëжно призеìëитüся как ìож-
но быстрее. Эта öеëевая функöия ëеãко ëинеари-
зуется ввеäениеì äопоëнитеëüных переìенных.

Рассìатриваþтся и некоторые äруãие виäы öе-
ëевых функöий:

min(max[x
1
, ..., x

P
] – min[x

1
, ..., x

P
])

— ìиниìуì вреìени призеìëения всей ãруппы ВС
и äр.

2. ÌÅÒÎÄÛ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ Î×ÅÐÅÄÅÉ 
ÏÎÑÀÄÎÊ ÂÎÇÄÓØÍÛÕ ÑÓÄÎÂ ÍÀ ÎÄÍÓ 

ÈËÈ ÍÅÑÊÎËÜÊÎ ÂÇËÅÒÍÎ-ÏÎÑÀÄÎ×ÍÛÕ ÏÎËÎÑ

Привеäеì краткий обзор в истори÷ескоì разре-
зе иссëеäования заäа÷и ФООП, на÷иная с ранних
работ [25], в которых иссëеäована сиëüно упрощен-
ная версия заäа÷и ФООП. В этих работах преäпо-
ëаãаëосü отсутствие заäержек ìежäу посëеäова-
теëüныìи призеìëенияìи ВС.

В работе [26] преäставëена äискретно-событий-
ная иìитаöионная ìоäеëü äëя оöенки разëи÷ных
стратеãий упоряäо÷ения ВС. Привеäены вы÷ис-
ëитеëüные резуëüтаты по ряäу ìоäеëируеìых сöе-
нариев.

В работах [27, 28] обсужäаþтся стати÷еская и
äинаìи÷еская заäа÷и посаäки ВС и преäставëен
эвристи÷еский аëãоритì ФООП на оäну ВПП, ос-
нованный на технике, называеìой скоорäиниро-
ванныì сäвиãоì позиöии. Он вкëþ÷ает в себя по-
иск äëя небоëüøоãо набора ВС наиëу÷øих воз-
ìожных позиöий äëя них в о÷ереäи посаäки с

i 1=

P

∑

i 1=

P

∑
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оãрани÷ениеì сäвиãа, так ÷то ВС не ìожет бытü
переìещено боëüøе, ÷еì на заäанное ÷исëо по-
зиöий от поëожения, которое оно иìеëо бы при
посаäке на основе FCFS [29]. Преäставëены вы-
÷исëитеëüные резуëüтаты äëя трех ìоäеëируеìых
сöенариев с у÷астиеì 500 ВС. Оãрани÷ение разäе-
ëения распространяется тоëüко на посëеäоватеëü-
ные посаäки ВС. Друãиìи сëоваìи, есëи ВС i, j и k
призеìëяþтся оäин за äруãиì так, ÷то ВС i при-
зеìëяется переä ВС j, который призеìëяется переä
ВС k, то неравенства

x
j
 ≥ x

i
 + S

ij
 и x

k
 ≥ x

j
 + S

jk

ãарантированно выпоëняþтся, но ìожет бытü, ÷то
x
k
 < x

i
 + S

ik
.

Такая ситуаöия называется посëеäоватеëüныì
разäеëениеì. Друãой сëу÷ай — коãäа разäеëение
ãарантируется ìежäу всеìи параìи ВС (такая си-
туаöия называется поëныì разäеëениеì). Отìе-
тиì, ÷то, есëи неравенство треуãоëüника выпоë-
няется:

S
ik
 ≤ S

ij
 + S

jk
 (∀i, ∀k ≠ i, ∀j ≠ i, k),

то посëеäоватеëüное разäеëение äостато÷но äëя
обеспе÷ения поëноãо разäеëения.

Приìеняется также оãрани÷ение сäвиãа в ста-
ти÷еской заäа÷е ФООП на оäну ВПП [25]. Рас-
сìотрена заäа÷а посаäки ãруппы оäинаковых ВС.
Вы÷исëитеëüные резуëüтаты преäставëены äëя трех
ãрупп ВС (всеãо 15 ВС). В äаëüнейøеì рассìат-
риваëисü постановки, ãäе все ВС (потенöиаëüно)
разные.

Аëãоритì поиска по äереву в ãëубину, основан-
ный на пере÷исëении всех возìожных посëеäова-
теëüностей ВС преäставëен в работе [30]. Ветви
äерева отбрасываþтся, коãäа стоиìостü ÷асти÷но
построенной посëеäоватеëüности превыøает из-
вестное возìожное реøение. По вы÷исëитеëüныì
при÷инаì преäëожено приìенятü переборный аë-
ãоритì в эвристи÷ескоì варианте со скоëüзящиì
окноì. Посëеäоватеëüностü ВС упоряäо÷ивается,
поäпосëеäоватеëüностü ВС äëины F (äëина скоëü-
зящеãо окна) разìораживается, и äëя нее реøа-
ется поäзаäа÷а, посëе этоãо первое ВС из поäпос-
ëеäоватеëüности заìораживается, затеì проöеäура
повторяется.

В работе [31] преäставëена öеëо÷исëенная пос-
тановка с буëевыìи переìенныìи заäа÷и ФООП
на оäну ВПП и эвристика на основе ãенети÷ескоãо
аëãоритìа. Привеäены вы÷исëитеëüные резуëüта-
ты по ряäу заäа÷, вкëþ÷аþщих äо 20 ВС.

В работе [32] на основе теории ìассовоãо об-
сëуживания рассìотрена заäа÷а назна÷ения при-
оритетов äëя ВС, ожиäаþщих захоäа на посаäку.

Спеöиаëизированный сиìпëекс-аëãоритì, ко-
торый с высокой вы÷исëитеëüной произвоäитеëü-

ностüþ оöенивает вреìя посаäки, основываясü на
некоторой ÷асти÷ной инфорìаöии, преäставëен в
работе [33]. Испоëüзуется преäваритеëüная обра-
ботка, преäусìатриваþщая сжатие вреìенных окон
и ÷асти÷ное упоряäо÷ение на основе äанных заäа-
÷и иëи верхней ãраниöы реøения. Аëãоритì тес-
тироваëся на äанных из OR-бибëиотеки [34], вкëþ-
÷аþщих äо 50 ВС и 4 ВПП.

В äаëüнейøих иссëеäованиях у÷итываëасü ок-
ружаþщая обстановка и äопускаëосü опреäеëенное
оãрани÷енное изìенение позиöии призеìëения в
изна÷аëüной посëеäоватеëüности ВС. Преäëаãаëся
аëãоритì оптиìизаöии посëеäоватеëüности при-
зеìëения ВС, основанный на ìетоäах äинаìи÷ес-
коãо проãраììирования.

Заäа÷а ФООП также рассìатриваëасü как заäа-
÷а каëенäарноãо пëанирования работ в öеху. Дëя
ее реøения быëи преäприняты зна÷итеëüные уси-
ëия по приìенениþ ìатеìати÷ескоãо проãраììи-
рования [18, 35—37]. В статüе [38] преäставëен
поäхоä со скоëüзящиì ãоризонтоì, который раз-
бивает посëеäоватеëüностü ВС на ÷асти и реøает
заäа÷у ФООП отäеëüно äëя кажäой из этих ÷астей.
Преäëожены способы разбиения заäанной посëе-
äоватеëüности ВС и иссëеäовано их вëияние на ка-
÷ество реøения.

В резуëüтате анаëиза существуþщих ìетоäов к
наибоëее ãибкиì к постановке заäа÷и и критерияì
оптиìизаöии и äаþщиì хороøие резуëüтаты сëе-
äует отнести ìетоä ветвей и ãраниö, в котороì äëя
вы÷исëения оöенок приìеняется ìетоä ëинейноãо
проãраììирования [11, 13]. Метоä ветвей и ãраниö
со÷етает в себе преиìущества поëноãо перебора,
при этоì, на основе разëи÷ных техник сокраще-
ния перебора, позвоëяет отбрасыватü боëüøие вет-
ви вы÷исëений. Даëее этот поäхоä рассìатривает-
ся боëее поäробно.

2.1. Ëèíåéíàÿ ðåëàêñàöèÿ çàäà÷è

Преäставëенная выøе постановка показывает,
÷то öеëо÷исëенное проãраììирование с буëевы-
ìи переìенныìи äостато÷но ãибко äëя тоãо, ÷то-
бы у÷естü боëüøое ÷исëо оãрани÷ений, наприìер,
äопустиìое окно вреìени посаäки и ìиниìаëüное
äопустиìое вреìя ìежäу посëеäоватеëüныìи при-
зеìëенияìи. Дëя ÷исëенноãо реøения в работе
[11] преäëаãается ëинейная реëаксаöия постанов-
ки заäа÷и путеì заìены буëевых переìенных не-
прерывныìи переìенныìи, т. е. вìесто буëевых
переìенных, приниìаþщих зна÷ения 0 и 1, рас-
сìатриваþтся непрерывные переìенные в äиапа-
зоне [0, 1]. Пробëеìа в тоì, ÷то в этоì сëу÷ае ре-
øение также ìожет оказатüся неöеëо÷исëенныì.
Дëя уëу÷øения реøения в непрерывноì прост-
ранстве ввоäятся äопоëнитеëüные оãрани÷ения,
которые в öеëо÷исëенноì сëу÷ае избыто÷ны.

pb418.fm  Page 7  Tuesday, July 24, 2018  12:15 PM



ОБЗОРЫ

8 CONTROL SCIENCES ¹ 4 • 2018

2.1.1. Äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ

� δ
ij
 ≥ (x

j
 – x

i
)/(L

j
 – E

i
)

Есëи (x
j
 – x

i
) > 0, то ВС j призеìëяется посëе

ВС i и, сëеäоватеëüно, необхоäиìо обеспе÷итü
усëовие δ

ij
 = 1. В привеäенноì оãрани÷ении ÷ëен

(L
j
 – E

i
) явëяется коэффиöиентоì ìасøтабирова-

ния и преäставëяет ìаксиìаëüное зна÷ение, кото-
рое ìожет принятü разностü (x

j
 – x

i
).

� Рассìотриì переìенные δ
ij
. Первое ВС призеì-

ëяется переä (Р – 1) äруãиìи ВС, второе ВС
призеìëяется переä (Р – 2) äруãиìи ВС и т. ä.
Такиì образоì, суììа всех переìенных δ

ij
 äоëж-

на бытü равна (Р – 1) + (Р – 2) + ... + 1, т. е.
P(Р – 1)/2.
Сëеäоватеëüно,

δ
ij
 = P(Р – 1)/2.

� Преäпоëожиì, ВС j призеìëяется посëе ВС i, и
T
i
 < T

j
. Тоãäа проìежуток ìежäу öеëевыìи вре-

ìенаìи посаäки (T
j
 – T

i
) ìожет бытü закрыт

суììой откëонений от оптиìаëüноãо вреìени
посаäки (β

i
 + α

j
) (рис. 2). Сëеäоватеëüно, ìы

иìееì, ÷то

δ
ij
 ≥ 1 – 

поскоëüку, есëи (β
i
 + α

j
) неäостато÷но äëя пере-

крытия проìежутка, то ВС i äоëжно призеìëитüся
ранüøе ВС j.
� Преäпоëожиì, ÷то естü äва ВС, таких ÷то T

i
 < T

j

и (T
j
 – T

i
) < S

ij
, т. е. ВС i преäпо÷титеëüнее при-

зеìëитüся переä ВС j, но их оптиìаëüные вре-
ìена прибытия не уäовëетворяþт оãрани÷ениþ
разäеëения.
Как виäно из рис. 2, есëи ВС i призеìëяется пе-

реä ВС j (δ
ij
 = 1) на оäну ВПП, то откëонение

äоëжно бытü не ìенüøе, ÷еì S
ij
 – (T

j
 – T

i
), а есëи

ВС j призеìëяется переä ВС i (δ
ij
 = 1), то откëоне-

ние äоëжно бытü не ìенüøе, ÷еì (T
j
 – T

i
) + S

ji
.

Сëеäоватеëüно,

(α
i
 + β

i
) + (α

j
 + β

j
) ≥ [S

ij
 – (T

j
 – T

i
)]δ

ij
 +

+ [(T
j
 – T

i
) + S

ji
]δ
ji
 – max{[S

ij
 – (T

j
 – T

i
)], 

[(T
j
 – T

i
) + S

ji
]}(1 – z

ij
) ∀(i, j) ∈ U,

есëи T
i
 < T

j
 & (T

j
 – T

i
) < S

ij
.

Сëаãаеìое, соäержащее (1 – z
ij
), становится не-

активныì, есëи ВС i и ВС j призеìëяþтся на оäну
ВПП и z

ij
 = 1, т. е. äëя сëу÷ая с оäной ВПП это сëа-

ãаеìое ìожно иãнорироватü.

Анаëоãи÷ное оãрани÷ение ìожет бытü поëу÷е-
но äëя ВС i и ВС j, есëи T

i
 < T

j
 и (T

j
 – T

i
) < s

ij
.

2.2. Ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è

Дëя реøения заäа÷и преäëожен эвристи÷еский
аëãоритì [11], основанный на нескоëüких переза-
пусках по ìере уëу÷øения найäенноãо реøения.
Он закëþ÷ается в сëеäуþщеì.

Шаг 1. Приìенитü эвристику äëя созäания
верхней ãраниöы Z

UB
.

Шаг 2. Воспоëüзоватüся зна÷ениеì Z
UB

 äëя

сжатия вреìенных окон.
Шаг 3. Реøитü поëу÷ивøуþся ëинейнуþ ре-

ëаксаöиþ заäа÷и:
— есëи буäет найäено уëу÷øенное возìожное

реøение в те÷ение P секунä, то прекратитü еãо по-
иск, обновитü зна÷ение Z

UB
 и перейти к øаãу 2;

— в противноì сëу÷ае проäоëжитü поиск реøе-
ния äо заверøения.

Реøение ìожет перезапускатüся нескоëüко раз,
кажäый раз с уëу÷øенныì возìожныì реøениеì.

Дëя реøения сìеøанной öеëо÷исëенно-бинар-
ной заäа÷и с поìощüþ ëинейной реëаксаöии ав-
торы [11] воспоëüзоваëисü проãраììныì пакетоì
CPLEX.

2.2.1. Ïîèñê âåðõíåé ãðàíèöû

Есëи найäена верхняя ãраниöа Z
UB

 оптиìаëüно-

ãо реøения заäа÷и (зна÷ение öеëевой функöии äëя
некотороãо известноãо äопустиìоãо реøения), то
ìожно сжатü вреìенные окна äëя кажäоãо ВС.
Кроìе тоãо, как буäет описано ниже, верхней ãра-
ниöей Z

UB
 ìожно воспоëüзоватüся äëя сокращения

перебора в ìетоäе ветвей и ãраниö.
Дëя нахожäения верхней ãраниöы реøения за-

äа÷и приìеняется сëеäуþщая эвристика.

i 1=

P

∑
j 1= j i≠,

P

∑

βi αj+

Tj Ti–

----------------

Рис. 2. Пример двух перекрывающихся временных окон посадки
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Шаг 1. Пустü A
r
 (r = 1, ..., R) — упоряäо÷енное

ìножество ВС, призеìëяþщихся на ВПП r, ãäе
первона÷аëüно A

r
 = ∅ ∀r.

Шаг 2. Рассìотриì ВС в поряäке возрастания
öеëевоãо вреìени T

j
, и äëя кажäоãо такоãо ВС j:

— вы÷исëиì äëя кажäой ВПП r зна÷ение

B
r
 = max[T

j
, max[x

k
 + S

kj
|∀k ∈ A

r
], 

max[x
k
 + s

kj
|u = 1, ..., R u ≠ r ∀k ∈ A

u
]];

это выражение äает наиëу÷øее (наиìенüøее) вреìя
B
r
, в которое ВС j ìожет призеìëитüся на ВПП r,

у÷итывая боëее ранние посаäки на эту ВПП и бо-
ëее ранние посаäки на все äруãие ВПП;

— пустü γ — ВПП, äëя которой соответствуþ-
щее зна÷ение B

γ
 = min[B

r
 | r = 1, ..., R]; äобавиì j

в ìножество A
γ
 и поëожиì x

j
 = B

γ
.

Шаг 3. Оäна из особенностей øаãов 1 и 2 закëþ-
÷ается в тоì, ÷то ВС никоãäа не призеìëяется äо
öеëевоãо вреìени, всеãäа вовреìя иëи посëе неãо.

Чтобы уëу÷øитü поëу÷енное реøение, на äан-
ноì øаãе перес÷итываþтся вреìена посаäок с по-
ìощüþ реøения заäа÷и ëинейноãо проãраììиро-
вания. Это ìожет бытü сäеëано потоìу, ÷то на
øаãах 1 и 2 сäеëан выбор всех öеëо÷исëенных пе-
реìенных заäа÷и ëинейноãо проãраììирования —
опреäеëены ноìера ВПП äëя кажäоãо ВС и поря-
äок посаäок ВС на кажäуþ ВПП.

2.2.2. Ñæàòèå âðåìåííûõ îêîí

Есëи известна ëþбая верхняя ãраниöа оптиìаëü-
ноãо реøения Z

UB
, то исхоäные вреìенные окна

ìожно сжатü. Поясниì это äëя сëу÷ая öеëевой
функöии виäа:

min (g
i
α
i
 + h

i
β
i
).

Дëя ВС i ìожно осëабитü оãрани÷ение E
i
 (сì.

п. 1.1), воспоëüзовавøисü форìуëой

E
i
 = max ,  i = 1, ..., P.

Это ìожно сäеëатü на основе преäпоëожения,
÷то коãäа все остаëüные ВС вносят нуëевой вкëаä
в öеëевуþ функöиþ, то есëи ВС i откëонится от
öеëевоãо вреìени сиëüнее, то ìы поëу÷иì реøе-
ние хуже, ÷еì Z

UB
.

Анаëоãи÷но ìожно осëабитü оãрани÷ение L
i
:

L
i
 = min ,  i = 1, ..., P.

2.3. Ìîäåëü ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ äëÿ çàäà÷è 
ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé î÷åðåäè íà ïîñàäêó

Автор работы [13] с÷итает, ÷то рассìотренная
ëинейная реëаксаöия [11] обеспе÷ивает пëохуþ
оöенку оптиìаëüноãо зна÷ения äëя исхоäной сìе-
øанной öеëо÷исëенной ìоäеëи äëя заäа÷и ФООП
на нескоëüко ВПП. Дëя протестированных приìе-
ров наихуäøее реøение составиëо окоëо 77 % от
оптиìаëüноãо. Дëя уëу÷øения ìоäеëи [11] преä-
ëаãается перефорìуëироватü заäа÷у как заäа÷у ãе-
нераöии стоëбöов [13].

Обозна÷ения: Р — ÷исëо ВС; S — ìножество
äопустиìых посëеäоватеëüностей посаäки, преä-
поëаãается, ÷то ВС из оäной посëеäоватеëüности
призеìëяþтся на оäну ВПП;

c
s
 = (g

i
α
i

 + h
i
β
i

),

c
s
 — стоиìостü посëеäоватеëüности.

Буäеì называтü стоëбöоì такой вектор a
s —

вектор разìерности Р, в котороì

 = 

Резуëüтируþщая ìоäеëü заäа÷и ãенераöии
стоëбöов:

ìиниìизируется öеëевая функöия, равная суì-
ìарной стоиìости äëя всех посëеäоватеëüностей
из S:

min c
s
z
s
,

ãäе z
s
 = 

Оãрани÷ения: кажäое ВС призеìëяется строãо
на оäну ВПП:

z
s
 = 1 ∀i ∈ P (1)

преäеë ÷исëенности ВПП

z
s
 = R. (2)

Поясниì постановку заäа÷и на приìере, преä-
ставëенноì в табë. 2, äëя трех ВС, которые при-
зеìëяþтся на äве ВПП. Вреìя разäеëения (ìини-
ìаëüный безопасный интерваë) ìежäу ëþбыìи
äвуìя ВС преäпоëаãается равныì 10 [13].

i 1=

P

∑

Ei Ti
ZUB
gi

----------–,

Li Ti
ZUB
hi
----------–,

i 1=

P

∑ ai
s

ai
s

ai
s

1 есëи ВС i принаäëежит,

посëеäоватеëüности s, s S,∈

0 в противноì сëу÷ае.⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

s S∈
∑

1 есëи посëеäоватеëüностü s,

вкëþ÷ается в реøение,

0 в противноì сëу÷ае.⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

s S∈
∑ ai

s

s S∈
∑
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Допустиìые посëеäоватеëüности äоëжны уäов-
ëетворятü заäанныì вреìенныì окнаì и оãрани-
÷енияì разäеëения. Наприìер, посëеäоватеëü-
ностü {2 → 1} не явëяется äопустиìой, поскоëüку
88 + 10 > 95 (E

2
 + S

21
 > L

1
), это озна÷ает, ÷то второе

ВС не ìожет призеìëитüся переä первыì ВС на
оäну ВПП, и поэтоìу посëеäоватеëüностü {2 → 1}
не вкëþ÷ена во ìножество äопустиìых посëеäо-
ватеëüностей посаäки S.

В табë. 3 преäставëены äопустиìые посëеäова-
теëüности äëя приìера, соответствуþщие вреìена
призеìëения и соответствуþщие стоиìости.

Даëее рассìатривается заäа÷а ìиниìизаöии
стоиìости и нахожäения оптиìаëüных вреìен по-
саäок äëя äопустиìой посëеäоватеëüности из S.
Она ìожет рассìатриватüся как заäа÷а ФООП äëя
оäной ВПП. Обозна÷иì P

S
 ìножество ВС посëеäо-

ватеëüности S, а U
S
 — ìножество упоряäо÷енных

пар посëеäоватеëüности ìножества S. Наприìер,
äëя посëеäоватеëüности 10 (сì. табë. 3): {1 → 2 → 3}
Р10 = {1, 2, 3} и U10 = {(1, 3), (1, 2), (3, 2)}.

Форìуëировка заäа÷и: найти

min (g
i
α
i
 + h

i
β
i
)

при оãрани÷ениях:

E
i
 ≤ x

i
 ≤ L

i
 ∀i ∈ P

S
;

x
j
 ≥ x

i
 + S

ij
 ∀(i, j) ∈ U

S
;

α
i
 ≥ T

i
 – x

i
 ∀i ∈ P

S
;

0 ≤ α
i
 ≤ T

i
 – E

i
 ∀i ∈ P

S
;

β
i
 ≥ x

i
 – T

i
 ∀i ∈ P

S
;

0 ≤ β
i
 ≤ L

i
 – T

i
 ∀i ∈ P

S
;

x
i
, α

i
, β

i
 ≥ 0 ∀i ∈ P

S
.

Это ëинейная заäа÷а, она позвоëяет нахоäитü
оптиìаëüное реøение äëя ëþбой заäанной посëе-
äоватеëüности посаäки.

Стоëбеö в постановке не соäержит инфорìаöии
о поряäке посаäок. Наприìер, äëя стоëбöа [1, 1, 1]
существуþт äве äопустиìые посëеäоватеëüности
посаäок: посëеäоватеëüностü 9: {1 → 2 → 3} со сто-
иìостüþ 11 и посëеäоватеëüностü 10: {1 → 3 → 2} со
стоиìостüþ 34 (сì. табë. 3). Поскоëüку нужно ìи-
ниìизироватü общуþ стоиìостü, то äëя стоëбöа
[1, 1, 1] коэффиöиент в öеëевой функöии равен
ìиниìаëüной стоиìости из всех стоиìостей, со-
ответствуþщих этоìу стоëбöу äопустиìых посëе-
äоватеëüностей.

Форìуëируется ìатеìати÷еская ìоäеëü опре-
äеëения ìиниìаëüной стоиìости äëя стоëбöа. Эта
заäа÷а оптиìизаöии отëи÷ается от заäа÷и ìини-
ìизаöии стоиìости äëя заäанной посëеäоватеëü-
ности посаäок, поскоëüку поряäок посаäок не из-
вестен.

Ввоäятся äопоëнитеëüные оãрани÷ения:

δ
ij
 + δ

ji
 = 1 ∀i,  j ∈ P

a
,  i ≠ j;

x
j
 ≥ x

i
 + S

ij
δ
ij
 – (L

i
 – E

j
)δ
ji
 ∀i,  j ∈ P

a
,  i ≠ j,

ãäе P
a
 — ìножество ВС, иìеþщихся в стоëбöе a.

В резуëüтате поëу÷ается сìеøанная öеëо÷ис-
ëенная постановка äëя опреäеëения ìиниìаëüной
стоиìости, посëеäоватеëüности посаäок и вреìе-
ни посаäок äëя стоëбöов в заäа÷е ãенераöии стоë-
бöов (табë. 4).

Иìея инфорìаöиþ о äопустиìых посëеäова-
теëüностях посаäок и соответствуþщих стоиìос-
тях, заäа÷у ФООП ìожно сфорìуëироватü как за-
äа÷у ãенераöии стоëбöов. Соответствуþщая ìоäеëü
äëя рассìатриваеìоãо приìера:

min(0z1 + 0z2 + 0z3 + 3z4 + 0z5 + 5z6 + 11z7)

при оãрани÷ениях (1):

z
1
 + z

4
 + z

5
 + z

7
 = 1;

z2 + z4 + z6 + z7 = 1;

z
3
 + z

6
 + z

7
 = 1,

Таблица 2

Ïðèìåð çàäà÷è äëÿ òðåõ ÂÑ

ВС E
i

T
i

L
i

g
i

h
i

1 50 88 95 3 1

2 88 95 105 3 1

3 75 100 120 3 1

Таблица 3

Äîïóñòèìûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ïðèìåðà (ñì. òàáë. 2)

Посëеäова-
теëüностü

Допустиìые 
посëеäова-
теëüности

Вреìена
призеìëения

Общая 
стоиìостü

1 {1} {88} 0

2 {2} {95} 0

3 {3} {100} 0

4 {1 → 2} {88 98} 3

5 {1 → 3} {88 100} 0

6 {3 → 1} {85 95} 52

7 {2 → 3} {95 105} 5

8 {3 → 2} {95 105} 25

9 {1 → 2 → 3} {88 98 108} 11

10 {1 → 3 → 2} {85 95 105} 34

i PS∈
∑
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и оãрани÷ении (2):

z1 + z2 + z3 + z4 + z5 + z6 + z7 = 2.

Дëя рассìатриваеìоãо приìера оптиìаëüное ре-
øение иìеет виä: Z * = [0, 1, 0, 0, 1, 0, 0]; 

2.4. Ìåòîä branch-and-price

В работе [13] äëя реøения заäа÷и ФООП преä-
ëаãается приìенятü ìетоä branch-and-price — ìе-
тоä ветвей и ãраниö, äопоëненный аëãоритìоì ãе-
нераöии стоëбöов. Авторы утвержäаþт, ÷то ìетоä
branch-and-price известен как эффективный ìетоä
при реøении заäа÷ боëüøой разìерности в раз-
ëи÷ных обëастях, но äëя реøения заäа÷и ФООП
ранее не приìеняëся.

2.4.1. Ãåíåðàöèÿ ñòîëáöîâ

Дëя небоëüøоãо приìера, вкëþ÷аþщеãо три ВС
(сì. табë. 2) ìожно пере÷исëитü все возìожнос-
ти посëеäоватеëüностей посаäок, как показано в
табë. 3. Оäнако äëя заäа÷и с 50 ВС существует уже

 ≈ 1,1259 Ѕ 1015

äопустиìых стоëбöов и пере÷исëятü все эти стоë-
бöы неэффективно. Реøение на÷инается с оãрани-
÷енной заäа÷и ãенераöии стоëбöов (которая назы-
вается master problem — MP) с небоëüøиì поä-
ìножествоì переìенных, поëу÷енных в проöессе
иниöиаëизаöии. При этоì зна÷ения остаëüных
переìенных фиксируþтся равныìи нуëþ. Затеì
проверяется, ìожет ëи äобавëение оäной иëи не-
скоëüких переìенных уëу÷øитü реøение. Соãëас-
но сиìпëекс аëãоритìу, это ìожет бытü äостиãну-
то путеì äобавëения переìенной с отриöатеëüной

привеäенной стоиìостüþ. Заäа÷а нахожäения пе-
реìенной с отриöатеëüной привеäенной стоиìос-
тüþ называется поäзаäа÷ей (subproblem — SUB).
Привеäенная стоиìостü опреäеëяется так:

 = c
j
 – πa ∀j ∈ S,

ãäе c
j
 — коэффиöиент стоиìости äëя стоëбöа a, π —

это äвойственная переìенная, соответствуþщая
кажäоìу оãрани÷ениþ ëинейной систеìы, преä-
ставëенноìу в оптиìаëüноì базовоì реøении MP.

Матеìати÷еская постановка заäа÷и ãенераöии
стоëбöов SUB: найти

min

при оãрани÷ениях:

a
i
E
i
 ≤ x

i
 ≤ a

i
L
i
 ∀i ∈ P;

δ
ij
 ≤ a

i
 ∀i,  j ∈ P,  i ≠ j,

δ
ij
 ≤ a

j
 ∀i,  j ∈ P,  i ≠ j,

1 ≥ δ
ij
 + δ

ji
 ≥ a

i
 + a

j
 – 1 ∀i,  j ∈ P,  i ≠ j,

x
j
 ≥ x

i
 + S

ij
δ
ij
 – (L

i
 – E

j
)δ
ji
 – (a

i
L
i
 – a

j
E
j
) +

+ (L
i
 – E

j
)(δ

ij
 + δ

ji
) ∀i,  j ∈ P,  i ≠ j,

α
i
 ≥ a

i
T
i
 – x

i
 ∀i ∈ P;

0 ≤ α
i
 ≤ T

i
 – E

i
 ∀i ∈ P;

β
i
 ≥ x

i
 – a

i
T
i
 ∀i ∈ P;

0 ≤ β
i
 ≤ L

i
 – T

i
 ∀i ∈ P;

x
i
 = a

i
T
i
 – α

i
 + β

i
 ∀i ∈ P,

δ
ij
, a

i
 — бинарные переìенные ∀i, j ∈ P,

ãäе π
i
 — äвойственная переìенная, соответствуþ-

щая i-ìу оãрани÷ениþ (1), i = 1, ..., P, λ — äвойст-
венная переìенная, соответствуþщая оãрани÷е-
ниþ (2).

a
i = 

Эту постановку ìожно рассìатриватü как заäа-
÷у ФООП с оäной ВПП. Есëи ВС не присутствует
в посëеäоватеëüности посаäки, то оно не вëияет на
öеëевуþ функöиþ.

Есëи в этой постановке зна÷ение öеëевой функ-
öии неотриöатеëüно, то заäа÷а реøена, в против-
ноì сëу÷ае соответствуþщий стоëбеö äобавëяется
в заäа÷у MP, и заäа÷а реøается снова.

Общая структура ìетоäа ãенераöии стоëбöов:
сãенерироватü на÷аëüное äопустиìое реøение,

наприìер, с поìощüþ эвристи÷ескоãо аëãоритìа,
преäëоженноãо в работе [11];

ВВП Стоëбеö
Посëеäова-
теëüностü

Стоиìостü

1 [0 1 0] {2} 0
2 [1 0 1] {1 → 3} 0

Таблица 4

Ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ çàäà÷è ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ

Пере-
ìенные

с
s

Допустиìые 
посëеäова-
теëüности

Вреìена 
призеìëения

z
1

0 [1 0 0] {1} {88}

z
2

0 [0 1 0] {2} {95}

z
3

0 [0 0 1] {3} {100}

z
4

3 [1 1 0] {1 → 2} {88 98}

z
5

0 [1 0 1] {1 → 3} {88 100}

z
6

5 [0 1 1] {2 → 3} {95 105}

z
7

11 [1 1 1] {1 → 2 → 3} {88 98 108}

a
s
′

k 1=

50

∑
50
k⎝ ⎠

⎛ ⎞

cj
∼

giαi hiβi+( )
i 1=

P

∑ πiai
i 1=

P

∑– λ–

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1 есëи ВС i присутствует,

в посëеäоватеëüности посаäки,

0 в противноì сëу÷ае.⎩
⎪
⎨
⎪
⎧

pb418.fm  Page 11  Tuesday, July 24, 2018  12:15 PM



ОБЗОРЫ

12 CONTROL SCIENCES ¹ 4 • 2018

повторять:

— реøитü заäа÷у MP с поìощüþ ëинейноãо про-
ãраììирования;

— найти стоëбöы с отриöатеëüной привеäенной
стоиìостüþ;

— äобавитü найäенные стоëбöы в MP;

завершить, коãäа не существует стоëбöов с отри-
öатеëüной привеäенной стоиìостüþ.

2.4.2. Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

В боëüøинстве сëу÷аев реøение заäа÷и ãене-
раöии стоëбöов с поìощüþ ìетоäа ëинейной ре-
ëаксаöии явëяется äробныì. Чтобы поëу÷итü öе-
ëо÷исëенное реøение, приìеняется известный
ìетоä ветвей и ãраниö, в котороì нижняя ãраниöа
äëя кажäой верøины оöенивается с поìощüþ ìе-
тоäа ãенераöии стоëбöов (так называеìый ìетоä
branch-and-price).

Реøение на÷инается с рассìотрения исхоäной
заäа÷и на ìножестве äопустиìых зна÷ений, кото-
рая называется корневой заäа÷ей. К корневой за-
äа÷е приìеняþтся проöеäуры поиска нижней и
верхней ãраниö реøения. Есëи эти ãраниöы совпа-
äаþт, то найäено оптиìаëüное реøение, и проöе-
äура прекращается. Ина÷е ìножество äопустиìых
зна÷ений äеëится на äва иëи боëее поäìножеств.
Эти поäзаäа÷и (äëя поäìножеств) становятся äо-
÷ерниìи верøинаìи корневой заäа÷и. Аëãоритì
приìеняется рекурсивно к поäзаäа÷аì, ãенерируя
äерево поäзаäа÷.

Верхняя ãраниöа Z
UB

 явëяется зна÷ениеì öеëе-

вой функöии, соответствуþщиì ëу÷øеìу текущеìу
öеëо÷исëенноìу реøениþ. Первое такое реøение
поëу÷ается в проöессе иниöиаëизаöии с поìо-
щüþ эвристи÷ескоãо аëãоритìа. На кажäой ите-
раöии äëя оäной поäзаäа÷и (верøины) ищется ре-
øение Z

SV
 с поìощüþ описанноãо выøе ìетоäа ãе-

нераöии стоëбöов. Возìожно три сëу÷ая.

Случай 1. Есëи поëу÷ено öеëо÷исëенное реøе-
ние Z

SV
, оно сравнивается с текущей верхней ãра-

ниöей реøения Z
UB

. Есëи Z
SV

 < Z
UB

, то эта верøи-

на становится ëу÷øей öеëо÷исëенной верøиной,
и верхняя ãраниöа реøения заäа÷и обновëяется:
Z
UB

 = Z
SV

, а нижняя ãраниöа кажäой активной вер-

øины äерева сравнивается с этой новой верхней
ãраниöей. Те верøины, нижняя ãраниöа Z

SV
 кото-

рых боëüøе, ÷еì Z
UB

, уäаëяþтся из äерева.

Случай 2. Есëи реøение äробное и зна÷ение
Z
SV

 ≥ Z
UB

, то верøина уäаëяется из äерева, так как

öеëо÷исëенные реøения ее потоìков не буäут ëу÷-
øе поëу÷енноãо äробноãо реøения.

Случай 3. Есëи реøение äробное и зна÷ение
Z
SV

 < Z
UB

, то приниìается реøение о созäании

äвух äо÷ерних узëов.

Реøение проäоëжается äо тех пор, пока äëя
всех порожäенных верøин ëибо поëу÷ено реøе-
ние, ëибо верøины искëþ÷ены из рассìотрения.
Реаëизаöия операöии ветвëения поäробно описа-
на в работе [13].

Аëãоритì протестирован на открытых äанных из
OR-бибëиотеки, вкëþ÷аþщих äо 50 ВС и 4 ВПП.
Авторы утвержäаþт, ÷то все заäа÷и быëи реøены
с испоëüзованиеì ìенее 450 стоëбöов. Это ука-
зывает на потенöиаëüнуþ возìожностü приìене-
ния преäëоженноãо аëãоритìа äëя реøения заäа÷и
ФООП с фиксированныì ÷исëоì ВПП.

Проöеäура построения оптиìаëüных о÷ереäей
на посаäку на основе ìетоäа ветвей и ãраниö быëа
реаëизована в составе коìпëексноãо иссëеäова-
теëüскоãо стенäа поëунатурноãо иìитаöионноãо
ìоäеëирования интеãрированных систеì управ-
ëения возäуøныì äвижениеì, разрабатываеìоì в
ГосНИИАС [2]. Особенностü преäëоженноãо ìе-
тоäа состоит в у÷ете оãрани÷ений не тоëüко на ìи-
ниìаëüные интерваëы ìежäу посаäкаìи ВС, но и
ìиниìаëüные интерваëы ìежäу проëетоì некото-
рых то÷ек возäуøноãо пространства.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

В то÷ных аëãоритìах приìеняется ìетоä ветвей
и ãраниö äëя поиска оптиìаëüноãо реøения äëя
заäа÷и ФООП. Оäнако вреìя работы экспоненöи-
аëüно растет с разìероì заäа÷и (÷исëоì ВС). Сëе-
äоватеëüно, еãо неëüзя приìенитü äëя оптиìаëüно-
ãо реøения заäа÷ боëüøой разìерности в те÷ение
приеìëеìоãо вреìени. Из ëитературы известно,
÷то заäа÷а ФООП реøается оптиìаëüно äо 50 ВС.

Дëя поëу÷ения прибëиженных реøений заäа-
÷и ФООП в ëитературе преäставëено боëüøое
÷исëо эвристи÷еских, ìетаэвристи÷еских, ãибриä-
ных и про÷их аëãоритìов, в тоì ÷исëе с привеäен-
ныìи вы÷исëитеëüныìи резуëüтатаìи äëя 500 ВС
и 5 ВПП, поëу÷енныìи за приеìëеìое вреìя.

Перспективныì ìетоäаì построения прибëи-
женных реøений заäа÷и ФООП на оäну иëи не-
скоëüко ВПП посвящена вторая ÷астü обзора.
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