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Оäноантенный навиãаöионный приеìник спут-
никовой навиãаöионной систеìы, установëенный
на транспортноì среäстве, изìеряет коорäинаты и
скоростü фазовоãо öентра своей приеìной антен-
ны относитеëüно пряìоуãоëüной ãеоöентри÷еской
систеìы коорäинат [1, 2], которые приниìаþтся
за коорäинаты и скоростü ТС. На÷аëо ГСК распо-
ëаãается в öентре Зеìëи, а оси ГСК жестко свя-
занны с вращаþщейся Зеìëей. Поскоëüку в оäно-
антенноì НП все изìерения относятся к оäной
то÷ке, поëу÷ение ориентаöии ТС с поìощüþ тоëü-
ко оäноантенноãо приеìника (без приìенения
äопоëнитеëüных навиãаöионных изìеритеëей) не-
возìожно. Навиãаöионный приеìник способен
выпоëнятü навиãаöионные изìерения тоëüко при
усëовии стабиëüноãо приеìа навиãаöионных сиã-
наëов от ìиниìуì ÷етырех разëи÷ных навиãаöи-
онных спутников [1]. Есëи это усëовие не выпоë-
няется, то÷ностü навиãаöионных изìерений НП
заìетно ухуäøается иëи они становятся неäоступ-
ныìи.

Беспëатфорìенный инерöиаëüный изìеритеëü-
ный ìоäуëü состоит из трех ãироскопов и трех ак-
сеëероìетров, которые изìеряþт проекöии векто-

ров уãëовой скорости и кажущеãося ускорения на
оси правой ортоãонаëüной изìеритеëüной систе-
ìы коорäинат, жестко связанной с корпусоì ИИМ,
который закрепëяется на корпусе ТС, непосреäс-
твенно иëи ÷ерез аìортизаторы. Изìерения ИИМ
обрабатываþтся в некотороì вы÷исëитеëüноì ус-
тройстве, которое выпоëняет (в реаëüноì вреìе-
ни) ÷исëенное интеãрирование систеìы кине-
ìати÷еских уравнений äвижения тверäоãо теëа.
Резуëüтаты этоãо интеãрирования преäставëяþт
собой коìпоненты раäиус-вектора и вектора ско-
рости выäеëенной то÷ки ИИМ (изìеритеëüноãо
öентра ИИМ) относитеëüно ГСК, а также пара-
ìетры ориентаöии ИСК относитеëüно ГСК. Пара-
ìетры ориентаöии, как правиëо, выбираþтся так,
÷тобы уравнение ориентаöии ИСК записываëосü в
виäе систеìы ëинейных äифференöиаëüных урав-
нений относитеëüно вы÷исëяеìых параìетров —
ìатриöы направëяþщих косинусов иëи кватерни-
оны [3]. Также встре÷аþтся аëãоритìы, в которых
параìетры ориентаöии опреäеëяþтся из систеìы
уравнений с кваäрати÷ныìи неëинейностяìи (век-
торы коне÷ноãо поворота [4]) иëи из существенно
неëинейной систеìы уравнений (уãëы Эйëера —
Крыëова [5]).

Аннотация. Отìе÷ено, ÷то в преäëоженноì коìпëексируþщеì фиëüтре вектор набëþ-
äения соäержит тоëüко спутниковые изìерения коорäинат антенны. Оøибки кватер-
ниона ориентаöии у÷итываþтся в виäе вектора ìаëоãо поворота, из котороãо строится
кватернион апостериорной оøибки ориентаöии. Кватернион оøибки приìеняется äëя
ìуëüтипëикативной коррекöии априорной оöенки кватерниона ориентаöии, поëу÷ен-
ной реøениеì уравнений инерöиаëüной навиãаöии. Априорные оöенки остаëüных
коìпонент вектора состояния фиëüтра корректируþтся аääитивныì способоì. Приве-
äены резуëüтаты экспериìентаëüной отработки коìпëексируþщеãо фиëüтра. Выпоëнен
÷исëенный анаëиз набëþäаеìости вектора состояния фиëüтра на экспериìентаëüных
траекториях.
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Принятые сокращения:
ГСК — ãеоöентри÷еская систеìа коорäинат;
ИИМ — инерöиаëüный изìеритеëüный ìоäуëü;
ИСК — изìеритеëüная систеìа коорäинат;
НП — навиãаöионный приеìник;
РФК — расøиренный фиëüтр Каëìана;
СКО — среäнекваäрати÷еское откëонение;
СПМ — спектраëüная пëотностü ìощности;
ТС — транспортное среäство;
ФЦ — фазовый öентр. 

Буäеì с÷итатü, ÷то ИИМ закрепëен на ТС так,
÷то оси еãо ИСК ориентированы вäоëü оäно-
иìенных строитеëüных осей ТС. Тоãäа вы÷исëен-
ная ориентаöия ИИМ соответствует ориентаöии
ТС (с то÷ностüþ äо ìехани÷еских поãреøностей
выравнивания осей ИСК относитеëüно осей ТС), а
позиöия и скоростü изìеритеëüноãо öентра ИИМ
приниìаþтся за позиöиþ и скоростü ТС. Эти ут-
вержäения справеäëивы тоëüко при правиëüноì
заäании на÷аëüных усëовий (на÷аëüной позиöии,
скорости и ориентаöии ИИМ относитеëüно ГСК)
äëя ÷исëенноãо интеãрирования систеìы кине-
ìати÷еских уравнений. Оäнако неизбежные сëу-
÷айные и систеìати÷еские оøибки в изìерениях
ИИМ привоäят к расхоäиìости навиãаöионноãо
реøения. По исте÷ении опреäеëенноãо вреìени
накопëенные оøибки сäеëаþт инерöиаëüное на-
виãаöионное реøение неприãоäныì äëя навиãа-
öии ТС.

Коìпëексирование навиãаöионных изìерений
разëи÷ной физи÷еской прироäы выпоëняется äëя
уëу÷øения ка÷ества навиãаöионноãо реøения,
обеспе÷ения еãо поëноты и непрерывности, а так-
же взаиìной коìпенсаöии оøибок, характерных
äëя отäеëüных виäов навиãаöионных äат÷иков.
В äанной работе рассìатривается коìпëексирова-
ние изìерений, поëу÷аеìых от НП и от ИИМ с
приìенениеì расøиренноãо фиëüтра Каëìана по
принöипу «сëабой интеãраöии» иëи «loose coup-
ling» [2]. Соãëасно этоìу принöипу, из перви÷-
ных изìерений кажäоãо из коìпëексируеìых уст-
ройств (НП и ИИМ) поëу÷аþтся äва ÷астных на-
виãаöионных реøения на заäанный ìоìент
вреìени. Из ÷астных навиãаöионных реøений
строится коìпëексированное навиãаöионное ре-
øение, на основе котороãо корректируþтся
оøибки ÷астных навиãаöионных реøений. Част-
ныìи навиãаöионныìи реøенияìи НП явëяþтся
раäиус-вектор (позиöия) ФЦ и вектор еãо скоро-
сти относитеëüно ГСК. Дëя коìпëексирования, в
äанной работе, испоëüзуется тоëüко позиöия ФЦ.
Частныìи инерöиаëüныìи навиãаöионныìи ре-
øенияìи явëяþтся раäиус-вектор и вектор скоро-
сти изìеритеëüноãо öентра ИИМ, а также вектор
параìетров ориентаöии ИСК. Дëя коìпëексиро-

вания испоëüзуþтся все выхоäные параìетры аë-
ãоритìа инерöиаëüной навиãаöии, при÷еì преä-
поëаãается, ÷то ориентаöия ИСК заäается с поìо-
щüþ кватерниона. Четыре скаëярные коìпоненты
кватерниона (из которых тоëüко три независи-
ìые), заäаþт коне÷ный поворот от ГСК к ìãно-
венноìу поëожениþ ИСК [6] в кажäый ìоìент
äискретноãо вреìени, на который вы÷исëяется на-
виãаöионное реøение.

При составëении уравнений РФК необхоäиìо
правиëüно у÷итыватü корректируþщуþ поправку
äëя кватерниона ориентаöии ТС. Поскоëüку ква-
тернион заäает рас÷етное зна÷ение поворота от
ГСК к ИСК, корректируþщая поправка äоëжна
заäаватü поворот от рас÷етной ориентаöии ИСК
äо коррекöии к рас÷етной ориентаöии ИСК посëе
коррекöии. Пространственные повороты некоì-
ìутативны, поэтоìу нужно с осторожностüþ от-
носитüся к простоìу сëожениþ коэффиöиентов
кватерниона и коэффиöиентов корректируþщей
поправки. В работах [7, 8] преäëаãается заäаватü
корректируþщуþ поправку в виäе кватерниона
ìаëоãо поворота. В этоì сëу÷ае коррекöия вы-
поëняется в виäе кватернионноãо уìножения, в
котороì кватернион ориентаöии ИИМ — ëевый
ìножитеëü, а кватернион поправки — правый.
Физи÷ески это уìножение эквиваëентно ìаëоìу
повороту ИСК из ее ориентаöии, расс÷итанной по
изìеренияì ИИМ, в новое рас÷етное поëожение,
откорректированное по изìеренияì НП. Поряäок
сëеäования кватернионных ìножитеëей заäает
поряäок сëеäования поворотов — сна÷аëа поворот
от ГСК к «ИСК äо коррекöии», затеì поворот от
«ИСК äо коррекöии» к «ИСК посëе коррекöии».
Такое преäставëение оøибки ориентаöии (назы-
ваеìое также ìуëüтипëикативныì преäставëени-
еì [7]), приìеняется в äанной работе äëя состав-
ëения уравнения оøибок инерöиаëüноãо реøения
и посëеäуþщеãо синтеза РФК.

1. ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß ÐÀÑØÈÐÅÍÍÎÃÎ ÔÈËÜÒÐÀ 
ÊÀËÌÀÍÀ Â ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÌ ÂÐÅÌÅÍÈ

Переä составëениеì уравнения состояния опи-
øеì усëовные обозна÷ения äëя кватернионов.
Кватернион Q обозна÷ается в виäе упоряäо÷енной
совокупности Q � (q

0
, q) еãо скаëярной q

0
 и век-

торной q = [q
1
 q

2
 q

3
]T ÷астей ëибо в виäе ÷етырех-

коìпонентноãо вектор-стоëбöа Q � [q
0
 q

1
 q

2
 q

3
]T.

Даëее буäут ÷асто встре÷атüся записи виäа a◦Q
(уìножение) иëи a + Q (сëожение), соäержащие
арифìети÷еские äействия ìежäу кватернионоì Q

и вектороì a = [a
x
 a

y
 a

z
]T, заäанныì в некоторой

правой ортоãонаëüной систеìы коорäинат. В та-
ких записях преäпоëаãается, ÷то вхоäящие в них
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векторы преобразуþтся в кватернионы путеì äо-
бавëения нуëевой скаëярной ÷асти, т. е. вектор a
преобразуется в кватернион (0, a), а привеäенные
сокращенные записи эквиваëентны кватернион-
ноìу уìножениþ (0, a)◦Q и сëожениþ (0, a) + Q.
Есëи коорäинаты вектора a относитеëüно ГСК и
ИСК равны a

ГСК
 и a

ИСК
 соответственно, то эти ко-

орäинаты связаны ìежäу собой ÷ерез ортоãонаëü-

нуþ ìатриöу : a
ГСК

 = a
ИСК

. Форìуëы

äëя коэффиöиентов ìатриöы  из коэффиöи-

ентов кватерниона Q вывоäятся c поìощüþ ра-

венства a
ГСК

 = a
ИСК

 = Q◦a◦ , ãäе  — ква-

тернион, сопряженный к Q0:

 =

= .

Уравнение состояния РФК строится на основе
äифференöиаëüных кинеìати÷еских уравнений
поступатеëüноãо и вращатеëüноãо äвижения ТС,
которое рассìатривается как тверäое теëо [5]. Дви-
жение ТС рассìатривается в неинерöиаëüной ГСК,
вращаþщейся вìесте с Зеìëей с постоянной уãëо-

вой скоростüþ Ω
З
 = 7,29•10–5 раä/с = 15,037°/÷.

Проекöии вектора уãëовой скорости ГСК на ее

оси заäаþтся стоëбöоì W = [0 0 Ω
З
]T. Кинеìати-

÷еские уравнения äвижения äопоëняþтся ìате-
ìати÷ескиìи ìоäеëяìи äрейфов сìещений нуëей
отäеëüных äат÷иков ИИМ. В ка÷естве уравнения
вращатеëüноãо äвижения приниìается äифферен-
öиаëüное уравнение äëя истинноãо зна÷ения ква-

терниона Q0, заäаþщеãо поворот от ГСК к ИСК:

 = 0,5(Q0
◦w

0 – W◦Q0). Форìа этоãо уравнения
выбрана так, ÷тобы вхоäящий в неãо истинный век-

тор w0 уãëовой скорости ТС быë заäан в виäе своих

проекöий на оси ИСК: w0 = [   ]T. В этоì

сëу÷ае коìпоненты вектора w0 ìоãут бытü изìере-
ны ãироскопаìи ИИМ.

Дифференöиаëüные уравнения äëя скорости
и переìещения ТС записываþтся на основе ис-
тинноãо зна÷ения вектора кажущеãося ускорения

n
0 = [   ]T, заäанноãо своиì проекöияìи на

оси ИСК. Дëя составëения äифференöиаëüноãо
уравнения äëя скорости ТС относитеëüно ГСК

вектор n0 необхоäиìо перепроектироватü на ГСК

с поìощüþ кватерниона Q0 и у÷естü кориоëисово

и переносное ускорения, связанные с вращениеì
ГСК. Такиì образоì, уравнение äëя истинноãо
зна÷ения вектора скорости ТС относитеëüно ГСК
приобретает виä:

 = Q0
◦n

0
◦  + g(r0) – 2WЅv

0 – WЅ[WЅr
0], (1)

ãäе r0 — истинный раäиус-вектор ТС относитеëüно

ГСК, g(r0) — вектор ускорения сиëы тяãотения в

то÷ке r0, заäанный своиìи проекöияìи на ГСК.

Форìа уравнения äëя r0 о÷евиäна:  = v0.

Поëная ìоäеëü систеìати÷еских и сëу÷айных
оøибок изìерений ìикроìехани÷еских инерöи-
аëüных äат÷иков, которые относятся к äат÷икаì
вибраöионноãо типа, äостато÷но сëожна [9]. Оä-
нако äëя öеëей синтеза уравнения оøибок РФК
изìерения äат÷иков ìожно описатü простыìи ìа-

теìати÷ескиìи ìоäеëяìи: w
ИИМ

 = w0 +  + w
G
,

n
ИИМ

 = n0 +  + w
A
 [5]. Зäесü w

ИИМ
, n

ИИМ
 — зна-

÷ения проекöий векторов уãëовой скорости и ка-
жущеãося ускорения ТС на ИСК, с÷итанные с

äат÷иков ИИМ,  = [   ]T — истинные

зна÷ения ìеäëенно ìеняþщихся сìещений нуëей,

w
X
 = [w

Xx
 w

Xy
 w

Xz
]T — øирокопоëосные ãауссовы

øуìы изìерений äат÷иков, X = G, A — поäстро÷-
ный инäекс äëя ãироскопов и аксеëероìетров
соответственно. Вектор w

X
 описываþт øуìы с

постоянной СПМ внутри ÷астотных поëос пропус-
кания äат÷иков: N

G
 äëя ãироскопов и N

A
 äëя ак-

сеëероìетров. В спеöификаöии äат÷иков уровенü
этих øуìов принято указыватü в виäе зна÷ения

, а øирину поëосы — в виäе зна÷ения ÷асто-

ты среза f
Xs

, поряäка и типа выхоäноãо низко÷ас-

тотноãо фиëüтра, ãäе X = G, A, s = x, y, z.
Произвоäитеëи инерöиаëüных äат÷иков ìоãут

указыватü зна÷ение  как äëя äвусторонней,

так и äëя оäносторонней СПМ. Наприìер, произ-

воäитеëü [10] указывает, ÷то параìетр  äоëжен

испоëüзоватüся äëя вы÷исëения СКО выхоäноãо

øуìа äат÷ика по форìуëе СКО ≈  ≈

≈ • , ìножитеëü π/2 ≈ 1,57 у÷итывает

скаты АЧХ выхоäноãо НЧ-фиëüтра 1-ãо поряäка в

поëосе поäавëения. В этой форìуëе зна÷ение 

соответствует зна÷ениþ оäносторонней СПМ. Со-
ãëасно ìетоäике изìерений, принятой у äруãоãо

произвоäитеëя [11], зна÷ение  вы÷исëяется по

форìуëе  = σ
100

/  = σ
100

 [ìкВ/ ],

ãäе σ
100

 — оöенка СКО, расс÷итанная по выборке

SГСК
ИСК
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из 100 отс÷етов, при÷еì кажäый отс÷ет поëу÷ен
усреäнениеì выхоäноãо сиãнаëа äат÷ика за вреìя

T
уср

 = 0,1 с. В этой спеöификаöии параìетр 

расс÷итывается äëя äвусторонней СПМ. Приëо-
жение I к станäарту [12] ввоäит параìетры выхоä-
ных øуìов Angular Random Walk (ARW) äëя ãи-
роскопов и Velocity Random Walk (VRW) äëя аксе-
ëероìетров, ÷исëенные зна÷ения которых равны

, ãäе N
Xs

 — äвусторонняя СПМ øуìа на вы-

хоäе соответствуþщеãо äат÷ика. Даëее везäе буäет
преäпоëаãатüся, ÷то кажäая коìпонента вектора w

Х

преäставëяет собой стаöионарный сëу÷айный про-
öесс на выхоäе НЧ-фиëüтра с ÷астотой среза f

Xs
,

на вхоä котороãо поäается беëый ãауссов øуì с ко-
вариаöионной функöией 0,5N

Xs
δ(τ), ÷то соответ-

ствует оäносторонней СПМ N
Xs
 иëи äвусторонней

СПМ 0,5N
Xs

 [13]. Такиì образоì, ARW = 

äëя ãироскопов и VRW =  äëя аксеëеро-

ìетров.

Переä теì, как испоëüзоватü изìеренные зна-
÷ения w

ИИМ
, n

ИИМ
 äëя реøения кинеìати÷еских

уравнений äвижения ТС, в них нужно устранитü
сìещения нуëей:

w = w
ИИМ

 – b
G
 = w0 + δb

G
 + w

G
, 

n = n
ИИМ

 – b
A
 = n0 + δb

A
 + w

A
, (2)

ãäе b
G
, b

A
 — рас÷етные зна÷ения сìещений нуëей

и δb
G
 =  – b

G
, δb

A
 =  – b

A
 — оøибки оöенки

сìещений нуëей ãироскопов и аксеëероìетров.
Поäставиì векторы w и n (вìесто их истинных

зна÷ений w0 и n
0) в кинеìати÷еские уравнения и

объеäиниì их в общуþ систеìу с уравненияìи äëя
оöенок сìещений нуëей b

G
, b

A
. В резуëüтате по-

ëу÷аеì уравнение состояния РФК в непрерывноì
вреìени с рас÷етныì вектороì состояния х, со-
äержащиì 16 параìетров:

 = ,

x = , (3)

ãäе f
G
(t) = , f

A
(t) =  — функöии, явные выра-

жения которых зäесü не иìеþт зна÷ения.

2. ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÎØÈÁÎÊ ÐÀÑØÈÐÅÍÍÎÃÎ ÔÈËÜÒÐÀ 
ÊÀËÌÀÍÀ Â ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÌ ÂÐÅÌÅÍÈ

Рас÷етный вектор состояния x явëяется оöен-

кой истинноãо вектора x0 с то÷ностüþ äо вектора
оøибок δx. Дëя синтеза РФК äостато÷но поëу÷итü
систеìу уравнений äëя вектора δx в ëинейноì

прибëижении [2]. Преäставиì кватернион Q0 в ви-

äе Q0 = Q◦δQ [7, 8], ãäе δQ — кватернион ìаëоãо
поворота от рас÷етной ориентаöии ИСК (заäава-
еìой кватернионоì Q) к истинной ориентаöии

ИСК, заäаваеìой кватернионоì Q0, и проäиффе-
ренöируеì записанное преäставëение:

 = 0,5(Q0
◦w

0 – W◦Q0) = ◦δQ + Q◦δ  =

= 0,5Q◦w◦δQ – 0,5W◦Q◦δQ + Q◦δ  =

= 0,5(Q◦δQ◦w
0 – W◦Q◦δQ).

Уìножиì резуëüтат сëева на сопряженный ква-

тернион  и оставиì δ  в ëевой ÷асти поëу÷ив-
øеãося произвеäения:

δ  = 0,5(δQ◦w
0 – ◦W◦Q◦δQ) – 0,5w◦δQ +

+ 0,5 ◦W◦Q◦δQ = 0,5(δQ◦w
0 – w◦δQ).

Поäставиì в уравнение äëя δ  выражение ис-

тинноãо вектора w0 ÷ерез изìеряеìый вектор w из
выражения (2):

δ  = 0,5δQ◦(w – δb
G
 – w

G
) – 0,5w◦δQ =

= 0,5(δQ◦w – w◦δQ) – 0,5δQ◦(δb
G
 + w

G
). (4)

Кватернион δQ ìожно записатü в триãоноìет-
ри÷еской форìе:

δQ = (cos(0,5α), ssin(0,5α)) ≈ (1, 0,5sα) = (1, 0,5a),
a = αs, (5)

ãäе α — абсоëþтное зна÷ение ìаëоãо уãëа пово-
рота от рас÷етной к истинной ИСК, s — еäини÷-
ный направëяþщий вектор оси поворота, с конöа
котороãо поворот виäен против ÷асовой стреëки,

a = [α
x
 α

y
 α

z
]T — вектор ìаëоãо поворота. Поäста-

виì форìуëу (5) в выражение (4), отбросив сëаãа-
еìые выøе первоãо поряäка ìаëости:

(0, ) = (1, 0,5a)◦w – w◦(1, 0,5a) –
– (1, 0,5a)◦(δb

G
 + w

G
) =

= (–0,5a•w + 0,5a•w, 0,5aЅw – 0,5wЅa –
– (δb

G
 + w

G
)) = (0, –wЅa – (δb

G
 + w

G
)).

NG
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0,5NG
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bG
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fG t( )
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·
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·
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·
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∼
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·
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∼
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Векторная ÷астü резуëüтата äает äифференöи-
аëüное уравнение äëя вектора ìаëоãо поворота

= –wЅa – δb
G
 + w

G
. Знак переä w

G
 зäесü не ва-

жен, так как конкретное зна÷ение этой веëи÷ины
реаëизуется в øирокопоëосноì изìеритеëüноì
øуìе ãироскопа.

Поäставиì в уравнение äëя истинной скорости
(1) разëожение истинноãо кватерниона и выраже-

ние äëя n0 из форìуë (2):

 = Q◦δQ◦(n – δb
A
 – w

A
)◦δ ◦  + g(r + δr) –

– 2WЅ(v + δv) – WЅ[WЅ(r + δr)] =

= Q◦(δQ◦n◦δ  – δQ◦δb
A
◦δ  – δQ◦w

A
◦δ )◦  +

+ g(r) + δr – 2WЅ(v + δv) –

–"WЅ[WЅ(r + δr)], (6)

ãäе δv = v0 – v, δr = r0 – r — оøибки опреäеëения
скорости и позиöии ТС. Вы÷исëиì векторные
÷асти сëаãаеìых, соäержащих кватернион δQ, от-
брасывая сëаãаеìые с поряäкоì ìаëости выøе
первоãо:

δQ◦n◦δ  = (1, 0,5a)◦n◦(1, –0,5a) =
= n + 0,5[(0, a)◦n – n◦(0, a)] = n – nЅa,

δQ◦δb
A
◦δ  = δb

A
 – δb

A
Ѕa ≈ δb

A
,

δQ◦w
A
◦δ  = w

A
 – w

A
Ѕa ≈ w

A
.

Поäставиì поëу÷енные выражения обратно в
уравнение (6):

 = Q◦(n – nЅa – δb
A
 – w

A
)◦  + g + δr –

– 2WЅ(v + δv) – WЅ[WЅ(r + δr)] =

=  – [nЅ]a – δb
A
 – w

A
 –

– 2WЅδv + δr – WЅ(WЅδr],

ãäе  = Q◦n◦  + g(r) – 2WЅv – WЅ[WЅr] — урав-
нение äëя вектора рас÷етной скорости из выра-
жения (3), [nЅ] — ìатриöа векторноãо уìножения,
[nЅ]a = n Ѕ a. Два посëеäних сëаãаеìых соот-
ветствуþт «øуëеровской» и öентростреìитеëüной
оøибкаì опреäеëения поступатеëüноãо ускорения
ТС соответственно. В сëу÷ае с ìикроìехани÷ески-
ìи ИИМ этиìи оøибкаìи ìожно пренебре÷ü в
сиëу их ìаëости: при |δr| = 100 ì абсоëþтные зна-

÷ения  ≈ |δr| < 0,3 ìì/с2, |WЅ[WЅδr]| ≤

≤ 0,6•10–3 ìì/с2, ãäе T
ø
 = 84,4 ìин — периоä øу-

ëеровских коëебаний. Отсþäа поëу÷аеì уравнение
äëя оøибки вектора скорости:

δ  = – [nЅ]a – δb
A
 – w

A
 –

– 2[WЅ]δv.

Дифференöиаëüное уравнение äëя оøибки век-
тора коорäинат поëу÷ается о÷евиäныì способоì:

δ  =  –  = v0 – v = δv.

При поëу÷ении уравнения состояния (3) äëя
рас÷етных оöенок сìещений нуëей ãироскопов и

аксеëероìетров быëи ввеäены уравнения  = f
G
(t),

 = f
A
(t). Рас÷етные оöенки связаны с истинны-

ìи зна÷енияìи сìещений нуëей ÷ерез аääитив-
ные векторы оøибок δb

G
 и δb

A
, описываþщие от-

носитеëüно ìеäëенные äрейфы нуëей ãироскопов

 = b
G
 + δb

G
 и аксеëероìетров  = b

A
 + δb

A
. Эì-

пири÷ески установëено [5], ÷то äрейфы ìикроìе-
хани÷еских äат÷иков ìожно с приеìëеìой то÷-
ностüþ описатü ãаусс-ìарковскиìи проöессаìи
первоãо поряäка:

δ  = –δb
Xs

/τ
Xs

 + σ
bXs

ε
Xs

, (7)

ãäе X = G, A, s = x, y, z, τ
Xs

 — постоянные вреìени

форìируþщих фиëüтров, σ
bXs

 — среäнекваäрати÷-

ные откëонения сìещений нуëей, e
X
 = [ε

Xx
 ε

Xy
 ε

Xz
]T —

порожäаþщие беëые ãауссовы øуìы с еäини÷ны-
ìи ковариаöионныìи ìатриöаìи.

Объеäиняя все поëу÷енные уравнения, поëу-
÷аеì ëинеаризованнуþ систеìу уравнений оøи-
бок äëя уравнения состояния (3) в непрерывноì
вреìени:

δ  = F'δx + G'w', (8)

 = –[wЅ],   = diag{–1/τ
Gx

, –1/τ
Gy

, –1/τ
Gz

},

 = – [nЅ],   = –2[WЅ],   = – ,

 = diag{–1/τ
Ax

, –1/τ
Ay

, –1/τ
Az

}, 

 = diag{k
Gx

, k
Gy

, k
Gz

},   = ,

 = diag{k
Ax

, k
Ay

, k
Az

},  k
Xs

 = σ
bXs

,

X = G, A,  s = x, y, z, 

ãäе diag{...} — оператор построения äиаãонаëüной
ìатриöы, на ãëавной äиаãонаëи которой стоят
веëи÷ины, пере÷исëенные в фиãурных скобках,

w'T = [  |  |  | ]T, О
N
 и I

N
 — ìатриöа

a·

v
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Q
∼

Q
∼

Q
∼

Q
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нуëей и еäини÷ная ìатриöа разìероì NЅN соот-
ветственно,

F' = ,  G' = ,

δx = .

Вектор оøибок δx соäержит 15 параìетров в от-
ëи÷ие от 16-ти параìетри÷ескоãо вектора состоя-
ния x. Дëя поëу÷ения явноãо виäа ковариаöион-
ной ìатриöы вектора w' ÷астотная зависиìостü
выхоäноãо сиãнаëа кажäоãо äат÷ика ìоäеëируется
в виäе апериоäи÷ескоãо звена первоãо поряäка с
постоянной вреìени τ

wXs
 = 1/(2πf

Xs
) и коэффиöиен-

тоì усиëения k
wXs

 = 1/τ
wXs

, ãäе X = G, A, s = x, y, z.

В этоì сëу÷ае ковариаöионная функöия стаöио-
нарноãо øирокопоëосноãо øуìа на выхоäе äат÷и-
ка R

wXs
(t

1
, t

2
) = N

Xs
k

wXs
exp(–k

wXs
|t
1
 – t

2
|)/4 [8]. От-

äеëüные коìпоненты вектора w' преäпоëаãаþтся
независиìыìи, поэтоìу еãо ковариаöионная ìат-
риöа иìеет äиаãонаëüнуþ форìу:

(t
1
, t

2
) = ,

(t
1
, t

2
) = 

= diag{R
wXs

(t
1
, t

2
), R

wXy
(t

1
, t

2
), R

wXz
(t

1
, t

2
)}.

3. ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÎØÈÁÎÊ ÐÀÑØÈÐÅÍÍÎÃÎ ÔÈËÜÒÐÀ 
ÊÀËÌÀÍÀ Â ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÌ ÂÐÅÌÅÍÈ

Навиãаöионный приеìник выпоëняет изìере-
ния в äискретные ìоìенты вреìени с постоянныì
периоäоì T

П
. Кажäый вновü поëу÷енный вектор

изìерений НП испоëüзуется äëя коррекöии оøи-
бок в рас÷етноì векторе состояния x, накопив-
øихся от ìоìента поëу÷ения преäыäущеãо вектора
изìерений НП (т. е. от ìоìента преäыäущей кор-
рекöии). Дëя тоãо ÷тобы поëу÷итü зна÷ение вектора
оøибок δx в ìоìент о÷ереäной коррекöии, уравне-
ние (8) необхоäиìо проинтеãрироватü на вреìен-

ноì отрезке [t
k – 1

, t
k
] ìежäу ìоìентаìи поëу÷ения

текущеãо t
k
 = kT

П
 и преäыäущеãо t

k – 1
 = (k – 1)T

П

изìерений НП, ãäе k = 1, 2, ... — ноìер о÷ереäноãо
изìерения НП от ìоìента вкëþ÷ения аëãоритìа
коìпëексирования.

Внутри вреìенноãо отрезка [t
k – 1

, t
k
] выпоëня-

þтся изìерения ИИМ с периоäоì T
И
 n T

П
. При

выборе зна÷ения T
И
 необхоäиìо у÷итыватü оãра-

ни÷ение T
И
 < 1/(2f

max
), наëаãаеìое теореìой Ко-

теëüникова, ãäе f
max

 — ìаксиìаëüная ÷астота сре-

за среäи всех äат÷иков в составе ИИМ. Моìенты
вреìени поëу÷ения о÷ереäноãо набора изìере-
ний от ИИМ внутри отрезка [t

k – 1
, t

k
] обозна÷иì

t
k – 1, j

 = t
k – 1

 + jT
И
, ãäе j = 0, ..., J, J = T

П
/T

И
 — но-

ìер изìерения ИИМ внутри отрезка интеãрирова-
ния. Зäесü t

k – 1, 0
 = t

k – 1
 и t

k – 1, J
 = t

k
, т. е. изìере-

ния ИИМ и НП преäпоëаãаþтся синхронизиро-
ванныìи. Пустü в ìоìент вреìени t

k – 1
 зна÷ение

вектора оøибок быëо δx
k – 1

 � δx(t
k – 1

). Тоãäа зна-

÷ение этоãо вектора в ìоìент вреìени t
k
 в ëиней-

ноì прибëижении относитеëüно T
П
:

δx
k
 = δx

k – 1
 + [F'(t)δx(t) + G'(t)w']dt =

= δx
k – 1

 + F'(t)δx(t)dt + G'(t)w'dt ≈

≈ I
15

 + F'(t)dt δx
k – 1

 + G
k
e =

= F
k
δx

k – 1
 + G

k
e, 

ãäе e — 12-ìерный вектор порожäаþщих беëых
øуìов äискретноãо вреìени с еäини÷ной ко-
вариаöионной ìатриöей. Матриöы F

k
 = I

15
 +

+ F'(t)dt и G
k
 заäаþт ìатриöу перехоäа

äëя вектора оøибок в ëинейноì прибëижении и
ìатриöу распреäеëения порожäаþщих øуìов со-
ответственно. Обе ìатриöы поëу÷аþтся интеãри-
рованиеì соответствуþщих ìатриö непрерывноãо
вреìени из систеìы уравнений (8), которое вы-
поëнено в Приëожении. Окон÷атеëüный виä ëи-
неаризованноãо уравнения äëя вектора δx

k
 оøибок

РФК и уравнения äëя ковариаöионной ìатриöы
P

k
 = cov{δx

k
} в äискретноì вреìени с периоäоì Т

П
:

δx
k
 = F

k
δx

k – 1
 + G

k
ε,  P

k
 = P

k – 1
F

k
 + Q

k
, (9)
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O3 O3 O3 F7' O3

O3 O3 I3 O3 O3

I3 O3 O3 O3

O3 G2' O3 O3

O3 O3 G3' O3

O3 O3 O3 G4'

O3 O3 O3 O3

a

δbG

δv

δbA

δr

Qw'

QwG t1 t2,( )' O3 O3 O3

O3 I3 O3 O3

O3 O3 QwA t1 t2,( )' O3

O3 O3 O3 I3

QwX'

tk 1–

tk

∫

j 1=

J

∑
tk 1– j 1–,

tk 1– j,

∫
tk 1–

tk

∫

⎝
⎜
⎛

j 1=

J

∑
tk 1– j 1–,

tk 1– j,

∫
⎠
⎟
⎞

j 1=

J

∑
tk 1– j 1–,

tk 1– j,

∫

Fk
T
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ãäе P
k – 1

 = cov{δx
k – 1

}; Q
k
 = G

k
 — ковариаöи-

онная ìатриöа порожäаþщих øуìов, распреäе-
ëенных по вектору состояния посреäствоì ìатри-
öы G

k
.

4. ÊÎÐÐÅÊÖÈß ÀÏÐÈÎÐÍÎÉ ÎÖÅÍÊÈ 
ÂÅÊÒÎÐÀ ÑÎÑÒÎßÍÈß

В ìоìент äискретноãо вреìени t
k
 НП выäает

изìеренные коìпоненты r
Пk

 раäиус-вектора ФЦ

своей приеìной антенны относитеëüно ГСК, ко-

торые связаны с их истинныìи зна÷енияìи 

÷ерез аääитивный вектор оøибок изìерения w
rПk

:

 = r
Пk

 + w
rПk

. Коìпоненты вектора оøибок с÷и-

таþтся независиìыìи, норìаëüно распреäеëен-
ныìи, с нуëевыìи ìатеìати÷ескиìи ожиäанияìи
и ковариаöионной ìатриöей cov{w

rПk
} = R

rk
. Эта

ковариаöионная ìатриöа расс÷итывается в НП äëя
кажäоãо изìерения r

Пk
 и выäается внеøнеìу пот-

ребитеëþ совìестно с изìеренныì вектороì.

К ìоìенту вреìени t
k
, äо выпоëнения коррек-

öии по изìеренияì НП, уже известна априорная

оöенка вектора состояния , поëу÷енная интеã-

рированиеì уравнения состояния (3) внутри от-
резка вреìени [t

k – 1
, t

k
]. В ка÷естве на÷аëüных

усëовий äëя интеãрирования испоëüзуется апосте-

риорная оöенка вектора состояния , поëу-

÷енная посëе коррекöии в ìоìент вреìени t
k – 1

.

Рас÷ет априорных сìещений нуëей äат÷иков при
реøении уравнения (3) выпоëняется по правиëу

 = , X = A, G. Априорной оöенке  со-

ответствует априорная ковариаöионная ìатриöа

оøибок , расс÷итываеìая в соответствии с

уравнениеì (9):  = F
k
 + Q

k
, ãäе  —

ковариаöионная ìатриöа апостериорноãо вектора

состояния  (апостериорная ковариаöионная

ìатриöа). Матриöы F
k
 и Q

k
 расс÷итываþтся с у÷е-

тоì проìежуто÷ных зна÷ений вектора состояния
x(t), t ∈ (t

k – 1
, t

k
), возникаþщих в проöессе реøения

уравнения состояния (3) внутри отрезка [t
k – 1

, t
k
].

На÷аëüное зна÷ение вектора состояния  в ìо-

ìент вреìени t
0
 старта коìпëексируþщеãо аëãо-

ритìа поëу÷ается из какоãо-ëибо аëãоритìа на-
÷аëüной выставки инерöиаëüной навиãаöионной
систеìы [9]. В проöессе выпоëнения на÷аëüной

выставки вìесте с вектороì  расс÷итывается на-

÷аëüное зна÷ение еãо ковариаöионной ìатриöы

оøибок .

Приеìная антенна и ИИМ устанавëиваþтся в
разных ìестах ТС так, ÷тобы их относитеëüное по-
ëожение не изìеняëосü в проöессе äвижения.
Сìещение ФЦ относитеëüно ИИМ заäается пос-

тоянныì вектороì l = [l
x
 l

y
 l

z
]T, на÷аëо котороãо

распоëожено в изìеритеëüноì öентре ИИМ, а
конеö — в ФЦ приеìной антенны. Коìпоненты
вектора l äоëжны бытü заäаны относитеëüно ИСК.
В этоì сëу÷ае истинные зна÷ения коорäинат ФЦ
связаны с истинныìи зна÷енияìи коорäинат ИИМ
относитеëüно ГСК ÷ерез ãеоìетри÷еское соотно-

øение  =  + ◦l◦ . Зäесü поäстро÷ный

инäекс k указывает на истинное зна÷ение соот-
ветствуþщей физи÷еской веëи÷ины в ìоìент äис-

кретноãо вреìени t
k
, т. е.  � Q0(t

k
). Выразиì

сëаãаеìые в выражении äëя  ÷ерез коìпоненты

априорной оöенки вектора состояния :

 = r
Пk

 + w
rПk

 =  + δ  +

+ ◦δ ◦l◦ ◦δ  =  + δ  +

+ ◦(l + ◦l – l◦ )◦  =

=  – [lЅ]  + δ , (10)

ãäе  =  + ◦l◦  — априорное зна÷ение

коорäинат ФЦ. Из выражения (10) ìожно поëу-
÷итü разности ìежäу априорныìи и изìеренныìи
коорäинатаìи ФЦ как ëинеаризованные функöии

коìпонент априорноãо вектора оøибок δ :

r
Пk

 –  = δz
Пk

 = H
k
δ  + w

rПk
, (11)

ãäе δz
Пk

 = – [lЅ]  + δ  + w
rПk

; H
k
 =

= [– [lЅ] | O
3
 | O

3
 | O

3
 | I

3
] — ìатриöа набëþ-

äения за вектороì оøибок δ .

Коìпëексируþщий фиëüтр с кватернионныì
преäставëениеì ориентаöии в векторе состояния
строится по обы÷ныì правиëаì РФК [2, 5]. В ìо-

ìент вреìени t
k
 из оöенки  расс÷итывается

ìатриöа H
k
, а НП выäает изìеренный вектор ко-

орäинат ФЦ и еãо ковариаöионнуþ ìатриöу, из
которых соãëасно выражениþ (11) расс÷итывает-
ся вектор δz

Пk
. Эти ìатриöы испоëüзуþтся äëя

рас÷ета ìатри÷ноãо коэффиöиента переäа÷и K
k

=

= [H
k

 + R
rk
]–1 РФК, апостериорной

Gk
T

rПk
0

rПk
0

xk
a

xk 1–

p

bXk
a

bXk 1–

p
xk

a

Pk
a

Pk
a

Fk
T

Pk 1–

p
Pk 1–

p

xk 1–

p

x0
p

x0
p

P0
p

rПk
0

rk
0

Qk
0

Qk
0∼

Qk
0

rПk
0

xk
a

rПk
0

rk
a

rk
a

Qk
a

Qk
a

Qk
a∼

Qk
a∼

rk
a
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a

Qk
a

ak
a

ak
a∼ Qk

a∼

rПk
a

SГСКk
ИСКa

ak
a
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a
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a
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a
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a
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a
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оöенки δ  = K
k
δz

Пk
 оøибок вектора состояния и

еãо ковариаöионной ìатриöы  = [I
15

 – K
k
H

k
] .

При коррекöии априорной оöенки  с поìо-

щüþ вектора оøибок δ  нужно у÷итыватü, ÷то

коìпоненты  соответствуþт ìуëüтипëикатив-

ной оøибке кватерниона ориентаöии  который,

посëе коррекöии, äоëжен норìироватüся к еäини-

öе. Все остаëüные коìпоненты вектора δ  явëя-

þтся аääитивныìи оøибкаìи вектора :

 = /|| ||
2
,   = ◦(1, 0, 5 ),

 =  + δ ,   =  + δ , 

 =  + δ ,   =  + δ .

Апостериорная оöенка  и ее ковариаöионная

ìатриöа  явëяþтся окон÷атеëüныìи оöенкаìи

параìетров вектора состояния РФК в ìоìент вре-
ìени t

k
 поëу÷ения о÷ереäноãо изìерения от НП.

Эти оöенки испоëüзуþтся в ка÷естве на÷аëüных
зна÷ений äëя реøения уравнения состояния на
сëеäуþщеì вреìенноì отрезке [t

k
, t

k + 1
].

5. ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ

5.1. Ðåçóëüòàòû òðàåêòîðíûõ èçìåðåíèé

Описанный аëãоритì коìпëексирования быë
реаëизован в проãраììноì обеспе÷ении НП, спо-
собноãо выпоëнятü фазовые изìерения коорäи-
нат с СКО 3 сì и периоäоì T

П
 = 0,1 с. В ка÷естве

ИИМ испоëüзоваëасü интеãраëüная ìикросхеìа
MPU9150 [14], установëенная внутри НП, с пери-
оäоì изìерения T

И
 = 0,01 с. Каëибровка неорто-

ãонаëüности осей ÷увствитеëüности и ìасøтабных
коэффиöиентов ИИМ переä экспериìентоì не
выпоëняëасü. При синтезе РФК приняты такие
зна÷ения параìетров уравнения (7): τ

G
 = τ

A
 = 70 c,

σ
bG

 = 10°/÷, σ
bА

 = 80 ìкg. Зна÷ения оäносторон-

них СПМ øирокопоëосных øуìов äат÷иков ус-

танавëиваëисü в  = Ѕ0,008°/с/ ,

= Ѕ0,0034 ì/с2/ , ÷астота среза f
G
 =

= f
A
 = 40 Гö.

Навиãаöионный приеìник быë закрепëен на
верхнеì конöе ãеоäези÷еской веøки, ориентиро-

ванной вертикаëüно, которая переносиëасü опера-
тороì вäоëü заìкнутой повторяþщейся траекто-
рии. Веøка ìоãëа свобоäно повора÷иватüся вокруã
своей оси в руках оператора во вреìя еãо äвиже-
ния. Всеãо быëо соверøено 14 пеøих прохоäов по
заìкнутыì траекторияì, проекöии которых на ãо-
ризонтаëüнуþ пëоскостü показаны на рис. 1. То÷-
ка A на траекториях соответствует усëовноìу ìо-
ìенту заверøения перехоäноãо проöесса РФК при
пеøеì переìещении НП (80-я секунäа äвижения).
Этот ìоìент выбираëся по äостижениþ устано-
вивøеãося зна÷ения в оöенках сìещения нуëей
ãироскопов. Графики оöенок сìещения нуëя Z-ãи-
роскопа, поëу÷енные в реаëüноì вреìени в каж-
äоì из 14-ти прохоäов, показаны на рис. 2. Верти-
каëüной ëинией при t = 80 с выäеëен ìоìент за-
верøения перехоäноãо проöесса в РФК. На рис. 3
и 4 показаны ãрафики ìоäуëя скорости и уãëа кур-
са НП, расс÷итанные коìпëексируþщиì аëãо-

xk
p

Pk
p

Pk
a

xk
a

xk
p

ak
p

Qk
a

xk
p

xk
a

Qk
p

Qk
p^ Qk

p^ Qk
p^ Qk

a
ak

p

bGk
p

bGk
a

bGk
p

vGk
p

vGk
a

vGk
p

bAk
p

bAk
a

bAk
p

rGk
p

rGk
a

rGk
p

xk
p

Pk
p

NG 2 Гö

NA 2 Гö

Рис. 1. Расчетные траектории движения навигационного прием-
ника на плоскости местного горизонта

Рис. 2. Графики оценок смещений нулей Z-гироскопа, получен-
ных в реальном времени
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ритìоì в реаëüноì вреìени. Дëя наãëяäности
ãрафики курса показаны нарастаþщиì итоãоì, т. е.
из зна÷ения уãëа курса при перехоäе ÷ерез 0 в от-
риöатеëüноì направëении вы÷итаëосü 2π, а при
прохоäе ÷ерез 2π в поëожитеëüноì направëении
прибавëяëосü 2π. Графики курса и скорости па-
раìетризированы äëиной пути, пройäенноãо вäоëü
траектории.

Дëя иìитаöии пропаäания спутниковоãо сиãна-
ëа и оöенки характеристик систеìы в некорректи-
руеìоì режиìе в пост-обработке в то÷ке B (сì.
рис. 1) откëþ÷аëасü коррекöия от НП на 20 с äëя
кажäой из 14-ти траекторий. В на÷аëе кажäоãо
20-секунäноãо у÷астка запускаëся аëãоритì ре-
øения уравнения состояния (2) без коррекöии,
который иниöиаëизироваëся от апостериорноãо
вектора состояния коìпëексируþщеãо фиëüтра,
расс÷итанноãо в ìоìент пропаäания спутниково-
ãо сиãнаëа. Оøибка позиöионирования расс÷иты-
ваëасü как разниöа ìежäу коорäинатаìи ФЦ, по-
ëу÷енныìи в корректируеìоì и некорректируеìоì

проãонах аëãоритìа. Векторы оøибок привоäи-
ëисü к ëокаëüной систеìе коорäинат, посëе ÷еãо
оøибки усреäняëисü ìежäу траекторияìи. Графи-
ки нарастания СКО оøибок позиöионирования
показаны на рис. 5, ãрафики роста оøибок уãëов
ориентаöии — на рис. 6.

5.2. Îöåíêà íàáëþäàåìîñòè îòäåëüíûõ êîìïîíåíò 
âåêòîðà îøèáîê

Известно [15], ÷то в сëу÷ае равноìерноãо пря-
ìоëинейноãо äвижения при позиöионной коррек-
öии в уравнении оøибок инерöиаëüно-спутни-
ковой навиãаöионной систеìы поëностüþ набëþ-
äаеìы тоëüко коìпоненты векторов коорäинат и
скорости ТС. Дëя обеспе÷ения набëþäаеìости
ориентаöии и сìещений нуëей инерöиаëüных
äат÷иков ТС äоëжно соверøатü на траектории раз-
ëи÷ные ìаневры — разãоны, торìожения, пово-
роты. Экспериìентаëüные траектории (сì. рис. 1)
состоят из проäоëжитеëüных пряìоëинейных
у÷астков, соеäиненных поворотаìи на 90°. Набëþ-

Рис. 3. Графики модуля скорости движения навигационного при-
емника

Рис. 4. Графики угла курса навигационного приемника, рассчи-
танного нарастающим итогом

Рис. 5. Графики нарастания ошибки позиционирования по изме-
рениям ИИМ при отсутствии измерений НП

Рис. 6. Графики нарастания ошибки определения углов ориен-
тации по измерениям ИИМ при отсутствии измерений НП
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äаеìостü коìпонент вектора δx
k – p + 1

 оøибок РФК

на таких траекториях ìожно оöенитü в пост-про-
öессинãе по зна÷ениþ ранãа ìатриöы O набëþäа-
еìости [16] разìера 3pЅ15, построенной äëя p пос-
ëеäоватеëüных корректируþщих изìерений, поëу-
÷енных в ìоìенты вреìени k – p + 1, ..., k:

O = [  |  | ... |  ...

...  |  ... ]T. (12)

Дëитеëüностü скоëüзящеãо интерваëа, äëя ко-
тороãо оöениваëасü набëþäаеìостü, быëа установ-
ëена в 3 с, ÷то соответствует p = 31 при T

П
 = 0,1 с.

Этот проìежуток вреìени завеäоìо ìенüøе äëи-
теëüности пряìоëинейных у÷астков траектории,
но äостато÷ен äëя обнаружения ìаневров опера-
тора, посëе которых структура набëþäаеìости ìо-
жет карäинаëüно изìенитüся.

Непосреäственный поäс÷ет ранãа ìатриöы (12)
ìаëопроäуктивен, так как при ее составëении ис-
поëüзуþтся ìатри÷ные бëоки, соäержащие сëу÷ай-
ные коìпоненты от øуìов äат÷иков и äрожания
веøки с НП в руках оператора. В этоì сëу÷ае фор-
ìаëüно у ìатриöы (12) буäет поëный ранã, но ìат-

риöа OT
O ìожет бытü пëохо обусëовëенной. Дëя

выäеëения ненабëþäаеìоãо поäпространства ìат-
риöа (12) поäверãаëасü синãуëярноìу разëожениþ

O = ULV
T, ãäе U — ортоãонаëüная ìатриöа раз-

ìера 3pЅ3p, V — ортоãонаëüная ìатриöа разìера
15Ѕ15, L — ìатриöа разìера 3(p + 1) Ѕ 15 с не-
отриöатеëüныìи синãуëярныìи ÷исëаìи λ

1
, ..., λ

15

ìатриöы O, расставëенныìи на первой äиаãонаëи
в поряäке убывания. Стоëбöы v

1
, v

2
, ..., v

15
 ìатри-

öы V = [v
1
 ... v

15
] явëяþтся еäини÷ныìи собствен-

ныìи вектораìи (правыìи) ìатриöы OT
O. Синãу-

ëярные ÷исëа λ
1
, ..., λ

r
 ≥ λ

пор
, зна÷ения которых

оказываëисü не ìенüøе преäустановëенноãо поро-

ãа λ
пор

 = 0,025, сохраняëисü на своих ìестах. Син-

ãуëярные ÷исëа λ
r + 1

, ..., λ
15

 < λ
пор

 заìеняëисü ну-

ëяìи, а соответствуþщие иì стоëбöы v
r + 1

, ..., v
15

ìатриöы V отìе÷аëисü как ортонорìированные
векторы базиса ненабëþäаеìоãо поäпространства
ìатриöы O. Пороã λ

пор
 = 0,025 установëен экспе-

риìентаëüно как ìаксиìаëüное зна÷ение ìини-
ìаëüноãо синãуëярноãо ÷исëа, обнаруженное на
у÷астках по÷ти пряìоëинейноãо и равноìерноãо
äвижения оператора. График зна÷ения параìетра r,
который по сìысëу анаëоãи÷ен ранãу ìатриöы
(12), показан на рис. 7 äëя оäной из экспериìен-
таëüных траекторий. На этот ãрафик наëожены
ãрафики оöенок СКО сìещений нуëей ãоризон-
таëüных аксеëероìетров — äвух наиìенее набëþ-
äаеìых веëи÷ин в äанноì экспериìенте.

Вектор оøибок РФК ìожно преäставитü как
разëожение по базису еãо отäеëüных коìпонент

δx
k – p + 1

 = δα
xk – p + 1

e
1
 + δα

yk – p + 1
e
2
 + ...

... + δr
zk – p + 1

e
15

, (13)

ãäе e
1
 = [1 0 ... 0]T, e

2
 = [0 1 ... 0]T, ..., e

15
 =

= [0 0 ... 1]T — еäини÷ные базисные векторы раз-
ìера 15Ѕ1 äëя отäеëüных коìпонент вектора оøи-
бок. Дëя кажäоãо еäини÷ноãо базисноãо вектора
(13) расс÷итываëасü еãо проекöия на ненабëþäае-

ìое пространство  = ( e
s
)v

j
, s = 1, ..., 15.

Есëи | | > 0,5, т. е. боëüøе поëовины äëины базис-

ноãо вектора ëежит в ненабëþäаеìоì пространстве,
то äëя коìпоненты вектора оøибок, соответствуþ-
щей этоìу базисноìу вектору, устанавëиваëся при-
знак ненабëþäаеìости. Графики установëенных
признаков ненабëþäаеìости отäеëüных коìпонент
вектора оøибок показаны на рис. 8. Признаки ус-

Hk p– 1+

T
Fk p– 1+

T
Hk p–

T
Fk p– 1+

T

Fk 2–

T
Hk 1–

T
Fk p– 1+

T
Fk 2–

T
Fk 1–

T
Hk

T

Рис. 7. Ранг матрицы наблюдаемости и СКО оценки смещений
нулей горизонтальных акселерометров

Рис. 8. Признаки ненаблюдаемости отдельных компонент вектора
ошибок РФК, сопоставленные с измеренным углом курса НП
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^
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танавëиваþтся äëя оøибки уãëа курса, сìещения
нуëя курсовоãо z-ãироскопа и сìещения нуëей
ãоризонтаëüных x, y-аксеëероìетров. На ãрафики
признаков наëожен ãрафик уãëа курса äëя рас-
сìатриваеìой траектории. Из этоãо ãрафика виä-
но, ÷то набëþäаеìостü оøибок курсовоãо уãëа и
курсовоãо ãироскопа возникает тоëüко во вреìя по-
воротов веøки с НП, которая ìожет повора÷и-
ватüся независиìо от поворотов оператора. Сìеще-
ния нуëей ãоризонтаëüных аксеëероìетров прак-
ти÷ески ненабëþäаеìы на всей траектории, за
искëþ÷ениеì отäеëüных, äостато÷но коротких про-
ìежутков вреìени, на которых поворот НП со-
провожäается поворотоì оператора (изìенениеì
направëения вектора скорости НП относитеëüно
ГСК).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Преäëоженный аëãоритì сëабоãо коìпëекси-
рования инерöиаëüных и спутниковых изìерений
построен на базе РФК, в котороì äëя описания
ориентаöии ТС приìеняется кватернион. Обы÷но
вектор оøибок δx, возникаþщий при синтезе РФК,
соäержит аääитивные оøибки вектора состояния x.
В сëу÷ае приìенения кватерниона в векторе состо-
яния, аääитивныìи явëяþтся все коìпоненты век-
тора оøибок, кроìе оøибок ориентаöии. Оøибки
ориентаöии заäаþтся в виäе трехкоìпонентноãо
вектора ìаëоãо поворота, из котороãо оäнозна÷-
ныì способоì конструируется ìуëüтипëикатив-
ный кватернион оøибки ориентаöии. В резуëüтате
истинная ориентаöия ТС описывается посëеäова-
теëüностüþ из äвух поворотов — первый поворот
от ГСК к рас÷етной ориентаöии ИСК, заäаваеìый
рас÷етныì кватернионоì Q. Второй поворот, от
рас÷етной ориентаöии ИСК к ее истинной ориен-
таöии, заäается кватернионоì оøибки δQ.

Приìенение преäëоженноãо аëãоритìа äëя коì-
пëексирования позиöионных изìерений от высо-
кото÷ноãо НП и äеøевоãо ìикроìехани÷ескоãо
ИИМ позвоëяет коëи÷ественно оöенитü характе-
ристики приìениìости ИИМ как навиãаöионноãо
äат÷ика в пеøехоäноì режиìе. Из рис. 2 виäно,
÷то типовое вреìя схоäиìости оöенок сìещений
нуëей такоãо äат÷ика составëяет 60—80 с и опре-
äеëяется наëи÷иеì траекторных ìаневров. Есëи
коррекöия откëþ÷ается от НП в установивøеìся
режиìе работы РФК, то нарастание СКО оøибки
позиöионирования в некорректируеìоì режиìе
составëяет 1,6 ì за 10 с и 8 ì за 20 с на пряìоëи-
нейноì у÷астке траектории.

Дëя обы÷ноãо äвижения, особенно в ãороäских
усëовиях, характерны проäоëжитеëüные у÷астки
по÷ти пряìоëинейноãо равноìерноãо äвижения.

На таких у÷астках в векторе оøибок РФК, при
позиöионной коррекöии, набëþäаеìы тоëüко по-
зиöия и скоростü ТС. Дëя обеспе÷ения набëþäа-
еìости остаëüных коìпонент вектора оøибок ТС
äоëжно соверøатü разëи÷ные ìаневры — разãо-
ны/торìожения и курсовые повороты. В усëовиях
экспериìента поëная набëþäаеìостü вектора оøи-
бок äостиãаëасü на относитеëüно коротких интер-
ваëах вреìени при сëу÷айноì изìенении ориента-
öии (пока÷ивании) НП ëибо при эпизоäи÷еских
ìаневрах оператора.

Заìетное превыøение СКО оøибки изìерения
курса наä СКО оøибок изìерения крена и танãажа
в äанноì экспериìенте (сì. рис. 6) объясняется
преиìущественно вертикаëüной ориентаöией веø-
ки с НП в проöессе äвижения. Поскоëüку веøка с
НП ìоãëа свобоäно повора÷иватüся вокруã своей
оси, неãоëоноìная связü ìежäу направëениеì век-
тора скорости и уãëоì курса НП, характерная äëя
боëüøинства ТС, в äанноì экспериìенте отсутст-
воваëа. Боëüøее ÷исëо поворотов вокруã верти-
каëüной оси Z, по сравнениþ с ÷исëоì поворотов
вокруã осей X и Y ИСК, в совокупности с отсутст-
виеì коррекöии оøибок ìасøтабных коэффиöи-
ентов ãироскопов, неортоãонаëüности осей ÷увс-
твитеëüности и непоëной набëþäаеìостüþ оøиб-
ки курсовоãо уãëа и сìещения нуëя z-ãироскопа
привеëо к накопëениþ боëüøей оøибки ориента-
öии в перес÷ете на уãоë курса. В резуëüтате некор-
ректируеìый рост СКО оøибки курса составиë
0,35° за 10 с и 0,5° за 20 с. Дëя уãëов крена и тан-
ãажа зна÷ения СКО поëу÷иëисü равнозна÷ныìи и
составиëи 0,07° за 10 с и 0,2° за 20 с.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Интегрирование уравнения ошибок расширенного

фильтра Калмана в непрерывном времени

Дëя интеãрирования уравнения оøибок поëаãается,

÷то ìатриöа (t) постоянна внутри периоäа изìе-

рений ИИМ и равна своеìу зна÷ениþ  в ко-

не÷ный ìоìент о÷ереäноãо отрезка интеãрирования
[t
k – 1, j – 1

, t
k – 1, j

], j = 0, ..., J. Такое преäпоëожение уп-

рощает рас÷етные форìуëы äëя коэффиöиентов ìатри-
öы перехоäа F

k
 и хороøо соãëасуется с экспериìентоì.

Дëя упрощения выкëаäок обозна÷иì  � S
k – 1  j

,

F
k
 = I

15
 + F'(t)dt = I

15
 + ,

SГСК

ИСК

SГСКk 1– j,
ИСК

SГСКk 1– j,
ИСК

j 1=

J

∑
tk 1– j 1–,

tk 1– j,

∫

F1k F2k O3 O3 O3

O3 F3k O3 O3 O3

F4k O3 F5k F6k O3

O3 O3 O3 F7k O3

O3 O3 F8k O3 O3
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j
 = n(t)dt,

F
4k

 = – [n(t)Ѕ]dt = – S
k – 1, j

[p
j
Ѕ].

То÷ный виä ìатриöы G
k
 в уравнении (9) äëя синтеза

РФК не важен, зна÷ение иìеет тоëüко ковариаöионная
ìатриöа Q

k
. Поэтоìу сразу приступиì к рас÷ету ее эëе-

ìентов:
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Зна÷ение äвукратноãо интеãраëа от  в выраже-

нии äëя Q
3k

 зависит от перекрытия вреìенных отрезков,

на которых произвоäится интеãрирование:

R
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Отсþäа
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(j, i) ,

ãäе  = diag{ (τ), (τ), (τ)}, ( j, i) =

= diag{ ( j, i), ( j, i), ( j, i)}.

Есëи при интеãрировании вектора øуìа прене-
бре÷ü изìенениеì ìатриöы S

k – 1, j
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LOOSE COUPLING OF INERTIAL AND SATELLITE NAVIGATION 
MEASUREMENTS WITH THE AID OF EXTENDED KALMAN FILTER

WITH ATTITUDE QUATERNION
N.N. Vasilyuk

Topcon Positioning Systems, LLC, Moscow, Russia,
� nik%vasilyuk@yandex.ru

Abstract. It is noted that the observation vector of the proposed coupling filter contains only an-
tenna coordinates, measured by GNSS receiver. The errors of the attitude quaternion are con-
sidered as a small rotation vector which is used to construct an a-posteriori attitude error
quaternion. The error quaternion is used for multiplicative correction of an a-priori estimate of
an attitude quaternion obtained by solving inertial navigation equations. A-priori estimates of the
remaining components of the filter’s state vector are corrected in an additive way. An experi-
mental testing results of the coupling filter are provided. A numerical observability analysis of the
filter’s state vector on experimental trajectories has been performed.

Keywords: navigation data coupling, loose coupling, extended Kalman filter.
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