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Приìераìи систеì автоìати÷ескоãо управëе-
ния, в которых управëения ìоãут приниìатü оäно-
сторонние (наприìер, тоëüко поëожитеëüные) зна-
÷ения, ìоãут сëужитü систеìы управëения транс-
портныìи среäстваìи с оäнонаправëенной тяãой,
систеìы наãрева тепëоноситеëя с естественныì
охëажäениеì и äр. В сëу÷ае таких систеì кëасси-
÷еские ìетоäы синтеза обратной связи, такие как
синтез ìоäаëüноãо управëения, станäартные ìе-
тоäы теории скоëüзящих режиìов, теории систеì
с ãëубокиìи обратныìи связяìи [1, 2], не ìоãут
бытü приìенены непосреäственно. Интуитивно

понятно, ÷то иäеоëоãия построения реãуëяторов с
у÷етоì оãрани÷ений на управëяþщие возäействия
äоëжна опиратüся на физику протекаþщеãо в объ-
екте управëения проöесса. Наприìер, скоростü
беспиëотноãо транспортноãо среäства ìожет бытü
стабиëизирована в окрестности заäанноãо зна÷е-
ния с поìощüþ ускоряþщей тяãи и естественных
иëи искусственно созäаваеìых торìозящих сиë;
при наãреве в заäанной рабо÷ей то÷ке буäет по-
о÷ереäно наãреватüся и охëажäатüся рабо÷ее теëо
и т. п. Некоторые резуëüтаты поëу÷ены äëя раз-
рывных управëений «еäиниöа — ноëü» äëя кëасса
систеì, в которых ìожет бытü реаëизован оäно-
сторонний скоëüзящий режиì. В ÷астности, такие
режиìы приìеняþтся в иìпуëüсных преобразова-
теëях напряжения с эëектронныìи кëþ÷аìи [3, 4].

В äанной работе рассìатриваþтся заäа÷и ста-
биëизаöии приìенитеëüно к ëинейныì систеìаì
с оäниì вхоäоì и оäниì выхоäоì при äействии
внеøних постоянных возìущений с оäносторон-
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ниìи оãрани÷енияìи на управëение. Разработаны
аëãоритìы управëения в форìе äинаìи÷еской об-
ратной связи с испоëüзованиеì в законе управëе-
ния кусо÷но-ëинейных обратных связей с насы-
щениеì. Свойства робастности и инвариантности
заìкнутых систеì обеспе÷иваþтся с поìощüþ
набëþäатеëей состояния и возìущений на скоëü-
зящих режиìах и с боëüøиìи коэффиöиентаìи
усиëения. Такой поäхоä позвоëяет поëу÷итü оöен-
ки не тоëüко коìпонент вектора состояния, но
также оöенки неизвестных составëяþщих ìоäеëи
объекта управëения и внеøних возìущений и ис-
поëüзоватü их äëя коìпенсаöии неопреäеëеннос-
тей [5]. Поëу÷енные резуëüтаты приìеняþтся в за-
äа÷е управëения иìпуëüсныì преобразоватеëеì
напряжения постоянноãо тока [6, 7], ìоäеëü кото-
роãо описывается систеìой äифференöиаëüных
уравнений с параìетри÷ескиìи неопреäеëеннос-
тяìи, при äействии внеøних возìущений и при
непоëных изìерениях вектора состояния. Эффек-
тивностü преäëоженных аëãоритìов поäтвержäа-
ется резуëüтатаìи иìитаöионноãо ìоäеëирования
в среäе Matlab Simulink.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìатриваþтся ëинейные стаöионарные сис-
теìы с оäниì вхоäоì и оäниì выхоäоì

 = Ax + bu + Qξ,  y1 = dT
x, (1)

ãäе x(t) ∈ Rn — вектор состояния, u(t) ∈ R — управ-
ëение, y1(t) ∈ R — выхоäная (реãуëируеìая) пере-

ìенная, ξ(t) ∈ R l — вектор внеøних неконтроëи-

руеìых возìущений, A, Q и b, dT — вещественные
ìатриöы и векторы соответствуþщих разìеров с
постоянныìи эëеìентаìи, пара (A, b) управëяе-

ìая, пара (dT, A) набëþäаеìая.
Ставится заäа÷а асиìптоти÷еской стабиëиза-

öии выхоäной переìенной

y1(t) = 0 (2)

в преäпоëожениях:
— вектор внеøних возìущений соäержит пос-

тоянные неизвестные функöии вреìени  = ;

— управëяþщее возäействие приниìает неотри-
öатеëüные зна÷ения:

u(t) ∈ [0; U],  t ≥ 0,  U = const > 0. 

Обратиì вниìание, ÷то заäа÷а реãуëирования
выхоäной переìенной y1(t) = y1d = const сво-

äится к заäа÷е стабиëизаöии оøибки реãуëирова-
ния e1(t) = y1(t) – y1d

, ãäе y1d
 = const — заäанное

зна÷ение. Нижесëеäуþщие построения приìени-
ìы äëя этоãо сëу÷ая, есëи вìесто выражения (2)

опреäеëитü öеëü управëения в виäе: e1(t) = 0.

В § 2 привоäятся ìетоäы реøения поставëен-
ной заäа÷и приìенитеëüно к систеìаì первоãо по-
ряäка. В § 3 поëу÷енные резуëüтаты распространя-
þтся на систеìы общеãо виäа (1). В § 4 привоäятся
приìеры синтеза управëения в понижаþщеì ин-
верторе напряжения постоянноãо тока.

2. ÑÈÑÒÅÌÛ ÏÅÐÂÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

Рассìотриì заäа÷у стабиëизаöии систеìы пер-
воãо поряäка

 = bu + η(x, t) (3)

с у÷етоì оãрани÷ений на управëение 0 ≤ u(t) ≤ U и
в преäпоëожении, ÷то сëаãаеìое η(x, t) уäовëетво-
ряет оãрани÷енияì

–N1 ≤ η(x, t) ≤ N1,   ≤ ,   ≤ N
x
,  t ≥ 0,

b, U, N1, N2, , N
x
 — известные поëожитеëüные

константы. В систеìе (3) управëение u неотриöа-
теëüно, u ∈ [0, ∞), тоãäа как сëаãаеìое η(x, t) строãо
отриöатеëüно (η(x, t) ∈ [–N1, –N2]) и вкëþ÷ает в
себя как неëинейностü, так и внеøнее возìущение.

Ввеäеì äва виäа оäностороннеãо управëения —
разрывное и непрерывное.

Дëя разрывноãо управëения

u = 0,5M[1 – sign(s)], (4)

ãäе s = x, M = const > 0, усëовие существования
скоëüзящеãо режиìа на ëинии перекëþ÷ения s = 0

опреäеëяется соотноøениеì s  < 0, s ≠ 0 [2, 3].
Отсþäа сëеäуþт неравенства на выбор аìпëитуäы
разрывноãо управëения

 = η < 0,   = bM + η > 0 ⇒ M > N1/b,

при выпоëнении котороãо обеспе÷ивается стаби-
ëизаöия переìенной состояния x(t) = 0 за коне÷-
ное вреìя.

Теперü ввеäеì ëинейное управëение с насыще-
ниеì

u = Msat+(– ),   = kx + η, 
k, M = const > 0, (5)

ãäе Msat+( ) = min(| |, M )0,5[1 + sign( )]. Из не-

÷етности функöии знака sign(– ) = –sign( ) сëе-

x·

t +∞→
lim

ξ· 0:

t +∞→
lim

t ∞→
lim

x·

η∂
t∂
------ N η∂

x∂
------

N

s·

s·s 0> s·s 0<

s s

s s s

s s
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äует, ÷то Msat+(– ) = min(| |, M )0,5[1 – sign( )].
Дëя b = const > 0 приìеì

bMsat+( ) = min(| |, bM )0,5[1 + sign( )].

Покажеì, ÷то в заìкнутой систеìе (3), (5) ìож-
но обеспе÷итü асиìптоти÷ескуþ стабиëизаöиþ пе-
реìенной состояния x(t) при соответствуþщеì вы-
боре параìетров реãуëятора k, M.

Лемма 1. Если в замкнутой системе (3), (5) зна-
чения параметров управления k, M = const удовлет-
воряют неравенствам

k >  + N
x
,  bM > N1 + ,

то для произвольного начального условия x(0) < ∞
обеспечивается асимптотическая стабилизация пе-
ременной состояния: x(∞) = x(t) = 0.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. В сиëу уравнения (3) запиøеì
äифференöиаëüное уравнение относитеëüно вспоìоãа-

теëüной переìенной  = kx + η:

 = k(η + bu) +  + (η + bu).

Заäа÷а синтеза состоит в тоì, ÷тобы выбороì зна÷ений
параìетров M и k обеспе÷итü попаäание и уäержание

переìенной (t) в ëинейной зоне (t) ∈ (–bM, 0).
Рассìотриì возìожные варианты.

При (t) ≤ –bM иìееì u = bM и, сëеäоватеëüно,

 = (η + bu) + ,

при этоì справеäëива оöенка:  ≥ (k – N
x
)(–N1 + bM) –

– . Тоãäа требование  > 0 в этой обëасти привоäит
к сëеäуþщеìу неравенству äëя выбора аìпëитуäы при

k > N
x
 bM > N1 + /(k – N

x
), при выпоëнении котороãо

за коне÷ное вреìя обеспе÷ивается (t) > –bM.

При (t) ≥ 0 иìееì u = 0 и, сëеäоватеëüно,

 = η + ,

при этоì справеäëива оöенка  < –(k + N
x
)N2 + . Тоã-

äа требование  < 0 в этой обëасти привоäит к сëеäуþ-
щеìу неравенству äëя выбора коэффиöиента усиëения:

(k + N
x
) > /N2, при выпоëнении котороãо за коне÷ное

вреìя обеспе÷ивается (t) < 0. Выбор коэффиöиента

усиëения из усëовия k > /N + N
x
 уäовëетворяет обоиì

рассìотренныì вариантаì.
Такиì образоì, при выпоëнении обоих указанных

усëовий переìенная  при ëþбых на÷аëüных усëовиях

попаäает в ëинейнуþ зону (t) ∈ (–bM, 0) за коне÷ное
вреìя (ëибо уже нахоäится в ëинейной зоне) и остается

в ней. В ëинейной зоне управëение иìеет виä bu = –  =
= –kx – η, ÷то обеспе÷ивает устой÷ивостü заìкнутой

систеìы:  = –kx. Леììа 1 äоказана. ♦
Обратиì вниìание, ÷то произвоäная по управ-

ëениþ равна нуëþ вне ëинейной зоны  ∉ (–bM, 0),
а в ëинейной зоне оãрани÷ена веëи÷иной

b  = –  ⇒ b| | ≤ (k + N
x
)(bM – N2) + 

и, сëеäоватеëüно, опреäеëяется выбороì коэффи-
öиента усиëения k > 0.

3. ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÁÙÅÃÎ ÂÈÄÀ

3.1. Ñòàáèëèçàöèÿ ïðè äåéñòâèè 
ïîñòîÿííûõ âîçìóùåíèé

Рассìотриì заäа÷у стабиëизаöии выхоäной пе-
реìенной систеìы (1) в сäеëанных в § 1 преäпо-
ëожениях.

Утверждение 1 [8]. Пусть система (1) замкнута

стабилизирующей линейной обратной связью u = fTx:

 = x + Qξ, где матрица  = A + bfT гурвицева.

Тогда в пределе (при t → ∞) имеем: [ x(∞) + Qξ =

= ] ⇒ x(∞) = – Qξ, где здесь и далее под x(∞) по-
нимается установившееся значение переменной. ♦

Поäставëяя поëу÷енное соотноøение в выра-

жение äëя выхоäной переìенной y1(∞) = dT
x(∞) =

= –d
T

Qξ, убежäаеìся, ÷то äëя стабиëизаöии
выхоäной переìенной (2) в «узкой» постановке
(т. е. без расøирения пространства состояния) тре-

буется, ÷тобы выбор вектора fT, кроìе устой÷ивос-
ти заìкнутой систеìы, äопоëнитеëüно обеспе÷и-
ваë выпоëнение равенства [8]:

d
T

Q = dT(A + bfT)–1
Q = .

Пустü в систеìе (1) возìущения соãëасован-
ные, т. е. äействуþт в пространстве управëений
ImQ ∈ Imb [8]. Тоãäа систеìа (1) ìожет бытü преä-
ставëена в виäе

 = Ax + b(u + qTξ),  bqT = Q,  ξ ∈ Rl,

 = 0. (6)

Дëя систеìы (6) иìеет реøение заäа÷а стабиëи-
заöии всеãо вектора состояния. Действитеëüно, с
поìощüþ невырожäенноãо ëинейноãо преобразо-
вания

Tx = ,  x1 ∈ Rn – 1, x0 ∈ R,  detT ≠ 0

s s s

s s s

N

N2

-------
N

k Nx+
----------------

t +∞→
lim

s

s
· η∂

t∂
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η∂
x∂
------

s s

s

s
·

k
η∂
x∂
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⎛ ⎞ η∂
t∂
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N s
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систеìа (6) преäставиìа в реãуëярной форìе [5] в
виäе äвух поäсистеì:

 = A11x1 + A10x0,

 = x1 + a00x0 + b0(u + ξ), (7)

ãäе в сиëу управëяеìости пары (A, b) пара (A11, A10)

также управëяеìая и b0 ≠ 0. Поëаãая в первой поä-

систеìе (7) x0 виртуаëüныì управëениеì, ввеäеì

ëокаëüнуþ связü  = x0 – x1. Посëе выпоë-

нения соответствуþщих преобразований поäобия
систеìа (7) приìет виä

 = x1 + A10 ,

 = x1 +  + b0(u + ξ), (8)

ãäе выбороì вектора  обеспе÷ивается ãурвиöе-

востü ìатриöы  = (A11 + A12 ),  =  +

+ a00  – ,  = a00 – A10.

Расøириì пространство состояний систеìы (8),

äопоëнив ее интеãраëüныì звеноì 0 = . Тоãäа

справеäëиво
Утверждение 2 (векторный анаëоã ПИ-реãуëя-

тора). Существуют такие константы f0, f10 ≠ 0, что
замкнутая расширенная система (8) с управлением

b0u = – x1 + (f0 – )  + f10z0 будет асимпто-

тически устойчивой: x(∞) = .
Д о к а з а т е ë ü с т в о. В первой поäсистеìе (8) собст-

венные äвижения устой÷ивы, сëеäоватеëüно, заäа÷а ста-
биëизаöии своäится к стабиëизаöии тоëüко второй поä-
систеìы (8), которая с у÷етоì расøирения пространства

состояний приìет виä  = ,  = x1 +  +

+ b0(u + q0ξ). С ввеäенныì выøе управëениеì иìееì за-

ìкнутуþ систеìу  = ,  = f0  + f10z0 + b0 ξ, ко-

торая с у÷етоì обозна÷ений f10  = f10z0 + b0 ξ приìет

виä  = ,  = f0  + d10 . О÷евиäно, ÷то выбороì

параìетров f0, f10 ìожно обеспе÷итü асиìптоти÷ескуþ

схоäиìостü переìенных (∞) = 0, (∞) = 0 и, сëеäо-

ватеëüно, x1(∞) = , при этоì z0(∞) = – b0 ξ. Ут-

вержäение 2 äоказано. ♦
Следствие из утверждения 2. Дëя систеì с со-

ãëасованныìи возìущенияìи (7) ПИ-реãуëятор
обеспе÷ивает реøение заäа÷и стабиëизаöии про-

извоëüной выхоäной переìенной y1 = dT
x: x(∞) =

= 0 ⇒ y(∞) = 0. ♦

Сëеäуþщий приìер äеìонстрирует тот факт,
÷то с поìощüþ ìетоäа расøирения пространства
состояний ìожно обеспе÷итü стабиëизаöиþ вы-
хоäной переìенной систеìы с несоãëасованныìи
возìущенияìи [8].

Пример 1. Рассìотриì заäа÷у стабиëизаöии выхоä-
ной переìенной y1 = x1 систеìы второãо поряäка при

äействии постоянных, несоãëасованных возìущений:

 = x2 + ξ1,  = u + ξ2,  =  = 0.

Расøириì пространство состояний  = x1 и äëя рас-

øиренной систеìы сфорìируеì ëинейнуþ стабиëизи-
руþщуþ обратнуþ связü u = –d1z1 – k1x1 – k2x2, ãäе d1,

k1, k2 = const > 0 соответствуþт коэффиöиентаì ãурви-

öева поëиноìа. Расøиренная заìкнутая систеìа  = x1,

 = x2 + ξ1,  = –d1z1 – k1x1 – k2x2 + ξ2, посëе невы-

рожäенной заìены переìенных  = z1 + (k2ξ1 + ξ2)/d1,

 = x2 + ξ1 относитеëüно переìенных , x1,  при-

ìет канони÷еский виä с устой÷ивой ìатриöей  = x1,

 = ,  = –d1  – k1x1 – k2 , ÷то обеспе÷ивает

асиìптоти÷ескуþ схоäиìостü в ноëü указанных пере-
ìенных, в ÷астности, выхоäной переìенной исхоäной
систеìы x1(∞) = 0. В установивøеìся режиìе выпоëня-

þтся соотноøения z1(∞) = –(k2ξ1 + ξ2)/d1, x2(∞) = –ξ1. ♦

Оäно из обобщений äанноãо приìера своäится к
сëеäуþщеìу утвержäениþ. Пустü в систеìе (1) от-

носитеëüный поряäок ν = min{i ∈ : dT
A

i – 1
b ≠ 0}

ìенüøе, ÷еì разìерностü систеìы: 0 < ν < n. Тоãäа
с поìощüþ невырожäенной ëинейной заìены пе-
реìенных

Tx = ,  yT = (y1, ..., tv) ∈ Rv,  x0 ∈ Rv,  detT ≠ 0

систеìа (1) ìожет бытü преäставëена в виäе äвух
поäсистеì [9]:

 = y
i + 1 + ,  i = ,

 = y + x0 + bνu + ; (9)

 = A01y + A00x0 + Q0ξ,   =  = 0, (10)

ãäе (9)  —  поäсистеìа внеøней äинаìики (фор-
ìа «вхоä — выхоä» с у÷етоì возìущений), bν =

= a
T
A
ν – 1

b ≠ 0, а (10) — поäсистеìа внутренней äи-
наìики.

Расøириì пространство состояния поäсистеìы
(9), äопоëнив ее интеãраëüныì звеноì  = y1.

Тоãäа справеäëиво
Утверждение 3. Существуют такие константы

, f
v1 ≠ 0, что в замкнутой расширенной подсистеме
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(9) с линейной обратной связью bνu = (  – )y –

– x0 + f
v1z1 обеспечивается асимптотическая

стабилизация выходной переменной: y1(∞) = 0.

Д о к а з а т е ë ü с т в о. С ввеäенныì выøе управëени-
еì иìееì заìкнутуþ систеìу

 = y1,   = y
i + 1 + ,  i = ,

 = y + fν1z1 + ,

которуþ преäставиì в канони÷ескоì виäе относитеëü-

но сìеøанных переìенных  = y1,  = y
i + 1 + ,

i = :

 = ,   = ,   = ,  i = , 

 = (  – ) + f
v1z1 + ,   = (0, , ..., ).

С у÷етоì обозна÷ений f
v1  = f

v1z1 –  –  по-

ëу÷иì:

 = ,   = ,   = ,  i = ,

 =  + f
v1 .

О÷евиäно, ÷то выбороì параìетров , f
v1 ìожно обес-

пе÷итü асиìптоти÷ескуþ схоäиìостü в ноëü переìенных
äанной систеìы и, сëеäоватеëüно, обеспе÷итü y1(∞) = 0.

При этоì в установивøеìся режиìе f
v1z1(∞) =  + .

Утвержäение 3 äоказано. ♦
Преäëоженный аëãоритì стабиëизаöии выхоä-

ных переìенных буäет работоспособныì, есëи в
поäсистеìе внутренней äинаìики (10) ìатриöа A00

окажется ãурвиöевой. Метоäы коìпенсаöии неус-
той÷ивой нуëевой äинаìики при постоянных воз-
ìущениях хороøо изу÷ены, наприìер, в работе [9].

3.2. Ñòàáèëèçàöèÿ ñ îäíîñòîðîííèìè 
óïðàâëåíèÿìè

Законы ìоäаëüноãо управëения, преäставëен-
ные в п. 3.1, в общеì сëу÷ае не приеìëеìы в сис-
теìах с оäносторонниìи управëенияìи. Выäеëиì
кëасс систеì, привоäиìых к виäу (9), (10) с устой-
÷ивыìи собственныìи äвиженияìи в поäсистеìе
внутренней äинаìики, в которых заäа÷а стабиëи-
заöии выхоäной переìенной y1 иìеет реøение при
оäносторонних оãрани÷ениях на управëение. Иäея
преäставëенноãо äаëее резуëüтата закëþ÷ается в
испоëüзовании иäеоëоãии бëо÷ноãо поäхоäа [5],
позвоëяþщей свести заäа÷у стабиëизаöии систеìы

высокоãо поряäка к заäа÷е стабиëизаöии систеìы
первоãо поряäка виäа (3).

Дëя уäобства äаëüнейøеãо изëожения преäста-
виì поäсистеìу (11) боëее äетаëüно:

 = y
i + 1 + ,  i = ,   = y

v
 + ,

 =  + a
vνyv

 + x0 + b
v
u + , (11)

ãäе  = (y1, ..., yv – 1)
T.

Расøириì пространство состояний  = y1 и,

рассìатривая переìеннуþ y
v
 в (v – 1)-ì уравне-

нии систеìы (11) в ка÷естве фиктивноãо управ-
ëения и ввеäя стабиëизируþщуþ ëокаëüнуþ связü

 = y
v
 +  + fν1z1, поëу÷иì:

 = y1,   = y
i + 1 + ,  i = ,

 = –  – f
v1z1 +  + , (12)

 = bνu + η
v
( , z1, yv

, t), (13)

ãäе η
v
 = (  – a

vν )  + a
vν  – a

vν fν1z1 +

+ x0 +  +  + fν1y1.

Устой÷ивые собственные äвижения в систеìе

(12) относитеëüно переìенных z1,  обеспе÷ива-

þтся выбороì параìетров , fν1. Есëи буäет ре-

øена заäа÷а стабиëизаöии переìенной  в систе-
ìе (13), то соãëасно утвержäениþ 3 буäет обеспе-
÷ена заäа÷а и стабиëизаöии выхоäной переìенной
y1 в систеìе (12).

Оãрани÷иì кëасс систеì, в которых заäа÷а ста-
биëизаöии выхоäной переìенной y1 иìеет реøе-
ние при оäносторонних оãрани÷ениях на управëе-
ние преäпоëожениеì о тоì, ÷то äëя систеìы (13)
выпоëняþтся усëовия ëеììы 1. Тоãäа заäа÷а ста-
биëизаöии систеìы (13) реøается выбороì управ-
ëения в виäе, анаëоãи÷ноì (5), а иìенно:

u = Msat+(– ),  = k  + η
v
,  k, M = const > 0.

Отìетиì, ÷то äëя реøения заäа÷и стабиëизаöии
выхоäной переìенной äостато÷но äëя систеìы (13)
реøитü заäа÷у поääержания коорäинаты на ëþбоì

постоянноì уровне  → const, ÷то оказывается
проще, ÷еì реøение заäа÷и стабиëизаöии.

Замечание. Дëя разрывноãо оäностороннеãо
управëения (4) скоростü схоäиìости к пëоскости

 = 0 при разëи÷ных знаках разëи÷на по уровнþ,

fν
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и в реаëüноì скоëüзящеì режиìе возникает сìе-
щение. В установивøеìся режиìе указанное сìе-
щение постоянно в сиëу утвержäения 1. В § 5 буäет
показано, ÷то ввеäение астатизìа позвоëяет коì-
пенсироватü это сìещение.

4. ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ Ê ÓÏÐÀÂËÅÍÈÞ 
ÏÎÍÈÆÀÞÙÈÌ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÒÅËÅÌ ÍÀÏÐßÆÅÍÈß 

ÏÎÑÒÎßÍÍÎÃÎ ÒÎÊÀ

Рассìотриì заäа÷у реãуëирования выхоäноãо
напряжения понижаþщеãо преобразоватеëя пос-
тоянноãо тока (рис. 1), описываеìоãо уравненияìи
виäа [4]:

L  = –x2 – rx1 + uE,  C  = x1 – x2, (14)

ãäе x1 = I — вхоäной ток, x2 = V = const — выхоäное
напряжение, С — еìкостü конäенсатора, L — ин-
äуктивностü äроссеëя, R — сопротивëение наãруз-
ки, r — активное сопротивëение катуøки, E —
вхоäное напряжение, u — управëение.

Особенностü ìоäеëи (14) состоит в тоì, ÷то уп-
равëение иìеет кëþ÷евуþ прироäу u = {0, 1}, т. е.
ìожет приниìатü äва зна÷ения: 0, коãäа кëþ÷ ра-
зоìкнут, и 1, коãäа кëþ÷ заìкнут. В äанноì па-
раãрафе преäставëены äва поäхоäа к синтезу об-
ратной связи. В п. 4.1 управëение синтезируется в
виäе разрывной функöии (4) и непосреäственно
приìеняестся в аëãоритìе перекëþ÷ения кëþ÷а.
Привоäятся äва аëãоритìа синтеза стабиëизируþ-
щеãо разрывноãо управëения. В оäноì из них
синтезируется непосреäственно разрывное управ-
ëение по изìеренияì вхоäноãо тока и наãрузки, в
äруãоì непосреäственныì изìеренияì äоступны
зна÷ения вхоäноãо тока и вхоäноãо напряжения.
В п. 4.2 синтезируется непрерывное управëение
виäа (5), которое приìеняется в станäартных ìе-
тоäах синтеза øиротно-иìпуëüсных ìоäуëяторов.

4.1. Óïðàâëåíèå íà ñêîëüçÿùèõ ðåæèìàõ

Процедура синтеза 1. В преäпоëожении, ÷то из-
ìеряþтся вхоäной ток x1 и наãрузка R, ставится за-
äа обеспе÷ения заäанноãо зна÷ения выхоäноãо на-
пряжения x2 → V

d
 = const.

Преäставиì систеìу (14) относитеëüно пере-
ìенных s = x1 – V

d
/R, e2 = x2 – V

d
:

L  = –(e2 + V
d
) – r  + uE,

C  = – e2 + s. (15)

Выбереì оäностороннее управëение в форìе
разрывной обратной связи

u = 0,5(1 – sign(s)), (16)

ãäе переìенная s = x1 – V
d
/R опреäеëяет пëоскостü

скоëüжения. Усëовия возникновения скоëüзящеãо
режиìа на пëоскости s = 0 иìеþт виä s  < 0 при
s ≠ 0, откуäа сëеäует

L  = –x2 – r  < 0,

L  = –x2 – r  + E > 0 ⇒

⇒ 0 < x2 < E – V
d
.

Уравнение äвижения в скоëüзящеì режиìе по-
ëу÷иì из систеìы (15) при s = 0:

C  = – e2 ⇒ e2 → 0 ⇒ x2 → V
d
.

При ìаëых поëожитеëüных s ≈ 0 выпоëняется
соотноøение:

L  = –x2 – r  ≈ –x2 – V
d
 < 0,

при ìаëых по ìоäуëþ отриöатеëüных зна÷ениях
s < 0 иìееì

L  = –x2 – r  + E ≈ –x2 – V
d
 + E > 0.

Поскоëüку скоростü с разных сторон от пëоскос-
ти скоëüжения зависит от вхоäноãо напряжения, то
в общеì сëу÷ае происхоäит сìещение пëоскости на
интерваëе перекëþ÷ения, и второе из уравнений
(15) ìожно переписатü в виäе C  = –e2/R + s + s

m
,

ãäе s
m
 = const — среäнее зна÷ение откëонения от

пëоскости реаëüноãо скоëüжения в установивøеì-
ся режиìе. Поëаãая в установивøеìся режиìе

x·1 x·2
1
R
----

Рис. 1. Схема понижающего преобразователя напряжения
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сìещение пëоскости скоëüжения от нуëя постоян-

ныì  = 0, соãëасно утвержäениþ 2 сëеäует вы-

братü вìесто пëоскости скоëüжения s = 0 (16) скор-
ректированнуþ пëоскостü виäа

s0 = s(t) + α e2(τ)dτ,  α = const > 0,

e2 = x2 – V
d
. (17)

О÷евиäно, ÷то äëя коìпенсаöии сìещения s
m

требуþтся изìерения выхоäноãо напряжения.
В преäпоëожении, ÷то наãрузка äоступна äëя

изìерения, орãанизаöия скоëüзящеãо äвижения по
пëоскости (16) обеспе÷ивает робастное реãуëиро-
вание выхоäноãо напряжения, так как в этоì сëу-
÷ае äëя синтеза разрывноãо управëения (16) не тре-
буется знание параìетров ìоäеëи управëения (14).
В то же вреìя, из описания первой поäсистеìы (15)
сëеäует, ÷то äëя ее стабиëизаöии непрерывныì уп-
равëениеì, кроìе изìерения x1 и R, требуется äо-
поëнитеëüная инфорìаöия о переìенных x2 и E.

Существенный неäостаток äанной проöеäуры син-
теза состоит в требовании изìерения наãрузки
преобразоватеëя.

Рассìотриì аëüтернативнуþ схеìу синтеза, ко-
торая основана на поëу÷ении оöенки наãрузки с
поìощüþ набëþäатеëя состояния и возìущений.

Процедура синтеза 2. В преäпоëожении, ÷то из-
ìеряþтся ток x1 и напряжение E, наãрузка неиз-
вестна и постоянна R = const, äëя оöенивания на-
ãрузки преäставиì систеìу уравнений (14) в виäе

L  = –x2 – rx1 + uE,  C  = x1 – x2x3,   = 0

(x3 = 1/R) (18)

и на ее основе построиì набëþäатеëü состояния
на скоëüзящих режиìах

L  = –  – r  + uE + v1,

C  =  –  + v2,   = v3, (19)

ãäе  — переìенные состояния, v
i
, i = 1, 2, 3 —

разрывные корректируþщие возäействия набëþäа-
теëя. Заäа÷а набëþäения своäится к заäа÷е стаби-

ëизаöии оøибок набëþäения ε
i
 = x

i
 – , i = 1, 2, 3,

äëя которых с у÷етоì выражений (18) и (19) иìееì
систеìу äифференöиаëüных уравнений

L  = –ε2 – rε1 – v1,

C  = ε1 – ε2ε3 – ε3 – ε2  – v2,

 = –v3. (20)

Кратко привеäеì типовуþ схеìу каскаäноãо
синтеза разрывных корректируþщих возäействий
[10—12] набëþäатеëя (19). При v1 = L1sign(ε1) и вы-

поëнении äостато÷ноãо усëовия ε1  < 0 ⇒ L1 > |ε2|

в виртуаëüноì пространстве оøибок набëþäения
за коне÷ное вреìя t > t1 ≥ 0 возникнет скоëüзящий

режиì по пëоскости S1 = {ε1 = 0} ⇒  = x1, а эк-

виваëентное зна÷ение корректируþщеãо возäейст-
вия, поëу÷аеìое с выхоäа фиëüтра с ìаëой посто-
янной вреìени μ1  = –τ1 + v1, äаст оöенку фик-

тивноãо выхоäа äëя второãо из уравнений систеìы
(20) v1eq = τ1 ≈ –ε2. При выборе v2 = L2sign(–τ1) с

аìпëитуäой ε2  < 0 ⇒ L2 > |–ε2ε3 – ε3 – ε2 | за

теорети÷ески коне÷ное вреìя t > t2 > t1 возникнет

скоëüзящий режиì по пëоскости S2 = {S1∩ε2 = 0} ⇒

⇒  = x2, а эквиваëентное зна÷ение корректиру-

þщеãо возäействия, поëу÷аеìое с выхоäа фиëüтра
μ2  = –τ2 + v2, äаст оöенку фиктивноãо выхоäа

äëя третüеãо из уравнений систеìы (20) v2eq = τ2 =

= – ε3 ⇒ ε3 = –τ2/ , (t) ≠ 0. При выборе

v3 = L3sign(–τ2/ ), L3 > 0 за теорети÷ески коне÷-

ное вреìя t > t3 > t2 возникнет скоëüзящий режиì

по пëоскости S3 = {S2 ∩ ε3 = 0} ⇒  = x3 = 1/R,

÷то реøает заäа÷у оöенивания неизвестной посто-
янной наãрузки.

Поëу÷енные оöенки испоëüзуþтся äëя синтеза
äинаìи÷еской обратной связи (16)

u = 0,5(1 – sign( )),   =  – V
d
. (21)

Заìетиì, ÷то в законе управëения (21) ìожно
воспоëüзоватüся и оöенкаìи, поëу÷аеìые с набëþ-
äатеëя (28) — сì. äаëее.

Неäостаток набëþäатеëей состояния на скоëü-
зящих режиìах закëþ÷ается в необхоäиìости рас-
øирения äинаìи÷ескоãо поряäка систеìы путеì
ввеäения в контур обратной связи фиëüтров, со-
зäаþщих эффект неу÷тенных äинаìи÷еских не-
иäеаëüностей, ÷то привоäит к неуäовëетворитеëü-
ноìу ка÷еству (неãëаäкости) оöениваеìых сиãна-
ëов [1]. В п. 4.2 буäет преäставëен аëüтернативный
ìетоä синтеза набëþäатеëя состояния с поìощüþ
непрерывных корректируþщих возäействий.

Отìетиì, ÷то бëаãоäаря оöенке выхоäноãо на-
пряжения уäается обеспе÷итü произвоëüные теì-
пы схоäиìости выхоäноãо напряжения к заäанно-
ìу зна÷ениþ. Действитеëüно, заìена переìенных
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s1 = x1 + (m – 1/R)  – mV
d
, m = const > 0 при

= x2 привоäит систеìу (14) к виäу

C  = –m(x2 – V
d
) + s1,

 = g1x2 + g2s1 + uE/L + g3Vd
,

g1 = –  + ,

g2 = –  + ,  g3 = – m + .

Тоãäа синтез разрывноãо управëения u = 0,5(1 –
– sign(s1)) и орãанизаöия скоëüзящеãо режиìа по
пëоскости s1 = 0 обеспе÷ат понижение äинаìи÷ес-

коãо поряäка указанной систеìы:  = –m(x2 – V
d
),

ãäе выбор коэффиöиента m > 0 опреäеëяет теìпы
схоäиìости выхоäноãо напряжения к заäанноìу
зна÷ениþ.

Даëее привоäится проöеäура синтеза управëе-
ния выхоäныì напряжениеì понижаþщеãо преоб-
разоватеëя с поìощüþ øиротно-иìпуëüсной ìо-
äуëяöии.

4.2. Óïðàâëåíèå íà îñíîâå 
øèðîòíî-èìïóëüñíîé ìîäóëÿöèè

Рассìотриì заäа÷у поääержания выхоäноãо на-
пряжения преобразоватеëя (сì. рис. 1) на заäан-
ноì уровне x2 → V

d
 с поìощüþ непрерывноãо уп-

равëения, поäаваеìоãо на вхоä øиротно-иìпуëü-
сноãо ìоäуëятора.

Перепиøеì уравнения (15) так, ÷тобы первое
уравнение иìеëо виä, анаëоãи÷ный уравнениþ (3):

L  = –rs + uE + η1,  C  = – e2 + s, (22)

ãäе η1 = –(e2 + V
d
) – rV

d
/R < 0, s = x1 – V

d
/R.

Дëя конкретной схеìы инвертора напряжения
в преäпоëожении R ≥ R0 = const > 0 ìожно поëу-
÷итü сëеäуþщие оöенки

–N11 ≤ η1 ≤ –N12,  N11 = V
d

,  N12 = V
d

и | | ≤ .

Выбереì оäностороннее непрерывное управ-
ëение

Eu = M1sat
+(– ),   = k1s + η1, 

k1, M1 = const > 0, (23)

ãäе параìетры k1, M1 = const > 0 выбираþтся со-

ãëасно ëеììе 1 с у÷етоì N
x
 = 0:

k1 > ,  EM1 > N11 + .

Тоãäа за коне÷ное вреìя выпоëняется соотно-
øение Eu = –k1s – η1, и заìкнутая систеìа (22),

(23) приниìает виä

L  = –(r + k)s,  C  = – x2 + ,

т. е. в асиìптотике s(∞) → 0, x2(∞) → V
d
, ÷то и ре-

øает поставëеннуþ заäа÷у. Как виäно, äëя реаëи-
заöии управëения (23) требуется инфорìаöия о
переìенных x1(t), e2(t) и наãрузке R.

Преäëаãаеìый äаëее набëþäатеëü состояния и
наãрузки отëи÷ается от преäëоженноãо в п. 4.1 теì,
÷то корректируþщие возäействия выбираþтся
непрерывныìи, а поряäок набëþäатеëя равен по-
ряäку соответствуþщей ìоäеëи объекта управëе-
ния. Кроìе тоãо, при выборе аìпëитуä корректи-
руþщих возäействий приìеняþтся ìенее консер-
вативные оöенки, не требуþщие у÷ета перехоäных
проöессов в набëþäатеëе состояния.

В преäпоëожении, ÷то в систеìе (14) äëя изìе-
рения äоступны переìенные x1(t), E(t), построиì

набëþäатеëü вектора состояния и наãрузки виäа

L  = –rz1 + uE + v1,  C  = z1 + v2,

 = v3 (24)

и äëя оøибок набëþäения e
i
 = x

i
 – z

i
, i = 1, 2, 3 в

сиëу выражений (18) и (24) поëу÷иì систеìу:

L  = –x2 – rε1 – v1,  C  = ε1 – x2x3 – v2,

 = –v3. (25)

Привеäеì поøаãовуþ проöеäуру синтеза набëþ-

äатеëя (24). Ниже L
i
, l

i
, Δ

i
, δ

i
, i =  — поëожи-

теëüные константы.

Шаг 1. Выбереì v1 = L1sat(l1ε1). При L1 > E пе-

реìенная ε1 за коне÷ное вреìя попаäет в ëиней-

нуþ зону и первое из уравнений (25) приìет виä

L  = –x2 – (r + l1)ε1, откуäа сëеäует соотноøение
|ε1| ≤ E/(r + l1) = Δ1, т. е. выбороì коэффиöиента l1
ìожно обеспе÷итü напереä заäаннуþ то÷ностü
поëу÷аеìой оöенки ε1. Резуëüтат первоãо øаãа:

v1 = l1ε1 = –x2 + δ1, ãäе δ1(l1 → ∞) → 0 — бесконе÷но

ìаëая веëи÷ина.
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Шаг 2. Выбереì v2 = –L3sat[l2(v1 + z2)]. При

L2 > E/R0 + Δ1 переìенная ε2 за коне÷ное вреìя по-
паäет в ëинейнуþ зону, и второе из уравнений (25)

приìет виä C  = –x2x3 – l2(ε2 + δ1), откуäа сëеäует

|ε2| ≤  + δ1 = Δ2,

т. е. выбороì коэффиöиента l2 (и зна÷ения δ1)

ìожно обеспе÷итü напереä заäаннуþ то÷ностü
поëу÷аеìой оöенки ε2. Резуëüтат второãо øаãа:

v2 = l2(ε2 + δ1) = –x2x3 + δ2, ãäе δ2(l2 → ∞) = 0 естü

бесконе÷но ìаëая веëи÷ина.
Шаг 3. Выбереì v3 = –L3sat[k3(v2 + z2z3)]. Третüе

из уравнений (25) в ëинейной зоне приниìает виä

 = –l3(x2ε3 + ε2z3 + δ2), откуäа сëеäует оöенка

|ε3| ≤ Δ3 = |ε2z3 + δ2| ≤  → ,

Δ3 → 0 при Δ2, δ1 → 0.

Такиì образоì, с поìощüþ набëþäатеëя со-
стояний (24), как и в сëу÷ае набëþäатеëя (19),
поëу÷ены оöенки переìенных: z1 → x1, z2 → x2,

z3 → x3 = 1/R. С поìощüþ этих оöенок форìиру-

ется непрерывное управëение виäа (23)

Eu = M1sat
+(– ),   = k1s + η1,  k1, M1 = const > 0,

ãäе s = z1 – z3Vd
, η1 = –z2 – z3rVd

. (26)

В закëþ÷ение параãрафа отìетиì особенности
приìенения непосреäственно разрывноãо управ-
ëения и непрерывноãо управëения с øиротно-иì-
пуëüсной ìоäуëяöией. Есëи наãрузка известна, то
äëя синтеза разрывноãо управëения (16) не требу-
ется äопоëнитеëüной инфорìаöии, кроìе изìере-
ния вхоäноãо тока, ÷то наäеëяет заìкнутуþ систе-
ìу робастныìи свойстваìи (за искëþ÷ениеì воз-
никаþщеãо сìещения, äëя коìпенсаöии котороãо
требуется инфорìаöия о выхоäноì напряжении
(17)). В то же вреìя, приìенение непрерывноãо
управëения (23) завеäоìо преäпоëаãает испоëüзо-
вание инфорìаöии о выхоäноì напряжении. Есëи
наãрузка неизвестна, то äëя синтеза и разрывноãо
(16), и непрерывноãо (23) управëения требуется
поëу÷итü оöенку неизвестной наãрузки с поìощüþ
набëþäатеëей (19) иëи (24), ÷то преäпоëаãает по-
ëу÷ение оöенки выхоäноãо напряжения. В этоì
контексте тот факт, ÷то в разрывноì управëении
не испоëüзуется оöенка выхоäноãо напряжения, а
в непрерывноì испоëüзуется, становится не при-
нöипиаëüныì.

5. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

При ìоäеëировании выбраны такие параìет-

ры ìоäеëи (14): L = 6,914 Ѕ 10–3 Гн, r = 0,2 Оì,

C = 14,14 Ѕ 10–6 Ф, Е = 20 В, V = 12 В.
В преäпоëожении, ÷то äëя изìерения äоступен

вхоäной ток и параìетры ìоäеëи объекта управ-
ëения известны, ввоäится набëþäатеëü состояния
виäа (24) с параìетраìи: L1 = 20, L2 = 2, L3 = 1;

l1 = 10 000, l2 = 10, l3 = 500.

Наãрузка изìеняется по такоìу сöенариþ:
R = 30 Оì при t ∈ [0; 0,05) ∪ [0,1; 0,12) и R = 20 Оì
при t ∈ [0,05; 0,1).

На рис. 2 преäставëены резуëüтаты ìоäеëиро-
вания заìкнутой систеìы (14) с разрывныì управ-
ëениеì (16) с ввеäениеì астатизìа (17), ãäе выбра-
но α = 10. Как виäно из ãрафиков, набëþäается не-
боëüøое перереãуëирование в на÷аëе перехоäноãо
проöесса по выхоäноìу напряжениþ, а затеì оно
поëностüþ коìпенсируется. Допоëнитеëüные ис-
сëеäования показываþт, ÷то без ввеäения астатиз-
ìа при ÷астоте перекëþ÷ений управëения, равной
20 кГö, сìещение выхоäноãо напряжения состав-
ëяет 0,1 В, а при ÷астоте 200 кГö уìенüøается на
äва поряäка äо 0,01 В.

На рис. 3 показаны ãрафики изìенения наãруз-
ки R(t) и оøибок набëþäения (25) приìенитеëüно
к заìкнутой систеìе (18) с управëениеì (21).

На рис. 4 показаны резуëüтаты ìоäеëирования
заìкнутой систеìы (18) с разрывныì управëени-
еì (21), сфорìированныì по оöенкаì набëþäате-
ëя (24). Поãреøностü отработки заäанноãо зна÷е-

ния выхоäноãо напряжения составëяет |e2| ≤ 10–4 B.
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На рис. 5 показаны резуëüтаты ìоäеëирования
заìкнутой систеìы с управëениеì (26) при k1 =

= 2000, сфорìированныì по оöенкаì с набëþäате-
ëя (24), с периоäоì øиротно-иìпуëüсной ìоäуëя-

öии, равныì T = 10–5 c. Поãреøностü отработки

выхоäноãо напряжения составëяет |e2| ≤ 4 Ѕ 10–3 B.

Перехоäные проöессы в набëþäатеëе (24) с управ-
ëениеì (26) бëизки к изображенныì на рис. 4.

Как и сëеäоваëо ожиäатü, характер повеäения
заìкнутых систеì во всех аëãоритìах ìаëо зависит
от активноãо сопротивëения катуøки.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Разработаны аëãоритìы управëения выхоäной
переìенной в ìноãоìерных ëинейных систеìах
при возäействии внеøних постоянных возìуще-
ний и/иëи произвоäных заäания в преäпоëожении,
÷то управëения оäносторонние (неотриöатеëüные),
оãрани÷енные по аìпëитуäе функöии. Разрывные
управëения бëаãоäаря созäаниþ скоëüзящих ре-
жиìов обеспе÷иваþт инвариантностü по отноøе-
ниþ к внеøниì неконтроëируеìыì возìущенияì
и робастностü заìкнутых систеì. При äопоëни-
теëüных требованиях на оãрани÷енностü и скоростü
роста управëения ввеäен оäносторонний (неотри-
öатеëüный) анаëоã ëинейной функöии с насыще-
ниеì. В этоì сëу÷ае äëя обеспе÷ения инвариант-
ных свойств заìкнутой систеìы приìеняется стан-
äартный ПИ-реãуëятор.

В ка÷естве приëожения рассìотрены заäа÷и уп-
равëения иìпуëüсныìи понижаþщиìи преобра-
зоватеëяìи напряжения постоянноãо тока. Преä-
ëоженные аëãоритìы управëения, преäусìатрива-
þщие изìерение тоëüко вхоäноãо тока, не робастны
к изìенениþ параìетров объекта управëения. По-
виäиìоìу, построение робастных аëãоритìов воз-
ìожно тоëüко при изìерении выхоäноãо напряже-
ния. Эта заäа÷а требует äаëüнейøих иссëеäований.
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Abstract. In practical applications of automatic control theory, situations are often encountered
where control actions are limited to a certain range of values, in particular, they can only take
non-negative values. In this case, such popular synthesis methods as modal and optimal control
are not applicable. In this paper, the methods are proposed for stabilizing output (controlled) var-
iables in linear stationary SISO systems under non-negative (unipolar) control constraints. The
main idea is to implement control actions in the form of linear functions with saturation, constant
values of which coincide with the restrictions on the controls. As an illustration of the developed
algorithms, a pulsed DC/DC voltage converter is considered, in which the control has a switch-
ing nature with the «on — off» states. The simulation results in Matlab Simulink are presented.

Keywords: stabilization problem, one-sided control restrictions, invariance, DC/DC voltage converter.


