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Понятие активной систеìы преäëожено
В.Н. Бурковыì, и еãо äаëüнейøие иссëеäования
совìестно с коëëеãаìи и у÷еникаìи привеëи к со-
зäаниþ теории активных систеì [1—5]. Новый иì-
пуëüс эти иссëеäования поëу÷иëи в теории управ-
ëения орãанизаöионныìи систеìаìи, развиваеìой
Д.А. Новиковыì и еãо соавтораìи [6, 7]. Бëизкие
поäхоäы приìеняþтся в российской нау÷ной ëите-
ратуре в инфорìаöионной теории иерархи÷еских
систеì [8, 9], а в зарубежной — в раìках теории
контрактов и äизайна ìеханизìов [10, 11].

Конöепöия устой÷ивоãо развития первона-
÷аëüно возникëа при анаëизе возäействия ÷еëове-
ка на окружаþщуþ прироäнуþ среäу и изëожена
в оãроìноì коëи÷естве нау÷ных и поëити÷еских
пубëикаöий, наприìер, [12—16]. В основе этой
конöепöии ëежит понятие ãоìеостаза, т. е. выпоë-
нения опреäеëенных требований к состояниþ эко-
ëоãо-эконоìи÷еских систеì на протяжении äëи-
теëüноãо вреìени. Матеìати÷еская форìаëизаöия

этоãо понятия наøëа наибоëее развитое отраже-
ние в теории живу÷ести Ж.-П. Обена [17] и рабо-
тах еãо посëеäоватеëей [18, 19].

Авторская конöепöия управëения устой÷ивыì
развитиеì активных систеì [20—22] расøиряет
преäìетнуþ обëастü на произвоëüные сëожные
систеìы с у÷астиеì ëþäей и äопоëняет усëовие ãо-
ìеостаза требованиеì у÷ета интересов активных
аãентов, которые äоëжны обеспе÷иватü ãоìеостаз
(систеìная соãëасованностü). Теì саìыì, разви-
ваеìая теория синтезирует äва указанных направ-
ëения иссëеäований. В ка÷естве ìатеìати÷ескоãо
аппарата приìеняется аппарат äифференöиаëü-
ных иãр в норìаëüной форìе [23], в форìе харак-
теристи÷еской функöии [24] и с иерархи÷еской
структурой [9, 25], а также ëежащие в их основе за-
äа÷и оптиìаëüноãо управëения [26, 27].

В § 1 привеäены äинаìи÷еские заäа÷и управëе-
ния устой÷ивыì развитиеì активных систеì в раз-
ëи÷ных постановках: независиìое повеäение рав-
ноправных аãентов, их коопераöия и ìетоä убеж-
äения, иерархи÷еское управëение посреäствоì
принужäения и побужäения. Зäесü основное вни-
ìание уäеëяется ìетоäоëоãии иссëеäования. В § 2
рассìатриваþтся äинаìи÷еские ìоäеëи стиìуëи-
рования как ÷астный сëу÷ай заäа÷ управëения ус-
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1 Работа выпоëнена при финансовой поääержке Россий-
скоãо нау÷ноãо фонäа, проект № 17-19-01038.
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той÷ивыì развитиеì, äается обобщение известных
резуëüтатов äëя стати÷еских постановок в äинаìи-
÷еской версии. В § 3 преäëожена постановка äи-
наìи÷еской заäа÷и со÷етания общественных и
÷астных интересов (СОЧИ-ìоäеëи). В § 4 äан об-
зор приëожений разрабатываеìой теории управ-
ëения устой÷ивыì развитиеì активных систеì к
ряäу преäìетных обëастей. В § 5 рассìотрен иë-
ëþстративный приìер. Итоãи обсужäаþтся в За-
кëþ÷ении.

1. ÊÎÍÖÅÏÖÈß ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÌ ÐÀÇÂÈÒÈÅÌ 
ÀÊÒÈÂÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Поä активной системой пониìается структури-
рованная совокупностü активных эëеìентов. При-
ìераìи активных систеì сëужат орãанизаöион-
ные, эконоìи÷еские, соöиаëüные и иные сëожные
äинаìи÷еские систеìы с у÷астиеì ëþäей.

Активный элемент (агент) — субъект, иìеþщий
собственные интересы (öеëи) и возìожности их
äостижения. Активный аãент способен к страте-
ãи÷ескоìу повеäениþ, т. е. выбору äействий, на-
правëенных на äостижение öеëи, ÷то ìожет бытü
связано с сознатеëüныì искажениеì переäавае-
ìой äруãиì активныì аãентаì инфорìаöии (ìа-
нипуëяöией). Приìеры активных аãентов с у÷етоì
принöипа систеìной относитеëüности: преäпри-
ниìатеëü, фирìа, избиратеëü, партия, ìуниöи-
паëüное образование, страна, ÷ëен сеìüи и äр.

Активные аãенты äействуþт в соответствии с
собственныìи интересаìи. Наряäу с этиì, суще-
ствуþт öеëи и требования, важные äëя активной
систеìы в öеëоì, но совсеì не обязатеëüно совпа-
äаþщие с интересаìи отäеëüных аãентов. Эти ус-
ëовия назовеì гомеостазом активной систеìы.
Наприìер, распоëоженное на береãу воäноãо объ-
екта преäприятие заинтересовано в ìаксиìизаöии
прибыëи, а не в собëþäении экоëоãи÷еских тре-
бований к состояниþ этоãо объекта. Сотруäник
орãанизаöии в боëüøей степени заинтересован в
повыøении зарпëаты и эконоìии усиëий, ÷еì в
äостижении äоëãосро÷ных öеëей развития этой
орãанизаöии. Поэтоìу обы÷но возникает Центр
(принципал, ведущий) — выäеëенный активный
эëеìент, выражаþщий интересы активной систе-
ìы в öеëоì и отве÷аþщий за выпоëнение усëовий
ãоìеостаза. Приìеры: правитеëüство (парëаìент,
презиäент) страны, руковоäство орãанизаöии, аä-
ìинистраöия реãиона, партийный ëиäер, ãëава
сеìüи и äр.

Анаëиз пробëеìы управëения устой÷ивыì раз-
витиеì активных систеì позвоëяет сфорìуëиро-
ватü сëеäуþщие эìпири÷еские принöипы.
� Принцип экономической рациональности: инте-

ресы кажäоãо активноãо аãента, в тоì ÷исëе
Центра, öеëикоì и поëностüþ характеризуþтся

стреìëениеì к ìаксиìизаöии выиãрыøа с у÷е-
тоì иìеþщихся оãрани÷ений. Отìетиì, ÷то ряä
авторов (Д. Канеìан и А. Тверски, Г. Сайìон
и äр.) развиваþт боëее общуþ конöепöиþ оã-
рани÷енной раöионаëüности, у÷итываþщуþ
непоëноту инфорìаöии приниìаþщеãо реøе-
ния субъекта и ряä äруãих факторов.

� Принцип ответственности Центра: ãëавная
öеëü Центра закëþ÷ается в обеспе÷ении усëо-
вий ãоìеостаза, при этоì он ìожет иìетü äо-
поëнитеëüные ÷астные интересы.

� Принцип необходимости управления: в общеì
сëу÷ае интересы отäеëüных аãентов не совпаäа-
þт с требованияìи ãоìеостаза.
Основная труäностü обеспе÷ения ãоìеостаза

состоит иìенно в тоì, ÷то активные аãенты äаëеко
не всеãäа заинтересованы в выпоëнении еãо ус-
ëовий, в сиëу ÷еãо форìуëирование требований
ãоìеостаза в офиöиаëüных äокуìентах по устой-
÷ивоìу развитиþ остается простой äекëараöией.
Поэтоìу устой÷ивое развитие наряäу с усëовияìи
ãоìеостаза обязатеëüно äоëжно преäпоëаãатü у÷ет
интересов обеспе÷иваþщих еãо активных аãентов
(систеìнуþ соãëасованностü). Совìестное выпоë-
нение усëовий ãоìеостаза и систеìной соãëасо-
ванности и озна÷ает устойчивое развитие актив-
ной систеìы.

Иäеаëüныì способоì äостижения устой÷ивоãо
развития выступает убеждение — äобровоëüная и
осознанная интериоризаöия требований ãоìео-
стаза всеìи аãентаìи. Приìераìи убежäения ìоãут
сëужитü экоëоãи÷еское сознание, соöиаëüно от-
ветственный бизнес, бëаãотворитеëüностü, воëон-
терство, разоружение и äр.

Оäнако на практике убежäение пока остается в
основноì äеëоì буäущеãо, поэтоìу прихоäится
приìенятü иерархи÷еское управëение Центра пу-
теì принужäения и/иëи побужäения. Принужде-
ние вкëþ÷ает в себя аäìинистративно-законоäа-
теëüные ìеханизìы управëения, явно оãрани÷ива-
þщие ìножества возìожных äействий аãентов
так, ÷тобы они не ìоãëи наруøитü ãоìеостаз. По-
буждение состоит в испоëüзовании эконоìи÷еских
ìеханизìов, äеëаþщие жеëатеëüные äëя Центра
ãоìеостати÷еские äействия боëее выãоäныìи äëя
аãентов.

Рассìотриì постановки заäа÷ управëения ус-
той÷ивыì развитиеì с приìенениеì ìетоäов при-
нужäения, побужäения и убежäения äëя активных
систеì разëи÷ной структуры.

1.1. Íåçàâèñèìîå ïîâåäåíèå ðàâíîïðàâíûõ àãåíòîâ

В исхоäной ìоäеëи ìножество независиìых
аãентов оäновреìенно и независиìо äруã от äруãа
возäействуþт на некоторый äинаìи÷еский объект
в своих интересах. Вìесте с теì, существуþт объ-
ективные требования (усëовия ãоìеостаза), кото-
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рыì äоëжно уäовëетворятü состояние объекта в
сìысëе активной систеìы в öеëоì. Такая ситуаöия
форìаëизуется как äифференöиаëüная иãра не-
скоëüких ëиö в норìаëüной форìе виäа

J
i
(u(•)) = e

–ρt
g
i
(x(t), u(t), t)dt → max; (1)

u
i
(t) ∈ U

i
,  i ∈ N; (2)

 = f(x(t), u(t), t),  x(0) = x0. (3)

Зäесü N = {1, ..., n} — ìножество активных аãен-
тов; g

i
 и J

i
 — ìãновенная функöия и интеãраëüный

функöионаë выиãрыøа аãента i ∈ N; u
i
(t) — уп-

равëяþщее äействие (управëение) аãента i ∈ N в
ìоìент t ; U

i
 — ìножество äопустиìых управëе-

ний аãента i ∈ N; u(t) = (u1(t), ..., un
(t)) — набор уп-

равëяþщих возäействий аãентов; U = U1 Ѕ ... Ѕ U
n
;

x(t) — зна÷ение переìенной состояния в ìоìент t;
x
0
 — на÷аëüное состояние; f — заäанная функöия,

опреäеëяþщая изìенение состояния во вреìени;
ρ ∈ [0, 1] — коэффиöиент äисконтирования. В об-
щеì сëу÷ае фазовая переìенная и управëение ìо-
ãут бытü векторныìи веëи÷инаìи. Бесконе÷ный
периоä вреìени боëее аäекватен äëя конöепöии
устой÷ивоãо развития, хотя возìожны и постанов-
ки при T < ∞. Преäпоëаãаþтся выпоëненныìи ус-
ëовия [8]: ìножества U

i
 коìпактны в соответству-

þщих векторных пространствах; вектор-функöия f
непрерывна по t и непрерывно äифференöируеìа
по остаëüныì параìетраì; существует константа
κ > 0 такая, ÷то при ëþбых x, t ≥ 0, u ∈ U иìеет ìес-
то неравенство || f(x, u, t) ≤ κ(1 + ||x ||); функöии g

i

непрерывны по всеì арãуìентаì; кëассаì äопус-
тиìых позиöионных стратеãий принаäëежат ку-
со÷но-непрерывные по t и ãëаäкие по x при всех

t ≥ 0 функöии, уäовëетворяþщие оãрани÷ениþ (2).

Усëовие ãоìеостаза ìожно записатü в виäе

x(t) ∈ X * ⊆ Rn,  t ∈ [0, ∞). (4)

Поä÷еркнеì, ÷то в исхоäной постановке усëо-
вие (4) внеøнее äëя ìножества аãентов, поэтоìу
изна÷аëüно ìоäеëü неëüзя рассìатриватü как äиф-
ференöиаëüнуþ иãру (1)—(3) с äопоëнитеëüныìи
фазовыìи оãрани÷енияìи (4).

Буäеì с÷итатü реøениеì иãры (1)—(3) ìно-
жество равновесий Нэøа NE, с÷итая NE ≠ ∅ (ина-
÷е не÷еãо обсужäатü). В ÷астности, NE ≠ ∅, есëи
ìножества U

i
 выпукëы и коìпактны, а функöии

g
i
(u

i
, u–i

) воãнуты по u
i
 на ìножествах U

i
 äëя всех

u
–i

 ∈ U
–i

, i ∈ N, ãäе u
–i

 = (u
1
, ..., u

i–1
, u

i+1
, ..., u

n
),

U
–i

 = U
1 
Ѕ ... Ѕ U

i–1 
Ѕ U

i+1 
Ѕ ... Ѕ U

n
.

Обозна÷иì U * = {u ∈ U: ∀t x(t) ∈ X *} — ìноже-
ство управëений, обеспе÷иваþщих ãоìеостаз, и
вновü преäпоëожиì, ÷то U * ≠ ∅, ина÷е рассìотре-
ние теряет сìысë.

Есëи U
DG

 = NE ∩ U * ≠ ∅, то заäа÷а управëения

устой÷ивыì развитиеì (1)—(4) иìеет реøение.
Управëения u ∈ U

DG
 обеспе÷иваþт ãоìеостаз, при

этоì интересы аãентов также у÷итываþтся ÷ерез
равновесие Нэøа в их иãре.

Дëя боëее äетаëüноãо анаëиза пробëеìы соãëа-
сования интересов ввеäеì функöионаë общест-
венноãо бëаãосостояния

J(u(•)) = J
i
(u(•)).

Тоãäа, есëи выпоëняется усëовие

∀u
NE ∈ NE \U

DG
 ∃u ∈ U

DG
: J(u) ≥ J(uNE), (5)

то требования ãоìеостаза (4) поëностüþ совìес-
тиìы с общественныì бëаãосостояниеì. Есëи же
верно противопоëожное утвержäение

∃u
NE ∈ NE\U

DG
 ∀u ∈ U

DG
: J(u) < J(uNE), (6)

то требования ãоìеостаза не поëностüþ совìести-
ìы с общественныì бëаãосостояниеì. Даëее, есëи
справеäëиво утвержäение

∀i ∈ N ∀u
NE ∈ NE\U

DG
 ∃u ∈ U

DG
: J

i
(u) ≥ J

i
(uNE), (7)

то требования ãоìеостаза поëностüþ совìестиìы
с ÷астныìи интересаìи всех аãентов, а есëи верно
противопоëожное утвержäение

∃i ∈ N ∃u
NE ∈ NE\U

DG
 ∀u ∈ U

DG
: J

i
(u) < J

i
(uNE),(8)

то требования ãоìеостаза несовìестиìы с ÷астны-
ìи интересаìи некоторых аãентов. О÷евиäно, ÷то
(7) → (5), (6) → (8).

Есëи U
DG

 = NE ∩ U * = ∅, то заäа÷а управëения

устой÷ивыì развитиеì (1)—(4) в исхоäной поста-
новке неразреøиìа.

Есëи U
DG

 ≠ ∅, но справеäëиво утвержäение (6)

иëи хотя бы утвержäение (8), то заäа÷а разреøи-
ìа, но общественное бëаãосостояние в öеëоì иëи,
по крайней ìере, интересы некоторых аãентов
при выпоëнении усëовий ãоìеостаза постраäаþт.
В этих сëу÷аях возìожны äва способа изìенения
постановки заäа÷и, рассìотренные в п. 1.2 и 1.3.

1.2. Êîîïåðàöèÿ àãåíòîâ è ìåòîä óáåæäåíèÿ

Независиìые аãенты ìоãут вступитü в коопе-
раöиþ, образоватü коаëиöиþ и совìестно ìакси-
ìизироватü суììарный функöионаë выиãрыøа
(общественное бëаãосостояние) по всеì управëя-
þщиì переìенныì. Тоãäа вìесто äифференöи-

0

∞

∫

x·

i N∈
∑
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аëüной иãры в норìаëüной форìе (1)—(3) возни-
кает заäа÷а оптиìаëüноãо управëения

J(u(•)) → max (9)

с оãрани÷енияìи (2), (3).

Ввеäеì ìножество  = Arg J(u(•)). Есëи

U
OC

 = U * ∩  ≠ ∅, то заäа÷а управëения устой-

÷ивыì развитиеì активных систеì в кооператив-
ной постановке иìеет реøение. Заìетиì, ÷то

зäесü всеãäа U
OC

 ≠ ∅ ⇒ ∀  ∈  \ U
OC

 ∃u ∈ U
OC

:

J(u) = J( ), т. е. усëовие U
OC

 ≠ ∅ обеспе÷ивает со-

ãëасованностü ãоìеостаза с общественныì бëаãо-
состояниеì.

Метоä убежäения закëþ÷ается в тоì, ÷то все
аãенты äобровоëüно и осознанно соãëаøаþтся
обеспе÷иватü усëовие ãоìеостаза (4). В этоì и
тоëüко в этоì сëу÷ае заäа÷а управëения устой÷и-
выì развитиеì активных систеì при независи-
ìых аãентах описывается äифференöиаëüной иã-
рой в норìаëüной форìе с фазовыìи оãрани÷ени-
яìи (1)—(4).

Наконеö, возìожен коìпëексный вариант,
при котороì аãенты кооперируþтся и соãëаøаþт-
ся обеспе÷иватü усëовие ãоìеостаза (4). Тоãäа äëя
ìаксиìаëüной коаëиöии аãентов возникает заäа÷а
оптиìаëüноãо управëения (9) с фазовыìи оãрани-
÷енияìи (2)—(4). Указанные пути ìоäификаöии
исхоäной ìоäеëи преäставëены на рисунке.

При коопераöии аãентов возникает äопоëни-
теëüная заäа÷а распреäеëения выиãрыøа ìакси-
ìаëüной коаëиöии ìежäу иãрокаìи. Она реøается

путеì построения äифференöиаëüной иãры в фор-
ìе характеристи÷еской функöии на основе исхоä-
ной äифференöиаëüной иãры, выбора некотороãо
кооперативноãо принöипа оптиìаëüности (С-яä-
ро, вектор Шепëи и äр.) и обеспе÷ения äинаìи-
÷еской устой÷ивости этоãо реøения с поìощüþ
преäëоженной Л.А. Петросяноì проöеäуры рас-
преäеëения äеëежа [24].

1.3. Èåðàðõè÷åñêîå óïðàâëåíèå 
äëÿ äîñòèæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàçâèòèÿ

Есëи заäа÷а управëения в исхоäной постанов-
ке неразреøиìа, а ìетоä убежäения на практике
неприìениì, то ввоäится Центр, основная öеëü
котороãо — обеспе÷ение ãоìеостаза посреäствоì
возäействия на ìножества äопустиìых управëе-
ний аãентов (принужäение) иëи их функöионаëы
выиãрыøа (побужäение). В этоì сëу÷ае возникает
иерархи÷еская äифференöиаëüная иãра

J0(p(•), q(•), u(•)) =

= e
–ρt

g
0
(x(t), p(t), q(t), u(t), t)dt → max, (10)

p(t) ∈ P,  q(t) ∈ Q; (11)
J
i
(p(•), q(•), u(•)) =

= e
–ρt

g
i
(x(t), p

i
(t), u(t), t)dt → max, (12)

u
i
(t) ∈ U

i
(q

i
(t)),  i ∈ N, (13)

в сиëу оãрани÷ений (3) и (4). Зäесü g0 и J0 — ìãно-

венная функöия и интеãраëüный функöионаë вы-
иãрыøа Центра; p(t) = (p1(t), ..., pn

(t)) — вектор

управëений побужäения; q(t) = (q
1
(t), ..., q

n
(t)) —

вектор управëений принужäения. Важно, ÷то в
äанноì сëу÷ае ìоäеëü преäставëяет собой äиффе-
ренöиаëüнуþ иãру с фазовыìи оãрани÷енияìи,
поскоëüку выпоëнение усëовия ãоìеостаза (4)
естü основная öеëü Центра. Отìетиì также, ÷то
теперü ìножество равновесий Нэøа в иãре аãен-
тов естü NE(p, q), так как реøения зависят от äей-
ствий Центра. Преäпоëаãаþтся выпоëненныìи те
же ìатеìати÷еские требования, ÷то и äëя ìоäеëи
(1)—(3).

Ввеäеì ìножества управëений аãентов:

U
max = Arg J0(p, q, u) — äостав-

ëяþщих ãëобаëüный ìаксиìуì функöионаëу вы-
иãрыøа Центра;

 = Arg J0(p, q, u) — обес-

пе÷иваþщих соãëасование интересов аãентов с ин-
тересаìи Центра без у÷ета ãоìеостаза;

 = Arg J0(p, q, u) — обеспе÷и-

ваþщих ãоìеостаз при у÷ете интересов Центра, но
не аãентов;

U max
u •( ) U∈

U

u U

u

Пути модификации исходной модели управления устойчивым
развитием

0

∞

∫

0

∞

∫

max
p P∈ q Q∈,

max
u NE p q,( )∈

UNE
max

max
p P∈ q Q∈,

max
u NE p q,( )∈

Umax
* max

p P∈ q Q∈,
max
u U *∈
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(p, q) = NE(p, q) ∩ U * — обеспе÷иваþщих

ãоìеостаз при у÷ете интересов аãентов, но не
Центра;

U
HDG

(p, q) =  ∩  ∩ (p, q) — обес-

пе÷иваþщих ãоìеостаз при поëной систеìной со-
ãëасованности интересов.

Есëи ∃(p, q) ∈ P ЅQ: U
HDG

 ≠ ∅, то заäа÷а управ-

ëения устой÷ивыì развитиеì (3), (4), (10)—(13)
иìеет реøение в иерархи÷еской постановке. Не-

пустота ìножеств , (p, q) äает теорети÷ес-

куþ возìожностü реøения заäа÷и, но на практике
эта возìожностü соìнитеëüна, поскоëüку не у÷и-
тываþтся ëибо интересы аãентов, ëибо интересы
Центра.

Остановиìся на некоторых ìоìентах, связан-
ных с описанной конöепöией.

Методы решения задачи управления устойчи-
вым развитием. К аналитическим ìетоäаì реøе-
ния äифференöиаëüных иãр относятся принöип
ìаксиìуìа Понтряãина и приìенение уравнений
Гаìиëüтона — Якоби — Беëëìана [23—27]. Эти
ìетоäы позвоëяþт найти реøение иãры (равнове-
сие Нэøа иëи Штакеëüберãа) в явноì виäе, но в
сиëу высокой сëожности заäа÷и они реаëüно при-
ìениìы ëиøü äëя оãрани÷енных кëассов иãр (на-
приìер, ëинейных по состояниþ, ëинейно-кваä-
рати÷еских и т. п.). Дëя иерархи÷еских äиффе-
ренöиаëüных иãр в работе [9] преäëожен ìетоä
нахожäения ε-оптиìаëüной ãарантируþщей стра-
теãии Центра, основанный на приìенении поощ-
рения аãентов, коãäа они выбираþт жеëатеëüные
äëя неãо стратеãии, и наказания в противноì сëу-
÷ае, ÷то обобщает известнуþ теореìу Герìейера
äëя стати÷еской ìоäеëи [8]. Оäнако этот ìетоä
требует äопоëнитеëüной ìоäификаöии äëя сëу÷ая
нескоëüких аãентов с у÷етоì требований ãоìеос-
таза, преäëоженной в работе [28]. В зарубежной
ëитературе бëизкий поäхоä связан с приìенениеì
триããерных стратеãий [23].

В общеì сëу÷ае äëя реøения заäа÷и управëе-
ния устой÷ивыì развитиеì по сравнениþ с анаëи-
ти÷ескиìи ìетоäаìи боëее эффективны численные
методы и имитационное моделирование. В статüе
[29] рассìатривается приìенение аëãоритìов эво-
ëþöионноãо ìоäеëирования äëя реøения заäа÷
распреäеëения ресурсов в орãанизаöионных систе-
ìах. Особенности преäëаãаеìоãо поäхоäа:

— явно описывается äинаìика ресурса в зави-
сиìости от управëения Центра;

— Центр распреäеëяет ресурс ìежäу аãентаìи
пропорöионаëüно их äействияì, ÷то побужäает
аãентов к выбору боëее напряженноãо пëана;

— управëение Центра не ìожет ìенятüся резко,
÷то форìаëизуется как ëипøиöево свойство функ-
öии управëения; преäставëяется, ÷то это преäпо-

ëожение выпоëняется äëя боëüøинства реаëüных
орãанизаöионно-эконоìи÷еских систеì;

— на основе преäыäущей ãипотезы разрабаты-
вается ãенети÷еский аëãоритì нахожäения опти-
ìаëüной стратеãии Центра в иерархи÷еской äиф-
ференöиаëüной иãре.

В работе [30] описан ìетоä ка÷ественно репре-
зентативных сöенариев (КРС) иìитаöионноãо ìо-
äеëирования, который состоит в сëеäуþщеì. Обоз-
на÷иì в ìоäеëи (10)—(13) ÷ерез v(t) вектор управ-
ëяþщих возäействий Центра (принужäения q(t)
иëи побужäения p(t)). Пустü Ω = V

1
Ѕ...ЅV

n
ЅU

1
Ѕ...

...ЅU
n
 — ìножество исхоäов иãры. Метоä КРС ис-

хоäит из преäпоëожения U
i
 = , V

i
 = 

∀i = 1, 2, ..., n, ãäе ìножества  и  со-

äержат ка÷ественно репрезентативные стратеãии
аãента i и Центра по отноøениþ к аãенту

 
i соот-

ветственно. Преäпоëожиì äопоëнитеëüно, ÷то

ìощностü ìножеств  и , i = 1, 2, ..., n,

äостато÷но ìаëа, так ÷то они соäержат по K эëе-

ìентов, т. е. | | = | | = K. Тоãäа Ѕ...

Ѕ Ѕ Ѕ...Ѕ  = QRS естü ìножество

КРС äанной иãры, которое вкëþ÷ает в себя m =

= |QRS | = | || | = K2n эëеìентов. Кажäый

репрезентативный сöенарий иãры (v, u)(k) ∈ QRS,
k = 1, 2, ..., m, иìеет виä:

(v, u)(k) = ( , , ..., , , , ..., );

 ∈ ;   ∈ ;  i = 1, 2, ..., n.

Определение. Множество QRS = {(v, u)(1),

(v, u)(2), ..., (v, u)(m)} называется множеством КРС
иерархической дифференциальной игры с точностью
Δ, есëи:

(а) äëя ëþбых äвух эëеìентов этоãо ìножества

(v, u)(i), (v, u)( j) ∈ QRS справеäëиво

|  – |/  > Δ;

(б) äëя ëþбоãо äруãоãо эëеìента (v, u)(l) ∉ QRS

найäется  эëеìент  (v, u)(j) ∈ QRS  такой,  ÷то

| – |/  ≤ Δ. ♦

Зäесü , ,  — соответствуþщие выиã-

рыøи Центра (в сìысëе выражения (10));  =

= J0( , , ..., , , , ..., ), s = i, j, l;

 — ãëобаëüный ìаксиìуì функöионаëа выиã-

UNE
*

UNE
max

Umax
* UNE

*

Umax
* UNE

*
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Vi
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Ui
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i 1=

n
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J0
max
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max
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рыøа Центра (10) на ìножестве КРС иãры по 2n

функöияì v
i
 ∈ ; u

i
 ∈ ; i = 1, 2, ..., n;

Δ > 0 — константа, опреäеëяþщая то÷ностü. Та-
киì образоì, КРС веäут к существенноìу разëи-
÷иþ в выиãрыøах Центра, а разëи÷ие ìежäу оä-
ниì из репрезентативных и ëþбыì äруãиì сöена-
риеì в этоì сìысëе несущественно. Метоä КРС
эвристи÷еский, выбиратü сöенарии сëеäует, исхо-
äя из спеöифики конкретной заäа÷и такиì обра-
зоì, ÷тобы выпоëняëосü привеäенное опреäеëение.

Информационные регламенты дифференциаль-

ных игр опреäеëяþтся сëеäуþщиìи параìи кëас-
сификаöионных признаков:

— проãраììные стратеãии v(t) = ϕ(t) иëи пози-
öионные стратеãии v(t) = ϕ(t, x(t));

— стратеãии без обратной связи по управëениþ
v(t) = ϕ(t) иëи с таковой: v(t) = ϕ(t, u(t)). В первоì
сëу÷ае возникаþт иãры Герìейера типа Γ1t иëи Γ1x

(иãры Штакеëüберãа), во второì — иãры Герìейе-
ра типа Γ

2t
 иëи Γ

2x
 (обратные иãры Штакеëüберãа)

[9, 31];

— принужäение v(t) = q(t) иëи побужäение
v(t) = p(t);

— äетерìинированная иëи стохасти÷еская ìо-
äеëü.

Индекс системной согласованности. Усëовия
соãëасованности интересов (5), (7) ìожно прове-
рятü в боëее сëабой форìе с поìощüþ инäекса
систеìной соãëасованности

SCI =  – ,

ãäе  = J
0
(p, q, u),

 = J0(p, q, u).

Тоãäа систеìная соãëасованностü иìеет ìесто
при SCI = 0. Усëовие SCI ≈ 0 ãоворит о некотороì
прибëижении к систеìной соãëасованности.

Некоторые частные типы Центра. Иноãäа при
реøении заäа÷и (3), (4), (10)—(13) уäобно выäе-
ëятü:

— бескорыстный Центр J0(•) ≡ J0, заинтересо-

ванный тоëüко в обеспе÷ении усëовия ãоìеостаза

(4). Тоãäа ìножество U
max не нужно и остается

проверка усëовия ∃(p, q) ∈ PЅQ: U(p, q) ≠ ∅;

— ìаксиìизируþщий общественное бëаãосо-

стояние Центр J
0
(•) = J(•) = J

i
(u(•)). Тоãäа ин-

тересы Центра и аãентов сонаправëены.

2. ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÑÒÈÌÓËÈÐÎÂÀÍÈß

Частныì сëу÷аеì заäа÷и управëения устой÷и-
выì развитиеì ìожно с÷итатü ìоäеëü стиìуëиро-
вания

J
0
 = e

–ρt
H(x(t), u(t)) – p

i
(x(t), u(t)) dt →

→ ,

J
i
 = e

–ρt[p
i
(x(t), u(t)) – h

i
(x(t), u(t))] → , 

i ∈ N,

в сиëу оãрани÷ений (3) и (4), ãäе H(x, u) — функ-
öия äохоäа Центра, возрастаþщая и воãнутая по
обоиì арãуìентаì, H(0, 0) = 0; h

i
(x, u) — функöия

затрат i-ãо аãента, возрастаþщая и выпукëая по
обоиì арãуìентаì, h

i
(x, u) = 0; p

i
(x, u) — неотри-

öатеëüная функöия коìпенсаöии затрат аãента
Центроì, J

0
, J

i
 — функöионаëы выиãрыøа Центра

и аãента соответственно.
Исхоäя из резуëüтата, поëу÷енноãо в работе [6]

äëя стати÷еской ìоäеëи стиìуëирования, естест-
венно ожиäатü, ÷то оптиìаëüный ìеханизì стиìу-
ëирования äоëжен иìетü виä

(x*(t), u*(t)) =

= 

ãäе u*(t) — реøение вспоìоãатеëüной заäа÷и опти-
ìаëüноãо управëения

e
–ρt

H(x(t), u(t)) – h
i
(x(t), u(t)) dt → max

в сиëу оãрани÷ений (2)—(4), ε
i
(t) — неотриöатеëü-

ная ìотивируþщая наäбавка i-ìу аãенту как функ-
öия вреìени.

Пока в работе [32] изу÷ена äинаìи÷еская вер-
сия базовой заäа÷и стиìуëирования «Центр —
аãент» на бесконе÷ноì периоäе с äискретныì
вреìенеì и функöионаëаìи выиãрыøа Центра и
аãента в виäе ìатеìати÷еских ожиäаний. Показа-
но, ÷то ε-оптиìаëüная стратеãия Центра основана
на реøении заäа÷и оптиìаëüноãо управëения с öе-
ëевыì функöионаëоì, равныì разности функöий
äохоäа веäущеãо (Центра) и затрат веäоìоãо, т. е.
äействитеëüно поëу÷ено непосреäственное обоб-
щение соответствуþщеãо резуëüтата äëя стати÷ес-
кой ìоäеëи стиìуëирования [6]. При этоì в äока-
затеëüстве явно не испоëüзуется построение ìеха-
низìа поощрения-наказания, как в статüе [33] иëи
работах из обзора [34]. Теореìа первона÷аëüно äо-
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казана äëя поëунепрерывных сверху функöий и за-
теì распространена на универсаëüно изìериìые
функöии. Отìетиì, ÷то ε-äобавка в опреäеëении
найäенной ε-оптиìаëüной стратеãии Центра ìо-
жет трактоватüся как ìотивируþщая наäбавка, ко-
торая теì боëüøе, ÷еì ниже äаëüновиäностü ис-
поëнитеëя.

3. ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÎ×È-ÌÎÄÅËÈ

Преäставëяет интерес äинаìи÷еское обобще-
ние ìоäеëей со÷етания общественных и ÷астных
интересов (СОЧИ-ìоäеëей) [35, 36] с у÷етоì тре-
бований ãоìеостаза. В стати÷еской версии ìоäеëи
аãенты распреäеëяþт иìеþщиеся у них ресурсы
r
i
> 0 ìежäу инвестиöияìи в произвоäство неко-

тороãо общественноãо бëаãа в разìере 0 ≤ u
i
 ≤ r

i
 и

÷астной äеятеëüностüþ в разìере соответственно
r
i
 – u

i
. Частная äеятеëüностü приносит аãенту äо-

хоä в разìере p
i
(r

i
 – u

i
), а совокупные инвестиöии

всех аãентов вëекут произвоäство общественноãо
бëаãа в объеìе c(u

1
, ..., u

n
), из котороãо потоì

аãент поëу÷ает äоëþ s
i
c(u1, ..., un

), 0 ≤ s
i
 ≤ 1, i ∈ N.

Такиì образоì, функöия выиãрыøа аãента естü
g
i
(u) = p

i
(r

i
 – u

i
) + s

i
c(u), u = (u1, ..., un

).

Динаìи÷еская СОЧИ-ìоäеëü управëения ус-
той÷ивыì развитиеì иìеет виä

J
0
 = e

–ρt[s
0
(t)x(t) – D(q(t))]dt → max, (14)

s
i
(t) = 1,  s

i
(t) ≥ 0,  0 ≤ q

i
(t) ≤ r

i
,  i ∈ N; (15)

J
i
 = e

–ρt[p
i
(r

i
 – u

i
(t)) + s

i
(t)x(t)]dt → max, (16)

q
i
(t) ≤ u

i
(t) ≤ r

i
,  i ∈ N; (17)

 = c(u(t)) – μx(t),  x(0) = x
0

(18)

с у÷етоì требования ãоìеостаза (4).
Зäесü q(t) = (q1(t), ..., qn

(t)); u(t) = (u1(t), ..., un
(t));

q
i
(t) — управëение принужäения Центра, оãрани-

÷иваþщее снизу инäивиäуаëизì i-ãо аãента; D(q) —
возрастаþщая выпукëая функöия затрат Центра на
принужäение, D(0) = 0; s

i
(t) — управëение побуж-

äения Центра (äоëя соответствуþщеãо аãента иëи
саìоãо Центра при i = 0 в общественноì бëаãе);
х — веëи÷ина общественноãо бëаãа (переìенная
состояния); μ — коэффиöиент аìортизаöии об-
щественноãо бëаãа. Боëее аäекватна, но и боëее
сëожна версия ìоäеëи (14)—(18) с äинаìи÷ески-

ìи ресурсаìи, коãäа r
i
 = r

i
(t),  = k

i
g
i
(x(t), u(t)),

r
i
(0) = r

i0
, k

i
 ≥ 0 — заäанная константа иëи k

i
 = k

i
(t),

0 ≤ k
i
 ≤ 1 — еще оäно управëение аãента, i ∈ N. Дëя

реøения поставëенных заäа÷ öеëесообразно вос-
поëüзоватüся ÷исëенныìи ìетоäаìи и иìитаöион-
ныì ìоäеëированиеì.

4. ÄÐÓÃÈÅ ÏÐÈÊËÀÄÍÛÅ ÇÀÄÀ×È

Изëоженная конöепöия управëения устой÷и-
выì развитиеì активных систеì приìенена к ре-
øениþ прикëаäных заäа÷ в ряäе разëи÷ных преä-
ìетных обëастей. Заäа÷и управëения на сетях
[37—39] развиты приìенитеëüно к ìаркетинãу с
у÷етоì требований устой÷ивоãо развития в статüе
[40].

В работах [41, 42] построена стати÷еская трех-
уровневая теоретико-иãровая ìоäеëü систеìы конт-
роëя воäяноãо баëëаста суäов. Приìеняþтся ìе-
тоäы иерархи÷ескоãо управëения (побужäение и
принужäение) при оäновреìенноì у÷ете усëовий
поääержания систеìы в заäанноì состоянии. Про-
воäится сравнение резуëüтатов иссëеäования ìо-
äеëи в сìысëе иãр Герìейера Γ1 и Γ2. Привеäены

приìеры ÷исëенных рас÷етов в ряäе характерных
сëу÷аев.

В статüе [43] преäставëена ìатеìати÷еская
ìоäеëü, описываþщая äеятеëüностü субъектов вер-
тикаëüной ìаркетинãовой систеìы с у÷етоì эко-
ëоãи÷еских требований. В роëи субъектов управ-
ëения выступаþт: произвоäитеëü, посреäник, с
которыì у произвоäитеëя закëþ÷ен äоãовор ко-
ìиссии, и торãовое преäприятие, реаëизуþщее в
розни÷ной сети проäукöиþ произвоäитеëя. Преä-
поëаãается, ÷то основная öеëü произвоäитеëя со-
стоит в выпоëнении экоëоãи÷еских требований.
Преäëожен аëãоритì построения равновесия Шта-
кеëüберãа в иãре трех ëиö с у÷етоì требования ãо-
ìеостаза экоëоãи÷еской поäсистеìы. В ка÷естве
ìетоäа иерархи÷ескоãо управëения приìеняется
ìетоä побужäения. Привеäен ряä характерных
приìеров с посëеäуþщей интерпретаöией поëу-
÷енных резуëüтатов.

Построениþ и иссëеäованиþ äифференöиаëü-
но-иãровой ìоäеëи преäотвращения заìоров в ìеë-
ковоäных воäоеìах посвящена статüя [44]. Преä-
ëожены аëãоритìы иссëеäования ìоäеëи в сëу÷ае
инфорìаöионных реãëаìентов äинаìи÷еских иãр
Герìейера Г1x

 и Г2x. Заäа÷а реøается ÷исëенно с

поìощüþ разработанноãо параëëеëüноãо аëãорит-
ìа, у÷итываþщеãо архитектуру супер-ЭВМ с рас-
преäеëенной паìятüþ. Преäëаãаеìый аëãоритì
÷исëенноãо реøения поставëенной заäа÷и на су-
пер-ЭВМ с поìощüþ ìетоäа k-среäних позвоëяет
существенно сократитü вреìя работы проãраììно-
ãо коìпëекса, ÷исëенно реаëизуþщеãо ìоäеëüнуþ
заäа÷у äинаìики взаиìоäействуþщих попуëяöий
в Азовскоì ìоре. Разработанные ìоäеëи приìеня-
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þтся äëя проãнозирования изìенения биоìассы
биоëоãи÷еских попуëяöий в ìеëковоäных воäо-
еìах с у÷етоì требований устой÷ивоãо развития.

Статüя [45] äеìонстрирует приìенение конöеп-
öии управëения устой÷ивыì развитиеì борüбы с
эвтрофикаöией ìеëковоäных воäоеìов (на приìе-
ре Азовскоãо ìоря). Динаìика состояния воäоеìа
описывается уравненияìи в ÷астных произвоä-
ных, которые реøаþтся ÷исëенно ìетоäоì коне÷-
ных разностей. Реøается äинаìи÷еская заäа÷а
ìиниìизаöии затрат на поääержание экосистеìы
воäоеìа в заäанноì состоянии, которое интерпре-
тируется как требование ãоìеостаза. Привеäены
приìеры ÷исëенных рас÷етов, провеäен анаëиз
поëу÷енных резуëüтатов.

Динаìи÷еские теоретико-иãровые ìоäеëи äвух-
уровневых систеì управëения с у÷етоì усëовий
устой÷ивоãо развития иссëеäуþтся в статüе [46].
В ка÷естве ìеханизìов иерархи÷ескоãо управëения
рассìатриваþтся ìетоäы принужäения и побуж-
äения. Даны опреäеëения равновесий и привеäе-
ны аëãоритìы их построения на основе иìитаöи-
онноãо ìоäеëирования äëя разëи÷ных инфорìа-
öионных реãëаìентов. Провеäен сравнитеëüный
анаëиз эффективности указанных ìеханизìов уп-
равëения äëя ìоäеëи экосистеìы ìеëковоäноãо
воäоеìа (на приìере Азовскоãо ìоря).

Статüя [47] посвящена иссëеäованиþ äинаìи-
÷еских СОЧИ-ìоäеëей с поìощüþ ìетоäа иìи-
таöионноãо ìоäеëирования. Дëя иãр Герìейера
описаны и реаëизованы сëеäуþщие реãëаìенты
иерархи÷ескоãо управëения: проãраììные стра-
теãии, побужäение; проãраììные стратеãии, при-
нужäение; проãраììные и позиöионные страте-
ãии, побужäение; проãраììные и позиöионные
стратеãии, принужäение.

Иссëеäована äвухуровневая ìоäеëü оптиìаëü-
ноãо рыбоëовства при неопреäеëенности параìет-
ров в статüе [48]. Изу÷ен сëу÷ай äвух иерархи÷ески
упоряäо÷енных аãентов: ãосуäарства (реãуëятор) и
рыбоëовноãо преäприятия (рыбак). Реãуëятор с÷и-
тается äаëüновиäныì, а рыбак — бëизорукиì. Ди-
наìика рыбной попуëяöии описана неëинейныì
разностныì уравнениеì. Преäпоëаãается, ÷то это
уравнение и функöия выиãрыøа рыбака соäержат
параìетры, неизвестные реãуëятору. Доказано, ÷то
функöия зна÷ения этой заäа÷и уäовëетворяет урав-
нениþ Айзекса — Беëëìана, описана оптиìаëüная
стратеãия реãуëятора. Привеäены äва иëëþстра-
тивных приìера.

В статüе [49] рассìатривается приìенение сис-
теìноãо поäхоäа к управëениþ устой÷ивыì разви-
тиеì реãиона на базе теоретико-иãровых ìоäеëей
и инфорìаöионных техноëоãий. Опреäеëяется по-
нятие реãионаëüной активной систеìы. Понятие
устой÷ивоãо развития реãиона äопоëняется тре-
бованиеì систеìной соãëасованности. Устой÷и-

вое развитие озна÷ает, ÷то хозяйственная äеятеëü-
ностü äоëжна обеспе÷иватü äостато÷но высокие
зна÷ения соöиаëüно-эконоìи÷еских инäикаторов,
не наруøая в то же вреìя требований экоëоãи÷ес-
коãо равновесия. Форìаëüно, все показатеëи со-
стояния реãионаëüной соöио-экоëоãо-эконоìи-
÷еской систеìы äоëжны нахоäитüся в заäанных
äиапазонах. В своþ о÷ереäü, систеìная соãëасо-
ванностü озна÷ает, ÷то при äостижении своих öе-
ëей Центр äоëжен ìаксиìаëüно у÷итыватü инте-
ресы активных аãентов. Дëя коëи÷ественной
оöенки систеìной соãëасованности приìеняется
соответствуþщий инäекс. Описаны аäìинистра-
тивные и эконоìи÷еские ìеханизìы управëения,
обеспе÷иваþщие систеìнуþ соãëасованностü.

В работах [50, 51] иссëеäуется заäа÷а управëе-
ния, которая закëþ÷ается в распреäеëении äвуìя
сосеäниìи субъектаìи среäств ìежäу развитиеì
своей и общей (трансãрани÷ной) территории. Дëя
коорäинаöии äеятеëüности ввоäится спеöиаëüный
орãан управëения (коорäинатор, Центр). Эконо-
ìи÷еский ìеханизì иссëеäуется в äвух вариантах
(управëение äоëей у÷астия в äохоäе от развития
общей территории и распреäеëение ресурса). При-
воäится äетаëüный анаëиз указанных ìеханизìов,
а также орãанизаöионно-эконоìи÷еская интер-
претаöия äëя конкретных заäа÷ территориаëüноãо
управëения.

Динаìи÷еские СОЧИ-ìоäеëи инноваöионноãо
развития корпораöии иссëеäуþтся в статüе [52].
Динаìика систеìы описывается неëинейныì раз-
ностныì уравнениеì. Дëя иссëеäования преäëо-
женной ìоäеëи инноваöионноãо развития при-
ìеняþтся иìитаöия и ìетоä перебора обëастей
äопустиìых управëений субъектов с некоторыì
øаãоì. Основной резуëüтат работы — сравнитеëü-
ный анаëиз эффективности ìетоäов иерархи÷еско-
ãо управëения äëя инфорìаöионных реãëаìентов
Штакеëüберãа/Герìейера при принужäении/по-
бужäении (÷етыре реãëаìента) с поìощüþ инäек-
сов систеìной соãëасованности. Относитеëüно
инфорìаöионноãо реãëаìента иерархи÷еской иã-
ры приняты преäпоëожения: все иãроки приìеня-
þт проãраììные стратеãии; веäущий выбирает и
сообщает веäоìыì эконоìи÷еские ëибо аäìинис-
тративные управëения, которые ìоãут бытü тоëüко
функöияìи вреìени (иãры Герìейера Г

1t
) ëибо за-

висетü также от управëений веäоìых (иãры Гер-
ìейера Г

2t
); при известных стратеãиях веäущеãо

веäоìые оäновреìенно и независиìо выбираþт
свои стратеãии, ÷то привоäит к равновесиþ Нэøа
в иãре веäоìых. За коне÷ное ÷исëо итераöий преä-
ëоженный аëãоритì иìитаöионноãо ìоäеëирова-
ния позвоëяет построитü прибëиженное реøение
ìоäеëи иëи сäеëатü вывоä, ÷то равновесия не су-
ществует. Достоверностü и эффективностü преä-
ëоженноãо аëãоритìа сëеäуþт из свойств ìетоäов

pb219.fm  Page 26  Tuesday, March 19, 2019  10:59 AM



УПРАВЛЕНИЕ В СОЦИАЛЬНО�ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

27ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 2 • 2019

сöенариев и пряìоãо упоряäо÷енноãо перебора с
постоянныì øаãоì. Преäëаãаеìая ìоäеëü носит
универсаëüный характер и ìожет бытü поëезна äëя
нау÷но обоснованной поääержки проãраìì инвес-
тиöионноãо развития коìпаний всех отрасëей эко-
ноìики. Спеöифика конкретной коìпании у÷и-
тывается в хоäе иäентификаöии ìоäеëи. Поëу÷ен
ряä соäержатеëüных вывоäов относитеëüно срав-
нитеëüной эффективности ìетоäов иерархи÷еско-
ãо управëения инноваöияìи.

В работах [53, 54] описывается ìежäисöипëи-
нарная ìетоäоëоãия иссëеäования соöиаëüноãо
партнерства на приìере äопоëнитеëüноãо профес-
сионаëüноãо образования. Матеìати÷еский аппа-
рат äифференöиаëüных иãр позвоëяет провести
коëи÷ественный сравнитеëüный анаëиз эффек-
тивности разëи÷ных способов орãанизаöии соöи-
аëüноãо партнерства (изоëяöия, иерархия, коопе-
раöия), у÷естü необхоäиìостü соãëасования ÷аст-
ных и общественных интересов. Обсужäаþтся
ìетоäика иäентификаöии ìатеìати÷еских ìоäе-
ëей с у÷етоì äанных соöиоëоãи÷еских опросов и
сöенарный поäхоä к реøениþ äифференöиаëüных
иãр на базе коìпüþтерной иìитаöии.

5. ÏÐÈÌÅÐ

Рассìотриì упрощенный приìер, иëëþстрируþщий
ввеäенные в статüе понятия. Пустü иìеется ìножество
N = {1, ..., n} аãентов-прироäопоëüзоватеëей, äëя опре-
äеëенности экспëуатируþщих рыбнуþ попуëяöиþ. Ди-
наìика попуëяöии с у÷етоì выëова описывается урав-
нениеì

 = a – u
j
(t) x(t),  x(0) = x

0
. (19)

Зäесü x(t) — биоìасса попуëяöии в ãоäу t; x
0
 — на-

÷аëüное зна÷ение биоìассы; a > 0 — коэффиöиент ес-
тественноãо прироста попуëяöии; u

i
(t) — äоëя выëова

i-ì аãентоì,
0 ≤ u

i
(t) ≤ 1,  i ∈ N. (20)

Интересы кажäоãо аãента описываþтся стреìëениеì
к ìаксиìизаöии выиãрыøа

J
i
 = e

–ρt
u
i
(t)x(t)dt → max, (21)

ãäе T — периоä рассìотрения, 0 ≤ ρ ≤ 1 — коэффиöиент
äисконтирования. Усëовие ãоìеостаза äëя рыбной по-
пуëяöии иìеет виä

∀t x(t) ≥ x*, (22)

ãäе x* — крити÷еское зна÷ение биоìассы попуëяöии.
Вообще ãоворя, аãенты не заинтересованы в выпоë-

нении усëовия ãоìеостаза (22). Найäеì равновесие
Нэøа в иãре аãентов (19)—(21). Функöия Гаìиëüтона
äëя i-ãо аãента

H
i
(x, u

i
, λ

i
) = u

i
x + λ

i
,  i ∈ N.

В сиëу ëинейности ìоäеëи

 = (1 – λ
i
)x,

т. е. оптиìаëüные управëения ìоãут бытü u
i
 = 0 иëи

u
i
= 1. Поскоëüку при u

i
 = 0 выиãрыø аãента J

i
 = 0, то

иìеет сìысë рассìатриватü сëу÷ай u
i
 = 1. Тоãäа уравне-

ние äинаìики (19) приниìает виä

 = (a – n)x(t), x(0) = x
0
,

откуäа

x(t) = x
0
e
(a–n)t,

J
i
 = x

0
e
(a–ρ–n)t

dt =  > 0.

Такиì образоì, äействитеëüно NE = {(1, ..., 1)}. Дëя
нахожäения ìножества U * наäо реøитü неравенство

x
0
exp  ≤ x*,

откуäа поëу÷аеì усëовие

∀t t ≥ ln .

Лоãарифì в правой ÷асти всеãäа не поëожитеëен,
поскоëüку по биоëоãи÷ескоìу сìысëу x

0
 ≥ x* (на÷аëüная

÷исëенностü биоìассы не ìенüøе крити÷еской). Поэто-
ìу уäобнее переписатü поëу÷енное усëовие в виäе

∀t t ≤ ln .

Есëи скобка в ëевой ÷асти отриöатеëüна, то всеãäа
U * ≠ ∅, ина÷е непустота этоãо ìножества зависит от со-
отноøения параìетров.

Наконеö, рассìотриì ìножество U
DG

 = NE ∩ U *.

Оно не пусто, есëи выпоëняется усëовие

∀t (n – a)t ≤ ln . (23)

Такиì образоì, вопрос о непустоте ìножества U
DG

 и

теì саìыì о разреøиìости заäа÷и управëения устой÷и-
выì развитиеì (19)—(22) зависит от соотноøения зна-
÷ений параìетров ìоäеëи. Вероятностü выпоëнения ус-
ëовия (23) теì выøе, ÷еì боëüøе коэффиöиент естест-
венноãо прироста рыбной попуëяöии, ìенüøе ÷исëо
рыбаков и боëüøе отноøение на÷аëüной ÷исëенности
биоìассы попуëяöии к ее крити÷ескоìу зна÷ениþ.

Коопераöия аãентов привоäит к заäа÷е оптиìаëüноãо
управëения

J = J
i
 → max (24)

с оãрани÷енияìи (19), (20). Поскоëüку функöия Гаìиëü-
тона äëя этой заäа÷и иìеет виä

H(x, u, λ) = x u
j
 + λ x,

то ее реøение совпаäает с реøениеì иãры (19)—(21),

т. е.  = NE = {(1, ..., 1)}, и непустота ìножества

U
OC

= U * ∩  вновü опреäеëяется усëовиеì (23).

x·
j N∈
∑

0

T

∫

a uj
j N∈
∑–⎝ ⎠

⎛ ⎞

Hi∂

ui∂
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x·

0
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∫
x
0

e
a ρ– n–( )T

1–( )

a ρ– n–
---------------------------------------------

a uj t( )
j N∈
∑–⎝ ⎠
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a uj t( )
j N∈
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x
0

-----

uj t( )
j N∈
∑ a–⎝ ⎠

⎛ ⎞ x
0
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-----

x
0

x*
-----

i N∈
∑
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Теперü ввеäеì Центр, который интерпретируется как
орãан управëения некотороãо уровня, отве÷аþщий за
выпоëнение экоëоãи÷еских требований. Пустü функ-
öионаë выиãрыøа Центра опреäеëяется форìуëой (24).
Тоãäа эконоìи÷еские интересы Центра и аãентов сов-
паäаþт и закëþ÷аþтся в ìаксиìизаöии выëова, оäнако
ãëавная öеëü Центра — обеспе÷ение требования ãоìеос-
таза (22). Дëя выпоëнения этоãо усëовия Центр приìе-
няет ìетоä принужäения, а иìенно, назна÷ает квоты на
выëов рыбы

0 ≤ u
i
(t) ≤ q

i
(t) ≤ 1,  i ∈ N. (25)

О÷евиäно, тоãäа равновесие Нэøа в иãре аãентов
(19), (21), (25) приìет виä

NE = {(q
1
(t), ..., q

n
(t))}.

Иìееì также U max =  = NE. Множества  и

(q) опреäеëяþтся усëовияìи

∀t t = ln .

Наконеö,

U
HDG

(q) =  ∩  ∩ (q) =

= (q
1
(t), ..., q

n
(t)): ∀t t = ln .

Такиì образоì, äëя выпоëнения требования ãоìеос-
таза суììарный выëов приäется со вреìенеì уìенüøатü.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Рассìотрена конöепöия управëения устой÷и-
выì развитиеì активных систеì. Поä активныìи
систеìаìи пониìаþтся произвоëüные äинаìи÷ес-
кие систеìы с у÷астиеì ëþäей, состоящие из ак-
тивных эëеìентов. Активные эëеìенты способны
к саìостоятеëüноìу öеëепоëаãаниþ, стратеãи÷ес-
коìу повеäениþ и сознатеëüноìу искажениþ ин-
форìаöии в собственных интересах. Устой÷ивое
развитие преäпоëаãает выпоëнение требований ãо-
ìеостаза (некоторых äинаìи÷еских усëовий на со-
стояние объекта управëения) и систеìной соãëа-
сованности (у÷ета интересов активных аãентов,
призванных обеспе÷иватü ãоìеостаз).

Матеìати÷еская форìаëизаöия заäа÷и управëе-
ния устой÷ивыì развитиеì активных систеì осу-
ществëяется с поìощüþ äифференöиаëüных иãр в
норìаëüной форìе, форìе характеристи÷еской
функöии и с иерархи÷еской структурой, ãäе усëо-
вие ãоìеостаза отражается ÷ерез фазовые оãрани-
÷ения. Привеäены постановки таких заäа÷ и ука-
заны ìетоäы их реøения.

Рассìотрены äва ÷астных кëасса заäа÷ управëе-
ния устой÷ивыì развитиеì: äинаìи÷еские ìоäеëи
стиìуëирования и äинаìи÷еские ìоäеëи со÷ета-
ния общественных и ÷астных интересов (СОЧИ-
ìоäеëи). Обсужäены соответствуþщие постановки

заäа÷, äëя äинаìи÷еской ìоäеëи стиìуëирования
привеäен резуëüтат, обобщаþщий известный ана-
ëоã äëя стати÷еской версии. Основная обëастü при-
ìенения ìоäеëей стиìуëирования — орãанизаöи-
онное управëение, СОЧИ-ìоäеëи поëезны при
распреäеëении ресурсов. Дан обзор ряäа прикëаä-
ных заäа÷ в разëи÷ных преäìетных обëастях, ре-
øаеìых на основе преäëаãаеìой конöепöии. При-
веäен упрощенный иëëþстративный приìер, äе-
ìонстрируþщий ввеäенные в статüе понятия, в
÷астности, показываþщий возìожностü непусто-
ты разëи÷ных ìножеств управëений.

Описанная конöепöия образует теорети÷еский
фунäаìент созäания совреìенных систеì управëе-
ния нау÷но-техноëоãи÷ескиì развитиеì, проäви-
жениеì инноваöий, поäãотовкой каäров äëя науки
и эконоìики, охраной окружаþщей среäы и раöи-
онаëüныì испоëüзованиеì прироäных ресурсов.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Burkov V.N., Lerner A.Ya. Fairplay in control of active systems //
Differential games and related topics. — Amsterdam, London:
North-Holland Publishing Company, 1971. — P. 164—168.

2. Бурков В.Н., Опойцев В.И. Метаиãровой поäхоä к управëе-
ниþ иерархи÷ескиìи систеìаìи // Автоìатика и теëеìе-
ханика. — 1974. — № 1. — С. 103—114.

3. Бурков В.Н. Основы ìатеìати÷еской теории активных
систеì. — М.: Наука, 1977. — 255 с.

4. Бурков В.Н., Данев Б., Еналеев А.К. и äр. Боëüøие систеìы:
ìоäеëирование орãанизаöионных ìеханизìов. — М.: На-
ука, 1989. — 245 с.

5. Бурков В.Н., Новиков Д.А. Теория активных систеì: состо-
яние и перспективы. — М.: СИНТЕГ, 1999. — 128 с.

6. Новиков Д.А. Теория управëения орãанизаöионныìи сис-
теìаìи. — М.: Изä-во физ.-ìат. ëит., 2007. — 584 с.

7. Механизмы управëения / Поä реä. Д.А. Новикова. — М.:
Ленанä, 2011. — 192 с.

8. Горелик В.А., Кононенко А.Ф. Теоретико-иãровые ìоäеëи
принятия реøений в экоëоãо-эконоìи÷еских систеìах. —
М.: Раäио и связü, 1982. — 144 с.

9. Горелик В.А., Горелов М.А., Кононенко А.Ф. Анаëиз конф-
ëиктных ситуаöий в систеìах управëения. — М.: Раäио и
связü, 1991. — 288 с.

10. Laffont J.-J., Martimort D. The Theory of Incentives: The Princi-
pal-Agent Model. — Princeton University Press, 2002. — 421 р.

11. Algorithmic Game Theory / ed. by N. Nisan, T. Roughgarden,
E. Tardos, V. Vazirani. — Cambridge University Press, 2007. —
754 р.

12. Данилов-Данильян В.И., Лосев К.С. Экоëоãи÷еский вызов и
устой÷ивое развитие. — М.: Проãресс-Траäиöия, 2000. —
416 с.

13. Переход к устой÷ивоìу развитиþ: ãëобаëüный, реãионаëü-
ный и ëокаëüный уровни. Зарубежный опыт и пробëеìы
России / Рук. авт. коëë. Н.Ф. Гëазовский. — М., 2002. —
444 с.

14. Adams W.M., Jeanrenaud S.J. Transition to Sustainability: To-
wards a Humane and Diverse World. — Gland: International
Union for Conservation of Nature and Natural Resources,
2008. — 107 р.

15. Clark W.C. Sustainability Science: A Room of its Own //
Proc. of the National Academy of Science. — 2007. — Vol. 104,
N 6. — P. 1737—1738.

16. Our Common Future. World Commission on Environment and
Development (WCED). — Oxford, 1987. — 416 р.

17. Aubin J.-P. Viability Theory. — Springer-Verlag, 1991. — 572 р.

UNE
max

U
max
*

UNE
*

qj t( )
j N∈
∑ a–⎝ ⎠

⎛ ⎞ x
0

x*
-----

UNE
max

U
max
* UNE

*

⎩
⎨
⎧

qi t( )
j N∈
∑ a–⎝ ⎠

⎛ ⎞ x
0

x*
-----

⎭
⎬
⎫

pb219.fm  Page 28  Tuesday, March 19, 2019  10:59 AM



УПРАВЛЕНИЕ В СОЦИАЛЬНО�ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ

29ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 2 • 2019

18. Cairns R.D., Martinet V. An environmental-economic measure
of sustainable development // European Economic Review. —
2014. — Vol. 69. — P. 4—17.

19. Doyen L., Martinet V. Maximin, viability and sustainability // J.
of Econ. Dynamics and Control, 2012 (36). — P. 1414—1430.

20. Угольницкий Г.А. Управëение устой÷ивыì развитиеì ак-
тивных систеì. — Ростов-на-Дону: Изä-во Южноãо феäе-
раëüноãо ун-та, 2016. — 940 с.

21. Угольницкий Г.А. Теоретико-иãровое иссëеäование некото-
рых способов иерархи÷ескоãо управëения // Изв. РАН. Тео-
рия и систеìы управëения. — 2002. — № 1. — С. 97—101.

22. Ougolnitsky G. Game theoretic formalization of the concept of
sustainable development in the hierarchical control systems //
Annals of Operations Research. — 2014. — Vol. 220, N 1. —
P. 69—86.

23. Differential Games in Economics and Management Science /
Dockner E., Jorgensen S., Long N.V., Sorger G. — Cam-
bridge: Cambridge University Press, 2000. — 382 р.

24. Петросян Л.А., Зенкевич Н.А., Шевкопляс Е.В. Теория иãр. —
СПб.: БХВ-Петербурã, 2012. — 432 с.

25. Basar T., Olsder G.Y. Dynamic Non-Cooperative Game Theo-
ry. — Philadelphia: SIAM, 1999. — 506 р.

26. Понтрягин Л.С., Болтянский В.Г., Гамкрелидзе Р.В., Ми-
щенко Е.Ф. Матеìати÷еская теория оптиìаëüных проöес-
сов. — М.: Наука, 1983. — 393 с.

27. Optimal Control of Nonlinear Processes (with Applications to
Drugs, Corruption, and Terror) / Grass D., Caulkins J.P., Feich-
tinger G., Tragler G., Behrens D.A. — Springer, 2008. — 529 р.

28. Угольницкий Г.А., Усов А.Б. Равновесия в ìоäеëях иерархи-
÷ески орãанизованных äинаìи÷еских систеì с у÷етоì тре-
бований устой÷ивоãо развития // Автоìатика и теëеìеха-
ника. — 2014. — № 6. — С. 86—102.

29. Белявский Г.И., Данилова Н.В., Угольницкий Г.А. Эвоëþöи-
онное ìоäеëирование в заäа÷ах управëения устой÷ивыì
развитиеì активных систеì // Матеìати÷еская теория иãр
и ее приëожения. — 2016. — Т. 8, вып. 4. — С. 14—29.

30. Ougolnitsky G.A., Usov A.B. Computer Simulations as a Solu-
tion Method for Differential Games // Computer Simulations:
Advances in Research and Applications. Eds. M.D. Pfeffer and
E. Bachmaier. — N.Y.: Nova Science Publishers, 2018. —
P. 63—106.

31. Olsder G.J. Phenomena in inverse Stackelberg games, part 2:
Dynamic problems // Journal of Optimization Theory and Ap-
plications. — 2009. — Vol. 143, iss. 3. — С. 601—618.

32. Рохлин Д.Б., Угольницкий Г.А. Равновесие Штакеëüберãа в
äинаìи÷еской ìоäеëи стиìуëирования с поëной инфор-
ìаöией // Автоìатика и теëеìеханика. — 2018. — № 4. —
С. 152—166.

33. Gorelov M.A., Kononenko A.F. Dynamic models of conflicts.
III. Hierarchical games // Automation and Remote Control. —
2015. — Vol. 76, N 2. — P. 264—277.

34. Li M., Cruz J.B., Simaan M.A. An Approach to Discrete-Time
Incentive Feedback Stackelberg Games // IEEE Trans. on Sys-
tems, Man, and Cybernetics. Part A: Systems and Humans. —
2002. — Vol. 32, N 4. — P. 472—481.

35. Горбанева О.И., Угольницкий Г.А. Цена анархии и ìеханиз-
ìы управëения в ìоäеëях соãëасования общественных и
÷астных интересов // Матеìати÷еская теория иãр и ее
приëожения. — 2015. — Т. 7, вып. 1. — С. 50—73.

36. Gorbaneva O.I., Ougolnitsky G.A. System Compatibility, Price of
Anarchy and Control Mechanisms in the Models of Concord-
ance of Private and Public Interests // Advances in Systems Sci-
ence and Applications. — 2015. — Vol. 15, N 1. — P. 45—59.

37. Губанов Д.А., Новиков Д.А., Чхартишвили А.Г. Соöиаëüные
сети: ìоäеëи инфорìаöионноãо вëияния, управëения и
противоборства. — М.: Физìатëит, 2010. — 228 с.

38. Белов М.В., Новиков Д.А. Сетевые активные систеìы: ìо-
äеëи пëанирования и стиìуëирования // Пробëеìы управ-
ëения. — 2018. — № 1. — С. 47—57.

39. Робертс Ф. Дискретные ìатеìати÷еские ìоäеëи с приëо-
женияìи к соöиаëüныì, биоëоãи÷ескиì и экоëоãи÷ескиì
заäа÷аì. — М.: Наука, 1986. — 497 с.

40. Агиева М.Т. Моäеëи управëения на соöиаëüных сетях в ìар-
кетинãе // Инженерный вестник Дона. — 2018. — № 1. —

URL: http://ivdon.ru/ru/magazine/archive/n1y2018/4670 (äа-
та обращения: 22.11.2018).

41. Угольницкий Г.А., Усов А.Б., Рыжкин А.И. Метоä побужäе-
ния в иãрах Герìейера при ìоäеëировании трехуровневой
систеìы управëения суäовыìи баëëастныìи воäаìи //
Коìпüþтерные иссëеäования и ìоäеëирование. — 2014. —
Т. 6, № 4. — С. 535—542.

42. Угольницкий Г.А., Усов А.Б., Рыжкин А.И. Метоä принужäе-
ния в иãрах Герìейера при ìоäеëировании трехуровневой
систеìы управëения суäовыìи баëëастныìи воäаìи //
Коìпüþтерные иссëеäования и ìоäеëирование. — 2015. —
Т. 7, № 2. — С. 281—288.

43. Назиров А.Э., Угольницкий Г.А., Усов А.Б. Теоретико-иãро-
вая ìоäеëü трехуровневой ìаркетинãовой систеìы с у÷е-
тоì экоëоãи÷еских требований // Управëение боëüøиìи
систеìаìи. — 2015. — Вып. 55. — С. 326—342.

44. Никитина А.В., Пучкин М.В., Семенов И.С. и äр. Диффе-
ренöиаëüно-иãровая ìоäеëü преäотвращения заìоров в
ìеëковоäных воäоеìах // Управëение боëüøиìи систеìа-
ìи. — 2015. — Вып. 55. — С. 343—361.

45. Никитина А.В., Сухинов А.И., Угольницкий Г.А. и äр. Опти-
ìаëüное управëение устой÷ивыì развитиеì при биоëоãи-
÷еской реабиëитаöии Азовскоãо ìоря // Матеìати÷еское
ìоäеëирование. — 2016. — Т. 28, № 7. — С. 96—106.

46. Угольницкий Г.А., Усов А.Б., Пучкин М.В. и äр. Теоретико-
иãровые реãëаìенты ìеханизìов управëения устой÷ивыì
развитиеì ìеëковоäных экосистеì // Автоìатика и теëе-
ìеханика. — 2017. — № 6. — С. 122—137.

47. Оноприенко А.Н., Угольницкий Г.А., Усов А.Б. Иìитаöион-
ное ìоäеëирование иерархи÷еских реãëаìентов управëения
(на приìере рыбоëовства) // Известия вузов. Северо-Кав-
казский реãион. Естественные науки. — 2016. — № 4. —
С. 25—29.

48. Rokhlin D.B., Ougolnitsky G.A., Usov A.B. A two-level model of
optimal harvesting under parameter uncertainty // Far East
Journal of Mathematical Sciences. — 2017. — Vol. 102, N 7. —
P. 1365—1380.

49. Ougolnitsky G.A. A System Approach to the Regional Sustaina-
ble Management // Advances in Systems Science and Applica-
tions. — 2017. — Vol. 17, N 2. — P. 52—62.

50. Анопченко Т.Ю., Мурзин А.Д., Угольницкий Г.А. Моäеëиро-
вание соãëасования интересов в заäа÷ах управëения устой-
÷ивыì развитиеì территорий // Эконоìика прироäопоëü-
зования. — 2017. — № 6. — С. 35—47.

51. Горбанева О.И., Мурзин А.Д., Угольницкий Г.А. Механизìы
соãëасования интересов при управëении проектаìи разви-
тия территорий // Управëение боëüøиìи систеìаìи. —
2018. — Вып. 71. — С. 61—97.

52. Угольницкий Г.А., Усов А.Б. Теоретико-иãровая ìоäеëü со-
ãëасования интересов при инноваöионноì развитии кор-
пораöии // Коìпüþтерные иссëеäования и ìоäеëирова-
ние. — 2016. — Т. 8, № 4. — С. 673—684.

53. Dyachenko V.K., Ougolnitsky G.A., Tarasenko L.V. Computer
Investigation of a Game Theoretic Model of Social Partnership
in the System of Continuing Professional Education // Advanc-
es in Systems Science and Applications. — 2015. — Vol. 15,
N 4. — P. 320—328.

54. Нор-Аревян О.А., Тарасенко Л.В., Угольницкий Г.А. Матеìа-
ти÷еское ìоäеëирование соöиаëüноãо партнерства: ìето-
äоëоãия ìежäисöипëинарноãо иссëеäования (на приìере
систеìы äопоëнитеëüноãо профессионаëüноãо образова-
ния) // Соöиоëоãи÷еские иссëеäования. — 2018. — № 4. —
С. 15—24.

Статья представлена к публикации членом редколлегии

чл.-корр. РАН Д.А. Новиковым.

Угольницкий Геннадий Анатольевич — ä-р физ.-ìат. наук, 
профессор, Южный феäераëüный университет, 

ã. Ростов-на-Дону, � gaugolnickiy@sfedu.ru.

Поступила в редакцию 03.05.2018, после доработки 18.06.2018.

Принята к публикации 27.09.2018.

pb219.fm  Page 29  Tuesday, March 19, 2019  10:59 AM


