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Мноãие объекты управëения в хиìи÷еской
проìыøëенности, атоìной энерãетике, биоëоãии,
эконоìике и äруãих отрасëях описываþтся äиф-
ференöиаëüныìи уравненияìи с запазäываниеì
[1, 2]. Поëу÷ение аëãоритìов управëения такиìи
объектаìи в усëовиях неопреäеëенности пара-
ìетров ìатеìати÷еской ìоäеëи и при наëи÷ии
неконтроëируеìых внеøних возìущений преä-
ставëяþт собой важнуþ нау÷нуþ и практи÷ескуþ
заäа÷у. В зависиìости от типа запазäывания они
поäразäеëяþтся на объекты с запазäываниеì по
состояниþ, управëениþ и нейтраëüноãо типа.
Кроìе тоãо, запазäывание ìожет бытü сосреäото-
÷енное (в иностранной ëитературе оно называется
äискретныì) и распреäеëенное. Естественно, ÷то
иìеþтся объекты, в ìатеìати÷еские ìоäеëи кото-
рых вхоäят разëи÷ные типы запазäываний. Каж-
äый тип уравнений требует своих поäхоäов к ре-
øениþ заäа÷ управëения.
Иìеется боëüøое ÷исëо опубëикованных ра-

бот, посвященных построениþ аëãоритìов уп-
равëения äëя разëи÷ных типов объектов при на-
ëи÷ии той иëи иной априорной инфорìаöии о

параìетрах ìатеìати÷еской ìоäеëи и внеøних
возìущениях.
Заäа÷е управëения неëинейныì объектоì с за-

пазäываниеì при оãрани÷ениях на управëяþщее
возäействие посвящена работа [3]. Систеìа ста-
биëизаöии нейтраëüноãо объекта иссëеäуется в ра-
боте [4], а заäа÷а робастноãо управëения нейтраëü-
ныì объектоì и неëинейныì — в работах [5, 6]
соответственно. Заäа÷и управëения объектоì с рас-
преäеëенныì запазäываниеì реøаþтся в работах
[7—11]. Обøирная бибëиоãрафия иìеется в обзор-
ной статüе [12], а также в труäах 14-ãо и 15-ãо кон-
ãрессов ИФАК.
Дëя ка÷ественноãо управëения объектоì воз-

никает необхоäиìостü в поäавëении вëияния воз-
ìущений и в коìпенсаöии априорной неопреäе-
ëенности параìетров ìатеìати÷еской ìоäеëи. За-
äа÷а существенно усëожняется, есëи управëение
строится по выхоäу äëя неëинейноãо объекта, так
как не äëя ëþбой неëинейной ìоäеëи ìожно по-
ëу÷итü аëãоритì управëения по выхоäу.
Можно выäеëитü äва основных способа пост-

роения систеì управëения в äанной ситуаöии:
построение разëи÷ных набëþäатеëей вектора со-
стояния и оöенка обобщенных возìущений, в ко-
торые вхоäят априорно неопреäеëенные параìет-

Преäпоëожено, ÷то параìетры ìатеìати÷еской ìоäеëи неизвестны, а изìерениþ äо-
ступны тоëüко выхоäные переìенные. В ка÷естве öеëевых усëовий принята то÷ностü от-
сëеживания этаëонноãо сиãнаëа. Поëу÷ены аëãоритìы управëения, позвоëяþщие скоì-
пенсироватü априорнуþ неопреäеëенностü и существенно уìенüøитü вëияние неизìе-
ряеìых внеøних оãрани÷енных возìущений на выхоäные переìенные. Привеäен
÷исëенный приìер и резуëüтаты ìоäеëирования, äеìонстрируþщие эффективностü по-
ëу÷енноãо аëãоритìа сëежения.
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сиãнаë.

íàëèç è ñèíòåç ñèñòåì óïðàâëåíèÿÀ

pb0316.fm  Page 16  Friday, May 20, 2016  12:10 PM



ÀÍÀËÈÇ È ÑÈÍÒÅÇ ÑÈÑÒÅÌ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

17ÏÐÎÁËÅÌÛ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß ¹ 3 • 2016

ры и внеøние возìущения. Второй из них быë
приìенен в работах [10, 11], а также в äанной ста-
тüе. Оäнако, в отëи÷ие от работ [10, 11], зäесü не
испоëüзуþтся вспоìоãатеëüный контур и набëþ-
äатеëü произвоäных. Закон управëения выбран
так, ÷то факти÷ески он функöионирует на осно-
вании инфорìаöии об обобщенноì возìущении.
Доказано, ÷то при соответствуþщеì выборе пара-
ìетров управëяþщеãо устройства существенно
поäавëяется вëияние возìущений на то÷ностü
сëежения.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Рассìотриì объект управëения, ìатеìати÷ес-
кой ìоäеëüþ котороãо сëужат уравнения

(t) = Ax(t) + D F(y(t + θ)dθ + Bu(t) + Γf(t),

y(t) = Cx(t),  x(θ) = ϕ(θ),  θ ∈ [–h, 0], (1)

ãäе x ∈ Rn, u(t) и y(t) — скаëярные управëяþщее
возäействие и реãуëируеìая переìенная, f(t) —
внеøнее скаëярное неизìеряеìое возìущаþщее
возäействие, F(y(t)) — неëинейная функöия, ϕ(θ) —
непрерывная на÷аëüная функöия, h — вреìя за-
пазäывания, А, В, D, Γ и С — ÷исëовые ìатриöы
соответствуþщих поряäков.
Требуется поëу÷итü аëãоритì управëения, обес-

пе÷иваþщий выпоëнение öеëевоãо усëовия

|y(t) – ym(t)| < δ,  t l T0, (2)

ãäе ym(t) — сиãнаë, который äоëжен отсëеживатüся

выхоäоì объекта управëения, веëи÷ина δ > 0 ха-
рактеризует то÷ностü сëежения, T0 — вреìя, по ис-

те÷ении котороãо с на÷аëа функöионирования
систеìы выпоëнятüся öеëевое неравенство. Ины-
ìи сëоваìи, усëовие (2) озна÷ает, ÷то öеëевое не-
равенство äоëжно выпоëнятüся за коне÷ное вреìя,
которое зависит от ìноãих факторов: на÷аëüных
усëовий объекта, уровня возìущений и этаëонно-
ãо сиãнаëа.
Буäеì реøатü сфорìуëированнуþ заäа÷у при

сëеäуþщих предложениях.
1. Пара (A, B) — управëяеìа, а (A, C) — набëþ-

äаеìа.
2. Известны äиапазоны возìожных зна÷ений

эëеìентов ìатриö A = , B, D, Γ,

C = [1, 0, ..., 0], ãäе 01 × (n – 1) — нуëевая ìатри-
öа-строка.

3. Уравнение (1) (в сëу÷ае отсутствия неëиней-
ности F(y(t)) = 0) ìиниìаëüно-фазовое, т. е. по-
ëиноì СAdjΛ(s)B явëяется ãурвиöевыì, ãäе s —
коìпëексная переìенная в преобразовании Лап-
ëаса, Λ(s) = (Ins – A), In — еäини÷ная ìатриöа n×n,
AdjΛ(s) — присоеäиненная ìатриöа (транспониро-
ванная ìатриöа аëãебраи÷еских äопоëнений ìат-
риöы Λ(s)),

4. Внеøнее возìущение f(t) и этаëонный сиãнаë
ym(t) ãëаäкие и оãрани÷енные функöии: | f(t)| m χ1,
|ym(t)| m χ2, χ1 > 0, χ2 > 0.

5. Произвоäные реãуëируеìой переìенной и
управëяþщеãо возäействия не изìеряþтся.

6. Функöия F(y(t)) ãëаäкая и уäовëетворяет ãëо-
баëüноìу усëовиþ Липøиöа, F(0) = 0.
Замечание. Отìетиì, ÷то наëи÷ие тоëüко оä-

ноãо типа запазäывания, выбор структуры ìатри-
öы A, а также скаëярной неëинейности и оãрани-
÷ения r m m обусëовëены искëþ÷итеëüно жеëани-
еì упроститü преобразования.

2. ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß

Преобразуеì уравнения (1) в форìу «вхоä —
выхоä»:

Qn(P)y(t) = kRm(P)u(t) + Kr(P) F(y(t + θ))dθ +

+ Gτ(P)f(t), (3)

ãäе P = d/dt — оператор äифференöирования,
Qn(P), Kr(P), Rm(P) — ëинейные äифференöи-
аëüные операторы, degQn(P) = n, degRm(P) = m,
degGτ(P) = τ, τ m n – 1, degKr(P) = r, r m m. Дëя
опреäеëенности пустü r = m. Операторы Qn(P) и
Rm(P) норìированные.

Приìениì аëãоритì äеëения Евкëиäа к поëи-
ноìу Qn(p):

Qn(P) = (P)Rm(P) + ΔQm – 1(P).

Преäставиì ìноãо÷ëен (P) в виäе суììы

äвух поëиноìов

(P) = Qγ(P) + Qγ – 1(P),  γ = n – m.

Зäесü и в äаëüнейøеì инäексы буäут указыватü
на поëиноì и еãо поряäок, Qγ(P) — ãурвиöев по-
ëиноì. Тоãäа

Qn(P) = (Qγ(P) + Qγ – 1(P))Rm(P) + ΔQm – 1(P).

x·
h–

0

∫

a1 In 1–

an 01 n 1–( )×

...

h–

0

∫

Qγ

Qγ

Qγ
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Поäставив это выражение в уравнение (3) и раз-
äеëив поëу÷енное уравнение сëева и справа на
норìированный поëиноì Rm(P), поëу÷иì

Qγ(P)y(t) = ku(t) + ψ1(t).

Зäесü

ψ1(t) = –Qγ – 1(P)y(t) + –ΔQm – 1(P)y(t) +

+ Kr(P) F(y(t + θ))dθ + Gτ(P)f(t) .

Составиì уравнение äëя сиãнаëа рассоãëасова-
ния e(t) = y(t) – ym(t):

Qγ(P)e(t) = ku(t) + ψ1(t) – Qγ(P)ym(t). (4)

Сфорìируеì управëяþщее возäействие u(t) в
соответствии с форìуëаìи:

u(t) = αϑ(t), ϑ(t) = ϑ1(t) + ϑ2(t),  α > 0,

Mβ(P)ϑ1(t) = –Qγ(P)e(t), Mβ(P)ϑ2(t) = ϑ(t). (5)

Поäставиì зна÷ение u(t) из первоãо из уравне-
ний (5) в уравнение (4):

Qγ(P)e(t) = ϑ(t) + ψ2(t), (6)

ãäе ψ2(t) = ψ1(t) + (kα – 1)ϑ(t) – Qγ(P)ym(t).

Функöия ψ2(t) несет всþ инфорìаöиþ о неоп-
реäеëенности параìетров ìатеìати÷еской ìоäеëи
и возìущениях.
У÷итывая выражение (6), искëþ÷иì из уравне-

ний (5) переìенные ϑ1(t) и ϑ2(t), в резуëüтате ÷еãо
поëу÷иì

Mβ(P)ϑ(t) = –ψ2(t). (7)

Выбереì ìноãо÷ëен Mβ(P) в виäе Mβ(P) =

= (μP + 1)β, ãäе β l γ, μ > 0 — äостато÷но ìаëое
÷исëо. Поäставиì Mβ(P) и ψ2(t) в уравнение (7):

(μP + 1)βϑ(t) = –ψ1(t) – (kα – 1)ϑ(t) + Qγ(P)ym(t).

Преобразуеì äанное уравнение

((μP + 1)β – 1 + kα)ϑ(t) = –ψ(t),

ãäе ψ(t) = ψ1(t) – Qγ(P)ym(t). Такиì образоì, ìате-
ìати÷еская ìоäеëü (4), (5) эквиваëентна по выхоäу
систеìе уравнений:

Qγ(P)e(t) = ku(t) + ψ(t),

((μP + 1)β – 1 + kα)u(t) = –αψ(t). (8)

Из этоãо уравнения сëеäует, ÷то ìноãо÷ëен

(μP + 1)β – 1 + kα äоëжен бытü ãурвиöевыì.
Преобразуеì уравнения (8) в векторно-ìатри÷-

нуþ форìу

(t) = Amε(t) + b(ku(t) + ψ(t)),  e(t) = Lε(t),

μ (t) = F0z(t) – bψ(t),  u(t) = Lαz(t). (9)

Зäесü ε ∈ Rγ, z ∈ Rβ, L = [1 0...0], Lα = [α 0...0],

Am = ,

F0 = ,  b = ,

qi — коэффиöиенты поëиноìа Qγ(P). Поëу÷иëи
синãуëярно-возìущеннуþ систеìу {XE «синãуëяр-
но-возìущенная систеìа»} уравнений, так как
второе уравнение в выражении (9) описывает быс-
трые составëяþщие, есëи μ — ìаëое ÷исëо.
Утверждение. Пусть выполнены условия предпо-

ложений, многочлен Mβ(P) – 1 + kα является гурви-
цевым. Тогда существует число μ0 > 0 такое, что
при выполнении неравенства μ0 > μ алгоритм управ-
ления (5) обеспечит выполнение целевого условия (2).
Доказатеëüство привеäено в Приëожении.
Дëя иëëþстраöии работы поëу÷енноãо аëãорит-

ìа сëежения рассìотриì ÷исëовой приìер.

3. ÏÐÈÌÅÐ

Преäпоëожиì, ÷то äинаìи÷еские проöессы в объек-
те управëения описываþтся уравненияìи:

(t) = x(t) + F(y(t + θ))dθ +

+ k u(t) + f(t), y(t) = [1 0 0 0]x(t),

x(θ) = ϕ(θ),  θ ∈ [–h 0].

1
Rm P( )
----------------

⎝
⎜
⎛

h–

0
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Зäесü FT(y) = [F1(y) F2(y) F3(y) F4(y)], Fi(y), i =  —

скаëярные функöии, уäовëетворяþщие усëовияì преä-
поëожений. Кëасс неопреäеëенности заäан неравенс-

тваìи: –13 m ai m 13, –10 m dij m 10, i = , j = ,

8 m k m 12, | f(t)| m 3, –10 m gr m 10, r = 1, 2, |ym| m 20.

Требуется поëу÷итü аëãоритì äëя сëежения за эта-
ëонныì сиãнаëоì с öеëевыì усëовиеì (2).

В äанноì сëу÷ае веëи÷ина γ = n – m = 2. Выбереì

оператор Q2(P) = P2 + 15P + 56. Тоãäа аëãоритì управ-

ëения (5) буäет иìетü виä

u(t) = αϑ(t),  ϑ(t) = ϑ1(t) + ϑ2(t),  α > 0,

(μP + 1)3ϑ1(t) = –(P2 + 15P + 56)e(t),

(μP + 1)3ϑ2(t) = ϑ(t).

Выбереì ÷исëо μ = 0,01. Чисëо α выбираеì из усëо-

вия ãурвиöевости ìноãо÷ëена (μP + 1)3 – 1 + kα. Дëя
этоãо веëи÷ина kα äоëжна бытü ìенüøе äевяти. Иìееì
8 m k m 12. Возüìеì α = 0,5.

На рисунке привеäены резуëüтаты ìоäеëирования
при зна÷ениях параìетров ìатеìати÷еской ìоäеëи
a1 = a3 = 12, a2 = –13, a4 = 13. В этоì сëу÷ае собствен-

ные ÷исëа ìатриöы

λ1 = 10,9202,  λ2 = –0,5599,  λ3 = 0,8199 + 1,2058i,

λ4 = 0,81999 + 1,2058i,  dij = 5, i = ,  j = ,

g1 = g2 = 10,  F1(y) = signy ln(1 + y2),

F2(y) = signy + yln(1 + y2),

F3(y) = (signy + ln(1 + y2))signy,

F4(y) = siny + ln(1 + y2).

На управëяþщее возäействие наëожено оãрани÷е-
ние |u(t)| m 50. На÷аëüные усëовия ϕ(θ), θ ∈ [–h 0),

xT(0) = [1 1 1 1]. Остаëüные на÷аëüные усëовия нуëевые.
Дëя äанноãо варианта параìетров объекта управëения
абсоëþтная оøибка равна 0,02. При этоì äëя ëþбых па-
раìетров из заäанноãо кëасса неопреäеëенности оøибка
не превыøает зна÷ения 0,05.

1 4,

1 4, 1 4,

Переходные процессы

1 4, 1 4,
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Реøена заäа÷а робастноãо сëежения за этаëон-
ныì сиãнаëоì äëя объекта, ìатеìати÷еская ìо-
äеëü котороãо преäставëяет собой неëинейное
äифференöиаëüное уравнение с распреäеëенныì
запазäываниеì. Параìетры объекта управëения не
известны, известны äиапазоны их возìожных зна-
÷ений; на объект äействуþт неизìеряеìые вне-
øние возìущения. Есëи возìущения и этаëонный
сиãнаë уäовëетворяþт усëовияì преäпоëожений,
то поëу÷енный аëãоритì сëежения позвоëяет су-
щественно поãаситü вëияние неопреäеëенности и
возìущений на реãуëируеìуþ переìеннуþ. Ре-
зуëüтаты ìоäеëирования показываþт, ÷то преäëо-
женный аëãоритì управëения позвоëяет поëу÷итü
ка÷ественные перехоäные проöессы. То÷ностü
сëежения зависит от параìетров μ и α.

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Д о к а з а т е ë ü с т в о  у т в е р ж ä е н и я. Вна÷аëе äо-
кажеì работоспособностü аëãоритìа äëя реäуöирован-
ной ìоäеëи. Затеì обоснуеì бëизостü перехоäных про-
öессов в исхоäной систеìе и в реäуöированной ìоäеëи.

Дëя анаëиза свойств заìкнутой систеìы воспоëü-
зуеìся ìетоäикой [13]. Ввеäеì новуþ переìеннуþ

η(t) = z(t) – bψ(t), ãäе bψ(t) реøение уравнения
F0z(t) – bψ(t) = 0. В новых переìенных систеìа уравне-

ний (9) приìет виä

(t) = Amε(t) + b(ku(t) + ψ(t)),  e(t) = Lε(t),

μ (t) = F0η(t) – μ b (t),  u(t) = Lαη + Lα bψ(t).

Поäставив зна÷ение u(t) в первое уравнение, прини-

ìая во вниìание равенство Lα b = –1/k, поëу÷иì

(t) = Amε(t) + bLαη(t),  e(t) = Lε(t),

μ (t) = F0η(t) – μ b (t). (П.1)

Составиì уравнение äëя реäуöированной ìоäеëи:

(t) = Am (t) + bLα (t),  (t) = L (t),

μ (t) = F0 (t). (П.2)

В этоì сëу÷ае функöия ψ(t) буäет иìетü виä

(t) = –Qγ – 1(P) (t) + –ΔQm – 1(P) (t) +

+ Kr(P) F( (t + θ) dθ + Gτ(P)f(t)) – Qγ(P)ym(t).

Так как ìатриöы Am и F0 явëяþтся ãурвиöевыìи, то

(t) = 0, (t) = 0. Приниìая во вниìание

структуру ìатриöы Am и поряäок поëиноìа Qγ – 1(P), по-

ëу÷иì P j (t) = 0, j = 1, ..., γ. Сëеäоватеëüно, пере-

ìенные P j (t) — оãрани÷ены, так как (t) = (t) – ym(t),

а этаëонный сиãнаë уäовëетворяет ÷етвертоìу усëовиþ
преäпоëожений. Кроìе тоãо, неëинейностü и возìуще-
ния уäовëетворяþт преäпоëоженияì 4 и 6. Тоãäа, у÷и-
тывая поряäки операторов Rm(P) и Kr(P), ìожно сäеëатü

вывоä о тоì, ÷то функöия (t) и ее произвоäная в ре-
äуöированной ìоäеëи оãрани÷енные.

Такиì образоì, реäуöированная систеìа (П.2) асиì-

птоти÷ески устой÷ива по переìенныì (t). Тоãäа äëя за-

äанноãо ÷исëа δ1 > 0 существует ìоìент вреìени T1 та-

кой, ÷то при t > T1, буäет выпоëнено неравенство

| (t) – ym(t)| < δ1. (П.3)

Покажеì, ÷то перехоäные проöессы в систеìах (П.1)
и (П.2) при соответствуþщеì выборе ÷исëа μ буäут
бëизки. Ввеäеì векторы рассоãëасования

ξ(t) = ε(t) – (t),  ζ(t) = η(t) – (t).

Тоãäа, вы÷итая систеìу (П.2) из систеìы (П.1), по-
ëу÷иì систеìу уравнений:

(t) = Amξ(t) + bLαζ(t), θ(t) = e(t) – (t) = Lξ(t),

(t) = F0ζ(t) – b( (t) – (t)) – b (t). (П.4)

Преобразуеì функöиþ ψ(t) – (t):

ψ(t) – (t) = –Qγ – 1(P)(y(t) – (t)) +

+ –ΔQm – 1(P)(y(t) – (t)) + Kr(P) Ѕ

Ѕ F(y(t + θ))dθ – F( (t + θ))dθ .

Проäифференöировав эту форìуëу сëева и справа,
поëу÷иì

(t) – (t) = –PQγ – 1(P)(y(t) – (t)) +

+ (–ΔQm – 1(P)(y(t) – (t)) + Kr(P) Ѕ

Ѕ (((F(y(t)) – F(y(t – h))) – ((F( (t)) – F( (t – h))))).

Выäеëиì öеëые ÷асти, выпоëнив «операторное äеëе-
ние» в выражениях

 = kr + ,

 = kq + ,
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ãäе kr, kq — коэффиöиенты при старøих ÷ëенах ìноãо-

÷ëенов Kr(P), PΔQm – 1(P) соответственно. Справеäëива

öепо÷ка равенств

y(t) – (t) = (y(t) – ym(t)) – ( (t) – ym(t)) =

= e(t) – (t)= θ(t) = Lξ(t).

Тоãäа буäеì иìетü систеìу уравнений

(t) – (t) = – ξ(t) – ω1(t) – ω2(t) + Lαζ(t),

+ kr(((F(y(t)) – F( (t))) – (F(y(t – h)) – F( (t – h))),

(t) = Λω1(t) + bθ(t),

(t) = Λω2(t) + b(F(y(t)) – (F( (t))) –

– b(F(y(t – h)) – F( (t – h))), (П.5)

ãäе c1
T = [–kq + qγ, qγ – 1 + gγ – 1, ..., q1 + g1], gi — коэф-

фиöиенты поëиноìа PQγ – 1(P), c2, c3 — векторы, эëе-

ìентаìи которых сëужат коэффиöиенты ìноãо÷ëенов

(P) и ΔKm – 1(P) соответственно, записанные в об-

ратноì поряäке, Λ — ãурвиöева ìатриöа в форìе Фро-
бениуса, характеристи÷ескиì поëиноìоì которой явëя-
ется ìноãо÷ëен Rm(λ).

Поäставив выражение (П.5) в систеìу уравнений
(П.4), поëу÷иì

(t) = Amξ(t) + bLαζ(t),  θ(t) = e(t) – (t) = Lξ(t),

(t) = F0ζ(t) – b(– ξ(t) – ω1(t) + ω2(t) +

+ Lαζ(t) + kr(((F(y(t)) – F( (t))) –

– (F(y(t – h)) – F( (t – h)))) – b (t),

(t) = Λω1(t) + bθ(t),

(t) = Λω2(t) + b(F(y(t)) – (F( (t))) –

– b(F(y(t – h)) – F( (t – h))). (П.6)

Возüìеì функöионаë Ляпунова — Красовскоãо

V = ξT(t)Hξ(t) + ζT(t)H1ζ(t) + (t)H2ω1(t) +

+ (t)H3ω2(t) + |ξ(s)|2ds, (П.7)

ãäе поëожитеëüно-опреäеëенные ìатриöы H, H1, H2 и H3

явëяþтся реøениеì ìатри÷ных уравнений

HAm + Am
TH = –ρI,  H1F0 + F0

TH1 = –ρ1I,

H2Λ + ΛTH2 = –ρ2I,  H3Λ + ΛTH3 = –ρ3I. (П.8)

Зäесü ρ > 0, ρi > 0, i = 1, 2, 3.

Вы÷исëиì произвоäные от функöий (П.7) на траек-
ториях систеìы (П.6), приниìая во вниìание уравне-
ния (П.8):

 = –ρ|ξ(t)|2 + 2ξT(t)HbLαζ(t) – |ζ(t)|2 –

– 2ζT(t)H1 b (t) – 2ζT(t)H1 b(– ξ(t) – ω1(t) +

+ ω2(t) + Lαζ(t) + kr(((F(y(t)) – F( (t))) –

– (F(y(t – h)) – F( (t – h)))) – ρ2|ω1(t)|
2 +

+ 2 (t)H2bθ(t) – ρ3|ω2(t)|
2 + 2 (t)H3b(F(y(t)) –

– F( (t))) – (F(y(t – h)) – F( (t – h))) +

+ |ξ(t)|2 – |ξ(t – h)|2. (П.9)

Воспоëüзуеìся оöенкаìи, приниìая во вниìание
равенство ||L|| = 1:

2ξT(t)HbLαζ(t) m μ|ξ(t)|2 + |ζ(t)|2,

χ1 = ||HbLα||
2,

–2ζT(t)H1 b (t) m |ζ(t)|2 + μχ2,

χ2 = |H1 b (t)|2,

–2ζT(t)H1 b(– ξ(t) – ω1(t) – ω2(t) +

+ kr((F(y(t)) – F( (t))) – (F(y(t – h)) – F( (t – h)))) m

m |ζ(t)|2 + μχ3|ξ(t)|
2 + μχ4|ω1(t)|

2 + μχ5|ω2(t)|
2 +

+ μ|H1 bkr |
2(|F(y(t)) – F( (t))|2 + (F(y(t – h)) –

– F( (t – h))|2) m |ζ(t)|2 + μχ3|ξ(t)|
2 + μχ4|ω1(t)|

2 +

+ μχ5|ω2(t)|
2 + μχ6|ξ(t – h)|2,

2 (t)H3b(F(y(t)) – F( (t))) – (F(y(t – h)) –

– F( (t – h))) m |ω2|
2 + μχ7|ξ(t)|

2 + μχ7|ξ(t – h)|2,

χ7 = |H3bkL|
2,

2 (t)H2bθ(t) m |ω1(t)|
2 + μχ8|ξ(t)|

2,

–2ζT(t)H1 bLαζ(t) m χ9|ζ(t)|
2,

ãäе χ3 = ||H1 b ||2, χ4 = ||H1 b ||2, χ5 = ||H1 b ||2,

χ6 = |H1 bkr |
2, kL — константа Липøиöа, χ8 = |H2b|

2,

χ9 = ||2H1 bLα||.
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Отìетиì, |H1 b (t)|2 существует, так как быëа

обоснована оãрани÷енностü (t). Поäставив привеäен-
ные оöенки в форìуëу (П.9), поëу÷иì неравенство

 m –(ρ – 1 – μ(1 + χ3 + χ6 + χ7 + χ8))|ξ(t)|
2 –

– |ζ(t)|2 – |ω1(t)|
2 –

– |ω2(t)|
2 – (1 – μ(1 + μ(χ6 + χ7))|ξ(t – h)|2 + μχ2.

Есëи выбратü ÷исëа ρ, ρ1, ρ2, ρ3 и μ из усëовий

ρ – μ(1 + χ3 + χ6 + χ7 + χ8) = σ, ρ1 – 1 – χ1 – ρ1 – 1 –

– χ1 – μχ9 = σ1, ρ2 –  = σ2, ρ3 –  = σ21 – μ(χ6 + χ7) > 0,

σ > 0, σ1 > 0, σ2 > 0, то поëу÷иì

(ξ, η) m –σ|ξ(t)|2 – |ζ(t)|2 – σ2|ω1(t)|
2 –

– σ2|ω2(t)|
2 + μχ2,

откуäа сëеäует, ÷то обëастü притяжений систеìы (П.6)
заäана неравенствоì

σ|ξ(t)|2 + |ζ(t)|2 + σ2|ω1(t)|
2 + σ2|ω2(t)|

2 m μχ2.

Из этоãо неравенства сëеäует öепо÷ка неравенств:

|θ(t)|2 m |ξ(t)|2 m χ2.

Приниìая во вниìание выражения (П.3) и (П.4), по-
ëу÷иì

|e(t)| = | (t) + θ(t)| m | (t)| + |θ(t)| m δ1 + . (П.10)

Есëи ÷исëа δ1 и μ выбратü из усëовия

δ1 +  < δ,

то из неравенства (П.10) поëу÷иì öеëевое усëовие (2).
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